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RESUMO

O objetivo deste trabalho € realizar um estudo de alguns principios de célculo de prémios por
meio de uma anélise de suas propriedades, e sua influéncia no processo de ruina em uma carteira
ficticia. Foram realizadas simulacdes computacionais com varia¢des dos principios em diferen-
tes valores de carregamento e da distribuicao associada ao montante de severidades de sinistros.
As distribui¢des modeladas foram a distribuicdo Gama e distribuicdo Exponencial, sendo que
a varidvel associada a frequéncia de sinistros foi modelada via distribui¢do de Poisson. Os re-
sultados encontrados mostram a grande influéncia dos valores de caregamento frente ao prémio
calculado e sua interven¢do nos valores de reservas associados as frequéncias de ruinas.

Palavras-chave: Prémio; Principios de cdlculo; Ruinas; Cramer-Lundberg.



ABSTRACT

The aim of this paper is to study some principles of premium calculation through an
analysis of their properties, and their influence on ruin process in a fictitious portfolio. Computer
simulations were performed with variations of the principles at different loading values and the
distribution associated with the amount of claims severity. The modeled distributions were the
Gamma distribution and Exponential distribution, and the variable associated with the frequency
of claims was modeled via Poisson distribution. The results show the great influence of the
loading values in relation to the calculated premium and its intervention in the values of reserves
associated with the frequencies of ruins.

Keywords: Premium; Principles of calculation; Ruins; Cramer-Lundberg.
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1 INTRODUCAO

O ramo securitdrio atualmente, pode ser dividido entre o ramo vida, que estd associado
de forma geral ao tempo de vida adicional dos segurados, e a esfera ndo-vida, tratando de as-
suntos que envolvem as perdas de maneira geral, isto €, aos danos dos segurados. Visto isso, as
seguradoras necessitam de investigar os riscos associados as suas carteiras, e € nesta analise que
a teoria do risco se insere, fornecendo um conjunto de regras sistematizadas aplicadas de forma
a estabelecer modelos de tarifacdo eficiente, frente aos sinistros que chegam as seguradoras. E
com 1isso, seja possivel a instituicdo estabelecer a cobranga de um valor justo para o prémio,
sendo este uma quantia paga pelo segurado ao segurador em busca de se assegurar contra pos-
siveis danos em troca de uma garantia de indenizagdo caso estes danos se tornem reais, afim de
evitar a entrada em uma situacao de ruina (RODIGUES, 2008).

A teoria que estabelece o processo de ruina € amplamente utilizada no ramo de seguros,
pois ela propicia um sistema de principios capazes de estabelecer modelos de reservas ao longo
do tempo. Baseado nisso, este trabalho tem como objetivo fazer um estudo de alguns principios
de célculo de prémios e sua influéncia no comportamento da ruina, uma vez que estes com-
portamentos serdo evidenciados através de simulacdes associadas as diferentes distribui¢des de
probabilidades. E pretende-se discutir as consequéncias da utilizacido de diferentes principios
no cdlculo de prémios, uma vez que dada as premissas utilizadas nos cdlculos, as ocorréncias
de ruinas dentro de uma carteira de seguros esta atrelado a falta de reserva de capital por parte
da seguradora. Esta situacdo pode ocorrer por diversos motivos, € uma delas € a maneira inade-
quada de se cobrar este valor (PACHECO, 2014).

Com isso, este trabalho foi dividido em seis sessdes, sendo a primeira uma explicacao
sobre os modelos associados ao calculo de reserva e a teoria por trds destes modelos, a chamada
Teoria do Risco. A segunda sessdo ird trazer uma breve discussio sobre os preceitos envolvidos
em um processo de ruina, ou seja, os modelos utilizados e as diferentes maneiras de atingir uma
dada probabilidade de ocorréncia de ruina. Chegando na quarta sessdo, serd descorrido sobre
alguns dos principios de cdlculo de prémio mais estudados na literatura e as propriedades que
se baseiam este em um célculo de prémio. As duas ultimas sessdes se trata da metodologia

utilizada neste estudo e os resultados atingidos com este trabalho.
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2 TEORIA DO RISCO

O risco pode ser visto como o nivel de possibilidade de algo que possamos perder rela-
cionado a uma determinada incerteza de sua atividade, logo, assumir um certo risco é saber que
sua perda nao € algo concreto, e que com isso estabelecer métodos e critérios para estuda-los é
uma tentativa de se aproximar do que ainda nao € a realidade, isto €, a chance de assumir um
risco estd associado a uma medida de probabilidade de ocorrer um evento futuro associada as
chances de perdas. Tal medida acaba sendo associada a uma varidvel aleatdria, visto que os
valores assumidos por ela serdo determinados pelos cendrios que estardo submetidos, gerando
assim, o grau de incerteza que trazem para aquele momento (FERREIRA, 2002).

Sendo assim, a Teoria do Risco tem como objetivo modelar as varidveis aleatérias as-
sociadas aos riscos em um longo prazo, sendo utilizada como ferramenta para modelar, por
exemplo, a tarifacdo capaz de diminuir as chances de insolvéncia do segurador. E que com
base nisso, inclua nestes modelos, critérios que consigam aferir as probabilidades envolvidas e
atribuir-lhes a cobranca de um valor pago pelo segurado, que se torne minimamente suficiente
para um possivel evento futuro, de tal forma que este risco, seja incerto e independa da vontade
dos envolvidos e que no fim, evite o processo de ruina.

Dentre os modelos estudados na Teoria do Risco, existem dois que se destacam na li-
teratura, o modelo de risco Individual e o modelo de risco Coletivo. O modelo Coletivo pode
ser visto como sendo um caso particular do modelo Individual sujeito a algumas premissas, de
modo que o valor total de suas indenizagdes € obtido através de uma soma aleatéria de varidveis
também aleatodrias, isto €, ele modela conjuntamente o ndmero de sinistros de uma carteira e a

severidade atribuida a ela (RODRIGUES, 2008).

2.1 MODELO DE RISCO COLETIVO ANUAL

Quando se estuda o modelo de risco Coletivo anual, trata-se de observar a distribui¢do
de probabilidade de danos agregados no periodo de um ano, sendo baseada em principios que
dizrespeito a maneira como os danos individuais de uma carteira sdo organizados, uma vez
que sdo assumidas a independéncia e a maneira idéntica de distribui¢do entre eles, visto que, o

objetivo central do modelo de risco coletivo € modelar como a varidvel relacionada ao montante
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agregado dos sinistros ocorridos (S,,;), ird se comportar em determinadas situa¢des, podendo
ser entendida como uma varidvel associada a uma carteira de seguros (BOWERS, 1997). Sendo

assim.

N
Seol = > Xi 2.1)
=1

em que:
X, é a variavel aleatdria associada ao valor do i-ésimo sinistro individual.
N é a variavel aleatdria associada ao nimero de sinistros.

E possivel notar que

Seot >0 se N >0,
SCOZZO se N=0

(2.2)

Essas medidas vinculam-se ao modelo coletivo atribuindo-lhe particularidades de uma
certa distribuicao capazes de gerar um sistema de célculo para as carteiras gerenciadas pelas se-

guradoras, de maneira que as variaveis X e N sdo independentes entre elas (PACHECO,2014).

2.1.1 Modelos de Frequéncia de Sinistros: NV

Denota-se N, como sendo a varidvel aleatéria associada a frequéncia de ocorréncias de
sinistros durante um determinado periodo de tempo, considerando inicialmente o periodo de
um ano, sendo esta uma varavel aleatoria discreta e ndo negativa. Visto que estes sinistros sao
independentes e identicamente distribuidas, seja qual for o sinistro ocorrido, a varidvel N nao
interfere nos valores de sinistros, isto €, a maneira como o S, se modela estd relacionada a
distribui¢do de X; com o montante agregado (FERREIRA, 2002).

Alguns dos modelos de probabilidade mais frequentes na literatura para frequéncia de

sinistros, devido as suas propriedades, sao:

e Distribuicdo Binomial: tal distribuicdo mede a probabilidade de ocorrer k£ eventos inde-
pendentes de uma amostra aleatdria n, sendo ¢ sua probabilidade de sucesso. Caracte-
rizada por ter variancia menor do que a sua média, de tal forma que, esta distribuicao
pode ser utilizada para modelar, por exemplo, a frequéncia de mortes em uma carteira de

seguro de vida, tendo suas probabilidades de morte ja definidas (PACHECO, 2014).
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e Distribuicdo de Poisson: indica a probabilidade de ocorrer um nimero £ de sinistros,
dada uma intensidade ). E apropriada para modelar as probabilidades de frequéncia de
ocorrer eventos, cuja possibilidade de acontecer € baixa, porém hd uma amostra grande.
Por exemplo, em casos de terremotos cuja sensibilidade pode ser percebida pelos seres

humanos (PACHECO, 2014).

e Distribuicdo Binomial Negativa: representa a probabilidade de se ter k sucessos até o
momento que se alcanca o r-ésimo fracasso, de forma que t€ém-se ¢ como sendo a proba-
bilidade de sucesso. Tal distribuicdo € capaz de se adequar as carteiras de seguros cuja
variancia de frequéncia de sinistros se mostra maior do que sua média. Assim, acaba
sendo preferivel do que a distribui¢do de Poisson em situacdes cuja a de Poisson ndo con-

segue captar as variacdes das probabilidades de ocorréncia de danos (PACHECO, 2014).

Para maiores informagdes sobres os modelos de distribuicdes Binomial, Poisson e Bi-

nomial Negativa, consultar o Apéndice A.

2.1.2 Modelos de Severidade de Sinistros: X

A severidade € tida como os possiveis valores que um sinistro pode obter, e dentre os
modelos utilizados para os possiveis valores de indenizacao, a literatura apresenta uma quanti-
dade grande de modelos. Porém, devido as suas caracteristicas, alguns modelos sdo utilizados

especificamente para determinadas situagdes. Neste trabalho, destacam-se tal modelos:

e Distribuicdo Gama: a distribuicio Gama biparamétrica, ou simplesmente chamada de
distribuicdo Gama, refere-se a um caso particular da distribuicdo generalizada, isto &,
acaba sendo uma derivacdo da distribui¢do triparamétrica, visto que seu 7 = 1. Além
disso, é conhecida por ser a versdo continua da distribuicdo binomial negativa e possuir
uma relacdo direta com a distribuicdo Exponencial, sendo uma das mais generalizadas e
possui aplicac@o na andlise de tempo de vida de produtos. Sua funcdo densidade € dada

por (PACHECO, 2014):

(2.3)
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onde seus pardmetros o > 0 e 5 > 0. Para todo = > 0, a funcdo Gama é dada por I'(«).

Os valores de esperanca e variancia sdo encontrados da seguinte maneira.

px = 2, 2.4)

L ™le

(2.5)

0% =

E.
e Distribuicdo Exponencial: é uma derivacio da distribui¢do generalizada de Gama, uma
vez que o valor de « € igual a 1, seu pardmetro \ possui relagdo direta com a média,
uma vez que seu parametro € o inverso do valor esperado. Assim, um pardmetro muito
baixo de uma exponencial causard em um valor muito alto em sua média, sendo muito
utilizada nas dreas que necessitam descrever o tempo de vida de algum equipamento, ou

o tempo de chegada de determinada observag@o. Sua funcao densidade pode ser dada por

(PACHECO, 2014):

fz) = e, (2.6)

onde, seu parametro A > (), com sua média e variancia dadas por:

1

px =7 (2.7)
1

0% = = (2.8)

e Distribuicdo Normal: quando o montante de severidades possui distribuicdo Normal sua

func¢do densidade é:

flz) = e, (2.9)

px = [ (2.10)

0% =’ (2.11)
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2.1.3 Sinistros Coletivos

Quando o assunto se trata das distribui¢des dos sinistros agregados de uma carteira de
seguros, dentre as diferentes formas de se caracterizar a varidvel aleatdria "sinistro agregado".S,
na literatura destacam duas , a caracterizacdo feita a partir do processo de convolugdo entre
as distribui¢coes de X e [V, e a caracterizacdo feita através do cdlculo da Fun¢do Geradora de
Momentos. A partir de agora, serd feita uma breve discussdo dos métodos listados (FERREIRA,

2002).

2.1.3.1 Processo de Convolucao a partir das distribuicoes de X e N

O processo de convolugdo € de grande importancia para a realizacdao dos célculos do
montante de sinistro agregado de uma carteira de seguros. Esse processo implica em encontrar
a distribuicdo da varidvel aleatdria associada a0 montante de sinistros agregado a partir de um
processo de convolugdo das varidveis aleatérias X que compde a carteira, dado que a quantidade
ocorrida (/V) também € uma varidvel aleatéria. Assim, a obtencao da funcao de distribui¢ao de

S a partir da convolugdo de X e N é dada por:

n

Fs,,(s) =Y _ P*(s)P(N = k), (2.12)

k=0
considerando que P** representa a funcio de distribui¢io acumulada da k — esima

convolugdo de X, em que:

P*(s)=P(X1+ Xo + ...+ X < 5). (2.13)

A variavel aleatdrica S,.,; depende da distribui¢do de X. Caso for discreto, S, tam-
bém sera discreto. Caso contrario, a distribuicdo dos sinistros serd continua. O processo de
convolucdo se d4 conforma Tabela 1.

Tabela 1 — Funcdo de distribuicdo acumulada da k-ésima convolucao de X
Caso Discreto Caso Continuo

P*(s) = PP X+ Xo 4+ X <) P(s) = [, P*"'(x — h)p(h)dh

Fonte: FERREIRA, 2002.

Adicionalmente, t€ém-se que fs.,; € sua funcdo de probabilidade, caso estiver contido em
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processo discreto, ou serd a funcdo densidade de probabilidade se estiver adotando um processo

continuo para a variavel S, sendo

n

fsea(s) =D p™(s)P(N = k) (2.14)

k=0

em que serdo distribuidas como sendo:

Tabela 2 — Distribuicao da funcdo de probabilidade por convolugao
Caso Discreto Caso Contunuo

PS) = e G+ X 4 ot X = 2) p(s) = [, " (@ — Wp(h)dh

Fonte: FERREIRA, 2002.

em que p**(s) representa a fungdo de probabilidade da k-ésima convolugdo de X.

2.1.3.2 Funcao Geradora de Momentos de S

Para se calcular a fung@o geradora de momentos da varidvel aleatéria .S, é necessario
que haja o conhecimento prévio das fungdes geratrizes de momentos associadas aos riscos aco-
lhidos e também da funcdo relacionada aos sinistros ocorridos. Desta forma, t€ém-se as funcdes

geradoras de momentos de X, N e S, dadas respectivamente, por:

Mx(t) = E(e"Y), (2.15)
My(t) = E(e™), (2.16)
Mseor(t) = Mn(In(Mx(t)). (2.17)

Encontrada as funcdes, podemos encontrar suas respectivas esperancas e variancias, que

servirdo como suporte ao calculo dos prémios, de tal forma que:

E(Scq) = E(N)E(X) (2.18)
Var(Sew) = Var(X)E(N) + E(X)*Var(N) (2.19)

Para maiores informacdes sobre essas caracterizagdes e possiveis aplicagdes, consultar

(RODRIGUES, 2008).
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3 TEORIA DA RUINA

A Teoria da Ruina trata-se, no contexto atuarial, de analisar situagdes nais quais hé o
risco de uma institui¢do ficar com reservas insuficientes, desta forma é carcterizada por ser um
caso particular dos processos estocdsticos, sendo este um conjunto de varidveis aleatérias em
que Y (t) : t € T, indexadas pelo parimetro ¢, e que este esteja variando em um conjunto 7,
gerando os indices do processo.

A cada interagdo de t € T' € associado uma variavel aleatéria X (), onde este conjunto
normalmente € tido como a representacdo da varidvel tempo. Logo, um processo estocdstico é
entdo uma familia de varidveis aleatdrias indexadas no tempo, de maneira que, um dos casos
particulares dos processos estocdsticos sao os chamados processos de contagem, onde N (%) :
t > 0 pertence a esta categoria, se N (t) representar um ndmero de ocorréncias de uma certa
observacao em um intervalo de tempo (0,t]. Assim, associado ao processo de contagem, t€m-se
os processos homogéneos de Poisson, conhecidos por ser um processo de "saltos", isto €, sdo
modelados como um exemplo de Cadeias de Markov, sendo que a préxima ocorréncia, que no
caso deste trabalho € a ocorréncia de sinistros, ndo dependera dos valores acumulados e sim do
evento anterior (RODRIGUES, 2008).

Portanto, N () representa uma varidvel aleatéria discreta de Poisson homogénea asso-
ciada a frequéncia de sinistros até o tempo ¢, visto que este intervalo entre as ocorréncias dos
eventos possiveis também € uma varidvel aleatoria com distribuicdo exponencial. Desta ma-
neira, a probabilidade de ndo ocorrer pelo menos algum evento em um determinado intervalo
de tempo, decresce exponencialmente, sendo o pardmetro A a taxa que mede o ritmo desta
queda. Isto é, quanto maior for o valor do seu parametro, menor serd o tempo entre 0s eventos,
uma vez que este processo € caracterizado por possuir incrementos estaciondrios e independen-
tes. Logo, tém-se que NN (¢) pertence a uma distribui¢do de Poisson com pardmetro (At). Para

maiores informacdes, consultar DICKSON e WATERS (1992). Assim:

-\t )\t k
P(N(t) = k) = % k=0,.n, 3.1)
com sua média e variancia:
pUn = At, (3.2)
o3 = AL (3.3)



3.1 Modelo Cléssico de Crdmer-Lundberg

No modelo cléssico de risco, t€m-se que a partir de um capital inicial, a seguradora aceita
assumir um risco de um segurado, se compromissando indenizd-lo na ocorréncia de sinistros.
Por outro lado, o segurado se compromete a pagar prémios para transferir seu risco a entidade
e se manter prevenido durante um periodo de tempo.

Esta situacdo cldssica pode assumir duas caracteristicas, sendo que a primeira é quando
o resultado desta operacdo resulta em situacdes que hajam recursos suficientes para cobrir as
indenizagdes e prosseguir o negdcio com solvéncia. J4 a segunda, € quando os recursos nao
sdo suficientes para honrar os compromissos, criando uma situagdo que os recursos se tornam
abaixo de um certo limite, o que no mercado atuarial representa entre 25% e 50% do patrimdnio
liquido da empresa, chegando a um caso de ruina (SILVA, 2009).

Desta forma, uma seguradora possui um recurso inicial atrelado ao seu patrimonio, re-
presentado por u, em que a seguradora recebe prémios durante um periodo de tempo (0,t],
representado por I1g. Dada a ocorréncia do sinistro agregado .S, onde esta varidvel corresponde
a um processo de Poisson Composto que € ajustado pelo modelo de risco coletivo no intervalo
(0,t], tém-se que o processo estocastico do excedente ou simplesmente nomeado de nivel de
reserva do segurador U (t) serd dado pela férmula associada ao modelo de Cramer-Lundberg

(RODRIGUES, 2008):

U(t) = u+ g — S(t): (t > 0) (3.4)

Dado que na prética, a taxa de prémios deverd sempre exceder os sinistros esperados no
periodo coberto. Assim, o processo de ruina ird se dar quando, a quantidade de sinistros também
consumir a reserva de risco, além de ndo poussuir o valor dos compromissos assegurados. Para

maiores detalhes, consultar BOWERS (1997).

3.2 Probabilidade de Ruina

Sendo U (t) um processo estocdstico, que varia de acordo com o recebimento de prémios

e a ocorréncia de sinistros com o pagamento dos valores de indenizacdes, o nivel de reserva de
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uma seguradora pode se visto, dentre outras maneiras, através de duas opgdes. A primeira
quando tém-se um modelo onde o tempo segue uma escala continua e a reserva € identificada
até um dado instante ¢, tal que, U(t) : ¢ > 0. E a outra forma, seria onde o processo segue
um modelo de tempo discreto, assumindo ¢ como valores inteiros, por exemplo, ter anos como
medida, de maneira que, (U(t) : t = 0,1,...).

Assim, a medida que a reserva de uma seguradora for se alterando ao longo do tempo e
o modelo ja ter sido escolhido, pode-se obter a probabilidade de sobrevivéncia da entidade ¢(u)

das seguintes formas:

e Probabilidade de sobrevivéncia no horizonte infinito em tempo continuo: evidencia
a probabilidade de sobrevivéncia de uma seguradora em um tempo continuo mas sendo

estudado em um tempo qualquer ¢ dentro do intervalo [0, c0),

é(u) = P(U(t) > 0,¥t > 0u = U(0)). (3.5)

e Probabilidade de sobrevivéncia no horizonte finito em tempo continuo: evidencia a
probabilidade de sobrevivéncia de uma seguradora em um tempo continuo mas sendo

estudado até um tempo denotado como T,

o(u,7) = PU(t) > 0,V0 <t < 7lu=U(0)). (3.6)

e Probabilidade de sobrevivéncia no horizonte infinito em tempo discreto: evidencia
a probabilidade de sobrevivéncia de uma seguradora em um tempo discreto mas sendo

estudado em um tempo qualquer n dentro do intervalo [0,1,2...),

¢(u) = P(U(n) > 0,Yn =0,1,2...Ju = U(0)). 3.7)

e Probabilidade de sobrevivéncia no horizonte finito em tempo discreto: evidencia a
probabilidade de sobrevivéncia de uma seguradora em um tempo discreto mas sendo

estudado em um tempo denotado como T,

o(u,7) = P(U(n) > 0,Vn =0,1,2,...7|u = U(0)). (3.8)

Para maiores informacdes, consultar RAMOS (2014).

19



A ruina se dd quando U(t) < 0, isto é, quando a reserva se torna negativa, ou quando
se torna abaixo do limte imposto pela seguradora, de maneira que a varidvel aleatdria associada

ao tempo para o processo de ruina em um ambiente continuo serd dada por (7}), onde:

T — min{t|t > 0}; U(t) <0 (3.9)

T3, € a representacdo do menor dos tempos em que a seguradora torna-se devedora com
seus assegurados além de nao possuir disponivel algum capital para ser utilizado. Assim, tém-se
que a probabilidade de ruina de uma seguradora )(u), sua reserva inicial u = U(0), € calculada

conforme a seguir.

e Probabilidade de ruina no horizonte infinito em tempo continuo:

Y(u)=P(T; <oolu=U0)=PU(t) <0,Vt0 <t <o0)=1—¢(u). (3.10)

e Probabilidade de ruina no horizonte finito em tempo continuo:

Y(u,7) =PI, <71)=PU[lt) <O,Vt,0<t<7)=1—¢(u,T). (3.11)

Assim, temos que a probabilidade de ruina no horizonte finito em tempo continuo sera
menor ou igual a probabilidade no horizonte infinito também no modelo continuo.
Agora, quando se olha para as probabilidades de distribui¢Oes discretas, evidencia-se a

variavel aleatéria 7T,,, como sendo:

T, = min{n : U(n) < 0}, (3.12)

onde, T, é associada a medida do momento em que ocorre a ruina.

Assim, tém-se que:

e Probabilidade de ruina no horizonte infinito em tempo continuo:

Y(u) = P(T,, < oolu=U(0)) = P(U(n) <0,¥n,0 <n<oo)=1— ¢(u) (3.13)
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e Probabilidade de ruina no horizonte finito em tempo continuo:

Y(u,7) =PI, <71)=PU(n)<0,Vn0<n<71)=1— ¢(u,7) (3.14)

De maneira que temos que a probabilidade de ruina no horizonte finito em tempo dis-
creto serd menor ou igual a probabilidade no horizonte infinito também no modelo discreto.

Vale ressaltar que todas as probabilidades aqui descritas estdo sendo considerados cend-
rios de prémio e sinistralidade constantes, servindo de medida para as seguradoras frente ao que
o mercado exige em satisfazer a solvéncia frente as suas responsabilidades. Maiores detalhes

em RAMOS (2014).

3.3 Probabilidade de Ruina no horizonte infinito em tempo continuo

Como apresentado na se¢do anterior, t€m-se diferentes maneiras de como se trabalhar
com as probabilidades em um processo de ruina. No presente trabalho serd discutido e mode-
lado as diferentes probabilidades para o caso infinito em um tempo continuo. Desta fornma,

tém-se que a probabilidade de ruina se d4 como:

Y(u) = P(Ty < oo|U(0) = u). (3.15)
Uma maneira representativa da mesma probabilidade como sendo:

efRu

E(e~fu®|T, < o0)

> 0, (3.16)

, U

() =

onde R representa o coeficiente de ajustamento, sendo a menor solu¢do nao conhecida

da equacdo em r, e que X € a varidvel aleatoria associada ao valor de sinistro, temos que 7 sera:
My(In(Mx(r)) = e (3.17)

Um dos casos mais abordados na literatura € quando ha um carregamento c atrelado a
esperanga do montante agregado de sinistros em uma distribui¢do de Poisson (\t), de maneira

que:
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¢=(1+0)E(Su), (3.18)

desta forma temos que:

1+ (14 6)E(X)r = Mx(r). (3.19)

sendo # como o carregamento de seguranga ¢ > 0.

Dependendo da maneira como X esta distribuido, o trabalho para obten¢do do coefici-
ente de ajustamento através da equacdo (3.19) se torna penoso, como alternativa, é utilizado o
método de Newton-Raphson. Esse método, ¢ uma das maneiras adotadas para calcular rdizes
de uma funcdo a partir de aproximacdes, uma vez dado o valor inicial para 2 (RAMOS, 2014).

Assim, o melhor valor inicial para R € atribuido a seguinte desigualdade:

20E(X)

R<m.

(3.20)

Diante disso, € possivel notar que existe um grau de dificuldade na utiliza¢dao da equacao
(3.16). Uma alternativa é se trabalhar com a desigualdade de Lundberg, dado que o coeficiente

de ajustamento seja maior que zero. A desigualdade de Lundberg € dada por.

P(u) < e (3.21)

p(u) > 1 —e i, (3.22)

Uma vez que, a equagdo (3.21) representa o valor maximo de probabilidade de ruina de
em funcdo do valor R calculado, e (3.22) sua funcao de sobrevivéncia, t€ém-se que, estipulando
limites para as ocorréncias de ruinas, torna-se possivel ter um diagndstico financeiro da segura-
dora. Maiores detalhes sobre o método de célculo alternativo e sobre a probabilidade de ruina

consultar PACHECO(2014).

4 PRINCIPIOS DE CALCULO DE PREMIOS

O prémio € tido como a importancia que o segurado paga para a seguradora de maneira

que o risco no qual ele estd exposto seja coberto. O valor do prémio a ser cobrado (Ilg) estd
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associada a varidvel "valor do sinistro" X, e a maneira como Il seré calculado € o que se chama
de principios de cdlculo de prémio (RAMOS, 2014).

No presente trabalho, serd considerado o cdlculo de prémio para o modelo de risco
coletivo, de maneira que a composi¢ao que representa os possiveis valores para o montante de
indenizagdes ird atribuir um valor de prémio.

Para calcular os prémios a serem cobrados pelas seguradoras frente aos seus clientes,
serdo escolhidos neste trabalho, alguns dos mais comuns preceitos encontrados na literatura,
levando em consideragdo as particularidades do objetivo deste estudo. Uma vez que a varidvel
aleatéria relacionada ao célculo do prémio (.5), poderd ou ndo ser dependente de outras fungdes.

Dentre outros muitos que podem ser vistos em RAMOS (2014).

4.1 Principio do Prémio Puro Carregado(u + 6)

O presente principio € uma derivacdo do principio do prémio liquido, uma vez que é
adicionado a média das possiveis indeniza¢des, um parametro de seguranga 6, estimando g

como.

s = (1+0)E(S). (4.1)

Este principio utiliza-se do carregamento (¢) para cobrir as flutuagdes do risco. Adici-
onalmente, se o valor do carregamento () for igual a zero, temos o que se chama de Prémio
Puro, sendo calculado através da igualdade entre o prémio e o valor esperado do montante de

indenizagdes asseguradas, dado por.

Ilg = E(S) (4.2)

4.2 Principio da Variancia (0?)

Outro principio a ser estudado € o principio relacionado a variancia, calculado como:

s = B(S) + 6Var(S),0 > 0 (4.3)
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Considera-se que, neste caso, o carregamento de seguranca () se torna altamente de-

pendente da varidncia do montante das possiveis indenizacdes cobertas pela seguradora.

4.3 Principio do Desvio Padrio (o)

Tal principio € definido como:

IIg = E(S) + Oos) 4.4)

Onde: ¢ > 0 e o[ representa o desvio padrdo da varidvel aleatéria S.
Este principio caracteriza por se apoiar no desvio padrdo da v.a. associada ao montante

de sinistros.

4.4 Principio da Utilidade Esperada u(.)

Este principio considera que se a indenizacao ha ser paga pela seguradora tiver um valor
elevado, € utilizado de uma fung¢ao utilidade para realizar a ponderagdo em relagdo ao capital
inicial da seguradora. Assim, este capital, aqui representado pela varidvel I/ em algum mo-
mento tenderd a se tornar estritamente igual ao valor da quantia que a seguradora terd apds a

ocorréncia do pagamento ao segurado. Assim o valor do prémio sera:

w(W) = Blu(W + g — X)] 4.5)

4.5 Principio da Perda Mdxima (max)

Este principio se caracteriza por determinar um valor de prémio maximo que a segura-
dora poderé cobrar dos riscos assegurados. Assim, dado um risco, este principio determinara
um valor limite de prémio que poderd ser cobrado do segurado, assim o prémio devera ser

estritamente igual ao valor da perda mdxima, sendo.
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[Ig =min(p: Fx(p) =1) (4.6)

O desenvolvimento deste principios e outros tantos existentes na literatura poderd ser consultado

em RAMOS (2014).

4.6 Propriedades dos principios de célculo de prémios

A escolha de um determinado principio para calcular um determinado prémio é feita
mediante o interesse em algumas propriedades, com objetivo de se adequar ao risco que €
desejado cobrir. Logo, serdo apresentadas algumas das mais utilizadas propriedades esperadas
para realizar o calculo de prémios, podendo-se utilizar de outras encontradas em PACHECO

(2014):

1. Carregamento nao-negativo: tal propriedade diz que o prémio ndo poderda ser menor
do que a importancia média a ser paga. Ja que esta sarisfaz o principio da equivalén-
cia, onde o compromisso do segurado deverd ser minimamente igual ao compromisso da

seguradora.
IIs > E(S)

2. Aditividade: esta propriedade evidencia que se houver uma separacdo entre dois riscos
independentes, a soma dos prémios atribuidos a cada um serd igual ao valor agregado
do prémio se nao houvesse a separacdo. Por exemplo, em situagdes com dois seguros
ao invés de serem cobrados individualmente, passariam a ser financiados em uma tnica

apolice.
H(X+Y) - HX + HY.

3. Escala Invariante: t€ém-se que esta propriedade lida com situa¢cdes de mudangas, como
por exemplo, a operagdo de cambio. Assim, o prémio poderd ser multiplicado por um

fator comum a.

Se Z=aX,ea>0

HZ = CLHX
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4. Consisténcia: esta propriedade diz que se for adicionado um certo valor fixo (c), a cada

um dos valores de sinistros, o valor do prémio serd adicionado a este valor.

SeY=S+c¢ec>0

Hy:HS+C

5. Perda Maxima: tal propriedade diz que se houver uma limitacdo ao valor do montante
de sinistro agregado (rg), isto é, o valor a ser cobrado de um segurado ndo podera exceder

o real valor do seu risco. Assim o valor do prémio a ser pago serd:

IIs <rg

Apresentada as propriedades, aa Tabela 3 apresenta todos os principios de cédlculo de
prémios e a adequac@o ou ndo das propriedades com relacdo aos principios. Sendo (v') o

atendimento a propriedade e (X ), quando ndo atende a propriedade..

Tabela 3 — Propridades de cdlculo de prémio de acordo com os principios associado.

Propriedade Puro Carregado Variancia Desvio Padrdo Utilidade Nula Perda Médxima

1 v v v v v v
2 v v v X X v
3 v v X v X v
4 v X v v v v
5 v X X X v v

Fonte: RAMOS (2014).

Nota-se que o principio do prémio puro € o da perda midxima foram os Unicos que
satisfazem todas as propriedades. Porém, quando analisa-se a questdo pratica, eles se tornam
invidveis, devido a limitacdo de ndo cobrir os excedentes, como os gastos comerciais e de
manutencao, além de necessitar de um niimero suficientemente grande para acontecer.

O principio do prémio puro carregado ndo atingiu as propriedades de consisténcia e
perda maxima, mas € muito utilizado para o cdlculo de seguro de vida. Em contrapartida muito

pouco visto no ramo de danos, por conta da heterogeneidade dos seguros deste ramo.
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Quando se analisa o principio da varidncia, t€ém-se que € muito pouco utilizado para
calculos de prémios, uma vez que, devido a caracteristica de gerar valores elevados para a
cobranca do segurado, igualmente ao principio da utilidade nula. Porém, este se caracteriza por
possui grandes dificuldades na escolha da funcao utilidade.

Ja o principio do desvio padrdo é caracterizado por ser o mais comum nos calculos de
prémios para seguros de danos. Porém, para muitos, a sua falta de aditividade faz-se questionar
sua eficiéncia.

Com isso, tém-se que a escolha da propriedade mais adequada para o célculo de prémios
ird depender do grau de relevancia que se atribui para cada propriedade. Assim, ndo hd uma

metodologia definida a ser seguida. Maiores detalhes em RAMOS (2014).
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5 METODOLOGIA

O presente trabalho utilizou-se de referéncias bibliogréficas para atribuir conceitos ba-
sicos e gerais nos estudos e simula¢des desenvolvidas, baseando-se em referéncias na drea e
também de teses e estudos em torno das teorias cldssicas para o estudo da probabilidade de
ruina em seguradoras. Para as simulacdes, utilizou-se os recursos da linguagem R Core Team
(2019) e sua implementagdo na plataforma RStudio. Foram observadas as ocorréncias de ruinas
de uma seguradora e sua respectiva probabilidade de ruina. Desta forma, o presente estudo ird
realizar simulacdes do comportamento de ruinas com diferentes tipos de cdlculo de prémios
para uma carteira de seguros ficticia, identificando as probabilidades da reserva estar abaixo do
limite estabelecido em perfis diversos.

A proposta deste trabalho € investigar a frequéncia de ocorréncias em que a seguradora
se encontra em situacio abaixo do limite estipulado com suas reservas, que neste caso foi de
25% do valor da reserva inicial u, o que estd dentro dos padrdes utilizados no mercado atuarial
que € de comprometer enre 25% até no maximo metade do patrimoénio da entidade (SILVA,
2009). Com isso, deseja-se analisar probabilisticamente a chance de que este cendrio aconteca
em um periodo de tempo. Assim, foi utilizado o modelo classico de Cramer-Lundberg através
de um modelo de risco coletivo com diferentes principios de cdlculo de prémios e atrelado a
isso, uma variacdo dos valores de carregamento, através de variagdes do grau de confianca,
chegando assim ao calculo da probabilidade de ruina, sendo o valor de R encontrado pelo

método de Newton-Raphson (RAMOS, 2014), em que as raizes da funcao sdo dadas por:

H(g,)

- /
Hg,

Rn+1 = Rn

S.D

Para a andlise das frequéncias de ocorréncias de ruina foram realizadas simula¢Ges de
carteiras ficticias no modelo cldssico de ruina, em que foram fixados o parametro da distribuicao
de Poisson, sendo esta associada ao nimero de sinistros em uma carteira (V). Foi fixado uma
valor de A igual a 10 ocorréncias.

As distribuicdes utilizadas para representar a severidade de sinistros em uma carteira de
seguros (X ), foram duas, sendo elas, a distribuicdo Gama, visto sua caracteristica em mode-
lar muito bem as indenizagdes de automdveis e ndo assumir valores extremos e, a distribui¢do
Exponencial, devido sua caracteristica dentro da drea de modelagem, uma vez que pode re-

presentar o tempo entre sinistros e também a utilizacdo como valor para indeniza¢des. Para
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maiores informagdes consultar (LEMOS, 2008).

Os parametros adotas nas distribui¢cdes foram escolhidos com base no valor pré definido
para teste, uma vez que este valor é o resultado do produto entre os valores esperados das
varidveis associadas a frequéncia de ocorréncia e da severidade de sinistros, isto é, E(S.y) =
E(N)E(X). Desta forma, para meio de simplificagio foi fixado como valor médio do montante
de sinistro agregado a quantia de 1000 unidades monetarias.

Nesta mesma carteira os valores dos prémios foram sendo calculados de acordo com
os principios apresentados na secdo 2. Foram utilizados, para meio de simula¢do, quatro prin-
cipios, sendo eles, o principio do prémio puro, principio do prémio carregado, principio da
variancia e principio do desvio padrdo. Além disso, o carregamento 6 foi calculado através de

uma aproximagao de S pela distribuicdo Normal padronizada:

Ucolzl—oz

o= Tedfia
E(Scol)

(5.2)

Onde Z;_,, é o quantil da distribui¢do Normal, e por sua vez, P(S.qy < P) =1—«ae
o carregamento de seguranga ) sdo obtidos de modo que, a probabilidade do sinistro agregado
ultrapassar o premio puro nio exceda um valor o de probabilidade (FERREIRA, 2002). Desta
forma, os valores de 6 foram calculados de acordo com o principio a ser utilizado, sendo que o

principio do prémio puro nao utiliza um valor de carregamento. Dessa maneira, tem-se que:

e Principio do Prémio Carregado

Jcolzl—a
0=—"—-2. (5.3)
E(Scol)
e Principio da Variancia
CO Z —Q
f = J% (5.4)
O ol
e Principio do Desvio Padrao
0=27_,. (5.5)

Para maiores informacdes, consultar Pacheco (2014). O algoritmo utilizado € descrito a
seguir:
Passo 1: Determinagdo dos componentes iniciais que serdo utilizadas, como a reserva

inicial (u), o valor fixo do prémio IIg, associado ao principio escolhido, os pardmetros da
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distribui¢des associadas ao nimero de sinistros (V) e a severidade de sinistros (X);

Passo 2: Gerar, de maneira aleatéria, um valor para o nimero de sinistros /N, através da
distribui¢do de Poisson. Sendo que este niimero serd a quantidade de observagdes aleatdrias de
X

Passo 3: Gerar N valores de X , em que X corresponde a uma sequéncia aleatéria de
valores associada a distribuicdo escolhida para severidade;

Passo 4: Uma vez gerados os valores aleatdrios de X, serd calculado a soma de todos
estes valores. E com isso, encontra-se a reserva retida no tempo ¢, que corresponde: U(t) =
u+Ig — S(t);

Passo 5: O valor da reserva obtido, U(t), é guardado e servird como a préxima reserva
inicial para o préximo passo;

Passo 6: Repetir os passos anteriores por ¢ vezes;

Passo 8: Calcular a probabilidade de ruina através da razao entre o vetor de valores de
U(t) com o tamanho da simulagao.

Pelo algoritmo apresentado anteriormente, obtém-se o calculo da probabilidade de ruina
ao longo do periodo, em que o capital inicial da seguradora foi fixado como sendo 1000 unida-
des monetdrias e o limite de perda do patrimonio foi mantido como sendo 750 unidades mone-
tarias, o que representa uma perda maxima de 25%, como estipulado na pratica. Além disso,
as simulagdes foram realizadas por um periodo de 10 anos, contados mensalmente, sendo 100
simulagdes por més, dando um total de 12 mil simula¢des. Adicionalmente as simulacdes, tam-
bém foram feitas a modelagem das probabilidades maximas de ruina para cada situacdo. Para
isso, utilizou-se da desigualdade de Lundberg, uma vez que essa determina a probabilidade ma-
xima de ruina em um periodo de tempo inifinito. Para essa desigualdade, € necessario encontrar
o coeficiente de ajustamento 1?, em que a determinacdo deste valor se deu pelo método itera-
tivo de Newton-Raphson, possibilitando encontrar um valor minimo que defina a probabilidade
através da reserva inicial adotada, em que a probabilidade de ruina mixima se deu por e,

Para maiores informacdes consultar o Apéndice B.
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

6.1 SIMULACAO 1- DISTRIBUICAO GAMA

As primeiras simulacoes realizadas com intuito de analisar os principios de cdlculo de
prémios frente a frequéncia de ruinas em uma carteira ficticia de uma seguradora, consideraram
que o montante de severidades de sinistros (X ) segue uma distribui¢do Gama, com parametros
a = 1000 e § = 10. A varidvel associada a frequéncia de sinistros (/N), foi modelada seguindo
uma distribuicdo de Poisson homogéneo com A = 10. Além disso, os valores dos prémios Ilg
foram sendo modificados de acordo com o principio utilizado, sendo que o valor para reserva
inicial (u) foi fixado em 1000 unidades monetdrias. Logo, as representagdes graficas foram
divididas verticalmente a cada 10 anos simulados, e horizontalmente com o limite minimo de
reserva para a ocorréncia de ruina, que para este trabalho considerou-se como 750 unidades
monetarias.

O primeiro caso, demonstra o principio do prémio puro e pode-se observar que, de
acordo com o comportamento do processo de ruina apresentado na Figura 1, obteve-se 10913
ruinas, a probabilidade de a seguradora se encontrar em situacdo de reserva abaixo do limite
estipulado para essa simulagdo € de 90,94%. Uma vez que este, utiliza o valor esperado do
montante de severidades da carteira como sendo seu valor de prémio, e seu valor de reserva

encontra-se através da equagao U (t) = 1000 + 1000t — S(t).

Figura 1 — Nivel de reservas de severidades com distribuicio Gama e principio de prémio puro em
um periodo de 120 meses simulados cem vezes por periodos.
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Fonte: Elaboragio prépria.
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Com relacdo ao método de cdlculo através do prémio puro, encontra-se uma deficiéncia
em seu modelo, devido ao fato de que, ao longo do tempo, a seguradora se encontrard certamente
em processo de ruina (FERREIRA, 2002).

Para os préximos casos, foram calculados dois valores para serem associados a taxa
de carregamento, de forma que probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo
exceda os valores de @ = 40% e o = 30%, sendo que estes valores sdo uma aproximagio
pelo quantil da distribui¢do Normal padronizada. Logo, para a segunda simulacido, mateve-se a
distribui¢do de X como sendo Gama. Porém, foi alterado a maneira como o prémio ¢ calculado,
adicionando um vaor de carregamento ao valor esperado da estimativa de S. Portanto, para um
a de 40%, o resultado para 6 foi de 0,08099. Com isso, a reserva ao longo do periodo foi obtida
por meio de U(t) = 1000 + 1080,99¢ — S(t). De acordo com a Figura 2, em que, para essa
simulacdo, ndo foi vericado nenhum caso de ruina. Entretanto, ndo significa que ndo podera

existir em algum momento, porém a simulacdo demonstra a dificuldade em acontecer.

Figura 2 — Nivel de reservas de Severidades com distribuicio Gama e principio de prémio
carregado em um periodo de 120 meses, simulados cem vezes por perido, dado que a
probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da
normal-padrio de 40%.
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Fonte: Elaboragdo prépria.

A simulacdo seguinte, refere-se a0 mesmo padrdo anterior, porém com valor de o de
30%, de maneira que o valor de § encontrado foi de 0,165469 e sua reserva como sendo U (t) =
1000 4 1165,47t — S(t). O comportamento do processo de ruina é apresentado na Figura 3, em
que a mudanca do valor de carregamento ndo trouxe alteracdo para a simulacdo, sendo que a

frequéncia de ruinas continuou sendo nula entre as 12 mil realizadas.
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Figura 3 — Nivel de reservas de Severidades com distribui¢do Gama e principio de prémio
carregado em um periodo de 120 meses, simulados cem vezes por perido, dado que a
probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da
normal-padrao de 30%.
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Fonte: Elaboragdo propria.

Para as simulacdes seguintes, utilizou-se como base o principio de cdlculo de prémio da
variancia, que corresponde no acréscimo de uma parcela da variancia da estimativa de S ao seu
valor esperado. A Figura 4 apresenta o primeiro caso com valor de carregamento 6 de 0,0008,
para um « de 40% em que U (t) = 1000+ 1000,08¢ — S(t). Neste caso, t€m-se que o nimero de
ruinas para esta simulacao foi de 11866 em um total de 12 mil simula¢des, e que a probabilidade

de ruina modelada foi de 98,81%.

Figura 4 — Nivel de reservas de Severidades com distribuicdo Gama e principio da varidncia em um
periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a probabilidade do
sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da normal-padrédo de 40%.

Simulag@o Gama- Principio da Variancia

o
o o
o
o
=
= g2 M
5 8 4
§
o
o
?
[=] W
o
o
(=]
A
T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Tempo

Fonte: Elaboragdo prépria.
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Alterando-se o valor do carregamento para 0,00165, com « = 30% e mantendo-se o
principio de célculo associado a variabilidade da ditribuicao, tém-se que dentre todas os pe-
riodos houveram 9633 ocorréncias de ruinas, e que a probabilidade observada foi de 80,27%,

sendo sua reserva obtida por U (t) = 1000 4+ 1000,17¢ — S(t¢), como pode ser visto na Figura 5.

Figura 5 — Nivel de reservas de Severidades com distribui¢do Gama e principio da variancia em um
periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a probabilidade do
sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da normal-padrdo de 30%.
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Fonte: Elaboragdo prépria.

Os proximos casos analisados foram com relacdo ao principio do desvio padrdo, onde a
distribui¢do do montante de severidades foi mantido como sendo da distribuicdo Gama. Porém,
a maneira como o cdlculo do prémio € feita, o valor esperado é acrescido do desvio padrao da
estimativa de S. Os primeiros resultados demonstrados sdo equivalentes quando o seu carrega-
mento 6 é de 0,256, com « = 40% e sua reserva U (t) = 1000+ 1000,81¢ — S(t), resultando em
um nimero de ruinas de 3454 dentre as 12 mil simula¢des, tendo frequéncia de ruina equivale

a 28,78%, como pode ser visto nas Figura 6.
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Figura 6 — Nivel de reservas de Severidades com distribui¢cdo Gama e principio do desvio padrao
em um periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a probabilidade
do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da normal-padrio de

40%.
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Fonte: Elaboragdo propria.

Modificando o valor de #, porém mantendo-se as caracteristicas das distribui¢cdes, t€m-
se que houveram a ocorréncia de 420 situacdes em que a reserva da seguradora ficou abaixo
do limite proposto, isto €, ha um propor¢do observada de 3,5% de haver ruinas nesta situagao
com valor de ¢ igual a 0,523, com o = 40%, em que as sua reserva se deu por U (t) = 1000 +

1001,65¢ — S(t) .

Figura 7 — Nivel de reservas de Severidades com distribui¢do Gama e principio do desvio padrdo
em um periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a probabilidade
do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da normal-padrao de

30%.
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Fonte: Elaboragdo prépria.
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Desta forma, dadas todas as simulagdes anteriores, a Tabela 4 apresenta as probabilida-
des méximas de uma seguradora de se encontrar em situagdo ruina, dado que seus valores de
prémio IIg sdo fixos acompanhado de seus diferentes valores de carregamento, calculadas pela
Desigualdade de Lundberg. Adicionalmente, t€m-se as frequéncias encontradas pelas simula-
¢oes, ¥ (u)gim, em que u foi fixado em 1000 unidades monetdrias para ambas as distribui¢des.
Além disso, mostra-se os candidatos a se tornarem um possivel valor de coeficiente de ajus-
tamento 7, sendo este encontrado pelo método iterativo de Newton-Raphson. Os resultados

citados acima estdo listados na Tabela 4:

Tabela 4 — Frequéncia de Ruinas observadas na simulagéo para X com distribui¢io Gama em
diferentes principios de célculo de prémio e valores de carregamento de seguranca

Principio de Célculo 0 g R ¥ (1000) < e~ 4)(1000)g4m
(n+0) 0,080 1080,99 0,00016 0,1968 0
(n+6) 0,1654 1165,47 0,00033 0,0346 0

(0?) 0,0008 1000,08 1,617 0,9839 0,9881
() 0,0016 1000,17 3,30e~%¢ 0,9675 0,8027
(o) 0,2560 1000,81 0,00043 0,0123 0,2878
(o) 0,5230 1001,65 0,00071 0,0003 0,0356

Fonte: Elaboragao prépria.

6.2 SIMULACAO 2- DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Nesta secdo, serd apresentada as simulagdes para a andlise dos principios de célculo de
prémios frente a frequéncia de ruinas, utilizando a distribuicdo Exponencial, com parametro
A = 1/100 para o montante de severidade dos sinistros (.X'). Como no caso anterior, a varidvel
associada a frequéncia de sinistros (V) foi mantida como sendo N ~ Poisson(10) e os valores
dos prémios IIg foram sendo modificados de acordo com o principio escolhido. O valor de
capital inicial (u) foi mantido em 1000 unidades monetdrias. As figuras a seguir foram seg-
mentadas no eixo horizontal, que representa os valores que foram acima do limite estipulado,
gerando solvéncia e os que cafram abaixo do limite, gerando ruina, e no eixo vertical, que apre-

senta o periodo de 10 anos (120 meses), dado que foram simulados 100 valores por més, o que
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resultou em 12000 simulagdes.

Para o primeiro caso, adotou-se o principio do prémio puro, como pode ser visto o com-
portamento do processo de ruina na Figura 8, sendo que o cdlculo do montante de reservas da
carteira foi por meio da equagédo U(t) = 1000 4+ 1000t — S(t). Nota-se que a frequéncia de rui-
nas observadas nesta simulacao foi de 0,9518, de tal maneira que, dentre as 12 mil simulacdes,

ocorreram 11422 ruinas no periodo.

Figura 8 — Nivel de reservas de severidades com distribuicdo Exponencial e principio de prémio
puro em um periodo de 120 meses, simulados cem vezes por periodos.
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Fonte: Elaboragdo prépria.

A segunda simulacdo realizada foi utilizando o principio do prémio carregado, de ma-
neira que como referéncia para o cdlculo do carregamento, adotou-se uma probabilidade do
sinistro agregado superar o prémio total imposto pela seguradora, de maneira que por aproxima-
¢ao pela normal padrdo, o quantil ndo exceda 40%. Desta forma o valor do carregamento encon-
trado foi de 0,1144, e sua reserva ficou como sendo U (¢) = 1000 + 1114,48¢ — S(t). Assim, os
resultados obtidos foram que em 12 mil simula¢des ocorreu nenhuma ruina. O comportamento
e o processo de ruina pode ser visto na Figura 9. Alterando-se a probabilidade para o quantil
que representa 30%, tém-se como valor de ¢ igual a 0,2389 ¢ U (t) = 1000+ 1238,92¢t — S(t). O
resultado obtido para a simulacdo, ilustrada na Figura 10, foi de nenhuma ocorréncia de ruina,

COmo NO caso anterior.
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Figura 9 — Nivel de reservas de Severidades com distribui¢cdo Exponencial e principio de prémio
carregado em um periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a
probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da
normal-padrao de 40%.
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Fonte: Elaboragdo propria.

Figura 10 — Nivel de reservas de Severidades com distribuicao Exponencial e principio de prémio
carregado em um periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a
probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da
normal-padrao de 30%.
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Fonte: Elaboragao prépria.

As simulagdes posteriores utilizaram o principio de cédlculo de prémio associado ao cdl-
culo da varidncia. A Figura 11 mostra o comportamento do processo de ruina, com 10903 ocor-
réncias de ruinas, com um valor de carregamento de 0,00057 e o = 40%. A frequéncia de ruina

foi de 0,9085 e seu montante de reservas foi obtido por meio U (¢) = 1000 + 1005,72t — S(t).
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Figura 11 — Nivel de reservas de Severidades com distribuicao Exponencial e principio da variancia
em um periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a
probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da
normal-padrao de 40%.
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Fonte: Elaboragdo propria.

Alterando o valor de carregamento, a situacdo encontrada foi de 8651 ocorréncias de
ruinas com carregamento de seguranga ¢ igual a 0,0011 e o = 30% e célculo de reserva como
sendo U(t) = 1000 + 1011,69¢ — S(¢). A Figura 12 apresenta o comportamento do processo

de ruina para tal cendrio.

Figura 12 — Nivel de reservas de Severidades com distribuicao Exponencial e principio da variancia
em um periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a
probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da
normal-padrao de 30%.
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Fonte: Elaboragdo prépria.

Considerando o principio do desvio padrdo, a primeira simulacdo utilizou como valor de
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carregamento 0,256, representado pelo quantil da distribuicdo normal padronizada de o = 40%.
Logo, sua reserva foi obtido por meio U(t) = 1000 4 1025,60t — S(t), o que evidenciou como
resultado, 977 ruinas, com probabilidade igual a 8,14%. Porém, quando utilizou um valor
de 0,523 para o valor de 6, ndo houveram ocorréncias de ruinas, o que nio significa que o
modelo ndo possa resultar em algum caso ao longo do tempo, e este resultado se deu através da
equacdo U(t) = 1000 4 1052,30t — S(t). Tais cendrios podem ser vistos nas Figuras 13 e 14,

respectivamente.

Figura 13 — Nivel de reservas de Severidades com distribuicio Exponencial e principio do desvio
padrdo em um periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a
probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da
normal-padrio de 40%.
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Fonte: Elaboragdo prépria.
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Figura 14 — Nivel de reservas de Severidades com distribuicio Exponencial e principio do desvio
padrdo em um periodo de 120 meses, simualdos cem vezes por perido, dado que a
probabilidade do sinistro agregado superar o prémio total ndo exceda o quantil da
normal-padrao de 30%.
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Fonte: Elaboragdo propria.

Dadas as simulacdes realizadas, temos por meio da desigualdade de Lundberg, a pro-

babilidade méxima de ocorrer ruinas nesta carteira ficticia igual a e~ #¢

, em que u foi fixado
como sendo 1000 unidades monetdrias. Para os diferentes valores de carregamento 6, foram
calculados os possiveis valores de coeficiente de ajustamento R, sendo eles encontrados pelo
método de Newton Raphson. Além disso, tem-se os valores de frequéncia para as simulagdes

realizadas neste trabalho () g;m, € por fim os valores fixados para o prémio 1.

Tabela 5 — Frequéncias de Ruinas observadas na simulag¢do para X com distribui¢do Exponencial
em diferentes principios de cdlculo de prémio e valores de carregamento de seguranca.

Principio de Célculo 6 IIg R ¥(1000) < e 4)(1000)gim
(u+96) 0,11448 1114,48 11042 0 0
(n+0) 0,23389 1238,92 71729 0 0

(0?) 0,00057 1005,72 5,72¢7%¢ 0,9942 0,9085
(%) 0,00116 1011,69 1,16e™% 0,9883 0,7209
(0) 0,2560 1025,60 89430 0 0,0814
(0) 0,5230 1052,30 -0,44 0 0

Fonte: Elaboracio prépria.

Pode-se dizer que levando em consideragao o principio do Prémio Puro, tem-se que em
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ambas distribuicdes modeladas, tanto a Gama quanto a Exponencial, evidenciou-se cendrios de
riscos para a carteira, uma vez que suas probabilidades de ruina estavam préximos da faixa de
90%. Isso ocorre devido ao fato de que, o presente principio utiliza-se do artefato de cobrar
o prémio como sendo o valor esperado do seu risco e esta situacdo se torna insustentdvel no
mercado de seguros, devido ao fato de ndo enquadrar os gastos adicionais ao risco coberto, e
com isso ndo se assegurar de custos extras de um processo de cobertura de risco. Assim, esse
principio € aceito em carteiras cujas apdlices sdo homogéneas e altamente massificadas, uma
vez que hd uma maior realocagdo de capital préprio da seguradora na carteira, ocorrendo maior
dependéncia da reserva inicial no processo, sendo esta inversamente proporcional a frequéncia
de ruina (PIROUTEK, 2009).

Com relagdo ao principio do prémio carregado, constatou-se que para a situagdo onde
a varidvel aleatdria associada ao montante de severidades de sinistros possuia distribui¢do Ex-
ponencial, as ocorréncias de ruinas foram nulas, tanto para o caso das simulagdes quanto pelo
calculo da desigualdade de Lundberg, o que cria um cenério, possivelmente, livre de ruinas. Tal
fato ndo aconteceu com a distribuicdo Gama, sendo que seu menor valor de probabilidade che-
gou a ser de 3,46% pela desigualdade de Lundberg, mesmo que as simulagdes ndo tenha eviden-
ciado a ocorréncia de ruinas. Assim, discute-se que a caracteristica da distribuicdo Exponencial
em ser eficiente em detectar falhas, e se sair melhor no principio associado ao carregamento.
Desta maneira, este principio € caracterizado por ser muito utilizado no ramo vida, mas devido
a caracteristica de nio se adequar as casos instaveis do ramo nao-vida é muito pouco utilizado
nestes casos. Porém, sua habilidade em desconsiderar as volatilidades de sinistro para distintas
classes faz com que seu enfoque seje menor no momento de estabelecer o prémio ao segurado.
(PACHECO, 2014).

As simulagdes associadas ao principio da Variancia, ilustrou cendrios muito parecidos
para as duas distribui¢des, em que suas probabilidas ficaram mais elevadas nos diferentes va-
lores de carregamento. Entretanto, quando se analisa pelos valores simulados, verifica-se que
quando aumentou-se o valor de carregamento, a probabilidade de ruina diminuiu, devido ao
aumento da margem de seguranca imposta no prémio. Assim, constata-se que este principio
possui preceitos que envolve um cdlculo atuarial rigoroso para diagnosticar os riscos de subs-
cricdo. Logo, acaba sendo pouco utilizado nos cendrios reais, pois no momento de escolha para
um valor de carregamento a variancia dificulta a precisdo, ja que a sua ordem de grandeza ser

diferente da ordem atrelada ao cdlculo da média, assim acaba gerando uma falta de confianca
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em seus valores (PACHECO, 2014).

Por fim, analisando os resultados obtidos com as simulagdes associadas ao calculo do
prémio pelo principio do desvio padrdo, obteve-se cendrios onde os niveis de frequéncias se
mostraram baixos, sendo este resultado pelo método de Lundberg. Quando se olha para os
valores encontrados nas simulacdes, t€m-se que as menores probabilidades encontradas foram
com os maiores valores de carregamento, porém houve uma diferenca entre as distribui¢des
quando diminui-se o valor de 5. Observou-se que para o caso Gama a probabilidade de ruina foi
maior do que no caso Exponencial, com isso, este principio acaba sendo ndo favoravel, mesmo
sendo muito utilizado nos célculos de seguro de danos, porém a sua falta de aditividade acaba

colocando em duvida sua utilizacdo para o cdlculo de prémios de riscos agregados (RAMOS,

2014).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

No presente estudo, a partir das simulagdes apresentadas, ficou evidente a forte influén-
cia do carregamento de seguranca nos prémios a serem cobrados pelas seguradoras, sendo ba-
seados em medidas associadas a distribui¢cao do sinistro agregado. Com isso, constatou-se que
dentre os principios de cdlculo de prémios analisados, aquele que obteve a menor frequéncia
de ruina em ambas distribui¢cdes e em ambos métodos de célculo, simulacio e desigualdade de
Lundberg, foi o do prémio carregado. Isso se deve por se mostrar estavel frente as flutuacdes
dos gastos que uma seguradora possui em aceitar os riscos de seus segurados. Logo, o adicio-
nal de ter uma porcentagem frente ao valor fixo de prémio cobrado faz com que a carteira de
seguros se torne mais sustentdvel, e que com isso as situagdes de ruinas se tornem minimas.
Mas vale ressaltar a problemédtica de ndo se adequar muito bem ao ramo de danos devido a
heterogeneidade deste ramo. Porém quando fala-se do ramo vida, o presente principio se torna
adequado. Além disso, pode-se perceber que mesmo o principio do prémio puro que satisfaz
todas as propriedades estudadas se mostrou ser inadequado para se calcular um prémio, de-
vido a sua caracteristica em estipular o prémio sem considerar as flutuagdes dos gastos de uma
seguradora.

Com relag@o aos outros dois principios estudados, percebe-se que tanto o da Variancia
quanto o do desvio padrdo se mostraram instaveis contra as ruinas, devido ao fato de o valor
do prémio se basear em grandezas de ordens diferentes da média, uma vez que seus valores de
prémios foram menores do que no principio carregado, o que nos diz sobre a variabilidade da
carteira que acaba sendo muito baixa, logo seu valor se aproxima muito da média, o que por
um lado significa uma boa confianca do valor que a seguradora espera gastar, porém como as
distribui¢des utilizadas neste trabalho se caractrizam por ja possuiurem baixos valores de vari-
abilidade, sugere-se alterar o valor de reserva para o cilculo e também, alterar as distribui¢des
com caracteristicas diferentes. Por exemplo, pode-se utilizar de distribui¢des cuja a dispersao
seja maior, o que provavelmente fard com que os precos se elevem e torne a carteira mais avessa
ao risco de ruina. Ressaltando também as propriedades nas quais estes ndo se adequam, como
€ o caso da propriedade da aditividade, que é de grande utilidade em riscos agregados, desta
forma utilizar de um principio no qual a soma de carteiras e junto a elas as suas diferentes clas-
ses de riscos ndo se mostram confidveis em tomar um prémio agregado, é colocar em risco a

subscri¢ao da sua carteira.
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Assim, o presente estudo analisou os principios em cendrios de ocorréncia de situacdes
de ruinas, podendo ser analisados em outras situagdes, como por exemplo, o cdlculo de prémios
associados a modalidade de resseguro, que € uma das maneiras que a seguradora pode fazer
para diminuir seus riscos, onde o principal foco do resseguro na teoria da ruina € no cédlculo
do coeficiente de ajustamento, por ndo ter uma maneira clara de se calcular a probabilidade de
ruina, e acaba se baseando na desigualdade de Lundberg, maiores informacdes podem ser vistos
em REIS(2001). Além disso, fica como sugestdo para futuros trabalhos, acrescentar varidveis

no modelo, podendo estudar questdes como a Teoria dos Valores Extremos em resseguro.
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A Distribuicoes para Frequéncia de Sinistros

A.1 Distribuicao Binomial

Esta distribui¢do evidencia a probabilidade de ocorréncia de £ sinistros ao longo de n

eventos independentes, sendo estes com probabilidade fixa p de ocorréncia de sinistros.

n
pe=P(N =k) = PPL—p)" " 0<p<1l,k=0,..nn¢cN (A.1)

Sendo sua funcdo geradora de momentos dada por:

My (t) = [(1 = p) + pe]" (A2)

E sua média e variancia:
pUN = np (A.3)
ox =np(1—p) (A4)

Observa-se que quando possuimos uma maostra com tamanho superior a 5, pode-se
utilizar uma ferramenta para obter o calculo dessa probabilidade, isto €, faz-se uma aproximagao

através da distribuicdo Normal, onde
N ~ Normal(puy;on) = Normal(np; /np(1 — p)

De maneira que

k—np

np(1 — p)) ()

P(N<k) =Y : pF(1 = p)"* & g

Sendo ¢, a fun¢do acumulada de uma Normal padrao, com média igual a O e, desvio
padrdo igual a 1. Vale ressaltar que, no presente modelo adotamos p, como sendo a probabili-

dade de ocorrer um sinistro a cada experimento, de modo que nao seja uma varidvel aleatdria

(PACHECO, 2014).
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A.2 Distribuicdo de Poisson

A distribui¢@o de Poisson evidencia qual a probabilidade de ocorrer um certo ndmero de

eventos k£ em um determinado intervalo de tempo .

_ efA()\)k

pk:P(N:k) Tu

A>0,k=0,...,nn€N (A.6)

Sendo sua fungao geradora de momentos dada por:
MN(t) _ efAt[etfl}

E sua média e variancia:

[y = At (A.7)
02 = M (A8)

A distribui¢do de Poisson é parametrizada pelo valor de A, e no cendrio de seguro de
danos isto representa, a frequéncia que se espera da ocorréncia de sinistros em um certo periodo
de tempo t. Além do que, esta distribuicdo depende fatorialemnte de um valor, e em algumas
situacdes resolver essa condicdo se tornar trabalhoso, com isso, € utilizado a ferramenta da

férmula de Stilling, onde:
k! =~ kFe=*/2rk

Desta maneira, a presente distribui¢io, segundo Pacheco (2014), é tida como um evento
particular da distribuicdo Binomial e, que com isso, é capaz de quantificar a probabilidade de
ocorréncia de um valor £ de sinistros quando hd um nimero elevado de N eventos independen-
tes, 1usto é:

P(N=Fk)= lim pP(1—p)"F = A (A.9)

Nn—00p—0 k k'

A distribuicdo de Poisson, da mesma maneira que a distribuicio Binomial, possui a
capacidade de ser aproximada pela distribuicio Normal, porém seu parametro deverd ser alto,

onde:
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N ~ Poisson(\t) =~ Normal(un;on) = Normal(At; V/At)

De maneira que

ko —xt k
(\t) k— M
PIN<k) =3¢ ~ &

) (A.10)

Uma vez que, ¢ é a fungcao acumualda da distribuigao.

A.3 Distribui¢do Binomial Negativa

A distribuicdo Binomial Negativa representa a capacidade de ocorrer k£ sucessos até
atingir-se o r-ésimo fracasso. Visto que os experimentos sao independentes e a probabilidade

de sucesso p € fixada em cada experimento.

k+r—1 L
pr = P(N =k) = pPPl—p,0<p<lk=1..nrkeN (A.ll)
k

Sendo sua funcao geradora de momentos:

k

Mn(t)

= et
E sua média e variancia
P (A.12)
I-p
2 rp
= £ A.13
Ny A1)

A presente distribuic@o € o resultado de uma varidvel aleatéria que possui um comporta-
mento similar a de Poisson, porém o seu parametro de frequéncia esperada como uma varidvel
aleatdria da distribuicdo Gama. Essa distribuic¢do, t€ém a capacidade de se adequar as carteiras de
seguros cuja variancia de frequéncia se sinistros se mostra maior do que sua média (PACHECO,
2014).

Da mesma maneira que, com um numero elevado, é capaz de se aproximar pela distri-

bui¢do Normal, de tal modo que,
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Tal que

) (A.14)
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B Simulac6es Computacionais

B.1 Distribuicdo Gama

Ut — capital excedente de uma seguradora

u0 — capital inicial

P — prémios coletados por periodo

St — soma

cont — resultado do periodo

ruinas = numeric() — vetor para guarda os valores abaixo do limite estabelecido
U0 = 1000 — reserva inicial

cont = numeric() — vetor que vai guardar o resultado do periodo

b = 1 — contador de quantas vezes foi abaixo do limite estabelecido
for(iinl : 120) — nimero de periodos de simulacéo

{

P = 1000 — Prémio de acordo com o principio escolhido

for(tinl : 100) — Ndmero de simulagdes dentro de cada periodo para gerar um rs
{

cont[b] = U0

if(cont[b] < 750)

{

ruinas[b] = cont[bl// }

b=0b+1

N = rpois(1,10) —Gerando valores de Poisson

X = rgamma(N,1000,10) — Gerando N valores de uma Gama

S = sum(X) — somando os valores de X

Ut =U0+ P — S — Célculo da reserva

U0 = Ut — Reserva inicial que recebe o resultado do periodo

}
}

fruina = length(which(conts < 750)) — Total de ocorréncias abaixo do limite estabelecido
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fruina/length(conts) — Probabilidade de Ruina

B.2 Distribui¢do Exponencial

Ut — capital excedente de uma seguradora

u0 — capital inicial

P — prémios coletados por periodo

St — soma

cont — resultado do periodo

ruinas = numeric() — vetor para guarda os valores abaixo do limite estabelecido
U0 = 1000 — reserva inicial

cont = numeric() — vetor que vai guardar o resultado do periodo

b = 1 — contador de quantas vezes foi abaixo do limite estabelecido
for(iinl : 120) — nimero de periodos de simulacéo

{

P = 1000 — Prémio de acordo com o principio escolhido

for(tinl : 100) — Ndmero de simulagdes dentro de cada periodo para gerar um rs
{

cont[b] = U0

if(cont[b] < 750)

{

ruinas[b] = cont[bl// }

b=0b+1

N = rpois(1,10) —Gerando valores de Poisson

X = rexp(N,1/100) — Gerando N valores de uma Gama

S = sum(X) — somando os valores de X

Ut =U0+ P — S — Célculo da reserva

U0 = Ut — Reserva inicial que recebe o resultado do periodo

}
}

fruina = length(which(conts < 750)) — Total de ocorréncias abaixo do limite estabelecido
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fruina/length(conts) — Probabilidade de Ruina
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