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Resumo: E nétorio que a natureza € descrita por leis que s6 envolvem derivadas de primeira
e segunda ordem como: as leis de Newton, as equagdes de Maxwell e a equacdo de Schrodinger.
Essa questdo motivou vérios fisicos a buscarem por situagdes que sdo descritas por derivadas de
ordem mais altas que segunda ordem. O fisico Ostrogradski foi o primeiro a buscar uma formulagao
das equagoes de derivadas de ordem superior, ele ampliou as equacoes de Hamilton considerando
lagrangianas que dependem derivadas de ordem superior das coordenadas generalizadas. A
formulagdo de Hamilton-Ostrogradski serviu de base para estudos posteriores com derivadas de
ordem superior. Entretando, o formalismo de Hamilton-Ostrogradski é ignorado em diversas
literaturas e cursos de fisica avangada. O que nos motivou a fazer uma breve discussao acerca
do formalismo de Hamilton-Ostrogradski e aplicd-lo no modelo tedrico do oscilador classico de
Pais-Uhlenbeck. Esperamos que a abordagem apresentada nesse trabalho possa servir de base e
referéncias para estudos posteriores e apresentados para estudantes que nunca tenham deparado
com esse tema em cursos de mecéanica avancada.

Abstract: It is notorious that nature is described by laws that only involve first and se-
cond order derivatives, such as: Newton’s laws, Maxwell’s equations and Schrodinger’s equation.
This question has motivated many physicists to look for situations that are described by higher-
than-second-order derivatives. Physicist Ostrogradski was the first to seek a formulation of
higher order derivative equations, he extended Hamilton’s equations by considering Lagrangians
that depend on higher order derivatives of generalized coordinates. The Hamilton-Ostrogradski
formulation served as the basis for further studies with higher order derivatives. However, the
Hamilton-Ostrogradski formalism is ignored in many advanced physics literature and courses. This
motivated us to make a brief discussion about the Hamilton-Ostrogradski formalism and apply
it to the theoretical model of the classical Pais-Uhlenbeck oscillator. We hope that the approach
presented in this work can serve as a basis and references for further studies and presented to

students who have never encountered this topic in advanced mechanics courses.

I. INTRODUCAO

E notério que vérias equacgoes da fisica s6 aparecem de-
rivadas de primeira e segunda ordem, como por exemplo
as leis de Newton, as equagoes de Maxwell, a equagao
de Schrodinger e entre outras. Alguns fisicos questio-
nam o porqué das leis fisicas nao dependem de derivadas
de ordem maior que dois. Essa é uma questao que tem
motivado estudiosos a encontrarem sistemas fisicos que
possam depender de derivadas mais altas.

Existem modelos tedricos que envolvem derivadas de
ordem superior, geralmente estao associadas alguma ex-
pansao pertubativa, um dos modelos mais simples é o
oscilador de Pais-Uhlenbeck [1]. Além disso, hd um in-
teresse pratico das derivadas de ordem superior para a
gravitacao quantica e teoria de campos, pois tais deriva-

* ivan.souza@sou.unifal-mg.edu.br;

1679-0057
T cassius@unifal-mg.edu.br;
1297

https://orcid.org/0000-0002-

https://orcid.org/0000-0001-5096-

das surgem naturalmente como correcoes efetivas candi-
datas a teorias fundamentais, como a teoria das cordas
[2]. Contudo, o arcabougo experimental que a fisica pos-
sui ainda nao é o suficiente para testar a existéncia de
taxas temporais maiores na natureza, logo o que se sabe
até o momento sobre derivadas de ordem superior esta
limitado a fisica tedrica.

Para descrever sistemas fisicos com derivadas de or-
dem superior é necessario equagoes que envolvem deri-
vadas de qualquer ordem. A primeira pessoa a formular
as equagoes de movimento de ordem superior foi o fisico
Mikhail Vassiliovich Ostrogradski [3]. Em 1850, o fisico
Ostrogradski obteve as equacoes de Hamilton quando se
considera lagrangianas que dependem de derivadas tem-

porais de ordem superior das coordendas generalizadas
3].

Equagoes de movimento de derivadas de ordem supe-
rior é um tema que é ignorado em diversas literaturas e
cursos de mecanica avancada. Nas tltimas décadas, esse
tema vem sendo muito estudado, pois hé estudiosos que
acreditam que novas descobertas nessa area poderiam
ampliar nosso entendimento da natureza, porém ainda



é um tema desconhecido por varios estudantes de fisica.
Pensando nisso, visamos nesse trabalho trazer uma breve
apresentacao acerca de equagoes de movimento de ordem
superior, e esperamos que possa servir de motivacao e
base para estudantes que queiram se aprofundar e con-
sultar outras referéncias que abarcam esse tema.

Na secao II deste trabalho, é apresentado as equacoes
de Lagrange quando se considera uma lagrangiana que
depende de derivada temporal de ordem n-ésima das co-
ordenadas generalizadas. Na secao III, é apresentada a
passagem do formalismo lagrangiano para o formalismo
hamiltoniano de ordem superior. Como uma aplicacao de
equacoes de ordem superior apresentamos como exemplo
o oscilador de Pais-Uhlenbeck na se¢ao V, cuja a lagran-
giana depende de derivada de até segunda ordem e gera
equagao de movimento de quarta ordem. Nao é algo fa-
miliar energias que dependem de derivadas segunda, o
que num primeiro estudo pode ser uma dificuldade en-
tender e visualizar o oscilador de Pais-Uhlenbeck, por
conta disso, apresentamos na secao IV o modelo de dois
osciladores acoplados, que é mais facil de visualizar e que
é equivalente ao oscilador de Pais-Uhlenbeck.

II. EQUACAO DE LAGRANGE DE ORDEM
SUPERIOR

Sabe-se que as equagoes de movimento dos sistemas
dinamicos podem ser obtidas pelas leis de Newton, porém
nao é simples generalizar essas leis para derivadas de or-
dem maior que dois ja que elas estao baseadas em fatos
empiricos. Por outro lado, as equagoes de Lagrange e
as equacoes de Hamilton podem ser obtidas a partir do
principio da minima agao, o que torna possivel impor al-
gumas condigoes e realizar procedimentos matematicos
para obter equagoes de ordem superior.

Na literatura [4-7] e nos cursos de mecanica avangada,
geralmente s6 é apresentado a formulagao lagrangiana
considerando lagrangianas que dependem somente de de-
rivadas de até primeira ordem, a lagrangiana comum é

L(q,q,t) (1)

onde g é a coordenada generalizada, ¢ = dq/dt é a
velocidade generalizada (derivada de primeira ordem) e
t é o tempo.

A equagao de Lagrange para esse tipo de lagrangiana
é

9y a0 .

observe que essa é uma equagao que s6 envolve deri-
vada de até segunda ordem, basta explicitar o segundo
termo da Eq.(2). Essa equagdo pode ser til para a
grande maioria dos sistemas fisicos, mas pensando em

sistemas fisicos que podem depender de derivadas de or-
dem maior que dois, é necesséario generalizar as equagoes
de Lagrange.

Indo mais além, considerando uma lagrangiana que
também possa depender de ¢, que € a aceleragao generali-
zada, ao impor algumas condigoes e com alguns procedi-
mentos mateméaticos (Cf. Apéndice A), obtém a seguinte
equacao de Lagrange

oL doL
dq dt 9q
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Note que agora é uma equacao que pode aparecer
derivadas de até quarta ordem. Com as condicoes e
procedimentos matemaéticos adequados para lagrangia-
nas que dependem de derivadas de ordem ainda maiores,
é possivel notar um padrao nos termos das equagoes, é
um exercicio que fica a cargo do leitor para conferir como
fica as equacgoes de Lagrange considerando lagrangianas
que dependem de derivadas ainda maiores que dois. Com
isso, é possivel generalizar as equagoes de Lagrange que
depende da derivada de ordem n-ésima, eis a equagao de
Lagrange de ordem superior é

n (k)

>0 37 (o) =0 (@)
k=0

Escrevemos o indice que indica a ordem da derivada en-
tre “()” para ndo confundir com o expoente, por exemplo
(—1)* quer dizer que é -1 elevado a k-ésima poténcia, en-
quanto ¢(®) é a derivada de ordem k-ésima da coordenada
generalizada. Para n = 1 a equagao de ordem superior
se reduz & Eq.(1).

Se o sistema possuir N graus de liberdade havera N
coordenadas generalizadas e N equacoes de Lagrange de
ordem superior

n (k)
Z(—l)k(i(k)< oL > =0 (i=1,.,N) (5

k
k=0 aqz()

A Eq.(5) é uma equacao que pode aparecer derivadas
de até ordem 2n, os qun) poderao ser isolados, se a matriz
hessiana for regular, ou seja, seu determinante for nao-

nulo. Observe a Eq.(6)

Wi g™ = Fi(gi, g0t (1,5 =1,..,N)  (6)
A funcao F;(q;, ...,q§2n_1),t) engloba todos os termos
da equacao de Lagrange que sao derivadas que estao
abaixo do termo de maior ordem. E W;; é o elemento
que estd na linha ¢ e coluna j da matriz hessiana W, que
também pode ser representado da seguinte forma:

O0?L

TR
e J

(i,j=1,..,N) (7)



III. EQUACOES DE HAMILTON DE ORDEM
SUPERIOR

Nesta se¢ao faremos uma ressalva das equagoes de Ha-
milton, como geralmente é apresentada, considerando a
lagrangiana da Eq.(1). Depois consideraremos lagrangi-
ana com derivada de ordem dois para depois apresentar
a formulagao geral das equagoes de Hamilton.

Como foi visto na segdo anterior, a Eq.(2) possui de-
rivadas somente até segunda ordem, o que resolve varios
sistemas fisicos. A vantagem de passar do formalismo
lagrangiano para o formalismo hamiltoniano é que as
equacoes de Hamilton sao de primeira ordem. Em com-
pensagao, a quantidade de varidveis e equacoes é dupli-
cada, ja que é introduzida os momentos generalizados,
eis a definicdo de momento

oL

pi= g (i=1,..,N) (8)

Para construir a fungao hamiltoniana, é usado a trans-
formacao de Legendre

N
H(gi,pirt) = > pidi — L(qi, dir 1) (9)
i=1

Novamente a condicao que a matriz hessiana seja re-
gular deve ser satisfeita para que seja possivel inverter
as N equagoes do tipo da Eq.(8) e escrever os ¢s como
funcoes dos g5, ps e t. Com isso, a formulagao hamiltoni-
ana possui um conjunto de 2N equacoes que podem ser
resolvidas para determinar as 2N varidveis independen-
tes. As equacgoes de Hamilton usuais sao:

;|

B Op;
OH

- 9q;

Quando consideramos lagrangianas de ordem superior,
a transformacao de Legendre como é apresentada na
Eq.(9) ndo gera as equagdes de Hamilton corresponden-
tes para ordem superior [8]. A passagem de formalismos
quando se considera derivadas mais altas é um pouco
mais sutil, pois novas coordenadas e momentos devem ser
definidos. Veremos que tais definigoes irao implicar em
vinculos que sao inevitaveis quando se considera lagrangi-
anas que dependam de derivadas de ordem maior que um,
por conta disso, as varidveis nao serao todas mutuamente
independentes. Devido a isso, uma transformacao de Le-
gendre mais geral é necessdria para equagoes de ordem
superior. O primeiro a obter a formulagao hamiltoniana
para lagrangianas de ordem superior foi o Ostrogradski
[3], essa formulagao ficou conhecida como formalismo de
Hamilton-Ostrogradski.

Faremos uma abordagem mais simples do formalismo
de Hamilton-Ostrogradski considerando que o sistema s

Gi
(10)

Di =

possui um grau de liberdade e a sua lagrangiana nao de-
pende explicitamente do tempo. Pensando no caso da
lagrangiana do tipo L(gq, ¢V, ¢(?), vimos que a equacao
de Lagrange tem a forma da Eq.(3). A definigdo que
Ostrogradski usou para as varidveis canonicas sao

Ql =4q,
Q2 :q(l)
oL d oL
- = (== 11
Pi= g0~ 2 (3 )
oL
P2 = W

Onde Q1 e Q5 sao novas coordenadas e o P; e P, sao
os novos momentos. Observe que pela definicao de mo-
mento, surgem vinculos como por exemplo

. oL

Para obter as equagoes canonicas é necessario que a
matriz hessiana seja regular para que a derivada de maior
ordem possa ser escrita em termos das novas varidveis,
nesse caso ¢ como funcio de Q1, Qs e Ps, assim escre-
ver a hamiltoniana para esse caso (Cf.Apéndice B). Caso
contrario, é necesséario usar o método de Dirac-Bergmann
para lidar com os esses vinculos que surgem a partir des-
sas definigoes. Nao iremos abordar o método de Dirac-
Bergmann aqui, ao invés disso, iremos considerar casos
em que a matriz hessiana é regular. Feito alguns proce-
dimentos matemdticos (Cf.Apéndice B), obtém se a se-
guinte transformacao de Legendre

H(Q1,Q2,P1, Py) = PiQ1 + Pog®(Q1,Q2, P»)
~L(Q1, Q2.4 (Q1,Q2, P))

Ao passo que as equacoes de Hamilton agora serao

(13)

. OH
Ql = 87]31
. oOH
Qp =
0P,
Lol (14)
LA,
. OH
PQ — _TCQQ

Mesmo considerando apenas um grau de liberdade,
ao passar para formulagao hamiltoniana, foram defini-
das quatro novas varidveis, o que precisou de quatro
equagoes de Hamilton. No Apéndice B é mostrado como
se chega nesses resultados, é importante sublinhar que s6
é possivel chegar nessas equacoes se considerar que a la-
grangiana nao-degenerada, i. e, cujo sua matriz hessiana
é invertivel.



A forma mais geral usada por Ostrogradski para definir
as variaveis candnicas é da forma

Qr=q"%"Y (k=1,...n) (15)

n 4a=" oL
_ -k N
P, = ;(—1) ErI() (3(](1)> (k=1,..,n) (16)

Em que Q é a k-ésima coordenada e Pi é o k-ésimo
momento, é definido um total de 2n varidaveis, mas que
nem todas sao independentes por causa dos vinculos que
surgem a partir dessas defini¢des. A transformagao geral
de Legendre tem a seguinte forma:

n—1 n
H=3Y PiQeyi+Pug™ —L=3 PQc—L (17)
k=1 k=1

E as 2n equagoes de Hamilton serao da forma

o, 21
k— 35

OP (1 —1, . n) (18)
po__oH
¥ Q.

Para um sistema de N graus de liberdade, havera um
total de N x 2n equagoes para N X 2n varidveis

. OH
Qi = P, (i=1,..,N) (19)
P=_ oH (k=1,..,n)
’ 0Qi

Em geral, os modelos fisicos que podem depender de
derivadas superiores sao hipotéticos, nas tltimas decddas
alguns estudiosos tem buscado por modelos que tenham
interpretagoes fisica e que sejam possiveis de existirem
na natureza. Um modelo bastante interessante que
serd visto na préxima secao é o do oscilador de Pais-
Uhlenbeck, que é simples, mas que possui intimeros casos
que podem ser analisados.

IV. OSCILADORES ACOPLADOS

Um modelo interessante que pode ser usado para uma
primeira abordagem de equagoes de ordem superior € o de
dois osciladores acoplados. Veremos que nao é necessario
recorrer as equacoes de Lagrange de ordem superior ou as
de Hamilton-Ostrogradski para se obter as equagoes de
movimento desses osciladores, pois a lagrangiana desse
sistema depende até derivadas de primeira ordem. Con-
tudo, veremos também que as equagoes de movimento de

segunda ordem dos osciladores acoplados sao equivalen-
tes a equagao de movimento de quarta ordem do oscilador
de Pais-Uhlenbeck, o qual é necessério usar equagoes de
ordem superior.

Para iniciar a discussao, considere dois osciladores de
massas m, e mo ligados em paredes com molas de cons-
tantes ki e ko, respectivamente; entre as duas massas ha
uma terceira mola de constante k que as acoplam, como
pode ser visto na Figura 1:

Figura 1. Figura esquemadtica de dois osciladores acoplados

Seja x1 e xy as posigoes das massas my e mg, res-
pectivamente, temos que a lagrangiana dos osciladores
acoplados é

I = mlx% + MQQ?% _ k1$% _ k‘gJi% _ /4}(.132 —.1‘1)2 (20)
2 2 2 2 2
Trata-se de um sistema com dois graus de liberdade,
nesse caso, podemos usar a Eq.(2) para obter as equagoes
de movimento

myiy + k1w — k(z2 —21) =0 (@1)
mgfig + kgl’g — k(l’l - ’Jjg) =0

Note nessas duas equagoes de movimento, que o movi-
mento dos osciladores nao sao independentes por conta
da constante k£ de acoplamento, a primeira equagao de
movimento associado ao movimento do oscilador 1 apa-
rece coordenada associada ao movimento do oscilador 2
e a segunda equacao que estd associado ao movimento
do oscilador 2 aparece coordenada associada ao movi-
mento do oscilador 1. Se k = 0, o sistema se reduz a
dois osciladores harmonicos desacoplados. Para encon-
trar a solucoes dessas duas equagoes de movimento, um
metédo que pode ser empregado é o de elevagao de or-
dem das equagoes. Basicamente, se deriva uma dessas
equagoes duas vezes e substitui a outra equacao que nao
foi derivada nessa nova equagao que é de quarta ordem,
com isso haverd apenas uma equagao que é de quarta
ordem e que s6 envolve coordenada e derivadas de um
dos osciladores. Com a aplicacdo desse metédo (Veja a
Ref.[2]), o conjunto de duas equagdes da Eq.(21) se reduz
a uma Unica equacao de quarta ordem:

my Ey + {(kl + k) + (k2 + k)nmd &
e



A equacao quarta ordem para o oscilado 2 é seme-
lhante, basta trocar os indices 1 por 2 na Eq.(22), isto é
devido a simetria das equacoes dos dois osciladores.

A solugido que que satisfaz a Eq.(22) é da forma

x1(t) = Aj cos(wit) + By sin(wit) (23)
+ A5 cos(wat) + Ba sin(wat)
Onde w; e ws sdo
wi=,| [*+J+¢ [22te - ’“:nt’“]Q—mi’ﬁg} :
(24)

wo | 1| katk  kitk  [TRotk kit 2 4k2
2 2 | Tmg my ™o my mimsg |

E Aq, Ao, By e By s@o as constantes de integragoes que
dependem das condigoes iniciais

wax1(0) + i1 (0)

R

A — ~ wizi(0) +31(0)
2 w3 — w? ’ (25)

B — wit1(0) + 71 (0)

' wi(wi —wi)

B, = wi#1(0) + #1(0)

’ wa(wi —wf)

Para obter as solucoes dos osciladores acoplados, teve
que ser usado um método que forneceu uma equacao de
movimento que sé aparece coordenadas e derivadas de um
dos osciladores, consequentemente, se antes tinha duas
equagoes de segunda ordem, agora temos uma equacao
de quarta ordem. Como a solugao do oscilador 1 foi de-
terminada, isolar z3 na primeira equagao da Eq.(21) e
fazer a substituigao de x1(t) e #1(t) para se ter a solucao
para o oscilador 2.

Na préxima secao, sera apresentado a lagrangiana do
oscilador de Pais-Uhlenbeck, que gera uma equacao de
movimento que é de quarta ordem. Veremos também que
a solugoes do osciladores acoplados satisfazem a equagao
de movimento do oscilador de Pais-Uhlenbeck.

V. OSCILADOR DE PAIS-UHLENBECK

O oscilador de Pais-Uhlenbeck é um modelo que rende
bastante andlise, um caso particular é dos osciladores
acoplados. Por conta disso, nessa se¢ao iremos focar
em discutir como o modelo de dois osciladores acopla-
dos visto na secao anterior é equivalente ao oscilador de
Pais-Uhlenbeck.

A lagrangiana do oscilador de Pais-Uhlenbeck é

Lpy = ;[x + (24 02)i2 + 020227 (26)

Onde Q1 e Q5 sao constantes.

Essa é uma lagrangiana que depende de derivada de
segunda ordem, o que requer o uso de uma equagao de
Lagrange de ordem superior para obter a equagao de mo-
vimento. Aplicando a Eq.(3) para essa lagrangiana, ob-
temos:

(R + )i+ Q5052 =0 (27)

Temos uma equagao de movimento que é de quarta
ordem. Se dividirmos a Eq.(21) por m;, pode se notar a
semelhanca entre a Eq.(22) e a Eq.(27). Para que sejam
equivalentes, as relacoes a seguir devem ser satisfeitas

ki+k kot k

LISy B -
mq mo (28)

22 _ Fk+ hok + kiks

! mimso '

resolvendo essas duas equagoes para determinar 21 e
Q9, temos que

mo my mo my mimo

Q= é|:k2+k+k1+k+\/|:k2+k7k1+kj|27 4K2 ]’
(29)

Qo= l|:Ic2+k+k1+k_\/|:k2+k_k1+k:|2_ 42 ]
2 | Tmg my mo my mymg |*

Ou seja, 1 = wy e Q9 = wy. Admitindo isso, e sa-
bendo que x4 (t) e z2(t) sdo solugdes do oscilador . Devido
a essa equivaléncia, podemos construir uma lagrangiana
para o osciladores acoplados que é semelhante a lagran-
giana do oscilador de Pais-Uhlenbeck

1.
L= i[ﬁ + (W] + Wit + wiwsai] (30)
Para uma abordagem hamiltoniana do oscilador de
Pais-Uhlenbeck primeiro devemos escrever as novas co-
ordenadas e momentos a partir da definigao de Ostro-
gradski. Através da Eq.(11) temos que

Ql = T,
Q2 = 1
oL d [ OL ... (31
LT 90 T @ (aq<2>> = (@F +wp)dr — )
P2 :ii'l

A hamiltoniana pode ser obtida a partir da Eq.(13)

2

P,
H=PQ:+ 2 -

1
5 2[(‘*’1 +w3)Q3 + wiwsQ3]  (32)

Usando as equacoes de Hamilton-Ostrogradski da
Eq.(14) temos que



. 0H
Q1= b Q2
. 0H
Q2 = g 2
k (33
P = _oH = W2wiQ
1 20, 1wy
. oOH
Py = T90, =—P; + (w] +w3)Q2
As solugbes dessas equagoes sao
Q1(t) = Ay cos(wit) + By sin(wyt) (34)
+As cos(wat) + Ba sin(wat)
Q2(t) = [—A; sin(wyt) + By cos(wit)]wy (35)
+[*A2 SiH(WQt) + B2 COS(WQt)}WQ
Py(t) = [~ Ay sin(wit) + By cos(wit)]wr (2wF + w3) (36)
[— Ay sin(wat) + By cos(wat)|wa (wi + 2w3)
Py(t) = [~ A; cos(wit) — By sin(wit)]w? (37)

+[— Ay cos(wat) — By sin(wat)|w3

Essa solugoes sao facilmente obtidas sabendo que
Q1(t) = z1(t), basta usar as relagdes que aparecem na
Eq.(33). De modo andlogo pode ser feito para z2(t), nao
apresentamos aqui ja que os resultados sao semelhantes
e nao ha necessidade de repetir os procedimentos ma-
tematicos.

Por fim, pode se dizer que o modelo do oscilador de
Pais-Uhlenbeck nao é tao simples de visualizar num pri-
meiro estudo, nao estamos acostumados a deparar com
energias que dependem de aceleragoes como pode ser
visto na Lpy. Contudo, o modelo de dois osciladores aco-
plados é mais facil de interpretar e visualizar. E devido
a equivaléncia que o osciladores acoplados possui com o
oscilador de Pais-Uhlenbeck, isso torna um bom modelo
para ser dado de exemplo numa primeira abordagem de
equagoes de ordem superior.

Apesar desse trabalho nao ter sido detalhado e ter
faltado alguns conceitos importantes da formulacao de
Ostrogradski, buscamos apresentar aspectos importantes
como as equagoes de Lagrange e as equacoes de Hamilton
para ordens superior. O leitor interessado pode consul-
tar as referéncias [8-11] para um melhor aprofundamento
na formulagao de Ostrogradski para equagtes de ordem
superior. Ja para uma leitura mais aprofundada do os-
cilador de Pais-Uhlenbeck pode ser lida nas referéncias
2, 12]

VI. CONCLUSAO

Nesse trabalho, foi apresentado uma breve discussao a
respeito do formalismo lagrangiano considerando lagran-
giana que depende de derivadas temporais de qualquer
ordem das coordenadas generalizadas. Em seguida, apre-
sentamos a abordagem usada por Ostrogradski para fazer
a passagem do formalismo lagrangiano com derivadas de
ordem superior para o formalismo hamiltoniano, que é co-
nhecido como formalismo de Hamilton-Ostrogradski. E
por fim, apresentamos o modelo de dois osciladores aco-
plados e o modelo de Pais-Uhlenbeck, os quais suas la-
grangianas sao equivalentes. A lagrangiana do oscilador
de Pais-Uhlenbeck depende de derivada de segunda or-
dem, que é algo que nao estamos familiarizados na fisica.
Por outro lado, a lagrangiana de dois osciladores acopla-
dos depende de derivadas de até primeira ordem e trata
se de um modelo que é mais facil de interpretar.

Em sinteses, é uma questao interessante que a natu-
reza, em geral, é descrita por leis que s6 envolvem de-
rivadas até segunda ordem. Essa questao tem motivado
varios estudiosos a buscarem por situagoes fisicas que sao
descritas por derivadas de ordem superior. Acredita-se
que, se tais modelos tedricos puderem ser comprovados
experimentalmente, isso ampliaria o entendimento que
temos a acerca da natureza.

Contudo, o tema de derivadas superiores e o forma-
lismo de Hamilton-Ostrogradski é ignorado nas literatu-
ras e nos cursos de mecanica avancada, e varios estudan-
tes de fisica deixam de ter contato com esse tema e sua
importancia. Diante disso, esperamos com que aborda-
gem feita aqui de forma nao muito aprofundada possa
servir de base para aqueles que nunca se deparam com
esse tema, e que posteriomente queiram se aprofundar
em referéncias mais detalhadas.

APENDICE

Apéndice A: Equagoes de Lagrange de ordem
superior

Por simplicidade, consideremos que o sistema possui
apenas um grau de liberdade e que a lagrangiana nao de-
penda explicitamente do tempo, considere a lagrangiana:

L(g,q™, ¢®) (38)

na qual estamos usando a notacdo ¢(™ = d(”)q/dt(”)
para indicar a derivada temporal de ordem n-ésima da
coordenada generalizada, sendo assim, ¢(!) e ¢(® sio as
derivadas de primeira e segunda ordem, respectivamente.

A partir do principio da minima agdo é possivel obter
a equagao de Lagrange para esse tipo de lagrangiana

to
65 =5 / L(g.q™,¢®)dt = 0 (39)
ty



Aplicando a variagdo do lado direito da Eq.(39) tem

que
oL OL oL
/tl <35 4+ G700+ b )dt—o (40)

Impondo a condi¢ao que dq(t1) = dq(t2) = 6¢(t1) =
dq(t2) = 0, pode ser feito integrais por partes a fim de
desaparecer com g e ¢

t2 91, oL 2 q 9L
——gdt = | =—dq| — — ——bqdt =
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(42)
Substituindo o resultado das Eq’s (41) e (42) na
Eq.(40), ficamos com:

/ffz (aL d oL
¢+, \Og dt 9q

Com g sendo uma variagdo arbitrdria, extraimos a
equagao de Lagrange

(41)

d? oL

oL doL d? oL
— =+ —=—=—==0 (44)
Oq dt 9¢  dt? 0g
Para generalizar a equagao de Lagrange para ordem
superior, considere a lagrangiana que depende derivadas
de até ordem n:

L=L(q,q",q?,...,q") (45)

Para obter a equacao de Lagrange de ordem superior,
considere que:

Sq®(t) =6¢M(t) =0 (k=1,...,n—1) (46)

isso permitira que seja feita integracoes por partes para
que apareca apenas coeficientes de dg. Fazendo procedi-
mentos andlogo ao que foi feito para o caso n = 2, a
equagao de Lagrange de ordem superior é

= d®) oL
k _
szo(_l) dt®) gqk) — 0 (47)

Para nao causar confus@o na notagao de derivada, con-
vecionamos escrever os indice da ordem da derivada entre
() ao passo que a poténcia nao serd escrita entre (). Desse
modo, () é o indice que indica derivada de k-ésima or-
dem, enquanto k representa o expoente k-ésimo.

Para um sistema com N graus de liberdade, havera um
conjunto de N coordenadas generalizadas e N equagoes
de Lagrange de ordem superior

= d®) oL
(-1)f—x—~=0 (i=1,...,N) (48)
;; At 9g;

Aqui foi suposto que as N coordenadas generalizadas
sdo todas independentes, o que faz com que os dg; sejam
mutuamente independentes e arbitrarios.

A. Apéndice B: Equagoes de Hamilton de ordem
superior

No Apéndice A mostramos como obter a equacao de
Lagrange considerando uma lagrangiana que depende de
derivada de até segunda ordem, depois com algumas con-
sideragoes mostramos a forma geral da equacao de La-
grange para derivadas de até ordem n-ésima.

Nesse apéndice, mostraremos como obter as equacoes
de Hamilton considerando a lagrangiana que depende de
derivada de até segunda ordem, depois apresentaremos
a generalizacao das equacoes de Hamilton para ordem
n-ésima.

Sabe-se que para mudar do formalismo lagrangiano
para o formalismo hamiltoniano é usada a transformagao
de Legendre. O caso comum em que a lagrangiana é
L(qi, gi,t), a transformacdo de Legendre tem a seguinte
forma:

Zpl% -

onde p; é o momento conjugado, que é definido como:

Ql7p17 QH q?a t) (49)

p; = 6—% (it=1,..,N) (50)

Seja a matriz hessiana formada por elementos W;;,
onde esses elementos sdo da forma:

0?L

— (,j=1,..,.N 51
sag (0 ) (51)

ij =

Se a matriz hessiana for regular, i. e., seu determi-
nante é diferente de zero, entao é possivel resolver as N
equagoes da Eq.(50) e escrever os ¢s; como fungoes dos

gs, ps e t. Feito isso, substitui os ¢s na Eq.(51) para
construir a hamiltoniana.



As equagbes de Hamilton é um conjunto de 2N
equagoes diferenciais da forma:

. oH . oH
4 = op

bi = 6%‘ (Z =1, 7N) (52)

As equacoes de Hamilton assim como as Equacoes
de Lagrange permitem obter equacoes de movimento,
porém as equagoes de Hamilton sao de primeira ordem,
enquanto as equagoes de Lagrange sao de segunda or-
dem. Em compensacao, o formalismo lagrangiano lida
com um numero de N equagoes e IV coordenadas genera-
lizadas (q1, -..,qn), enquanto o formalismo hamiltoniano
lida com 2N equagoes e 2N varidveis que sao as coorde-
nadas e momentos (g, ..., N, D1, ---s DN )-

Contudo, para fazer a mudanca de formalismos quando
se considera de derivadas de ordem superior, a trans-
formagao de Lengendre como é apresentada na Eq.(49)
nao ira servir. Por isso, deve se buscar uma generalizacao
da transformacao de Legendre que dé conta do caso geral.
Além disso, novas coordenadas e momentos serao.

Por simplicidade, vamos considerar novamente que o
sistema s6 tem um grau de liberade. Se a lagrangiana é
do tipo L(g, ¢, ), vimos que a equagao de Lagrange é

oL dor
dq dt 94

d? oL
——=0 53
dt? 94 (53)

Novas coordenadas e momentos serao definidos da se-
guinte forma:

OL_doL. 0L

Q1 =gq; 87(1_&87(1’ 2 EY:

Q:=¢q P1=

onde )1 e (Y2 sdo novas coordenadas generalizadas e
Py e P, sao os novos momentos conjugados. Observe que
pela definicao dos novos momentos irao surgir vinculos,

como por exemplo:

oL .

Por conta disso, as coordenadas e momentos nao serao
todas independentes. Na definicao de P, podemos perce-
ber que existe uma dependéncia com ¢, ¢ e ¢. Para que
possamos inverter a equagao e escrever ¢ como fungao de
q, ¢ e P>, a matriz hessiana deve ser singular, contudo
a matriz hessiana nesse caso envolve termos que sao de
derivadas em relagao as aceleracoes generalizadas

0?L

Wij = ==
04

(i,j=1,..,N) (56)

no caso unidimensional, essa matriz possui apenas um
elemento

0?L
G o7
se det(W) # 0, entdo podemos escrever
q=q(q,q, P2) = 4(Q1,Q2, P») (58)

Para obter a transformagao de Legendre podemos par-
tir da diferencial da lagrangiana,

oL oL . oL
dr = Zag+ Zag+ 2244
91T 9T 55 (59)

Usando as defini¢oes de coordenadas e momentos feitas
na Eq.(54), ficamos com

dL = P1dQ; + (Py + P2)dQs + Pydi (60)
Para que aparega apenas diferenciais de Qs e Ps em

dL, podemos usar a identidade §dP = d(P§)— Pd{, desse
modo temos que

dL = d(P1Qs + GPs) + P1dQy — Q2dPy + P2dQs — GdPy
(61)
Podemos rescrever a Eq.(61) como

dH=d(P1Q2+{§Pa—L)=—P1dQ1+Q2dP1 — P,dQs+idP,  (62)

temos que a transformacao de Legendre é da forma

H(Q1,Q2, P1, Py) = PiQ2 + P — L(Q1,Q2,§) (63)

estamos supondo que § = §(Q1,Q2, ). Observe
também que

— 1 e 64

Q2 T Q1 , ¢ T Q2 (64)

Com isso, obtemos a transformagdo de Legendre para
0 caso em que a lagrangiana depende de ¢

H=PQ1+PQ2—L (65)

Do lado direito da Eq.(62) extraimos as equagoes de
Hamilton

. oH . o0H . OH . OH
G =or 2 op, Mg T g,
(66)

Observe que a Eq.(53) é uma equagédo de quarta ordem
e temos que determinar apenas uma variavel. Enquanto



na Eq.(66) hé quatro equagoes de primeira ordem e temos
que determinar quatro variaveis.

Para o caso mais geral, considere a lagrangiana que
depende de derivadas temporais de até ordem n do ¢(t)

L=1L(q,q",q?,...,q") (67)

sendo ¢ = ¢, ¢® = § e mesma notacio para as
derivadas maiores.

De maneira geral as novas coordenadas sao da seguinte
forma:

Qi = ¢+

e 0s novos momentos serao da forma

(k=1,..,n) (68)

- d(m=Fk) L
_ _1\ym—k _
Pe= 2 0" e (aq<m>) (k=1 n)

m=k
(69)

a transformacao geral de Legendre sera

H= Z PQy — L (70)

k=1

a forma geral das equagoes de Hamilton de ordem su-
perior sao

o, oH
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