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Resumo

O presente trabalho explora os fundamentos da interacao forte e suas conexoes
com simetrias de calibre SU(2) e SU(3), estabelecendo uma visdo unificada das
forgas nucleares e subnucleares. Inicialmente, a teoria de hadrodinamica, baseada
na simetria de calibre SU(2) global (isospin), é apresentada como uma ferramenta
crucial para descrever as interacgoes entre barions e mésons. Inspirada por Heisen-
berg e influenciada pelo modelo de Yukawa, esta teoria explica como a troca de
mésons massivos gera a for¢a nuclear de curto alcance, essencial para a estabilidade
dos ntcleos atomicos. A simetria SU(2) nao sé garante a conservagao do isospin e
da carga elétrica, mas também permite tratar prétons e néutrons como estados de
uma mesma particula, integrando as forcas nucleares e eletromagnéticas sob uma
descricao coesa. A partir dessa base, iremos nos aprofundar na descricao da dlgebra
de isospin, que relaciona propriedades como carga elétrica e niimero baridnico a si-
metria SU(2). Essas ideias sao estendidas a teoria de quarks, revelando que prétons
e néutrons sdo composicoes de quarks up e down. A estrutura matemadtica dessa
simetria é representada por ferramentas como produtos tensoriais e diagramas de
peso, que explicam a organizacao das particulas hadrénicas em termos de projecoes
de isospin. Por fim, vamos introduzir a cromodinamica quéantica (QCD) como o mo-
delo que descreve a interacao forte no nivel mais fundamental, com base na simetria
SU(3) local. Os quarks, carregados com ”cores” vermelho, azul e verde, interagem
por meio da troca de glions, os mediadores dessa forca. A estrutura lagrangiana
da QCD, fundamentada na derivada covariante e nos geradores SU(3), garante a
consisténcia das transformagoes locais e explica fendémenos como confinamento de
cor e a dinamica de glions. Esses elementos consolidam uma compreensao robusta
das interagoes subatéomicas, conectando os conceitos de isospin e cromodinamica
em uma abordagem unificada da fisica nuclear e de particulas. Este trabalho busca
integrar essas ideias fundamentais em uma estrutura coesa, utilizando das nocgoes
bésicas sobre os nticleons, particulas que formam o nicleo atomico, as forcas que

as mantém unidas, as particulas mediadoras de tais interacoes e as particulas mais



fundamentais, que formam tais nicleons e particulas mediadoras. Oferecendo assim

uma visao abrangente das interagdes fundamentais no nivel subatomico.

Palavras chaves: Teoria de Campos; Simetria de calibre; Interacoes da Natu-
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Abstract

This work explores the foundations of the strong interaction and its connections
to SU(2) and SU(3) gauge symmetries, establishing a unified view of nuclear and
subnuclear forces. Initially, the theory of hadrodynamics, based on the global SU(2)
gauge symmetry (isospin), is presented as a crucial framework for describing the in-
teractions between baryons and mesons. Inspired by Heisenberg and influenced by
Yukawa’s model, this theory explains how the exchange of massive mesons gener-
ates the short-range nuclear force essential for the stability of atomic nuclei. The
SU(2) symmetry not only ensures the conservation of isospin and electric charge
but also allows protons and neutrons to be treated as different states of the same
particle, integrating nuclear and electromagnetic forces into a cohesive description.
Building on this foundation, we delve into the isospin algebra, which relates prop-
erties such as electric charge and baryon number to SU(2) symmetry. These ideas
are extended to quark theory, revealing that protons and neutrons are compositions
of up and down quarks. The mathematical structure of this symmetry is repre-
sented through tools such as tensor products and weight diagrams, which explain
the organization of hadronic particles in terms of isospin projections. Finally, we
introduce quantum chromodynamics (QCD) as the model that describes the strong
interaction at its most fundamental level, based on local SU(3) symmetry. Quarks,
carrying the ”colors” red, blue, and green, interact through the exchange of gluons,
the mediators of this force. The Lagrangian structure of QCD, founded on the
covariant derivative and SU(3) generators, ensures the consistency of local trans-
formations and explains phenomena such as color confinement and gluon dynamics.
These elements consolidate a robust understanding of subatomic interactions, con-
necting the concepts of isospin and chromodynamics within a unified approach to
nuclear and particle physics. This work aims to integrate these fundamental ideas
into a cohesive structure, utilizing concepts about nucleons—the particles that form
the atomic nucleus—the forces that bind them, the mediating particles of such in-

teractions, and the most fundamental particles that constitute these nucleons and



mediators. Thus, it offers a comprehensive view of the fundamental interactions at

the subatomic level.

Keywords: Field Theory; Gauge Symmetry; Interactions of Nature

* matheus.lauand@sou.unifal-mg.edu.br



Conteudo

1 Introdugao ao tema (reflexGes e conceitos) 1
2 Hadrodinamica e a simetria de calibre SU(2) global (isospin) 4
2.1 Particulas massivas de Yukawa e a interacao de curto alcance . . . . . . . . 4

2.2 Interacgao entre dubleto de barions, tripleto de mésons e singleto de fotons . 10
2.3 Simetria SU(2) global e a conservacao de isospin e carga elétrica nos du-

bletos e tripletos . . . . . . ... 14

2.4 O modelo de Heisenberg-Tamm para interagao entre barions via troca de
mésons e fotons . . . ... L 23
3 Isospin e a fisica de sabores up e down dos quarks 27
3.1 Produto tensorial, soma direta e representagoes . . . . . . .. ... .. .. 35
3.2 Diagramas de Feymann na representacao Hadronica por quarks: . . . . . . 37

4 Cromodinamica e a simetria de calibre SU(3) local na fisica das cores
red, blue e green 37

5 Consideracgoes finais (resultados e perspectivas) 43

Lista de Figuras

1 Representagao do nticleo do dtomo de Hélio-3 (*He) sob trocas de mésons
(pions) caracterizada pela forga forte (responsavel por manter a estrutura

do nicleo do atomico) . . . ... 12
2 Interacao do Préton com um Pion sem carga e a invariancia do proton. . . 12
3 Interacao de um Préton com um Pion™ e a consequente transformacao em

NEULTON. . . . . . . . . e e 12
4 Interacao de um Neéutron com um Pion~ e a consequente transformagao

em Proton . . . . ..o oo 12
5) Néutron adquirindo um pion™ e virando um préton . . . . . . .. ... .. 25
6 Préton adquirindo um pion~ ou perdendo um pion™t e virando um néutron. 25
7 Invariancia do préton e néutron ao adquirir um pion sem carga. . . . . . . 25
8 Um campo escalar Psi absorvendo um féton. . . . . . . . ... ... .... 25
9  Um pion® absorvendo dois fétons . . . . . ... ... ... ... 25
10 Um préton interagindo com um féton. . . . . . . .. ... 25
11 Interacao do préton com o féton e a invariancia do préton . . . . . . . .. 26
12 Interacao do Préton com um Pion sem carga e a invariancia do préton. . . 26
13 Interacao de um Préton com um Pion™ e a consequente transformacao em

NEULTON. . . . . . . . . e 26
14 Invariancia do Préton perante 70 . . . . . ... ... ... 37
15  Préton virando Néutron perante 7 . . . . . . . . ... ... L. 37
16  Invariancia do Préton perante 7° (representacao em quarks) . . . . . . .. 37
17 Préton virando Néutron perante 7" (representacao em quarks) . . . . . . . 37
18 quark red se transformando em quark blue e emitindo um Glion A. . . . . 41

19 Préton virando Néutron perante 7" (representagio em quarks e suas res-
PECtiVas COTES). . . . v v v vt e e 42



20 Invariancia do Préton perante 7° (representacao em quarks e suas respec-
tivas cores). . . . . ... 42



1 Introdugao ao tema (reflexoes e conceitos)

Como sabemos, a relagao entre simetrias e quantidades conservadas é um assunto bas-
tante celebrado em Fisica, onde determinadas invariancias das equacoes de movimento de
um sistema fisico perante certas transformagoes nos conduzem a quantidades fisicas que
nao sofrem alteracao e permanecem constante ao longo do movimento ou cendrio estu-
dado. Nesse contexto, um dos teoremas matematicos mais importantes ja comprovados,
entre aqueles que orientaram o desenvolvimento moderno da Fisica, sao os teoremas de
Emmy Noether, nos quais percebemos os invariantes diferenciais por meio do calculo das
variacoes. Na terminologia e linguagem da fisica, as simetrias implicitas nas equacoes
classicas do movimento sao sintetizadas no viez conceitual de Mecanica Analitica em dife-
rentes formalismos (Lagrange-Hamilton) e em termos de objetos como agao, lagrangeana
e hamiltoniana. Como resultado dessas simetrias temos as correntes conservadas. [1-6]

Agora um principio de simetria que contribuiu para o desenvolvimento da Fisica e sem-
pre é protagonista na busca por uma teoria unificada que consiga descrever as interagoes
da natureza (eletromagnética, fraca, forte e gravitacional) é o principio de calibre, com
a simetria de calibre determinando de forma consistente a interacao ou acoplamento en-
tre matéria, radiagao, e suas auto-interagoes. No eletromagnetismo a simetria de calibre
global U(1) nos leva a conservagao da carga elétrica e se implementarmos na lagrangiana
termos em que acoplamos essa corrente com campos (JxA) somos conduzidos a uma teoria
com simetria de calibre local onde o conceito de derivada covariante aparece naturalmente
no acoplamento entre elétrons e fétons. Seguindo a suposicao de que o principio de calibre
advindo do eletromagnetismo poderia ser estendido e utilizado como base para descrever
outras interagoes seremos levados, inclusive historicamente, a 3 prescricoes independentes,
porém complementares: [7-27]

e Tendo em vista o desenvolvimento e a descricao das interagoes fortes por Heisen-
berg, Tamm e Yukawa, em que particulas nucleares (protons e neutrons) estariam tro-
cando mésons (pions), Yang and Mills retomam o empreendimento de Weyl, no esforgo
de explicar a interacao forte generalizando a simetria de fase SU(2) (isospin global) para
um patamar local, onde aparece o conceito geométrico de derivada covariante. Porém,
como era bem sabido por Pauli, as particulas intermediadoras dessa interacao associada
a simetria de isospin local sao nao massivas, contradizendo o fato da interacao forte ser
descrita por uma interacao de curto alcance e particulas massivas.

e Observando a atencao dada por Dirac na andlise da simetria de calibre da época e o
trabalho de Schwinger, Shaw percebeu que a simetria de calibre do eletromagnetismo U(1)
apresentado na sua forma real bidimensional SO(2) poderia ser generalizado para SU(2),
onde terfamos campos vetoriais auto-interagindo, estendendo o trabalho de seu orientador
de doutorado (Salam) sobre campos escalares com auto-interagdo. Implicitamente na

abordagem de Shaw, vemos um forte apelo algébrico de implementarmos na lagrangiana



termos do tipo corrente-campo com o intuito de obtermos uma simetria de calibre local
iterativamente.

e Paralelamente, Utiyama estabelece um conjunto de diretrizes para construir uma
teoria de gauge para todos os grupos de Lie semi-simples e inclui também no trabalho, a
relacao entre a gravitacao na formulagao de tetradas e o eletromagnetismo via conexao.
De forma geral, alguns sistemas fisicos descritos por campos sao considerados invariantes
sobre um certo grupo de transformacgoes onde percebemos como exemplo, que campo
eletromagnético, gravitacional e de Yang-Mills seguem essa linha de raciocinio.

A simetria de calibre também se manifesta no contexto quantico das Teorias de Campos
do Modelo Padrao tendo em mente as identidades de Ward-Takahashi para o caso abeli-
ano e Slanov-Taylor para o caso nao-abeliano. Essas identidades nao apenas garantem o
ajuste dos parametros dessas teorias com os experimentos via conceito de renormalizacao
mas muitas vezes simplificam o estudo dos processos quanticos de espalhamento estuda-
dos. Existe também toda uma area da Fisica envolvendo procedimentos e formalismos de
quantizacao das teorias em que a simetria de calibre desempenha um papel crucial obser-
vando a questao dos graus de liberdade fisicos na fixacao e escolha de calibre e advindo
dessa abordagem nos deparamos com a simetria BRST e seus preceitos. O &dpice desse
tratamento foi formular a teoria da gravidade do ponto de vista quantico e perceber seus
contratempos e obstéculos. [28-39]

Podemos também utilizar campos auxiliares ou de fundo para se estudar aspectos
classicos e quanticos da simetria de calibre. No contexto geral da fisica campos auxiliares
podem ser utilizados para se estudar a simetria de calibre em teorias com campos vetoriais
massivos (Stiieckelberg), como multiplicador de Lagrange quantico para se fixar o calibre
(Nakanishi) ou mesmo como um campo de fundo mantendo a simetria de calibre em todas
as etapas do calculo (DeWitt). [40-47]

Como foi possivel testemunhar ao longo da introducao a simetria de calibre dita a
dindmica das interagdes fundamentais no modelo padrao (interagoes eletromagnéticas,
fraca e forte). No entanto é possivel também utilizar o método de calibre e sua sabedoria
para estudar a gravidade também, em que as bases para o estudo estariam nos trabalhos
envolvendo uma formulagao linear da gravidade via Gupta, Kraichnan e Feynman e cuja
dinamica também poderia ser introduzida nos moldes de uma interacao corrente-campo.
Esse estudo nos leva ao entendimento de como a simetria de calibre molda a dinamica
quantica das interagoes de modo geral, com a inclusao dos fantasmas. Na literatura
quem explorou e abstraiu vastamente a aplicacdo do objeto corrente-campo (JxA) na
fisica foi Schwinger, primeiramente introduzindo o formalismo de integragao funcional e
andlise de Green por meio do principio variacional da acdo quantica e posteriormente, de
maneira inabitual e talvez excéntrica, apimentando a discussao da dinamica dos campos
via sua Teoria das Fontes. Por meio da Teoria das fontes, Schwinger também esculpiu a

dindmica quéantica associada ao efeito Casimir em termos de fontes (correntes), campos e



o conceito de espalhamento e se livrando das particulas virtuais associadas aos diagramas
bolhas na visualizacao de Feynman. E valido ressaltar que Deser ressuscita a metodologia
de Shaw aplicando a ideia de implementarmos em uma lagrangiana de interesse termos
do tipo corrente conservada-campo (JxA) advindo de uma simetria de calibre global
e com o intuito de obtermos iterativamente e algebricamente uma simetria de calibre
local, deduzindo e moldando os aspectos nao lineares associados aos acoplamentos e auto-
acoplamentos entre os campos nao somente para a teoria de Yang-Mills mas também para
teoria da gravidade de Einstein. [48-70]. Problemas envolvendo a quantizacao covariante
da gravidade e que exploram a relagao entre gravidade e teorias de calibre estao na
fronteira de pesquisa atual na Fisica, sendo um assunto moderno e inspirador, e dessa
forma criam um ambiente desafiador e estimulante, incentivando o pensamento livre e
rigor cientifico além da formacao de valiosos recursos humanos para comunidade.
Reforcando, é possivel dizer de maneira geral que podemos descrever as interagoes e
o didlogo das particulas no feitico da simetria de calibre, sendo possivel deduzir de forma
consistente as interagoes e auto-interagoes que satisfacam esse pré-requisito de simetria, e
neste caso formulando e prevendo as teorias ou lagrangianas que descrevem corretamente
essa dinamica de interacao entre as particulas na natureza. No trabalho que se sucede
iremos investigar o papel da simetria de calibre na construcao de uma teoria que descreva
a interagao forte. Na Sec. 2 estudamos a simetria de calibre SU(2) global no contexto
da hadrodinamica. Na Sec. 3 exploramos o conceito de isospin e a fisica de sabores. Na
Sec. 4 implementamos uma dinamica de cores via simetria de calibre SU(3) local. Por
fim, temos as conclusoes na Sec. 5. Tendo em vista um carater iniciante do estudante
no tema proposto (Modelo Padrao das particulas, gravidade e suas interagoes), e a com-
plexidade e dimensao do tema para um aluno de graduacao, separamos uma literatura
introdutéria com um certo viés metodoldgico, a qual setores dessas referéncias contém
topicos necessarios para o entendimento da monografia em uma linguagem elementar en-

volvendo apenas Teoria Classica de Campos:

a)Teoremas de Noether e correntes conservadas [1-6]
b-)Simetrias de calibre globais e locais [7,8,18,19]
c-) Simetria de calibre, acoplamentos e intera¢oes na dinamica de sabor e cor [70,71]

d) Gravidade na leitura das simetrias e auto-interagoes entre gravitons [58,67].



2 Hadrodinamica e a simetria de calibre SU(2) global

(isospin)

A teoria de hadrodinamica e a simetria de calibre SU(2) global (isospin), introduzida
por Werner Heisenberg, propoem uma densidade de Lagrangiana que considera as con-
tribuicoes dos barions e mésons, além de uma interacao especifica que conserva o isospin
e a carga elétrica. Essa simetria permite tratar protons e néutrons como dois estados

diferentes de uma mesma particula, essencial para a descricao das interacoes nucleares.

Inspirado pelo modelo de Yukawa, que introduz particulas massivas (mésons) para
explicar a forca nuclear de curto alcance entre nicleons, desenvolvemos uma compreensao
mais aprofundada das interagoes entre dubletos de bérions (prétons e néutrons), tripletos
de mésons (pions) e singletos de fétons. Essas interagoes, mediadas pela troca de mésons,
sao cruciais para a estrutura e estabilidade dos nticleos atomicos. O potencial de Yukawa
implica no decaimento exponencial da for¢a entre nicleons, limitando a for¢a nuclear a

distancias nucleares (da ordem de 1 femtometro).

A simetria SU(2) global é fundamental para a conservacao do isospin e da carga elétrica
nos processos de interacao hadronica. Nos dubletos de barions e tripletos de mésons, essas
simetrias garantem a invariancia das interagoes sob transformacoes de isospin, permitindo

uma descri¢ao unificada das forgas nucleares e eletromagnéticas.

O modelo de Heisenberg-Tamm propoe que as interagoes entre barions ocorrem via
troca de mésons e fétons. Essa troca implica uma forca de curto alcance, compativel
com a observagao de que a for¢a nuclear é muito forte a distancias nucleares mas decai
rapidamente além disso. Esse modelo fornece uma base tedrica sélida para a compreensao
das forcas nucleares, integrando a troca de particulas mediadoras com as interacoes de

campo.

2.1 Particulas massivas de Yukawa e a interacao de curto al-

cance

Hideki Yukawa, em 1935, propos uma teoria para explicar a forga nuclear forte que
mantém os prétons e neéutrons juntos no nicleo atomico, essa forca é mediada por uma

nova particula, posteriormente identificada como o pion.

Essa forga ¢é definida por sua lagrangiana, que por sua vez depende de um termo cinético,

que descreve a dinamica do campo escalar ® e através do operador d’alembertiano, define



a métrica no espaco tempo e depende da massa m desse campo escalar.

Definimos entao, tal lagrangiana que descreve o comportamento de um campo escalar
® com massa m:

1
L= §<1>(D +m?)® + Jb (1)

Onde definimos a equagao de movimento como:
O+m*)®=J (2)
E lembrando que Box () é definido como:
d=0,0" (3)

Em um regime estatico onde consideramos t = 0, temos:

0 =2 2 2
Portanto, a equacao torna-se:
(=V24+m2)0(t=0,X)=J (5)

Pelo método de Green, a solugao ®(Z) pode ser expressa como:
o) = [ E766E DI ©)
onde G(Z,v) é a funcao de Green que satisfaz a equagao diferencial:
(=¥ +m*)G(Z,§) = 89(7 ~ §) (7)

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados:

(—V2+m*)G(K) =1 (8)
Resolvendo para G(K):
- 1
(F) = —— (9

Aplicando a transformada de Fourier inversa para encontrar G(Z, ¥):

G(Z,7) =

BE eil?-(ffgj)
/ (2m)3 —R2 4 m2



—

Reconhecendo a expressdo para 64 (7 — ¢/):

. dgﬁ —iK-(Z—7
@)= [ T (1)

A partir da funcao de Green GG (E), podemos calcular o potencial ®(Z) gerado por uma

carga pontual representada pela densidade de corrente J(7) = g6°(9):

3 —’_. —
0= [0 [ PR ki) gsty (12)

Onde G(E) é a transformada de Fourier da fun¢ao de Green G(Z,%), Substituindo-o

temos:
B3k 1 7z
o(7) = [ &5 / L ikageg (13)
_KZ + m2
E resolvendo temos: ~
3k 1 7
() = ﬁ e kT (14)
(2m)° —K2 + m?

Para prosseguir, fazemos a mudanca para coordenadas esféricas no espaco de k. A

integral em @3k se torna:

&Pk = k*sin 6 df dyp (15)

A integral entao se transforma em:

o0 1.2 g o
@(f) — / k dl;? / sin O de/ _’Le*ikx cos 0 (16)
0 (27) 0 0 —k24+m2

A integral angular diy pode ser resolvida:

27
/ e—ik:ccosﬁ d¢ — 27T€—ik’xcos9 (17)
0

E a integral df pode ser resolvida usando a simetria esférica:

/ sin § e *res? g = 2sin(kz) (18)
0 kx
Assim, a equacao fica:
2 [ k*dk 2sin(kx)
O(7) = — 1
(7) (2m)3 /0 k2 —m?  kx (19)
1 * ksin(kz) dk
d(7) = 20
(%) (2%)21/0 k? —m? (20)

Agora, vamos considerar a integral no plano complexo e aplicar o teorema dos residuos.



Definimos uma funcao complexa:

Flk) = e (21)

k2 — m?2

Para encontrar os polos da fungao f(k), resolvemos:
E—m?>=0=k=4m (22)

Os polos sao k = +m.

Consideramos o contorno no plano complexo que é um semi-circulo superior de raio R
com a linha real de —R a R. De acordo com o teorema dos residuos, a integral ao longo
deste contorno fechado é 2mi vezes a soma dos residuos dentro do contorno.

A funcao f(k) tem um polo simples em k& = m no semi-circulo superior. Calculamos

o residuo neste ponto:

keik’x keika: meimx eimaz
= = 1‘ — — = = 1‘ - - 2
Res(fok =m) = lim (k —m) o5 = lim o = 2 (23)
Assim, pelo teorema dos residuos:
o0 k,eika: ‘ez‘mcc i
/_Oo m dk = 2mi B = e (24)

Portanto, a integral original se torna:

O(7) = Cri - e (25)

B(F) = ——eime (26)

2w

Ao considerar que a funcao fisica deve ser real, tomamos a parte real da expressao:

— 1 —mx

Assim, obtivemos o potencial de Yukawa:

D (#) = (28)

onde:
e 1 ¢ a distancia entre duas particulas,

e m é a massa da particula mediadora da forga (no caso da forga nuclear forte, o
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pion).

. Alcance Finito da Forcga:

m

O termo exponencial e™™* no potencial de Yukawa implica que a forga decai expo-

nencialmente com a distancia.

Isso significa que a forga nuclear forte tem um alcance finito, aproximadamente igual

al.
m

Para pions, isso é da ordem de 107'° metros (1 fermi), que é aproximadamente o

tamanho do nucleo atomico.

Este comportamento é em contraste com a forga eletrostatica descrita pela lei de

Coulomb, que decai como % e tem alcance infinito.
. Intensidade da Forca:

No limite de curtas distancias (z — 0), o potencial de Yukawa se comporta aproxi-

madamente como %, semelhante ao potencial de Coulomb.

Isso implica que, a curtas distancias, a forca nuclear forte é extremamente poderosa,

suficiente para superar a repulsao eletrostatica entre prétons e manter o niicleo coeso.
. Dependéncia da Massa do Méson:

A massa m do pion determina o alcance da forga.

Pions sao particulas relativamente leves em comparagao com outras particulas medi-

adoras de forcas (como os glions no contexto da QCD - Cromodinamica Quantica).

A presenca da massa no denominador do expoente significa que particulas media-

doras mais pesadas resultariam em um alcance ainda menor para a forga.

Dada a solucao da equacao de Klein-Gordon, definimos:

(O+m*)® =0 (29)

No regime estatico, temos:

V20 = m2® (30)

Portanto, podemos escrever a equacao acima em coordenadas esféricas como:

Ld [ ,dd\
T ( %) =P (3
Simplificando, obtemos:
d*®  2dP 9
2 e = 2
dr? * rdr 0 (32)
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?®  d dd do d*®

W:J(CD—H“%):QW%—TW (33)
Sendo assim: L U
vy (34
Onde: 2U 2
Zz =m U (35)

A solucao geral desta equacao diferencial é:

U(r) = Upe™ + Uye™™" (36)

Portanto, para grandes valores de r, a solugao que decresce exponencialmente é:

Ule—mr

r

O(r) ~ (37)

. Decaimento Exponencial e Alcance da Forga:

Ae—m7"
s

A solucao ®(r) ~

mostra que o campo ¢ decai exponencialmente com a

distancia r.

mnr

O termo e~ indica que a forca associada ao campo ® tem um alcance finito. O

alcance caracteristico da forga é dado por %

Para particulas mediadoras com massa m, a forca decai rapidamente além de uma

distancia de ordem % Por exemplo, se m é grande, o alcance é curto, e se m ¢

pequeno, o alcance é longo.

. Comparagao com o Potencial de Yukawa:

A forma da solugao ®(r) =~ @ ¢ similar ao potencial de Yukawa encontrado

e—meT

anteriormente, ®(7) = —.

Isso confirma que a equacao de Klein-Gordon, em regime estatico e sem fontes
externas, leva ao mesmo tipo de decaimento exponencial encontrado na solugao
com fontes, reforcando a natureza de curto alcance das interacoes mediadas por

particulas massivas.
. Implicacgoes para a Fisica Nuclear:

No contexto da fisica nuclear, onde o campo ® pode representar o campo de um
méson como o pion, a equacao de Klein-Gordon mostra por que as forgas nucleares

tém um alcance finito.

O alcance tipico da forca nuclear forte ¢ da ordem de 1 fermi (107 metros), que

corresponde & massa do pion (= 140 MeV /c?).

9



2.2 Interacao entre dubleto de barions, tripleto de mésons e

singleto de fé6tons

Agora que definimos a ordem de grandeza das forcas que regem o nucleo atomico, vamos

entender como cada particula interage entre si no nicleo.

Para isso, vamos definir a lagrangiana que estuda a interagao entre os niicleons (Bérions)

e o mediador de suas for¢as, o méson.

Campo dos Barions

A lagrangiana livre para os barions é dada por:
Ligrion = ¥p(in"0, — mp)p (38)

onde:

g representa o campo do barion (spinor).

Y = 15~ é o spinor adjunto do bérion.

~v* sao as matrizes de Dirac.

e mp ¢ a massa do barion.

Campo dos Mésons

A lagrangiana livre para os mésons é dada por:

Lonson = 5060, — 3y ) (39)
onde:

e ¢ é o campo do méson.

e mys ¢ a massa do méson.

Interacao Barion-Méson

A interacao entre barions e mésons na lagrangiana pode ser modelada por termos que

envolvem acoplamentos entre os campos dos barions e mésons, de modo que é possivel
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prétons se transformarem em néutrons pela troca de particulas carregadas ¢f. Pela

conservacao de carga elétrica dividimos trés particulas mediadoras, logo:
3
Line = gom »_ 0t (40)
i=1

onde gy, € a constante de acoplamento que descreve a forga da interacao entre barions e

mésons.

Lagrangiana Total QHD

A lagrangiana total da hadrodinamica quantica ¢ a soma das lagrangianas dos barions,

dos mésons e da interacao:

3
Lintro = Un(i7" By — M) + S(0°60,0 — m3y0%) + go S WiV (41)

i=1

Seja os Barions estudados, os Prétons e os Neutrons, definimos:

» = (p ) Dubleto. (42)
8

n
Propagadores:
p—p (43)
n—n (44)
p———¢ (45)
Vértices:
(7 n) (i ) 0 (46)
Ou podemos escreve-los assim:
ppe + nng (47)

De modo que iremos usar ¢ para representar um Méson em sua representacao geral, e

usaremos 7 para representarmos o Méson Pion especificamente.
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Para exemplificar vamos estudar tais processos no nicleo do Hélio-3 (*He), particula

que possui trés barions: ou dois protons e um néutron ou um préton e dois néutrons,

vamos entender como isso acontece:

]

O [|7O

opicXeleXe,

o~

Figura 1: Representagao do nticleo do dtomo de Hélio-3 (*He) sob trocas de mésons
(pions) caracterizada pela forca forte (responsavel por manter a estrutura do nticleo do

atomico)

Entao, podemos explicar tal processo pelos diagramas de Feynmann:

Processos formados por tais vértices.

P p n P
o F
i 1
P p P n
Figura 2: Interacao do Figura 3: Interacao de
Préton com um Pion sem um Préton com um Pion™
carga e a invariancia do e a consequente trans-
préton. formagao em néutron.

Figura 4: Interacao de um
Néutron com um Pion~
e a consequente trans-
formacao em Préton

Concluimos assim que é possivel prétons se transformarem em néutrons pela troca de

campos escalares, neste caso, os pions. Tafs campos sdo carregados 71, portanto, pela

conservacao de carga elétrica precisamos dividir os pions em trés, surgindo trés particulas

mediadoras, o que nos caracteriza um tripleto:

12
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Definidos os dubletos e tripletos vamos introduzir agora um conceito primordial para
avancarmos na compreensao das interagoes hadronicas, o acoplamento minimo. Ele con-
siste na substituicao da derivada parcial na derivada covariante, presentes nas equagoes
de movimento e nas lagrangianas, com isso as mesmas permanecem invariantes sob trans-

formagoes de calibre locais.

D, =0,+1QA, (49)
onde:
e 0, ¢ a derivada parcial usual.
e A, é o potencial do campo de calibre.
e () é operador carga elétrica.

e ; ¢ a unidade imaginaria, necessaria para a consisténcia das equacoes em mecanica

quantica.

Esta formulagao garante que a lagrangiana da teoria seja invariante sob transformacoes
de calibre locais. O termo adicional igA, representa o acoplamento do campo de matéria

com o campo de calibre.

Portanto, a interacao entre o dupleto de nicleons e os fétons via acoplamento minimo

¢ dada pela lagrangiana:

— I
Liupieto = pliy" (0, — 1eA,)p + ﬁ(m‘*au —m)n = PY[iv" (0, + ie(§ + T3)A,) Y] (50)

Onde T3 ¢ a matriz de Pauli que representa o isospin do nticleon.

1(1 0
w0 o

O operador de carga elétrica (Q) determina como uma particula especifica interage
com o campo eletromagnético, tal introdugao da carga através do termo iQQ A, na derivada

covariante garante que a teoria seja invariante sob transformacoes de calibre.

Definimos como :
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000

Logo, e é o autovalor da matriz operador elétrico.

20360 6) -3 0)

Portanto, definimos que o autovalor da matriz (Z(j) é %, deduzindo seu isospin, %

2.3 Simetria SU(2) global e a conservacao de isospin e carga
elétrica nos dubletos e tripletos

Sob a simetria SU(2), as particulas como prétons (p) e néutrons (n) podem ser agru-
padas em dubletos. A transformacao de um campo de particulas 1 sob SU(2) é dada

por:

Y=Y =Uy (56)

E o campo adjunto se transforma como:

=9 =U% (57)

onde 1 é o dubleto de particulas:
p
P = ( ) (58)
n

As matrizes U do grupo SU(2) sdo unitdrias (UT = U~1) e tém determinante igual a
1 (detU =1):

U =1 (59)

Uma matriz unitaria U pode ser escrita como:
a b
U= 60
) o
Para ser especial (det U = 1), a matriz deve satisfazer:
detU =ad —bc=1 (61)
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E, por definicao, U~! = UT:

1 d b B a* c*
v _<—c a>_<b* d*) (62)

De forma geral, uma matriz U pode ser decomposta em termos de suas partes real e

imaginaria:

a b 10 v 0 0 1 0 1
(b* (f) = (Re)a <O 1) + (Im)b (0 —i) + (Re)b (_1 0) + (Im)a (—z’ O> (63)

As matrizes U podem ser expressas em termos de um operador exponencial:

U=e¢H (64)

Com a condicdo de unitariedade UTU = 1, obtemos:

H =H (65)

Portanto, H é uma matriz hermitiana. Além disso, a condicao det U = 1 implica que o

traco da Hamiltoniana seja zero:

detU=e""V'=1 —= trtH=0 (66)

Seja H uma Hermitiana de traco zero, pode ser escrita como:

hl h2
H= <h3 h4) (67)

Para que H tenha trago zero (tr = 0):

hi o by 10 0 1 0 i
(hz _h1>=h1 (o _1)+(Re)h2 (1 0>+(Im)hz (_Z, o) (68)

Isso leva as matrizes de Pauli, 7T;:

T1:<0 1)) T2:<0‘ z) T3:<1 0) (69)
10 i 0 0 —1

Portanto, a Hermitiana pode ser expressa em termos das matrizes de Pauli:

H=> oT, (70)

onde «; sao coeficientes reais.
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Contextualizando-nos em um espago vetorial e, portanto, interno, definimos:

tr(TiT5) = 20 (71)

onde d;; é o delta de Kronecker, que vale 1 se ¢ = j e 0 caso contrario. Isso estabelece

a ortogonalidade das bases T;.

Representacao da Hermitiana

A Hermitiana H pode ser expressa em termos de uma base ortogonal 7T;:
(H,T))
H = —T 72

onde o produto interno ¢ definido como:

(H,T;) = tr(HT;) (73)
Substituindo:
B tr(HT;)
H = Z 5T (74)

Para um vetor X em termos de uma base Z;:

X=) (X.%)1, (75)
E o produto interno de matrizes A e B é dado por:

(A, B) = tr(AB) (76)

Para um elemento U do grupo SU(2):

U= e Xioils (77)

Para valores pequenos de ay:

UrnI+iy T, (78)

Comutadores e Constantes de Estrutura

Considerando P um elemento do grupo G:

P — €ZalTZ lOZJT] —ta; T 7ZO‘]TJ (79)
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T

A expansao de Taylor para o operador exponencial €T em torno de o = 0 é dada

por:

2
wﬁ:1+mT—%4ﬂ+0@% (80)

e, similarmente:

2
e” T =1 —jaT — %TQ + O(a®). (81)

Substituimos essas expansoes na definicao de P:

P — e’iaiTieiajTj —10;T5 —iajTj' (82)
Expandindo os fatores:
. o
ezaiTi ~1+io,T, — 717-%27 (83)
2
e~ 1~y — T2, (84)
. a?
ew%z1+Mﬂy~§ﬁ, (85)
‘ a?
fWﬂzl—Mﬂ}niﬁ. (86)

Substituindo essas expressoes em P e mantendo apenas termos até a ordem O(a?),
temos:
2 2
o (0%
P=a+mm—jfmym%j—éﬁ)

i j
2 2
. Q; . Q5
(1 =i T; — ij)(l —ia;Tj — 7]T]2) (87)
Agora expandimos o produto, lembrando que descartamos termos de ordem superior
a O(a?):
P~ 1+ i0T; +ia,T; —ioyT; — ia;T;
— o;;[T;, T;] + termos de ordem superior. (88)
Os termos lineares em «; e o se cancelam devido a simetria do problema. Assim, o

termo dominante de segunda ordem ¢é o comutador:

Pr1-) o, T)). (89)

1]

Portanto:
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U=P=1+i) oT
Os comutadores das matrizes T; sao definidos como:

onde f;i sao as constantes de estrutura da algebra de Lie.

Correntes Conservadas e Isospin

Transformacoes de v e 1):

U= =+ 6y
b= =)+ 6y
Com as variacoes:
0 = i Ty
0 = —ia T,

Variacao da Acgao

A agado para um dubleto de campos é dada por:

4
SDubleto - /d x'CDubleto

com a lagrangiana:

£Dublet0 = ¢(V}’Mau - m)w

Sob uma transformacao de isospin, a variacao da acao é:

5SDubleto = /d4x5£Dubleto'

Utilizando o teorema de Noether, temos:

oL

_ 4
(5SDubleto - /d l'au [a(auw)5¢:| .
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Substituindo 0¢ = 1o, T;:
6SDubleto - /d%a#[laﬂ/_wuﬂw] (100)

Definicao da Corrente Conservada

A corrente associada a simetria SU(2) é definida como:
T =" (101)
e satisfaz a equacao de continuidade:
o, JI" = 0. (102)
Invariancia de Corrente
Sob uma transformacao, a corrente transforma-se como:
T = JE 6T (103)

Expandindo:
T = ( — i 0TV Ti(v + i i) + O(a?). (104)

A variacao da corrente, mantendo apenas termos lineares em «, é:

0Jf = iy (T3, Tyl (105)
Usando a algebra de Lie:
(1, T;] = i€ Ty, (106)
temos:
5:]# = _Oéjeijkt]]g' (107)

Tripletos SU(2)

Para tripletos de SU(2), como os pions, temos:

1
o= |- (108)
3
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Sob uma transformacao SU(2), o triplo transforma como:

onde:
U'=U"" det(U)=1.

U é dado por:

_ iH
U=e",

coml:

A matriz hermitiana H tem:

hi he hs

H= h4 h5 h6 y dlm(H) =0.

hr hs hy
Como U'U = I, a matriz H reduz-se para:

hi hy hy

H=|hi hs he|, dim(H)=3.

hi B he

Espago Vetorial de Dimensao 3 (Subespaco)

Podemos escrever o tripleto de pions em fungao de sua carga elétrica como:

¢+
o= o
.

O gerador T3, associado a terceira componente do isospin, é dado por:

0
15 = 0

S O =
o O O

—1

Supondo condigoes especificas para os parametros de H, temos:

hl = _h37
hs = 0.
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A matriz hermitiana H é entao expressa como:

0 0 hy hs

H=1 |00 0 |+|h 0 he|, dimH) =7

0 —1 hy hE 0

Com hy = hg e hg = 0, a matriz reduz-se a:

0 0 010 0 —1

H=h |00 0 |+(Rehy) |1 0 1|+ Imhs)|—i 0

-1 010 0 —1

Matrizes Geradoras de SU(2)
Os geradores do grupo SU(2) podem ser definidos como:

1 0 0 010 0 —i

Th'=100 0], Tho=1|10 1|, TI53=1]1—- 0

00 -1 010 0 —i

O comutador dos geradores satisfaz a algebra de Lie:
[Ea jﬂ"]] = ZE’ijT/m
onde €5, ¢ o simbolo de Levi-Civita.

Autovalores e Autovetores dos Geradores

Para calcular os autovalores e autovetores das matrizes 7;, usamos:
det(T; — A\I) = 0.

Os autovalores resultantes sdo:
A=1,0, —1.

Corrente Conservada e Isospin (Méson)

Consideremos a lagrangiana para um triplo de pions:

Ly = Em(ﬁga 8#5)7
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onde ¢ transforma sob uma rotacio SU(2) como:
6= 6 +06, 66 =iaTi.

A variacao da acao é:

0S,, = /d4x

Pela aplicacao das equagoes de movimento, reorganizamos a expressao:

oL - oL .
256+ ———6(0,8) | .
o 9(0,9) ( )]

oL -
56| .
9(0,9)

5&fi/#x@

A corrente associada a essa transformacao é dada por:

com a conservagao da corrente:

o J, =0.

Para a terceira componente (73), temos a conservagao da carga elétrica:

q= 6T37

e a corrente associada:

JE = (0u07)0" — (0u0")0™

Representacao Adjunto de SU(2)

A representacao adjunto é definida como:
Tiayjke = —1€ijk,

e satisfaz:
(15, Tj] = ie€ijiTy.

Os autovalores dos geradores na representacao adjunto sao:

A=0, 1.
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Interacao com Corrente e Campo

Finalmente, a interagao entre a corrente J e o campo ¢ é dada por:
J - ¢ = ]intcra 30-
¢

Sob uma transformacao, temos:
¢ — ¢ +iaiTio.

Assim, a invariancia da interacao implica:

(136)

(137)

(138)

2.4 O modelo de Heisenberg-Tamm para interagao entre barions

via troca de mésons e fotons

Investigacoes anteriores

Lagrangiana Fisica Nuclear.

£FN = Edubleto + £tripleto + ‘CMa:rwell + £Interagéo nuclear

Para Lg,pe00 temos 38, que pode ser escrita como:

Law = Fliv" (5 + T)AJot) + mibyy

Seja:
D*op + ieq
N
=—+T
q 9 + 13

Pensando em Nucleons de Hadrons, onde 1 = <p)
n

Para Ly ipieto temos 39 que pode ser escrita como :
1 - 15—
'Cméson = EDMQSDMW - §m Qb

Seja:
DM = (8'u - eTg)AM

q = —eT3(131)
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¢+

Pensando agora em Pions, onde ¢ = | ¢°
b=
Para Lyjazwen temos: .
Litazwens — Z_lF’”F 7
Seja:
Fuy = 0,Ay — 0,4,

Para Elnteragéo nuclear temos:

ﬁlnteragéo nuclear —

Seja:

-

J =T
0
YT = ( )

I = (p )(_Zé p

=G o)

Somar e organizar:

Jé

= pp — nn.¢3

= 1pn — 1np.¢s

= pn — np.¢;

GT.¢ = Pl + ida) + Ap(p1 — icha) + Pps + fings

Onde:

(¢1 + i) = m ™ (pion)
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Representacao dos vértices da teoria

P

11

Figura 5: Neutron adqui-
rindo um pion™ e virando
um proton

Figura 8: Um campo es-
calar Psi absorvendo um
foton.

It
-
i
_______ -
-
i
P
Figura 6: Préton adqui-

rindo um pion~ ou per-
dendo um pion™ e virando
um néutron.

Figura 9: Um pifon™ absor-
vendo dois fétons

Pn
.0
I
Pn
Figura 7: Invariancia do

préton e néutron ao adqui-
rir um pion sem carga.

p

P

Figura 10: Um préton in-
teragindo com um féton.

Os vértices sao responsaveis por formar as estruturas que usamos para construir os

processos de interagoes de particulas na fisica nuclear.
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Processos formados por tais vértices.

Figura 11: Interacao do
préton com o féton e a in-
variancia do proton

Figura 12: Interacao do
Préton com um Pion sem
carga e a invariancia do
préton.
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Figura 13: Interagao de
um Préton com um Pion™
e a consequente trans-
formacao em néutron.



3 Isospin e a fisica de sabores up e down dos quarks

O isospin é uma ferramenta conceitual fundamental na fisica de particulas, usada para
descrever simetrias e interagoes entre protons e néutrons, as particulas constituintes do
nucleo atomico. A ideia do isospin surge da similaridade nas massas e interacoes dessas
particulas, permitindo tratd-las como dois estados de um mesmo sistema descrito pelo
grupo SU(2). Este grupo simétrico fundamenta a algebra que governa as transformagoes
entre protons e néutrons.

Os operadores de isospin definem propriedades intrinsecas, como a projecao T3, que
diferencia prétons (T3 = —|—%) de néutrons (T3 = —%) Além disso, o isospin estd intima-
mente ligado a propriedades fundamentais, como carga elétrica (@) e nimero baridnico

(B), conforme descrito pela equagao

Essa relacao unifica a carga elétrica e a simetria de isospin no contexto das particulas
nucleares.

A descoberta dos quarks, proposta por Gell-Mann e Zweig na década de 1960, revelou
que protons e néutrons nao sao particulas fundamentais, mas combinagoes de quarks up
(u) e down (d). O préton é formado por dois quarks u e um quark d (uud), enquanto o
néutron contém dois quarks d e um u (udd). Essa composi¢ao determina suas propriedades
de isospin e carga elétrica.

Para descrever matematicamente essas propriedades, utilizamos ferramentas como o
produto tensorial e diagramas de peso. Estes ilustram como as combinagoes de quarks
produzem particulas com diferentes valores de isospin e carga. Por exemplo, os mésons m+,
7% e 7~ formam um triplo de isospin, enquanto os barions AT+, AT A% A~ correspondem
a um quadrupleto.

O isospin também estabelece um elo com a algebra de SU(2), cujas propriedades
matematicas e operadores especificos serao explorados detalhadamente na proxima secao.
Este aprofundamento fornecera as bases formais para compreender a organizacao das

particulas nucleares e suas interagoes no contexto da simetria SU(2).

Algebra de Isospin

Recapitulando as matrizes de Pauli temos:

[Th, T3] = T3 (155)

(T2, T3] = T4 (156)
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[Tg, Tl] - ZT2

Processos ciclicos que obedecem a Algebra de Lie. Portanto:

1(0 1
T1:—
2\1 0

Portanto:

CSCO (conjunto completo de observadores que comutam)

Definimos entao os operadores:
T+ =T, +iT5

[Tg,T:i:] - [Tg,Tl] :l: Z-[Tg,TQ] - :i:T:i:

[TJru T,] = [T1 + 15,1 — Z'Tz} = _i[T17T2] + i[T27 T1] = 213

Auto estado |)
T [Am) = A Am)

Ty o) = 10| M)

LT £ [An) = [T5, TH] M) + T £ T3 A) = (m £ 1)T £ |Ap)

T+ A) = A 1)
T} =T_(dagger)

Projegao e normalizacao:
Ml TE T £ [Am) = Nl TF + T3 £ 4[T, To] [Am)

O TET & M) = A T2 = Ta(Ts £ 1) [ A

A—m(m=E1)>0
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(164)
(165)

(166)
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(171)

(172)
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1.1
Seja
1.1
Temos: )
== — 1
m= g (177)
Ou: .
= —— 1
m 5 (178)
Notacao:
IA=t(t+ 1)m) = |t, t3) (179)
1
t=— 1
5 (180)
(t,t3| TOT £ |t ) = t(t + 1) — t3(ts, £1) (181)
T £ |t,ts) = \/t(t + 1) — ts(ts £ 1) [tts £ 1) (182)
Operadores escada
1
t=— 1
5 (183)
(12, -112),(1)2,+1]2) (184)
- 1.1
T (1)2,-112) = 2( +1)(1)2,-1]2 (18
Operadores de criagao e destruigao nos estados de prétons e néutrons (|p) , |n))
1
Lilp) = 51 (186)
1
7, o) = — In) (187
Ty [n) = |p) (188)
T_|p) = |n) (189)
Ty |p)=0 (190)
T |n> =0 (191)
ay an [n) = |p) (192)
ay ap |p) = |n) (193)
ata,|p) = |p) (194)
ayay n) = |n) (195)
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1

Ty = é(a;ap —ala,) (196)
T, =a’a, (197)
T =a'a, (198)
Para satisfazer a algebra:
[Ty, T+] = +T+ (199)
[T, T-] = 213 (200)
Demonstrada em (164).
[a,b]l+ = ab+ ba (201)
ap, a; =1=[an,a] (202)
Anti-comutadores.
[T+> T,] = [a;an7 ajl_ap]
= A} A, Gy — Gy Apa) Gy + O Q0 Gy — A An 0 ay
= afan, af]sap, — afa, + af af apan — afa;ana, (203)
=afa, = aa,
= 275

Agora a questao da carga elétrica Q e o nimero barionico B. Como s6 o préton tem

carga elétrica:

Q = ea;a, (204)
Qlp) =e¢lp) (205)
QIn) =0|n) (206)

Por outro lado B = a; a, + ata, que representa o nimero de barions. Sendo:

1

T3 = §(a;ap —atay) (207)
Portanto, a relagao entre carga elétrica, Isospin e nimero Barionico é:
Q 1
— =T33+ -B 208
9 3+ 5 (208)

U(1) Global e nimero barionico

Dada Lgupeto 97 e as transformacoes 94, foi deduzido a conservacao da corrente 101,
relembrando:

9, J" =0 (209)

7
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A componente temporal da corrente (J°) para os barions (prétons e néutrons) é dada

por::
7= (o ﬁ)vo(p>=p*p+n*n (210)
n

Aqui, p* e n* representam os estados conjugados complexos dos campos de préton (p) e

néutron (n) e 7° é uma matriz de Dirac. Seja:

p=p7 (211)
A =1 (212)

Portanto:
B = /33x(p*p +n'n) (213)

O niimero de Bérions é conservado assim como a corrente J°.

Operadores de Criacao e Destruicao

Relembrando os possiveis estados do Pion: 7,7, 7°

Ty|n®) =|7") (214)
Ty |7°) =0 (215)
Tylm=) =—1In") (216)

Esse estados sao rotulados como [t,t3), onde:

t=1 (217)
ty = [+1,0,—1] (218)

Dessa forma, os operadores Ts e Tt s@o dados por:

Ty =a‘rar —atm —an” (219)
T+ = V2(atmpar™ + atnt — an®) (220)
T— =V2(a*mpar™ + ™1~ — an®) (221)
Onde:
lar™,at7] = [an°,a™7°] = [an T, at 7] (222)

Uma vez que os comutadores dao 1.
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Aplicando os operadores, temos:

T [t ta) = \JH(t + 1) — ta(ts + 1) 1,871 (223)

T |77) = V2a*t7lan™ |77) = V2atn® (224)

Criacao e destruicao.
V2a* 70 |0) (225)

Neste caso, a operacao representa a criacao de um pion 7° a partir do vécuo.

A Hipdtese dos Quarks

A hipoétese dos quarks foi proposta na década de 1960 por Murray Gell-Mann e George
Zweig para explicar a estrutura interna dos hadrons, como prétons e néutrons, que sao
as particulas que compoem o nucleo atomico. A ideia central dessa hipdtese é que essas
particulas, antes consideradas indivisiveis, na verdade, sao formadas por constituintes
mais fundamentais chamados quarks. Trataremos dos quarks up(p) e dowm(d) para

construir os diagramas que formam os nicleons e suas interagoes.

Diagramas de peso para particulas no SU(2), simetria de calibre

local (isospin)

|t, t3) (226)
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Diagrama relacionando o Isospin com a carga das particulas es-
tudadas.

Projecao de Isospin T3

,,,,,,,,,,,,, Q- e e e e e e e e e m =

Carga Elétrica Q)

Os diagramas ilustram as relagoes entre varias particulas hadronicas, representando-as

em termos de carga elétrica () e projecao de isospin T3.

Particulas Representadas:

Barion (em azul): Préton (p) e néutron (n), que formam um dubleto de isospin.

Barion A (em verde): AT, At A% e A~ compondo um quadrupleto com valores

3

de I3 que variam de —I—% a—3.

0

Mésons 7 (em vermelho): 7+, 7 e 7~ formando um triplo com projecoes de

isospin +1, 0, e —1.

Mésons P (em magenta): P, P° e P~ hipotéticos em algumas teorias, repre-
sentados aqui como um conjunto simétrico com projecoes de isospin similares aos

mésons 7.

Aplicando a equacgao de carga elétrica

Q—c (T3 + %B) (227)

a cada uma das particulas representadas no diagrama, temos:

Para o préton, T3 = +% e B =1, resultando em

Q=e<+1+1)=e (228)



que corresponde a carga +1.

Para o néutron, T35 = —% e B=1, entao

1 1
Q:e(—§+§>:0

indicando que ele é eletricamente neutro.
ATt Para o estado ATT, T = —|—% e B =1, portanto

3 1
= — — — 2
Q=e (+ 2 + 2) e
correspondendo a carga +2.
AT: Para AT, temos T3 = —|—% e B =1, entao

Qze(#—%—i—%)ze

correspondendo a carga +1.
A% Para A%, Ty = —1 ¢ B =1, entdo

correspondendo a carga neutra.
A~: Para A~, T3 = —% e B =1, portanto

Q:e(—;—l—%):—e

7t Para o méson 71, T3 = +1 e B = 0, entao

correspondendo a carga -1.

Q=e(+1+0)=e

resultando em carga +1.

7Y Para 7%, T3 = 0 e B = 0, portanto
Q=e(0+0)=0

indicando carga neutra.

n~: Paran™, T3 = —1 e B =0, entao

Q=e(—1+0)=—e
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resultando em carga -1.

Assim, vemos que a carga elétrica () de cada particula é determinada pela combinacao
de sua projegao de isospin T3 e seu nimero barioénico B, ilustrando a simetria SU(2) e a
organizacao das particulas no diagrama de peso.

Relembramos a definigao de hadrons, compostos por béarions e mésons:

Bérions : p,n, A (237)

Mésons : 7+, 7, 7°, PT, P, P (238)
Podemos gerar essas particulas a partir da combinagao de duas particulas de isospin

t= %, como mostrado no diagrama abaixo:

3.1 Produto tensorial, soma direta e representacgoes

Para combinar particulas de isospin t = %, utilizamos o produto tensorial (®) e a soma

direta (@), conforme mostrado abaixo:

Lol el (239)
2792

Essa expressao significa que, ao combinar dois estados de isospin t = %, obtemos dois

possiveis estados:
e Um estado singuleto com ¢ = 0.
e Um estado triplo com ¢t = 1, que possui projecoes de isospin t3 = +1,0, —1.

Esses estados correspondem aos mésons.
Para particulas compostas por trés quarks de isospin t = %, como os barions, o produto

tensorial gera:

1 1 1 1 1 3
- =—p-0p= 24
2®2®2 2@2@2 (240)

Isso significa que, ao combinar trés estados de isospin t = %, obtemos:

e Um estado com t = %, correspondendo aos quatro estados ATH AT A% A~ do

quadrupleto Delta.

e Dois estados com t = %, correspondendo ao préton e ao néutron.
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Portanto, temos:

g; AT AT AY AT (241)
1
5t b (242)

Esses resultados mostram como diferentes valores de isospin sao gerados a partir de
combinacoes de quarks, permitindo construir os barions e mésons observados, conforme a
simetria SU(2).

Portanto, podemos construir uma tabela que relaciona os quarks u, d, % e d com seus

valores de t, t3 e niimero barionico B

Quark/Antiquark | t | t3 | B
1 1 1

- P

: P

- S

d PR

Tabela 1: Tabela relacionando os quarks u, d, u e d com seus valores de t, t3 e niimero
barionico B.

Uma vez que:

2qu+qd =1 (243)
2qd+qu =20 (244)
Temos:
p=2u+d (245)
Seja t3 = +3
n=2d-+p (246)
Seja t3 = —%, portanto:
2
qp = e (247)
3
1
qd = —3 (248)

Concluindo que, o Préoton é formado por dois up’s e um down, ja o Néutron é formado

por dois down’s e um up.
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3.2 Diagramas de Feymann na representacao Hadronica por

quarks:

hd
AN

Figura 16: Invariancia do Préton pe-

Figura 14: Invariancia do Préton pe- 5
rante 7° (representagao em quarks)

rante 7

%
NG

Figura 17: Préton virando Neéutron pe-
Figura 15: Préton virando Néutron pe- rante 71 (representacao em quarks)
rante 7+

4 Cromodinamica e a simetria de calibre SU(3) local

na fisica das cores red, blue e green

A cromodinamica quantica (QCD) é a teoria que descreve a interagao forte entre
quarks e glions, baseando-se no grupo de simetria SU(3) local. Os quarks, constituintes
fundamentais dos hadrons, possuem uma propriedade chamada ”cor”, representada pelas
trés cargas: vermelho, azul e verde. A QCD é responsével por explicar como essas cores
interagem por meio da troca de glions, as particulas mediadoras dessa forca.

A estrutura matematica da QCD ¢é derivada da ideia de minima agao, onde o lagran-

giana £ descreve os quarks e suas interagoes. A simetria SU(3) local é uma extensao
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da simetria global SU(2), permitindo que os parametros de transformacao dependam da
posicao no espacgo-tempo. Isso implica a necessidade de introduzir glions como campos
de calibre para garantir a invariancia da teoria sob transformacoes locais.

Os gltions, por sua vez, sao representados matematicamente por A,,, onde a varia
de 1 a 8, refletindo os oito geradores independentes da dlgebra SU(3). Esses campos de
calibre obedecem a relagoes especificas de transformacao, garantindo a consisténcia com

as equacoes da derivada covariante:
DM == 6u — Z'gT(a)Aau,

onde T,y sao os geradores da dlgebra SU(3), g é a constante de acoplamento, e A,
representa os glions.

A introdugao de simetria SU(3) local requer que os campos de calibre sejam dinamicos,
0 que resulta em interacoes entre os préprios glions, além de interagoes entre quarks e
glions. Essas interagoes sao representadas graficamente por vértices nos diagramas de
Feynman, onde os glions podem ser emitidos ou absorvidos por quarks, alterando sua
cor.

Além disso, o formalismo matemadtico da &lgebra SU(N) estabelece a dimensao do
grupo de simetria como N? — 1. Para SU(3), isso resulta em 8 glions distintos, enquanto
para SU(2), temos 3 geradores associados. A construgao desse espaco algébrico garante a
invariancia da teoria sob transformacoes locais e define as propriedades fundamentais das
interacoes fortes.

A QCD explica como os quarks permanecem confinados dentro de hadrons devido a
propriedade de confinamento de cor, uma consequéncia direta da simetria SU(3) local.
Essa teoria também fundamenta fenomenos como a transformagao de quarks de uma cor
para outra durante interagoes mediadas por glions, representada pela emissao e absor¢ao

de glions em processos descritos por:

'Cquarks = ¢(27MDM - m)d}

Esses conceitos e suas representagoes matematicas serao explorados em detalhe na
secao subsequente, incluindo a deducao formal das transformagoes de calibre, proprieda-
des dos glions e a estrutura lagrangiana que fundamenta a interacao forte.

Seja a equagao da minima agao S:

5= / d'w L4, D) (249)

Com AeN
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Pela simetria Global SU(2), deduzimos 77, portanto:
ha =y = [T (250)
Para £ =~ 0, logo chegamos em:

Yy R oap¥p + il ABEay, = Ya + dtha (251)

Corrente conservada.

Aplicando a nogao de corrente conservada ja discutida anteriormente, deduzimos que:

0S =0 (252)
oL oL
0L =——0py+———-0(0 253
90s tha DOuwa) (Oprpa) (253)
oL oL oL
oL = + 0a + Ol ————9 254
90 " 00" M o 20
Onde definimos du.J,) = 0
oL
M= ——— iT\nAB 2
o) = giapuy wABYs (255)
Definindo assim a corrente.
Algebra de SU(N)
U = eiT(a)5a€iT<b)5befiT(a)$aefiT(b)5b (256)
~1-+ gagb[T(a), T(b)] =1+ iT(c)gc (257)
Seja:
[T(a)a T(b)] = ifabcT(c) (258)

Para definirmos um espago algébrico (Dimensao) usamos novamente U:
U=¢et (259)

Onde dim H = 2N?(real+ima), e relembrando 2.3 podemos eliminar nio apenas um

setor triangular na N elementos da diagonal, pois:

2N? = 2N + 2D (260)
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Dim H = 2N — A — N = N2, portanto, pela condicao de determinantes ja definida

em 2.3 o trago de H, TrH = 0, neste caso, eliminamos 1 varidvel:

dimH = N? -1 (261)
Portanto:
SU2) - N=2—dim=3 (262)
SUBB) = N=3—dim=38 (263)
SU(n) — N =n — dim =n* -1 (264)

Simetria de Calibre SU(N) local:

U = elee (265)

Seja: NeN, a = N2 — 1, e Uy com N Quarks.

Ea — Eal) (266)
L(¢a,00a) = (a(in"dp —m)ia (267)
D/Iu(eiT(a)Saw) _ eiT(a>€aDMw (268)

Aplicando a derivada covariante, temos:

Dy = 0p —igTia)Aap (269)
Aap — Alar = Aap + §Aapu (270)

Portanto:
Op — igTiay(Aap + 6 Aap) e = eT0E [0y — igT ) Aap]y (271)

Logo, pela transformacao local, temos:
1
dAap = g—}@uﬁau + fabeCpacit (272)

Deduzindo assim, a transformacao de calibre dos Glions Aau, portanto:

Lquark:s = &(2’74DM - m)wN (273)

Para N cores de quarks
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Dy = 0p —igT'(a)Aap (274)

Deduzido em 269. De modo que podemos mais uma vez representar a equacao deduzida

em vértices:

A gluon

Figura 18: quark red se transformando em quark blue e emitindo um Glion A.
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Representacao da matéria pelos conceitos fundamen-

tais.

Portanto, juntando todos os conceitos vistos até entao podemos montar os diagramas

de Feymann usando a representacao fundamental da matéria:

Figura 19: Préton virando Néutron perante 7" (representagao em quarks e suas respec-

tivas cores).

Figura 20: Invariancia do Préton perante 7° (representagao em quarks e suas respectivas

cores).
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Note que, como demonstrado anteriormente, a caracteristica da cor carregada pelos
quarks garantem sua existéncia isolada, uma vez que, para isso é preciso que a "soma’das
cores resulte em branco, ou seja, vermelho com azul com verde, da branco, e isso é

demonstrado nos diagramas.

5 Consideracoes finais (resultados e perspectivas)

Neste trabalho, exploramos a profunda relacao entre simetrias de calibre, estruturas
algébricas e a descricao fundamental das interagoes nucleares e de particulas. Através de
uma abordagem sistemédtica e matematica, analisamos desde a hadrodinamica baseada
na simetria SU(2) global até a cromodinamica quantica fundamentada na simetria SU(3)
local, passando pela hipdtese dos quarks e a fisica de sabores up e down.

Reforcando, é possivel perceber no presente trabalho a importancia das simetrias de
calibre nas interacoes nucleares, de modo que com rigoroso, porém resumido, desenvol-
vimento matematico, podemos analisar as forcas presentes no nicleo atomico, desde um
olhar mais amplo, medindo os limites desta forca, até um olhar fundamental, entendendo
como tais particulas foram formadas. E tudo isso foi possivel através dos diagramas de
Feynman presentes, onde por eles conseguimos esclarecer as interagoes que sao descritas
por grandes e complicadas lagrangianas com simples ligagoes de setas e espirais, mas que

fazem toda a fisica nuclear fazer sentido.

Hadrodinamica e a Simetria SU(2) Global

Inicialmente, abordamos a teoria hadrodinamica considerando a simetria de isospin
SU(2) global, conforme introduzida por Heisenberg. A Lagrangiana proposta incorpora
contribuigdes de barions (prétons e néutrons) e mésons (pions), essenciais para descrever
as interagoes nucleares fortes. A simetria SU(2) permite tratar prétons e néutrons como
diferentes estados de uma mesma particula, caracterizada pelo isospin.

Matematicamente, demonstramos que a Lagrangiana da interacao barion-méson pode

Ser expressa Ccomao:

3
Lint = gbm > Py Tipep;, (275)

i=1
onde T; sao as matrizes de Pauli representando os geradores da édlgebra SU(2), ¢ é o
dubleto de nicleons e ¢; sao os campos dos pions.
Derivamos o potencial de Yukawa a partir da Lagrangiana dos mésons massivos de

Yukawa:
1
L=500+ m?)® + JO, (276)
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onde ® é o campo escalar e J representa a fonte. Utilizando métodos analiticos,
chegamos a expressao do potencial:

e—mx

d(7) = (277)

Ay’

indicando que a forga nuclear decai exponencialmente com a distancia, justificando o

alcance finito da interacao forte.

Isospin e a Fisica de Sabores Up e Down

Prosseguimos explorando a dlgebra de isospin e sua aplicagao na fisica de particulas.

Utilizando as matrizes de Pauli, estabelecemos os comutadores fundamentais:

e definimos os operadores de escalonamento T = T +¢T5, que atuam como operadores
de criacao e aniquilacao entre estados de isospin. Aplicamos esses operadores aos estados

de protons e néutrons:

Tyln)=|p), T-|p)=In), (279)

demonstrando matematicamente as transicoes possiveis entre essas particulas.
Além disso, estabelecemos a relacao entre carga elétrica (), isospin T3 e nimero

barionico B:

Qe (T3 + %B) , (280)

mostrando que a carga das particulas pode ser derivada diretamente de suas proprie-

dades de isospin e ntimero barionico.

A Hipétese dos Quarks e Representagoes SU(2)

A hipétese dos quarks, proposta por Gell-Mann e Zweig, foi fundamental para explicar
a estrutura interna dos hadrons. Identificamos que prétons e néutrons sao compostos por

quarks up (u) e down (d), com combinagoes especificas:

Préton (p) :,uud, Néutron (n) :, udd. (281)

Construimos diagramas de peso no contexto da simetria SU(2), relacionando os valores
de Tj e carga elétrica () das particulas. Utilizando o produto tensorial de estados de

isospin, mostramos que:

44



1(81:()691, (282)
2 2
gerando estados singletos e triplos correspondentes aos mésons observados.
Analisamos também a composicao de barions através do produto tensorial de trés
estados de isospin:
1 1 1 1 1 3

e N 2
793957 3%3%% (283)

onde identificamos que t = % corresponde aos quatro estados AT, AT A° A~ do

quadrupleto Delta e os dois estados com t = %, correspondendo ao préoton e ao neutron.

Cromodinamica Quantica e a Simetria SU(3) Local

Finalmente, estendemos nossa andlise para a cromodinamica quantica (QCD), que
descreve a interacao forte entre quarks e glions, fundamentada na simetria de calibre
SU(3) local. Introduzimos a propriedade de cor dos quarks, representada pelas cargas
vermelho, azul e verde, e mostramos que a QCD requer a introdugao de campos de calibre
dindmicos (glions) para garantir a invariancia local.

Matematicamente, definimos a derivada covariante na simetria SU(3):

Du = 8# - igT(a)AaH, (284)

onde T|4) sao os geradores da algebra SU(3) e A,, sdo os campos dos glions. Demons-

tramos que as transformacoes de calibre dos glions sao dadas por:

1
0Au, = gﬁuga + fabcEbAcp, (285)

garantindo a consisténcia da teoria sob transformacoes locais.
Além disso, discutimos a algebra SU(N) em geral, estabelecendo que a dimensao do
grupo é N? —1. Para SU(3), isso resulta em oito glions diferentes, essenciais para mediar

as interagoes fortes entre quarks.

Integracao dos Resultados e Implicacoes Fisicas

Através das segoes desenvolvidas, observamos uma progressao logica e matematica
que conecta a simetria de isospin SU(2) a simetria de cor SU(3), passando pela compre-
ensao da estrutura interna dos hadrons via a hipdtese dos quarks. Os desenvolvimentos

matematicos apresentados permitiram:

e Justificar o alcance finito da forca nuclear através do potencial de Yukawa e a troca

de mésons.

45



e Descrever as transicoes entre protons e néutrons utilizando operadores de isospin,

explicando fenomenos como decaimentos e reagoes nucleares.

e Entender a organizacao das particulas em multipletos de isospin, visualizados através

de diagramas de peso e produtos tensoriais.

e Fundamentar a QCD como a teoria que descreve a interacao forte, incorporando a

necessidade de campos de calibre dinamicos e a introducao dos gltions.

Os calculos detalhados e as deducoes matematicas fornecem uma base solida para
a compreensao das interacoes fundamentais na fisica de particulas. A utilizacao das
simetrias SU(2) e SU(3) nao apenas simplifica a descri¢ao dessas interagoes, mas também
revela propriedades intrinsecas das particulas, como confinamento de cor e conservacao

de cargas.

Perspectivas Futuras

Este trabalho abre caminho para estudos mais aprofundados em teorias de gauge nao
abelianas e suas aplicacoes na fisica de altas energias. A compreensao das simetrias de
calibre é crucial para o desenvolvimento de teorias unificadas que buscam integrar as
forcas fundamentais. Além disso, a investigagao de fenomenos como o confinamento de
quarks e a geracao de massa através do mecanismo de Higgs permanece como fronteiras

desafiadoras e excitantes na fisica tedrica.

Conclusao

Concluimos que as simetrias SU(2) e SU(3) desempenham papéis fundamentais na
descricao das interacoes nucleares e de particulas. Através de desenvolvimentos ma-
tematicos rigorosos, conseguimos conectar conceitos tedricos a observaveis fisicos, enri-
quecendo nossa compreensao do mundo subatomico. Este trabalho reforca a importancia
das simetrias e da matematica na construcao das teorias fisicas que explicam a natureza
em seus niveis mais fundamentais. O trabalho aqui apresentado completa uma trilogia en-
volvendo o estudo do papel das simetrias, em especial a simetria de calibre, na construcao

e descrigao das interagoes da natureza (eletromagnética, fraca, forte e gravitacional) [6,71].
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