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Resumo

Os problemas de Relatividade Restrita envolvendo a transformagdo de Lorentz propostos em
manuais de Fisica alinham o movimento dos projéteis e dos observadores que o descrevem numa
iinica coordenada, ou seja, na mesma diregdo e sentido. Contudo, estudar a situacdo na qual o
movimento de um projétil é ortogonal a direciio dos referenciais dos observadores permite graduar a
dificuldade na andlise até enfrentar a situagdo de movimentos em qualquer diregdo. Neste contexto,
apresentamos aqui um caso simples, bidimensional ao estudarmos a quantidade de movimento
de um projétil langado perpendicularmente contra um alvo conforme descrito na perspectiva
de observadores em dois referenciais distintos com a intengdo de desenvolver a intuigdo fisica
a respeito de fendmenos relativisticos e aprimorar a habilidade no uso das equagdes e conceitos
Relatividade Restrita.

Palavras-chave: Fisica. Teoria da Relatividade Restrita. Transformagdo de Lorentz. Referen-
ciais.

Abstract

The Special Relativity problems involving the Lorentz transformation proposed in Physics
textbooks align the projectiles motion and the observers describing it in a single coordinate
in the same direction. However, studying the situation in which the motion of a projectile is
perpendicular to the direction of the observers’ reference frames allows to graduate the difficulty in
the analysis until facing the situation of motion in any direction. In this context, we present here a
simple, two-dimensional case of studying the momentum of a projectile launched perpendicularly
against a target as described from the perspective of observers in two different reference frames
with the intention of developing physical intuition about relativistic phenomena and improving
the ability to use Special Relativity equations and concepts.

Keywords: Physics. Theory of Special Relativity. Lorentz Transformation. Reference Frames.



I. INTRODUCAO

Na maioria dos manuais de Fisica que abordam a Teoria da Relatividade Restrita (1, 2, 3)
o movimento de um objeto estudado estd alinhado paralelamente ao eixo x que, via de regra,
é o mesmo da direcdo do deslocamento dos referenciais envolvidos. Esta é uma escolha
conveniente pois em tal situacdo as coordenadas que restam, i. e., y e z sdo invariantes sob
as transformagdes de Lorentz uma vez que y =y’ e z = z’. Contudo, é interessante estudar o
caso em que o movimento do objeto ndo coincide com a mesma coordenada do movimento
dos referenciais.

Apresentamos aqui uma situacdo na qual ocorre o movimento espacial bidimensional de
uma massa no eixo ortogonal ao deslocamento dos referenciais. O propédsito é estudar um
caso simples, bidimensional, antes de abordar situagdes mais complexas nas quais as linhas
de mundo de observadores e do fendmeno descrito por eles seguem diregdes arbitrarias,
como é discutido e.g. (4), (5) ou (6). Com este estudo esperamos contribuir para desenvolver
e aprimorar a intuigdo fisica a respeito de fendmenos relativisticos e a habilidade no uso das
equagdes e conceitos da Relatividade Restrita.

A Relatividade Restrita afirma que a massa de um objeto e, por extensdo, a sua quan-
tidade de movimento (momentum), depende dos referenciais inerciais nos quais sdo medi-
das (1). Propomos examinar a relagdo entre as quantidades de movimento de um projétil
lancado contra um alvo fixo em rela¢do ao seu referencial préprio por meio da solugdo
analitica deste problema balistico como percebido na perspectiva de dois observadores
situados em referenciais distintos e ambos ortogonais ao disparo do projétil.

O artigo estd organizado como segue. Na Secdo II, apresentamos os conceitos e ideias da
Teoria da Relatividade Restrita necessarias para abordar o presente estudo. Na Secéo III, o
problema em estudo é descrito e analisado sob a perspectiva dos conceitos apresentados na
secdo anterior e, na Se¢do IV, expomos a solugdo analitica do problema estudado. Por fim,
na Secdo V, apresentamos as consideragdes finais e apontamos alguns desdobramentos e
possibilidades de explorar problemas similares porém mais complexos.

II. ALGUNS CONCEITOS DA TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA

A Teoria da Relatividade Restrita possui dois postulados centrais como pressupostos
que ddo consisténcia aos conceitos e formulag¢des da teoria. No primeiro, temos que as
leis da Fisica sdo as mesmas em todos os sistemas de referéncia inerciais, ou seja, todos os
sistemas referenciais sdo equivalentes, ndo ha referenciais privilegiados. O outro postulado,
relacionado a causalidade dos eventos, é o principio da constancia da velocidade da luz
que estabelece a velocidade da luz no vidcuo como um limite universal, intransponivel
sendo a mesma para todos os observadores em referenciais inerciais, independentemente da
velocidade relativa entre eles. Isso significa que os efeitos da Relatividade Restrita comegam
a se tornar relevantes quando os objetos se movem em velocidades comparéveis a da luz (1).

Contudo, para que a velocidade da luz seja constante em qualquer sistema de referéncia
inercial, o tempo e o0 espago ndo podem ser tomados como grandezas absolutas. Como
consequéncia disso, as velocidades altas comparadas com a da luz no vacuo apresentam
medidas varidveis conforme o referencial. Uma vez que ndo ha referenciais absolutos cada
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referencial tem seus valores observaveis proprios, e.g., tempo préprio, comprimento préprio,
velocidade proépria etc., relativos a cada observador em seu referencial proprio (3).

Para estabelecer conexdes entre as coordenadas de tempo e espago, i.e., espago-tempo,
em diferentes referenciais utilizamos as Transformagoes de Lorentz, (2) dadas pelas equagdes
em (1):

x"'=y(x —ot)

/:y

7=z (1)
vx

e, a inversa da Transformagdo de Lorentz dadas pelas equagdes em (2),

x =1 (x' +ot')
y=y
z=17 ()

b (12X

onde x, y, z sdo as coordenadas espaciais e t, o tempo no referencial inercial de observador,
via de regra vinculado ao referencial do laboratdrio e, x/, y’ ,z', t' sdo as coordenadas espago-
temporal em outro referencial de observador em movimento relativo em relagdo ao primeiro,
em geral denominado referencial da particula. O fator de Lorentz, designado por 7, é dado pela
equagdo (3) definida como

1 v
=———— onde = - 3
onde v é a velocidade relativa entre os dois referenciais e ¢ é a velocidade da luz no vécuo!.

A seguir apresentamos mais alguns conceitos da Relatividade Restrita relevantes para
analisar e discutir o problema abordado neste estudo.

II.1. Contracdo de Lorentz

A contragio de Lorentz descreve como a dimensdo de um objeto muda quando ele se move
com velocidades préximas a da luz no vadcuo em relacdo a um observador e é descrita pela

Eq. (4):
02
U=L\1-5 (4)

onde L’ é a dimensdo de um objeto em movimento como medida por um observador num
referencial distinto do referencial préprio do objeto, v é a velocidade do objeto em relagdo
ao observador, L é a dimensdo do objeto quando ele estd em repouso no seu referencial
proéprio e c é a velocidade da luz no vacuo (3).

1A velocidade da luz no véacuo é 299 792 458 m/s (7)
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A contragdo de Lorentz é uma consequéncia direta do primeiro postulado da Teoria
da Relatividade Restrita. A equacdo (4) mostra que a dimensdo de um objeto aparenta ser
menor quando ele se move a velocidades proximas a da luz em relagdo a um observador, o
que é conhecido na literatura também como efeito de contragio na direcio do movimento (2).

I1.2. Velocidades relativisticas

A velocidade de um mével é um observavel mensurével na perspectiva de dois referenci-
ais distintos. Um primeiro referencial que se move ao longo de uma tnica coordenada com
velocidade constante v em relagdo a um segundo referencial que observa o movimento do
primeiro. Cada observador em seu respectivo referencial mede a velocidade do mével. No
primeiro referencial as componentes da velocidade séo uy, u; e u;. No segundo referencial
as componentes da velocidade sao uy, uy, e u,;. Com estas defini¢des e a partir das transfor-
macdes de coordenadas de Lorentz, Egs. (1), encontramos as seguintes transformacdes de

velocidade de Lorentz como medidas no primeiro referencial:

u = Uy — 0
x = U0
1+ 2
I Uy
Hy = | O (5)
,),( 2 )
1 Uy
u; U0
v (1 o2 )

A velocidade v é positiva se o segundo referencial se mover na direcdo +x e negativa
se, ao contrdrio, se mover na dire¢do —x. Como nas Egs. (2), se as Egs. (5) sdo invertidas,
obtemos

_uy+v
Ux = Uy 0
1+ 2
iy
Wy = —"—"u0\ (6)
1(1-77)
u/
uz:—zuxv
7<1_ cz)

Ressaltamos que as componentes da velocidade nas coordenadas vy, z e v/, z/ como
medidas em seus respectivos referenciais ndo envolvem o valor de v ou —v no numerador
das Egs. (5) e (6), pois o0 movimento relativo ocorre somente ao longo da coordenada x.
Sendo assim, precisamos descontar a contribuicdo da velocidade +v. Vale notar que devido
a simetria presente no postulado da Relatividade Restrita que estabelece que as leis da Fisica
sdo invariantes para todos os referenciais inerciais, ambos os referenciais sdo completamente
equivalentes.



I1.3. Massa relativistica

Assim como o comprimento e as velocidades, a massa de um objeto também esta
submetida aos efeitos relativisticos. Quando um objeto se move com velocidades préximas
a da velocidade da luz no vacuo, a sua massa mensurada aumenta e, consequentemente,
sua energia também aumenta. Assim, quanto mais a velocidade de um objeto se aproxima
da velocidade luz, mais energia sera necessario fornecer para acelerar o objeto.

A Eq. (7) fornece a massa m de um objeto como medida em um referencial inercial que
se move com velocidade préxima a da luz no vadcuo em relagdo ao referencial préprio do

objeto

m=—0__ 7)

onde mg é a massa inercial do objeto medida, portanto, quando o objeto estd em repouso
em seu referencial préprio, v é a velocidade do objeto em relagdo ao observador e ¢, como
esperado, é a velocidade da luz no véacuo (3).

III. O PROBLEMA EM ESTUDO

O presente estudo examina o problema representado na Figura 1 e descrito a seguir.

/

J Y
A
' bloco
] ]

L4
SO

QAN

Figura 1: Diagrama representando o problema descrito.

Sejam dois referenciais inerciais distintos. Um referencial, denotado por O, com coorde-
nadas x, y, z e t e outro referencial, denotado por O’, com coordenadas x’, i/, z/, t' e que se
move ao longo das coordenadas paralelas x || ¥’ com velocidade constante v em relagdo a
outro referencial O.

A partir do referencial O’ é disparado um projétil de massa de repouso my, cuja massa
relativistica observada neste referencial O’ é m’, na diregdo da coordenada i’ até atingir um
bloco fixo em relagdo ao referencial O’. Do ponto de vista de um observador em repouso
neste mesmo referencial O’, o projétil ird se mover em linha reta com uma velocidade

constante u’y.



E razoével supor que a profundidade que o projétil penetrara no bloco é determinada
pela componente i’ da quantidade de movimento (momentum), dado por

P;/ = m'u’y (8)

onde m’ é a massa relativistica do projétil como medida no referencial O'.

Porém, consideremos o mesmo evento a partir do ponto de vista de um observador
situado no referencial O que mede o referencial O’ se movendo na diregdo x || ¥’ com
velocidade vy. Como a profundidade alcangada pelo projétil é perpendicular a diregdo
do movimento relativo, os observadores situados em ambos os referenciais concordariam
quanto a medida da profundidade da penetracdo do projétil no bloco e, portanto, esperariam
encontrar o mesmo valor para a quantidade de movimento do projétil calculado a partir de
seus respectivos referenciais.

Entretanto, no referencial O, a quantidade de movimento é

py = muy )

onde m € a massa do projétil e u,, é a velocidade do projétil como medida no referencial O.
A partir das Egs. (5) e (6) e dado que u, = 0 temos que

u' ul u! 02
y ¥ Y /
Uy = — = 5 == =u, 1-—. (10)
(=) (=) 7 C
e, substituindo (10) em (9), podemos escrever que

2

v
py = muy 1—C—2. (11)

Vale ressaltar que se assumirmos que ambos os observadores atribuem a mesma massa
inercial, m’ = m, ao projétil disparado por conta da profundidade que penetrou no bloco, da
concordancia em relacdo a massa, surge uma diferenca entre a quantidade de movimento,
py # Py, do projétil medida em cada referencial em contradigdo com o esperado. Nesta
inconsisténcia é que reside o problema.

IV. SorucAo

Os conceitos e equagdes da Teoria da Relatividade Restrita descritas na Secao II aplicadas
ao problema apresentado na Secéo III soluciona a aparente contradicio®. Para aplica-las,
uma andlise da Fig. 1 basta para notarmos que o movimento de O’ — e portanto do projétil e
do bloco — na direcdo da velocidade v como observado no referencial O, embora estejam
submetidos a contracdo de Lorentz, esta condi¢do ndo tem relevancia para a solugdo do
problema uma vez que o projétil é disparado e penetra no bloco na dire¢do da coordenada
y || v'. Embora o bloco e o canal perfurado nele pelo projétil sofram contrag¢do de Lorentz na

2Cf. Apéndice A para detalhes dos cdlculos e anélise.
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direcdo do movimento, é o comprimento da perfuracdao longitudinal que é relevante para
solucionar o problema e nio sua dimenséo em x || x’.

Como ha concordancia entre os observadores em seus respectivos referenciais em relagdo
a massa do projétil, recorremos, entdo, a Eq. (7) conforme aplicada para o observador no
referencial O’, que estd em repouso em relagdo ao disparo do projétil e, portanto, u!, = 0.
Assim,

m = Mo _ Mo (12)

2
u u/Z
1-— Yy
\/ c? \/ 2

Entretanto, para o observador no referencial O, o projétil estdi em movimento com
velocidade u, = v. Logo, ao aplicarmos a Eq. (7) temos

m m
m= 0 2: 0
1 u Uz+u2
V' 2 1——7
C c2

Partindo de que m’ = m nota-se que, exceto pelos termos dos radicandos, as Egs. (12)
e (13) sdo iguais. Por isso extraimos o radicando de (13), aplicamos a Eq. (10) e encontramos:

2
2 > ) 2
v 1/, v v uy
1—c—z—c—z<“yv1—c—z) :<1—c—z)<—c—z>' (19

Vale ressaltar que o referencial O’ é o tinico em relagdo ao qual se pode medir a massa
inercial do projétil. Logo, podermos assumir que g = m'’ para simplificar (14) e obter:

(13)

m= ——= (15)
v
s
para finalmente mostrar que p, = pj,.
Assim, a componente i’ da quantidade de movimento do projétil medida por O’ e por O

é a mesma, solucionando a dificuldade da suposta inconsisténcia na situa¢do descrita.

V. CoONCLUSOES

O exame analitico do problema do movimento do projétil na perspectiva de observadores
em referenciais inerciais distintos e ortogonais a linha de mundo do projétil mostrou-se
adequada como uma primeira aproximagado para o estudo de problemas mais desafiadores
envolvendo, por exemplo, linhas de mundo em referenciais que seguem dire¢des arbitrarias.

A matematica empregada nos célculos prescindiu de um tratamento mais sofisticado
sem entretanto abrir médo do rigor e estando ao alcance de estudantes principiantes em Fisica
que desejam iniciar os estudos da Teoria da Relatividade Restrita e avangar gradualmente
para topicos mais elaborados.

Em estudos futuros, pretendemos analisar problemas cuja abordagem exijam a utilizagdo
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de tensores e assim prosseguir na investigacdo tedrica dos fendmenos que surgem quando se
adotam dire¢des arbitrdrias no movimento quadridimensional no espago-tempo, em especial
em relacdo a variagdo da massa.
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A. CALCULOS EM DETALHE

Apresentamos em detalhe neste Apéndice A os célculos efetuados para o presente estudo
acompanhados da argumentagdo fisica quando conveniente.

As velocidades no referencial O sdo dadas por suas componentes (uy, Uy, uz) e no
referencial O’ por (1%, uy, ul).

Como a dire¢do do movimento estudado se d4 somente na direcdo da coordenada x e
do ponto de vista do referencial O’ ndo ha movimento (em x), entdo podemos assumir, sem
perda de generalidade, que:

ul =0. (16)

Como para o observador no referencial O o projétil estd em movimento com velocidade v
na direcdo x (devido ao movimento do referencial O’), podemos escrever o vinculo para a
componente x da velocidade do projétil no referencial O:

Uy = 0. (17)

Partindo das condi¢des expressas em (16) e (17), a componente u,, do referencial O
fornece, portanto, a seguinte expressao (aplicando a transformacao de velocidade de Lorentz
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e substituindo u}, = 0):

u ul ul 2

Uy = - Y :—y:u’y 1—0—2. (18)
) o)

Dada a Eq. (18), podemos estudar o evento do disparo do projétil na perspectiva de
ambos os referenciais. A aparente contradicdo entre a perspectiva dos observadores em seus
respectivos referenciais pode ser equacionada como segue:

e Para o observador no referencial O, a quantidade de movimento do projétil para

penetrar o bloco é pj, =m' - uy,.

* Para o observador no referencial O, temos que a quantidade de movimento do projétil
€ py =m - uy.

P . ~ o / / .

Inicialmente, pode-se ter a impressdo que m = m’, mas p, # py, 0 que seria uma aparente
violagdo do postulado da Relatividade Restrita que prescreve que todos os referenciais
inerciais sdo equivalentes, ou seja, as leis da Fisica sdo as mesmas em todos os sistemas de
referéncia inerciais.

Usando a Eq. (18), podemos reescrever a quantidade de movimento observada em O

como:
/ 02
py =m-uy=m-u, 1—C—2. (19)

Para resolver essa aparente inconsisténcia, precisamos aplicar corretamente a dependén-
cia da massa com a velocidade. Partimos da massa de repouso (1) do projétil.

Referencial O’: Usando a Eq. (16) (1}, = 0), a massa m’ do projétil medida no referencial O’

é:
/ my my
m = —=

— Mo
BT i o

Referencial O: Usando as condic¢des (16) e (17), a massa m do projétil medida no referencial
O (onde o projétil possui componentes de velocidade uy = v e uy) é:

(20)

m m
m= 0 - L 1)
u%+u§ v2+u§

1- c? 1- c?

Por inspecdo, notamos que as Egs. (20) e (21) sdo similares a menos os termos nos
radicandos. Portanto trabalharemos somente com estes termos, mostrando que o argumento
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da raiz quadrada em m é equivalente a um produto de termos:

2
A
2 2 c2
2
1 1 u/1 i I u@z
22\ My 5 (22)

Retornamos a expressdao encontrada em (22) para o radicando da Eq. (21). Usamos ainda
o fato de que o tnico referencial no qual a massa inercial de repouso do projétil (1) pode
ser medida é o referencial O’ em relacdo & componente y do movimento, ou seja, conforme
Eq. (20). Assim, a massa m observada no referencial O é:

mo 1 mo m'

_ Mo — . .

(23)

m =

Finalmente, retomando a Eq. (19), substituimos a massa m encontrada na Eq. (23):

2 / 2
(% m 0
' 11 ! 10 /

y 2 (24)

py=m-u

2
v
-2

O que permite concluir que hé coincidéncia entre as quantidades de movimento medidas
em ambos os referenciais e a inconsisténcia inicial é apenas aparente.
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