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Resumo

A Geometria Diferencial aplica conceitos e técnicas do Calculo Diferencial em problemas
geométricos, sendo essa uma area relativamente nova dentro da Matemadtica. Iniciada
em 1828 com o artigo intitulado Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas, no
qual Carl Friedrich Gauss apresenta métodos para se estudar curvas e superficies. Neste
trabalho Gauss enunciou e demonstrou o Teorema Egregium, estabelecendo uma im-
portante propriedade das superficies. Bernhard Riemann estendeu a teoria de Gauss
para espacos de dimensoes superiores e introduziu a nogao de variedade de maneira a
terem diversas propriedades geométricas, revolucionando a geometria e conduzindo a
moderna Geometria Diferencial. Todavia, a area se torna completamente auténoma com a
descoberta das Geometrias Nao Euclidianas no século XIX por Bolyai, Lobatchevski e,
sobretudo, Gauss e Riemann. A linguagem e os modelos da Geometria Diferencial tém
encontrado aplicagoes em areas como a Relatividade e a Mecanica Celeste, e em areas tao
diversas quanto Economia, Estatistica, Engenharia e Computacao Grafica, Engenharia
Cartografica, Medicina, entre outras, demonstrando seu carater interdisciplinar, vitalidade
e se desenvolvido em varias dire¢oes, resultando em um consideravel volume de pesquisas
nos dias atuais. Assim, o objetivo deste trabalho é fazer uma releitura do trabalho Teoria
de Curvas para Métricas Nao-Fuclidianas, restringindo o estudo ao plano cartesiano de
modo a torna-lo acessivel a graduandos e licenciandos em Matematica. Aqui discutimos
a Teoria Local das Curvas Planas em uma Métrica Diferenciavel, constante ou diagonal,
pleiteando a influéncia da métrica sobre os vetores, tanto em relacao ao seu comprimento,
quanto em relacao ao angulo formado entre dois vetores, exibindo exemplos que contrariam
as ideias formadas quando trabalhamos com a métrica Euclidiana. Deste modo, a Teoria
Local das Curvas Planas em uma Métrica Diferenciavel serve de pretexto para introduzir
ferramentas matematicas, das quais muitas envolvem ideias ou conceitos que podem ser
generalizados em outros contextos, como, por exemplo, para curvas em superficies ou para

dimensoes mais altas.

Palavras-chave: Matematica. Geometria Diferencial. Espagos com Produto Interno.

Foérmulas de Frenet. Curvatura.



Abstract

Differential Geometry applies concepts and techniques of Differential Calculus to geometric
problems, which is a relatively new area within Mathematics. Started in 1828 with the
article entitled Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas, in which Carl Friedrich
Gauss presents methods for studying curves and surfaces. In this work Gauss enunciated
and demonstrated the Egregium Theorem, establishing an important property of surfaces.
Bernhard Riemann extended Gauss’s theory to spaces of higher dimensions and introduced
the notion of variety to have different geometric properties, revolutionizing geometry
and leading to modern Differential Geometry. However, the area becomes completely
autonomous with the discovery of Non-Euclidean Geometries in the 19th century by Bolyai,
Lobatchevski, and, above all, Gauss and Riemann. The language and models of Differential
Geometry have found applications in areas such as Relativity and Celestial Mechanics,
and in areas as diverse as Economics, Statistics, Engineering, and Computer Graphics,
Cartographic Engineering, Medicine, among others, demonstrating its interdisciplinary
character, vitality, and developed in several directions, resulting in a considerable volume
of research today. Thus, the objective of this work is to revised the work Curve Theory for
Non-FEuclidean Metrics, restricting the study to the Cartesian Plane to make it accessible
to undergraduate and undergraduate students in Mathematics. Here we discuss the Local
Theory of Flat Curves in a Differentiable Metric, constant or diagonal, claiming the
influence of the metric on the vectors, both about their length and concerning the angle
formed between two vectors, showing examples that contradict the ideas construct when we
work with the Euclidean metric. Thus, the Local Theory of Flat Curves in a Differentiable
Metric serves as a pretext to introduce mathematical tools, many of which involve ideas
or concepts that can be generalized in other contexts, such as, for example, curves on

surfaces or for higher dimensions.

Keywords: Mathematics. Differential Geometry. Spaces with Internal Product. Frenet

Formulas. Curvature.
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1 Introducao

A Geometria Diferencial consiste no estudo de problemas geométricos através dos
conceitos e técnicas do Calculo Diferencial, sendo esta uma area relativamente nova dentro
da Matematica, cujos pioneiros em seu estudo foram Pierre de Fermat, Christiaan Huygens
e Isaac Newton, ainda no século XVII . A Geometria Diferencial compreende o estudo
das propriedades das curvas e superficies no Espago Euclidiano, entretanto recentemente
outras geometrias vem ganhando destaque no estudo de Geometria Diferencial [1]. A
linguagem e os modelos da Geometria Diferencial tem encontrado aplica¢oes em dominios
afins, como a Relatividade e a Mecanica Celeste, e em areas tao diversas quanto Economia,
Estatistica, Engenharia e Computacao Grafica, entre outras, demonstrando seu carater
interdisciplinar, mostrando grande vitalidade e se desenvolvendo em varias dire¢oes, tendo

como resultado um aceitavel volume de pesquisas nos dias atuais.

A histéria da Geometria Diferencial comega com o estudo de curvas. Num apanhado
histérico desde os primeiros rudimentos da Geometria Diferencial, os principais teéricos
que contribuiram para o seu desenvolvimento, ressaltando as contribuig¢oes mais valiosas
para a atual teoria de Geometria Diferencial. Noc¢oes como retas tangentes a curvas ja
sdo encontradas entre os pensadores Euclides, Arquimedes e Apoldnio, mas que apenas
no século XVII, os franceses P. Fermat (1601-1665) e R. Descartes (1596-1650) criam
o método das coordenadas enquanto que o alemao G. Leibniz (1646-1716) e o inglés .
Newton (1643-1727) descobrem os algoritmos do cdlculo infinitesimal, os quais permitiram

o estudo de curvas e superficies através de suas propriedades diferenciais [2].

Embora se possam achar teoremas geométricos deduzidos do estudo de figuras
evanescentes no trabalho de Arquimedes sobre areas e volumes, no tratamento de Apolénio
das normais as secgoes conicas e bastante posteriormente no método dos indivisiveis de
Cavalieri e no trabalho de Huygens sobre curvatura e evolutas, provavelmente é mais
correto dizer-se que a Geometria Diferencial, pelo menos em sua forma moderna, comegou
nas décadas iniciais do século XVIII, com aplicacoes do Célculo Diferencial e Integral a
Geometria Analitica. Porém, o primeiro estimulo ao assunto, ultrapassando as situacoes
planas, veio de Gaspard Monge (1746-1818), considerado o pai da Geometria Diferencial
de Curvas e Superficies do Espaco [3].

Em linhas mais gerais, Monge inspirou varios jovens a entrar para o campo da
Geometria Diferencial, dentre os quais pode-se citar J. B. Meusnier (1754-1793), E. L. Malus
(1775-1812), C. Dupin (1784-1873) e O. Rodrigues (1794-1851), todos com importantes
teoremas da Geometria Diferencial associados a seus nomes [4]. Ainda afirma que foram

Monge e seus discipulos que deram inicio a escola francesa de especialistas em Geometria
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Diferencial, que posteriormente incluiria nomes como A. L. Cauchy (1789-1857), B. de
Saint-Venant (1796-1886) que em 1845, introduziu o nome binormal associado a um dos
conceitos que acompanham o triedro local de um ponto de uma curva espacial, F. Frenet
(1816-1888) e J. A. Serret (1819-1885), responsaveis pelas Férmulas de Frenet-Serret cujo
papel é importante no estudo analitico das curvas do espago e J. Bertrand (1822-1900),
cujo nome se liga a partes de curvas do espago tais que as normais principais de uma sao

as normais principais de outra e vice-versa.

Com o trabalho de Cauchy em Geometria Diferencial, um dos ultimos marcos de
grande importancia que veio a ser o término do primeiro periodo da Geometria Diferencial
[5]. O segundo periodo ¢é inaugurado por Carl Friedrich Gauss (1777-1855), com o método
de estudar a Geometria Diferencial de Curvas e Superficies por meio de representagoes
parametrizadas de objetos. Nesse periodo hé também as contribui¢oes de G. Mainardi
(1800-1879) e D. Codazzi (1824-1875) para o avan¢o da Geometria Diferencial, cujos nomes
estao ligados a importantes equagoes sobre Geometria Diferencial, o fisico belga J. Plateau
(1801-1883); C. G. J. Jacob (1804-1851); O. Bonnet (1819-1892); E. B. Christoffel (1829-
1901); E. Beltrami (1835-1900); J. D. Darboux (1842-1917) em homenagem a quem se deu
nome a um vetor especial associado a cada ponto de uma curva do espago e completou o
trabalho realizado por Dupin com as Familias de Superficies Triplamente Ortogonais, em

que cada familia é ortogonal as outras duas.

O terceiro grande periodo da historia da Geometria Diferencial teve inicio com Georg
Bernhard Riemann (1826-1866) [4]. Epoca essa em que o espaco tridimensional usual é
deixado para tras, levando entdo os estudos dessa area a um novo patamar da Matematica
Moderna, como o estudo de variedades m-dimensionais imersas em espagos n-dimensionais.
Para isso, tornou-se necessario levar em consideracao dois aspectos primordiais para
esse desenvolvimento adicional: o primeiro é a notagao aperfeicoada e, o segundo um
procedimento que dependesse apenas da natureza da variedade e nao do particular sistema
de coordenadas usado. Para tanto engendrou-se o Célculo Tensorial, area de carater geral
que foi desenvolvida por matematicos como G. Ricci-Curbastro (1853-1925), T. Levi-Civita
(1873-1941) e A. Einstein (1879-1955). Exploraram-se entao intensivamente Geometrias
Diferenciais Generalizadas, conhecidas como Geometrias Riemannianas, as quais, por sua
vez, abriram caminho para as Geometrias Nao-Riemannianas. As pesquisas de hoje em
Geometria Diferencial guardam pouca semelhanca com o estudo classico, a Geometria
Diferencial foi desenvolvida com base no concreto, entretanto, atualmente ela pode ser

vista de uma outra forma mais abstrata.

Podemos analisar uma superficie de duas maneiras, como a fronteira de um corpo
s6lido ou como uma pelicula bidimensional destacada. Inicialmente, a Geometria Diferencial
era vista de uma maneira extrinseca, curvas e superficies eram consideradas dentro de um

espaco euclidiano de dimensdao maior. Comecando com o trabalho de Riemann, a maneira
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intrinseca de se tratar a geometria foi desenvolvida, na qual nao se pode “sair” do objeto
geométrico. E interessante que Monge e Gauss, os grandes nomes da Geometria Diferencial
das Superficies, entre os percussores de seus periodos, viam uma superficie primaria,
respectivamente, da primeira e da segunda maneira acima. Monge é conhecido, entre
outras coisas, por seu trabalho como engenheiro especializado em construgoes militares
enquanto que Gauss é conhecido, entre outras coisas, por seu trabalho em Geodésia e

Agrimensura Geodésica.

Atualmente diversos estudos sao realizados com base nesses conceitos. Por exemplo,
a dissertagao que traz como proposta organizar, discutir e apresentar de maneira precisa
os conceitos mateméaticos de variedade diferenciavel e de tensores envolvidos no estudo
da Cosmologia sob o ponto de vista da Teoria da Relatividade Geral para o modelo de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [6]. Buscando assim apresentar um texto didético
que possa ser utilizado tanto nos cursos de graduagao em Matematica como de Fisica.
Enquanto que estudos com o objetivo de fazer uma introducao rapida, mas nao trivial, a
Teoria da Relatividade Geral, na qual fosse possivel transmitir a beleza da interligagao

entre Geometria e Fisica nesta teoria [7].

Outro estudo, faz uma breve exposicao das ideias e dos resultados fundamentais
da Geometria Diferencial de curvas visando aplicagoes a dinamica de uma particula
[8]. As propriedades geométricas fundamentais da trajetoria sdo expressas em termos
da forca sobre a particula e de outras grandezas dinamicas associadas ao movimento.
Essa abordagem torna possivel enunciar de forma clara certos problemas cuja formulagao
matematica seria obscura no tratamento convencional. Em particular, sdo encontradas as
condigoes gerais que uma forca deve satisfazer para que a trajetéria seja plana quaisquer

que sejam as condicoes iniciais.

A pesquisa desenvolvida por [9] utiliza a fun¢do potencial para promover a restrigao
de curvatura na trajetéria de robos. Utilizando a curvatura, conceito essencial da Geometria
Diferencial, o autor simulou o problema de controle de formacao de robds méveis nao-

holonomicos para diversos tipos de curvatura de trajetoria e de dinamica.

Uma andlise de modelos cosmolégicos para um universo espacialmente plano cujos
constituintes sao os campos de matéria e de energia escura, sendo que o primeiro inclui
os bérions e a matéria escura [10]. Os constituintes estdo em intera¢do e os processos
irreversiveis sao levados em conta através da inclusao de uma pressao fora do equilibrio.
Esta, por sua vez, é descrita dentro das estruturas teodricas das teorias termodinamicas de
primeira e segunda ordens. Os campos de matéria e energia escura sao acoplados através
de seus indices barotropicos, os quais sao considerados como fung¢odes da razao entre suas
densidades de energia. Uma andlise bayesiana é realizada, a fim de se estabelecer os

vinculos cosmologicos nos parametros livres do modelo.

Levando em consideragao o interesse que muitos modelos da Fisica tem em manter
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a matéria usual confinada em uma certa regiao do espaco-tempo, com a possibilidade da
utilizagdo de campos com origem geométrica para realizar este confinamento [11]. Para
isso, utilizaram uma das vertentes definidas por Kleinert, que consiste em postular que
particulas seguem auto paralelas e outra vertente que segue a linha de Hehl, Gasperini e
outros, que diz que a equacgao de movimento de uma particula ndao pode ser postulada,
mas sim obtida a partir da lei de conservagao associada ao tensor de energia-movimento

da particula.

Ao discutir cristais liquidos do tipo nematico, que apresentam diversos defeitos na
configuracao de suas moléculas, o que faz com que a luz seja desviada na proximidade dos
mesmos, o autor apresenta que um dos motivos da importancia do estudo do comportamento
da luz em tais estruturas reside na semelhancga que os defeitos em nematicos possuem com
defeitos cosmolégicos, permitindo que experimentos sejam realizados com o cristal liquido,
a fim de estudar fendmenos cosmoldgicos inacessiveis [12]. Para se obter as trajetorias
da luz foi usada a métrica dos cristais liquidos nematicos, obtida na literatura, e que foi
calculada usando a generalizacdo do Principio de Hess que afirma que as propriedades
anisotropicas dos cristais liquidos podem ser obtidas a partir da deformacao das moléculas
de liquidos ordinarios. As equagoes diferenciais foram obtidas a partir da equagao geodésica
e suas solucoes, as trajetérias de luz, foram plotadas juntamente com os seus defeitos. O
comportamento da luz foi analisado levando-se em conta o tipo de defeito e os parametros

microscopicos envolvidos.

Outro trabalho interessante, que discute a incompatibilidade da Teoria da Relativi-
dade Geral de Einstein (TRG) com a Mecanica Quéntica apresentando a necessidade de
se discutir sobre a formulacao de uma teoria de gravitacao que seja compativel com esta.
Uma teoria que seja mais ampla do que a TRG, e que possa ser aplicada a nivel atéomico
e subatomico. Essa possivel teoria de gravitagao é muitas vezes chamada Gravitacao
Quéntica [13]. Nesse contexto, muitos pesquisadores tém se empenhado na busca por uma
formulagao consistente, fisica e matematicamente, nesta perspectiva alguns modelos tém
sido propostos. No entanto, esse nao é um trabalho simples, pois, embora ja se tenha
avancado bastante, muita coisa ainda permanece obscura. Na auséncia de teoria completa
de gravidade quantica, qualquer generalizacao consistente de Relatividade Geral pode
ser util, porque poderia dar indicativos de como essa nova teoria pode ser. Portanto, a
proposta que o autor traz consiste em um modelo de gravitacao bimétrica fundamentado
em geometria Finsler e ressalta que as vantagens de uma formulacao fundamentada nessa
geometria consistem no fato de que a Geometria Finsler ¢ uma geometria Riemanniana
sem a limitacao quadratica, e assim, a recuperagao de dados obtidos a partir da aplicagao

da TRG se torna teoricamente mais simples.

Ao longo do ultimo século, acompanhando uma tendéncia geral em Matematica, a

Geometria Diferencial tornou-se uma area com intiimeras especializacdes com complexidade
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tedrica, com varias subareas importantes, dentre elas podemos destacar a Geometria
Riemanniana e pseudo-Riemanniana, Geometria Simplética, Geometria Complexa e Kah-
leriana, Topologia Diferencial e Grupos de Lie, propiciando interligagbes com outros
dominios da Matemética, tais como Equagoes Diferenciais Parciais (subvariedades mini-
mas); Topologia (Teoria de Morse e classes caracteristicas); Fungoes Analiticas Complexas
(variedades complexas); Sistemas Dindmicos (fluxo geodésico) e Teoria dos Grupos (varie-

dades homogéneas).

E relevante destacar que, nos dltimos anos, métricas nao Euclidianas, e, em particu-
lar, ndo constantes vém sendo utilizadas como foco de pesquisa em Geometria Diferencial.
Especialmente para explicar fendmenos que nao podem ser explicados via Geometria Dife-
rencial com a métrica Euclidiana, que a partir de agora serd designada como Geometria
Diferencial Classica. Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar a Teoria Local das

Curvas Planas em uma Métrica Diferenciavel.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma:

Capitulo 2: Apresenta sucintamente alguns conceitos e resultados essenciais que serao
utilizados no decorrer do texto, como alguns resultados nao triviais de espaco vetorial,

dependéncia e independéncia linear, mudanga de base e produto interno.

Capitulo 3: E dedicado a discussao de alguns resultados essenciais de métricas, iniciando
com as defini¢coes e propriedades de métricas, discutindo sobre a norma Euclidiana,

demonstramos a desigualdade de Cauchy-Schwartz e norma no espago tangente.

Capitulo 4: Defini uma curva parametrizada diferenciavel, a reparametrizagao pelo

comprimento de arco e derivada covariante.

Capitulo 5: E dedicado a teoria local de curvas, abordando sobre o referencial de Frenet,

por fim, estudar a teoria de curvas numa parametrizacao qualquer.

Capitulo 6: O tultimo capitulo desta monografia é dedicado as consideragoes finais deste
trabalho.
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?2 Conceitos Preliminares

Neste trabalho, conceitos basicos de Geometria, de Algebra Linear e de Calculo
Diferencial e Integral, em especial de Calculo Vetorial, ndo serao apresentados, mas podem

ser encontrados em [14].

Como precisamos fortemente do conceito de Bases Orientadas, discutiremos breve-

mente alguns resultados, a teoria pode ser encontrada nas obras [15] e [14].

2.1 Bases Orientadas

Em Algebra Linear ja vimos que todo espago vetorial finitamente gerado admite

uma base. Uma base de um espaco vetorial V' é um subconjunto finito de vetores de V/,
B = {bl, ba, ..., bn} C V, linearmente independente, que gera qualquer vetor de V', em
que

n —

V = [@} = {Zczbl LG ER}

i=1
Ao considerarmos outra base %; de V, temos que o nimero de vetores em % e %, é o
mesmo, com isso temos que a dimensao de um espaco é exatamente o niimero de vetores de
uma base qualquer desse espaco. E, ao tomarmos um conjunto qualquer que possua mais
do que o numero de vetores da base, temos que esse conjunto é linearmente dependente, ou
seja, pelo menos um de seus vetores pode ser escrito como combinagao linear dos demais.
Uma base orientada é um conjunto ordenado de vetores de um espaco vetorial. Assim,
ao trocarmos dois vetores de posicao em uma base orientada, ela ja nao é a mesma. Por

exemplo, as bases
¢ ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e % ={(0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)}
sao diferentes bases ordenadas de R3. Neste trabalho apenas utilizaremos bases ordenadas.
Como o foco do trabalho é o estudo de curvas no plano, todas as discussoes serao

feitas apenas para dimensao dois, no entanto, os resultados sao validos para espacos de

dimensao finita.

Retomando nossa discussao, no espaco vetorial R?, temos que a base candnica é
€ = {;, j}, em que i = (1,0) e j= (0,1). Vale ressaltar que quaisquer dois vetores U e Uy
linearmente independentes no plano, ou seja, tais que nao existe k € R tal que v; = ki,
geram uma base do plano. Por exemplo % = {(1,2), (3,2)} é uma base do plano.

Suponhamos que B, = {u;,iUs,..., U} ¢ Bo = {W,ws,...,W,} sejam bases

ordenadas de um espagco vetorial V. Dado o vetor v € V podemos escrevé-lo como

(V] 5, = qutly + aotia + ... + iy (2.1)
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(1] 3, = M1 + Y2ty + ... + Yy (2.2)

Queremos relacionar as coordenadas de ¥ em relagdo a base % ([17]%> com as coordenadas

de ¥ em relacao a base %, ([17]%), isto é,

aq 71

25 B 72
[[]%?? )

Qp Tn

em que [/ ]gf, que representa a matriz mudanca de base da base %, para a base %4, ¢é a

matriz que queremos encontrar e que torna a igualdade valida.

Como %, é base de V' entao podemos escrever os w; € XA com i = 1,...,n, como

combinagao linear de 1, isto é

1171 = 0,1117:1 -+ alg’l_[g 4+ ...+ (Ilnﬁn
Wy = ao1Uy + Ggotis + ... + A2,Uy

(2.3)

Substituindo (2.3) em (2.2) obtemos
’172 71 (anﬁl 4+ ... +a1nﬁn> +’}/2(a21ﬁ1 4+ ... —|—a2nﬁn) + ...—|—’}/n(an1’lj1 —+ +ann+ﬁn)
Agrupando os termos em 1y, s, . . . , U, obtemos

U= (aumn+anye+ ...+ Guyn) Ui+
+ (alwl + 2272 + ...+ am%) 17:2 + -+
+. (aln’yl + A2nY2 + ...+ ann7n> ﬁn

e da Equacao (2.1), como as coordenadas de ¢ em relagdo a uma base sdo tnicas, temos
que

ap = anmn +aay2 + ...+ ap1Yn

Qg = a1271 + Y2 + ...+ A2V

Qp = A1pY1 + A2pY2 + - o+ GunVn

ou na notagao matricial:

631 @11 Q21 ... QGp1 71

%) Q12 Q22 ... Qp2 V2

7% A1p A2n ... QApp Tn
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e denotaremos
» By
0], = L] 5, [V] 3, -
A matriz [/ ]gi é denominada matriz de mudanca da base %, para a base %, (é a transposta

da matriz dos coeficientes em (2.3).

Exemplo 2.1 Sejam %, = {(2,—1),(3,4)} e B> = {(1,0),(0,1)} bases de R*. Quere-

mos determinar [I}g? e [I]:fg; .

(a) Para isso, primeiramente precisamos escrever os vetores de %y como combinagio
linear dos vetores de %, ou seja,
2171 == (1, O) = a1 (2, —].) + a12 (3, 4)
Wy = (0,1) = a2 (2, —1) + a2 (3,4) .

Observe que isso nos leva a dois sistemas a serem resolvidos:

2a11 +3a12 =1 2091 + 3a99 =0
{ —ay; +4a; =0 ‘ { —a91 +4ag =1
cuja solucao é
1 3
an = 11 a2 = 11 Qg1 = IEEE Q22 = 11

Com isso temos que

4 3
11 11
[(17 O)]%’l = 1 € [(07 1)]%’1 - 2
11 11
e, assim
43
% 11 11
[[],%”? = 1 9
11 11

(b) Agora, precisamos escrever os vetores de By como combinagdo linear dos vetores de
By, ou seja,
171 = (2, —1) = a1 (1, 0) + Q12 (O, 1)

172 = (3,4) = a21 (1, 0) + a929 (0, 1)

apn =2 as = 3
e )
app = —1 (99 = 4
Com isso temos que

[(2,—1>L@2=[ 2] : [(3,4>J@2=[j]

que nos levam a
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e, assim

. 2 3
B
[I ]@; = .
-1 4
Agora, o que acontece se pegarmos um vetor, por exemplo, U = (5, —8) € R? e escrevermos

eles nestas bases?

Observe que, na base Ao o trabalho é simples pois

(5.8, = [ C ] -

Agora, ao pensarmos na base Ay, com os conhecimentos que temos até aqui, precisariamos
resolver novamente o sistema. Entretanto, podemos utilizar a matriz mudanga de base que

jd determinamos para isso. Assim

4 3
By 1 11 ) 4
[(57—8)]%1 = [I5 [u]% = 1 9 [ _g ] = [ 1 ] :
11 11
Apenas lembrando que poderiamos ter feito diretamente:
a1 = 4
(57 _8) = aq (27 _1) + Qg (37 4) =

Qg = —1

Proposigao 2.1 (Propriedades da matriz de mudanga de base) ' Sejam B,, %,

e B3 bases de um espago vetorial V e dimV = n. Valem as sequintes propriedades :

1. Se $y = PBs, entao [I]gi =1 e M,(R),
2 (M5 = [M15; (M
3. det [M] 7} #0;
4o [M1Z, = (M50
Proposigao 2.2 (Propriedades do determinante) 2 Sejam A, B € M, (R) e c € R.

Valem as sequintes propriedades:
1. Se A=0, e B=1¢ M,(R), entio det A=0 edet B=1;
2. det A = det AT

3. Se B ¢ a matriz obtida por multiplicar uma linha ou uma coluna de A por c, entdo,
det B = cdet A;

1
2

Demonstracao em [15], pgina 91 e [14], paginas 125 e 126.
Demonstracao em [15], pdgina 203, e [14], paginas 68.
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4. Se B difere de A somente pela posi¢ao de duas linhas (ou colunas), que estao trocadas,
entdo det B = —det A;

5. Se A tem duas linhas (ou colunas) iguais, entdo det A = 0;
6. det(AB) = det Adet B;

7. Se Bé obtida de A somando a uma linha outra multiplicada por uma constante, entdo
det B = det A;

8. Se A € inversivel, ou seja, se existe B tal que AB=1 € M,(R), entdo det Adet B =1

(B nestas condigoes é denotada por A™1).

Definicao 2.1 Sejam V um espaco vetorial com dimV = n, %, e By bases de V. Diremos

que B, e By tém mesma orientacdo se det [I]g; > 0. FEsta relacao é denotada por

By ~ By. Caso contrdrio, se det [[]22 < 0 diz-se que H$B1 e B> tem orientacdo

contrdria.
Proposicao 2.3 A relacio B ~ B, da Definicio 2.1 ¢ uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragao:

Reflexiva: Para qualquer base %, temos que [/ ]Z = [ e, como det I = 1, segue que
det [I] > 0 e, portanto % ~ 2.
Simétrica: Sejam & e H, bases de V. Se B ~ %) entao det ([[]gJ > 0 e, como

det ([[]Z’gl) = W > 0, segue que H#; ~ A.

Transitiva: Sejam B, B, e HB, bases de V. Se B ~ B e # ~ P, entao
det ([[]gl) > 0 e det ([[]2’2) > 0. Agora, do fato de [I]g2 = [[]gé : [I]g, segue

que
det ([117,) = det ([115!) - det ([1]7)
e, com isso det ([[]2?2) > 0 e, portanto B ~ %,. |

Considerando %" como a base canonica de V' temos que existem apenas duas classes
de equivaléncia provindas da relacdo de equivaléncia apresentada na Definicdo 2.1. Entao,
fixaremos 4 como sendo o conjunto das bases de V' com a mesma orientacdo da base
canoénica e 2 como sendo o conjunto das bases de V' com orientacao contraria a base

canoOnica. E, com isso, temos a seguinte defini¢ao:
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Definicao 2.2 Suponhamos que V' seja um espago vetorial com dimensao finita e que
€ seja a base canonica de V. Suponhamos ainda que L seja o conjunto das bases de V'
com a mesma orientacao da base canonica e que 2 seja o conjunto das bases de V' com
orientacao contraria a base canonica. Diremos que todas as bases pertencentes a classe U
sao bases de orientacao positiva, ou simplesmente, bases positivas; enquanto que todas as
bases pertencentes a classe 2T sao bases de orientacdo negativa, ou simplesmente, bases

neqgativas.

Exemplo 2.2 Ao considerarmos as bases %, = {(2,—1),(3,4)} ¢ € = {(1,0),(0,1)} do

plano R?, temos que a matriz mudanca de base é

mzifl:[z 3],

-1 4

e det ([[]gl) =11 > 0. Portanto as bases B, e € tém a mesma orientacdo, ou seja, a base
B, tem orientagao positiva. No entanto, se considerdssemos a base B = {(3,4),(2,—1)}
teriamos que a mudanca de base para a base canonica seria
g 3 2
N7 = ,
.
temos que det ([I];?Q> = —11 < 0. Portanto as bases By e € tém orientagcdo contrdria,

ou seja, a base PBo tem orientagdo negativa.

2.2 Produto Interno

Defini¢ao 2.3 (Produto Interno) Seja V' um espaco vetorial real. Um produto interno
sobre V' € uma fungao que a cada par de vetores (vy,vq) associa um nimero real denotado
por (v, vg), isto €,
(-, ):VxV—->R
(U, Us) > (U, Ua)

satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) Para todo v € V temos que
sendo que
(U,7) =0 & v =0.
(ii) Para quaisquer o € R e 01,75 € V, temos que

<Oé’l71,772> = <171, 172) .
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(7ii) Para quaisquer Uy, Uy, U35 € V, temos que
(U1 + Uy, U3) = (¥, Us) + (U, Us) .
(iv) Para quaisquer vy,v, € V, temos que
(U1, V) = (U, 1) .
Exemplo 2.3 Temos que a fungio dada por

<(l’1,l’2, <. JIH) ) (ylvaJ SR ,yn>> =Ty + XYz + ... Tplp = Z TiYi
n=1

¢ um produto interno em R™. Esse produto interno é chamado de produto interno canonico,

ou usual. Assim o produdo interno em R? ¢

<(331a 1'2) ) (3/1, yz)) = T1Y1 + ToYo.

Exemplo 2.4 Sejam @ = (x1,y1) e U = (x2,y2) vetores em R2. Temos que a funcdo

(u,v) = 2129 — 221Yyy — 2y122 + 6y1y2 define um produto interno sobre R2. pois,

e para todo i = (x1,y1) temos que

(U,1) = x121 — 220191 — 25171 + 6Y11
= (21)? — dz1y1 + 4(11)? + 2()?
= (21— )" +2(y1)? > 0;

o para quaisquer U = (r1,y1),0 = (T2, y2) € R? temos que

pu— :0
G =0 = (n-p)l+2p)?i=0 = Y%
0
Y1 =

e, assim, © = (0,0);
o para quaisquer U = (x1,y1),T = (T2,y2) € R? temos que

(U,7) = 120 — 22192 — 20122 + 6Y1Y2
= Loy — 2w2Y1 — 2y2x1 + 6Y2y1

- <277 ﬁ>7
e para quaisquer @ =, (x1,11), 7 = (22,4), 4 = (3,y3) € R?, temos que

(u+v,w) = (z14+x2) 3 —2(x1 +22)ys — 2 (1 +y2) T3+ 6 (y1 + ¥2) Y3
= 1123 + ToT3 — 2T1Y3 — 2ToYy3 — 2y1X3 — 2Y2x3 + 6y1y3 + 6Y2y3
= (w123 — 221Y3 — 20123 + 6Y1y3) + (2273 — 2T2y3 — 2073 + 6yays3)
= (u,w) + (v, W) ;
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o para quaisquer U =, (x1,y1),0 = (T2,y2), W = (r3,y3) € R? ¢ a € R um escalar

qualquer, temos que

(i, W) = a1 — 2021y — 20y129 + Haxays

= a(v129 — 221y — 2y122 + 6Y1Y2)

= « (U, V)
Logo (u,V) = x119 — 221ys — 2y122 + 6y1y2 define um produto interno sobre R2.

Exemplo 2.5 Sejam u = (z1,y1) e v = (x9,92) vetores em R%. A fungio
(u,v) = 2129 — 221Y1 — 222Y2 + Y12

nao define um produto interno sobre R?.

De fato, tomemos u = (1,1), como podemos ver

(1L,1),(1,1))=1-1-2-1-1—-2-1-141-1=1-2-2+1=-2<0.

2.3 Matriz de um Produto Interno

Proposicao 2.4 Suponhamos que V' seja um espaco vetorial e 5B = {51, 62, ey I;n} uma

base ordenada de V. Suponhamos que

sejam vetores de V' escritos em termos de A, denotados por

[ﬁ]:[ul Ug = - un] € [?7]:{1)1 Vg - vn}
e, consideremos
(-, )y: VxV = R
(@,0) = (4,0)
um produto interno qualquer de V. Entdo existe uma tnica matriz A € M,(R), que

depende da base A, tal que
(@, o) =[] - A-[o]".

Demonstracao: Notemos que, para quaisquer 4,7 € V', temos que
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dai,
(i@, 7)) = Y v ( u; (b 3>)
j=1 i=1
j=1
= (Ul <5 5>U1+U2 <bg,b1>1}1+ g e/ <gn,51>111>+
+(U1<g 5>02+U2<b2,b2>02+ +Un<gn,52>1)2>+“’+
+ (u1 <51,5 >vn + Us <bQ, b1> Up + o+ Uy <5n, 5n> vn>
= Z U; <Z_7;',5J>U],
1<i,j<n
consequentemente,
(i@, 7)) = > ui(binby) vy (2.4)
1<i,j<n
Agora, se considerarmos A = (a;;) € M, (R), entao
Z w;ia;;v; = [ug (an) vr + ug (a21) v1 + ... + Uy (@) V1] +
1<ij<n
[u1 ((112) Vg + U (a22) Vo + ...+ Uy (an2> 'UQ] 4+ 4
[u1 (a1n) Un + us (a2n) U + -« + Uy (ann) U,
= [ug (a11) +ug(ag) + ... + up (an1)] v1+
[u1 (a12) “+ U9 (a22) + ...+ Uy (ang)] Vg + -+
[ur (a1n) + ug (agn) + - .. + Uy (@nn)] vy,
= [Zuz all]”l+[zul a12‘|v2+ +[Zul a'm] Un
=1 =1 =1
L T
- [ Zuz azl U (a'LZ) am 1 Un }
i=1 =1
ou seja,
Z U A5V = D - [’U]; . (25)

1<i,j<n
Mas, a matriz D € M., (R) é tal que

n

_ Zn:ui(aﬂ) S ui(an) - Zuz Uin)
p |

=1

= [U1 (&11) + uUg (agl) +...+u, (anl)] v+

:[ul(a11>+...un(an1) oty () e ug (agn) + -

“Up (Gnn) } )
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dai,
aix Q2 - Aip
a21 Q22 *-° A2p
D =|u uy --- un}
L Ap1 Ap2 - Qpp ]
e, com isso
D=1, A (2.6)

e, deste modo o resultado da Equacao 2.5 nos leva a

> wiayv; = [T, A [T (2.7)

1<i,j<n

Comparando os resultados das Equagoes (2.4) e (2.7), temos que

A= (ay) = (<bi>bj>) ’
com isso provamos tanto a existéncia da matriz A, como também sua dependéncia em

relacao a escolha da base Z.

Agora, para provarmos a unicidade, vamos supor a existéncia de outra matriz
G = (gi;) tal que
[0 A [0 = (@.7) = [0],- G- [T, -
E consideremos os seguintes polinémios
Pa (UL, U, U1, 0,) = [Ty A [17];
= w (a)v+ -+ uy (@) v+ -+

—|—U1 (aln) Un + -+ Unp, (ann> Un,

pG<u17"'7UTL7U17"‘7vn) = [ﬁ]%G[ﬂ;
= Ul(Qll)U1+"'+un(gn1)v1+"'+

= U1 (gln) Up + -+ Uy (gnn) (T

Mas, por hipdtese, temos que
Pa (UL, .oy Uy U1y ey U) = P (U, oy Uy U1y e ey V)

e, pelo Principio da Igualdade de Polinémios, segue que (a;;) = (g;5), ou seja, A=G. B

Exemplo 2.6 Vimos que o produto interno candnico no R? foi definido para a base

canonica € = {(1,0),(0,1)} e é dado por

((u1,ug), (v1,02)) = ugvy + Ugvs.
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Assim, podemos representar o produto interno em relagio a base candnica utilizando a

10
A(:

((ur,up), (v1,v2)) = [0] - Ag - [O]s -

Por outro lado, ao utilizarmos a base # = {(2,—1),(3,4)}, temos que

<(27_1)’(27_1)> <(2a_1)7(3’4)> _ 5 2
2 25

matriz

tendo em wvista que

<(374)7<27_1)> <(3’4)7(374)>

Ao considerarmos i) , = (u1,u2) e [U], = (v1,v2) vetores em R?, o produto interno fica

- s 5 2 U1 5U1+2U2
Uz, \Vg) = | U1 U . : =| U u .
(@ 17 = [01 s ] [2 25] [] s QUM%]
= 5U1U1 + 2U1U2 + 2U2’Ul + 2511,21)2.
ou seja,
([U] 4, [V] 5) = Durvy + 2uqv2 + 2ugvy + 25ugvs.
4 1
Com isso, ao calcularmos o produto interno dos wvetores [ul, = <11,11> e
= (17 5)
Vg =\—17 17 temos que
3
. 4 1 5 2 11
u Z > v 4 = _ —_ . . = 0
(@ )= | = 5 | [2 sl | 2
11

Note que os vetores @ e U sdo ortogonais em relagdo a base Z, entretanto em relacao a base

10 ~
canonica teriamos que seu produto interno seria —ﬁ, ou seja, eles nao seriam ortogonals.

Definigio 2.4 Diremos que A € M,, (R) é uma matriz simétrica se AT = A.

Defini¢ao 2.5 Diremos que A € M, (R) ¢é positiva definida se, para todo vetor nao nulo

v € R", tivermos que

—

Lema 2.1 Suponhamos que V' seja um espaco vetorial, que B = {51, 52, e ,bn} seja uma
base ordenada de V' e que A € M,(R) seja uma matriz simétrica e positiva definida. Entdo

a matriz A define um produto interno do sequinte modo
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Demonstragao:

(i) Como A é uma matriz positiva, para todo vetor ndo nulo v € V' temos que

Além disso temos que
@ =0 & [ty AWL=0 o  F=0,
pois A é uma matriz positiva.

(ii) Para quaisquer o € R e U, 75 € V| temos que
(v, Ty) = [ath], - A- [y
= afih], - A- [y

= <2717172> .

(iii) Para quaisquer vy, th, U3 € V, temos que
(T) + Ty, T3) = [Th + o), A- 5],

= ([?71]% + [772]97) A [173];

=[]y A B3] + [Ta] 5 A~ (T3]

- <171,173> "‘ <?72,?73> .
(iv) Para quaisquer #,v € V| temos que

(i@,0) = [th], A [0
= wy (@) v+ F Uy (@) vr + -+
+uy (A1) v + -+ F Uy (Qpn) Vp
= v (an)vi+ -+ v (@pa) Uy + -+
+op, (a1n) g + -+ - + Uy (Apn) Un
= v (@) ug+ -+ v, (an)ug + -+

+U1 (aln) Unp, + -+ Unp, (arm) Up,
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—

Lema 2.2 Suponhamos que V' seja um espago vetorial e que B = {Z;l, 52, e ,bn} ¢ uma

base ordenada de V. Suponhamos que

i=Y ud

i=1 =1

Q]
=1

I
]

IS

sejam vetores de V' escritos em termos de A, denotados por

[ﬁ]:[ul Ug - - un] (& [17]:{1)1 Vg - ,Un}
e, consideremos
(-, ): VxV =5 R
(@,7) ~ (i)
um produto interno qualquer de V. Entao a matriz A € M,(R), que depende da base A,

tal que

¢ simétrica e positiva definida.

Demonstragao: Como o produto interno goza da simetria, temos que
(@,7) = (5.4)
ou seja,
(@A 10 = [0, A g

ou melhor,

Z u; (ag;) vy = Z v; (i) u;

1<i,j<n 1<i,j<n

e, daf (a;;) = (aj;;). Portanto A é simétrica.

Como, para todo vetor nao nulo 7 € V, temos que

(,u) >0
e, com isso,
7, A- [ > 0.
Portanto A é uma matriz positiva definida. [ |

Como consequéncia dos resultados dessa se¢do temos a seguinte Proposicao:

Proposigao 2.5 Suponhamos que A seja um espago vetorial, que B = {51, 52, e ,gn} é
uma base ordenada de V' e que A € M,(R). Para que a aplica¢io definida por
(-, ): VxV = R
(@) — (@.9)=a A7)
seja um produto interno sobre V' é necessdario e suficiente que a matriz A seja simétrica e

positiva definida.
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Pelo Lema 2.2 e pela Proposicao 2.5 vimos que esta diretamente ligado com a

defini¢ao de produto interno, com isso temos a seguinte definicao.
Definigao 2.6 Suponhamos que A seja um espaco vetorial, que B = {l;l,gg, ceey l;n} é
uma base ordenada de V' e que A € M,(R). Ao considerarmos o produto interno

(«,): VxV = R
(@0) = (@) = A7

diremos que a matriz A é a matriz do produto interno e que o produto interno estd indexado

pela matriz simétrica positiva definida de M, (R) que o define, ou seja,
— = — T
(@,0), = [a] - A-[]" .
2.4 O Espaco Tangente e suas Propriedades
Definicao 2.7 Um vetor tangente do R"™ determinado por dois vetores deste espaco: um
chamado de parte vetorial U e outro de ponto de aplicacio p, que € denotado por Uy e

consiste do vetor obtido ao colocar a origem de U em p.

Temos que valem as seguintes propriedades:

1. U3 = Wz se, e somente se esses vetores tangentes tém o mesmo ponto de aplicacao
P q >% ,
P = ¢, e a mesma parte vetorial v = ;

2. Uy e Uy, com p # ¢ sdo vetores tangentes paralelos e nao sao coincidentes;

3. Ty £ 1y, = (7 W)

Y

Sy

4. Se c € R, entéo ¢ (vj) = (c?);-

Definicao 2.8 Sejam p € R™ um ponto e V. C R™ um subespaco vetorial. O espago
tangente de V' em p é definido como o conjunto de todos os vetores de V aplicados em p,

ou seja, com sua origem transladada para o ponto p, e é denotador por
Tﬁ(V) = {1752 ’UG V}
Proposigao 2.6 T;(V) é um espago vetorial, com 65 =p.

Demonstracao: Consideremos a seguinte transformacao linear

F:V — Tﬁ(V)

v = (73
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Notemos que F' é um isomorfismo, pois ¢ linear e bijetora.
Como V' é um espaco vetorial real, no qual estao definidas a soma e a multiplicagdo por

escalar respectivamente por

S: VxV —= V e M: RxV — V

(U,v) +— U+ (a,7) +— a-u

e que satisfazem os oito axiomas de espaco vetorial. Observe que, ao considerarmos a
composta F'o S e F'o M, temos que esses oito axiomas também sao satisfeitos em Tj(V).

Portanto T;(V') é um espaco vetorial. |

Definicao 2.9 Suponhamos que V' seja um subespaco de R™ e que p'€ R™. Suponhamos
ainda que B = {U, Vs, ..., Uy} seja uma base ordenada de V. Definimos a base ordenada
de T(V) como uma base de 'V aplicada a P, ou seja, cada um dos vetores da base % é
aplicado em p. Assim,

%ﬁ - {771;5’, ﬁgﬁ, cee 7Umﬁ} .

Utilizando o isomorfismo tomado na demostragao da Proposi¢do 2.6, como F' é
bijetora e # é uma base de V, entdo temos que F () é uma base de T;(7), j4 que
isomorfismo leva base em base, isto é, transforma uma base do dominio em uma base da

imagem.

Exemplo 2.7 Consideremos em R3 o plano xOy, cuja equacio é z = 0 e o ponto
P = (=2,1,1). Uma base para o plano xOy é A = {(1,0,0),(0,1,0)}, assim uma base
para T; € dada por F(#) = Bz ={(1,0,0)3(0,1,0)5}. Note que Tj é paralelo ao plano

xOy e tem equagao z = —2.
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3 Meétricas

Neste capitulo desenvolvemos a ideia de métrica com base nos conceitos de produto
interno que foi desenvolvido anteriormente. A palavra métrica é usada aqui no sentido
de uma aplicacao matricial ao contrario das métricas normalmente vistas nos cursos de
licenciatura que quase sempre se restringem a funcgdes constantes. Aqui discutimos métricas
cuja fungdo matricial varia de acordo com o ponto no qual ela estd sendo calculada, pois
trata-se de uma func¢ao matricial ndo necessariamente constante, no entanto ela satisfaz
todas as condigoes de métricas estudadas no curso de Introducao aos Espagos Métricos.

As referéncias para esse capitulo sao: [16] e [17]

3.1 Meétricas

Antes de iniciarmos a discussao sobre métricas do ponto de vista matricial, que é o
foco de interesse deste trabalho, lembremos os conceitos de métrica, conjunto aberto e

conjunto conexo vistos no curso de Introducao aos Espacos Métricos.

Definig¢ao 3.1 (Métrica) Sejam M um conjunto nao vazio e d : M x M — R uma
fungao, indiqguemos por d(x,y) a imagem de um par genérico (z,y) € M x M através
da funcao d. Diremos que d é uma métrica sobre M se as sequintes condicoes forem

satisfeitas para quaisquer x,y,z € M:

Nas condigoes da Defini¢ao 3.1 cada imagem d(z,y) recebe o nome de distancia

dexay.

Definig¢ao 3.2 (Espago Métrico) Sejam M um conjunto ndo vazio e d: M x M — R

uma métrica sobre M. Diremos que o par (M,d) é um espago métrico.

Defini¢ao 3.3 (Bola aberta) Suponhamos que (M,d) seja um espago métrico, que p €
M e que e € RY. Definimos a bola aberta de centro p e raio ¢, que indicaremos por

B(p,¢), por
B(p,e) ={x € M : d(x,p) < e}.
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Definig¢ao 3.4 Seja (M,d) um espago métrico. Um conjunto A C M se diz aberto se,
para todo p € A, existe um niumero real € > 0 tal que B(p,e) C A.

Definig¢ao 3.5 (Espago Desconexo) Suponhamos que (M,d) seja um espago métrico.
Diremos que (M,d) é desconexo quando existirem dois conjuntos abertos G e H, ambos
nao vazios e disjuntos tais que G U H = M. Neste caso, diremos que o par de aberto G e
H forma uma desconexao de M e indicamos tal fato por M = G|H. Quando M ndao for

desconexo diremos que M € conexo.

Como nesta monografia estamos interessados em trabalhar com métricas nao Eucli-

dianas do ponto de vista matricial, precisamos da seguinte definicao

Definicao 3.6 O conjunto das matrizes quadradas, simétricas e positivas definidas é

denotado por

My(R) ={o/ € MyR): /" =/ e [0]/[0]" >0, ¥FeR"}.
Claramente ., (R) C M,(R).

Definigao 3.7 Sejam que V- C R™ e uma aplicagao matricial o/ :' V — M,(R), dada por

oV — M,(R)
P (ai(p))

em que cada

Ain - V —- R
P ai(p)
comi,] =1,2,...,n, é uma funcdo diferencidvel, que denominamos fungdo entrada de

2 (p). Quando houver um aberto conexo X C V tal que a restri¢ao
| € M(R)
X

diremos que &/ = <y é uma métrica diferencidvel em cada ponto p e X.

Quando falarmos de métrica, estamos considerando que p pertence ao conjunto dos
pontos tais que &7 (p) € A, (R).

Exemplo 3.1 Observe que, para n = 2 temos que

oV = MR)
P = (a;())
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logo,

o () = { a(p) a2(p) ]

az (p)  aza(p)

que, devido d simetria, nos leva a as (p) = a2(p). Assim, para simplificar a notagio, temos

que

| a(p) b(p) _ a b
”@—L@ c@] [b]

com a, b, c fungoes de p.

Uma métrica &/ = o7 (p) é aplicada sobre Tj(R™) para se obter um produto interno

neste espago tangente. Assim temos a seguinte definigao:

Definicao 3.8 Seja &7 = o7 (p) uma métrica sobre Tz(R™). Essa matriz define um produto

interno dado por
< c, >£¢(;5') : Tﬁ(Rn) X Tﬁ(Rn) — R
(i3, Up) = i) o (P[5

Esta fungao é denominada de produto interno sobre TzR™) sequndo <7 (p).

Definicao 3.9 Suponhamos que By = {Uiz Uop, ..., Ung} seja uma base de TzR™) e
o = ./ (p) é uma métrica sobre Tz(R™).

e Diremos que By € uma base ortogonal sequndo o/ (p) se (Uy, U)o = 0, para i # j;

0, sei#7,

e Diremos que By ¢ uma base ortonormal segundo <7 (D) se (Uy, Uy) o7 () = { ) T
. sei=1j].

Uma matriz simétrica pode ser entendida como a matriz de um operador linear
auto-adjunto numa base ortonormal. A base candnica do espago vetorial R"™, munido do

produto interno candnico é ortonormal. Considerando a matriz (), . da fungao

oV = R

—

v = dU

em que &7 = . [0]", temos que

para quaisquer i, U € R™.

Enquanto que um produto interno sobre 73(R™) pode ser entendido como um

produto interno canoénico, para isto basta simplificar <7 (p) para <7 e teremos que

(i, Ug)er = [itg] I (7 [0%]) = 5] Lo [0 = (i, /T,
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ou seja,

(tip, V) s = (U, Uy)es-

Além disso, como toda matriz simétrica é diagonalizavel, temos que em toda funcao
o produto interno assim definido admite uma base de autovalores. Com isso também temos
que a base de autovalores de uma matriz simétrica é ortogonal em relacao ao produto
interno canonico. Normalizando cada um dos vetores dessa base, encontramos uma base

ortonormal em relacdo ao produto interno canoénico.

Lema 3.1 Suponhamos que o/ € M, (R) seja uma matriz simétrica. < é positiva definida

se, e somente se, todos os autovalores de &/ sao estritamente positivos.

Demonstracio: Seja &7 € M,(R) uma matriz simétrica.
(=) Suponhamos que &7 seja positiva definida, logo o7 é diagonalizavel. Suponhamos que
)\ seja um dos seus autovalores e que ¥ o autovetor associado a este \, logo @ # 0. Assim,

como &7 é positiva definida, temos que
0 <[] []" = [0] M) = A[&] [&]" = (@, D),

e, como (¥, V)¢ > 0, segue que A > 0. Portanto, todo autovalor A\ da matriz 7 é positivo.
(<) Agora, suponhamos que B = {4, v,,...,0,} seja uma base de R™, ortonormal
segundo o produto interno canodnico e composta por autovetores de o/, ou seja, cada

autovetor v; associado ao autovalor \; > 0. Como, cada vetor u é escrito como Z o U;
1<i<n
e, assim,

Il

Q
>
S
S
S
~
N

Portanto, 27 (p) é positiva definida. [

Corolario 3.1 Toda matriz simétrica e positiva definida é ndo singular.
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Demonstracao: Como estamos interessados apenas no caso n = 2, mostraremos que este
resultado é valido nesse caso.

Suponhamos que &7 seja simétrica e positiva definida e que, por absurdo, o7 seja singular.

a b
c d

temos que ac — b?> = 0 e, com isso b> = ac. Além disso,

Logo det o = 0, assim, fazendo
of =

py=(a—=Nc—A) - =ac—a\—cA+ XN —ac=—al—cA+ A =X\ — (a+ )\

O que nos leva a uma raiz nula para o polinémio caracteristico, e consequentemente um
autovalor nulo. Absurdo! Portanto det .o/ # 0. |

Portanto, sempre que .o/ é simétrica e positiva definida, consequentemente ela sera

nao singular, e, portanto, invertivel.

Definicao 3.10 Considerando o/ = (a;;) € M,(R). Definimos a submatriz principal
de ordem k, com 1 < k < n, como a matriz o, = (a;;), com 1 < i,j < k, portanto
o, € Mi(R); e o menor principal de ordem k de o/ como sendo o determinante da

submatriz principal <7,.

Observe que, quando 7 é positiva definida todos os seus menores principais sao
estritamente positivos. Com isso também temos que uma matriz em .7, nao pode ter um
elemento nulo na diagonal principal, pois, se isso acontecesse algum menor principal seria

nulo ou negativo.

Exemplo 3.2 A matriz &/ de M5 igual a
2 1
N
constante em todo p define o produto interno em Ty(IR?):
(-, Daw: TPR") xTpR") — R
(i, Up) = iy o (9) [5]"
todo Uy = (z1,v1) e Uy = (x2,y2), € dado algebricamente por

[ T } %[ Ty Yo }T = 2w1T2 + T1Y2 + T2y1 + Y1Y2.

Exemplo 3.3 O produto interno usual também € aplicdvel no espago tangente THR?) e

pode ser reescrito na forma matricial
() Daw: TR xTHR?) — R
Lo . 1 0|,...7
(g, Up) — (] [ 01 ] [U5]

e, como Iy € My € possivel definirmos esse produto interno.
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Assim, temos que o produto interno canénico em sua forma matricial é dado por
oL iR 1T
(i3, Up)e = [tig] I [U7]

e, com isso, a matriz I, é chamada de matriz Euclidiana, ou candnica, ou ainda, usual.

Exemplo 3.4 Considere Y = {(x,y) € R* : y # 0} C R? e consideremos a fungio

oY — %Q(R)

o= D)
dada por
0
A (p)=d(xy)=| T 4
b

O conjunto X = {(z,y) € R* : y > 0} C Y ¢é chamado de plano da Geometria de
Lobatchevski. Para um ponto de funcgio p € X, temos que o/ define uma métrica em
T5R?) dada por
< s, ><Q{(]3') . Tﬁ(Rz) X Tﬁ(Rz) - R
(i, ) = (@] o (0) 5]

todo Uy = (z1,11) e Uy = (22,y2), € dado algebricamente por

ro1

(5, )y = | =1 w1 | |
0 — Y2
L Yy
[ ] [ xr2 Y2 1T
== x ) A
1 U I y2 y2
_ T + Y12
Y2

FEsse produto interno é chamado de métrica da Geometria Nao Fuclidiana de Lobatchesuvski.

Proposigao 3.1 Suponhamos que & = o/ (p) seja uma métrica de Ty(R?).

1. Existe uma base ordenada de Ty(R?), ortogonal sequndo < (p);

2. Eriste uma base ordenada de Ty(R?), ortonormal sequndo < (p).

Demonstragio: Suponhamos que &7 = &/ (p) seja uma métrica de T;(R?).

(i) Ao considerarmos a matriz 7, temos que existe uma base B = {¥),7,} de R?

formada pelos autovalores de & e, a cada um dos autovetores dessa base esta

associado um autovalor );. Logo temos que
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Além disso, podemos aplicar essa base em p' para gerar uma base de T(R?), e, assim

temos
Py = {V15, Vap} -

O produto interno de o/ dos vetores desta base pode ser descrito como
<U1;7> v25>d = (Ulﬁ, «537@2ﬁ><g = <Ulﬁ; )\27)2;7><g = A <U157 U2p‘><g = A0 =0,

pois a base # ¢é ortogonal e, com isso a base %5 ¢ ortogonal. Portanto a base

procurada é exatamente a base dos autovetores de 7.

Para encontrarmos a base ortonormal segundo ./ basta normalizarmos a base
encontrada no item anterior. Para isso, tomemos
1

'Jlf,' = —F—~—=Uip € ?Igﬁ = 7172;5’.
A1 VA2

(R?) assim construida é ortonormal segundo

i

Resta-nos mostrar que a base de T;

o/ (p). Para isso, observe que

L 1 1 1 I 1
<U1]§‘7 u25>42{ = <\/>\—lvlﬁa \/A—202ﬁ> = \/m <U115', ,0215‘><Q{ = \/m . O = O
of

1 1 1
ﬁz 71_[2* = 7772*7 Uz_’ = = 172 7272 =
p Pl ot p p P Plos
1 . 1 .
= )\7 (Vig, %U2p><,; = ? (Vig, )\Zviﬁ><ﬁ =

Assim temos que a base PBoy = {1, Uay} de Tp(R?) é ortonormal segundo «7/. W

Definicao 3.11 Uma métrica é denominada métrica diagonal se sua matriz for diagonal.

Segue diretamente da definicdo que, se a matriz do produto interno é diagonal,

entao os elementos da diagonal principal sdo seus autovalores e, com isso, todos devem ser

estritamente positivos.

Neste caso, também temos que a base candnica de T(R?), que é a base candnica

de R? aplicada em p, é ortogonal segundo qualquer métrica diagonal. De fato, temos que
a base de Ty(R?) é dada por

@5 = {ir.J} -

considerando a métrica diagonal

e 0 | |a 0
Mm_[ 0 b(m]_[o b]’
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temos que & (p) € ., (R?) sempre que p € X, com X sendo um aberto conexo de R?.
Assim, 7 (p) define um produto interno em cada T;(RR?).

, . . — o - 2
Além disso, ao considerarmos os vetores iz = (1, yl)% e Uy = (T2, yg)%ﬁ em T3R?)

temos que o produto interno induzido por .« é dado por

a 0 To
Uy, Uy =z =arixo+b .
(i p>gy(p*) [1%}[0 b][y2] 122 Y192

Com isso temos que
<Zﬁ’ ]ﬁ>%(m =0

e, portanto, ¢z ¢ ortogonal segundo 7.

Defini¢ao 3.12 (Norma) Consideremos a fungao

-0 TR?) — Ry

—

v sl

Diremos que essa fungio é uma norma do espago tangente Ty(R?) se, para quaisquer

Uy, Uy € TH(R?) e a € R, tivermos que

(N1) ||T5] = 0 se, e somente se, Ty = Op;
(N2) ladz]| = faf - |5,

(N3) 105 + tizl| < (|05 + 5]
A propriedade N3 é chamada de desigualdade triangular.

05 = 0.

Lema 3.2 Nas condigoes da ultima definicao,

Demonstragao: Seja @ € T;(R?) um vetor qualquer, entao
05 = iy — iy = (1 — 1).iy = 0.1y .
Assim, pela propriedade (Ns) da definigdo de norma, segue que

05| = 1105 = 0. || @] = 0.

Dados os pontos P = (z1,y1) e Q = (2, ¥2), ambos em € R?, e definido um vetor

de extremidade inicial em P e final em @) por

@:Q—P:(ﬁg—xhﬁw_yl)
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¢é possivel medir o comprimento do vetor ]@ pela funcao do Teorema de Pitdgoras ao

tridngulo PQR da Figura 1, em que R = (x2,1):
PQ? = PR* + RP?

onde XY denota o comprimento do segmento de extremos em X e Y; os segmentos
horizontais PR e vertical RQ) tém seus comprimentos facilmente calculados por |zo — x|

e |y2 — y1| nessa ordem; entao
PQ* = (x5 — 1)° + (2 — 1)’

e, com isso, obtemos

PQ = /(xs — 1) + (32 — 1)

Figura 1 — Coordenadas do vetor ]@ em R2.

Mas

(22 —21)* + (Y2 —1)* = (22 — 1) (w2 — 21) + (2 — ¥1) (2 — 1)
= <(1L;2 — 1Yz - y1), (22 — 1,92 — 1))
= (PQ,PQ)¢.

Portanto, PQ = 1/ (P(i%, P(3><g

Um conceito decorrente do conceito de distancia é o conceito de norma:

Definigao 3.13 Seja ¢ € R?. A norma FEuclidiana de ¥ (norma canénica ou

norma usual) é uma fungao
I fle:R* =R

que mede o comprimento do vetor v e € definida da sequinte forma

1]l = v/ (¥, 0),, -
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Veremos que, um produto interno sempre define uma norma, mas, para que possamos

discutir sobre isso, precisamos inicialmente provar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Lema 3.3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejo & = <7 (p) uma métrica defi-
nida no espago tangente Tx(R?). Se iy, U5 € TH(R?), entdo

— -\ 2 — — — —

(g, )y < (Ui, ti) ;- (U5 Up) (3.1)
e, a igualdade ocorre se, e somente se, {uz, Uz} for um conjunto linearmente dependente.

Demonstracao: Notemos primeiramente que, se @y = Uy = 0z entao, teremos que
(5, V) o = (U, Up) ., = (Up, Up) ,y = 0

e, portanto a Desigualdade 3.1 é satisfeita, do mesmo modo que se um deles for nulo

também o é. Assim resta analisarmos apenas o caso em que Uy # Oz e Uy # 0p.

Consideremos
Wy = (Ui, Up) , V5 — (U, Up) ., Up
Como (wy, W) , > 0, segue que
(5, W5, = (il i) oy B — (T, U)o, U, (i, W) oy Ty — (T, V). )
- o\ 2 - - - - - - -\ 2 [
= < D ﬁ)d < ﬁav_’> - 2< ﬁav_’>% <uﬁ7 ,Uﬁ>g{ + < D) ﬁ>g{ <uﬁ7 uﬁ)y{
— -\ 2 — — — — — -\ 2
= (U, Up) oy (U, Ug) — (Up, Up) o (U, V)
> 0.

Como u; # 05 temos que (i, Uz) > 0, assim podemos simplificar a inequagao

tornando-a

ou seja,
o2 . N
(ti5, Up) oy < (U, Uip) oy (U5, Up) -

Note que a igualdade acontece se, e somente se,

e, isso é equivalente a dizer que o conjunto {uy, Uz} é linearmente dependente. ]
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Agora estamos em condi¢ao de estudarmos algumas métricas no espago tangente
T5(R?). Porém, antes de continuarmos observemos que a Desigualdade de Cauchy-Schwarz

pode ser enunciada de forma equivalente a apresentada no Lema 3.3 por
— -\ 2 — —
(@, 5% | < Nitgl,y - 153, - (3:2)

Proposicao 3.2 (Norma no Espaco Tangente) Seja &/ = o/ (p) uma métrica defi-
nida no espago tangente Tz(R?). A fungao || - ||, : Ts(R*) — R definida por

151, = v/ 5,
para todo Uy € T;(R?), é uma norma e é chamada de norma de T;(R?) seqgundo entio

o ().

Demonstragio: Seja &/ = &/ (p) uma métrica definida no espago tangente TzR?) e

tomemos iy, U, Wy € T3(R?) e a € R.
(N1) Como,
105, =0 & /(U U5),, = 0
& (U 05),,=0
= Q_fﬁ = (_]}; .

(N2) Aqui temos que,

loc- G5l =/l 0 B,
— \fa? (i .,
— Ve[,
= laf - |95l -
(N3) Como
5+ Tll2, = (5 + T, Ty + T,y
= (i@, Tp),, + 2 (5, T, ), + (T, ),
que, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que
(il B3, ) oy < |{il5 B ) o | < 1511, - 1551,
que nos leva a
g+ 3% = sl + 2 (i )y + (T
=I5, + 2115, - 1551, + (Tl
= (Il + i)

e, portanto
5 + V5l ., < N5l + 1175 -

Portanto, | - |, é de fato uma norma sobre T3(R?). |
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Assim vimos que um produto interno sempre define uma norma, entretanto existem

normas que nao provéem de um produto interno, como veremos através do préximo exemplo.

Exemplo 3.5 Notemos que a norma do mdzimo dada por

max : TR?) — R

Gr= (@) o 5] = max (], foal)

nao € definida por um produto interno.

Com efeito, suponhamos que esta norma seja definida por um produto interno qualquer,

entao teriamos que

e, com isso

— - 112 — — — — — — — —
“uﬁ+ Uﬁ“% = 7+ Up, Uy + p)ﬁ = <up~, Uﬁ>@/ +2 <uﬁ, Up, >% + <vz7: uﬁ>%

iy — T5)1%, = (5 — T, Uy — V), = (U, Up) ,, — 2 (T, Ty, ), + (T, ),
e, assim
— — 12 — — 12 - 112 — 112
|ty + Vg, + [ty — V]|, = 2 (”uﬁHﬂ + HvﬁHp{)

—

dai, para 7 = 0 terfamos que & = (1,0) e & = (1,0) seriam vetores de T5(R?), tais que
le1 + el + e —éf=1+1=2,

enquanto que
o012 - 12
2 ([len)? + lleall?) = 2(1 +1) = 4.

A funcao | ||¢ estabelecida na Proposi¢ao 3.2 é um caso particular da norma

generalizada na Definigdo 3.13, pois || ||¢ satisfaz os trés axiomas da Definigao 3.12.

Definigao 3.14 Suponhamos que p € R?, que vz € T;(R?) e of = o/ (p) seja uma métrica
definida neste espago tangente. Diremos que Uy € unitdrio sequndo a métrica o/ se

H%Hw =1

Segue diretamente da definicao que Uy é unitario segundo a métrica 27 se, e somente
se,

— — — 2
(g, vg),, = ||Vp]l, = 1.

Proposigao 3.3 Suponhamos que p € R?, que Uy € Ty(R?) e o = o/ (p) seja uma métrica

definida neste espago tangente. Entao iy = =7y € unitdrio.

H@*Hgf



Capitulo 3. M¢étricas 41

1 .
sl = 1. u

Demonstracao: |[ug]| , = ||HH27~ =
o o of

Definigao 3.15 Suponhamos que p € R?, que vz € T;(R?) e of = o/ (p) seja uma métrica

definida neste espago tangente. Entao o vetor iy = ———1y € chamado de versor de Uy

175,
sequndo a métrica o .

Exemplo 3.6 Consideremos o produto interno definido pela matriz o/ € My dada por

2 1
11
que define o produto interno em Tz(R?) para quaisquer iz, vy € Tz(R?), com iy = (x1,y1)

e Uy = (22,y2), dado por

(Up, Uz) = 20102 + T1Y2 + T2Y1 + Y1Ya.

—

Quando tomamos p'= 0, temos que o vetor © = (—1,1) € tal que
(g, tu5) , = 2(=1)(=1) + (1) -1+ (=1)-1+1-1=1,

ou seja, o vetor Uy € unitdrio em na métrica </, mas, em relagio a métrica Euclidiana

isso nao acontece tendo em vista que
(i, Ug)y = (—1) - (-1) +1-1=2.
Agora, ao considerarmos o vetor ¥ = (1,2) temos que
(U5, 05),, =2-1-141-241-242.2=10,

€, com 1sSo,
19 5l = V10
e, portanto, seu versor sequndo a métrica < é

1 1
W= -——710U= (1,2).
||U||=;z¢ v 10

No entanto, em relacdo a métrica Euclidiana esse versor seria

1 1
¢ Vb

1o

Proposigao 3.4 Suponhamos que p € R?, que iy vy € T;(R?) e o = o (p) seja uma
métrica definida neste espago tangente. Entao iy L Uy sequndo a mélrica o/ se, e somente

Se, <ﬁ5, 5;;){@7 =0.



Capitulo 3. M¢étricas 42

(@),

P v,

L

Figura 2 — Perpendicularismo entre vetores tangente.

Demonstracao: Os vetores iy, Uy € Uy — Uy sao coplanares. No tridngulo de lados que
sdo estes vetores (Uy — U aplicado ao ponto py - Figura 2), é possivel aplicar o Teorema
de Pitagoras para se ter uma condi¢ao necessaria e suficiente do perpendicularismo destes

dois vetores:

Uiy LUy & ||y — 5, = gl + 10615, -

Explorando as propriedades do produto interno temos que:

— e

— = 112 — — 2 — 12 — —
|ty — U5, = (tiy — Uy, iy — Up) ,, = |||, + |U5], — 2 (s, Ty, ), -
Entao
iz — U5, = lluglle, + U5, & —2 (Up, U5,),, = 0.

donde segue a tese. ]

Exemplo 3.7 O perpendicularismo entre dois vetores Uy e Uy depende da métrica
adotada para T3R?).

Os vetores
i=(z,y) e U=(-y )
de T5(R?) sdo vetores perpendiculares sequndo a métrica canonica:
(U, V), = —xy + 2y = 0.

Para uma métrica qualquer deste espaco tangente isso nem sempre acontece, pois

(u,7),, :{$ y} o [—y x]T

que so € nulo em casos especiais, tais comoa=c eb=0oux =y ea=c.

Vetores deste espago tangente da forma i = (x,0) e ¥ = (0,y) sdao perpendiculares

sequndo qualquer métrica que tenha b(0) = 0:

a b

b [0 y]T:bzy.

(@)= | 2 0]
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Apenas para ilustrar, @ = (2,1) e ¥ = (—1,2) sdo perpendiculares sequndo a métrica

candnica, mas

Lema 3.4 Seja o = o/ (p) € M (R) matriz de um produto interno definido em Ty(R?).
Dado um vetor nao-nulo iy € Tz(R?), existe uma diregio em Ty(R?) perpendicular ao

vetor ug.

b b
Demonstracao: Consideremos iy = (21,y1) e & = [ a(p) b(p) ] = [ “ ] , tem-se

b(p) (p)

o produto interno de @z com um vetor vy = (22, y2) dado por

a b [952 yQ}T

(i, U5) oy = | 21 11 | .

= ax12 + b(y172 + 2132) + CY1yo.
Se for possivel obter 9,1, € R de modo que (iiz, U5) , = 0, terd sido encontrada a direcao
perpendicular a iy como a direcao de v.

0 = az122 + b(Y122 + T1Y2) + ctry2 = xa(axy + byr) + yo(bzy + cyr).

Como & nao pode ter um elemento nulo na diagonal principal, temos que ax; + by; # 0
ou bz, + cy; # 0.

o Se bxy + cy; # 0, dai permite escrever ys como varidvel dependente de xs,

axy + by

=—x )
Y2 2 bxy + cyy

Variando x5 em R obtém-se o respectivo ys e iz L U5 .
o Analogamente, se ax; + by; # 0, conseguimos escrever xs em fungao de ys. |
Proposi¢ao 3.5 Suponhamos que p € R?, que iy, Uy € Ty(R?) — {5}, o = o (p) seja

uma métrica definida neste espaco tangente e que 0 seja o angulo entre os vetores Uy e Up.
Entao

(5, V5) oy = sl o - 105 - cos 0.
Demonstracao:

Caso 1 iy L vp. Pela Proposicao 3.4 temos que (i, U5),, = 0 isso, juntamente com o

T
fato de cos (2) = (), garante nosso resultado.
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h=11
™

Figura 3 — iy e U sao unitdrios.

— — ~ ~ . . Ve . . ﬂ- 7r .
Caso 2 iz e Uy sao nao perpendiculares e unitarios, assim 6 ¢ {2, 2}. Consideremos
Wy = (Ui, Up) .y U5 — (U, Up) oy Up -
Como a dimensdo de T3(R?) é dois, temos que iy, Uy e Wy estdo no mesmo plano e

que Uz € [Ug, Wy e, por serem unitarios, temos que existe um angulo 6 tal que
Uy = (cos @) - Uz + (senf) - Wy

e, com isso

e o resultados segue.

w37
LS I, oo 272 .
Wy e Zy, os versores de iy e Uy segundo a métrica o7, respectivamente. Assim,

Caso 3 e Uy sdo nao perpendiculares e nao unitarios, assim 6 ¢ { } Consideremos

iy = |, -y e U=, - %
e, com isso
(5, T) oy = (I35l - T 1Tl - Z5)
= |5l o - 195, - (g 7).
= Nl - 195l - cos 0
e o resultados segue. |

Corolario 3.2 Suponhamos que p € R?, que iy, Uy € Ty(R?) — {6}, o = (p) seja uma
métrica definida neste espago tangente. A fungdo
cos (, )| : THR?*) xTHR?) — R

(g, Uy)

1A - 195 s

(g, Up) >
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mede o cosseno do angulo entre os vetores Uy e Uy sequndo a métrica o .

Defini¢ao 3.16 Suponhamos que p € R?, que Uy, Uy € TH(R?) — {6}, o = o (p) seja
uma métrica definida neste espago tangente. Definimos a projecao ortogonal de iy sobre a

reta de Uy sequndo a métrica &/ como

e sendo o vetor que faz o cateto sobre a reta de Uy do tridngulo retangulo de hipotenusa

Uz e, no caso destes vetores serem linearmente independentes;

e sendo o proprio vetor iy no caso de serem linearmente dependentes.

A projecao ortogonal é denotada por

of

Projy Uy

1

a1

b
~
!
ek
=

‘Ell

Figura 4 — Exemplos de projecoes.

Proposigao 3.6 Suponhamos que p € R?, que iz, vy € Ty(R?) — {6}, o = o (p) seja

uma métrica definida neste espago tangente. Entdo,

1. pmjﬁﬁﬁﬁ‘ﬂ € Ty (R?);

= (U, Uy),, Uy
o

2. projs Uy

Demonstragao:

— 2 PR, , . —
1. Como U7 € T5R?), temos que prOJgﬁUﬁ)ﬂ estd na reta determinada por 7z, mas

claramente esta reta estd contida em T (R?). Portanto projﬁﬁﬁﬁ‘% € T (R?).

2. Suponhamos que @z e Uy sao linearmente independente. Observando a Figura 5,

temos que

P=p= @ﬁ: _’ﬁ:> ]D‘}>3~: *ﬁiprojﬁﬁﬁﬁd:PMﬁ: ]\/[Qﬁ:PNﬁ_
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,.,
‘l:ll
I
)

Logo,

O coeficiente de proporcionalidade A deve ser obtido. Entao,

> > —
iiy=PMy+ MQy = PMs+ PNy .

Porém,
H .
PMy = Ay,

e segue que

P
€
(i, T5) y = (N5 + PN, ¥, = Mg 05),, + <_P—ﬁ* 7).,
H

Mas, por construcao, PNy L 75, com isso

Portanto,

como desejado.

Suponhamos agora, que iUy e Uy sao linearmente dependentes, entao uy = rvy com

r € R. Pelo resultado obtido anteriormente, temos que:

conforme definido. |
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Definicao 3.17 Uma funcgdao

¢ chamada de fungdo distdncia de TzR?).

Proposigao 3.7 Seja & = o/ (p) uma métrica definida no espago tangente T;(R?). A
funcao
do@ : Tp(R?) x T(R?) — R
(tip, Up) = iy = U5l o,
satisfaz a Defini¢io 3.17 e é definida como fungdo distancia de T;(R?) sequndo a métrica

().

Demonstragao:

(i) Temos que 675» = 0.617, sabemos pelo axioma da Defini¢do 3.12 que

o — 05 05

= (0]

=0,

logo,

05| , = 0.

(i, By)er = |1y — Tl = |

(ii) Para quaisquer iy vy € T;(R?), temos que, se Uy # Uy, entao iy — Uy # 05 e, com
isso,

—

<ﬁﬁ — ﬁﬁ,uﬁ — 27;3*>Q/>0

e, portanto,

d (g, vp) , = \/Wﬁ — Uy Uy — Uy ) > 0.
(iii) Para quaisquer iz, U5 € T5(R?) temos que

(U — Uptly — U)o = (—(Up — Up), —(Tp — Up) )or
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dai

e, com isso

d (Up, Wp),, = |ldz — W,
= ||y — v + U5 — 5l
< iy — v5ll,,, + 105 — @5l ,
= d (g, Up) ,, + d (U5, 0p),, -

Com isso temos que toda norma define uma func¢ao distancia, no entanto a reciproca
pode nao ser valida, ou seja, existem fungoes distancia que ndo provém de uma norma

como pode ser observado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.8 Considere a métrica discreta sobre o espago d : T(R?) x T;(R?) — R dada
por

0, Sse 1_[17 = 1_2;7

1, se ’Jﬁ 7é 175
Esta é uma fungdo distancia em Ty(R?), mas ndo provém de nenhuma norma do espago
tangente, pois, se houvesse uma norma em Ty(R?) de tal modo que d (iz,Uy) = ||z, U5,

teriamos que

o que implicaria em
(d (@G5, 5))* + (d (i, =) = 2 (|| GlI" + (|5 -
e, tomando Uy = Uy # 0 teriamos que
(d ({5, Tp))* + (d (i, = )" = 1 = 4 |[d@]|",

€, com 1880
. 1
s, = 5.

o que é um absurdo.
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Exemplo 3.9 A métrica Fuclidiana define a fungdo distancia Fuclidiana ou canoénica,
cuja fungdo é dada por
d (g, U5) = iz — U5l
= [[(z1 — 22,51 — yZ)H%’

I\/131—372 y2)~
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4 Teoria das Curvas Planas em uma Métrica

Diferenciavel

Neste capitulo iniciamos o estudo de curvas do modo como é normalmente feito nos
livros de Geometria Diferencial, cuja métrica utilizada para desenvolver os conceitos é a
canonica (Euclidiana), no entanto aqui apresentamos sob o ponto de vista das métricas
generalizadas. O texto base para o desenvolvimento desse capitulo foi [18], no entanto sao
utilizadas como referéncias auxiliares os trabalhos de [3], [19] e [20], sendo que os gréficos

foram elaborados em [22].

4.1 Curva Parametrizada Diferenciavel

Definicao 4.1 Seja £ = {l;l, gg} uma base de R?. Definimos uma curva parametrizada

no plano como sendo uma funcao
a: I — R?
%
t = (z(t),y(t))

em que x,y : I — R. A imagem dessa fungio é denotada por d(I) e é chamada de trago
da curva. Cada funcao f; é denominada de funcao coordenada da curva, enquanto que a

varidvel t € chamada de parametro da curva.

Como os resultados discutidos nessa secao servem para uma base % qualquer,
nao mencionaremos a base adotada na notagao da curva. Deste modo, denotaremos
simplesmente por

a: I — R?
ORI
Entretanto, quando o resultado depender da base adotada, mencionaremos tal base no

enunciado do resultado para nao sobrecarregar a notagao utilizada neste texto.

Definicdo 4.2 Uma curva @ : I — R? é continua no ponto ty € I se

lim @(t) = a(to).

t—to

Diremos que & é continua no intervalo J C I se for continua para todo t € J.

Como lim d(t) = <lim x(t), lim y(t)), a curva @ serd continua em t, se, e somente
t—to t—to t—to
se, as funcoes componentes x e y forem continuas em ty. O mesmo acontece em relagdo a

continuidade em um intervalo qualquer.
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Definicao 4.3 Se a partir de uma curva a for possivel definir, para todo t € I, uma
fungdo & : I — R? dada por

S I e
Al t+ At) — ai (1) .
lim , sej>1,
At—0 At

entdo a € chamada de curva diferencidvel parametrizada até ordem j, em que o expoente j
denota o maior nimero natural para o qual existem todas as @*, com 1 < k < j. Quando
a for diferenciavel em todas as ordens serd chamada de curva parametrizada infinitamente
diferencidvel, ou simplesmente, curva diferencidvel. Cada &7 é chamada de derivada de

ordem j. Convencionaremos que a°(t) = a(t) e, para j = 1,2,3 temos d'(t), @"(t), a"(t).

Observacao 4.1 (Primeira convengao sobre os dominios das curvas) Curvas di-
ferencidveis sao de grande interesse para a Geometria Diferencial. E como a diferenciabi-
lidade implica a existéncia de um limite e este a existéncia e igualdade dos limites laterais
no ponto fica convencionado que, sempre que & for uma curva diferencidvel, o dominio I

¢ um aberto da reta real.

Do mesmo modo como definimos a derivada de uma curva (Defini¢do 3.7) definimos

a integral de uma funcao a(t) = (x(t),y(t)) por

/ab a(t)dt = (/abx(t)dt,/aby(t)dt> :

A curva @ sera integravel se suas fun¢oes coordenadas forem integraveis.

Proposicao 4.1 Se @ : I — R? for uma curva diferencidvel até ordem j, entio &~ serd

continua e p
i1 — A
7 7 (1)] = @ (1),
Demonstragao: Do fato de @ ser uma curva diferencidvel até ordem j, segue que /()

¢é diferenciavel e

d ) )
i v — A
y [ 1(1)] = ().
Agora, a’~1(t) é diferenciavel no ponto ty € I se, e somente se, existe v € R? tal que se
to + h € I entao

&Nt +h) =@ () + Th+ B(h),

em que 5 (h) é uma curva tal que

. Bhy -
= =0
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Afirmacgéo: ¢ = d’(t).
De fato, consideremos J ={h € R:tg+h €I} e

5: J — R?
h o @ Ytg+h) — @7 (tg) — @ (te)h
dai
B(h) @Mty +h) — &7 (tg) — & (t)h &V (to + h) — a7 (k) -
= = — a(to)

h h h
e, dai

B (@ e+ ) =@ ) ) L iy iy

}lllgr(l)T—}lllg(l) A —a(ty) | = a’(ty) — a’(to) = 0.

Por outro lado, se tg + h € I entdo

&Nt +h) =& () + Th+ B(h),

() - . .
com }lLir% 5%> =0, entao a’~1(¢) ¢ diferencidvel em ¢y e 0 = a7(ty), pois
—
- By (@ N+ h) —d () L .
O—llzll{(l)T—}lllLI(l) h — U= a(ty) — U.

Com isso temos que a/~!(t) é continua em todo ty € I, pois

| . : 3(h
& Htg + h) = @’ tg) + a (to)h + B(h)h
B o
e, como }lg% = 0, segue que
l' —'j—l 1 —»j—l —»j g(h‘) o —»j—l
ima’ ™ (to + h) = lim | & (to) + &7 (to)h + ——=h | =’ (to)-
h—0 h—0 h

Observagao 4.2 A reciproca desse resultado nao € vdlida. Para verificarmos isso basta

tomarmos a curva
a: (-1,1) — R?
t = (@)

que é continua em (—1,1), mas ndo admite &’'(0).

Observagao 4.3 (Segunda convengiao sobre os dominios das curvas) Outro fator
importante sobre as curvas é que seu trago seja um conjunto conexo do plano, para isso
¢ necessdrio que o dominio da curva seja conexo, além de aberto. Como aqui apenas
trabalharemos com curvas continuas e a imagem de conexos por funcoes continuas é conexo
[16] - teremos tragos conexos. Além disso, todo conexo da reta é um intervalo, assim

temos que o dominio I da curva serd sempre um intervalo aberto.
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Definicao 4.4 Consideremos & : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel. Todo
ponto ty € I tal que a7 (ty) = 0 € denominado ponto singular de ordem j. Quando ndo
existe ponto singular de ordem j em todo o dominio I, diremos que a curva & € reqular de

ordem j.

Por exemplo, se nao existe ¢, tal que @”(ty) = 0, entdo & é uma curva parametrizada

diferenciavel regular de ordem 2.

Observagao 4.4 Uma curva parametrizada de classe C* e reqular de ordem 1 é chamada
somente de curva parametrizada diferencidvel reqular. Devido a extensao desses trés

atributos utilizaremos a abreviagdo parametrizada diferencidvel regqular.

Definigao 4.5 (Difeomorfismo) Sejam I e J abertos em R e h: I — J uma fungdao
bijetora. Diremos que f é um difeomorfismo se h e h™' forem funcées diferencidveis. Além

disso, diremos que h é um difeomorfismo de Classe C™ se h e h™! forem funcoes de Classe
c.

Segue diretamente da definicao que:

e a composta de difeomorfismos é um difeomorfismo;

e a inversa de difeomorfismos é um difeomorfismo.

Lema 4.1 ! Sejam f : I — R uma fungdo continua injetiva definida num intervalo I.
Entio f é mondtona, sua imagem J = f(I) é um intervalo e sua inversa f~*:J — R ¢

continua.

Lema 4.2 2 Sejam [ : I — J uma bijecio continua, onde I e J sao intervalos, tal que

1

f=t:J — I € continua. Se f for derivdvel em ty € I, entio f~' serd derivdvel em

f(to) = so se, e somente se, f'(ty) # 0. Neste caso

1\ S 1
) ) = 5 = PGy

Definicao 4.6 Sejam I e J intervalos abertos de R, @ : I — R? uma curva parametri-
zada, h : J — I um difeomorfismo, com h'(s) # 0, para todo s € J. Definimos uma

reparametrizacao de & por h a curva

E: J — R?
s o Bls) = (@oh)(s) =& (h(s)) -

A funcio h é chamada de funcao mudanca de parametro.

1
2

Demonstracao em [21], pagina 237.
Demonstragdo em [21], pdgina 263.
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Proposicao 4.2 Sejam I e J intervalos abertos de R, @ : I — R? wma curva parame-
trizada, h : JJ — I um difeomorfismo, com h'(s) # 0, para todo s € J, e 5 = (doh) a

reparametrizacao de a por h. Entdo:

1. a@(1) = B(7);

2. (Regra da Cadeia para Curvas) Se a curva & for diferencidvel, entao 3 serd

diferencidvel e sua fungdo derivada de ordem 1 serd dada por

g J — R
s o F(s) = d (h(s)) H(s)

e, se & for uma curva parametrizada diferencidvel reqular entdo [ também serd uma

curva parametrizada diferencidvel reqular.

3. E possivel escrever & como reparametrizacio de 5 por k™ : I — J.

Demonstragao:
(i) Como h: I — J é um difeomorfismo, temos que h™*(J) = I e, com isso,
a(l) = B(J) = (@oh) (J) =@ (h(J)) =a (h (k1)) = a&(I).

(ii) Como § = (&@o h) segue que

lim 5(3 + As) — 5(3)

g’(s) T Ass0 As

_ lim (@oh)(s+ As)— (aoh)(s)
As—0 As

_ i a(h(s+ As)) —d(h(s))
As—0 As

_ a(h(s+ As)) —a(h(s)) h(s+ As) = h(s)
As—0  h(s+ As) — h(s) As

— i & (h(s + As)) —a(h(s)) Y h(s + As) — h(s)
As—0 h(s 4+ As) — h(s) As—0 As

Deste modo, se @ for uma curva parametrizada diferenciavel regular entao § também

serda uma curva parametrizada diferenciavel regular.

(iii) Segue diretamente do Lema 4.1. |

Definicao 4.7 Consideremos a : I — R? uma curva parametrizada. A orientacio de @ é

o sentido de percurso dos pontos de a(I).
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Definicao 4.8 Consideremos & : I — R? uma curva parametrizada e seja 3 wma repara-
metrizacao de a por h. Diremos que & e B tém a mesma orientacdo se a fungdo mudanca
de parametro h for estritamente crescente e diremos que tém orientagcdo contrdria se a

funcao mudanca de parametro h for estritamente decrescente.

Definicao 4.9 Consideremos a : I — R* uma curva parametrizada. Definimos um campo
de vetores tangentes sobre d(I) como sendo uma fungao da forma v : I — T, (R?). Isto
significa que, para cada t € I o vetor §(t) estd aplicado no ponto d&(t) e é escrito como

Os conceitos de campo de vetores diferenciavel e campo de vetores continuo sdo 0os mesmos

que os elaborados para curvas parametrizadas nas Definigoes 4.2 e 4.3.

Observagao 4.5 Na Defini¢io 3.7 foi discutido que as fungoes entrada de uma métrica sao
diferencidveis. Como a composicio destas com uma curva diferencidvel & : I — R? produz
uma fungdo de R em R diferencidvel, temos que cada fungao componente a;;jod : I — R ¢é

continua.

Até esse momento, todos os conceitos citados independeram da métrica adotada. O

préximo resultado é o primeiro que dependerd disso.

Proposicao 4.3 Consideremos @ : I — R? uma curva parametrizada. Suponhamos que
Vil =T, (R2) e X : I — T, (R?) sejam campos de vetores tangentes continuos (ou,
diferencidveis) nao-nulos sobre uma curva @ : I — R?* de classe C™ e que o = o/ (p) seja

uma métrica diferencidvel definida no espago vetorial Ta(t) (R?). Entdo as fungoes

<v<t),X(t)>m(t)) e 7ONwaw

sao continuas (diferencidveis).

Demonstragdo: Como a fungao matricial &7 (p) tem fungdes entrada continuas e os
campos Y(t)awy = (f(t),9(t)) e X(t)a(t) = (u(t),v(t)) tém suas fungbes coordenadas

continuas (diferencidveis), considerando

a(@(t)) b(a(t)) ]
bat)) e(at))

que, para simplificarmos a notagdo escreveremos

/(1)) = [ o

o (alt)) = [
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entao

(T0.X0) ,ay =[O 90) ]

Il
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ou seja, obtemos a funcao

(FO.XD) 5y = ©OF ) +5(E) [F(E0(E) + g(@u(®)] + c(B)g(t)o)

que, por tratar-se de produto e soma de fungdes continuas (diferencidveis) também é

continua (diferencidvel).

Pelo item anterior temos que

é continua (diferencidvel) e, como a fungao

v 1 (0,400) — Ry
t = Wit

é continua (diferenciavel), e composicao de fungoes continuas (diferencidveis) também é

continua (diferenciavel), o resultado segue. |

Definicao 4.10 Consideremos & : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel reqular,
com I sendo aberto e conexo. Definimos um arco de & como sendo a imagem por & de um

subconjunto conexo J C I.

Observemos que a definicao faz com que um arco seja um conjunto conexo de pontos

do plano.

Definicao 4.11 Suponhamos que & : I — R? seja uma curva de classe Ct e reqular de

primeira ordem. Suponhamos ainda que &/ = < (p) seja uma fungdao diferencial tal que

D) € M (R), ou seja, &7 (A(t)) define um produto interno em T, (R%). O comprimento
de arco de a(I), medindo de a até b, com a,b € I e a <b, sequndo a métrica <7 (d(t)) por

a(t

dt
o (a(t))
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A fungdo dada por
s: [a,0] = R

t
t .—>/ d
a ag)) ¢

¢ chamada fung¢ao de comprimento de arco de & sequndo a métrica </ . O nimero

s(b):/ab

é chamado de comprimento total de arco de & em [a,b].

07/(5)&(5)“%(

=/

a (t)&(t)“ﬂ(ﬁ(t)) dat

Observemos que, como ¢é exigido a conexidade em I o torna um intervalo. Assim,
dados a,b € I, temos que [a,b] C I e o respectivo arco de & por [a, b] serd um subconjunto

conexo do trago @(I), de extremos d(a) e @(b), para o qual calculard o comprimento de L.

Agora, consideremos a; < ay < by < by ntimeros reais e definamos A = (a1, az) e
(b1, b2). Consideremos I = AU B e @ : I — R? uma fungio continua. Como A e B sao
disjuntos, o trago de @ é a unido de dois tragos disjuntos, d(I) = d(A) U d(B), e, assim,

seu traco nao é conexo.

Figura 6 — Traco desconexo de uma curva continua

Tomando ag € A e by € B, teremos que [ag, bo| € I, logo ndo é possivel calcular o

comprimento de ag até by, ou seja,

/bo & (Haw | dt
o || (i)

Proposicao 4.4 Suponhamos que @ : I — R? seja uma curva de classe C' e reqular de
primeira ordem e que o/ = </ (p) seja uma fungdo diferencial tal que ﬂf‘du) e M (R).

Entao, fixada a métrica, o comprimento de arco total € invariante sob reparametrizacoes.



Capitulo 4. Teoria das Curvas Planas em uma Métrica Diferencidvel 58

Demonstracao: Suponhamos que I e .J sejam intervalos abertos da reta e seja h: J — [
um difeomorfismo. Consideremos a reparametrizacao E de @ por h e tomemos a,b € I.

Agora, usando a regra da cadeia, Proposigao 4.2 (2), temos que

B'(t) = ' (h(s))H (s).

Dividiremos a prova em dois casos: primeiro supomos que ambas as parametrizagoes tém a
mesma orientagao e depois que tém orientagoes contrarias. Suponhamos que @ e  tenham
a mesma orientacao, ou seja, que h(s) é crescente e que h'(s) > 0, para todo s € J. Assim,

quando consideramos

o (B(s)) = o (a(h(s))) = o (a(1)),

temos que

E, como h é um difeomorfismo, existem u,v € I tais que h(u) = a e h(v) = b, além disso,

5,(3)” o (5(s)) = [|a@'(h(s ))h,(s)”d(&‘(t)) = h'(s) ||&/(h(5))||,gf(a(t))-

pelo fato de h ser crescente, temos que h(u) = a < b = h(v) nos leva a u < v. Assim,

usando o Teorema de Mudanca de Varidvel na Integral [21], pagina 326, segue que

/b h(v)

& (a0, a0 ¢ = h(w) ’&I(t)&(“u.eﬂ&(t)) at

_/ h/ a h/ ))a (h(s))

ds

‘ o (a(h(s)))

. _ds.
(B8(s))

Suponhamos que @ e 5 tenham orientagao contraria, ou seja, que h(s) é decrescente e que

h'(s) < 0, para todo s € J. Assim, quando consideramos
o (B(s)) = o (a(h(s))) = o (a(1)),

temos que

E, como h é um difeomorfismo, existem u,v € I tais que h(u) = a e h(v) = b, além disso,

5’(8)\@(5(5)) = 1" (RN ()] ey ey = = () 10 ()] ey ey -

pelo fato de h ser decrescente, temos que h(u) = a < b = h(v) nos leva a v < u. Assim,

usando o Teorema de Mudanca de Variavel na Integral, segue que

/a )

h(v)

a(t) Hw(&(t)) at = h(w)

= [ =16 | (s
:/Uu EI(S)E(S)

E o nosso resultado esta provado. |

a'(t)a Hﬂ(&(t)) at

‘ . ds
o (a(h'(s)))

_ ds.
7 (B(s))
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Exemplo 4.1 Sejam u = (x1,y1) e v = (x9,y2) vetores em R?, com o produto interno

((z1,91) 5 (22,92) ) = 22122 + 3y110
a curva parametrizada diferencidvel reqular dada por

a: I — R?
e ) t 2
as)=|—=,—=
14" /14
2t

,) tem norma

2=

1

é tal que o/(s) = ( 7

2 4
YO, =1 — +3— =1.

Para um ty < ty, ambos I, a curva tem comprimento dado por

t1 t1
Le= / & (t)|l,, dt = / dt = t, — to.
to to
Tomando, por exemplo,
h: I —- R
t — h(t)=tJ/14,

a reparametrizacao de &(t) por h(t) fica

3.1 — R2
t o= Bt) = (t,21) .
Os extremos de integracdo recalculados para a curva g(t) sa@o o e t—l, assim
V14 /14

) 1)

|

Se B'(t) = (1,2) entdo

g =v21l1+322=V1d

e com 18so0, teremos
t1
V14
L=
B _to_
V14

Definicao 4.12 Diremos que a curva & : I — R? estd parametrizada pelo comprimento

ty
=, 1 tl_tO
(¢ dt:\/14/”dt:\/14. ~ s
g, M =

de arco sequndo a métrica o = o (A(t)), ou simplesmente, estd parametrizada pelo

comprimento de arco sequndo <, se

para todo [a,b] C 1.
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Proposicao 4.5 Suponhamos que @ : I — R? seja uma curva de classe C' e reqular de
primeira ordem, que o/ = </ (p) seja uma fungao diferencial tal que d’”(f) e #(R). A
curva & estd parametrizada pelo comprimento de arco sequndo a métrica of = of (A(t)) se,

e somente se, para todo t € I tivermos que

Demonstragao: Suponhamos que @ : I — R? seja uma curva de classe C! e regular de

&/(t)&(t)“,d(&(t)) =L

primeira ordem, que o/ = &7 (p) seja uma funcao diferencial tal que </ ‘ (D € 4 (R).
(=) Suponhamos que a curva curva @ estd parametrizada pelo comprimento de arco

segundo a métrica &7 e consideremos a funcao

s: la,b] — R
t

t / e .

~ a ©) ¢

Como a < t, temos que, s(t) =t —a. Agora, como @ é parametrizada diferencidvel regular

GETI

e o/ é uma métrica diferenciavel, segue pela Proposicao 4.3, com ¥ = @' que
-l I — Ry
t = ||&/(t)||ﬂ(&(t))

é continua. Além disso, pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que s(t) é diferenciavel

[§
S(t) = @ Baow

mas s(t) =t — a, dai s'(t) = 1 e, com isso, temos que

(a(t)

—/ .
‘O‘ <t)a(t)Hﬂ(&'(t)) =1
—/ _ ~
(<) Se ‘Oz <t)0_2(t)Hd(07(t)) = 1, entédo
by b
¥(6)a ¢ = / e = b —
/a @) (ﬁ’Hma(s» £= ), % ¢
e, portanto a curva @ esta parametrizada pelo comprimento de arco segundo 7. [ |

Exemplo 4.2 A curva

a: I — R?

o dls) t 2t
as)=|—,—=
V14 /14
do Exemplo 4.1 estd parametrizada pelo comprimento de arco sequndo a sua métrica <,

como foi possivel ver pelo cdlculo da norma de seu vetor derivada primeira. Porém, a

curva .
B: I — R?
t o= Bt) = (t,21) .

do mesmo exemplo, nao estda parametrizada pelo comprimento de arco.
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Exemplo 4.3 Sejam ci,cy,c3 € Ry, I =(0,21) CR e

a: I — R?

. s s
s — ad(s) = <01 + cocos—, c3 + 0236n> .
C2 (&)

Sequndo a métrica canonica, esta curva estd parametrizada pelo comprimento de arco, pois

a'(s) = <—sen8,coss> = ||’ (s)

S S
¢ = y/sen?— +cos’— = 1.
C2 C2 C2

C2

Uma curva pode estar parametrizada pelo comprimento de arco em uma métrica, mas nao
estar em outra. O que vem a acontecer neste caso. De fato, escolhemos adequadamente c;,
o € c3, 0 trago de @ fica no conjunto X = {(z,y) € R* : y > 0} C R?, e faz com que a
fungdo matricial

o (p) =

Y

O Q|+
L= O

com p= (z,y) € a(I), defina um produto interno em cada Tz (R?), essa métrica é dada
por
(-, Do TR xTHR?) — R
(i, Up) = (@] o () [5]"
Segundo este produto interno, a curva nao estda parametrizada pelo comprimento de arco.

Com efeito,

senzi + 0032i
o c c
||O/(S)H((J(a)(s) = 2 S 2 7é 1

C3 + casen—
Co

para todo s € 1.

Proposicao 4.6 (Reparametrizagdo pelo comprimento de arco) Toda curva para-

metrizada diferencidvel reqular @ : I — R? admite uma reparametrizacio

. J = R
s — fBls)=d(h(s))

de tal modo que ﬁ ¢ parametrizada pelo comprimento de arco sequndo a métrica of =

o (a(t)).

Demonstracao: Suponhamos que @ : I — R? seja uma curva parametrizada diferencidvel

regular e consideremos a fungao

s: la,b] — R

t
to-

—/

« (f)a‘(g)”gj(

dg .
a(g)) ¢
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Notemos que,

a' () Hﬂ’(&(t)) '

Consideremos agora J = s([a,b]). Como & é regular, temos que @ (t) # 0, para todo
t €1, e como s'(t) > 0, para todo t € I, segue que s é uma funcao estritamente crescente.
Portanto s é bijetora e admite inversa diferenciavel. Seja r : J — I a inversa de s. Entao,

pelos Lemas 4.1 e 4.2, segue que
I 1

0
Ol

(@)

ou seja, r é estritamente crescente. Deste modo, podemos considerar a reparametrizacao

de @ por r em segundo 7, isto €,

B: J — R2
s = B(s)=ar(s) .

Além disso, pela Proposigao 4.2 (1), temos que
a ([a,b]) B(J),

e, como r é estritamente crescente, temos que @ e [ tém a mesma orientagdo. Além disso,

ainda pela Proposicao 4.2 (2), temos que

dai, lembrando que r(s) = ¢, temos que

. B 1
5/(5)”%(5(5)) B O/(t)"&’(t)&(t)HW(&(t)) o

(B(s))

a*’(ﬂ&(t)”ma»

(t)ace) H,Q/(&(t))

e, pela Proposicao 4.5, segue que g(s) estd parametrizada pelo comprimento de arco
segundo . |
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Exemplo 4.4 Consideremos a curva @ : (0;+00) — R?, dada por

2
at) = (5755/2, t2)

cujo trago estd contido no plano de Lobatchevski, ou seja, no conjunto {(z,y) € R*:y > 0}

e ¢ mostrado na Figura 7.
Y
1000
800
600
400

200

=200 O 200 400 600 300 1000 1200 1400 1600 1300 2000

Figura 7 — Trago da curva a(t)

Consideremos o plano de Lobatchevski munido com a Geometria de Lobatchevski

o (p) =

O |+
L= O

cujo produto interno é dado por
(wp: TR xT([R?) — R
T1T2 + Y1Y2

Notemos que

dai
. o+ 4t?
16" ()| ey = o T Vit 4#1

para todo t € (0,+00). Dai, a fun¢io comprimento de arco s : I — R, é dada por

to t 2 20
) = [ 1Ol = [ VEF g = S+ 0¥ = 2V

Note que
s(6) =0 e lim s(t) = 400

n—o0
e, como a funcao comprimento de arco é uma fungdo estritamente crescente, seque que

5([6,+00)) = [0,4+00). Como precisamos de um aberto convezo, tomamos J = (0, +00),
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também temos que o dominio é [6 — e,4+00). Com isso, temos que a fungdao inversa do

comprimento de arco, aqui designada r, € dada por
r: J — R
3 3
s (28+ 10\/10) —4.

Logo a reparametrizacio procurada é ¥ = & or, dada por

0 (o) = ()

e, com 18so, temos que o vetor tangente unitdario é dado por

<(‘;’s + 10\/1_0)g — 4)3/2 2 ((; + 10\/E)§ - 4)

Y

7 (s) =

1 1
(‘;’s + 10\/1_()) ’ (25 4 10@) ’

Observe que este campo de vetores € tal que

H’V/(S)Hdw(s)) =1

4.2 A Derivada Covariante

Normalmente, quando se trabalha com a métrica Euclidiana em Geometria Diferen-
cial temos que toda curva parametrizada pelo comprimento de arco X1 — R? 6 tal que
X(s) L X'(s), pois

e, portanto

(N(s),X(5)), =0 (4.1)
e esta é a condicdo necessaria e suficiente para o perpendicularismo destes vetores e isso
ocorre com todas as curvas parametrizada pelo comprimento de arco que tem HX’ (S)Hg =1,
para todo s € I. Entretanto, ao se tentar fazer o mesmo para uma métrica geral nao
constante isso pode nao ocorrer.

De fato, tomando a métrica

oo [ 31

b(p) ()



Capitulo 4. Teoria das Curvas Planas em uma Métrica Diferencidvel 65

uma func¢ao matricial tal que restrita aos pontos da curva parametrizada diferencidavel

regular @ : I — R? define um produto interno em cada Tz (R?), dado por
a b

T2
b c Yo

= ar1T2 + b (Y122 + T1Y2) + 1Y

<(x17yl)7(152792)),;1(&@)) = [ 1 Y } :

e consideremos os campos de vetores tangentes 7 : [ — R2 e X : I — R2, dados por

) = (L), q1(t) e Xt) = (fa(t), ga2(t)).
Entao,

ccli [<7<t>7 X<t)>ﬂ(&(t))}

= C?;[Chfljtz +b(g1f2 + f192) + cg192]

= dfifo+V(gifot fig2) + gig2 +a(fifo+ fif3) +
+b(g1f2+ g1fs + fige + f195) + ¢ (9192 + 9195)

= (dfifa+V(g1fa+ f192) + Cg1g2) +
+(afifo+b(gifo+ 91f3) + cdige) +

+ (afify +b(figz + fi195) + cg195)

Ty f / / Loy f
- a5 (2]t [3 2] ]
Y b 1 f,
+[f1 gl]_Z/ C/_|:QZ
Assim
d . - . a v ] . .
dt {<7(t),)\(t)>%(&(t))] = [¥(t)] o] .[)\ (t)} i »

. - AT o AT
O] - X)) + T - [N
A primeira parcela desta igualdade nos impede de concluir o mesmo resultado da Equacao

(4.1), ou seja, ndo podemos concluir o perpendicularismo destes campos de vetores.

Observacao 4.6 Consideremos Y C R2. Consideremos a funcdo matricial
o Y — My(R), dada por

o (p) =

a1 (p) a2(p)
as1(p)  az(p)
tal que sua restricio aos pontos do traco da curva & : I — R?, determina uma métrica em

cada Tz (R?). A matriz obtida por

d d

(@) % @)
Glraon= |9

L) e
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nem sempre determina um produto interno. Por exemplo, ao considerarmos
X ={(z,y) : x > 0} e tomarmos o/ : X — My(R), dada por

1

— 0
() =| Y
0

2

e a curva @ : R} — X dada por

teremos que

- 0
(d(t) =| ¢t
0 2
e, consequentemente
2
d . —— 0
@) =]
0 0

que ndo € uma matriz positiva definida e, portanto, nao define um produto interno.

Assim, se a curva d(t) estd parametrizada pelo comprimento de arco e a métrica adotada
sobre os pontos de @ nao for constante, entao nao é possivel concluirmos que os campos
de vetores @ e % sao perpendiculares e essa rela¢do é fundamental para a construgao do

Referencial de Frenet que veremos mais a frente.

Assim, precisamos que a relagdo apresentada na Equagao (4.2) o termo
. a v - AT
(1)) [ b ] Y]
esteja dentro da soma

O ANGIEAT OOl

E, com isso, temos a necessidade de uma nova ideia de derivada de uma funcao vetorial,
pois a usual do Calculo Diferencial e Integral nao satisfaz esse quesito. Mas como faremos

isso? Primeiramente, consideremos

—

Dy(t) = (n(t),02(t)) e DA(t) = (wi(t), wa(t)) .

Queremos que o novo conceito de derivada seja de tal forma que os campos de vetores 7 e

X sejam tais que

G G030, 0| = (D0.50) o+ (G0, D3w),
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Para que consigamos isso, vamos analisar ambos os lados da igualdade 4.3. Primeiramente

;Zt [<"7(t)a X(t)>%(&(t)):| = (;it [aflfQ + b (glfQ —+ fng) + Cgng]

= dfifatafifatafifs+ (gfa+ fig2) + (g1 f2 + g1f3) +

+b (fi92 + f195) + 9192 + g1 g2 + cg195

e, com isso,
d - g a/f]. /fQ 12
7 [<7(t),k(t)>%(&(t))} = 0 ( 5 Tafit )+
b/ /
( f o f2+ f2>+
(4.4)
a
( ! 1 + s + b.QZ) +
Vg1 ' ga
( 5 + bg) + 5 )
Por outro lado, temos que
o . T
(DAO.XD) ) = [ we | @] [0 g0 ]
= agiwi + bgawy + bgiws + cgaws
© T
(7). DX0) o = [ A L] [ @O)] [ o1 v ]
= afivr + bfavi + bf1va + cfovy
que nos da
(DT, XWD) a0y T TODXD)
(4.5)

= agiwi + bgawy + bgrws + cgaws + afivy + bfavy + bfivs + cfovs.
Para que consigamos ter

G050, 0| = (70.50) L+ G0, 00)

devemos igualar as Equagoes (4.4) e (4.5), assim

afl /f2 b/fl /fz

g1 < 5 5 +bf§)+gg< 5 +bf] + 5 +ecfl )+
a/Q b/gz b/gl /9

+f1< 21 ag) + 5 +0gh | + fo 5 5 +cgh | =

= agiwy + bgaw; + bgiws + cgows + afrvr + bfavr + bf1va + cfovs
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que nos leva ao seguinte sistema

/ /
awy + bwy = 2fl—|— aff + 2—I—bf2

v'f
b/ /
bw1+0w2=2fl+bf{+ f2+ cfy =

bvy + cvg = +b —i———l—cQ

2

I

-
et
{

Observe que

CL/
wy = f1 + 221

b/
wy = f1 + 2J;1

/.]l'1

=i+

b’ fz
2b
b f1

wy = fo +

=fi+
,f2

= fa+

agi
2a
b/gg
2b
b/gl
2b
C g2
2c

_91"‘

Vg = gy +

sendo que o mesmo ocorre em relacao as outras fungoes coordenadas de D e DA. Entre-

tanto, quando temos que b (a(t)) = 0, temos que o sistema se torna

(l/
aw; = 2fl+af{
Cl
cwy = §2+cf§
6 = ,
a
avy; = gl+ag’1
2
C/
cvg = §2+cg§

o que contorna todos os problemas do sistema. Além disso, se b (oz(t)) = 0, entao, a

positividade dos autovalores da matriz nos leva a a (&(t)) >0ec (a(t)) > 0. Entao, para

uma métrica diagonal nao necessariamente constante, o sistema nos leva a

/
wy = 2f1 + fi
wo = d f2

= a?gl /
U1 = % + 9
Vg = ce: + 95

2c
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e, com isso temos que

D) = (wn(t), wa(t)) = (

adgr o, 9
D) = (o) a0 = (2 + o 2+ ).

Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.13 Suponhamos que @ : I — R? seja uma curva parametrizada diferencidvel
reqular e que § : I — Tz (R?) dada por B(t) = (z(t),y(t)) seja um campo de vetores
tangente diferencidvel a &. Suponhamos ainda que a métrica of = o/ (p) seja tal que a
restri¢ao JZ%‘X C M, (R), em que a(I) C X, ou seja, que o7 (4(t)) estabelece uma métrica
em Tsu)(R?). Definimos a derivada covariante a 3 sequndo a métrica o (@(t)) como a
funcdo vetorial DB : T — Tx (R?) dada por

a11 (a(t))

2 @(0) " O 2y 1)

D) = (o) + T, ).

2a9 (@ (t))

para todo |a,b] C I

Considerando % = {51, b;} a base de R? que define as curvas @ e B’ quando aplicada
em a(t), para todo t € I, define uma base para cada espaco tangente Ty (R?), que é
denotada por HBg) = {glm),bgﬂ(t } Assim, a derivada covariante a [ segundo 7 ((t))

também pode ser escrita como

DA(t) = (:z’(t) + Wx(t)> Elw) + (y’(t) + za;;(é%)) (t )) Doy -

Se a matriz da métrica for constante, indiferentemente se diagonal ou nao, entao a
derivada covariante torna-se a derivada usual do Calculo Diferencial e Integral, uma vez

[
que a;; = 0.

Proposicao 4.7 Suponhamos que @ : I — R? seja uma curva parametrizada diferencidvel
regular, e consideremos ¥ : I — Tz (R?) e Xl — T (R?) campos de vetores tangentes
a a(t) a cada t. Suponhamos ainda que o = o (p) € M,(R?) seja tal que o = o (A(t))
defina uma métrica em cada Tz (R?). Entao, se 5(t)aw) e X(t)@(t) forem diferencidveis,

entdo a fungdo (Y(1), ¥(t)) . aq) € diferencidvel e
1. se o/ for uma matriz constante, entdo

(3. 50) ] = (70, 50),, + (70, X))
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2. se A (p) for uma matriz dada na forma diagonal, ndo necessariamente constante,
entao,
T, 7)., = FO) o [FO)]" = afu+blgu+ fo] + cgu,

dai

Demonstragéo: Ja vimos na Proposicao 4.3 que a fungao (7(t), (1)) (4 ¢ diferencidvel,

restando apenas mostrarmos as igualdades. Para isto, suponhamos que 7(t) = (f1(t), ¢1(t))

A(t) = (fa(t), g2(8)).

(i) Como &7 é uma matriz constante, entdo podemos escrever

a | 100
voJd 100
e, pela Equagao (4.2), temos que

Sla0.3w), 0] = wol [Z, iﬁ]-[xm]ﬂ
5

0 que nos leva a

4w 5w), ] = (70.50),, + (760 7),
(ii) Neste caso,
— of (G()) = a(a(t) 0 |a o0
o = o (A(t)) [0 C(&(t))] 0 C],
dai
<f?(t)’ X(t)>d =[]« {X(t)} = afifo+ cg192

. d
2 (I0.X0),, = 2 (@fif2+cuge).,
= dfifot+cdgige+a(fife+ fif2) +c(g192 + 9195)

= (fid fa+91cg2) + (flafa + gicga) + (frafs + gicgs)

a c
= <f{af2 + f1§f2 + gicge + 91292> +

a’ a’
+ (flafé + f1§f2 + gicgy + f12f2> ,
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consequentemente,
d N a/ CI a 0 f2
— {~(t ,)\t — [ / s ! -~ }
dt<7() ()>% fi+g-h it ||, 0”92]
/ a/
a 0 fa+ 2*f2
+[f2 91] 0 ¢ / s
g + %92
e, portanto,

jt<v<t>,i<t>>ﬂ:[m(t)w&(t» ] +Eo 7 @) [DX0] . m

Observacao 4.7 (Convengao das métricas adotadas) Devido d motivagio para a
Derivada Covariante, neste trabalho utilizaremos apenas as que sao representadas por

matrizes constantes ou diagonais (nao necessariamente constantes).

Proposicdo 4.8 Suponhamos que @ : I — R? seja wma curva parametrizada pelo com-
primento de arco sequndo uma métrica diferencidvel, constante ou diagonal, of = o/ (p)

definida nos pontos de d(I), entao
a'(s) L Dd'(s),

ou seja, o vetor @' (s) € perpendicular ao seu vetor derivada covariante sequndo a métrica

o = o (a(s)).

Demonstracao: Como @ é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco segue
que [[a’(s)|| a(s)) = 1, dai
(/(s),a'(s), >,Qf(a(s)) =1,

que, derivando nos da

que nos leva a

ou seja,
/ / —
(a'(s), Dal(s), >LQ/(5z(s)) =0

e, portanto o vetor @'(s) é perpendicular ao seu vetor derivada covariante segundo a

métrica o/ = of (A(s)). |

Exemplo 4.5 Com o produto interno

(-, - >~Q7(ﬁ) . Tp(R?) x Tﬁ(R2) - R
(45, Up) (i) o (9) [55])"
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e a,c € (0,+00), tomando I = (a,+0) e a curva

X: I — R2

> i
S C, —
"4

estd parametrizada pelo comprimento de arco sequndo </, pois

= (07 O)’

e assim o perpendicularismo sequndo </ entre estes campos de vetores é verificado por

Exemplo 4.6 Voltando ao Exemplo 4.4, consideremos a curva @ : (0; +00) — R?, dada

por
2
at) = (5t5/2, t2) :

cujo trago estd contido no plano de Lobatchevski, munido com a Geometria de Lobatchevski

o (p) =

o <
S |—= O

cujo produto interno é dado por

{, >mm : T3(R?) x T;(R*) — R
I T1%T2 + Y2 -
(5, Up) —

Jd sabemos que sua reparametrizacao por comprimento de arco ¥ € dada por

0= (o) = (o)) )

cujo vetor tangente unitdrio é dado por

((‘;’s + 10\/1_0>g - 4)3/2 2 ((25 + 10\/E>g - 4)

Y

7(s) =

1 1
(;)s n 10\/1_0> ’ <2s + 10@) ’
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Nosso objetivo agora € encontrar a derivada covariante de tal curva. Para isto, primeira-

mente precisamos da derivada de ¥'(s) = (f(s),4(s)), que é dada por

3((35”0\/@3_4>1/2(3<’>“+10\/ﬁ)§—((s+10\/_)g )3/2

f/(S) = 1
2(3s+10V/10)°
€ 2
’ (35 +10V/10)° +4
g\s) = z
(35 +10v10)”
Agora, precisamos da métrica </ aplicada na curva v, ou seja,
_ 1 -
2 2 0
3 3
((25 + 10\/1_0> - 4>
o (3(s)) = 1 ,
0 5 P 5
3
((25 +10v10) - 4>

cuja derivada é

em que

v(s) = 3

(s+10\/_> <( s—i—lO\/_) )
e, com isso temos que

a1 (7(s)) _ a2 (7)) _ —1 .
2a4, (V(s))  2a3 ((s)) ( s+10\/_> (( s+10\/_> )

Como a covariante de uma funcdo ﬂ( )=

ay, (Y(t

x(t),y(t)) é dada por

(
)

Dy'(t) = (f/(t) + Sa, (i(t))f( ), q' (1) + 262222((?(8))) ¢ ))
seque que
Dy'(s) = : <<2S; 10\/ﬁ>§ _44> 1/27 4 3@5 T 10\/1—0)3
(28+10\/E>3 (25+10\/1_0)3

Notemos que
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5 Teoria Local de Curvas Planas

Neste capitulo é feito o estudo das curvas planas sempre tomando a parametrizacao
por comprimento de arco. Posteriormente, admitindo uma parametrizacao qualquer, alguns
dos principais resultados, como, por exemplo, a curvatura, sao refeitos para curvas planas.
O texto base para o desenvolvimento desse capitulo foi [18] no entanto sdo utilizadas como
referéncias auxiliares os trabalhos de [3], [19] e [20], sendo que os graficos foram elaborados
em [22].

5.1 Teoria Local de Curvas Planas

Definicao 5.1 Suponhamos que @ : I — R? seja uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco sequndo uma métrica diferencidvel of = of (A(s)), com d(s) = (z(s),y(s)).
O wvetor tangente unitario a curva mo ponto Ad(s) sequndo a méltrica </ € a fungao

Tlet]: T — Tx5)(R?), dado por
Tler] (5) = o [as)] = (&'(5).4/(5))

Defini¢ao 5.2 Suponhamos que of = <7 (p) seja uma métrica diferencidvel, constante
ou diagonal, definida sobre os pontos do traco de uma curva & : I — R? parametrizada
pelo comprimento de arco, com d(s) = (z(s),y(s)). Se DT [«/] (s) # 0, para todo s € I,
definimos o vetor normal unitdrio a curva no ponto &(s) sequndo a métrica &/ como sendo
a fungio N[<t]: T — Tx5)(R?), dada por

DT (s)

—

|DT (s

N[ (s) = )
A )H,Q/(&(s))

Quando estamos determinando os vetores tangente e normal utilizamos a mesma

base que usamos para determinar @(s).

Como sempre estamos utilizando uma métrica diferenciavel, constante ou diagonal,
o/ = o (p), sempre definida ao menos no conjunto de pontos de 04(7 ), para simplificarmos
a notacao dos vetores tangente e normal, a partir de agora serao denotados por f(s),
DT(s) e N(s), obtidos segundo a métrica &7, ou seja, usamos o fato da curva estar
parametrizada pelo comprimento de arco segundo a métrica o7. Sé denotaremos a métrica

quando estivermos usando mais de uma para uma mesma curva.

Como a curva d(s) estd parametrizada pelo comprimento de arco temos que

HT(S)HM&(S)) =1
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e, pela Proposicao 4.8 segue que
T(s) L DT(s),

portanto,

— —

T(s) L N(s).

A denominagao vetor normal significa que N (s) é perpendicular ao vetor tangente unitario

no ponto @(s).

Com isso, temos que

em que
Y 0
o= @@= O
0 c(a(s))
é uma meétrica diagonal. Agora, se a métrica .o/ for constante entao
al " " =11 d =
DT(s) = ("(s).4/"(s)) = @"(s) = . |T(s)] -

Quando DT(s) # 0, o vetor normal é o versor de DT(s).

Veremos mais a frente que, dependendo da métrica adotada, uma curva pode ter
Df(s) = 0, para algum s ou todo s € I, mas isso ndo impossibilita de obtermos uma
direcao normal a T (s). Isso é possivel devido ao Lema 3.4 que garante que para um vetor

dado sempre existe um vetor perpendicular a este, independentemente da métrica adotada.

Exemplo 5.1 Seja X = R? —{(0,0)} e consideremos a métrica <7 : X, — M>(R), dada

por
1

x2 492 0
0 s
x? + 12

Observemos que, para p = (z,y) € X1, Uz, Uy € Tﬁ(R2), com Uiy = (x1,y1) € Up = (22, y2),

o produto interno estabelecido por essa métrica ¢ dado na forma geral por

(T3, T) _ ni%y + %1Y2
D1 VPl of () x2+y2 ’

Se considerarmos I = (—3,01;3,01) C R e tomarmos & : I — Xy, dada por
a(s) = (senh(s), cosh(s)).
O trago da curva estda na Figura 8.

Esta curva é parametrizada pelo comprimento de arco sequndo <7 pois

a'(s) = (cosh(s), senh(s))
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Figura 8 — Traco da Curva.

e, com 1sso temos que

. cosh®(s) + senh?(s)
Loy = =1.
() v \J senh?(s) + cosh?®(s)
Além disso, seu vetor tangente T : T — T s)(R?) € dado por
T(s) = (cosh(s), senh(s)) (5.1)

e, a derivada covariante de T sequndo & € a fungdo vetorial DT : I — Tas) (R?), dada

por
—» 1
DT (s) = ——5——— (senh(s) — senh(3s), cosh(s) + cosh(3s)) (5.2)
2cosh*(2s)
esse campo de vetores € nao nulo em todo seu dominio e sua norma €
~ 1
|DT(s)| S — (5.3)

A(a(s)  cosh(2s)

Jd o0 vetor normal a @(s) sequndo a métrica o € a fungio vetorial N : I —» Tas)(R?) dada
por
N(s) = (—senh(s), cosh(s)). (5.4)

Além disso,
<f(s), ]\7(5)>% = ((cosh(s), senh(s)) , (—senh(s), cosh(s))) . sy
(

cosh (s) - (—senh(s)) + senh(s) - cosh(s)
senh?(s) 4 cosh?(s)

=0.

Definicao 5.3 Dada uma curva @ : I — R?, parametrizada pelo comprimento de arco
sequndo uma métrica & = < (p), o conjunto {f(s), N(s)} ¢ denominado referencial de

Frenet em d(s).



Capitulo 5. Teoria Local de Curvas Planas 7

Como T'(s) L N(s), temos que {f(s), ]\7(3)} é um conjunto de vetores linearmente

independentes e ortonormais, portanto, é uma base ortonormal de Ty (R?).

Em decorréncia do Lema 3.4, encontrar o referencial de Frenet nao requer o uso de
uma meétrica constante ou diagonal, uma vez que o vetor tangente unitario independe da

métrica usada e a obtengao do vetor normal unitario pode nao depender da obtencao de
DT{(s).

Exemplo 5.2 A Figura 9 ilustra o Referencial de Frenet nos pontos d(—1),a(0) e d(2)
da curva d(s) = (senh(s), cosh(s)). Num primeiro momento, ao olhar essa figura um
observador desatento pode pensar que os vetores sobre d(—1) ndo sao perpendiculares ou
ainda que os vetores apresentados nao sao unitarios. Isso porque estamos acostumados a
trabalhar com métricas constantes, nas quais o tamanho do vetor e o angulo entre dois
vetores nao dependem do ponto ao qual estes vetores estao sendo aplicados, o que acontece

quando trabalhamos com métricas nao constantes como a adotada no Fxemplo 5.1.

y

e a(0)

—10 -3 —6 -4 -2 a b 4 6 8 10 12

— —

Figura 9 — Referenciais de Frenet em d(—1), @(0) e @(2).

Definicao 5.4 Dada uma curva @ : I — R? parametrizada pelo comprimento de arco,

definimos a reta tangente d curva &(s) como sendo a fungio tg : I — Tx(R?) dada por
ta(r) = a(s) + rT(s)
e a reta normal d curva @(s) como sendo a fungio ng : I — Tx(R?) dada por

na(r) = a(s) + rN(s).

Defini¢ao 5.5 Suponhamos que of = </ (p) seja uma métrica diferencidvel, constante ou
diagonal, definida sobre os pontos do traco de uma curva & : I — R? parametrizada pelo

comprimento de arco sequndo <. A fungio k(<] : I — R, dada por

k(] (s) = “DT(S)“M(&(S))
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¢ denominada fungdo curvatura de & em s sequndo a métrica o = o (A(t)).

Observagao 5.1 Novamente, para facilitar a notagdo, utilizaremos k(s) quando estiver
clara a métrica adotada e K[| (s) ou k [AB] (), quando estivermos trabalhando com duas

métricas simultaneamente e for necessdrio diferencid-las.

Proposicao 5.1 Suponhamos que o/ = o7 (p) € uma métrica diferencidvel, constante ou
diagonal, definida sobre os pontos do traco de uma curva & : I — R? parametrizada pelo
comprimento de arco sequndo </ . Se DT(S) #* 0, para todo s € I, a curvatura de & em s

sequndo a métrica &/ pode ser dada por

k(s) = (DT(s), N@)M&(s)) . (5.5)

Demonstracao: Notemos que

) = pTio)].

Como consequéncia desta proposi¢do conseguimos atribuir uma interpretagao geo-
métrica para a curvatura. Nestas hipoteses, o campo de vetores Df(s) é nao nulo em todo
o dominio da curvatura ¢ N (s) é obtido como o versor deste primeiro vetor segundo 7.
Estes dois campos de vetores sao linearmente dependentes. Pela Proposicao 3.6, temos

que a projecao de DT(s) sobre N(s) é

dai
DT (s) = k(s)N(s), (5.6)

ou seja, a funcao que faz a proporcionalidade entre DT'(s) e N(s) é a curvatura.

Exemplo 5.3 Retomemos novamente o Exemplo 5.1, a derivada covariante a f(s)

foi dada mna FEquacao 5.2 e o wvetor normal na FEquacao 5.4, dai sua curvatura k :
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(—3,01;3,01) = Ry € dada por

() = (DT(). N(s)) o = Coshl(%) (5.7)

Na Figura 10 temos a representagdo da curvatura da curva.

0.5 H{S)

la]
w$u1

=3 25 3 15 1 05 0 05 ] 15 z 25

Figura 10 — Gréfico da curvatura da curva.

Exemplo 5.4 Consideremos o primeiro quadrante do plano X, = {(z,y) € R* : 2 >0 e y > 0}
e, sobre esse conjunto, a métrica B : Xo — Mo(R) dada por

1
B=RB(p) =B (r.y)=| 2V’

que induz o sequinte produto interno sobre Xo

(ﬁ* ?}:) _ T1T2 Y1Y2
7> Vp

292 227

(5.8)

para quaisquer P € Xa, Uy, Uy € TE(R?), com iy = (x1,y1) , Uy = (T2, Y2) -
Agora, consideremos o conjunto J = (0,01;3,01) C (—3,01;3,01) = I ao tomarmos 5(3)
como sendo a restricio da curva @ : I — R? do Exemplo 5.1, ou seja, E: @"J :J — R?

dada por

-

B(s) = @l (s) = (w(s),y(s)) = (senh(s), cosh(s)),
quando restrita a J = (0,01;3,01) possui trago contido em Xy e, por isso, consequimos

tratar a métrica % nos pontos deste traco. Além disso,

cosh?(s) senh?(s) 1 1
. = = — - = 1
#(A(s)) J 2cosh?(s) * 2senh?(s) 2732 VL

ou seja, a curva [ estd parametrizada pelo comprimento de arco sequndo AB. Agora,

&S

sequndo a norma B(3(s)), a curva tem vetor derivada covariante DT[] (s) =0 e, por

consequéncia, sua curvatura €

k[B)(s) = | DT () (s) = 0.

#(B(s))
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Entretanto, no Exemplo 5.3 quando utilizamos a métrica </ isso ndo ocorreu, pois a

restrigio (s) = &"J(s) sequndo a métrica &/ continua tendo curvatura

1
o = —
wl](s) cosh (2s)’
para todo s € J. Pela Definicao 5.2 nao é possivel obter o vetor normal de d(s), pois
K [A] (s) € identicamente nula em todo seu dominio. Porém, pelo Lema 3.4, existe a
direcio normal. O wvetor tangente T:1— Tﬁ(s) (R?) é 0 mesmo que o da Equagdio 5.1 e é
dado por

T(s) = (cosh(s), senh(s))
Agora, consideremos a funcao vetorial N:I— Tﬁ(s) (R?), dada por

N(s) = (2(s),4(s))-

FEsse campo de vetores deve satisfazer duas condigoes:

1. (T{(s), N<3)>@(g(s)) =0;

2 “N<S)“@(5(s)) =L
Primeiramente vamos utilizar a Fquagao 5.8 para encontrar a direcio do vetor procurado.

Assim,

0 =(T(s),N(s)) (

B(s))

—
—
o
S
©»
>
—
w
S~—
w
ct:
S
>
—~
»
S~—
S—
~—
S
—~
V)
N—
<
—
V)
S~—
S~—
~—
N
—~
=
&
S~—

ECRN

2cosh(s)  2senh(s)’

Z(s) y(s)
2cosh (s) * 2senh (s)

ou seja,

=0

e, dai
y(s) = —tgh(s)z(s)
e, fazendo x(s) = 1 temos que y(s) = —tgh(s). Assim
_ _ 1
H(x(s),y(s))\u(a(s)) = m,

ou seja, nao € unitdrio, para consequirmos isso, teremos que tomar o versor do vetor

encontrado, assim

@D T _ (oo (s), —senh(s)).

Na Figura 11 sdo colocadas os referéncias de Frenet em E(O, 25), 5(1, 1) e em 5(2)
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0 2 4 & 8 10

Figura 11 — Referenciais de Frenet sobre a curva.

Com esse exemplo temos que a exigéncia de termos DT'(s) nao nulo no dominio
da curva é uma condicao suficiente para definirmos o campo de vetores normal unitario
(Definigao 5.2), no entanto, essa condigdo nao é necessaria para definirmos o vetor normal

como pode ser visto no Exemplo 5.4.

Vale ressaltar que, quando a métrica for dada por uma matriz constante, temos que

Assim, ao utilizarmos a métrica determinada pela matriz identidade toda a teoria desen-

volvida até aqui retorna a teoria da Geometria Diferencial Classica.

A Geometria Diferencial Classica temos que
“Uma curva é uma reta se, e somente se, sua curvatura é identicamente nula.”

Aqui a reta deve ser entendida como uma “reta Euclidiana”, isto é, uma curva dada por

um ponto mais os multiplos de um vetor fixo. No entanto, quando se trata de uma métrica
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generalizada, esse resultado pode nao valer. Vimos, no Exemplo 5.4, que uma curva pode
ter curvatura identicamente nula sem que no entanto seja uma reta (Euclidiana). Mas

quando tomamos uma métrica constante, essa afirmacao sempre é vélida.

Proposicao 5.2 Suponhamos que of = <7 (p) seja uma métrica diferencidvel, constante
ou diagonal, definida sobre os pontos do traco de uma curva @ : I — R? parametrizada
pelo comprimento de arco sequndo <f . Se Df(s) =+ 0, para todo s € I, entio valem as

tqualdades

— —

DT(s) = r(s)N(s) e DN(s) = —r(s)T(s).

Demonstracao: Pela Equacgao 5.6 ja temos que
DT(s) = r(s)N(s),

assim precisamos apenas provar a segunda equacao. Independentemente da métrica ser

uma matriz constante ou diagonal, pela Proposicao 4.8 temos que

HN(S)HW(S)) =1 = DN(s) L N(s),

e, com isso, DN(s)//T(s) e

— —

DN(s) =5, DN(s)| , = (DN(s). T(s)) , . . T(5)
e, como <f(3), ]\7(5)>Q{(~( e 0, diferenciando, obtemos
(DT{(s), N(s)>%(&(s)) +(T(s), DN(5)>W(S)) =0
e, com isso
(T(s). DN(5)) oy = — (DT N(5)) o= —h(5)

que, nos leva a

Definicao 5.6 As equagoes

— —

DT(s) = r(s)N(s) e DT(s).

sao denominadas de Formulas de Frenet para d(s) sequndo o/ = of (A(t)) .



Capitulo 5. Teoria Local de Curvas Planas 83

5.2 Teoria de Curvas numa Parametrizacao Qualquer

Lembremos que, a Proposicao 4.6 nos garante que toda curva parametrizada dife-
rencial regular admite uma reparametrizacao pelo comprimento de arco, porém, encontrar
tal reparametrizacdo requer encontrar a fungdo comprimento de arco s(t), e esta requer o
calculo de uma integral. Apds isso, devemos encontrar a inversa da fungéo s(t). Com isso,
temos alguns problemas: primeiro, a integral nem sempre ¢é trivial, segundo, a inversa nem

sempre é facilmente determinada.
Exemplo 5.5 Consideremos a métrica dada pela matriz
120
0 3
definida em R? e a curva @ : (0,7) — R? dada por a(t) = (cos (t), sen(t)). Notemos que

a'(t) = (—sen(t), cos (t))

167 ()] o (ais) \/QSen ) + 3cos 2 \/cos 2

cuja fungdo comprimento de arco em J =1[0,01;7 —0 01] C (0,7r) és:J— R dada por

= /(:01 \/ cos 2(&) + 2d¢

que € bem complicada de se resolver, ou seja, ndo possui uma solucao analitica.

Assim, é interessante revisitar algumas defini¢des e resultados da secao anterior
para que consigamos rever os conceitos de curvatura e de Referencial de Frenet para curvas
diferenciaveis regulares que nao estejam necessariamente parametrizadas pelo comprimento

de arco.

Definigao 5.7 Suponhamos que a : I — R? seja uma curva parametrizada diferencidvel
reqular sequndo uma métrica diferenciavel o7 = of (A(t)), constante ou diagonal, definida
ao menos nos pontos de a(I). O wvetor tangente unitdrio d curva no ponto d(t) sequndo a
métrica & ¢ o campo de vetores T/ : I — Tx) (R?) definido por

a'(s)

T O = T

Do mesmo modo como nas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco, o
vetor tangente unitdrio é unitdrio segundo a norma @(t), T(t) e sua derivada covariante
sao perpendiculares. Com isso, assim como na Definicao 5.2, o vetor normal pode ser
tomado como o versor do vetor DT (t), segundo o7 (&), quando este campo de vetores nao

¢ nulo para nenhum ¢ € I. Assim temos a seguinte defini¢ao:
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Definigao 5.8 Suponhamos que of = <f (p) seja uma métrica diferencidvel, constante
ou diagonal, definida sobre os pontos do traco de uma curva @ : I — R? parametrizada
diferencidvel e regular, com @t) = (z(t),y(t)). Se DT [</](t) # 0, para todo t € I,
definimos o vetor normal unitdrio a curva no ponto d(t) sequndo a métrica &/ como sendo
a fungio N[<t]: T — Tz (R?), dada por

DT(t)

—

B [T

MO = g

Defini¢ao 5.9 Suponhamos que &/ = o/ (p) seja uma métrica diferencidqvel, constante
ou diagonal, definida sobre os pontos do traco de uma curva & : I — R? parametrizada
diferencidvel e reqular sequndo <. A funcgao k[</]: 1 — R, dada por

k] (s) = HDT(t)Hd(&(t))

¢ denominada fungao curvatura de & em t sequndo a métrica of = of (A(t)).

Como na secao anterior, esta nao ¢ a unica forma de se obter o vetor normal.
Também é possivel obté-lo, mesmo que o vetor DT'(t) seja nulo em algum ponto, ou ainda

em todos os pontos do intervalo I.

As Proposicoes 5.1 e 4.3 também sao validas para curvas parametrizadas diferencia-
veis regulares que nao estejam parametrizadas pelo comprimento de arco e, como suas
provas sdo andlogas as demonstragdes, tendo em vista que os vetores T(¢) e N(¢) definidos
nesta segdo podem satisfazer as hipdteses dessas proposigoes. Com isso, se &7 = o7 (p) for
uma métrica diferenciavel, constante ou diagonal, definida sobre os pontos do trago de
uma curva @ : [ — R? parametrizada diferencidvel e regular, com a(t) = (z(t),y(t)), e se
DT [o7] (t) # 0, para todo t € I, entdo valem as seguintes igualdades:

k(t) = (DT (), ]\7(15)>%(&(t)) (5.9)
DT(t) = k(t)N(t) (5.10)
DN(t) = —s(t)T(1). (5.11)

Exemplo 5.6 Voltando ao Exemplo 5.5, temos o vetor tangente

- V2

T(t) = ——— (—sen(t), cos (1)),
cos (2t) +5

vetor normal

2v2

N =~ \/24608 (2t) + 120

(3cos (t),2sen(t))
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e curvatura
2v6

cos (2t) +5

K(t) =

O grdfico da fungio k(t) pode ser analisado na Figura 12:

0s
06
04

0.2

t

02 0 02 04 06 ] 1 12 14 16 18 2 22 24 26 23 3 32

Figura 12 — Grafico da curvatura.

Ja o aspecto geral dessa curva e o Referencial de Frenet em alguns pontos pode ser

analisado na Figura 13:

084

06+

D44

0.2+

42 1 08 06 04 02 O 02 04 06 08

Figura 13 — A curva com alguns referenciais de Frenet.
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6 Consideracoes finais

Neste trabalho foi desenvolvida inicialmente uma revisao de Calculo Diferencial e
Integral, Algebra Linear e Espacos Métricos, tendo em vista que o objetivo era estudar a
Geometria Diferencial, utilizando métricas nao Euclidianas. Particularmente, a Geome-
tria Diferencial normalmente nao é tratada nos cursos de Licenciatura em Matematica,
entretanto ela fornece o aperfeicoamento de algumas disciplinas, tais como Analise Real,
Algebra Linear, além de Célculos Diferenciais e Integrais I, II e III, além disso, também
nao sao discutidas métricas nao constantes no curso, proporcionando nao s uma revisao
de topicos estudados na disciplina de Introducao aos Espagos Métricas, como também a
ampliacao destes. Com isso, esse trabalho oportunizou a aquisicao de conhecimentos que
auxiliara durante um curso de pés-graduacao em diversas areas, como Matematica Pura e
Matematica Aplicada, isto apenas para citar algumas das quais estao diretamente ligadas

com os conteudos estudados.

Ainda, p6de ser observado a importancia do uso de métricas nao Euclidianas, que
permite obter alguns resultados que nao ocorrem quando a métrica é a Euclidiana. Além
disso, observa-se que, de acordo com a métrica, uma reta pode, ou nao, ter curvatura nula
e uma curva que nao é uma reta pode ter curvatura nula. Como estudos subsequentes
pode-se estudar o Teorema Fundamental de Curvas Planas para métricas constantes
e verificar sua validade para métricas diagonais, ou ainda estender os resultados aqui
estudados para espacos de dimensoes maiores. Também, como sugestao de trabalho futuro,

verificar a validade do Teorema dos Quatro Vértices para outras métricas.



[10]

[11]

87

Referencias

PICADO, J. Apontamentos de Geometria Diferencial. Notas de aula.

Coimbra: Departamento de Matematica, Universidade de Coimbra, 2006.

GORODSKI, C. Um breve panorama historico da geometria, Revista Matematica
Universitaria (SBM), n. 44, p. 14-29, 2008.

COIMBRA, J. R. V. Uma Introducao a Geometria Diferencial. 2008. 135 f.
Dissertagao (Mestrado Profissional em Matematica Aplicada) - Instituto de
Matemética, Estatistica e Computagao Cientifica, Universidade Estadual de

Campinas, Campinas, 2008.

EVES, H. Introdugao a Historia da Matematica. Traducao: Hygino H.
Domingues. Campinas: Editora da Unicamp, 2004.

BOYER, C. B. Histéria da Matematica. Edgard Bliicher: Sao Paulo, 1996.

DELBEM, N. F. Introdugao Matematica aos Modelos Cosmoldgicos. 2010.
144 f. Dissertagao (Mestrado Profissional em Matematica Universitaria) - Instituto de

Geociéncias e Ciéncias Exatas, Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho", Rio Claro, 2010.

NATARIO, J. A Geometria da Relatividade. Lisboa: ULisboa, 2010.

PEREIRA JR., A. D.; LEMOS, N. A. Geometria Diferencial de Curvas e Dindmica
da Particula. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 33, n. 2, 2306:01-07,
2011.

GOUVEA, J. A. Controle de Formacio de Rob6s Nao-Holonémicos com
Restricao de Curvatura Utilizando Funcao Potencial. 2011. 120 f. Tese
(Doutorado em Engenharia Elétrica) - Instituto Alberto Luiz Coimbra, Universidade
Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2011.

SOBREIRO, O. A. S. Modelos Cosmolégicos com Intengées no Setor
Escuro. 2011, 57 f. Dissertagao (Mestrado em Fisica) - Setor de Ciéncias Exatas,
Universidade Federal do Parana, Curitiba, 2011.

FORMIGA, J. B. Confinamento Classico e Quantico de Particulas
Introduzido pela Geometria. 2011. 218 f. Tese (Doutorado em Fisica) - Centro de

Ciéncia Exatas e da Natureza, Universidade Federal da Paraiba, Joao Pessoa, 2011.



Referéncias 88

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

SANTOS, C. T. G. Estudo da Propagacao da Luz em Cristais Liquidos
Nematicos com Defeitos Por Meio de Geometria Diferencial. 2014. 78 f.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncia dos Materiais) - Universidade Federal do Vale do

Sao Francisco, Juazeiro, 2014.

CARMO, A. S. Algumas Aplicagoes da Geometria de Finsler na Gravidade
Bimétrica. 2017. 62 f. Dissertacao (Mestrado em Fisica) - Instituto de Fisica,
Universidade de Brasilia, Brasilia, 2017.

BOLDRINI, J. L.; COSTA R.LS.; FIGUEIREDO, L. V.; WETZLER, H.G. Algebra
Linear. Sao Paulo: Harbra, 1980.

DOMINGUES, H. H.; CALLIOLIL, C. A.; COSTA. R. C. F. Algebra Linear e
Aplicagoes. Sao Paulo: Atual, 2003

DOMINGUES, H. H. Espacos Métricos e Introducao a Topologia. Sao Paulo:
Atual, 1982.

LIMA, E. L. Espagos Métricos. Colecao Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA,
2003.

MELO, F. S. Teoria de curvas para métricas nao-Euclidianas. 2010. 130f.
Dissertacao (Mestrado Profissional em Matemaética) - Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacao Cientifica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas,
2010.

FRENSEL, J. D. K. Geometria Diferencial. Notas de Aula. Instituto de

Matematica, Universidade Federal Fluminense, Rio de Janeiro, 2009.

TENENBLAT, K. Introdugao a Geometria Diferencial. 2 ed. Sdo Paulo:
Edgard Blucher, 2008.

LIMA, E. L. Analise Real, Funcoes de Uma Variavel. Colecio Matematica
Universitaria. v 1. 9 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2007.

GEOGEBRA. GeoGebra: Aplicativos Matematicos. Disponivel em
<https://www.geogebra.org/?lang=pt>. Acesso em: 7 dez 2020.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	Conceitos Preliminares
	Bases Orientadas
	Produto Interno
	Matriz de um Produto Interno
	O Espaço Tangente e suas Propriedades

	Métricas
	Métricas

	Teoria das Curvas Planas em uma Métrica Diferenciável
	Curva Parametrizada Diferenciável
	A Derivada Covariante

	Teoria Local de Curvas Planas
	Teoria Local de Curvas Planas
	Teoria de Curvas numa Parametrização Qualquer

	Considerações finais
	Referências

