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Orientador: Prof. Dr. Marcelo Moreira da
Silva

Alfenas - MG

2021



Amanda de Melo Souza
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Resumo

A Teoria de Representação de Álgebras tem como um dos objetivos fundamentais classificar

determinadas álgebras a partir de seu conjunto de módulos. Neste trabalho, busca-se

compreender de forma introdutória a teoria de álgebras e módulos, com o objetivo de

estudar especificamente o conjunto de módulos indecompońıveis sobre as álgebras tree

oriented pullback. O trabalho foi desenvolvido por meio de um estudo teórico. Dado dois

homomorfismos sobrejetores de álgebras f : A → B e g : C → B, o pullback R é uma

subálgebra de A × C definida por {(a, c) ∈ A × C | f(a) = g(c)}, o quiver de R pode

ser determinado a partir dos quivers de A e C. A partir dessas informações, é posśıvel

compreender os módulos sobre a álgebra. O principal resultado estudado revela que os

módulos indecompońıveis sobre R, a álgebra tree oriented pullback, se restringem aos

módulos indecompońıveis existentes sobre as álgebras A e C envolvidas. A importância

de se estudar os módulos sobre essa determinada álgebra é que a partir dos resultados

relacionados aos módulos é posśıvel descobrir caracteŕısticas sobre a álgebra, sem a

necessidade de conhecê-la essencialmente.

Palavras-chave: Representação de álgebra. Álgebra associativa. Quivers.



Abstract

Representation Theory of Algebras has as one of its fundamental objectives to classify

certain algebras from their set of modules. In this work, we seek to understand the

theory of algebras and modules in an introductory way, with the objective of specifically

studying the set of non-compose modules on algebras tree oriented pullback. The work

was developed through a theoretical study. Given two homomorphisms of algebras f

of A onto B and g of C onto B, the pullback R is a subalgebra of A × C defined by

{(a, c) ∈ A × C | f(a) = g(c)}, the quiver of R can be determined from the quivers of

A and C. From this information, it is possible to understand the modules on algebra.

The main result studied reveals that the non-component modules on R, the algebra tree

oriented pullback, are restricted to the non-component modules already existing on the A

and C algebras involved. The importance of studying the modules on this given algebra is

that from the results related to the modules it is possible to discover characteristics about

algebra, without the need to know it essentially.

Keywords: Algebra representation. Associative algebra. Quivers.
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1 Introdução

Durante muito tempo, o termo Álgebra se referia a parte da Matemática em que as

equações algébricas eram o principal objeto de estudo. Ao longo do desenvolvimento dessa

área em busca de padrões e sedimentação teórica, houve a necessidade da construção de

uma linguagem simbólica devido ao surgimento de conceitos algébricos cada vez mais

abstratos [1]. Só assim a Álgebra se consolidou como uma área de conhecimento, fruto de

um desenvolvimento histórico e não inata ao ser humano [2].

Desde o ińıcio da Álgebra Abstrata, já se trabalhava com conjuntos definidos a partir

de elementos básicos munidos de operações binárias, como a soma de forma natural e

o produto a partir da multiplicação de elementos. Esses conjuntos são chamados de

Estruturas Algébricas. Alguns exemplos são: grupos, anéis, corpos, espaços vetoriais,

álgebras e módulos.

Neste trabalho serão apresentados elementos da Teoria de Representação de Álgebras.

Essa se originou com o estudo de algumas estruturas algébricas como os grupos de permu-

tação e álgebras de matrizes. Um dos objetivos fundamentais nessa área é classificar

álgebras a partir de uma análise aprofundada de suas respectivas categorias de módulos.

A teoria, em particular, teve um salto na década de 1970, quando a linguagem dos quivers

e os métodos da álgebra homológica mudaram a maneira em como são abordados os

problemas teóricos da área [3].

Atualmente, a teoria tem diversas ferramentas a serem estudadas como: a estrutura do

Quiver de Auslander-Reiten, a Variedade da Representação, as Categorias Trianguladas,

a Homologia e Cohomologia de Hochschild, entre outras. Esse campo de estudos tem

também conexões com a Teoria de Lie, Grupos Quânticos, Teoria de Singularidade e

Álgebras de Cluster, além de aparecer em estudos na área de Combinatória, Teoria dos

Números, Inteligência Artificial e Criptografia.

Neste trabalho, o estudo será direcionado para as álgebras Tree Oriented Pullback. Para

isso, primeiro devemos estudar alguns elementos da teoria de representações de álgebras,

como álgebras, que são estruturas algébricas com certas propriedades, e módulos, que são

considerados uma generalização de espaço vetorial onde os escalares são os elementos da

álgebra. Esses conceitos estão presentes na Seção 2, onde nossas principais referências são

[4] e [5].

Na Seção 3 estudaremos com mais profundidade alguns módulos especiais: módulos
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indecompońıveis, simples, projetivos e injetivos. Esses tipos de módulos fazem um papel

importante quando olhamos para a famı́lia de todos os módulos sobre uma álgebra. Para

essa seção as principais referências são [4], [5], [6] e [7].

Em seguida, para estudar álgebras de uma forma mais prática, usa-se o Teorema de

Gabriel provado na década de 70, presente na Seção 4. O enunciado desse teorema prova

que toda álgebra de dimensão finita é isomorfa a uma representação gráfica chamada

de quiver com relações. Trabalhar com o quiver com relações, significa trabalhar com a

álgebra associada a esse quiver, e vice-versa. As principais referências para essa seção, são

[7] e [8].

Por fim, na Seção 5 buscamos compreender os módulos indecompońıveis sobre as

álgebras Tree Oriented Pullback. O principal resultado revela que os módulos indecom-

pońıves sobre o pullback se restringem aos módulos indecompońıveis existentes sobre as

álgebras envolvidas. A importância de se estudar os módulos sobre essa determinada

álgebra é que a partir dos resultados relacionados aos módulos é posśıvel descobrir ca-

racteŕısticas sobre a álgebra, sem a necessidade de conhecê-la essencialmente. Para isso,

foram usadas as referências [9] e [10].
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2 Elementos de Representações de Álgebras

Nesta seção, apresentaremos definições, propriedades e proposições sobre conceitos

básicos e necessários para a construção deste trabalho e para a compreensão das futuras

seções.

2.1 Álgebras

Para compreender a definição da estrutura algébrica álgebra, necessitamos de três

conceitos fundamentais: espaço vetorial, anel e corpo. A definição desses conceitos estão

presentes em [11]. Ao longo deste trabalho, daremos foco para álgebras sobre corpos

algebricamente fechados, geralmente denotados por K, um dos vários motivos é a exigência

do Teorema de Gabriel, um dos principais resultados na Teoria de Representações de

Álgebras.

Definição 2.1. Seja K um corpo. Uma K-álgebra A ou uma álgebra A sobre K é uma

estrutura que atende os seguintes axiomas:

� é um anel com unidade e as operações soma e multiplicação são denotadas da seguinte

forma:

(a, b) 7→ a+ b e (a, b) 7→ ab para a, b ∈ A;

� é um espaço vetorial sobre K, com a adição acima e com a multiplicação pelo escalar:

(λ, a) 7→ λ · a para λ ∈ K, a ∈ A;

� e respeita a igualdade:

λ · (ab) = (λ · a)b = a(λ · b) para todo λ ∈ K e a, b ∈ A.

Observação 2.2. A álgebra A será associativa se a operação multiplicação no anel for

associativa. O mesmo vale para a propriedade comutativa, a álgebra A será comutativa se

a operação multiplicação no anel for comutativa.

Definição 2.3. A dimensão de uma K-álgebra A é a dimensão de A como um K-espaço

vetorial.

Neste trabalho, iremos considerar álgebras de dimensão finita e associativas.
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Exemplo 2.4. O espaço das n×n-matrizes Mn(K) com a adição e multiplicação matricial

é uma K-álgebra, a qual tem dimensão n2. As matrizes unitárias Eij para 1 ≤ i, j ≤ n

formam uma K-base, em que, Eij são as matrizes que tem entrada 1 na posição (i, j) e 0

em todas as outras entradas.

Exemplo 2.5. Seja V um K-espaço vetorial e considere as transformações lineares sobre

K em V :

EndK(V ) := {α : V → V / α é uma transformação linear sobre K}.

EndK(V ) se torna uma álgebra quando a multiplicação é dada pela composição de aplicações,

a adição e a multiplicação por um escalar são feitas ponto a ponto, isto é: (α+ β)(v) =

α(v) + β(v) e (λα)(v) = λα(v), para todo α, β ∈ EndK(V ), λ ∈ K e v ∈ V .

Na maioria das K-álgebras que iremos estudar, sua unidade será dada pela combinação

linear de determinados elementos, chamados idempotentes. Além disso, esses elementos

podem receber nomes especias relacionados a uma caracteŕıstica espećıfica, os quais

veremos na definição a seguir.

Definição 2.6. Seja A uma K-álgebra. Um elemento e ∈ A é dito idempotente se e2 = e.

Além disso, dizemos que:

� o elemento e é um idempotente central se ea = ae para todo a ∈ A;

� dois idempotentes e1, e2 ∈ A são ortogonais se e1e2 = e2e1 = 0;

� um idempotente e ∈ A é primitivo se e não pode ser escrito como uma soma

e = e1 + e2, onde e1 e e2 são idempotentes ortogonais não nulos de A;

� um conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos de A é um conjunto

{e1, e2, . . . , en} ⊂ A de idempotentes, ortogonais dois à dois, primitivos tais que

1 = e1 + e2 + · · ·+ en.

Exemplo 2.7. Considere o conjunto M2(R). O elemento ( 1 0
0 1 ) é idempotente pois ( 1 0

0 1 )2 =

( 1 0
0 1 ). Porém não é primitivo, visto que ( 1 0

0 1 ) = ( 1 0
0 0 ) + ( 0 0

0 1 ), onde ( 1 0
0 0 ) , ( 0 0

0 1 ) são

idempotentes ortogonais.
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Definição 2.8. Uma K-álgebra é dita conexa quando 0 e 1 são os únicos idempotentes

centrais de A.

Observação 2.9. A menos de menção em contrário, as álgebras presentes neste trabalho

serão conexas.

Uma forma de construir novas álgebras é fazendo o produto cartesiano de álgebras já

existentes, conforme definido a seguir:

Definição 2.10. Se A1, . . . , An são K-álgebras, seu produto direto é definido como uma

álgebra

A1 × · · · × An := {(a1, . . . , an) / ai ∈ Ai para i = 1, . . . , n}

em que a adição e a multiplicação são feitas componente a componente.

Observação 2.11. A álgebra definida acima não é conexa.

2.1.1 Subálgebras

Assim como temos subespaços de espaços vetoriais, subgrupos de grupos, definimos

a noção de subálgebra. Considere A uma K-álgebra e B um subconjunto de A. Uma

subálgebra B de A é uma álgebra com as respectivas operações de A.

Definição 2.12. Seja K um corpo e A uma K-álgebra. Um subconjunto B de A é chamado

de K-subálgebra (ou somente subálgebra) de A, se satisfaz as seguintes condições:

(i) B é um K-subespaço de A, isto é, para cada λ, µ ∈ K e b1, b2 ∈ B, nós temos

λb1 + µb2 ∈ B;

(ii) B é fechado para a multiplicação, isto é, para todo b1, b2 ∈ B, o produto b1b2 ∈ B;

(iii) O elemento neutro 1A de A pertence a B.

Exemplo 2.13. A K-álgebra Mn(K) das n×n-matrizes sobre K tem algumas subálgebras:

(i) O conjunto das matrizes triangulares superiores

Tn(K) := {a = (aij) ∈Mn(K) / aij = 0 para i > j}

é uma subálgebra de Mn(K). Analogamente, podemos definir o conjunto das matrizes

triangulares inferiores que também será uma subálgebra de Mn(K).
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(ii) As matrizes diagonais Dn := {a = (aij) ∈Mn(K) / aij = 0 para i 6= j} formam uma

subálgebra de Mn(K).

(iii) Existem também subálgebras tais como

{(
a b 0 0
c d 0 0
0 0 x y
0 0 z u

)
/ a, b, c, d, x, y, z, u,∈ K

}
⊆M4(K).

Exemplo 2.14. As matrizes Mn(Z) ⊂Mn(R) são fechadas para a adição e multiplicação,

porém Mn(Z) não é uma R-subálgebra de Mn(R), pois Mn(Z) não é um R-subespaço

vetorial.

2.1.2 Ideais

Sabemos que para uma estrutura algébrica ser considerada álgebra, ela precisa atender

alguns axiomas, inclusive de anéis, sendo assim também possuem o conceito de ideal. Um

ideal apresenta uma propriedade bem interessante: dado um elemento da álgebra e um

elemento do ideal, o resultado da multiplicação entre esses elementos também pertencerá

ao ideal.

Definição 2.15. Sejam A uma K-álgebra e I um subconjunto de A. Um ideal à esquerda

I de A é um subgrupo (I,+) de (A,+) tal que ax ∈ I para todo x ∈ I e a ∈ A. De

maneira análoga, I é um ideal à direita de A se (I,+) é um subgrupo tal que xa ∈ I para

todo x ∈ I e a ∈ A. Um subconjunto I de A é um ideal se é ideal à direita e à esquerda.

Observação 2.16. Em geral, um ideal não é uma subálgebra, pois o elemento neutro não

precisa pertencer a I. Na realidade, um ideal I ⊆ A contém 1A se, e somente se, I = A.

Ao longo deste trabalho usaremos a notação de spanG para determinar o espaço

vetorial gerado pelo conjunto G, e 〈G〉 para determinar o ideal gerado pelo conjunto G.

Exemplo 2.17. Considere a K-álgebra Tn(K) das matrizes triangulares superiores. O

K-subespaço das matrizes estritamente triangulares superiores dado por:

I1 := span{Eij / 1 ≤ i < j ≤ n}

é um ideal de Tn(K).
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As próximas definições nos trazem algumas posśıveis caracteŕısticas dos ideais, como

nilpotência e maximalidade.

Definição 2.18. Se I é um ideal de A e m ≥ 1 um número inteiro, definimos Im como

o ideal gerado por todos os elementos da forma x1x2 · · ·xm em que x1, x2, . . . , xm ∈ I.

Definimos I0 = A. O ideal I é dito nilpotente se Im = 0 para algum m ≥ 1.

Definição 2.19. Um ideal I de uma K-álgebra A é dito maximal quando I ⊆ A e para

todo ideal J de A tal que I ⊆ J ⊆ A, tem-se que J = I ou J = A.

Definição 2.20. O radical de uma K-álgebra A, geralmente denotado por radA é a

interseção de todos os ideais maximais de A.

Teorema 2.21. Se A é uma K-álgebra de dimensão finita, então radA é nilpotente.

A demonstração deste resultado encontra-se em [4].

2.1.3 Homomorfismos de Álgebras

Assim como espaços vetoriais, grupos e anéis, nas álgebras também é necessário definir e

estudar aplicações entre elas que “preservem” sua estrutura, chamadas de homomorfismos.

Definição 2.22. Sejam A e B duas K-álgebras. Uma aplicação φ : A → B é um

homomorfismo de K-álgebras se:

(i) φ é uma transformação linear de espaços vetoriais;

(ii) φ(ab) = φ(a)φ(b), para todo a, b ∈ A;

(iii) φ(1A) = 1B.

A aplicação φ : A → B é um isomorfismo de K-álgebras se φ é um homomorfismo de

K-álgebras e é bijetora. Caso A e B sejam isomorfas, denotamos A ∼= B.

Observação 2.23. Para checar a condição (ii) da definição, é suficiente tomar a, b

elementos quaisquer em alguma base fixada do espaço vetorial, então vale também para

elementos arbitrários de A, pois φ é uma transformação linear.

Observação 2.24. Note que a definição de homomorfismo de álgebras requer mais que ser

apenas um homomorfismo de anéis. De fato, um homomorfismo de anéis entre K-álgebras

geralmente não é um homomorfismo de K-álgebras. O caso a seguir, exemplifica essa

observação.
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Exemplo 2.25. Considerando o conjunto dos números complexos C como uma C-álgebra.

Seja φ : C→ C, dada por φ(z) := z, a aplicação de conjugação complexa.

Pelas regras usuais da conjugação complexa φ satisfaz os axiomas (ii) e (iii) da definição

anterior, além disso φ(z) + φ(w) = z + w = z + w = φ(z + w), para z, w ∈ C. Logo, φ é

um homomorfismo de anéis. Porém, φ não satisfaz o axioma (i), note que:

φ(ii) = φ(i2) = φ(−1) = −1.

Por outro lado, considerando i como escalar,

iφ(i) = i(−i) = −i2 = −(−1) = 1.

Então, φ não é um homomorfismo de C-álgebras. Contudo, se considerarmos C como

uma R-álgebra, então a conjugação complexa é um homomorfismo de R-álgebras. De fato,

para r ∈ R e z ∈ C, temos:

φ(rz) = rz = r z = rz = rφ(z).

2.2 Álgebras de Caminhos

Nesta seção, iremos tratar de uma representação gráfica, chamada quiver. Além disso,

é posśıvel através de um quiver Q obter um tipo especial de álgebra sobre K chamada

álgebra de caminhos, geralmente denotada por KQ. A álgebra de caminhos KQ tem

estrutura de espaço vetorial, em que sua base é dada por todos os caminhos em Q.

Definição 2.26. Um quiver Q é dado por uma quádrupla (Q0, Q1, s, t) onde Q0 é um

conjunto de vértices, Q1 um conjunto de flechas e s, t : Q1 → Q0 funções que associam,

para cada flecha α ∈ Q1, seu ińıcio s(α) e seu término t(α), respectivamente. Um quiver

Q é dito finito se Q0 e Q1 são conjuntos finitos.

Um caminho não trivial em Q é uma sequência p = α1α2 . . . αr de flechas αi ∈ Q1

tais que t(αi) = s(αi+1) para todo i = 1, . . . , r − 1. O número r de flechas é chamado de

comprimento p. O vértice inicial é definido por s(p) = s(α1) e o final por t(p) = t(αr).

Para cada vértice i ∈ Q0, existe o caminho trivial de comprimento 0, chamado ei tal

que s(ei) = i = t(ei). Um caminho p em Q é chamado de ciclo orientado se p tem um
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comprimento positivo e s(p) = t(p).

Exemplo 2.27. Dado o quiver:

1 2 3α β
.

Podemos classificá-lo como finito, pois Q0 = {1, 2, 3} e Q1 = {α, β}. Além disso, o

caminho αβ em Q é de comprimento 2, pois é uma sequência de duas flechas tais que

t(α) = s(β).

Os próximos conceitos relacionados a quiver serão trabalhados nos resultados envolvendo

álgebras pullback ao final do trabalho.

Definição 2.28. Um subquiver Q′ = (Q′0, Q
′
1, s
′, t′) de Q = (Q0, Q1, s, t) é um quiver

tal que Q′0 ⊆ Q0, Q
′
1 ⊆ Q1 e as restrições de s e t são s′ e t′ respectivamente, ou seja,

s|Q′
1

= s′, t|Q′
1

= t′ (em outras palavras, se α : x→ y pertence a Q′1, então s′(α) = s(α) e

t′(α) = t(α)).

Observação 2.29. Um quiver Q é dito conexo se olhado como um grafo não orientado, o

grafo é conexo, isto é, existe um caminho entre qualquer par de vértices do quiver. Um

quiver não conexo, pode ser particionado em subquivers conexos, estes recebem o nome de

componentes conexos.

Observação 2.30. Um subquiver Q′ é denominado pleno se Q′1 = {α ∈ Q1 | s(α), t(α) ∈

Q′0}. Assim, um subquiver pleno é completamente determinado por seu conjunto de

vértices.

Observação 2.31. Um subquiver Q′ é chamado de convexo quando para todo par de vértices

de Q′, se existir um caminho p = α1α2 . . . αr ligando esses vértices, então s(αi), t(αi) estão

em (Q′)0, para todo i ∈ {1, . . . , r}.

A definição a seguir é considerada uma das mais importantes deste trabalho, pois a

partir dela conseguimos transformar uma representação gráfica em uma estrutura algébrica.

Definição 2.32. A álgebra de caminhos KQ do quiver Q sobre o corpo K tem estrutura

de espaço vetorial com base dada por todos os caminhos em Q. Para dois caminhos
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p = α1α2 . . . αr e q = β1β2 . . . βs em Q a multiplicação é dada da seguinte forma:

p · q =

α1α2 . . . αrβ1β2 . . . βs, se t(αr) = s(β1) e

0 , caso contrário.

A multiplicação em KQ é definida na base por concatenação de caminhos (se posśıvel) e é

extendida linearmente para uma combinação linear. Para os caminhos triviais temos que

ei · p = p para i = s(p) e ei · p = 0 para i 6= s(p). Por outro lado, p · ei = p para i = t(p) e

p · ei = 0 para i 6= t(p).

Para Q finito, a multiplicação em KQ é associativa pois a concatenação de caminhos é

associativa, e é distributiva pela definição de produtos para combinações lineares arbitrárias.

Afirmamos que a identidade de KQ é dada pela soma de caminhos triviais, isto é:

1KQ =
∑
i∈Q0

ei.

De fato, para todo caminho p em KQ, temos

p ·

(∑
i∈Q0

ei

)
=
∑
i∈Q0

p · ei = p · et(p) = p.

Por outro lado,

p = es(p) · p =
∑
i∈Q0

ei · p =

(∑
i∈Q0

ei

)
· p.

E para todo a ∈ KQ, usando a distributiva, segue que

a ·

(∑
i∈Q0

ei

)
= a =

(∑
i∈Q0

ei

)
· a.

Observação 2.33. Os caminhos triviais ei são os elementos idempotentes da álgebra de

caminhos KQ.

Exemplo 2.34. Considerando o quiver 1 2α , a álgebra de caminhos KQ tem

dimensão 3, a base consiste nos caminhos {e1, e2, α}. A tábua da multiplicação para KQ é
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dada por:

· e1 α e2

e1 e1 α 0

α 0 0 α

e2 0 0 e2

Exemplo 2.35. Seja Q um quiver com um único vértice 1 e uma flecha α com s(α) =

1 = t(α), isto é,

1

α

.

Então a álgebra de caminhos KQ tem como base o conjunto {1, α, α2, . . . }, sendo assim,

a álgebra é de dimensão infinita. Agora, considere K[x] a álgebra de polinômios com

coeficientes no corpo K. É fácil observar que KQ e K[x] são álgebras isomorfas, utilizando

a seguinte aplicação:

φ : KQ→ K[x]

e1 7→ 1

α 7→ x

Exemplo 2.36. Um quiver pode ter múltiplas flechas entre dois vértices, como a seguir:

1 2
α

β
.

Este é um caso chamado quiver de Kronecker.

Exemplo 2.37. Seja T2(K) a álgebra das matrizes 2×2 triangulares inferiores e considere

a álgebra de caminhos KQ do quiver 1 2α . Essas álgebras são isomorfas pela

seguinte aplicação:

ψ : T2(K)→ KQ

E11 7→ e1

E21 7→ α

E22 7→ e2

2.2.1 Ideais e Quocientes

Ideais já foram introduzidos para quaisquer álgebra. Nesta seção, veremos exemplos de

ideais em álgebras de caminhos e um caso particular de ideal, chamado admisśıvel.
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Exemplo 2.38. Sejam Q um quiver e KQ = A uma álgebra de caminhos. Para todo

p ∈ A, o subconjunto Ap = {ap | a ∈ A} é um ideal à esquerda de A. Analogamente,

pA = {pa | a ∈ A} é um ideal à direita de A para todo p ∈ A. Tomando o caminho

trivial ei de um vértice i ∈ Q0, temos um ideal à esquerda Aei. Isso é gerado por todos os

caminhos em Q que terminam no vértice i. Similarmente, o ideal à direita eiA é gerado

por todos os caminhos em Q que começam no vértice i.

Exemplo 2.39. Sejam KQ uma álgebra de caminhos e J o subconjunto de todas as flechas

de Q. O ideal 〈J〉 é geralmente denotado por RQ.

Exemplo 2.40. O conjunto Rn
Q representa o ideal gerado por todas os caminhos de

comprimento maior ou igual a n em Q.

Seja Q o quiver 1 2 3 4 5α β γ δ associado a álgebra de caminhos

KQ, o ideal R3
Q = 〈αβγ, βγδ〉.

Definição 2.41. Sejam Q um quiver finito e RQ o ideal de KQ, gerado pelas flechas. Um

ideal I de KQ é dito admisśıvel se existir m ≥ 2 tal que

Rm
Q ⊆ I ⊆ R2

Q.

Observação 2.42. Segue da definição acima que um ideal I de KQ, contido em R2
Q, é

admisśıvel se, e somente se, I contém todos os caminhos cujo o comprimento é grande o

suficiente.

Exemplo 2.43. Seja Q o quiver

2

1 4

3

β α

λ

γδ

O ideal I1 = 〈αβ − γδ〉 da K-álgebra KQ é admisśıvel, mas I2 = 〈αβ − λ〉 não é, pois

αβ − λ não pertence a R2
Q.

Assim como em conjuntos, grupos e anéis, também é posśıvel construir quocientes de

álgebras. Neste trabalho, o quociente de álgebras de caminhos por ideais admisśıveis é
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necessário para um importante resultado, através dele, conseguimos um isomorfismo entre

uma álgebra que atende certas condições e um quociente de álgebras de caminhos.

Definição 2.44. Se I é um ideal admisśıvel de KQ, o par (Q, I) é dito um quiver com

relações. O quociente KQ/I é chamado de álgebra do quiver com relações.

Observação 2.45. As relações são os geradores do ideal admisśıvel.

Exemplo 2.46. Seja Q o quiver

2

1 4

3

β α

γδ

Pelo exemplo anterior, o ideal I1 = 〈αβ − γδ〉 da K-álgebra KQ é admisśıvel. Sendo

assim, KQ/I1 é um quociente de álgebra e o quiver acima com a relação αβ − γδ é um

par (Q, I1), ou seja, um quiver com relações.

Como αβ − γδ ∈ I1, no quociente KQ/I1 temos que αβ − γδ = 0. Logo, αβ − γδ = 0,

e consequentemente, αβ = γδ. Através deste cálculo obtemos que o caminho αβ é igual ao

caminho γδ em (Q, I1).

O tracejado entre 1 e 4 indica uma relação comutativa, ou seja, percorrer o caminho

αβ é o mesmo que percorrer γδ.

2.3 Módulos

A teoria de representações estuda como álgebras podem atuar sobre espaços vetoriais. É

necessário a noção fundamental de um módulo, ou equivalentemente, de uma representação.

A forma mais elementar para a definição de módulos é vê-los como uma generalização de

espaços vetoriais, onde os escalares são elementos da álgebra.

Um espaço vetorial sobre um corpo K é um grupo abeliano V junto com a multiplicação

do escalar K × V → V , satisfazendo os axiomas usuais. Para termos a noção de um

A-módulo devemos substituir o corpo K pela álgebra A.

Definição 2.47. Seja A uma K-álgebra. Um A-módulo à esquerda é um grupo abeliano
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(M,+) com a operação binária:

A×M →M

(a,m) 7→ a ·m

tais que para todo a, b ∈ A e todo m,n ∈M , temos:

i) (a+ b) ·m = a ·m+ b ·m;

ii) a · (m+ n) = a ·m+ a · n;

iii) a · (b ·m) = ab ·m;

iv) 1A ·m = m.

Exemplo 2.48. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K. Considere A uma subálgebra

da álgebra EndK(V ) de todas as transformações lineares sobre V . Então V se torna um

A-módulo, onde a ação de A é dada aplicando as transformações lineares em vetores, isto

é:

A× V → V

(ϕ, v) 7→ ϕ · v := ϕ(v).

Agora, iremos verificar os quatro axiomas da definição anterior, sejam ϕ, ψ ∈ A e v, w ∈ V :

(i) (ϕ+ ψ) · v = (ϕ+ ψ)(v) = (ϕ)(v) + (ψ)(v) = ϕ · v + ψ · v;

(ii) ϕ · (v + w) = ϕ(v + w) = ϕ(v) + ϕ(w) = ϕ · v + ϕ · w;

(iii) ϕ · (ψ · v) = ϕ(ψ(v)) = (ϕ ◦ ψ)(v) = (ϕ ◦ ψ) · v;

(iv) 1A · v = idV (v) = v.

Exemplo 2.49. Seja A = KQ álgebra de caminhos de um quiver Q. Para um vértice

fixado i, seja M o ideal gerado por todos os caminhos que terminam em i. Então M = Aei,

que é um ideal à esquerda de A e assim é um A-módulo.

Observação 2.50. Todo A-módulo V é um K-espaço vetorial. Para isso, basta perceber

que o elemento λv pode ser escrito como λ1Av, em que λ ∈ K e v ∈ V .

Definição 2.51. Dizemos que um módulo M é finitamente gerado quando dimKM é

finita.
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2.3.1 Submódulos

Em analogia com as construções de espaços vetoriais, nos módulos, também é posśıvel

encontrar submódulos e módulos quociente de A-módulos. Um submódulo de um A-módulo

M será um subconjunto U de M onde ele mesmo é um módulo com as operações herdadas

de M . Neste caso, podemos transformar o grupo quociente M/U em A-módulo.

Definição 2.52. Seja A uma K-álgebra e seja M um A-módulo. Um submódulo U sobre

A de M é um subgrupo (U,+), que é fechado sobre a ação de A, isto é, au ∈ U para todo

a ∈ A e u ∈ U .

Exemplo 2.53. Considerando uma K-álgebra A como um A-módulo, com a ação dada

pela multiplicação da álgebra. Então os A-submódulos de A são precisamente os ideais de

A.

Para módulos de K-álgebras, temos alguns exemplos espećıficos de submódulos:

Exemplo 2.54. Sejam Q um quiver e A = KQ a álgebra de caminhos de Q. Para

qualquer r ≥ 1, seja A≥r o subespaço de A gerado pelos caminhos de comprimento maior

ou igual a r, logo A≥r é um submódulo de A, em que A pode ser vista como um A-módulo.

Note que, Aei é um submódulo de A, se i é um vértice de Q, então (Aei)
≥r := Aei ∩ A≥r

também será um submódulo de A.

Algumas vezes um módulo pode ser “quebrado” em pequenos pedaços, essa noção se

refere a soma direta de submódulos.

Definição 2.55. Sejam A uma K-álgebra, M um A-módulo e U1, U2, . . . , Ut submódulos

sobre A de M . Dizemos que M é a soma direta de U1, U2, . . . , Ut, denotada M = U1 ⊕

U2 ⊕ · · · ⊕ Ut se as duas condições são satisfeitas:

(i) M = U1 + U2 + · · ·+ Ut , isto é, todo elemento de M pode ser expressado como a

soma dos elementos dos submódulos Ui;

(ii) Para todo j com 1 ≤ j ≤ t temos Uj ∩
∑

i 6=j Ui = 0.

Observação 2.56. A definição acima pode ser generalizada para soma direta de uma

famı́lia infinita de submódulos.
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Agora, faremos uma importante construção sobre módulos quocientes. Considere U

um submódulo de um A-módulo M , então as classes laterais

M/U := {m+ U |m ∈M}

formam um grupo abeliano com a adição (m+ U) + (n+ U) = (m+ n) + U .

Proposição 2.57. Sejam A uma K-álgebra, M um A-módulo e U um submódulo de M .

Então as classes laterais M/U formam um A-módulo se definirmos

a(m+ U) := am+ U para todo a ∈ A e m ∈M.

Este módulo é chamado de módulo quociente de M módulo U .

Demonstração: Para demonstrar que M/U é um módulo, basta checar se a ação de A é

bem definida, pois os axiomas de módulos são herdados de M .

Se m+ U = m′ + U então m−m′ ∈ U , e portanto, am− am′ = a(m−m′) ∈ U , pois

U é submódulo. Logo, am+ U = am′ + U .

Portanto a ação de A está bem definida.

2.3.2 Homomorfismos de Módulos

Nesta seção, iremos introduzir uma aplicação importante e conveniente entre módulos,

chamada “homomorfismo de módulos”. Através dessa aplicação é posśıvel fornecer uma

generalização direta do conceito de uma transformação linear sobre K de espaços vetoriais.

Definição 2.58. Suponha que A seja uma K-álgebra, e M e N sejam A-módulos. Uma

aplicação ϕ : M → N é um homomorfismo de módulos sobre A se, para todo m,m1,m2 ∈M

e a ∈ A, temos:

(i) ϕ(m1 +m2) = ϕ(m1) + ϕ(m2);

(ii) ϕ(am) = aϕ(m).

Dizemos que M é isomorfo a N , se existir uma aplicação ϕ : M → N bijetora que é um

homomorfismo. Quando há um isomorfismo entre A-módulos usamos a notação M ∼= N .

Agora, veremos um conceito definido em várias áreas da matemática, que será funda-

mental para nosso trabalho e em seguida dois tipos de homomorfismos muito utilizados.
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Definição 2.59. Uma sequência de A-módulos e homomorfismos

0 L M N 0
ϕ ψ

é chamada de sequência exata curta quando ϕ é um homomorfismo injetor, ψ é um

homomorfismo sobrejetor e Imϕ = kerψ.

Exemplo 2.60. Considere a sequência:

0 L L⊕N N 0
ϕ ψ

.

Se ϕ é uma inclusão, ou seja, ϕ : L→ L⊕N , em que ϕ(l) = l + 0, e ψ é uma projeção

de N , ou seja, ψ : L⊕N → N , em que ψ(l + n) = n. Então a sequência é exata.

Também podemos reescrever a sequência com a seguinte notação:

0 L L⊕N N 0 .

Em que, a seta ↪→ representa a inclusão (aplicação injetora) e a seta � a projeção

(aplicação sobrejetora).

Definição 2.61. Sejam ϕ : L → M e ψ : M → N homomorfismos de A-módulos.

Chamamos um homomorfismo s : N → M de seção de ψ se ψs = 1N , e chamamos um

homomorfismo r : M → L de retração de ϕ se rϕ = 1L.

Proposição 2.62. Dada uma sequência exata de A-módulos

0 L M N 0
ϕ ψ

as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Existe uma retração r : M → L tal que rϕ = 1L.

(ii) Existe uma seção s : N →M tal que ψs = 1N .

Nestas condições, M ∼= L⊕N .

A demonstração dessa proposição pode ser encontrada em [12].

Observação 2.63. Quando a sequência exata de A-módulos atende uma das condições

citadas acima, dizemos que a sequência cinde.
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2.4 Representações de Álgebras

As álgebras são estruturas abstratas com inúmeros elementos, sua compreensão se torna

dif́ıcil quando olhamos somente para elas. O desenvolvimento da teoria de representações

facilitou e otimizou o trabalho matemático sobre as estruturas algébricas. Podemos

entender uma representação de álgebra como a transformação de um lugar turvo para um

território bem conhecido. Esse ambiente familiar se encontra na Álgebra Linear, a partir

de estruturas como espaços vetoriais e aplicações, como transformações lineares.

Definição 2.64. Seja K um corpo e A uma K-álgebra. A representação de A é um

K-espaço vetorial V com um homomorfismo de álgebras Θ : A→ EndK(V ).

Exemplo 2.65. Seja A uma K-subálgebra de Mn(K), a álgebra das n × n matrizes,

então a aplicação de inclusão é um homomorfismo de álgebras e consequentemente uma

representação matricial A. Similarmente, seja A uma subálgebra da K-álgebra EndK(V ),

então a aplicação de inclusão de A para EndK(V ) é um homomorfismo de álgebras e

consequentemente uma representação de A.

Na seção sobre módulos, em um exemplo, introduzimos módulos para uma álgebra

como um espaço vetorial em que as álgebras atuam como transformações lineares. O

resultado a seguir, nos mostra que módulos e representações de uma álgebra são os mesmos.

Teorema 2.66. Seja K um corpo e A uma K-álgebra.

(i) Suponha que V seja um A-módulo com a ação de A.

A× V → V

(a, v) 7→ a · v.

A representação de A é dada por:

θ : A→ EndK(V )

a 7→ θ(a)(v) = a · v

para todo a ∈ A e v ∈ V .

(ii) Suponha que θ : A→ EndK(V ) seja uma representação de A. Então V se torna um
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A-módulo

A× V → V

a · v 7→ θ(a)(v)

para todo a ∈ A e v ∈ V .

A grosso modo, a representação θ corresponde a um A-módulo V que descreve como cada

elemento a ∈ A atua linearmente no espaço vetorial V e vice versa.

Demonstração: A prova consiste em traduzir os axiomas de módulo para a nova linguagem

de representações e vice versa. Iremos demonstrar o item i), o item ii) é demonstrado

analogamente, onde o argumento é reverso.

Primeiro, iremos mostrar que θ(a) ∈ EndK(V ) para todo a ∈ A. Pela Observação 2.50,

todo A-módulo é um K-espaço vetorial, então para todo λ, µ ∈ K e v, w ∈ V , temos:

θ(a)(λv + µw) = θ(a)(λ1Av + µ1Aw) = (aλ1A)v + (aµ1A)w = (λa)v + (µa)v =

= λ(av) + µ(aw) = λθ(a)(v) + µθ(a)(w),

em diversos momentos, foi usada a definição de álgebra.

Vamos verificar que θ é um homomorfismo de álgebra.

Sejam λ, µ ∈ K, a, b ∈ A e v ∈ V , temos:

θ(λa+ µb)(v) = (λa+ µb)(v) = λ(av) + µ(bv) = λ(θ(a)(v)) + µ(θ(b)(v))

= (λθ(a))(v) + (µθ(b))(v) = (λθ(a) + µθ(b))(v),

isto é, θ(λa+ µb) = λθ(a) + µθ(b). Logo, θ é uma transformação linear sobre K.

Agora, para todo a, b ∈ A e v ∈ V , temos:

θ(ab)(v) = (ab)v = a(bv) = (θ(a)θ(b))(v),

consequentemente, θ(ab) = θ(a)θ(b).

É imediato da definição que θ(1A) = idv, portanto θ é um homomorfismo.

Exemplo 2.67. Seja V um K-espaço vetorial, A ⊆ EndK(V ) uma subálgebra e a aplicação

de inclusão θ : A → EndK(V ) uma representação, em que V é interpretado como um

A-módulo. Desta forma, obtemos precisamente o “módulo natural” com a ação de A dada
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por:

A× V → V

(ϕ, v) 7→ ϕ(v).

Exemplo 2.68. Se A é uma K-álgebra, então A é um A-módulo com a ação de A dada

pela multiplicação em A. A representação correspondente de A é dada por:

θ : A→ EndK(A)

θ(a)(x) = ax.

A representação θ é chamada de representação regular de A.

Definição 2.69. Seja K um corpo. Suponha que são dadas duas representações θ1, θ2

de uma K-álgebra A onde θ1 : A → EndK(V1) e θ2 : A → EndK(V2). Então θ1 e θ2 são

ditas equivalentes se existir um isomorfismo de espaços vetoriais ψ : V1 → V2 tal que

θ1(a) = ψ−1 ◦ θ2(a) ◦ ψ, para todo a ∈ A.

Proposição 2.70. Seja K um corpo e A uma K-álgebra. Então duas representações

θ1 : A → EndK(V1) e θ2 : A → EndK(V2) de A são equivalentes se, e somente se, os

A-módulos correspondentes V1 e V2 são isomorfos.

Demonstração: Vamos supor que as representações θ1 e θ2 são equivalentes por um

isomorfismo de espaços vetoriais ϕ : V1 → V2. Precisamos provar que ϕ é um homomorfismo

de A-módulos, e consequentemente será um isomorfismo de A-módulos. Por definição,

ϕ : V1 → V2 é K-linear, mais ainda, para v ∈ V1 e a ∈ A, temos:

ϕ(av) = ϕ(θ1(a)(v)) = θ2(a)(ϕ(v)) = aϕ(v).

Portanto, V1 e V2 são isomorfos.

Agora, vamos supor que ϕ : V1 → V2 é um isomorfismo de A-módulos. Então para

todo a ∈ A e v ∈ V1, temos:

ϕ(θ1(a)(v)) = ϕ(av) = aϕ(v) = θ2(a)(ϕ(v)).

Como dito anteriormente, isso é verdade para todo v ∈ V1, isto é, para todo a ∈ A,

temos:

ϕ ◦ θ1(a) = θ2(a) ◦ ϕ.
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Sendo assim, as representações de θ1 e θ2 são equivalentes.

2.5 Representação de Quivers

Uma álgebra de caminhos KQ tem como base os caminhos de Q, isso nos permite

definir uma representação de Q e relacioná-la com KQ-módulos. De forma geral, uma

representação é como se segue: um quiver consiste em vértices e flechas, para compreender

isso na configuração de espaços vetoriais, iremos representar vértices como espaços vetoriais

e flechas como transformações lineares, quando as flechas são concatenadas as aplicações

serão compostas.

Definição 2.71. Seja Q um quiver finito. Uma K-representação linear, ou uma repre-

sentação M de Q é definida da seguinte forma:

� Cada vértice a em Q0 é associado a um K-espaço vetorial Ma;

� Cada flecha α : a → b em Q1 é associada a uma K-transformação linear

ϕα : Ma →Mb.

Tal representação é denotada por M = (Ma, ϕα)a∈Q0,α∈Q1, ou simplesmente, M = (Ma, ϕα).

Esta representação é de dimensão finita se cada espaço vetorial Ma é de dimensão finita.

Seja M = (Ma, ϕα) e M ′ = (M ′
a, ϕ

′
α) duas representações de Q. Um morfismo de

representações f : M → M ′ é uma famı́lia f = (fa)a∈Q0 de K-transformações lineares

(fa : Ma → M ′
a)a∈Q0 que são compat́ıveis com ϕα da seguinte forma: para cada flecha

α : a→ b, temos ϕ′αfa = fbϕα ou, equivalentemente, o diagrama a seguir é comutativo.

Ma Mb

M ′
a M ′

b

ϕα

fa fb

ϕ′
α

Exemplo 2.72. Seja Q o quiver de Kronecker 1 2
α

β
. Podemos representar Q de

várias formas, duas delas são:

Uma representação M de Q:

K K2
[ 10 ]

[ 01 ]
.
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Outra representação M ′ de Q:

K2 K2
[ 1 0
0 1 ]

[ 0 0
1 0 ]

.

Ambas são de dimensão finita. Agora, considere um morfismo M →M ′ definido por:

K K2

K2 K2

[ 10 ]

[ 01 ]
[ 10 ] [ 1 0

0 1 ]
[ 1 0
0 1 ]

[ 0 0
1 0 ]

O diagrama acima comuta, pois

[
1 0

0 1

][
1

0

]
=

[
1 0

0 1

][
1

0

]
e

[
0 0

1 0

][
1

0

]
=

[
1 0

0 1

][
0

1

]
.

Também podemos definir representações para quivers com relações. Seja Q um quiver

finito e I um ideal admisśıvel de KQ. Uma representação M = (Ma, ϕα) de Q satisfaz as

relações em I, se tivermos

ϕρ = 0 para todas as relações ρ ∈ I.

Se I é gerado pelo conjunto finito de relações {ρ1, . . . , ρm}, a representação M é limitada

por I se, e somente se, ϕρj = 0, para todo j tal que 1 ≤ j ≤ m.

Observação 2.73. Através de uma bijeção, é posśıvel associar cada representação de um

quiver com relações a um módulo e vice versa.
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3 Alguns Módulos Especiais

Conseguimos classificar álgebras a partir de suas representações, essas podem ser vistas

como módulos pelo Teorema 2.66. Nesta seção veremos que qualquer módulo finitamente

gerado pode ser escrito como uma soma direta de módulos indecompońıveis, além disso,

estudaremos algumas classes de módulos que se destacam: simples, projetivos e injetivos.

Ao longo deste trabalho usaremos a notação mod A para denotar a famı́lia de módulos

finitamente gerados à esquerda sobre a álgebra A.

3.1 Módulos Indecompońıveis

Nesta subseção faremos uma breve introdução de uma das estruturas que dá nome a

este trabalho. Os módulos indecompońıveis podem ser vistos como pequenos bloquinhos

que são capazes de construir grandes muros. A importância de conhecer o conjunto de

módulos indecompońıveis de uma álgebra é que a partir desse conjunto conseguimos

descobrir todos os módulos existentes sobre a mesma.

Definição 3.1. Sejam A uma K-álgebra e M um A-módulo não nulo. Então M é

chamado de indecompońıvel se ele não pode ser escrito como soma direta M = U ⊕ V para

submódulos U e V não nulos. Caso contrário, M é chamado de decompońıvel.

Exemplo 3.2. Todo A-módulo da forma Aei, com ei primitivo, é indecompońıvel.

Teorema 3.3. Seja M um módulo finitamente gerado. Então existe uma única decom-

posição de soma direta M =
⊕n

i=1Mi, a menos de isomorfismo, em que cada Mi é um

módulo indecompońıvel.

O teorema anterior é conhecido como Teorema da Decomposição Única e sua demons-

tração pode ser encontrada com detalhes em [4].

Observação 3.4. Submódulos ou módulos quocientes de módulos indecompońıveis, podem

não ser indecompońıveis. De fato, considere a álgebra de caminhos A = KQ com Q o

quiver:

1 2
α

β
.

Seja M = Ae2 o módulo indecompońıvel gerado pelo conjunto {e2, α, β} de A e U o

submódulo gerado pelo conjunto {α, β}. Cada elemento da base {e1, e2, α, β} de A atua
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em U como escalar. Sendo assim, U e todo subespaço de U é um submódulo de A. Porém,

U pode ser escrito como soma direta de dois submódulos:

U = span{α, β} = span{α} ⊕ span{β}.

Logo, M é um módulo indecompońıvel e seu submódulo U é decompońıvel.

3.2 Módulos Simples

Nesta subseção, vamos introduzir módulos simples para álgebras sobre um corpo. Essas

estruturas possuem uma caracterização mais elementar que outros módulos, dispõe apenas

de submódulos triviais.

Definição 3.5. Um A-módulo V não nulo é chamado de simples se não possuir nenhum

submódulo diferente de 0 e V .

Observação 3.6. Todo módulo simples é indecompońıvel.

Exemplo 3.7. Todo A-módulo V tal que dimK V = 1 é um módulo simples. De fato, V

não possui nenhum K-subespaço além dos triviais 0 e V .

Exemplo 3.8. Módulos simples podem ter dimensões arbitrariamente grandes. Conside-

rando A = Mn(K) uma K-álgebra e V = Kn um A-módulo. Os submódulos de Kn sobre

Mn(K) são os submódulos triviais 0 e Kn. Logo, Kn é um módulo simples sobre Mn(K)

de dimensão n.

Também podemos descrever módulos simples para álgebras de caminhos. Para isso,

vamos considerar Q um quiver sem ciclos orientados e, consequentemente A = KQ será

de dimensão finita. Sabemos que para todo vértice i ∈ Q0 existe um caminho trivial ei de

comprimento 0. Agora, vamos considerar o A-módulo Aei gerado por ei. Como espaço

vetorial este módulo é gerado pelos caminhos que terminam em i, além disso, Aei possui

um submódulo Ji := Ae≥1i gerado por todos os caminhos de comprimento maior ou igual a

1 que terminam no vértice i.

Por isso, temos n A-módulos de dimensão 1, consequentemente simples, como módulos

quocientes da forma:

Si :=
Aei
Ji

= span{ei + Ji},
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para i = 1, . . . , n.

Os A-módulos S1, S2, . . . , Sn são dois a dois não isomorfos. De fato, seja ϕ : Si → Sj

um homomorfismo de A-módulos para algum i 6= j, então existe um escalar λ ∈ K tal que

ϕ(ei + Ji) = λej + Jj. Consequentemente, temos:

ϕ(ei + Ji) = ϕ(e2i + Ji) = ϕ(ei(ei + Ji)) = ei(λej + Jj) = λ(eiej + Jj) = 0,

como ei e ej são ortogonais, eiej = 0 para i 6= j. Em particular, ϕ não é um isomorfismo.

O teorema a seguir, mostra que a construção feita é única e fornece todos os KQ-

módulos simples, a menos de isomorfismo.

Teorema 3.9. Seja K um corpo e Q um quiver sem ciclos orientados. Então a álgebra

de caminhos A = KQ de dimensão finita tem precisamente os módulos simples (a menos

de isomorfismo) dados por S1, . . . , Sn onde Aei
Ji

para i ∈ Q0. Em particular, todos os

A-módulos simples são de dimensão 1 e são rotulados pelos vértices de Q.

A demonstração formal do teorema pode ser encontrada em [5].

Exemplo 3.10. A álgebra de matrizes triangulares superiores Tn(K) é isomorfa a álgebra

de caminhos de um quiver Q, dado a seguir:

1 2 · · · n− 1 n .

Pelo teorema anterior, temos que KQ e, consequentemente, Tn(K) têm precisamente n

módulos simples a menos de isomorfismo.

3.3 Módulos Projetivos

Os módulos projetivos são fundamentais para a definição de álgebra básica, um tipo de

álgebra importante e necessária para provar um resultado de grande relevância em nosso

trabalho. Além disso, quando olhamos para a representação de uma álgebra, podemos

representá-la em relação aos seus módulos projetivos.

Definição 3.11. Um A-módulo P é chamado de módulo projetivo, se para qualquer

homomorfismo sobrejetor f : M → N e qualquer morfismo g : P → N , existe um morfismo
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h : P →M tal que g = fh.

P

M N 0

∃h ∀g

∀f

A seguir, faremos um exemplo de representação da álgebra KQ/I em relação aos

seus módulos projetivos indecompońıveis. Cada representação de um módulo projetivo

indecompońıvel é associado a um vértice do quiver Q.

Fixaremos o vértice i. O módulo projetivo indecompońıvel Pi é representado por

Pi = ((Pi)j, ϕα)j∈Q0,α∈Q1 . Cada vértice j será associado a um K-espaço vetorial (Pi)j . Esse

espaço vetorial é gerado pelos caminhos que partem do vértice fixado i e chegam no vértice

analisado j. Seja α : j → k, com j, k ∈ Q0, a transformação linear ϕα : (Pi)j → (Pi)k é

dada pela multiplicação à direita por α.

Exemplo 3.12. Seja Q o quiver dado por

3

1 2 4

γ

α

β

δ

em que I = 〈βγδ〉. Como Q é um quiver finito e I um ideal admisśıvel de KQ, as

representações dos projetivos abaixo Pi = ((Pi)j, ϕα) de Q satisfazem as relações em I,

pois ϕβγδ = 0 para a relação βγδ ∈ I.

(P1)1 = Kid

(P1)2 = Kα

(P1)3 = Kαβ

(P1)4 = Kαβγ

Representação P1:

K

K K K

1

1

1

0

(P2)1 = 0

(P2)2 = Kid

(P2)3 = Kβ

(P2)4 = Kβγ

Representação P2:

K

0 K K

1

0

1

0
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(P3)1 = 0

(P3)2 = Kγδ

(P3)3 = Kid⊕Kγδβ

(P3)4 = Kγ ⊕Kγδβγ

Representação P3:

K2

0 K K2

[ 1 0
0 1 ]

0

[ 01 ]

[ 0 0 ]

(P4)1 = 0

(P4)2 = Kδ

(P4)3 = Kδβ

(P4)4 = Kid⊕Kδβγ

Representação P4:

K

0 K K2

[ 01 ]

0

1

[ 0 0 ]

Agora podemos definir uma álgebra que será isomorfa a uma soma direta de projetivos

indecompońıveis, chamada básica:

Definição 3.13. Seja A uma K-álgebra. A álgebra A é dita básica se pode ser decomposta

em módulos projetivos indecompońıveis P1, P2, . . . , Pt, ou seja,

A ∼= P1 ⊕ · · · ⊕ Pt, onde Pi � Pj, para i 6= j.

A seguir, temos resultados que contribuem grandemente para a demonstração do

Teorema de Gabriel.

Proposição 3.14. Seja A uma álgebra básica de dimensão finita. Se {e1, . . . , en} é um

conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos de A, então Ae1, . . . , Aen é

uma lista completa de A-módulos projetivos indecompońıveis não isomorfos dois a dois.

A demonstração da proposição anterior pode ser encontrada com detalhes em [6].

Proposição 3.15. Uma K-álgebra de dimensão finita A é básica se, e somente se, A/radA

é isomorfa a um produto K ×K × · · · ×K.

A demonstração da proposição anterior pode ser encontrada com detalhes em [4].

Observação 3.16. Pela proposição anterior, temos que
A

radA
∼=

n⊕
i=1

K. Por uma simples

aplicação entre os espaços vetoriais K e Kei, obtemos que K é isomorfo a Kei, em que ei

é um elemento idempotente da álgebra A. Logo, podemos reescrever o isomorfismo acima

como
A

radA
∼=

n⊕
i=1

Kei.
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Proposição 3.17. Se A é uma K-álgebra de dimensão finita básica e conexa, então o

quiver Q de A é conexo.

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [4].

3.4 Módulos Injetivos

Os módulos injetivos podem ser vistos como duais aos módulos projetivos. Essa classe

de módulos tem um papel especial para os próximos caṕıtulos, onde serão estudados

resultados sobre os módulos injetivos das álgebras Tree Oriented Pullback.

Definição 3.18. Um A-módulo I é chamado de módulo injetivo, se para qualquer ho-

momorfismo injetor u : L → M e qualquer morfismo v : L → I, existe um morfismo

w : M → I tal que v = wu.

0 L M

I

∀u

∀v
∃w

A seguir, faremos um exemplo de representação da álgebra KQ/I em relação aos seus

módulos injetivos indecompońıveis. Para isso, é necessário calcular as representações dos

projetivos associados a KQop/Iop, que será definido a seguir. A justificativa para esse

processo é que as representações dos projetivos associados a KQop/Iop são isomorfas as

representações dos injetivos de KQ/I. Logo, basta analisar os módulos projetivos sobre

KQop/Iop.

Definição 3.19. Seja Q = (Q0, Q1, s, t). O quiver dual Qop é dado por uma quádrupla

(Q0, Q1, s
′, t′) em que para cada flecha α ∈ Q1, s

′(α) = t(α) e t′(α) = s(α).

Observação 3.20. A grosso modo, o dual de um quiver é dado pela cópia do quiver com

as orientações de suas flechas trocadas.

Para encontrar os módulos projetivos indecompońıveis associados a álgebra KQop,

fixaremos o vértice i. O módulo projetivo Pi é representado por Pi = ((Pi)j, ϕα)j∈Q0,α∈Q1 .

Cada vértice j será associado a um K-espaço vetorial (Pi)j. Este espaço vetorial (Pi)j

é gerado pelos caminhos que partem do vértice fixado i e chegam no vértice analisado

j. Seja α : j → k, com j, k ∈ Q0, a transformação linear ϕα : (Pi)j → (Pi)k é dada pela

multiplicação à direita por α.
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Exemplo 3.21. Seja Qop o dual do quiver Q do Exemplo 3.12. O quiver Qop é dado por

3

1 2 4

β

α δ

γ

em que Iop = 〈δγβ〉. As representações dos injetivos abaixo Ii = ((Ii)j, ϕα) de Q satisfazem

as relações em I, pois ϕβγδ = 0 para a relação βγδ ∈ I.

Faremos o processo na representação do injetivo associado ao vértice 1 e as outras são

feitas de forma análoga.

(I1)1 ∼= Kid

(I1)2 ∼= 0

(I1)3 ∼= 0

(I1)4 ∼= 0

Representação P1:

0

K 0 0

0

0 0

0

Representação I1:

0

K 0 0

0

0

0

0

(I2)1 ∼= Kα

(I2)2 ∼= Kid

(I2)3 ∼= Kγδ

(I2)4 ∼= Kδ

Representação I2:

K

K K K

1

1

1

0

(I3)1 ∼= Kαβ

(I3)2 ∼= Kβ

(I3)3 ∼= Kid⊕Kγδβ

(I3)4 ∼= Kδβ

Representação I3:

K2

K K K

[ 0 1 ]

1

[ 10 ]

0

(I4)1 ∼= Kαβγ

(I4)2 ∼= Kβγ

(I4)3 ∼= Kγ

(I4)4 ∼= Kid⊕Kδβγ

Representação I4:

K

K K K2

[ 10 ]

1

1

[ 0 0 ]

Observação 3.22. O módulo injetivo I1 associado ao vértice 1, é um módulo simples,

pois sua dimensão é igual a 1. Além disso, note que somente partem flechas deste vértice.
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4 Teorema de Gabriel

Esta seção será totalmente dedicada a um dos mais importantes teoremas deste trabalho,

o teorema de Gabriel. Através dele é provado que toda álgebra de dimensão finita é isomorfa

a um quociente de álgebra de caminhos. A grosso modo, através desse teorema conseguimos

associar uma álgebra a um quiver com relações. Para prová-lo precisamos de inúmeros

conceitos vistos nas seções passadas, como: álgebra básica e quiver com relações. A

demonstração foi baseada em [7] e em [8].

Teorema 4.1. Seja A uma álgebra básica, conexa e de dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado K. Então existe um quiver conexo QA e um homomorfismo

sobrejetor de álgebras φ : KQA → A tal que kerφ é um ideal admisśıvel de KQA.

Demonstração: Dividiremos a demonstração deste teorema em quatro partes: a primeira

será destinada para definirmos o quiver QA a partir da álgebra A, na segunda definiremos o

morfismo φ : KQA → A, na terceira mostraremos que φ é sobrejetor e por fim, mostraremos

que o kerφ é um ideal admisśıvel de KQA. Durante a demonstração denotaremos QA por

Q para evitar excesso de notação.

I. Quiver ordinário

Seja {e1, . . . , en} um sistema completo de idempotentes ortogonais e primitivos de A,

fixada uma ordem (é garantida a existência deste sistema pois A é de dimensão finita

sobre K). Como A é básica, podemos decompô-la como A ∼= P1 ⊕ · · · ⊕ Pt, onde Pi �

Pj, para i 6= j. A partir dessas hipóteses, temos 1 =
∑n

i=1 ei.

O quiver ordinário de A, denotado por Q é definido da seguinte forma:

� Os n vértices de Q formam o conjunto Q0 = {ε1, . . . , εn} enumerado em corres-

pondência com {e1, . . . , en};

� O número de flechas que começam em εi e terminam em εj será definido por

dimK ei

(
radA

rad2A

)
ej.

Agora, verificaremos que Q está bem definido e é conexo.

Vale enfatizar que o número de vértices de Q depende apenas do número de termos da

decomposição de A em A-módulos. Sendo assim, considere {e1, . . . , en} e {f1, . . . , fn} dois
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sistemas de idempotentes completos ortogonais e primitivos enumerados de tal forma que

Aei ∼= Afi para todo i. Precisamos mostrar que

ej

(
radA

rad2A

)
ei ∼= fj

(
radA

rad2A

)
fi,

como K espaços vetoriais. Este resultado segue dos seguintes isomorfismos:

ej

(
radA

rad2A

)
ei ∼= ej

(
rad(Aei)

rad2(Aei)

)
,

∼= HomA

(
Aej,

rad(Aei)

rad2(Aei)

)
,

∼= HomA

(
Afj,

rad(Afi)

rad2(Afi)

)
,

∼= fj

(
radA

rad2A

)
fi.

Desta forma, Q está bem definido, ou seja, o quiver Q não depende da escolha

do conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos em A. Além disso, pela

Proposição 3.17 como A é conexa, Q também é conexo.

II. Homomorfismo φ : KQ→ A

Primeiramente, definiremos uma transformação linear φ entre os espaços vetoriais KQ

e A, para isso, vamos fixar uma base de A a partir do sistema completo de idempotentes

ortogonais primitivos de {e1, . . . , en}. Denotaremos [εi, εj] o conjunto de flechas de εi a εj.

Fixando {y1, y2, . . . , yn} uma base em ei
(
radA
rad2A

)
ej , por definição, o número de elementos

em [εi, εj ] é igual a dimK ei
(
radA
rad2A

)
ej , sendo assim podemos associar biunivocamente cada

flecha em [εi, εj] com um elemento da base fixada. Por fim, escolhemos xα ∈ ei(radA)ej

tal que xα = yα para todo α ∈ Q1. Logo, podemos visualizar uma aplicação da seguinte

forma:

KQ radA radA
rad2A

α xα yα = xα

Definimos agora φ(εi) = ei, φ(α) = xα para α ∈ Q1, φ(α1 . . . αn) = xα1 . . . xαn e

estendemos por linearidade a todos os elementos de KQ.

Agora devemos mostrar que φ é um homomorfismo de álgebras. Note que, φ(1KQ) =

φ(
∑

i∈Q0
εi) =

∑
i∈Q0

ei = 1A. Além disso, devemos mostrar que φ(pq) = φ(p)φ(q) para

quaisquer caminhos p, q na base usual da álgebra de caminhos KQ.
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Provaremos o caso em que ambos caminhos são de comprimento maior ou igual a 1, os

casos com caminhos triviais são análogos. Considere p = α1 . . . αn e q = β1 . . . βm:

Se t(p) = s(q) então pq = α1 . . . αnβ1 . . . βm e φ(pq) = xα1 . . . xαnxβ1 . . . xβm = φ(p)φ(q).

Se t(p) = i 6= j = s(q) teremos então pq = 0 e φ(pq) = 0. Por outro lado, considere

s(αn) = k e t(β1) = l, temos que φ(p) = xα1 . . . xαn , com xαn ∈ ek(radA)ei e φ(q) =

xβ1 . . . xβm , com xβ1 ∈ ej(radA)el. Logo, podemos escrever xαn como ekz1ei, onde z1 ∈

radA e xβ1 como ejz2el, onde z2 ∈ radA. Como eiej = 0 para i 6= j segue que xαnxβ1 =

ekz1eiejz2el = 0 e portanto φ(γ)φ(δ) = xα1 . . . xαnxβ1 . . . xβm = 0.

Logo, φ : KQ→ A é um homomorfismo de álgebras.

III. φ é sobrejetora

Sabemos que A ∼= A
radA

⊕ radA como K-espaços vetoriais, sendo assim, para mostrar

que φ é sobrejetora, mostraremos que ei, com i = 1, 2, . . . , n, geram A/radA e xα geram

radA como espaço vetorial. Logo, para cada elemento a da base de A existirá um elemento

p em KQ tal que φ(p) = a.

Como A é básica, sabemos pela Proposição 3.15 e pela Observação 3.16 que A
radA

∼=⊕n
i=1Kei, sendo assim temos que ei geram A

radA
.

Agora, mostraremos que ei(radA)ej é gerado por produtos da forma xα1xα2 . . . xαm

onde α1α2 . . . αm é um caminho de i a j.

Como K-espaço vetorial, temos que

ei(radA)ej ∼= ei

(
radA

rad2A

)
ej ⊕ ei(rad2A)ej.

Portanto, para cada a ∈ ei(radA)ej, existe
∑
α:i→j

λαxα ∈ ei
(
radA

rad2A

)
ej, com λα ∈ K

tal que a−
∑
α:i→j

λαxα pertence a ei(rad
2A)ej. Por outro lado,

ei(rad
2A)ej =

∑
k∈Q0

(ei(radA)ek) · (ek(radA)ej).

Tome as combinações lineares
∑
β:i→k

λβxβ ∈ ei(radA)ek e
∑
γ:k→j

λγxγ ∈ ek(radA)ej , tais

que
∑

βγ:i→k→j

(λβλγ)xβxγ ∈ ei(rad2A)ej.
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Repetindo o racioćınio anterior, como K-espaço vetorial temos:

ei(rad
2A)ej ∼= ei

(
rad2A

rad3A

)
ej ⊕ ei(rad3A)ej.

Portanto, para cada a−
∑
α:i→j

λαxα ∈ ei(rad2A)ej, existe
∑

βγ:i→k→j

(λβλγ)xβxγ tal que

a−
∑
α:i→j

λαxα −
∑

βγ:i→k→j

(λβλγ)xβxγ

pertence a ei(rad
3A)ej.

Usando indução e o fato que radA é nilpotente, podemos escrever a como uma

combinação linear de produtos da forma xα1xα2 . . . xαm onde α1α2 . . . αm é um caminho

de i a j.

IV. kerφ é admisśıvel

Por fim, devemos verificar que kerφ = I é um ideal admisśıvel, isto é, devemos mostrar

que existe um m ≥ 2 tal que Rm
Q ⊆ I ⊆ R2

Q, onde RQ é o ideal de KQ gerado por todas

as flechas de Q.

Pela construção de φ, nós temos que φ(RQ) ⊆ radA. Por indução, temos φ(Rm
Q ) ⊆

radmA para todo m ≥ 1. Como radA é nilpotente, existe m ≥ 2 tal que φ(Rm
Q ) = 0, isto

é, Rm
Q ⊆ I.

Nos resta mostrar que I ⊆ R2
Q.

Seja a ∈ I. Então existe as combinações lineares
∑
i∈Q0

λiεi e
∑
α∈Q1

µαα, com λi, µα ∈ K,

para todo i, α tal que

a−

(∑
i∈Q0

λiεi +
∑
α∈Q1

µαα

)
∈ R2

Q.

Aplicando φ e usando que φ(a) = 0, pois a ∈ kerφ, temos

∑
i∈Q0

λiei +
∑
α∈Q1

µαxα ∈ φ(R2
Q) ⊆ rad2A.

Como A ∼=
⊕n

i=1Kei ⊕ radA e o elemento anterior pertence a rad2A, conclúımos

que λi = 0 para todo i, pois
∑

i∈Q0
λiei ∈

⊕n
i=1Kei. Portanto, nos resta o elemento∑

α µαxα ∈ rad2A ⊂ radA, que pode ser escrito como
∑

α µαxα = 0. Mas os elementos

do conjunto {xα + rad2A}α formam, por definição, uma base para o espaço vetorial
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radA/rad2A. Em particular, estes elementos são linearmente independentes, logo µα = 0

para todo α. Portanto, a ∈ R2
Q. E conclúımos que kerφ é um ideal admisśıvel.

Com isso, terminamos a demonstração do Teorema de Gabriel.

Exemplo 4.2. Considere a álgebra

A =

K 0 0

0 K 0

K K K

 .

A partir desta álgebra, construiremos seu quiver.

Primeiro devemos descobrir seus elementos idempotentes e ortogonais. Notemos que,

os elementos

E11 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , E22 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 e E33 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


formam sistema de elementos idempotentes ortogonais. Além disso,

radA =

 0 0 0
0 0 0
K K 0

 e rad2A =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Logo,

radA

rad2A
=

 0 0 0
0 0 0
K K 0

 e dim

(
radA

rad2A

)
= 2.

Calculando Eii
(
radA
rad2 A

)
Ejj, temos:

E33

(
radA

rad2A

)
E11 =

 0 0 0
0 0 0
K 0 0

 , sendo assim dimE33

(
radA

rad2A

)
E11 = 1.

E33

(
radA

rad2A

)
E22 =

0 0 0
0 0 0
0 K 0

 , sendo assim dimE33

(
radA

rad2A

)
E22 = 1.

Como a dim
(
radA
rad2 A

)
= 2 e já encontramos dois subespaços vetoriais diferentes de

dimensão 1 não é necessário fazer o cálculo para as opções restantes.
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Logo, o quiver QA é

1 3 2 .
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5 Pullback de Álgebras

Dadas duas estruturas algébricas, sejam elas álgebras ou módulos, e dois homomorfismos,

é posśıvel construir um pullback, que recebe a tradução de produto fibrado. Este objeto

pode apresentar diversas caracteŕısticas que estão intimamente envolvidas com as outras

duas estruturas trabalhadas. Ao longo dessa seção os resultados serão dados para álgebras,

porém são provados de forma análoga para módulos.

Definição 5.1. Sejam A e C álgebras sobre o corpo K e dois homomorfismos fA : A→ B

e fC : C → B. Um pullback do par (fA, fC) é uma tripla (R, hA, hC) onde R também é

uma álgebra sobre K e hA : R→ A, hC : R→ C são homomorfismos tais que:

(i) fAhA = fChC;

(ii) para toda álgebra Z sobre K e todo par de homomorfismos gA : Z → A, gC : Z → C

tal que fAgA = fCgC, existe um único morfismo g : Z → R tal que hAg = gA e

hCg = gC.

Z

R A

C B

gA

gC

g

hA

hC fA

fC

Para evitar excesso de notação, em alguns casos o pullback de fA e fC será denotado

apenas por R.

Observação 5.2. Segue da propriedade (ii) que quando existir um pullback (R, hA, hC)

do par (fA, fC), este é único a menos de isomorfismo, ou seja, se (R′, h′A, h
′
C) também for

um pullback do par (fA, fC) então existe um isomorfismo g : R′ → R tal que h′A = hAg e

h′C = hCg.

Observação 5.3. Dados os homomorfismos sobrejetores de álgebras fA : A → B e

fC : C → B, um pullback (R, hA, hC) do par (fA, fC) é a subálgebra de A× C dada por

R = {(a, c) ∈ A× C | fA(a) = fC(c)}.
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Também conseguimos associar os módulos sobre as álgebras A,B e C com os módulos

sobre o pullback R, através da observação a seguir.

Observação 5.4. Seja hA : R→ A um homomorfismos de álgebras, podemos olhar um

A-módulo M como um R-módulo através do produto dado por λ ·m = hA(λ)m, para λ ∈ R

e m ∈ M . Observemos que, se M é indecompońıvel sobre A, ele também será sobre R.

Mais detalhes desta observação podem ser encontrados em [10].

O lema a seguir nos fornece um modo de verificar quando um diagrama comutativo

R A

C B

é um pullback.

Lema 5.5. Considere o diagrama comutativo de álgebras

R A

C B

hA

hC fA

fC

com hA um homomorfismo sobrejetor. Então (R, hA, hC) é um pullback de fA e fC se, e

somente se, hC |kerhA : kerhA → ker fC é uma bijeção.

Demonstração: Considere (R, hA, hC) um pullback de fA e fC , ou seja,

R = {(a, c) ∈ A × C | fA(a) = fC(c)}, com hA e hC restrições em R das projeções

canônicas de A× C a A e C, respectivamente.

Restringindo essas projeções aos núcleos das aplicações, temos:

hA|kerhC : kerhC → ker fA e hC |kerhA : kerhA → ker fC .

Olhando para kerhA, por definição, temos que hA((a, c)) = 0, para (a, c) ∈ kerhA.

Além disso, como hA é uma restrição em R da projeção canônica de A× C em A, temos

que a = 0. Por outro lado, usando o diagrama comutativo, temos que fC(c) = fA(0) = 0.

Logo, kerhA = {(a, c) ∈ R | (a, c) = (0, ker fC)}. Portanto, hC |kerhA é uma bijeção.

Agora, considere o seguinte pullback : Q = {(a, c) ∈ A × C | fA(a) = fC(c)}, onde

pA : Q→ A e pC : Q→ C são as restrições das projeções.
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Pelo item (ii) da definição de pullback, existe um morfismo h : R→ Q tal que pAh = hA

e pCh = hC . Falta mostrar que h é um isomorfismo.

Seja w ∈ R, tal que h(w) = (0, 0). Logo, hA(w) = pAh(w) = 0 e, consequentemente,

w ∈ kerhA. Além disso, hC(w) = pCh(w) = 0 = hC(0), como por hipótese hC |kerhA é uma

bijeção, dáı segue que w = 0. Logo, h é injetor.

Considere agora x = (a, c) em Q. Como a ∈ A e hA é um homomorfismo sobrejetor,

então existe r ∈ R tal que hA(r) = a. Como fA(a) = fC(c) e fChC = fAhA temos

que hC(r) − c ∈ ker fC , pois fC(hC(r) − c) = fChC(r) − fC(c) = fAhA(r) − fA(a) =

fA(a)− fA(a) = 0.

Logo, como a restrição de hC ao núcleo de hA é uma bijeção entre kerhA e ker fC ,

existe y ∈ kerhA tal que hC(y) = hC(r)− c, sendo assim, hC(r − y) = c e pCh(r − y) = c.

Além disso, como hA(r − y) = hA(r) = a segue que pAh(r − y) = a. Conclúımos que

h(r − y) = (a, c).

Portanto, h é um isomorfismo e R é um pullback.

Exemplo 5.6. Seja

(
K 0

K K

)
a álgebra das matrizes triangulares inferiores e o homo-

morfismo sobrejetor f :

(
K 0

K K

)
→ K2 dada por f :

(
a 0

b c

)
= (a, c), então o pullback

de (f, f) é dado por:

{((
a 0

b c

)
,

(
a′ 0

b′ c′

))
| (a, c) = (a′, c′), em que a, a′, b, b′, c, c′ ∈ K

}
=

{((
a 0

b c

)
,

(
a 0

b′ c

))
| a, b, b′, c ∈ K

}
∼=

{(
a 0

(b, b′) c

)
| a, b, b′, c ∈ K

}
=

(
K 0

K2 K

)
.

Esta álgebra é a álgebra de Kronecker, dada pelo quiver 1 2
α

β
.

A partir de agora, nos preocuparemos em estudar e construir o quiver de um pullback

de álgebras. Pela definição de álgebra de caminhos, sabemos que 1KQ =
∑n

i=1 ei, além

disso, pelo Teorema de Gabriel (Teorema 4.1), sabemos que uma álgebra é isomorfa a um
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quociente entre a álgebra de caminhos associada a seu quiver e um ideal admisśıvel. Ao

longo dos próximos resultados, usaremos eS como a unidade da álgebra S:

Lema 5.7. Sejam A = KQA/IA e C = KQC/IC duas álgebras onde QA e QC são

quivers conexos e IA e IC são ideais admisśıveis em KQA e KQC, respectivamente. Seja

também QB um subquiver pleno e convexo (não necessariamente conexo) de QA e de

QC e suponhamos que IA ∩KQB = IC ∩KQB, o que será denotado por IB e considere

B = KQB/IB então B ∼= eBAeB ∼= eBCeB.

Demonstração: Como IB está contido em IA podemos definir a seguinte aplicação:

ϕ : B eBAeB

p+ IB p+ IA

para p um caminho em QB. Então, ϕ é um morfismo de K-álgebras. Agora, verificaremos

que ϕ é um isomorfismo.

Considere p um caminho em KQB tal que p+ IA é nulo. Então, p está em KQB ∩ IA
que por definição é IB, isto é, p+ IB = 0. Portanto, ϕ é uma aplicação injetora.

Vejamos que ϕ também é sobrejetora. Seja p um caminho em QA.

� Se eBpeB é nulo então temos que ϕ(0 + IB) = IA = eBpeB + IA.

� Suponha que eBpeB é não nulo. Neste caso, s(p) e t(p) estão em (QB)0 e, pela

observação 2.31, como QB é convexo em QA, segue que cada vértice que aparece

em p está também em (QB)0. Além disso, pela observação 2.30, como o subquiver

é pleno, cada flecha que aparece em p está em (QB)1 e portanto p é um caminho

em QB. Logo, ϕ aplicado no elemento p+ IB de B é igual a eBpeB + IA. Logo, ϕ é

sobrejetora.

Portanto, ϕ é um isomorfismo, o caso do isomorfismo entre B e eBCeB é demonstrado

de forma análoga.

Apresentaremos a seguir, um caso de construção de um pushout, objeto que será usado

para auxiliar na construção do quiver de um pullback de álgebras. Essa construção é

conhecida para grafos, que são quivers não orientados e adaptada para quivers.
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Consideremos i : QB → QA e j : QB → QC inclusões de quivers, onde QB é um

subquiver pleno de QA e de QC . Definimos o seguinte quiver que será denotado por

QA

∐
QB

QC :

1. Os vértices são aqueles de QA e aqueles de QC que não estão em j(QB);

2. As flechas são as de (QA)1 e:

a) para x e y em (QC)0 \ j(QB)0, há uma flecha de x para y para cada flecha de x

para y em QC ;

b) para x em (QC)0 \ j(QB)0 e y = i(z) para algum z ∈ QB, há uma flecha de x

para y para cada flecha de x para j(z) em QC ;

c) para x = i(z) com z ∈ QB e y em (QC)0 \ j(QB)0, há uma flecha de x para y

para cada flecha de j(z) para y em QC .

Proposição 5.8. Com as notações acima, o quiver QA

∐
QB

QC é o pushout das aplicações

i e j.

A demonstração dessa proposição pode ser encontrada em [13].

Exemplo 5.9. Sejam QA, QB e QC os seguites quivers:

QA :

3

1

2

, QB :

3

2

e QC :

3

4

2

O pushout QA

∐
QB

QC é dado por

3

1 4

2

Teorema 5.10. Sejam A→ B e C → B homomorfismos sobrejetores:

� R o pullback destes homomorfismos sobrejetores;
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� Q o pushout das inclusões dos quivers QB → QA e QB → QC;

� I o ideal de KQ gerado por IA e IC e por todos os caminhos que ligam (QA)0 \ (QB)0

e (QC)0 \ (QB)0.

Então o pullback R é isomorfo a KQ/I.

Demonstração: Seja Q o pushout das inclusões de quivers QB → QA e QB → QC .

Observe que, os elementos de Q que estão tanto em QA quanto em QC são justamente os

elementos de QB.

Considere I o ideal deKQ gerado por IA, IC e todos os caminhos que ligam (QA)0\(QB)0

e (QC)0 \ (QB)0. Por construção, temos que IA = I ∩ KQA e IC = I ∩ KQC , além

disso, (QA, IA) e (QC , IC) são plenos e convexos em (Q, I). Pelo Lema 5.7, temos que

A ∼= eA(KQ/I)eA e C ∼= eC(KQ/I)eC .

Iremos denotar eC − eB por e′C e eA − eB por e′A, e consequentemente podemos escrever a

identidade de KQ/I como e = e′A + eB + e′C .

Considere os seguintes homomorfismos sobrejetores:

hA : KQ/I → eA(KQ/I)eA

x 7→ eAxeA

, hC : KQ/I → eC(KQ/I)eC

x 7→ eCxeC

,

fA : eA(KQ/I)eA → eB(KQ/I)eB

x 7→ eBxeB

e fC : eC(KQ/I)eC → eB(KQ/I)eB

x 7→ eBxeB

Visto que eBeA = eB = eAeB e eCeB = eB = eBeC temos fA(hA(x)) = fA(eAxeA) =

eBeAxeAeB = eBxeB e fC(hC(x)) = fA(eCxeC) = eBeCxeAeC = eBxeB. Sendo assim, o

seguinte diagrama é comutativo:

KQ
I

eA
KQ
I
eA

eC
KQ
I
eC eB

KQ
I
eB

hA

hC fA

fC

Analisando os núcleos de hA e fC , temos:

Note que, os caminhos não nulos q de KQ/I após aplicados em hA são da forma eAqeA,

ou seja, que iniciam e terminam em vértices de QA. Para que esses caminhos resultem em

0, s(q) e/ou t(q) devem pertencer ao (QC)0 \ (QB)0. Sendo assim, q pode ser escrito como
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re′Cs, com r, s ∈ KQ/I. Logo, kerhA = (KQ/I)e′C(KQ/I). Com o racioćınio análogo

para ker fC , conclúımos que ker fC = eC(KQ/I)e′C(KQ/I)eC .

Além disso, hC restrita ao núcleo de hA é uma bijeção sobre ker fC , pois

hC((KQ/I)e′C(KQ/I)) = eC(KQ/I)e′C(KQ/I)eC e pelo Lema 5.5, KQ/I é um pullback

de fA e fC .

5.1 Pullback Orientado

Nesta seção, caracterizamos um tipo de pullback. Este nos da uma das principais

caracteŕısticas de um tree oriented pullback. Existem outros tipos de orientação, mas essas

não se enquadram no intuito do nosso estudo.

Definição 5.11. Seja R o pullback dos homomorfismos sobrejetores A → B e C → B.

Dizemos que tal pullback é orientado se não existir caminho não nulo de (QB)0 para

(QC)0 \ (QB)0 e de (QA)0 \ (QB)0 para (QB)0.

A ilustração a seguir auxilia na visualização dessa definição, onde as flechas denotam

os sentidos para os caminhos em QR.

QA QC

QB

Observação 5.12. Pela definição anterior, podemos observar que a condição da ine-

xistência de caminho não nulo de (QB)0 para (QC)0 \ (QB)0 e (QA)0 \ (QB)0 para (QB)0

equivale a eBRe
′
C = 0 e e′AReB = 0, utilizando a notação definida no Teorema 5.10.

Exemplo 5.13. Considere as álgebras A,B e C dadas pelos seguintes quivers:

QA :

4

1 2 3

5

, QB :

4

3

5

e QC :

4

3 6 7

5

.
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A álgebra R é um pullback orientado, onde

QR :

4

1 2 3 6 7

5

5.2 Tree Oriented Pullback

Nesta seção, finalmente iremos definir álgebra tree oriented pullback com o propósito de

demonstrar o resultado referente aos seus módulos indecompońıveis. Para isso precisamos

de alguns conceitos relacionados aos vértices de um quiver e resultados sobre representações

de módulos.

Definição 5.14. Seja v um vértice no quiver Q.

� v é chamado de fonte se não existe flecha com final em v;

� v é chamado de poço se não existe flecha com ińıcio em v.

Um dos resultados relacionados a representação de módulos, é uma conexão entre a

injetividade do módulo com as caracteŕısticas do quiver.

Lema 5.15. Sejam Q um quiver e i uma fonte de Q. Suponha que existe uma única flecha

α : i → j iniciando em i. Seja Q′ o subquiver pleno de Q dado por Q′0 = Q0 \ {i}. Se

M = ((Ml)l∈Q0 , (Mβ)β∈Q1) é uma representação de Q tal que a restrição de M sobre Q′ é

um módulo injetivo de KQ′ e Mα é um isomorfismo, então M é um módulo injetivo de

KQ.

Demonstração: Sejam L = ((Ll)l∈Q0 , (Lβ)β∈Q1) e N = ((Nl)l∈Q0 , (Nβ)β∈Q1) repre-

sentações de Q, f = (fl)l∈Q0 : L → N um morfismo injetor, e g = (gl)l∈Q0 : L → M um

morfismo. Iremos mostrar que existe um morfismo h = (hl)l∈Q0 : N →M tal que g = hf .

L N

M

f

g
h

Por hipótese, a restrição de M sobre Q′ é um módulo injetivo de KQ′, então podemos

assumir que hl é definido para l 6= i satisfazendo a condição gl = hlfl. Precisamos definir
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hi : Ni → Mi tais que gi = hifi e Mαhi = hjNα, em que α : i → j. Como Mα é um

isomorfismo (admite inversa), podemos definir hi = M−1
α hjNα, o diagrama abaixo nos

ajuda a visualizar este morfismo.

Ni Nj

Mi Mj

Nα

hi hj

Mα

Portanto, hifi = (M−1
α hjNα)fi = M−1

α (hjfj)Lα = M−1
α gjLα = M−1

α Mαgi = gi. Com

os diagramas a seguir conseguimos visualizar as igualdades usadas.

Li Lj

Ni Nj

Lα

fi fj

Nα

Li Lj

Mi Mj

Lα

gi gj

Mα

Para provarmos o principal teorema deste trabalho, devemos enunciar um resultado

sobre o quiver do seguinte tipo:

Definição 5.16. Um quiver Q é considerado tree, isto é, do tipo árvore, se seu grafo não

orientado não possuir ciclos.

Observação 5.17. Note que, o quiver do tipo árvore com um único poço resulta em fontes

com uma única flecha. Caso contrário, o seu grafo não orientado teria um ciclo.

Teorema 5.18. Seja Q um quiver do tipo árvore com um único poço. Se

M = ((Ml)l∈Q0 , (Mβ)β∈Q1) é uma representação de Q em que Mβ é sobrejetiva para

todo β ∈ Q1, então M é uma módulo injetivo sobre KQ.

Demonstração: Provaremos por indução na quantidade n de flechas.

Caso n = 1. Considere Q como • •β
. Podemos representá-lo da seguinte forma

M1 M2

Mβ
. Sabemos que os módulos injetivos sobre KQ são:

Representação I1

K 0

Representação I2

K K

Temos dois casos para a representação M do teorema.
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� Caso M2 é zero: Km 0 .

� Caso M2 não é zero, isto é, dimM2 = n > 0: Km Kn . Pelo Teorema do

Núcleo e da Imagem dimKm = dim kerMβ + dim ImMβ, como, por hipótese Mβ é

sobrejetiva, conclúımos que m ≥ n.

Sendo assim, conclúımos que em ambos os casos, podemos escrever a representação de

M como soma direta de Ii, para i = 1, 2.

Agora, suponha que o resultado é verdadeiro para n− 1 flechas. Demostraremos que

ele também vale para n flechas:

Caso n
•

. . . . . .

• •

Seja Q um quiver do tipo árvore com n flechas e i uma fonte de Q. Pela Observação

5.17, como Q tem um único poço, então existe uma única flecha começando em i. Seja

α : i → j essa flecha. Vamos escrever o módulo M como uma soma direta de dois

submódulos M ′ e M ′′ baseado no fato de que Mα é sobrejetora e i é uma fonte.

As transformações lineares associadas a flecha α das representações M , M ′′ e M ′,

respectivamente estão ilustradas a seguir:

Mi Mj

kerMα 0

Mi/ kerM ′
α Mj

Mα

0

M ′
α

O submódulo M ′′ = ((M ′′
l )l∈Q0 , (M

′′
β )β∈Q1) tem a seguinte caracteŕıstica: M ′′

i = kerMα

e M ′′
l = 0 para l 6= i. Já o submódulo M ′ = ((M ′

l )l∈Q0 , (M
′
β)β∈Q1) tem

M ′
α : Mi/ kerMα →Mj um isomorfismo e M ′

β = Mβ para β 6= α.

Analisando os submódulos, M ′′ é um produto de cópias de módulos simples associados

ao vértice i e então M ′′ é injetivo porque i é uma fonte. Quando i é uma fonte, o módulo

simples associado ao vértice i é injetivo.
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Agora, iremos provar que M ′ também é injetivo.

Seja Q′ o subquiver pleno de Q, tal que Q′0 = Q0 \ {i}. Consideramos M a restrição

do M ′ sobre Q′. O subquiver continua sendo do tipo árvore e tem apenas um poço. As

aplicações Mβ ainda são sobrejetoras para todo β ∈ Q′1. Por hipótese de indução, temos

que M é um módulo injetivo sobre KQ′. Logo o módulo M ′ está satisfazendo as hipóteses

do Lema 5.15, e portanto, M ′ é injetivo sobre KQ. Fechando que o M é uma soma direta

de módulos injetivos, então é injetivo sobre KQ.

Definição 5.19. Um pullback R de A→ B e C → B é um tree oriented pullback se seu

quiver com relações satisfaz as seguintes condições:

� Cada componente conexo de QB é do tipo árvore com um único poço, sem relações;

� Para cada flecha α : x → y em (QB)1 e cada caminho p : z → y com z em

(QC)0 \ (QB)0 para y, existe um caminho q : z → x de z para x tal que qα− p ∈ IC .

Observação 5.20. A segunda condição garante que se existirem dois caminhos diferentes

começando no mesmo vértice z em (QC)0 \ (QB)0 para y ∈ (QB)0, passando em α : x→ y

de (QB)1, eles são equivalentes. Note que, se considerarmos q′ o mesmo caminho de q até

o vértice y ele continua respeitando a condição q′α− q ∈ IC.

Exemplo 5.21. Sejam A, B e C álgebras dadas, respectivamente pelos quivers

QA :

1

3 4

2

, QB : 3 4 e QC :

6

3 4 5 8

7

.

Neste caso, R é tree oriented pullback e é dado por

1 6

3 4 5 8

2 7

.

O tracejado que liga 5→ 4 e 3→ 1 indica que o caminho iniciando em 5 e terminando em
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1 é nulo em R. O mesmo acontece entre 5→ 4 e 3→ 2. Estas relações aparecem porque

R é um pullback.

Teorema 5.22. Se R é tree oriented pullback de A → B e C → B então todo módulo

indecompońıvel sobre R é indecompońıvel sobre A ou sobre C.

Demonstração: Pela Observação 5.4, já sabemos que os módulos indecompońıveis sobre

A ou C, podem ser vistos como módulos indecompońıveis sobre R. Nesta demonstração

mostraremos a volta, usando representações de módulos.

Seja M = ((Mx)x∈(QR)0 , (Mα)α∈(QR)1) uma representação de um módulo indecom-

pońıvel sobre R de (QR, IR). A partir de M , definiremos uma representação de (QR, IR),

W = ((Wx)x∈(QR)0 , (Wα)α∈(QR)1) da seguinte forma:

� para cada vértice x em (QR)0 considere Wx a soma das imagens das aplicações

Mp : My →Mx, onde p é um caminho de y para x, com y em (QC)0 \ (QB)0;

caso i) Se x está em (QC)0 \ (QB)0, então podemos usar a aplicação identidade sobre

Mx associado ao caminho trivial ex, e teremos Wx = Mx;

caso ii) Se x está em (QA)0 \ (QB)0 então Wx = 0 pois, pela orientação do pullback, não

existe caminho não nulo de (QC)0 \ (QB)0 para (QA)0 \ (QB)0.

� para cada flecha α : x→ x′ em (QR)1, considere Wα = Mα|Wx
a restrição de Wα a

Wx.

Portanto, pelo caso ii, W é uma representação de (QC , IC), enquanto M/W é uma

representação de (QA, IA).

Note que se mostrarmos que W = 0 ou W = M , chegaremos no resultado.

Vamos estudar a parte da representação W de (QB, IB). Considere uma flecha

α : x → x′ em (QB)1 e a aplicação Wα : Wx → Wx′ . Provaremos que Wα é sobreje-

tora.

Seja b ∈ ImMp ⊆Mx′ para algum caminho p de z ∈ (QC)0 \ (QB)0 para x′ e seja a em

Mz tal que Mp(a) = b. Pelo segundo item da Definição 5.19, existe um caminho q de y em

x tal que qα− p está em IR. Então, Mα ◦Mq = Mp, aplicando em a, temos:

b = Mp(a) = Mα(Mq(a)) = Wα(Mq(a)),
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pois Mq(a) ∈ ImMq ⊆ Wx e Mα|Wx
= Wα.

Portanto, Wα é sobrejetora.

Segue deste fato e do Teorema 5.18, que W restrito a (QB, IB) é uma representação de

um módulo injetivo sobre B. Portanto a seguinte sequência exata:

0 W M M/W 0

restrita a (QB, IB), é uma sequência exata que cinde. Vejamos que ela também cinde em

(QR, IR).

Seja i : W →M a inclusão. W restrito a (QB, IB) é uma representação de um módulo

injetivo sobre B, existe h : M |QB → W |QB tal que h ◦ i′ = 1W |QB
onde i′ é a restrição de

i a W |QB . Considere a seguinte extensão l de h, dada para cada x de (QR)0, por:

lx =


hx, se x ∈ (QB)0

idMx , se x ∈ (QC)0 \ (QB)0

0, se x ∈ (QA)0 \ (QB)0

.

Como o pullback é orientado, l é um morfismo de representações de (QR, IR) e l◦i = 1W .

Portanto, pela Proposição 2.62 a sequência cinde e segue que M ∼= W ⊕M/W . Mas, como

M é indecompońıvel segue que W = 0 ou W = M e portanto M é uma representação de

(QA, IA) ou uma representação de (QC , IC).

Portanto, todo módulo indecompońıvel sobre R é um indecompońıvel sobre A ou sobre

C.

Exemplo 5.23. Considere as álgebras A,B e C dadas pelos seguintes quivers:

QA :

4

1 2 3

5

γ

α β

δ

, QB :

4

3

5

γ

δ

e QC :

4

3 6 7

5

γ

ε ζ

δ

.
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Logo, QR é dado por

4

1 2 3 6 7

5

γ

α β ε ζ

δ

.

Note que, R não satisfaz a condição do Teorema 5.22, pois existe um caminho não

nulo de QA \QB para QB, ou seja, R não é orientado.

De fato, se analisarmos a representação do módulo injetivo indecompońıvel de QR

associado ao vértice 3, temos:

(I3)1 ∼= Kαβ

(I3)2 ∼= Kβ

(I3)3 ∼= Kid

(I3)4 ∼= Kγ

(I3)5 ∼= Kδ

(I3)6 ∼= Kε

(I3)7 ∼= Kζε

Representação I3:

K

K K K K K

K

1

1 1 1 1

1

.

Portanto, podemos afirmar que não existem representações de módulos em A ou C que

possam ser representados desta forma. Note que, na representação de I3 existem espaços

vetoriais não nulos em QC \QB e em QA \QB, sendo imposśıvel representá-lo somente

através de QA e QC, respectivamente.
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6 Considerações Finais

De forma geral, este trabalho além de possibilitar a compreensão de resultados intro-

dutórios de extrema importância para a teoria de representações de álgebras, relembrou

conceitos trabalhados em diversas disciplinas presentes na grade curricular do curso de li-

cenciatura em matemática, como: Linguagens Matemáticas, Álgebra Linear, Fundamentos

de Álgebra, Extensões Algébricas dos Racionais, entre outras.

Este trabalho pode servir como base para estudos e pesquisas sobre teoria de repre-

sentações de álgebras em ńıvel de graduação e, consequentemente, possibilita à estudantes

de ciências exatas contato com uma área de pesquisa não presente na grade curricular do

curso.

O estudo dos conceitos algébricos propostos neste trabalho contribúıram para a com-

plementação na formação matemática, visando a admissão em um programa de mestrado,

possibilitando maiores condições para prosseguir com a formação profissional. Além disso,

partindo do conhecimento obtido através deste trabalho, grande parte introdutória, há a

possibilidade de estudar de forma mais aprofundada tópicos da teoria.
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