Universidade Federal de Alfenas

Amanda de Melo Souza

Os Modulos Indecomponiveis sobre as Algebras Tree
Oriented Pullback

Alfenas - MG
2021



Amanda de Melo Souza

Os Modulos Indecomponiveis sobre as Algebras Tree
Oriented Pullback

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de licenciada em Mateméatica pela Uni-
versidade Federal de Alfenas.

Area de concentracao: Matematica Pura.
Orientador: Prof. Dr. Marcelo Moreira da
Silva,

Alfenas - MG
2021



Amanda de Melo Souza

Os Modulos Indecomponiveis sobre as Algebras Tree
Oriented Pullback

A banca examinadora abaixo-assinada,
aprova o Trabalho de Conclusao de Curso
apresentado como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de licenciada em
Matematica pela Universidade Federal de
Alfenas.

Area de concentracao: Matemaética Pura.

Aprovado em: 04 de margo de 2021.

Prof. Dr. Marcelo Moreira da Silva

Orientador

Prof. Dr. José Carlos de Souza Junior

Universidade Federal de Alfenas

ol Wy
g O
Prof*. Dr®. Heily Wagner

Universidade Federal do Parand

Prof®. Dr®. Catia Regina de Oliveira Quilles Queiroz (Suplente)

Universidade Federal de Alfenas



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a Deus e a Mae Rainha pela minha vida e por sempre estarem
ao meu lado, me protegendo e me dando forcas para continuar, mesmo que por muitas
vezes afastada.

Agradeco aos meus pais, Suely e Divino Céssio, por sempre fazerem o possivel e o
impossivel para me darem condi¢oes para prosseguir minha vida pessoal e académica.
Agradeco por me escutarem nos momentos de aflicdo, medo e angistia e sempre contornarem
a situacao com conselhos e palavras reconfortantes.

Agradecgo a minha irma Livia, o verdadeiro amor da minha vida, que estd comigo em
todos os momentos, me empoderando e me dando forcas para sempre ser mais do que
POSSO0.

Agradeco a toda minha familia, em especial a vové Maria, meus tios e tias, primos e
primas, por confiarem no meu potencial e me instigarem a buscar sempre mais, vibrando
com minhas vitérias e torcendo pelo que ainda esta por vir.

Agradeco ao meu orientador Marcelo, por nao ser apenas um professor, mas meu
companheiro ao longo de toda minha graduacao, me ensinando, me apoiando e me
permitindo alcancar patamares nunca antes nem sonhados por mim.

Agradeco aos meus amigos de classe: Thales, Mariana, Edson, Augusto e Mesek, com
quem convivi intensamente durante os ultimos 4 anos, pelo companheirismo e pela troca
de experiéncias que me permitiram crescer. Sempre estivemos e sempre estaremos juntos.
Thales, em especial, te agradeco por me permitir fazer parte da sua vida e compartilhar a
minha com voceé, vocé é o melhor amigo que alguém pode ter.

Agradeco a todos os professores que contribuiram para minha formacao, principalmente
aos professores José Carlos e José Paulo, por me apoiarem nos momentos de dividas
e incertezas e me incentivarem a sempre dar o melhor de mim. Agradeco de maneira
especial, ao professor Fabricio e a professora Luciana, por me acolherem de forma tao
paternal quando cheguei em Alfenas. Agradeco também aos professores Anderson, Luiz
Beijo, Guilherme, Rejane e Catia por me auxiliarem em projetos de extensao e iniciagao
cientifica, devo grande parte do meu crescimento critico, académico e extensionista a voces.

Agradeco aos amigos e professores que conheci durante essa jornada da graduacgao,
seja em congressos ou em cursos de verao: Bruna, Mayumi, Fernando S., Gabriella, Julia,

Marina, Leticia, Fernando L. e professora Heily.



Agradeco aos meus amigos da vida, que acompanharam nao sé o processo do TCC,
como toda minha trajetéria no curso: Fernanda, Mariane, Andréia, Diego, Luis, Guilherme,
Juliana, Daiene, Vitéria, Rafael, Téo, Fabricio, Vinicius, Flavio e Ronan. Sem vocés nada
disso seria possivel. Amo cada um.

Por fim, agradeco a todos que de alguma forma contribuiram para minha chegada até

aqui, desejando meu bem e torcendo por mim.



“Deixa eu me apresentar
Que eu acabei de chegar
Depois que me escutar

Voceé val lembrar meu nome”

(AnaVitoéria)



Resumo

A Teoria de Representacao de Algebras tem como um dos objetivos fundamentais classificar
determinadas algebras a partir de seu conjunto de modulos. Neste trabalho, busca-se
compreender de forma introdutéria a teoria de algebras e modulos, com o objetivo de
estudar especificamente o conjunto de médulos indecomponiveis sobre as algebras tree
oriented pullback. O trabalho foi desenvolvido por meio de um estudo teérico. Dado dois
homomorfismos sobrejetores de algebras f: A — Be g: C — B, o pullback R é uma
subdlgebra de A x C' definida por {(a,c) € A x C'| f(a) = g(c)}, o quiver de R pode
ser determinado a partir dos quivers de A e C. A partir dessas informacoes, é possivel
compreender os médulos sobre a algebra. O principal resultado estudado revela que os
modulos indecomponiveis sobre R, a algebra tree oriented pullback, se restringem aos
modulos indecomponiveis existentes sobre as algebras A e C' envolvidas. A importancia
de se estudar os moédulos sobre essa determinada algebra é que a partir dos resultados
relacionados aos modulos é possivel descobrir caracteristicas sobre a algebra, sem a
necessidade de conhecé-la essencialmente.

Palavras-chave: Representacao de algebra. Algebra associativa. Quivers.



Abstract

Representation Theory of Algebras has as one of its fundamental objectives to classify
certain algebras from their set of modules. In this work, we seek to understand the
theory of algebras and modules in an introductory way, with the objective of specifically
studying the set of non-compose modules on algebras tree oriented pullback. The work
was developed through a theoretical study. Given two homomorphisms of algebras f
of A onto B and g of C' onto B, the pullback R is a subalgebra of A x C' defined by
{(a,c) € Ax C|f(a) = g(c)}, the quiver of R can be determined from the quivers of
A and C'. From this information, it is possible to understand the modules on algebra.
The main result studied reveals that the non-component modules on R, the algebra tree
oriented pullback, are restricted to the non-component modules already existing on the A
and C' algebras involved. The importance of studying the modules on this given algebra is
that from the results related to the modules it is possible to discover characteristics about
algebra, without the need to know it essentially.

Keywords: Algebra representation. Associative algebra. Quivers.
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1 Introducao

Durante muito tempo, o termo Algebra se referia a parte da Matematica em que as
equacoes algébricas eram o principal objeto de estudo. Ao longo do desenvolvimento dessa
area em busca de padroes e sedimentacgao tedrica, houve a necessidade da construcao de
uma linguagem simbolica devido ao surgimento de conceitos algébricos cada vez mais
abstratos [1]. S6 assim a Algebra se consolidou como uma drea de conhecimento, fruto de
um desenvolvimento histérico e nao inata ao ser humano [2].

Desde o inicio da Algebra Abstrata, ja se trabalhava com conjuntos definidos a partir
de elementos basicos munidos de operacoes binarias, como a soma de forma natural e
o produto a partir da multiplicacao de elementos. Esses conjuntos sao chamados de
Estruturas Algébricas. Alguns exemplos sao: grupos, anéis, corpos, espacos vetoriais,
algebras e médulos.

Neste trabalho serao apresentados elementos da Teoria de Representacao de Algebras.
Essa se originou com o estudo de algumas estruturas algébricas como os grupos de permu-
tagao e algebras de matrizes. Um dos objetivos fundamentais nessa area é classificar
algebras a partir de uma anélise aprofundada de suas respectivas categorias de modulos.
A teoria, em particular, teve um salto na década de 1970, quando a linguagem dos quivers
e os métodos da algebra homolégica mudaram a maneira em como sao abordados os
problemas tedricos da area [3].

Atualmente, a teoria tem diversas ferramentas a serem estudadas como: a estrutura do
Quiver de Auslander-Reiten, a Variedade da Representacao, as Categorias Trianguladas,
a Homologia e Cohomologia de Hochschild, entre outras. Esse campo de estudos tem
também conexoes com a Teoria de Lie, Grupos Quanticos, Teoria de Singularidade e
Algebras de Cluster, além de aparecer em estudos na area de Combinatoria, Teoria dos
Numeros, Inteligéncia Artificial e Criptografia.

Neste trabalho, o estudo sera direcionado para as algebras Tree Oriented Pullback. Para
isso, primeiro devemos estudar alguns elementos da teoria de representacoes de algebras,
como algebras, que sao estruturas algébricas com certas propriedades, e modulos, que sao
considerados uma generalizacao de espaco vetorial onde os escalares sao os elementos da
algebra. Esses conceitos estao presentes na Secao [2, onde nossas principais referéncias sao
[] e [5].

Na Secao |3 estudaremos com mais profundidade alguns médulos especiais: médulos



11

indecomponiveis, simples, projetivos e injetivos. Esses tipos de médulos fazem um papel
importante quando olhamos para a familia de todos os mddulos sobre uma algebra. Para
essa segao as principais referéncias sao [4], [5], [6] e [7].

Em seguida, para estudar algebras de uma forma mais pratica, usa-se o Teorema de
Gabriel provado na década de 70, presente na Secao |4l O enunciado desse teorema prova
que toda algebra de dimensao finita é isomorfa a uma representacao grafica chamada
de quiver com relagoes. Trabalhar com o quiver com relagoes, significa trabalhar com a
algebra associada a esse quiver, e vice-versa. As principais referéncias para essa secao, sao
[ e [8].

Por fim, na Secao [5| buscamos compreender os mdédulos indecomponiveis sobre as
algebras Tree Oriented Pullback. O principal resultado revela que os moédulos indecom-
ponives sobre o pullback se restringem aos modulos indecomponiveis existentes sobre as
algebras envolvidas. A importancia de se estudar os modulos sobre essa determinada
algebra é que a partir dos resultados relacionados aos médulos é possivel descobrir ca-
racteristicas sobre a algebra, sem a necessidade de conhecé-la essencialmente. Para isso,

foram usadas as referéncias [9] e [10].



12

2 Elementos de Representacoes de Algebras

Nesta secao, apresentaremos defini¢oes, propriedades e proposi¢oes sobre conceitos
bésicos e necessarios para a construcao deste trabalho e para a compreensao das futuras

secoes.

2.1 Algebras

Para compreender a definicao da estrutura algébrica algebra, necessitamos de trés
conceitos fundamentais: espago vetorial, anel e corpo. A definicao desses conceitos estao
presentes em [I1]. Ao longo deste trabalho, daremos foco para dlgebras sobre corpos
algebricamente fechados, geralmente denotados por K, um dos véarios motivos é a exigéncia
do Teorema de Gabriel, um dos principais resultados na Teoria de Representacoes de

Algebras.

Definicao 2.1. Seja K um corpo. Uma K-dlgebra A ou uwma dlgebra A sobre K ¢ uma

estrutura que atende 0s sequintes axiomas:

e ¢ um anel com unidade e as operagoes soma e multiplicacao sao denotadas da sequinte
forma:

(a,b) = a+b e (a,b) — ab para a,b € A;

e ¢ um espaco vetorial sobre K, com a adicao acima e com a multiplicacao pelo escalar:

(Na)—= X-apara A€ K, a € A;

e ¢ respeita a igualdade:

A-(ab) = (A-a)b=a(\-b) para todo A € K e a,b e A.

Observacao 2.2. A dlgebra A serd associativa se a operacao multiplicagao no anel for
associativa. O mesmo vale para a propriedade comutativa, a dlgebra A serd comutativa se

a operagcao multiplicacao no anel for comutativa.

Definicao 2.3. A dimensao de uma K-dlgebra A ¢ a dimensdo de A como um K-espaco

vetorial.

Neste trabalho, iremos considerar algebras de dimensao finita e associativas.
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Exemplo 2.4. O espago das n x n-matrizes M, (K) com a adi¢ao e multiplicagao matricial
é uma K-dlgebra, a qual tem dimensao n®. As matrizes unitdrias F;; para 1 <i,j7 <n
formam uma K-base, em que, E;; sio as matrizes que tem entrada 1 na posicdo (i,j) e 0

em todas as outras entradas.

Exemplo 2.5. Seja V um K-espaco vetorial e considere as transformagaoes lineares sobre

K emV:
Endg (V) ={a:V =V / a é uma transformagao linear sobre K}.

Endg (V) se torna uma dlgebra quando a multiplicagdo € dada pela composicao de aplicagoes,
a adigdo e a multiplicagao por um escalar sao feitas ponto a ponto, isto é: (a+ f)(v) =

a(v) 4+ B(v) e (Aa)(v) = Aa(v), para todo o, f € Endg(V), \€e K ev e V.

Na maioria das K-algebras que iremos estudar, sua unidade sera dada pela combinagao
linear de determinados elementos, chamados idempotentes. Além disso, esses elementos
podem receber nomes especias relacionados a uma caracteristica especifica, os quais

veremos na definigao a seguir.

Definicao 2.6. Seja A uma K-dlgebra. Um elemento e € A € dito idempotente se e? = e.

Além disso, dizemos que:

o elemento e é um idempotente central se ea = ae para todo a € A;

dois idempotentes e1,es € A sdo ortogonais se ejea = ege; = 0;

e um idempotente e € A é primitivo se e nao pode ser escrito como uma SOma

e =e1 + ey, onde ey e ey sao idempotentes ortogonais nao nulos de A;

e um conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos de A € um conjunto

{e1,€9,...,e,} C A de idempotentes, ortogonais dois a dois, primitivos tais que

l=e+ex+---+ep.

Exemplo 2.7. Considere o conjunto My(R). O elemento (}9) ¢ idempotente pois (}9)* =
(89). Porém nao é primitivo, visto que (§9) = (33) + (39), onde (§3),(39) sao

idempotentes ortogonais.
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Definicao 2.8. Uma K-dlgebra ¢é dita conexa quando 0 e 1 sao os unicos idempotentes

centrais de A.

Observagao 2.9. A menos de mengao em contrdrio, as dlgebras presentes neste trabalho

Serao coneras.

Uma forma de construir novas algebras é fazendo o produto cartesiano de algebras ja

existentes, conforme definido a seguir:

Definigao 2.10. Se Ay,..., A, sao K-dlgebras, seu produto direto é definido como uma
dalgebra

Ay x - x Ay ={(ay,...,a,) [ a; € A; parai=1,...,n}
em que a adicao e a multiplicacao sao feitas componente a componente.

Observagao 2.11. A dlgebra definida acima nao € coneza.

2.1.1 Subalgebras

Assim como temos subespacos de espagos vetoriais, subgrupos de grupos, definimos
a nocao de subalgebra. Considere A uma K-dlgebra e B um subconjunto de A. Uma

subalgebra B de A é uma algebra com as respectivas operagoes de A.

Definigao 2.12. Seja K um corpo e A uma K -dlgebra. Um subconjunto B de A € chamado

de K -subdlgebra (ou somente subdlgebra) de A, se satisfaz as sequintes condigoes:

(i) B € um K-subespago de A, isto é, para cada \,;p € K e by,by € B, nds temos
Aby + Mbg € B;

(i) B € fechado para a multiplicagao, isto é, para todo by, by € B, o produto biby € B;
(ii1) O elemento neutro 14 de A pertence a B.
Exemplo 2.13. A K-dlgebra M,(K) das n x n-matrizes sobre K tem algumas subdlgebras:

(i) O conjunto das matrizes triangulares superiores

T.(K) = {a = (a;;) € M\, (K) / a;; =0 para i > j}

¢ uma subdlgebra de M, (K). Analogamente, podemos definir o conjunto das matrizes

triangulares inferiores que também serd uma subdlgebra de M, (K).
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(ii) As matrizes diagonais D,, = {a = (a;j) € M,,(K) / a;j =0 para i # j} formam uma
subdlgebra de M, (K).

(111) Existem também subdlgebras tais como

{

Exemplo 2.14. As matrizes M, (Z) C M,(R) sdo fechadas para a adi¢io e multiplicagao,

o oo
N §oo
LR o0

) /a,b,c,d,x,y,z,u,EK}g My(K).

o o0 e

porém M, (Z) nao é uma R-subdlgebra de M, (R), pois M,(Z) nado é um R-subespago

vetorial.

2.1.2 Ideais

Sabemos que para uma estrutura algébrica ser considerada algebra, ela precisa atender
alguns axiomas, inclusive de anéis, sendo assim também possuem o conceito de ideal. Um
ideal apresenta uma propriedade bem interessante: dado um elemento da dlgebra e um
elemento do ideal, o resultado da multiplicacao entre esses elementos também pertencera

ao ideal.

Definicao 2.15. Sejam A uma K-dlgebra e I um subconjunto de A. Um ideal a esquerda
I de A é um subgrupo (I,+) de (A,+) tal que ax € I para todo v € I ea € A. De
maneira andloga, I € um ideal & direita de A se (I,+) é um subgrupo tal que xa € I para

todox €I ea e A. Um subconjunto I de A € um ideal se € ideal a direita e a esquerda.

Observacao 2.16. Em geral, um ideal nao € uma subdlgebra, pois o elemento neutro nao

precisa pertencer a I. Na realidade, um ideal I C A contém 14 se, e somente se, I = A.

Ao longo deste trabalho usaremos a notagao de span G para determinar o espago

vetorial gerado pelo conjunto G, e (G) para determinar o ideal gerado pelo conjunto G.

Exemplo 2.17. Considere a K-dlgebra T,,(K) das matrizes triangulares superiores. O

K -subespaco das matrizes estritamente triangulares superiores dado por:

I =span{E;; /1 <i<j<n}

¢ um ideal de T, (K).
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As proximas definigoes nos trazem algumas possiveis caracteristicas dos ideais, como

nilpoténcia e maximalidade.

Definigcao 2.18. Se I ¢ um ideal de A e m > 1 um numero inteiro, definimos I"™ como
o ideal gerado por todos os elementos da forma xixo---x,, em que x1,To,..., %, € I.

Definimos I° = A. O ideal I € dito nilpotente se I"™ = 0 para algum m > 1.

Definicao 2.19. Um ideal I de uma K-dlgebra A € dito mazimal quando I C A e para
todo ideal J de A tal que I C J C A, tem-se que J =1 ou J = A.

Defini¢ao 2.20. O radical de uma K-dlgebra A, geralmente denotado por rad A é a

intersecao de todos os ideais mazximais de A.
Teorema 2.21. Se A é uma K-dlgebra de dimensao finita, entdo rad A € nilpotente.

A demonstracao deste resultado encontra-se em [4].

2.1.3 Homomorfismos de Algebras

Assim como espacos vetoriais, grupos e anéis, nas algebras também é necessario definir e

estudar aplicagoes entre elas que “preservem” sua estrutura, chamadas de homomorfismos.

Definicao 2.22. Sejam A e B duas K-dlgebras. Uma aplicacao ¢ : A — B é um

homomorfismo de K-dlgebras se:

(i) ¢ € uma transformagao linear de espagos vetoriais;
(ii) ¢(ab) = ¢(a)p(b), para todo a,b € A;

(iii) $(14) = 1.
A aplicacio ¢ : A — B € um isomorfismo de K-dlgebras se ¢ é um homomorfismo de

K -dlgebras e € bijetora. Caso A e B sejam isomorfas, denotamos A = B.

Observagao 2.23. Para checar a condi¢ao (ii) da definicdo, é suficiente tomar a,b
elementos quaisquer em alguma base fizada do espaco vetorial, entdo vale também para

elementos arbitrdrios de A, pois ¢ € uma transformacao linear.

Observacao 2.24. Note que a definicao de homomorfismo de dlgebras requer mais que ser
apenas um homomorfismo de anéis. De fato, um homomorfismo de anéis entre K -dlgebras
geralmente nao é um homomorfismo de K-dlgebras. O caso a sequir, exemplifica essa

observacao.
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Exemplo 2.25. Considerando o conjunto dos nimeros complezos C como uma C-dlgebra.
Seja ¢ : C — C, dada por ¢(z) = Z, a aplicagao de conjugagio complexa.
Pelas regras usuais da conjugagao compleza ¢ satisfaz os axiomas (ii) e (iii) da defini¢do
anterior, além disso ¢(z) + ¢(w) =Z+wW =z +w = ¢(z + w), para z,w € C. Logo, ¢ €

um homomorfismo de anéis. Porém, ¢ nao satisfaz o axioma (i), note que:

olii) = 9(i%) = p(—1) = —1.

Por outro lado, considerando i como escalar,

Entao, ¢ nao € um homomorfismo de C-dlgebras. Contudo, se considerarmos C como
uma R-dlgebra, entdo a conjugacdo complexa € um homomorfismo de R-dlgebras. De fato,

parar € R e z € C, temos:

d(rz)=12=TZ=1rZ =10(2).

2.2 Algebras de Caminhos

Nesta se¢ao, iremos tratar de uma representacao grafica, chamada quiver. Além disso,
é possivel através de um quiver () obter um tipo especial de algebra sobre K chamada
algebra de caminhos, geralmente denotada por K. A algebra de caminhos K tem

estrutura de espaco vetorial, em que sua base é dada por todos os caminhos em Q).

Definicao 2.26. Um quiver ) é dado por uma quddrupla (Qo, @Q1,s,t) onde Qo € um
conjunto de vértices, Q1 um conjunto de flechas e s,t : Q1 — Qo funcoes que associam,
para cada flecha o € Qy, seu inicio s(«) e seu término t(«), respectivamente. Um quiver

Q ¢ dito finito se Qg e Q)1 sao conjuntos finitos.

Um caminho nao trivial em ) é uma sequéncia p = ajqs. .., de flechas o; € Q)
tais que t(a;) = s(a;41) para todo ¢ =1,...,r — 1. O nimero r de flechas é chamado de
comprimento p. O vértice inicial é definido por s(p) = s(ay) e o final por t(p) = t(«,.).
Para cada vértice ¢ € (), existe o caminho trivial de comprimento 0, chamado e; tal

que s(e;) =i = t(e;). Um caminho p em @ é chamado de ciclo orientado se p tem um
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comprimento positivo e s(p) = t(p).

Exemplo 2.27. Dado o quiver:

Podemos classificd-lo como finito, pois Qo = {1,2,3} e @1 = {«a,p}. Além disso, o
caminho aff em Q) é de comprimento 2, pois ¢ uma Sequéncia de duas flechas tais que

t(a) = s(5).

Os proximos conceitos relacionados a quiver serao trabalhados nos resultados envolvendo

algebras pullback ao final do trabalho.

Definigao 2.28. Um subquiver Q' = (Q},Q}, s, t') de Q = (Qo, Q1,s,t) é um quiver
tal que Q) C Qo, Q) C Q1 e as restricoes de s et sao s' et respectivamente, ou seja,
3|Q,1 =4, 15|Q,1 =t' (em outras palavras, se o : x — y pertence a @, entdo s'(a)) = s(a) e

t'(a) =t(a)).

Observacao 2.29. Um quiver () € dito conexo se olhado como um grafo nao orientado, o
grafo € conezxo, isto €, existe um caminho entre qualquer par de vértices do quiver. Um
quiver nao conexo, pode ser particionado em subquivers conexos, estes recebem o nome de

componentes CONexros.

Observagao 2.30. Um subquiver Q' é denominado pleno se Q) = {a € Q1| s(a),t(a) €
Qu}. Assim, um subquiver pleno é completamente determinado por seu conjunto de

veértices.

Observacgao 2.31. Um subquiver Q' € chamado de convexo quando para todo par de vértices
de @', se existir um caminho p = oy ..., ligando esses vértices, entdo s(oy),t(o;) estao

em (Q)o, para todo i € {1,...,r}.

A definicao a seguir é considerada uma das mais importantes deste trabalho, pois a

partir dela conseguimos transformar uma representacao grafica em uma estrutura algébrica.

Definicao 2.32. A dlgebra de caminhos KQ do quiver () sobre o corpo K tem estrutura

de espaco vetorial com base dada por todos os caminhos em Q). Para dois caminhos
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P=Q10s...0p €q= [102...0s em QQ a multiplicacdo € dada da sequinte forma:

g .. .00 ... By, set(a,) =s(f) e

0 , caso contrdrio.

pP-q=

A multiplicagao em KQ € definida na base por concatenagao de caminhos (se possivel) e €
extendida linearmente para uma combinacao linear. Para os caminhos triviais temos que
e;-p=mpparai=s(p) ee;-p=0 parai# s(p). Por outro lado, p-e; =p para i =1t(p) e

p-e; =0 para i # t(p).

Para () finito, a multiplicacao em K () é associativa pois a concatenacao de caminhos é
associativa, e é distributiva pela defini¢ao de produtos para combinacoes lineares arbitrarias.

Afirmamos que a identidade de K@) é dada pela soma de caminhos triviais, isto é:

1KQ = Z €;.

1€Qo

De fato, para todo caminho p em K@), temos

p (Ze) =) prei=p-em =p

1€Qo 1€Q0
Por outro lado,
b= v =Y et p= (z) »
1€Qo 1€Q0

E para todo a € K@), usando a distributiva, segue que

Observacgao 2.33. Os caminhos triviais e; sao os elementos idempotentes da dlgebra de

caminhos KQ.

Exemplo 2.34. Considerando o quiver 1 —~— 2 , a dlgebra de caminhos KQ tem

dimensdo 3, a base consiste nos caminhos {e1, ea, a}. A tdbua da multiplica¢do para KQ é
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dada por:
er | ale
e1lerlal 0
a|0]0|«
ea | 010 ]es

Exemplo 2.35. Seja QQ um quiver com um dnico vértice 1 e uma flecha o com s(a) =

1 =t(«a), isto €,

a
£
Entao a dlgebra de caminhos KQ tem como base o conjunto {1,a,a?, ...}, sendo assim,
a dlgebra é de dimensao infinita. Agora, considere K|x] a dlgebra de polinémios com
coeficientes no corpo K. E’fdcil observar que KQ e K[x] sao dlgebras isomorfas, utilizando
a sequinte aplicacao:
¢: KQ — Klz]
e1— 1
a— T

Exemplo 2.36. Um quiver pode ter mailtiplas flechas entre dois vértices, como a sequir:

[0}

1 == 2.

B

Este € um caso chamado quiver de Kronecker.

Exemplo 2.37. Seja To(K) a dlgebra das matrizes 2 x 2 triangulares inferiores e considere
a dlgebra de caminhos KQ do quiver 1 <+—~— 2 . Essas dlgebras sao isomorfas pela
sequinte aplicagao:
v TH(K) — KQ
Ei— e
Ey — «

EQQ = €9

2.2.1 Ideais e Quocientes

Ideais ja foram introduzidos para quaisquer dlgebra. Nesta se¢ao, veremos exemplos de

ideais em algebras de caminhos e um caso particular de ideal, chamado admissivel.
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Exemplo 2.38. Sejam QQ um quiver e KQQ = A uma dlgebra de caminhos. Para todo
p € A, o subconjunto Ap = {ap | a € A} é um ideal & esquerda de A. Analogamente,
pA ={pa | a € A} € um ideal o direita de A para todo p € A. Tomando o caminho
trivial e; de um vértice i € Qq, temos um ideal a esquerda Ae;. Isso é gerado por todos os
caminhos em @ que terminam no vértice i. Similarmente, o ideal a direita e;A € gerado

por todos os caminhos em () que comecam no vértice i.

Exemplo 2.39. Sejam KQ uma dlgebra de caminhos e J o subconjunto de todas as flechas

de Q. O ideal (J) € geralmente denotado por Rg.

Exemplo 2.40. O conjunto Rp) representa o ideal gerado por todas os caminhos de

comprimento maior ou tgual a n em Q).

Seja Q o quiver 1 —*— 2 P32 4% 5 associado a dlgebra de caminhos

KQ, o ideal R, = {aBv, 796).

Definicao 2.41. Sejam @) um quiver finito e Rg o ideal de KQ, gerado pelas flechas. Um

ideal I de KQ € dito admissivel se existir m > 2 tal que
m 2
Ry C1C Ry

Observacao 2.42. Seque da defini¢ao acima que um ideal I de K@), contido em Ré, €
admissivel se, e somente se, I contém todos os caminhos cujo o comprimento € grande o

suficiente.
Exemplo 2.43. Seja Q) o quiver
2
RN
12— 4
N
3
O ideal I = {(aff — 0) da K-dlgebra KQ é admissivel, mas Iy = (aff — \) nao é, pois
aff — X\ nao pertence a RQQ.

Assim como em conjuntos, grupos e anéis, também é possivel construir quocientes de

algebras. Neste trabalho, o quociente de algebras de caminhos por ideais admissiveis é
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necessario para um importante resultado, através dele, conseguimos um isomorfismo entre

uma algebra que atende certas condigoes e um quociente de dlgebras de caminhos.

Definigao 2.44. Se I é um ideal admissivel de KQ, o par (Q,I) é dito um quiver com

relagoes. O quociente KQ/I é chamado de dlgebra do quiver com relagoes.
Observagao 2.45. As relagoes sao os geradores do ideal admissivel.

Exemplo 2.46. Seja () o quiver

Pelo exemplo anterior, o ideal Iy = {(aff — v6) da K-dlgebra KQ ¢é admissivel. Sendo
assim, KQ/I; € um quociente de dlgebra e o quiver acima com a rela¢ao aff — o € um
par (Q, 1), ou seja, um quiver com relagoes.

Como a3 —~§ € I, no quociente KQ/I, temos que af —~0 = 0. Logo, aff — 6 =0,
e consequentemente, ol = v0. Através deste cdlculo obtemos que o caminho aff € igual ao
caminho v§ em (Q, ).

O tracejado entre 1 e 4 indica uma relagao comutativa, ou seja, percorrer o caminho

aff € o mesmo que percorrer Y4.

2.3 Modbdulos

A teoria de representacoes estuda como algebras podem atuar sobre espagos vetoriais. E
necessario a no¢ao fundamental de um maédulo, ou equivalentemente, de uma representacao.
A forma mais elementar para a definicao de médulos é vé-los como uma generalizacao de
espagcos vetoriais, onde os escalares sao elementos da dlgebra.

Um espago vetorial sobre um corpo K é um grupo abeliano V' junto com a multiplicacao
do escalar K x V — V| satisfazendo os axiomas usuais. Para termos a nocao de um

A-médulo devemos substituir o corpo K pela dlgebra A.

Definigao 2.47. Seja A uma K-dlgebra. Um A-mdédulo a esquerda é um grupo abeliano
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(M,+) com a operagao bindria:

AxXxM—M
(a,m)— a-m
tais que para todo a,b € A e todo m,n € M, temos:
i) (a+b)-m=a-m+0b-m;
ii) a-(m+n)=a-m+a-n;
iii) a-(b-m)=ab-m;
i) 14 -m=m.

Exemplo 2.48. Seja V' um espacgo vetorial sobre um corpo K. Considere A uma subdlgebra
da dlgebra Endg (V') de todas as transformagoes lineares sobre V.. Entao V' se torna um
A-mddulo, onde a acao de A € dada aplicando as transformacoes lineares em vetores, isto
é:
AxV >V
(p,v) = @ v=p(v).

Agora, iremos verificar os quatro aziomas da definigio anterior, sejam .1 € A e v,w € V:
(1) (p+v)-v=_(p+v)(v) =(p)(v) + () (v) = -v+1)-v;
(ii) - (v+w) = pv+w) = o) +ow) =g v+e-w;
(iii) - (- v) = p((v)) = (po)(v) = (poi)-v;
(iv) 14 -v=idy(v) =v.

Exemplo 2.49. Seja A = KQ dlgebra de caminhos de um quiver Q. Para um vértice
fizado i, seja M o ideal gerado por todos os caminhos que terminam em i. Entdo M = Ae;,

que € um ideal a esquerda de A e assim € um A-mddulo.

Observagao 2.50. Todo A-mddulo V' é um K-espago vetorial. Para isso, basta perceber

que o elemento A\v pode ser escrito como A\l v, em que A € K ev e V.

Definicao 2.51. Dizemos que um maodulo M € finitamente gerado quando dimg M é

finita.
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2.3.1 Submddulos

Em analogia com as construgoes de espacos vetoriais, nos modulos, também é possivel
encontrar submoédulos e médulos quociente de A-médulos. Um submédulo de um A-médulo
M serd um subconjunto U de M onde ele mesmo é um mddulo com as operacoes herdadas

de M. Neste caso, podemos transformar o grupo quociente M /U em A-mdédulo.

Definicao 2.52. Seja A uma K-dlgebra e seja M um A-modulo. Um submddulo U sobre
A de M € um subgrupo (U, +), que € fechado sobre a agdao de A, isto €, au € U para todo

a€Aecucl.

Exemplo 2.53. Considerando uma K-dlgebra A como um A-mddulo, com a a¢ao dada

pela multiplicacao da dlgebra. Entdao os A-submddulos de A sao precisamente os ideais de

A.
Para modulos de K-dlgebras, temos alguns exemplos especificos de submaodulos:

Exemplo 2.54. Sejam Q um quiver e A = KQ a dlgebra de caminhos de Q. Para
qualquer r > 1, seja AZ" o subespaco de A gerado pelos caminhos de comprimento maior
ou igual a r, logo A" € um submddulo de A, em que A pode ser vista como um A-mddulo.
Note que, Ae; é um submddulo de A, se i é um vértice de Q, entdo (Ae;)=" == Ae; N A="

também serd um submddulo de A.

Algumas vezes um moddulo pode ser “quebrado” em pequenos pedagos, essa nogao se

refere a soma direta de submoddulos.

Definicao 2.55. Sejam A uma K-dlgebra, M um A-modulo e Uy, Us, ..., U; submddulos
sobre A de M. Dizemos que M ¢ a soma direta de Uy,Us, ..., U;, denotada M = U; &

Us @ --- ® U, se as duas condicoes sao satisfeitas:

(i) M =U, +Us+---+ U, , isto é, todo elemento de M pode ser expressado como a

soma dos elementos dos submddulos U;;

(i1) Para todo j com 1 < j <t temos U; N3, U; =0.

Observacao 2.56. A definicao acima pode ser generalizada para soma direta de uma

familia infinita de submdodulos.
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Agora, faremos uma importante construcao sobre médulos quocientes. Considere U

um submoddulo de um A-mdédulo M, entao as classes laterais

M/U={m+U|me M}

formam um grupo abeliano com a adi¢cdo (m+U) + (n+U) = (m+n) + U.

Proposicao 2.57. Sejam A uma K-dlgebra, M um A-mdodulo e U um submaodulo de M.

Entao as classes laterais M /U formam um A-mddulo se definirmos

a(m+U) =am+U para todo a € A e m € M.

Este modulo é chamado de maodulo quociente de M mdodulo U.

Demonstragao: Para demonstrar que M /U é um mdédulo, basta checar se a acao de A é
bem definida, pois os axiomas de médulos sao herdados de M.

Sem+U =m'+ U entdao m —m' € U, e portanto, am — am’ = a(m —m’) € U, pois
U é submédulo. Logo, am + U = am/ + U.

Portanto a acao de A estd bem definida. n

2.3.2 Homomorfismos de Mddulos

Nesta secao, iremos introduzir uma aplicacao importante e conveniente entre modulos,
chamada “homomorfismo de médulos”. Através dessa aplicacao é possivel fornecer uma

generalizagao direta do conceito de uma transformacao linear sobre K de espagos vetoriais.

Definigao 2.58. Suponha que A seja uma K-dlgebra, e M e N sejam A-mddulos. Uma
aplicagao p : M — N € um homomorfismo de modulos sobre A se, para todo m,my, me € M

ea € A, temos:
(i) (mi+ma) = p(m1) + p(mo);

(i) plam) = ap(m).

Dizemos que M é isomorfo a N, se existir uma aplicacao ¢ : M — N bijetora que é um

homomorfismo. Quando hd um isomorfismo entre A-mddulos usamos a notacio M = N.

Agora, veremos um conceito definido em varias areas da matematica, que sera funda-

mental para nosso trabalho e em seguida dois tipos de homomorfismos muito utilizados.
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Definicao 2.59. Uma sequéncia de A-modulos e homomorfismos

0 s L -2 s M Yy N

e}

¢ chamada de sequéncia exata curta quando @ é um homomorfismo injetor, ¥ é um

homomorfismo sobrejetor e Im o = ker 1.

Exemplo 2.60. Considere a sequéncia:

0 v L -2 S LN -2 N

o

Se ¢ € uma inclusao, ou seja, p : L — L& N, em que o(I) =1+ 0, e € uma projecao
de N, ou seja, ¥ : L& N — N, em que (I +n) =n. Entao a sequéncia € exata.

Também podemos reescrever a sequéncia com a Sequinte nota¢ao:

0 s L« s LON > > 0 .

Em que, a seta — representa a inclusao (aplica¢do injetora) e a seta — a proje¢do

(aplicagao sobrejetora).

Definicao 2.61. Sejam ¢ : L — M e : M — N homomorfismos de A-maodulos.
Chamamos um homomorfismo s : N — M de se¢cao de ¢ se s = 1y, e chamamos um

homomorfismo r : M — L de retracao de @ se ro = 1y,.

Proposicao 2.62. Dada uma sequéncia exata de A-modulos

0 v L2 s M Y N

o

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) Existe uma retragio r : M — L tal que ro = 1p,.
(ii) Existe uma se¢io s : N — M tal que s = 1.
Nestas condicoes, M = L & N.
A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [12].

Observacao 2.63. Quando a sequéncia exata de A-mddulos atende uma das condicoes

citadas acima, dizemos que a Sequéncia cinde.
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2.4 Representacoes de Algebras

As algebras sao estruturas abstratas com inimeros elementos, sua compreensao se torna
dificil quando olhamos somente para elas. O desenvolvimento da teoria de representacoes
facilitou e otimizou o trabalho matematico sobre as estruturas algébricas. Podemos
entender uma representacao de algebra como a transformacao de um lugar turvo para um
territorio bem conhecido. Esse ambiente familiar se encontra na Algebra Linear, a partir

de estruturas como espacos vetoriais e aplicagoes, como transformacoes lineares.

Definicao 2.64. Seja K um corpo e A uma K-dlgebra. A representacao de A é um

K -espago vetorial V- com um homomorfismo de dlgebras © : A — Endg (V).

Exemplo 2.65. Seja A uma K-subdlgebra de M, (K), a dlgebra das n X n matrizes,
entao a aplicacao de inclusao é um homomorfismo de dlgebras e consequentemente uma
representag¢ao matricial A. Similarmente, seja A uma subdlgebra da K-dlgebra Endg (V),
entdo a aplicacio de inclusao de A para Endg (V) é um homomorfismo de dlgebras e

consequentemente uma representacao de A.

Na secao sobre modulos, em um exemplo, introduzimos médulos para uma algebra
como um espago vetorial em que as algebras atuam como transformacoes lineares. O

resultado a seguir, nos mostra que modulos e representacoes de uma algebra sao os mesmos.
Teorema 2.66. Seja K um corpo e A uma K-dlgebra.

(i) Suponha que V' seja um A-mddulo com a a¢do de A.

AxV =V

(a,v) — a-wv.

A representacdao de A € dada por:

0:A— Endg(V)

ar— Ola)(v) =a-v
para todoa € A eveV.

(ii) Suponha que 6 : A — Endg (V') seja uma representagio de A. Entao V' se torna um
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A-mddulo
AxV =V

a-v 6(a)(v)

para todoa € A ev eV,

A grosso modo, a representagdao 6 corresponde a um A-mddulo V' que descreve como cada

elemento a € A atua linearmente no espaco vetorial V' e vice versa.

Demonstracao: A prova consiste em traduzir os axiomas de médulo para a nova linguagem
de representagdes e vice versa. Iremos demonstrar o item ), o item 4i) é demonstrado
analogamente, onde o argumento ¢é reverso.

Primeiro, iremos mostrar que #(a) € Endg (V) para todo a € A. Pela Observagao [2.50}

todo A-médulo é um K-espaco vetorial, entao para todo A\, u € K e v,w € V| temos:

O(a)(Av + pw) = 0(a)(Alav + plaw) = (aXlg)v + (apls)w = (Aa)v + (pa)v =
= Mav) + plaw) = M(a)(v) + pb(a)(w),
em diversos momentos, foi usada a definicao de algebra.

Vamos verificar que # é um homomorfismo de algebra.

Sejam \, u € K, a,b€ Aev €V, temos:

0(ha + pb)(v) = (Aa + pb)(v) = Aav) + p(bv) = A(6(a)(v)) + ©(0(b)(v))
= (A(a))(v) + (u8(b))(v) = (A8(a) + (b)) (v),

isto é, O(Aa + ub) = \0(a) + ud(b). Logo, 6 é uma transformacao linear sobre K.

Agora, para todo a,b € Aev €V, temos:

0(ab)(v) = (ab)v = a(bv) = (6(a)0(b))(v),

consequentemente, 0(ab) = 0(a)0(b).

E imediato da definigao que 6(14) = id,, portanto § é um homomorfismo. [

Exemplo 2.67. Seja V um K-espago vetorial, A C Endg (V') uma subdlgebra e a aplica¢ao
de inclusao 0 : A — Endg (V) uma representagao, em que V' € interpretado como um

A-mddulo. Desta forma, obtemos precisamente o “mddulo natural” com a acao de A dada
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por:
AxV =V
(0, 0) = p(v).
Exemplo 2.68. Se A € uma K-dlgebra, entao A € um A-mddulo com a acao de A dada

pela multiplicacao em A. A representacdo correspondente de A é dada por:

0:A— Endg(A)
0(a)(z) = ax.

A representacao 0 € chamada de representacao reqular de A.

Definicao 2.69. Seja K um corpo. Suponha que sao dadas duas representacoes 01,6,
de uma K-dlgebra A onde 0; : A — Endg (V1) e 0y : A — Endg(Va). Entdao 6, e 6y sao
ditas equivalentes se existir um isomorfismo de espagos vetoriais 1 : Vi — Va tal que

01(a) =1t o by(a) o, para todo a € A.

Proposicao 2.70. Seja K um corpo e A uma K-dlgebra. Entao duas representagoes
01 : A — Endg(Vh) ey : A — Endg(Vs) de A sao equivalentes se, e somente se, os

A-maodulos correspondentes Vi e Vo sao isomorfos.

Demonstragao: Vamos supor que as representacoes #; e 6 sao equivalentes por um
isomorfismo de espagos vetoriais ¢ : V; — V5. Precisamos provar que ¢ é um homomorfismo
de A-modulos, e consequentemente serd um isomorfismo de A-mdédulos. Por definigao,

v : Vi — V4 é K-linear, mais ainda, para v € V; e a € A, temos:

p(av) = ¢(01(a)(v)) = ba(a)(p(v)) = ap(v).

Portanto, V; e V5 sao isomorfos.
Agora, vamos supor que ¢ : V; — V5 é um isomorfismo de A-médulos. Entao para

todo a € A e v € Vi, temos:

p(01(a)(v)) = plav) = ap(v) = b2(a)(p(v)).

Como dito anteriormente, isso é verdade para todo v € Vi, isto é, para todo a € A,

temos:

pobi(a) =6(a)op.
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Sendo assim, as representacoes de 6; e 5 sao equivalentes.

2.5 Representacao de Quivers

Uma algebra de caminhos K@) tem como base os caminhos de (), isso nos permite
definir uma representacao de () e relaciona-la com K@Q-modulos. De forma geral, uma
representacao é como se segue: um quiver consiste em vértices e flechas, para compreender
isso na configuracao de espacos vetoriais, iremos representar vértices como espagos vetoriais
e flechas como transformacoes lineares, quando as flechas sao concatenadas as aplicagoes

serao compostas.

Definicao 2.71. Seja QQ um quiver finito. Uma K-representagao linear, ou uma repre-

sentacao M de Q) € definida da sequinte forma:

e (Cada vértice a em Qg € associado a um K-espago vetorial M,;

o Cada flecha o« : a — b em (1 € associada a uma K-transformacao linear
Yo+ My — My,
Tal representagdo € denotada por M = (Mg, 0 )aco.ac,, 0u simplesmente, M = (Mg, ¢q).

Esta representacao € de dimensao finita se cada espaco vetorial M, ¢ de dimensao finita.

Seja M = (Mg, p) e M' = (M., ¢!) duas representagoes de ). Um morfismo de
representagoes f : M — M’ é uma familia f = (f,)eeq, de K-transformagoes lineares
(fa: My — M!)aeq, que s@o compativeis com ¢, da seguinte forma: para cada flecha

a:a— b, temos ¢ f, = fopa Ou, equivalentemente, o diagrama a seguir é comutativo.

M, -2 M,

W s

M(; T) Mé
Exemplo 2.72. Seja QQ o quiver de Kronecker 1 ? 2 . Podemos representar () de

varias formas, duas delas sao:

Uma representacao M de Q):

K — 2 K?.

=Oo o
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Outra representacao M' de Q):

G
7

[a@ o l[é?]

K2%§K2

O diagrama acima comuta, pois

£ 1 1 B A R

Também podemos definir representagoes para quivers com relagoes. Seja () um quiver
finito e I um ideal admissivel de KQ. Uma representagdo M = (M,, p,) de @ satisfaz as

relacoes em [, se tivermos
¢, = 0 para todas as relagoes p € 1.

Se I é gerado pelo conjunto finito de relagoes {p1, ..., pm}, a representacao M é limitada

por I se, e somente se, ¢, = 0, para todo j tal que 1 < j < m.

Observagao 2.73. Através de uma bijecao, € possivel associar cada representacdo de um

quiver com relacoes a um modulo e vice versa.
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3 Alguns Mdédulos Especiais

Conseguimos classificar dlgebras a partir de suas representagoes, essas podem ser vistas
como mébdulos pelo Teorema Nesta secao veremos que qualquer modulo finitamente
gerado pode ser escrito como uma soma direta de médulos indecomponiveis, além disso,
estudaremos algumas classes de médulos que se destacam: simples, projetivos e injetivos.
Ao longo deste trabalho usaremos a notacao mod A para denotar a familia de médulos

finitamente gerados a esquerda sobre a algebra A.

3.1 Moébdulos Indecomponiveis

Nesta subse¢ao faremos uma breve introducao de uma das estruturas que da nome a
este trabalho. Os mdédulos indecomponiveis podem ser vistos como pequenos bloquinhos
que sao capazes de construir grandes muros. A importancia de conhecer o conjunto de
modulos indecomponiveis de uma algebra é que a partir desse conjunto conseguimos

descobrir todos os moédulos existentes sobre a mesma.

Definicao 3.1. Sejam A wma K-dlgebra e M um A-mddulo nao nulo. Entao M é
chamado de indecomponivel se ele nao pode ser escrito como soma direta M = U &V para

submddulos U e V' ndao nulos. Caso contrario, M é chamado de decomponivel.
Exemplo 3.2. Todo A-mddulo da forma Ae;, com e; primitivo, € indecomponivel.

Teorema 3.3. Seja M um mddulo finitamente gerado. Entdo existe uma unica decom-
posi¢ao de soma direta M = @, M;, a menos de isomorfismo, em que cada M; é um

modulo indecomponivel.

O teorema anterior é conhecido como Teorema da Decomposi¢ao Unica e sua demons-

trac@o pode ser encontrada com detalhes em [4].

Observacao 3.4. Submodulos ou modulos quocientes de modulos indecomponiveis, podem
nao ser indecomponiveis. De fato, considere a dlgebra de caminhos A = KQ com @ o

quiver:
«

1?2.

Seja M = Aes 0 mddulo indecomponivel gerado pelo conjunto {es,, 5} de A e U o

submddulo gerado pelo conjunto {«, f}. Cada elemento da base {ey,es, v, B} de A atua
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em U como escalar. Sendo assim, U e todo subespaco de U € um submdodulo de A. Porém,

U pode ser escrito como soma direta de dois submddulos:

U = span{«, 8} = span{a} @ span{S}.

Logo, M é um modulo indecomponivel e seu submddulo U é decomponivel.

3.2 Modbdulos Simples

Nesta subsecao, vamos introduzir médulos simples para algebras sobre um corpo. Essas
estruturas possuem uma caracterizagao mais elementar que outros médulos, dispoe apenas

de submodulos triviais.

Definicao 3.5. Um A-mddulo V' ndo nulo € chamado de simples se nao possuir nenhum

submaodulo diferente de O e V.
Observacao 3.6. Todo mddulo simples é indecomponivel.

Exemplo 3.7. Todo A-mdédulo V' tal que dimg V =1 é um mddulo simples. De fato, V'

nao possut nenhum K-subespaco além dos triviais 0 e V.

Exemplo 3.8. Mddulos simples podem ter dimensoes arbitrariamente grandes. Conside-
rando A = M, (K) uma K-dlgebra e V.= K™ um A-mddulo. Os submddulos de K™ sobre
M, (K) sao os submddulos triviais 0 e K. Logo, K" é um mddulo simples sobre M, (K)

de dimensao n.

Também podemos descrever mdédulos simples para algebras de caminhos. Para isso,
vamos considerar () um quiver sem ciclos orientados e, consequentemente A = K@ sera
de dimensao finita. Sabemos que para todo vértice i € () existe um caminho trivial e; de
comprimento 0. Agora, vamos considerar o A-médulo Ae; gerado por e;. Como espaco
vetorial este modulo é gerado pelos caminhos que terminam em ¢, além disso, Ae; possui
um submédulo J; = Aei21 gerado por todos os caminhos de comprimento maior ou igual a
1 que terminam no vértice i.

Por isso, temos n A-mdédulos de dimensao 1, consequentemente simples, como mdédulos
quocientes da forma:

Aei .

S; = 5= span{e; + J;},
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parai=1,...,n.
Os A-médulos S, 5,, ..., S, sao dois a dois nao isomorfos. De fato, seja ¢ : S; = 5
um homomorfismo de A-mdédulos para algum 7 # j, entao existe um escalar A € K tal que

o(e; + J;) = Aej + J;. Consequentemente, temos:
ole; + Ji) = p(e? + J;) = plei(e; + Ji)) = ei(Nej + J;) = Aeie; + J;) = 0,

como e; e e; sao ortogonais, e;e; = 0 para i # j. Em particular, ¢ nao é um isomorfismo.
O teorema a seguir, mostra que a construcao feita é tinica e fornece todos os K-

modulos simples, a menos de isomorfismo.

Teorema 3.9. Seja K um corpo e Q) um quiver sem ciclos orientados. Entao a dlgebra
de caminhos A = KQ de dimensao finita tem precisamente os mddulos simples (a menos
de isomorfismo) dados por Si,...,S, onde AT? para © € Qo. Em particular, todos os

A-mddulos simples sao de dimensao 1 e sao rotulados pelos vértices de Q).
A demonstracao formal do teorema pode ser encontrada em [5].

Exemplo 3.10. A dlgebra de matrizes triangulares superiores T,,(K) € isomorfa a dlgebra

de caminhos de um quiver ), dado a sequir:

1« 2 < n—1+—mn.

Pelo teorema anterior, temos que KQ e, consequentemente, T,,(K) tém precisamente n

modulos simples a menos de isomorfismo.

3.3 Modulos Projetivos

Os moédulos projetivos sao fundamentais para a definigao de dlgebra basica, um tipo de
algebra importante e necessaria para provar um resultado de grande relevancia em nosso
trabalho. Além disso, quando olhamos para a representagao de uma algebra, podemos

representa-la em relagao aos seus modulos projetivos.

Definicao 3.11. Um A-mddulo P é chamado de mddulo projetivo, se para qualquer

homomorfismo sobrejetor f : M — N e qualquer morfismo g : P — N, existe um morfismo
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h: P — M tal que g = fh.

P
2P
M vf>N > 0

A seguir, faremos um exemplo de representacao da algebra K@ /I em relagao aos
seus modulos projetivos indecomponiveis. Cada representacao de um modulo projetivo
indecomponivel é associado a um vértice do quiver Q).

Fixaremos o vértice i. O moddulo projetivo indecomponivel P; é representado por
P, = ((P)j, Ya)icqoaco,- Cada vértice j serd associado a um K-espago vetorial (F;);. Esse
espago vetorial é gerado pelos caminhos que partem do vértice fixado 7 e chegam no vértice
analisado j. Seja a: j — k, com j, k € Qo, a transformacao linear ¢, : (P;); = (P;)x é

dada pela multiplicacao a direita por a.

Exemplo 3.12. Seja Q) o quiver dado por

3
VN
¢ 5 4

em que I = (fvd). Como Q é um quiver finito e I um ideal admissivel de KQ, as

> 2

«

representagoes dos projetivos abaizo P; = ((P;);, ) de Q satisfazem as relagoes em I,

pois pgys = 0 para a relagao By € 1.

(P)1 = Kid Representacdo P :
(P)s = Ka s NG
(P1)s = Kap \

K — K < 5 K
(P1)s = Kapy
(P2)1=0 Representacao Py:
(P2)2 = Kid . K )
(Po)s = KB 27N

0 T K « 5 K
(P2)s= KBy
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(P3)1=0 Representacao Ps:
(Ps)2 = K76 0 K* 10
NG
0 y K < K?
(P3)s = Ky @ Kv6By 0 [00]
(P)1=0 Representacdao Py:
_ K
(Py)y = Ko / \[(1)1]
(P4)3 — Kéﬁ
0 y K < K?
(P4)4:Kld@K56’)/ 0 [00]

Agora podemos definir uma dlgebra que serd isomorfa a uma soma direta de projetivos

indecomponiveis, chamada béasica:
Definicao 3.13. Seja A uma K-dlgebra. A dlgebra A € dita bdsica se pode ser decomposta
em maodulos projetivos indecomponiveis Py, Py, ..., P, ou seja,
AZ2 P @---® B, onde P, 2 Pj, parai # j.
A seguir, temos resultados que contribuem grandemente para a demonstragao do
Teorema de Gabriel.

Proposicao 3.14. Seja A uma dlgebra bdsica de dimensao finita. Se {e1,...,e,} € um
congunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos de A, entao Aeq,...,Ae, €

uma lista completa de A-maodulos projetivos indecomponiveis nao isomorfos dois a dois.
A demonstracao da proposigao anterior pode ser encontrada com detalhes em [6].

Proposicao 3.15. Uma K -dlgebra de dimensao finita A € bdsica se, e somente se, A/rad A

¢ isomorfa a um produto K x K x -+ x K.

A demonstracao da proposigao anterior pode ser encontrada com detalhes em [4].

Observacao 3.16. Pela proposicao anterior, temos que

rad A

n

i @ K. Por uma simples
i=1

aplicagao entre os espacos vetoriais K e Ke;, obtemos que K ¢é isomorfo a Ke;, em que e;

¢ um elemento idempotente da dlgebra A. Logo, podemos reescrever o isomorfismo acima

como

A N n
rad A~ Ze:? Ke;.
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Proposicao 3.17. Se A ¢ uma K-dlgebra de dimensao finita basica e conexa, entdo o

quiver () de A € conezo.

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [4].

3.4 Modébdulos Injetivos

Os médulos injetivos podem ser vistos como duais aos médulos projetivos. Essa classe
de modulos tem um papel especial para os préoximos capitulos, onde serao estudados

resultados sobre os mdédulos injetivos das algebras Tree Oriented Pullback.

Defini¢ao 3.18. Um A-mddulo I é chamado de maodulo injetivo, se para qualquer ho-

momorfismo injetor u : L — M e qualquer morfismo v : L — I, existe um morfismo

s [ —y M
Vvl/
Jw
I

A seguir, faremos um exemplo de representagao da dlgebra K@ /I em relagao aos seus

w: M — I tal que v = wu.

modulos injetivos indecomponiveis. Para isso, é necessario calcular as representagoes dos
projetivos associados a KQ% /I, que serd definido a seguir. A justificativa para esse
processo é que as representacoes dos projetivos associados a KQ% /I° sao isomorfas as

representacoes dos injetivos de K@Q/I. Logo, basta analisar os médulos projetivos sobre

KQer /I

Definicao 3.19. Seja Q = (Qo, Q1,s,t). O quiver dual Q° é dado por uma quddrupla
(Qo, Q1,5 ') em que para cada flecha a € Qq, §'(a) =t(a) et'(a) = s(a).

Observagao 3.20. A grosso modo, o dual de um quiver € dado pela copia do quiver com

as orientacoes de suas flechas trocadas.

Para encontrar os médulos projetivos indecomponiveis associados a algebra KQ°P,
fixaremos o vértice i. O médulo projetivo P; é representado por P; = ((F;);, ¢a)jcQo.acq: -
Cada vértice j sera associado a um K-espaco vetorial (F;);. Este espaco vetorial (5);
é gerado pelos caminhos que partem do vértice fixado i e chegam no vértice analisado
j. Seja av: j — k, com j, k € Qo, a transformacao linear ¢, : (P;); — (P;)r ¢ dada pela

multiplicagao a direita por «.
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Exemplo 3.21. Seja Q° o dual do quiver Q do Exemplo[3.13 O quiver Q° é dado por
3
y N
2 5 > 4

em que [P = (67f3). As representagies dos injetivos abaizo I; = ((1;);, pa) de Q satisfazem

<
«a

as relagoes em I, pois pgys = 0 para a relagao Byé € 1.
Faremos o processo na representacao do injetivo associado ao vértice 1 e as outras sao

feitas de forma andloga.

(1)1 = Kid Representacdao P : Representacdo I :

(F)2 =0 0 ’ 0 0 ’ 0
ey / \ /’ \
s K « 0 > 0 K —250«

(]1>4 >~ 0 0 0

(I = Ka Representacao Io:

(), = Kid 1 K 1

(I)y = K6 o 0

1= Kap Representacao I5:

K2
[(1)]/ &1]
\ 0

K —— K K
I3)s = Kop
(I4)1 = Kapy Representacdao 1:
o K
(1) = Ky PG
(14)s = Ky .
. K y K < K?
(]4)4 %sz@Kéﬁv [00]

Observacao 3.22. O mddulo injetivo I associado ao vértice 1, é um maodulo simples,

pois sua dimensao € iqual a 1. Além disso, note que somente partem flechas deste vértice.
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4 Teorema de Gabriel

Esta segao sera totalmente dedicada a um dos mais importantes teoremas deste trabalho,
o teorema de Gabriel. Através dele é provado que toda algebra de dimensao finita é isomorfa
a um quociente de algebra de caminhos. A grosso modo, através desse teorema conseguimos
associar uma algebra a um quiver com relagoes. Para prové-lo precisamos de intimeros
conceitos vistos nas secoes passadas, como: &algebra bésica e quiver com relagoes. A

demonstragao foi baseada em [7] e em [§].

Teorema 4.1. Seja A uma dlgebra bdsica, conexa e de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado K. FEntao existe um quiver conexo (Qa e wum homomorfismo

sobrejetor de dlgebras ¢ : KQa — A tal que ker ¢ € um ideal admissivel de KQ 4.

Demonstracao: Dividiremos a demonstracao deste teorema em quatro partes: a primeira
sera destinada para definirmos o quiver () 4 a partir da algebra A, na segunda definiremos o
morfismo ¢ : KQ 4 — A, na terceira mostraremos que ¢ € sobrejetor e por fim, mostraremos
que o ker ¢ é um ideal admissivel de K()4. Durante a demonstracao denotaremos ()4 por
() para evitar excesso de notacao.
1. Quiver ordindrio

Seja {e1,...,e,} um sistema completo de idempotentes ortogonais e primitivos de A,
fixada uma ordem (¢é garantida a existéncia deste sistema pois A é de dimensao finita
sobre K). Como A é bésica, podemos decompo-la como A = Py @ --- @ P, onde P; 2
P;, para i # j. A partir dessas hipdteses, temos 1 = )" | e;.

O quiver ordinario de A, denotado por () é definido da seguinte forma:

e Os n vértices de @ formam o conjunto @y = {€j,...,€,} enumerado em corres-

pondéncia com {ey, ..., e,};

e O numero de flechas que comecam em ¢; e terminam em ¢; serd definido por

_ radA
dme €; m €j.

Agora, verificaremos que @) esta bem definido e é conexo.
Vale enfatizar que o nimero de vértices de () depende apenas do nimero de termos da

decomposicao de A em A-mddulos. Sendo assim, considere {eq,...,e,} e {fi,..., f,} dois
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sistemas de idempotentes completos ortogonais e primitivos enumerados de tal forma que

Ae; = Af; para todo i. Precisamos mostrar que

o (TUAN oy (TedAN
I\rad?2A ) " " \rad2A )"

como K espacos vetoriais. Este resultado segue dos seguintes isomorfismos:

. radA o rad(Ae;)
" \rad2A) " 7 \rad?(Ae;) )’

- rad(Ae;)
= HOmA <A€j, m) s

d(Af;
= Homy <Afj, %) ,

radA
=i (TadQA) Ji

Desta forma, () estda bem definido, ou seja, o quiver ) nao depende da escolha

do conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos em A. Além disso, pela
Proposi¢ao [3.17 como A é conexa, () também é conexo.
II. Homomorfismo ¢ : KQ — A

Primeiramente, definiremos uma transformacao linear ¢ entre os espagos vetoriais K@)

e A, para isso, vamos fixar uma base de A a partir do sistema completo de idempotentes

ortogonais primitivos de {ey, ..., e,}. Denotaremos [€;, ¢;] o conjunto de flechas de ¢; a ¢;.
: radA s ‘
Fixando {y1, y2, . . ., Y } uma base em ¢; (m e A) e;, por definicao, o nimero de elementos

radA

m) e;, sendo assim podemos associar biunivocamente cada

em [e;, ¢;] € igual a dimy e; (
flecha em [¢;, €;] com um elemento da base fixada. Por fim, escolhemos z,, € e;(radA)e;
tal que 7, = y, para todo a € ;. Logo, podemos visualizar uma aplicacao da seguinte

forma:

radA
rad?A

KQ — radA ——

o > Ty > Yo = Ty

Definimos agora ¢(¢;) = ¢;, ¢(a) = x, para a € Q1, ¢(a1... Q) = Toy ... Tq, €
estendemos por linearidade a todos os elementos de K ().

Agora devemos mostrar que ¢ é um homomorfismo de algebras. Note que, ¢(1xg) =
(D ico, €i) = Dico, ¢ = la. Além disso, devemos mostrar que ¢(pg) = ¢(p)d(q) para

quaisquer caminhos p, ¢ na base usual da dlgebra de caminhos K Q.
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Provaremos o caso em que ambos caminhos sao de comprimento maior ou igual a 1, os
casos com caminhos triviais sao analogos. Considere p =ay...a, € ¢ =1 ... 0n:

Set(p) = s(q) entdopg =y ... 01 ...0m € ¢(pq) = Tay - .- Ta, Tp, - .. Tp,, = O(p)P(q).

Se t(p) =i # j = s(q) teremos entao pg = 0 e ¢(pq) = 0. Por outro lado, considere
s(an) = k e t(f1) = [, temos que ¢(p) = Ta, ... Ta,, cOM x,, € ex(radA)e; e ¢(q) =
Tg, ...xg,, com vy € e;j(radA)e. Logo, podemos escrever x,, como egzie;, onde z; €
radA e xz, como e;zze;, onde 2o € radA. Como e;e; = 0 para i # j segue que z,, Tg, =
exz1€:e;29¢; = 0 e portanto ¢(7)p(d) = Za, - .. Ta, Zp, - .- Tp,, = 0.

Logo, ¢ : K — A é um homomorfismo de dlgebras.
III. ¢ € sobrejetora

Sabemos que A = ﬁ @ rad A como K-espacos vetoriais, sendo assim, para mostrar
que ¢ é sobrejetora, mostraremos que e;, com i = 1,2,...,n, geram A/rad A e z,, geram
rad A como espaco vetorial. Logo, para cada elemento a da base de A existird um elemento
p em KQ tal que ¢(p) = a.

Como A é basica, sabemos pela Proposicao e pela Observacao m que mg 1 =

n : A
@,_, Ke;, sendo assim temos que e; geram ——.

Agora, mostraremos que e;(rad A)e; é gerado por produtos da forma x,, Za, . . . Za

m

onde ayas ..., é um caminho de 7 a j.

Como K-espaco vetorial, temos que

rad A

61'(7”(1(114)6]' = €; (m

) e; @ e;(rad® A)e;.

. _ rad A
Portanto, para cada a € e;(rad A)e;, existe a;j AaTo € €; (m) ej, com A\, € K

tal que a — Z AaTo pertence a e;(rad® A)e;. Por outro lado,

at—j

ei(rad® A)e; = Z (ei(rad A)ey) - (ex(rad A)e;).
keQo

Tome as combinagoes lineares Z Asxg € ei(rad A)ey e Z Ay € ex(rad A)e;, tais
Bii—k vy:k—j
que Z (As )25z, € €i(rad® Ae;.

Byi—k—j
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Repetindo o raciocinio anterior, como K-espago vetorial temos:

rad® A

ei(radz A)@j = €; (rad—sA

) e; @ ei(rad® Ae;.

Portanto, para cada a — Z MoaTa € ei(rad® A)e;, existe Z (Ag\,)TsT, tal que

a:i—j Byii—k—j
a— Z AaTo — Z (AgA\y)TaT,
aii—j By:i—k—j

pertence a e;(rad® A)e;.

Usando indugao e o fato que rad A é nilpotente, podemos escrever a como uma
combinacao linear de produtos da forma x,,Za, . .. 24, onde ajs ... q, é um caminho
deiaj.

IV. ker ¢ € admussivel

Por fim, devemos verificar que ker ¢ = I é um ideal admissivel, isto é, devemos mostrar
que existe um m > 2 tal que Ry C 1 C R2Q, onde R ¢ o ideal de K() gerado por todas
as flechas de Q.

Pela construgao de ¢, nds temos que ¢(Rg) C rad A. Por indugao, temos ¢(Rfy) C
rad™ A para todo m > 1. Como rad A é nilpotente, existe m > 2 tal que ¢(Rg)) = 0, isto
¢, Ry C I

Nos resta mostrar que I C Rp,.

Seja a € I. Entao existe as combinagoes lineares Z Ai€; e Z e, com N, i, € K,
1€Q0 ac@1

a— (Z i€ + Z ,uaoz> € RZQ.

1€Qo aE@1

para todo 7, a tal que

Aplicando ¢ e usando que ¢(a) = 0, pois a € ker ¢, temos

Z \ie; + Z faTa € P(RY) C rad® A.
1€Q0 acQ1
Como A = @), Ke; ®rad A e o elemento anterior pertence a rad? A, concluimos
que A\; = 0 para todo ¢, pois Zier Nie; € @), Ke;. Portanto, nos resta o elemento
Yo BaTa € rad®> A C radA, que pode ser escrito como Yoo T = 0. Mas os elementos

do conjunto {z, + rad*A}, formam, por definicao, uma base para o espago vetorial
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rad A/rad? A. Em particular, estes elementos sdo linearmente independentes, logo i, = 0
para todo «. Portanto, a € Ré. E concluimos que ker ¢ é um ideal admissivel.

Com isso, terminamos a demonstracao do Teorema de Gabriel. [
Exemplo 4.2. Considere a dlgebra
K 0 0
A=10 K 0
K K K
A partir desta dlgebra, construiremos seu quiver.

Primeiro devemos descobrir seus elementos idempotentes e ortogonais. Notemos que,

0s elementos

, gy = e Fs3 =

o O O
o O O
_ o O

1
En=10
0

o O O
o O O
o O O
o = O
o O O

formam sistema de elementos idempotentes ortogonais. Além disso,

0O 0 0 0 0 0
radA=10 0 0| erad®A=10 0 0
K K 0 0 0 0
Logo,
rad A 8 8 8 q < rad A ) 5
— = e dim . =
rad? A K K 0 rad? A

Calculando E;; (%) E;;, temos:

0 00
dA dA
33 m Eai=10 0 0], sendo assim dim FEs3 raa s E, =1
rad? A rad? A
K 00
0 0 0
dA dA
Es3 e Eyxy=10 0 0], sendo assim dim Es3 rae s Eyp =1
rad?® A 0 K 0 rad? A

rad A

mdu) = 2 e jd encontramos dois subespacos vetoriais diferentes de

Como a dim(

dimensdo 1 ndo € necessdrio fazer o cdlculo para as opgoes restantes.



Logo, o quiver Q4 €

AN

~
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5 Pullback de Algebras

Dadas duas estruturas algébricas, sejam elas algebras ou médulos, e dois homomorfismos,
é possivel construir um pullback, que recebe a tradugao de produto fibrado. Este objeto
pode apresentar diversas caracteristicas que estao intimamente envolvidas com as outras
duas estruturas trabalhadas. Ao longo dessa segdo os resultados serao dados para algebras,

porém sao provados de forma andloga para moédulos.

Definicao 5.1. Sejam A e C dlgebras sobre o corpo K e dois homomorfismos f4: A — B
e fo : C — B. Um pullback do par (fa, fc) € uma tripla (R, ha, hc) onde R também é

uma dlgebra sobre K e hy : R — A, h¢ : R — C sao homomorfismos tais que:

(i) faha = fche;

(i) para toda dlgebra Z sobre K e todo par de homomorfismos ga: Z — A, go : Z — C
tal que faga = fcge, existe um unico morfismo g : Z — R tal que hag = g4 e

hcg = gc.

Para evitar excesso de notagao, em alguns casos o pullback de fa e fo serd denotado

apenas por R.

Observagao 5.2. Segue da propriedade (ii) que quando existir um pullback (R, ha, hc)
do par (fa, fc), este € inico a menos de isomorfismo, ou seja, se (R, by, hy,) também for
um pullback do par (fa, fc) entao existe um isomorfismo g : R — R tal que h'y = hag e

h/C = hog.

Observagao 5.3. Dados os homomorfismos sobrejetores de dlgebras fo : A — B e

fo : C — B, um pullback (R, ha,hc) do par (fa, fc) € a subdlgebra de A x C dada por

R={(a,c) € AxC| fala) = fc(o)}.
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Também conseguimos associar os médulos sobre as dlgebras A, B e C' com os moédulos

sobre o pullback R, através da observacao a seguir.

Observagao 5.4. Seja hy : R — A um homomorfismos de dlgebras, podemos olhar um
A-mdédulo M como um R-mddulo através do produto dado por A\-m = hs(A\)m, para A € R
em € M. Observemos que, se M ¢ indecomponivel sobre A, ele também serd sobre R.

Mais detalhes desta observagao podem ser encontrados em [10)].

O lema a seguir nos fornece um modo de verificar quando um diagrama comutativo

Q=

o

é um pullback.

Lema 5.5. Considere o diagrama comutativo de dlgebras

R4y A
hcl fa
B

Q
7

com ha um homomorfismo sobrejetor. Entdo (R, ha,hc) € um pullback de fa e fo se, e

somente se, hc'kerhA s ker hy — ker fo € uma bijecao.

Demonstracao: Considere (R, ha,he) um pullback de fa e fo, ou seja,
R = {(a,c) € Ax C|fala) = fe(c)}, com hy e he restricoes em R das projecoes
canodnicas de A x C'a A e C, respectivamente.

Restringindo essas projegoes aos nucleos das aplicagoes, temos:
halierne : kerhe — ker fa e heolig,p,, » kerha — ker fo.

Olhando para ker hy, por definigao, temos que ha((a,c)) = 0, para (a,c) € ker hy.
Além disso, como h4 é uma restrigao em R da projecao canonica de A x C' em A, temos
que a = 0. Por outro lado, usando o diagrama comutativo, temos que fo(c) = fa(0) = 0.
Logo, kerhy = {(a,c) € R|(a,c) = (0,ker fo)}. Portanto, hc|y,,,, ¢ uma bijegao.

Agora, considere o seguinte pullback: @ = {(a,c) € A x C| fa(a) = fo(c)}, onde

pa:Q — Aepe:Q — C sdo as restricoes das projecoes.
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Pelo item (i7) da definigao de pullback, existe um morfismo h : R — @ tal que pah = ha
e pch = he. Falta mostrar que A é um isomorfismo.

Seja w € R, tal que h(w) = (0,0). Logo, ha(w) = pah(w) = 0 e, consequentemente,
w € ker hy. Além disso, he(w) = poh(w) = 0 = hc(0), como por hipétese hc|y,,,, ¢ uma
bijecao, dai segue que w = 0. Logo, h ¢ injetor.

Considere agora x = (a,c) em . Como a € A e hs é um homomorfismo sobrejetor,

a. Como fa(a) = fo(c) e foche = faha temos

que ho(r) — ¢ € ker fo, pois fo(ho(r) —¢) = fcho(r) — fo(e) = faha(r) — fa(a) =
fala) = fala) = 0.

Logo, como a restricao de he ao nicleo de hy é uma bijecao entre ker hy e ker fe,

entdo existe r € R tal que hu(r) =

existe y € ker hy tal que ho(y) = ho(r) — ¢, sendo assim, he(r —y) = c e pch(r —y) = c.
Além disso, como ha(r —y) = ha(r) = a segue que pah(r —y) = a. Concluimos que

h(r —y) = (a,c).

Portanto, h é um isomorfismo e R é um pullback. [

K
Exemplo 5.6. Seja ( ) a dlgebra das matrizes triangulares inferiores e o homo-
K K

a 0

K
morfismo sobrejetor f : (
b c

0
>—>K2 dadaporf:(

= (a,c¢), entdo o pullback
K

de (f, f) € dado por:

a 0 a 0
, | (a,c) = (d',c), em que a,da’, bl ;c,d € K } =
b ¢ voJd

(G4 ) R
, la,b,0/,ce K 3 =
b ¢ v oc
o oJmseemd=( o)
la,b,b/,ce K = .
(b,0) ¢ K2 K

Esta dlgebra € a dlgebra de Kronecker, dada pelo quiver 1 #; 2 .

A partir de agora, nos preocuparemos em estudar e construir o quiver de um pullback
de algebras. Pela definigdo de dlgebra de caminhos, sabemos que 1xg = > i, €;, além

disso, pelo Teorema de Gabriel (Teorema , sabemos que uma &algebra é isomorfa a um
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quociente entre a algebra de caminhos associada a seu quiver e um ideal admissivel. Ao

longo dos proximos resultados, usaremos eg como a unidade da algebra S:

Lema 5.7. Sejam A = KQa/Ia e C = KQ¢/lc duas dlgebras onde Q4 e Q¢ sao
quivers conexos e 14 e Io sao ideais admissiveis em KQ4 e KQ¢, respectivamente. Seja
também Qp um subquiver pleno e convero (ndao necessariamente conexo) de Qa e de

Qc e suponhamos que I, N KQp = Ic N KQpg, o que serd denotado por Ig e considere

B = KQp/Ip entio B = egAep = epCep.
Demonstracao: Como Ig esta contido em I, podemos definir a seguinte aplicacao:

(p:B — GBABB

p+Ip—— p+1iy

para p um caminho em (). Entao, ¢ é um morfismo de K-algebras. Agora, verificaremos
que ¢ é um isomorfismo.

Considere p um caminho em K@ g tal que p+ I4 é nulo. Entao, p estd em KQp NIy
que por definicao é I, isto é, p+ Ig = 0. Portanto, ¢ é uma aplicacao injetora.

Vejamos que ¢ também é sobrejetora. Seja p um caminho em @) 4.
e Se egpep é nulo entao temos que (0 + Ig) = 14 = eppep + 4.

e Suponha que egpep é nao nulo. Neste caso, s(p) e t(p) estdo em (Qp)y €, pela
observagao 2.31], como Qg é convexo em ()4, segue que cada vértice que aparece
em p estd também em (Qp)o. Além disso, pela observagao [2.30 como o subguiver
é pleno, cada flecha que aparece em p estd em (Qp); e portanto p é um caminho
em ()p. Logo, ¢ aplicado no elemento p + Ig de B é igual a egpep + [4. Logo, ¢ é

sobrejetora.

Portanto, ¢ é um isomorfismo, o caso do isomorfismo entre B e egCep é demonstrado
de forma analoga. [
Apresentaremos a seguir, um caso de construcao de um pushout, objeto que serd usado
para auxiliar na construcao do quiver de um pullback de algebras. Essa construcao é

conhecida para grafos, que sao quivers nao orientados e adaptada para quivers.
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Consideremos i : Qp — Q4 e j : Qg — Q¢ inclusoes de quivers, onde (Jp é um

subquiver pleno de Q4 e de Q)¢ . Definimos o seguinte quiver que sera denotado por

Qally, Qo
1. Os vértices sao aqueles de Q4 e aqueles de Q¢ que nao estao em j(Qp);
2. As flechas sao as de (Q4); e:

a) parax e y em (Qc)o \ j(@pB)o, hd uma flecha de x para y para cada flecha de z
para y em Q¢;
b) para z em (Qc)o \ j(@B)o € y = i(z) para algum z € g, hd uma flecha de z

para y para cada flecha de x para j(z) em Q¢;

c) parax =1i(z) com z € Qp e y em (Qc)o \ jJ(@5)o, hd uma flecha de x para y
para cada flecha de j(z) para y em Q¢.

Proposicao 5.8. Com as notacoes acima, o quiver () 4 HQB Qc € o pushout das aplicacoes

1€e].
A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [13].

Exemplo 5.9. Sejam Q4,Qp e Q¢ 0s sequites quivers:
/ 3 \
Qa: 1 , Qp: e Qc: 4

O pushout Q) 4 HQB Qc € dado por

3 \

1 < 4

2 /

Teorema 5.10. Sejam A — B e C' — B homomorfismos sobrejetores:

e R o pullback destes homomorfismos sobrejetores;
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e () o pushout das inclusoes dos quivers Qp — Qa e Qp — Qc;

e [ oideal de KQ gerado por L4 e 1o e por todos os caminhos que ligam (Qa)o \ (QB)o
e (Qc)o \ (@B)o-

Entao o pullback R € isomorfo a KQ/I.

Demonstracgao: Seja () o pushout das inclusoes de quivers Qp — Q4 e Qp — Qc.
Observe que, os elementos de () que estao tanto em ()4 quanto em Q¢ sao justamente os
elementos de @) p.

Considere I o ideal de K@ gerado por 14, I e todos os caminhos que ligam (Q4)o\(Q5)o
e (Qc)o \ (@p)o. Por construgao, temos que I4 = INKQa e Ic = I N KQc, além
disso, (Qa,14) e (Qc, Ic) s@o plenos e convexos em (@, ). Pelo Lema , temos que
A= exs(KQ/eae C=Zec(KQ/ec.
Iremos denotar ec — ep por e, e e4 — eg por €4, e consequentemente podemos escrever a
identidade de KQ/I como e =€/, + ep + €.

Considere os seguintes homomorfismos sobrejetores:

hAiKQ/[—>€A<KQ/I)€A R hclKQ/I—)ec(KQ/[)ec,

T — esTey T — ecxeco

farea(KQ/I)es — ep(KQ/l)eg e fo:ec(KQ/ec — eg(KQ/I)ep

T +— eprep T +— eprep

Visto que egeq = ep = eqep e ecep = eg = egec temos fa(ha(x)) = faleazen) =
egeazreqsep = egrep e fo(ho(x)) = falecrec) = epecresec = egrep. Sendo assim, o

seguinte diagrama ¢é comutativo:

ha

hcl fa
K K
GCTQGC T €B TQGB

Analisando os nucleos de hy e fo, temos:
Note que, os caminhos nao nulos ¢ de K@ /I apés aplicados em hy sdo da forma e4qea,
ou seja, que iniciam e terminam em vértices de () 4. Para que esses caminhos resultem em

0, s(q) e/ou t(q) devem pertencer ao (Qc)o \ (@5)o. Sendo assim, ¢ pode ser escrito como
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reps, com r,s € KQ/I. Logo, kerhy = (KQ/I)e,(KQ/I). Com o raciocinio anélogo
para ker fo, concluimos que ker fo = ec(KQ/I)e(KQ/I)ec.

Além disso, he restrita ao nucleo de hy, é uma bijecao sobre ker fo, pois
he(KQ/Dep(KQ/I)) = ec(KQ/I)ep(KQ/I)ec e pelo Lema[5.5] KQ/I é um pullback
de fae fo. n

5.1 Pullback Orientado

Nesta secao, caracterizamos um tipo de pullback. Este nos da uma das principais
caracteristicas de um tree oriented pullback. Existem outros tipos de orientacao, mas essas

nao se enquadram no intuito do nosso estudo.

Definicao 5.11. Seja R o pullback dos homomorfismos sobrejetores A — B e C — B.

Dizemos que tal pullback é orientado se nao existir caminho nao nulo de (Qp)o para

(Qc)o \ (QB)O e de (QA)O \ (QB)O para (QB)O-

A ilustragao a seguir auxilia na visualizagao dessa defini¢ao, onde as flechas denotam

os sentidos para os caminhos em Q) g.

Qa Qc

s

Observacao 5.12. Pela definicao anterior, podemos observar que a condi¢ao da ine-

zisténcia de caminho ndao nulo de (Qg)o para (Qc)o \ (@) € (Qa)o \ (@p)o para (Qp)o
equivale a egRer. = 0 e €y Rep = 0, utilizando a notagdo definida no Teorema .

Exemplo 5.13. Considere as dlgebras A, B e C dadas pelos sequintes quivers:

Qa: 1 Qc :

[\
Gl W —
QO
@

G o —
Q
G Lo
(@]

\]
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A dlgebra R é um pullback orientado, onde

Qr: 1

N
O‘!—v—)i()(—»—b
(@)
~
\]

5.2 Tree Oriented Pullback

Nesta secao, finalmente iremos definir algebra tree oriented pullback com o propésito de
demonstrar o resultado referente aos seus modulos indecomponiveis. Para isso precisamos
de alguns conceitos relacionados aos vértices de um quiver e resultados sobre representacoes

de modulos.

Definigcao 5.14. Seja v um vértice no quiver Q.
e v ¢ chamado de fonte se nao existe flecha com final em v;
e v ¢ chamado de poco se nao existe flecha com inicio em v.

Um dos resultados relacionados a representacao de médulos, é uma conexao entre a

injetividade do médulo com as caracteristicas do quiver.

Lema 5.15. Sejam QQ um quiver e ¢ uma fonte de (). Suponha que existe uma unica flecha
a1 — j iniciando em i. Seja Q' o subquiver pleno de @ dado por Qy = Qo \ {i}. Se
M = (M))ieq,, (Mg)peq,) € uma representacao de Q tal que a restrigio de M sobre Q' €

um méodulo injetivo de KQ' e M, é um isomorfismo, entao M é um mddulo injetivo de

KQ.

Demonstragao: Scjam L = ((Li)ieq,: (Lg)seq,) € N = ((N)ieqo: (Ns)peq,) repre-
sentacoes de @, f = (fi)ieq, : L — N um morfismo injetor, e ¢ = (g1)ieq, : L — M um

morfismo. Iremos mostrar que existe um morfismo h = (hy)ieq, : N — M tal que g = hf.

Ll N

g /
h

M

Por hipétese, a restricao de M sobre )" é um mdédulo injetivo de K@Q’, entdao podemos

assumir que h; é definido para [ # i satisfazendo a condigao g, = h;f;. Precisamos definir
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hi :+ N; = M, tais que g; = h;f; e M,h; = hjN,, em que o : 7 = j. Como M, ¢ um
isomorfismo (admite inversa), podemos definir h; = M, 'h;N,, o diagrama abaixo nos

ajuda a visualizar este morfismo.

~
<

N, Moy N
TR

M; —— M,

hi

N
<

Portanto, h1f2 = (M;thNa)fz = M;l(hjfj)[/a = Ma_lgjLa = Ma_lMagi = G- Com

os diagramas a seguir conseguimos visualizar as igualdades usadas.

L 2 L; L~ L,
fb b
Ni 7 N Mi == M;

]
Para provarmos o principal teorema deste trabalho, devemos enunciar um resultado

sobre o quiver do seguinte tipo:

Definicao 5.16. Um quiver ) € considerado tree, isto €, do tipo drvore, se seu grafo nao

oritentado nao possuir ciclos.

Observacao 5.17. Note que, o quiver do tipo drvore com um unico pogo resulta em fontes

com uma unica flecha. Caso contrdrio, o seu grafo nao orientado teria um ciclo.

Teorema 5.18. Seja () um quiver do tipo drvore com wm unico pogo.  Se
M = ((M))ieq,, (Mg)peq,) € uma representagdo de ) em que Mg € sobrejetiva para

todo B € @1, entao M € uma maodulo injetivo sobre KQ).

Demonstracgao: Provaremos por inducao na quantidade n de flechas.
Caso n = 1. Considere () como e 2 . e . Podemos representd-lo da seguinte forma

M
M, —25 M, . Sabemos que os moédulos injetivos sobre K@ sao:

Representacgao Iy Representacgao I

K ——0 K — K

Temos dois casos para a representacao M do teorema.
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e Caso My é zero: K™ —— 0 .

e Caso M, nao é zero, isto é, dim My =n > 0: K™ —— K™ . Pelo Teorema do
Nicleo e da Imagem dim K™ = dim ker Mg + dim Im Mg, como, por hipétese Mg é

sobrejetiva, concluimos que m > n.

Sendo assim, concluimos que em ambos os casos, podemos escrever a representagao de
M como soma direta de I;, para ¢ = 1, 2.

Agora, suponha que o resultado é verdadeiro para n — 1 flechas. Demostraremos que
ele também vale para n flechas:

Cason

VAN
N/

Seja @ um quiver do tipo arvore com n flechas e ¢+ uma fonte de (). Pela Observacao
[5.17, como @ tem um unico pogo, entdo existe uma tnica flecha comegando em i. Seja
a : i — 7 essa flecha. Vamos escrever o médulo M como uma soma direta de dois
submédulos M’ e M” baseado no fato de que M, é sobrejetora e i é uma fonte.

As transformacoes lineares associadas a flecha o das representacoes M, M" e M’,

respectivamente estao ilustradas a seguir:

Ma

Mi > M j
ker M, 0 y 0
M,/ ker M, LV}

O submédulo M" = ((M]")icq,, (M5)seq,) tem a seguinte caracteristica: M} = ker M,
e M’ = 0 para | # i. Ja& o submédulo M' = ((M))icq,, (Mp)seq,) tem
M;,: M;/ker M, — M; um isomorfismo e M} = Mg para 3 # a.

Analisando os submddulos, M"” é um produto de cépias de mddulos simples associados
ao vértice 7 e entdo M” é injetivo porque ¢ é uma fonte. Quando ¢ é uma fonte, o médulo

simples associado ao vértice ¢ € injetivo.
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Agora, iremos provar que M’ também é injetivo.

Seja Q' o subquiver pleno de @Q, tal que Q) = Qo \ {i}. Consideramos M a restricao
do M’ sobre Q)'. O subquiver continua sendo do tipo arvore e tem apenas um poco. As
aplicagoes Mg ainda sao sobrejetoras para todo 8 € @)}. Por hipdtese de indugao, temos
que M é um médulo injetivo sobre K@Q'. Logo o médulo M’ estéd satisfazendo as hipSteses
do Lema [5.15] e portanto, M’ é injetivo sobre K (). Fechando que o M é uma soma direta

de modulos injetivos, entao é injetivo sobre K Q). [

Definigcao 5.19. Um pullback R de A — B e C — B € um tree oriented pullback se seu

quiver com relacoes satisfaz as sequintes condicoes:
e Cada componente conexo de Qp € do tipo drvore com um unico po¢o, sem relagoes;

e Para cada flecha o : © — y em (Qp)1 e cada caminho p : z — y com z em

(Qc)o \ (@p)o para y, existe um caminho q : z — x de z para x tal que g — p € I.

Observagao 5.20. A sequnda condigdo garante que se existirem dois caminhos diferentes
comegando no mesmo vértice z em (Qc)o \ (@B)o para y € (Qp)o, passando em o : x — y
de (Qp)1, eles sio equivalentes. Note que, se considerarmos ¢' o mesmo caminho de q até

o vértice y ele continua respeitando a condi¢do ¢'a — q € Ic.

Exemplo 5.21. Sejam A, B e C dlgebras dadas, respectivamente pelos quivers

1 6

M~
ot
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
o

Qa: \3<_4,QB:3<—4 eQc: 3
e

2 7

Neste caso, R € tree oriented pullback e é dado por

1 Tl 6
/ 3 < PR S —— 8
2 \\\\___,/’/ 7

O tracejado que liga 5 — 4 e 3 — 1 indica que o caminho iniciando em 5 e terminando em
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1 € nulo em R. O mesmo acontece entre 5 — 4 e 3 — 2. Estas relacoes aparecem porque

R é um pullback.

Teorema 5.22. Se R € tree oriented pullback de A — B e C' — B entao todo maodulo

indecomponivel sobre R € indecomponivel sobre A ou sobre C'.

Demonstragao: Pela Observagao [5.4] ja sabemos que os médulos indecomponiveis sobre
A ou C, podem ser vistos como modulos indecomponiveis sobre R. Nesta demonstragao
mostraremos a volta, usando representagoes de modulos.

Seja M = ((Mz)ze@n)o» (Ma)ac(@r),) uma representacao de um médulo indecom-
ponivel sobre R de (Qg, Ig). A partir de M, definiremos uma representagao de (Qg, Ir),
W = ((Wa)ze@n)os (Wa)ac(@r),) da seguinte forma:

e para cada vértice z em (Qg)o considere W, a soma das imagens das aplicagoes

M, : M, — M,, onde p é um caminho de y para =, com y em (Qc)o \ (@5)o;

caso 1) Se x estd em (Qc)o \ (@p)o, entado podemos usar a aplicagao identidade sobre

M, associado ao caminho trivial e,, e teremos W, = M,;

caso ii) Se z estd em (Qa)o \ (@5)o entao W, = 0 pois, pela orientacao do pullback, nao

existe caminho nao nulo de (Q¢)o \ (@5)o para (Qa)o \ (@r)o-

e para cada flecha o : x — 2’ em (Qg)1, considere W, = M,|y, a restri¢ao de W, a

W,.

Portanto, pelo caso ii, W é uma representagao de (Q¢, I¢), enquanto M /W é uma
representagao de (Qa, [4).

Note que se mostrarmos que W =0 ou W = M, chegaremos no resultado.

Vamos estudar a parte da representacao W de (Qp,Ip). Considere uma flecha
a:x — 2 em (@Qp) e a aplicagao W, : W, — W,,. Provaremos que W, é sobreje-
tora.

Seja b € Im M,, C M,/ para algum caminho p de z € (Q¢)o \ (@B)o para =’ e seja a em
M, tal que My(a) = b. Pelo segundo item da Definigao existe um caminho ¢ de y em

x tal que g — p estd em Ig. Entao, M, o M, = M,, aplicando em a, temos:
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pois My(a) € Im M, C W, e M|, = W,.
Portanto, W, é sobrejetora.
Segue deste fato e do Teorema m que W restrito a (Qp, Ig) é uma representagao de

um modulo injetivo sobre B. Portanto a seguinte sequéncia exata:

0 > W —— M » M/W —— 0

restrita a (Qp, [p), é uma sequéncia exata que cinde. Vejamos que ela também cinde em

(QR7 IR)
Sejai: W — M a inclusdo. W restrito a (Qp, Ig) é uma representacao de um maédulo
injetivo sobre B, existe h: M|, — W/, tal que hoi' = 1W|QB onde 7' é a restricao de

i a W, . Considere a seguinte extensdo [ de h, dada para cada  de (Qr)o, por:

he, se x€(Qp)o
le =9 ddy,, se € (Qc)o\ (Qn)o
0, se z€(Qa)\(@n)

Como o pullback é orientado, [ é um morfismo de representagoes de (Qg, Ir) e loi = 1y .
Portanto, pela Proposicao a sequéncia cinde e segue que M = W @ M/W. Mas, como
M ¢ indecomponivel segue que W =0 ou W = M e portanto M é uma representagao de
(Qa, 14) ou uma representacao de (Qc, I¢).

Portanto, todo médulo indecomponivel sobre R é um indecomponivel sobre A ou sobre

C. m

Exemplo 5.23. Considere as dlgebras A, B e C dadas pelos sequintes quivers:

4 4 4
g QB::; € Qc¢£<6 6+ 7 -
4 Té Té
5

5

Qa: 1 2 y9_F

A

5
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Logo, Qr € dado por

W

Tt — W
o

Note que, R nao satisfaz a condi¢ao do Teorema[5.23, pois existe um caminho nao
nulo de Qa \ Qp para Qp, ou seja, R nao € orientado.
De fato, se analisarmos a representacao do modulo injetivo indecomponivel de Qg

associado ao vértice 3, temos:

(I3) =2 Kap

(I3), = KB Representacao I3: -

(I3)3 = Kid ll

(I3)1 = Ky K— K13 K+' K+ K-
(I)s = K Tl

(I3)s = Ke K

(I3)7 = K(e

Portanto, podemos afirmar que ndo existem representacoes de modulos em A ou C' que
possam ser representados desta forma. Note que, na representacao de I3 existem espacos

vetoriais ndo nulos em Qc \ Qp € em Qa \ Qp, sendo impossivel representd-lo somente

através de Q4 e Qc, respectivamente.
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6 Consideracoes Finais

De forma geral, este trabalho além de possibilitar a compreensao de resultados intro-
dutérios de extrema importancia para a teoria de representacoes de algebras, relembrou
conceitos trabalhados em diversas disciplinas presentes na grade curricular do curso de li-
cenciatura em matematica, como: Linguagens Matematicas, Algebra Linear, Fundamentos
de Algebra, Extensoes Algébricas dos Racionais, entre outras.

Este trabalho pode servir como base para estudos e pesquisas sobre teoria de repre-
sentacoes de algebras em nivel de graduacao e, consequentemente, possibilita a estudantes
de ciéncias exatas contato com uma area de pesquisa nao presente na grade curricular do
curso.

O estudo dos conceitos algébricos propostos neste trabalho contribuiram para a com-
plementacao na formagao matemaética, visando a admissao em um programa de mestrado,
possibilitando maiores condig¢oes para prosseguir com a formacao profissional. Além disso,
partindo do conhecimento obtido através deste trabalho, grande parte introdutoéria, hé a

possibilidade de estudar de forma mais aprofundada topicos da teoria.
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