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Resumo

O presente trabalho expoe os estudos feitos sobre os principais teoremas da Teoria de
Equacoes Diferenciais Ordinarias. O foco sera a apresentacao dos resultados de existéncia
e unicidade de solucao, dependéncia continua em relacao aos dados iniciais e o teorema
de prolongamento de solugao. Apresentaremos também um estudo da estabilidade dos
pontos de equilibrio dos sistemas lineares que serd necessario para o entendimento do
Teoremas de Hartmann-Globman utilizado para o estudo da estabilidade local dos pontos
de equilibrio de um modelo do tipo SIR. Também apresentaremos o Teorema de Poincaré-
Bendisxon que sera utilizado para o estudo da estabilidade global dos pontos de equilibrio
do mesmo modelo. O trabalho foi dividido em duas partes. Na primeira parte, apresen-
tamos os conceitos de estabilidade de sistemas lineares e os teoremas fundamentais da
teoria das equacoes diferenciais ordinarias. Na segunda parte, descrevemos os modelos
matematicos e analisamos o modelo compartimentado SIR, muito utilizado para o estudo
de problemas epidemiolégicos. Além disso, apresentamos também o estudo feito acerca
de trabalhos que utilizaram o modelo SIR para compreender como o virus da COVID-19

se comportaria ao longo do tempo em determinada populacgao.

Palavras-chave: COVID-19; Estabilidade de Liapunov; Modelos epidemiolégicos; Teo-

remas de existéncia.



Abstract

The present work exposes the studies done on the main theorems of the Theory of
Ordinary Differential Equations. The focus will be the presentation of the existence and
uniqueness solution, continuous dependence on the initial data and the solution extension
theorem. We will also present a study of the stability of the equilibrium points of linear
systems that will be necessary for the understanding of the Hartmann-Globman Theorems
used for the study of the local stability of the equilibrium points of a SIR model. We
will also present the Poincaré-Bendisxon Theorem that will be used to study the global
stability of equilibrium points of the same model. The work was divided into two parts. In
the first part, we present the concepts of stability of linear systems and the fundamental
theorems of the theory of ordinary differential equations. In the second part, we describe
the mathematical models and analyze the SIR compartmentalized model, widely used for
the study of epidemiological problems. In addition, we also present the study carried out
on works that used the SIR model to understand how the COVID-19 virus would behave

over time in a given population.

Keywords: COVID-19; Liapunov stability; Epidemiological models; Existence theorems.
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Capitulo 1

Introducao

Os estudos sobre as equacoes diferenciais ordinarias tiveram o seu inicio a partir do
século XVII, logo apds o desenvolvimento do calculo diferencial e integral por Isaac New-
ton e Gottfried Wilhelm Leibniz [I]. A motivagao de Newton para o desenvolvimento do
calculo foi sua aplicacao para os seus estudos sobre os principios basicos da mecanica, que
forneceram a base para a aplicacao das equacgoes diferenciais no século XVIII, especial-
mente por Leonhard Euler.

Ja Leibniz, segundo [I], estabeleceu a notagao dy/dx representando as derivadas, além
disso, ele generalizou o método de resolucao de equagoes diferenciais por varidveis se-
paraveis, reducao de equacoes homogéneas a equacoes de variaveis separaveis e o método
para resolucao de equacoes diferenciais lineares de primeira ordem. Além desses métodos,
ele contribuiu para a resolucao de muitos outros problemas, através de correspondéncia
com os irmaos Jakob Bernoulli e Johann Bernoulli, tais irmaos contribuiram para a area
de equacoes diferenciais ordinérias, desenvolvendo métodos para resolver equacoes dife-
renciais e para ampliar o campo de suas aplicagoes.

De acordo com [I], Leonhard Euler auxiliou no desenvolvimento da teoria sobre equagoes
diferenciais ordindrias identificando a condic¢ao para que equagoes diferenciais de primeira
ordem sejam exatas, aprofundando os conceitos de fator integrante, encontrando e esten-
dendo a solugao geral de equagoes lineares homogéneas com coeficientes constantes para
equagcoes nao homogéneas. Ainda, Euler propos o uso de séries de poténcias e de métodos
numéricos para a resolucao de equacoes diferenciais.

Outro matematico que contribuiu para o avan¢o no campo das equagoes diferenciais
foi Joseph-Louis Lagrange, que segundo [I] mostrou que a solugao geral de uma equagao
diferencial linear homogénea de ordem n é uma combinagao linear de n solugoes linear-
mente independentes. Ele também desenvolveu completamente o método de variagao dos
parametros que consiste em tomar uma solugao para equagao linear homogénea e substi-
tuir o parametro constante por uma variavel, determinando uma solugao particular para
a equacao nao homogeénea.

Temos também, Pierre-Simon de Laplace que se destacou por seus trabalhos com
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mecanica celeste e por desenvolver métodos para os problemas que envolviam equagoes
diferenciais. E possivel citar seu estudo com a equacao de Laplace e com a relacao que
essa equacao possui com a gravitacao. Por fim cita-se o desenvolvimento do método
da transformada de Laplace, que permite obter a solucao de uma equacao diferencial
ordindria de coeficientes constantes através da resolucao de uma equacao algébrica.

Quanto ao desenvolvimento da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais, temos
que ela surgiu no final do século XIX, e nos permite estudar os sistemas de equagoes
diferenciais pelo retrato de fase analisando de forma global a familia de solugoes, e de
acordo com [2], essa teoria teve como pioneiro Henri Poincaré, o qual utilizou a teoria
para estudar alguns problemas de dinamica celeste. Outro problema que atraiu o foco para
o estudo qualitativo de equacgoes diferenciais foi o comportamento cadtico das equagoes
de Lorenz.

Esta teoria das equagoes diferenciais nascida nos problemas de mecanica celeste obteve
uma evolugao de abrangéncia a ponto de servir para modelar problemas biologicos. Em
especial, a teoria qualitativa auxiliou na formulagao de um modelo matematico que des-
creva uma propagacao temporal, como no caso da epidemiologia, na qual ¢ muito comum
o uso de equacoes diferenciais, uma vez que elas representam taxas de variagao. De acordo
com [3] e [4], em 1798 Thomas Malthus tentou modelar o crescimento populacional, e para
isso, ele utilizou as equacoes diferenciais, e sua equacao até hoje é usada para modelar o
crescimento de populagoes pequenas.

A utilizacao de modelos matematicos na Epidemiologia, é quase tao antiga quanto
na Fisica. Embora em 1760, Daniel Bernoulli tenha usado um método matemaético para
avaliar os efeitos da técnica da variolacao no controle da epidemia de variola, o desenvolvi-
mento de modelos matematicos aplicados a fenomenos epidemiologicos mais amplos ficou
limitado pelas restri¢oes intrinsecas a auséncia de conhecimento médico sobre os agentes
causadores das infeccoes, segundo [4]. Deste modo somente a partir do nascimento da
bacteriologia e da descoberta dos virus no século XIX é que foi possivel identificar os cau-
sadores das doencas infecciosas e consequentemente, aplicar modelos matematicos mais
gerais e mais proximos da realidade.

Em 1906, Hamer postulou que o desenvolvimento de uma epidemia depende da taxa
de contato entre individuos suscetiveis e infecciosos. Este postulado, hoje conhecido como
o principio de acao de massas, se tornou o mais importante conceito da epidemiologia ma-
tematica. O primeiro modelo que incorpora ferramentas matematicas em epidemiologia
para descrever a propagacao de uma doenca infecciosa ao longo do tempo em uma po-
pulagao foi proposto em 1927, por Kermack e McKendrick [5] e é denominado modelo SIR
(Suscetivel, Infectados e Recuperados/Removidos). Eles estenderam a teoria com a teoria
do limiar, estabelecendo que a introducgao de individuos infecciosos em uma comunidade
nao pode levar a um surto endémico a menos que a densidade de individuos suscetiveis

esteja acima de um certo valor critico. Este principio, em conjunto com o principio de
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acao das massas, constitui a base da epidemiologia matemética moderna, segundo [4].

De acordo com os conceitos histéricos apresentados e pela breve apresentagao do de-
senvolvimento da literatura da teoria de equagoes diferenciais, nota-se que esta teoria tem
uma profunda conexao com aplicagoes em outras areas do conhecimento tais como, Fisica
e Biologia. Em particular, a Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias
é uma ferramenta importante para o estudo de modelos matematicos que decorrem de
fenomenos biologicos.

Sendo assim, o objetivo deste trabalho foi desenvolver um estudo dos principais resul-
tados da Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias e como eles podem ser
aplicados no estudo de problemas do mundo real, desta maneira o desenvolvimento do
trabalho ganha organicidade da seguinte forma: no primeiro capitulo serao apresentados
os conceitos sobre equacgoes diferenciais ordinarias lineares, dando foco as condigoes que
caracterizam quando um ponto de equilibrio de um sistema linear é um atrator.

No segundo capitulo, serao apresentado os resultados de existéncia e unicidade, de-
pendéncia continua em relacao aos dados iniciais, prolongamento de solucao, além de
enunciar os teoremas de Hartman Grobman e o de Poincaré Bendixson com o interesse
nas suas aplicacoes, por isso as demonstracoes destes resultados foram omitidas, pois se
tratam de temas estudados em cursos mais avancados na pos-graduagao.

No terceiro capitulo, serd apresentada a aplicacao da Teoria Qualitativa das Equacoes
Diferenciais Ordinarias em modelos epidemioldgicos. Por sim, serao apresentadas as con-

sideracoes finais do trabalho desenvolvido.



Capitulo 2
Estabilidade de sistemas lineares

Neste capitulo serao apresentados conceitos relevantes sobre sistemas de equagoes di-
ferenciais, bem como os principais resultados da teoria de sistemas lineares e exemplos
para compreensao de alguns dos principais resultados estudados. Para a elaboragao deste

capitulo, foram utilizadas como principais referéncias [6], [7], [§] e [9].

2.1 Sistemas planares

Inicialmente sera apresentada a definicao de um sistema de equagoes diferenciais, bem
como apresentar uma conexao de uma equacao bidimensional com uma equacao de se-

gundo grau, além de apresentar um exemplo que descreve o uso dessas equagoes.

Definicao 2.1.1 Um sistema de equacoes diferenciais é um conjunto de n equacoes di-
ferenciais interligadas, como mostra

Qfll = fl(t,l'l,x'z,...,l'n)
SL’/Z = fz(t,wl,xg,...,fn)
ZE; - fn(t,xl,IQ,...7xn). (21)

Nesta situagao, as fungoes f;, onde 1 < j < n sao funcoes a valores reais de n + 1
varidveis reais, x1, T2, ..., T, € t. Sempre assumiremos que as fungoes f; sao de classe C*°,
a menos que esteja especificado de outra maneira. Isso significa, que as derivadas parciais
de todas as ordens de f; existem e sao continuas.

Uma maneira de simplificar a notacao do sistema é usando a notacao vetorial,

deste modo, tem-se
I
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assim, o sistema pode ser escrito de uma forma mais resumida, como:

Z(t) = F(t ), (2.2)
onde:
fl(t,.Tl, ,$n)
F(t,x) = :
falt, 1, .y xy)

Uma solugao para esse sistema, serd uma fungao da forma z(t) = (x(t), ..., x,(t)) que
satisfaz a equacao (2.2) onde: 2'(t) = (2 (¢), ...,z (t)).

Um sistema de equagoes diferenciais é chamado de autéonomo se nenhuma das f;
depende de ¢, nessa situacao o sistema se escreve como z’ = F(x).

Neste trabalho, denotaremos as variaveis reais por letras mintsculas, as fungoes com
valores reais também serao denotadas por letras minusculas, e em alguns casos, também
denotaremos vetores por letras minusculas. Ja as letras maiusculas serao utilizadas para
valores vetoriais de fungoes, e para matrizes. E o espaco euclidiano de n-dimensional sera
denotado por R".

As equagoes diferenciais sao muito importantes para vérias ciéncias, como Engenharia,
Biologia, Economia, entre outras. E as equagoes diferenciais mais utilizadas sao as de
segunda ordem, pois possuem uma ampla aplicabilidade na modelagem de problemas,
um exemplo dessa aplicabilidade serda apresentado a seguir no problema do oscilador
harmonico.

Uma equagao de segunda grau homogénea pode ser representada da seguinte forma:
2" (t) + ax'(t) + bz(t) = 0.

Além disso, temos também as equacoes diferenciais autonomas, que sdo equagoes que

nao dependem explicitamente de ¢. Um sistema autéonomo em R?, pode ser escrito como

y/ = g(x,y), (23)

que também pode ser representado pela notagao abreviada X' = F(x,y) e

F(x,y) = (f(x,9),9(z,9)). (2.4)

Considerando o lado direito da equacao (2.4)), definimos um campo vetorial em R?, ou
seja, pensamos em F'(x,y) representando um vetor cujas componentes x e y sao f(z,y) e

g(x,y), respectivamente.
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Como foi mencionado anteriormente, a aplicabilidade das equacoes diferenciais no

problema do oscilador harmonico, vamos agora descreve-lo no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.1 O problema do oscilador harmonico, utiliza de equagoes diferenciais de
sequnda ordem linear com coeficiente constante para modelar o movimento de uma massa

presa a uma mola.

m

| 1 1 1 l | B

-2 -1 0 1 x(f) 2

Figura 2.1: A mola em posigao de equilibrio e a mola estendida além do equilibrio.

Fonte: [7]

A mola € fixada a uma parede vertical e a massa pode deslizar ao longo de uma trilha
horizontal. O x denota o deslocamento da massa de seu local de repouso (com x > 0 se
a mola € esticada e x < 0 se a mola é comprimida). Assim, a velocidade da massa em
movimento € x'(t) e a aceleragao € x"(t). A mola exerce uma for¢a proporcional a x(t),
além disso, hd uma forca de atrito proporcional a x'(t) na direcao oposta ao movimento.

Para esse sistema hd trés parametros: m > 0 que representa a massa do oscilador,
b >0 € a constante de amortecimento e k > 0 € a constante da mola. Sequndo as leis de
Newton, a forca que atua no oscilador € igual a massa vezes a aceleracao, deste modo a

equacao diferencial para o oscilador harmonico amortecido serd dada como:
" /
mz” + bz’ + kx = 0.

No caso em que b = 0, o oscilador é dito nao amortecido, caso contrdrio, temos
um oscilador harmonico amortecido. Temos assim um exemplo de equacao diferencial
homogénea, linear, de coeficiente constante e de sequnda ordem. Deste modo, a equa¢ao

para o oscilador harmonico € descrita em forma de sistema como, X' = F - X, em que:

0 1 /
F=( ", | x=(")ex=("]).
“m T m Y Y
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Normalmente o movimento do sistema massa-mola pode ser submetido a uma forca
externa (como mover a parede vertical para frente e para trds periodicamente). Essa for¢a
externa na maioria das vezes depende apenas do tempo, nao da posicao, entao temos um

sistema mais geral para o oscilador harmonico for¢ado:
mz” + bx' + kx = f(t),

onde f(t) representa a forca externa. Assim, obtemos uma equag¢ao nao auténoma e nao

linear de sequnda ordem.

2.2 Comentarios sobre linearizacao

Nesta secao vamos introduzir através de uma conta heuristica a importancia dos siste-
mas de equacoes diferenciais lineares para o estudo qualitativo dos sistemas de equagoes
diferenciais nao lineares. O resultado sobre linearizacao sera formalmente apresentado no
Capitulo [3] através do Teorema [3.4.1]

A linearizacao é uma forma de se obter informacoes sobre o comportamento das
solugoes perto de um ponto de equilibrio, ressaltamos que xy € R™ é um ponto de equilibrio
do sistema X' = F(t,X), se temos que F(t,xy) = 0 para todo t € R. Sendo assim, se
(z*,y*) é um ponto de equilibrio, consideramos a perturbac¢ao de uma solugao a partir
de uma condi¢ao préxima ao ponto de equilibrio (z(7),y(7)), deste modo, definimos as

funcoes

o(r) = y(1)—y" (2.5)

Observe que u(7) e v(7) sdo fungoes de 7, mas nao sdo necessariamente nao negativas,
isto é, o sinal de subtracao nao indica os sinais das respectivas funcgoes. Deste modo,
escrevendo da seguinte forma, x(7) = u(7) +2*, y(7) = v(7) + y*, e substituindo em
suas respectivas derivadas, obtemos

uo= fluta®v+y),
v'o= glu+ax*v+y").

Como supomos que f e g sao de classe C*°, poderemos expandir elas em uma série de
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Taylor préximas do ponto (z*,y*). Assim, a expansao é da seguinte forma

fluta*v+y") = f(@*y") + fuola, y)u(r) + f, (2%, y)0(r) + fou(z®, y*)u?(7)/2
+ fay (@ u(r)0(T) + f (@™, y")0% (1) /24 - -

glu+z*,v+y*) = g(a*, y*) + g (2%, y)u(7) + g, (%, y")0(7) + Guw(z*, ¥ )u*(7) /2
+ Gay (27, 5" )u(T)0(T) + gyy (2, " )0 (1) /2 + - -

Os coeficientes das segundas derivadas parciais sao u?, uv e v2, logo se as perturbacoes
forem pequenas, na escala de ¢, isto é, se u = 0 e v & 0 entao os termos das derivadas de

segunda ordem serao ainda menores, logo podemos ignora-los. Por isso,

g\
2
=
8
\.*
<
*
+
e
—
8
\'*
<
N
=
2
+
;h
8
\‘*
Ny
*
=
2

Como (z*,y*) é um ponto de equilibrio, f(z*,y*) = 0 e g(a*,y*) = 0, e assim temos a
seguir o sistema linearizado dado por ({2.6),

onde a,b,c,d sao constantes. O sistema (2.7) é um sistema linear bidimensional ho-
mogeéneo, ou seja, ele possui duas dimensoes.
O equilibrio de sistemas lineares bidimensionais sao solugoes para o sistema linear de

equacoes:

Tais sistemas sempre tém (0,0) como soluc¢ao. O equilibrio (0,0) é o tnico equilibrio
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A:<a b)’
c d

é invertivel, ou seja, det(A) # 0. Assumiremos que esta condi¢ao se mantém, porque se

se a matriz

nao, existirda uma continuidade de equilibrios.

Se assumirmos que ad —bc # 0, a matriz A é obtida da linearizacao e é uma matriz Ja-
cobiana avaliado em um equilibrio (z*, y*), a condigao det(A) # 0 significa que o equilibrio
estd isolado, ou seja, ha um disco em torno dele que nao contém outros equilibrios.

Procurando solugbes exponenciais do sistema linearizado (2.7)), definimos

u(t) = ue

v(r) = veM,

onde u e v sao constantes diferentes de zero, e A € R representa uma constante de
integracao.

Substituindo no sistema e cancelando e”, obtém-se o seguinte sistema para @ e v:
at +bv = u,
cu+dv = Av.

Este ¢ um sistema linear homogéneo para u e v. Queremos que este sistema tenha

uma solucao diferente de zero, uma vez que as suas perturbacoes devem ser diferentes de

zero. Isso sé podera acontecer se o determinante do sistema for zero, entao temos

a— A b
=0
( c d—)x)

Expandindo o determinante (a — A)(d — A) — be = 0, obtém-se a equagao caracteristica

do sistema linearizado:
N—p\+q = 0,

ondep=a+d=Tr(A)eq=ad—bc=det(A). Assim, p é o trago e ¢ é o determinante
da matriz Jacobiana. As solugoes da equacao caracteristica sao chamados de autovalores
da matriz Jacobiana.

Dado esses autovalores, ha trés casos para a solugao do sistema de perturbagoes (2.7)):

1. Os autovalores A\; e Ay do Jacobiano sao reais e distintos. Neste caso, a solugao do
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sistema (2.7)) é dada por:

u(t) = CreM 4 Coe™,
v(T) = O™ + Oy,

onde (1, ..., Cy sao constantes arbitrarias. Neste caso, u — 0 e v — 0 se, e somente
se Ay <0e Xy <.

2. Os autovalores \; e Ay do Jacobiano sao reais e iguais. Neste caso, diremos A =
A1 = Ag e assim a solucdo do sistema ([2.7)) é dada por

U(T) = 016)\7 + CQT@AT,
v(1) = C3e + Cyre,

onde (1, ..., Cy sao constantes arbitrarias. Neste caso, u — 0 e v — 0 se, e somente
se A < 0.

3. Os autovalores \; = £ +1; e Ay = & — n; do Jacobiano sao conjugados complexos.
Neste caso, a solucao real do sistema ([2.7)) é dado por

u(t) = C1e¥ sinnt + Che’ cosnr,

v(1) = Cse*7sinnt + Cyet™ cosnr,

onde (1, ..., Cy sao constantes arbitrarias. Neste caso, u — 0 e v — 0 se, e somente

se £ < 0, ou seja, os autovalores tém parte real negativa.
O resultado anterior pode ser resumido por meio do seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 [8] Assuma que J seja uma matriz 2 X 2 com entradas constantes e
det(J) # 0. Assuma que J foi obtido como uma linearizagio em torno do equilibrio

(x*,y*). Entao, o equilibrio (x*,y*) € localmente assintoticamente estdvel se, e somente

se

Tr(J) <0 e det(J)>0.
O equilibrio (z*,y*) € instdvel se, e somente se,

Tr(J) >0 ou det(J)<D0.

A Figura representa o retrato de fases referente ao Teorema [2.2.1, Dependendo

dos valores do T'r(J) e do det(J) temos a seguinte configuragao para o diagrama de fase.
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=\

IS
NG

Figura 2.2: Retrato de fases dos casos 1, 2 e 3.
Fonte: O autor.

2.3 A matriz exponencial

424 é a solucao do

Nesta secao vamos estudar sobre a exponencial de matriz, pois e
sistema 2’ = Az, onde A é uma matriz de dimensao n x n. Mas para chegar na expo-
nencial da matriz, é preciso possuir alguns conhecimentos basicos sobre espacos vetoriais
normados, norma do espaco de matriz e série convergente de matriz, para que assim, se
possa compreender a definicao de exponencial de matriz.

Seja M(n) o espago das matrizes n X n com entradas reais, esse conjunto é um espago

vetorial. O elemento neutro da operagao de soma em M (n) é a matriz nula dada por

também temos a multiplicacao por escalar real. Além dessas operacoes temos a multi-
plicacdo entre matrizes. No espago M(n) o elemento neutro para a multiplicagdo entre

matrizes é a matriz identidade

ou seja, a matriz diagonal cujas entradas na diagonal principal sao iguais a 1. Por fim, o
espago M (n), admite elemento inverso para algumas matrizes, neste caso diremos que a

matriz B é a inversa da matriz A se vale as igualdades a seguir, BA = [ = AB, denotamos
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a inversa de A por A=!. O espaco vetorial das matrizes n x n, pode ser identificado como
0 espaco R™.

E como existem muitas possibilidades de normas no espago M (n), vamos assumir a
norma mais conveniente, que é a do supremo, ja que essa norma € equivalente a norma
de R™,

Sendo assim, definimos a norma do supremo para o operador por,

Al - g4
llz(l=1

E, para que a expressao anterior defina uma norma é necessario observar que o supremo

A
1A = sl Azl
20 |2 a0

deve ser finito.
Tal norma se comporta muito bem em relacao ao produto de matrizes, pois vale a

propriedade:

FAB < [[AllBI . (2.8)

A demonstragao da propriedade (2.8) pode ser encontrada no Lema 9.1 de [7]. E em

particular, temos a validade do seguinte lema.

Lema 2.3.1 Para as poténcias A™ de A € M(n) vale
FA™ ] < Al
para cada m € N.

Demonstracao: Temos que || A™ ||<|| A ||, pois

Am
A = s AT
w0 |l
AAm—l
N (G Gl
2£0,Am—172£0 | ||
A Amfl Amfl
s (n A | | xn)
£0,Am—17£0 | A || | = |
A Am—l
B 2 e
y20 1yl zz0 2|
= [[Al-[A™].

Com base nas informacoes anteriores, podemos agora definir a matriz exponencial de
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uma matriz A € M(n) por

oo

e = T+ A+ A2+3‘A3+ +—AJ = — A7,

Também podemos escrever a exponencial da seguinte forma: exp(A) = exp A = e,
Uma questao sobre a definicao da exponencial de matriz é se a série que a define
converge em qualquer caso, por exemplo, no caso n = 1, temos e(® = (e%), e neste caso

e” acaba sendo a série de Taylor da exponencial escalar que converge, ja no caso geral, se

tomarmos a norma || - || de M(n), obtemos
> - Z—IIAJII
=0 j= 0
= Z_—'HAA...AH
— ] .
3=0 j vezes
< Zl AL 4] = 3 LA
< , :
R = J!
j vezes
= el (2.9)

Note que, utilizamos a propriedade para se obter el4l. Dessa forma, a série que
define a exponencial é, portanto, absolutamente convergente, logo a série é convergente.
Consideramos a norma || - || em M (n) justamente para poder usar a propriedade em
, deste modo facilitamos a prova da convergéncia da exponencial. Temos ainda que a
série da exponencial também converge na norma euclidiana ou em qualquer outra norma
de M(n) = R". (Veja a Proposicao 9.3 em [7], que garante essa afirmacio).

Agora, vejamos alguns exemplos sobre o calculo da matriz exponencial.

Exemplo 2.3.1 Considere a matriz diagonal

A1 0 0
| 0 A 0

D= d|ag()\17)\27 [ERE) )\’VL) = .
0 0 An

Note que,

DI = diag(N, N}, ..., M),
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o que vale para cada j € N. Assim,

D= Z_ — dzag (AN, s N
j=0 7 =0 7
j= 0
= diag(e’\l,e)‘Q, -,e)m)

Em particular, temos ¢® = I e el = diag(e,e,...,e) = el.

0
Exemplo 2.3.2 Vamos obter a exponencial da matriz ( 0) e para 18so, observe que
c
2
00y (0O0)(OOy (00O
c0) \eoj\co) \oo)
0 0 ’
portanto, ( O) =0¢€ M(2) para cada j > 2, de modo que
c

()6 ()

Dada uma matriz A € M(n), se existir um n tal que A™ = 0, entao essa matriz é chamada

de matriz nilpotente, e essas matrizes sao da forma

0 00
00

N(l) = ¢ 0 0| e M.
000 ¢ 0

No qual | representa uma multiplicidade algébrica do autovalor da matriz relacionada ao

bloco de Jordan. Por exemplo, para uma matriz N.(l) € M(4), temos:
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00 0O 0O 0 0 0

0 00 0O 0 00

Ny =€ L NL(4)? = ,
0 ¢ 0O A 0 00
0 0 ¢c O 0 2 0 0
0O 0 0 O 0 0 0 O
0O 0 0O 00 0O
NC(4)3 = ) NC(4)4 =

0O 0 0 0 0O 0 0 O
A 000 0O 0 0 O

Logo, pela defini¢io podemos calcular a exponencial da matriz N.(4),

1 1 1
eNeW = T4 N, (4)+ 5Nc(4)2 + §Nc(4)3 + ENC(4)4 +...
2 ! !
= I+ N.(4)+ 5Nc(4)2 + §NC(4)3
1 0 00
B c 1 00
< ¢ 10
g—?; 3—2, c 1

E por indugao ¢é possivel obter

1 0 0
c 1
2
% c 1 ... 00
Ne(l) _ 3 2
¢ - e ¢ .. 00| MO
3] 9]
—1 [—2 [—3
C C C c 1
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0 b
Exemplo 2.3.3 Considere a matriz ( 0) , temos que

S I G [ R ]
A N I R O]
S I O [y R (]

S I O [ R

Usando inducao, temos que, quando as poténcias sao pares a matriz é dada por

0 b\” (v 0
(o) =i i)

e quando as poténcias forem impares, teremos

0o b\ o0
bo) T e o )

Quando calculamos a exponencial da matriz, obtemos

0 b Lo\ (o0 by, 1 o) 1o ¥},
ex = — —
Py o 01 b o) "2V 0 ) "3\ o

Lembrando que as séries de Taylor da cosb e sinb sao dadas por:

o0

_ 1 2 1 2j
cosb = 1—51) +Zb Z 2j! b
7=0
e
sinb = b—le—l—lb i": p2+l
3! 51 = 2]—1—1 ’

obtemos assim,
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onde,
B 1, 1, 1,
apr = ]_—ab +Zb —ab +...—COSb,
_ 1 3 1 5 17 o
19 — b—gb +§b —?b +...—smb,
1 1 1 .
a1 = —b+§b3—565+?b7—:—81nb,
1 1 1
o9 = 1—§b2+gb4—6b6+2008b

Deste modo,

0 b cosb sinb
exp = )
-b 0 —sinb cosb

O teorema a seguir é de fundamental importancia, pois ele nos diz que para calcular
a exponencial de uma matriz qualquer, basta calcular a exponencial de alguma matriz

conjugada e depois conjuga-la.

Teorema 2.3.1 Se A, B,Q € M(n) sdo tais que AQ = QB, entdo e*Q = Qe®. Em

A

particular, se as matrizes A e B de M(n) sdo conjugadas, logo as matrizes e e e? também

serao, e assim poderemos usar a mesma matriz de conjugagdo, ou seja, se Q € M(n) €
invertivel e A = QBQ™!, entdo

e = QBT = QePQ
Demonstragao: Como temos que AQ = @B, logo
A%Q) = AAQ = AQB = QBB = QB>

e, por inducao teremos, A’Q) = QB’, para j € N. Deste modo,
e’Q = | lim ilflj Q = lim ilAjQ
j=0 j=0
= lim ilQBj =@ | lim ilBj
n—o0 &~ 4| n—o0 &~ j!
Jj=0 7=0
= QeP.

Logo, e2Q = Qe”. [ |

Os préximos resultados sao importantes para o entendimento do funcionamento da
exponencial de matriz em caminhos continuos e para a interpretacao da exponencial como
solugao de 2/(t) = A(t)x.
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Lema 2.3.2 (Desigualdade de Gronwall) Sejam o > 0 e ¢, v fungdes continuas e nao

negativas no intervalo |a,b] satisfazendo

t
o(t) <a+ / o(s)v(s)ds, paraa <t <b.

Entao,
o(t) < aela veds - parg a < t < b.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que o > 0. Seja K(t) = a + fat o(s)v(s)ds.
Note que K(a) = a e que K(t) > a > 0. Derivando, obtemos

Portanto,

Logo,

/K' d</()d

Fazendo a mudanca u = K(s) na primeira integral obtemos

[ < [ s

K(t) < K(a)ef;f v(s)ds

logo,

portanto,

de onde obtemos
o(t) < K(t) < aelav()ds

Para o caso em que a = 0, utilizamos o caso anterior e fazemos o = ¢ — 0. |

Teorema 2.3.2 Suponhamos que os elementos das matrizes A(t) e F(t) sejam fungoes
continuas em um intervalo comum I que contenha o ponto ty. Entdo existe uma solugao

unica do problema de valor inicial no intervalo.

Qf(to) = Xy

2t = Az + F(t). (2.10)

Demonstracao: Para a demonstragao desse resultado vamos utilizar o método das a-

proximacoes sucessivas, definindo a sequéncia de aplicagoes z; : I — R", 7 = 0,1,2, ...
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onde,

Io(t) = X,

ppal®) = w0t [ (Als)as) + F(s))ds

to

Vamos mostrar que para todo t € [a,b] C I, a sequéncia de fungoes x,, converge unifor-

memente para uma solucao de

dx
- = A(t)x + F(t) (2.11)
x(ty) = xo.

Seja K = sup,epoy) | A(s) | € M = supgepey || 21(s) — zo(s) || - Entao

[ 2a(t) — 21 (2) [I< /t | As)a1(s) = Als)xo(s) || ds < KMt — tol.

Por outro lado,

2

l2a(t) = 2a(t) < [ 1| Als)oas) = Ahi(s) | ds < S5t = ol

Suponha por inducgao que

Ki=*M ,
() — i1 (t) | ——=t =t
| a5(t) = 2y20) 1< gyt = o
Portanto,
t
| 2 (t) — ;) | < | A(s)x;(s) — Als)zj-1(s) || ds
to
t Kj—lM ]
< / K—"S — to"jilds
to (] - 1)
KM |t —tof
IR S L
KM :
< _' [t —to]’.
!
Assim sendo, temos que
KiM ,
sup || zj41(t) — z;(t) [|< ——(b —a)’.
te(a,b] J:
oo KIM

(b — a)? é convergente, pelo Teste de Weierstrass, temos que

Como a série 7 =

2. ~ o . ~ z
a série de fungoes » (741 — x;) converge uniformemente para uma funcio continua



CAPITULO 2. ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES 27
x : [a,b] — R" que satisfaz a equagao integral
t
x(t) = o+ / (A(s)z(s) + F(s))ds.
to

Portanto x é uma solucao do problema linear nao homogéneo (2.11)).
Entao, nos resta mostrar a unicidade da solugao de ([2.11]). Suponhamos que existam
duas solugbes x; e xo de (2.11]), portanto z; e x5 satisfazem as equagdes integrais. Vamos

supor inicialmente que t > t; o caso t < segue de forma similar.

t

x1(t) = xo + / (A(s)z1(s) + F(s))ds e xa(t) = xo + / (A(s)z2(s) + F(s))ds.

to to

Portanto,

| 21(t) — zalt) || < / | A(s) (z1(s) — 2(s)) || ds < / K || 2a(s) — 2a(s) | ds.

Fazendo ¢(t) =|| x1(t) — x2(t) ||, obtemos
t
o)< [ Kols)is,
to

t
e, pela desigualdade de Gronwal temos que ¢(t) = Oelo Ko que implica que

| 21(t) — 22(?) ||=0,
para todo t € [a, b]. Esse fato mostra que 7 = x2, 0 que finaliza a prova. [ |

Proposicao 2.3.1 Dados uma matriz A € M(n) e g € R", os caminhos t — ! em

M(n) et elzy em R™ sio derivdveis e

d d .

Eem = Ae'* € M(n), d—tet zo = Aettzy € R™
Demonstragao: Temos que,
At — i ltjAj
gt
§=0
Como,
L o~ L il
Z S[PA < Z S [EAP = ™ < 400,
=0 J: j=0 J:

At

cada entrada da matriz e é uma série de poténcias com raio de convergéncia 400 na
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variavel t. Assim, conseguimos derivar a série termo a termo, e obtemos

(eAt)/ _ ZﬁjtjflAJ
j=1""

o0

1 . .
— , 1A 401
(j—1)!

para qualquer t € R. [ |

Teorema 2.3.3 Se A € M(n) e xy € R", entdo o caminho
x(t) = eay, tER, (2.12)
define a unica solugdo de ' = Ax com condi¢do inicial x(0) = x.

Demonstracao: Pelo Teorema [2.3.2] a solucao ¢ tnica e como todas as solugoes da

equagao =’ = A(t)zr tem intervalo maximo R. Resta observar que para a fungao x(t) em

temos:
z(ty) = e ay = ®xg = Id(z¢) = x
e que pela Proposicao [2.3.1},
2'(t) = AeAt0) g = Ax(t).

Isto mostra que z(t) é a solucao pretendida. [ |
O Teorema prova formalmente que o caminho z(t) = ez, é de fato a solucio
do sistema linear 2/ = Az(t) como afirmamos na introdugao dessa se¢ao. Além disso esse

caminho ¢é a tnica solugao para o sistema quando A € M (n).

Corolério 2.3.1 Dadas as matrizes A e B em M(n), temos:

1. se AB = BA entio ete? = eAB = eBeA; ¢

2. a matriz e sempre é invertivel, com (e?)™t = e~ 4.
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Demonstracao: Se AB = BA, entdao temos que AB*¥ = B*A Vk € N. Note que,
AB = BA = AB* = B*A k = 1. Logo, por inducdo, vamos supor que AB" = B"A.

Assim,

AB""' = AB B"=B AB" = BB"A= B""A.
AB=BA AB"=B" A

Como consequéncia do Principio da Inducdo Finita, temos AB* = B*¥A, Vk € N.
Temos pelo Teorema que AeB! = eB'A. Deste modo, vamos mostrar agora que

X, (t) = B e Xy(t) = e?eP? sao solugdes do problema

X'=(A+ B)X, (2.13)
X(0) = Id.

Temos que, X|(t) = (A + B)e+B = (A + B)X,(t), X(0) = ¢* = Id. Assim,
X, é solugio de (2.13). Por outro lado, temos Xj(t) = ()Pt + eAt(eBt) = Aettelt +
e BePt = AeMeP! + BeMleB! = (A+ B)eMeB! = (A+ B)Xy(t), assim, X5(0) = %% = Id.
Assim, X5 também é solucao de ([2.13)).

Deste modo, existe uma tnica solugao para (2.13)), portanto X;(t) = Xo(t), Vt € R.

A+B)L _ oA (A+B) A_B

Logo, e! eBl. E em particular, e = eleB.

Em particular, temos também que, como A — A = 0 e ¢’ = I pelo Exemplo ([2.3.1]),
deste modo temos que e e = I = ede 4, ou seja, (e4)™t = 4. [ |
O exemplo a seguir nos mostra como o Corolario facilita o cdlculo da exponencial

de matriz em certos casos.

, , a 0[O0 O 0 0 0 O0\fa O
Exemplo 2.3.4 Consideremos as matrizes = = ,
0 a/\c O ac 0 c 0/\0 a

o Coroldrio e os exemplos (2.5.1]) e (2.3.2), podemos calcular a exponencial da matriz

a 0 .
, como apresentado a sequir:

c a
. a 0 . a 0 N 00 . a 0 . 00

X = X = eX X .
P c a P 0 a c 0 P 0 a P c 0
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Calculando I e I separadamente, obtemos

) .
a 0 10 a 0\ 1 {a 0 1 (a 0\
I)exp = + + = +...+= +...
0 a 01 0 a 21\ 0 « J'\0 a

1 0 a 0 5 0 il 0

O 1 0 a 0 a” 0 a

9! ;!

a’
Hm+—+ St 0
— J: 2 iy
l+at ot

2! 4!

2
00 10 00\ 1/00 1 (0 o\’
IT) exp = + + = + —
¢ 0 0 ¢ 0 21 \e 0 jt\e 0
10 00
= 1 T04... 40
01 c 0
(10
B 1

Logo, por (I) e (II) vimos que

a 0 0 0 e 0 10 e* 0 .(1 0
exp exp = = =e .
0 a c 0 0 e c 1 ce® e” c 1

b

> Primeiro con-
a

Exemplo 2.3.5 Agora, vejamos a exponencial da matriz A = ( )

sidere as matrizes
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Usando o Coroldrio e os exemplos (2.5.1) e (2.5.5), obtemos

(3 =[5 0)
()
- () (e
- (),

Na Secao veremos que A corresponde ao bloco de Jordan para os autovalores comple-

Z0S.

Na proxima secao sera apresentado o Teorema da Forma Canonica de Jordan para
matrizes n X n, ja que nesta secao trabalhamos apenas com os calculos de exponencial de

matrizes de ordem 2 x 2.

2.4 Forma Canoédnica de Jordan

No Teorema vimos que x(t) = ez é a solucdo da equacdo diferencial linear
¥’ = Az, com a condigao inicial x(0) = zg, quando A € M (n), por outro lado, pelo
Teorema temos que se a matriz P é conjugada a matriz A entao podemos obter a
matriz exponencial de A a partir da matriz exponencial de P, ou seja, se P = Q tAQ,
entdao el = Q7 1eQ, com Q € M(n) invertivel.

O préximo resultado de Algebra Linear nos garante que toda matriz ou operador linear
pode ser conjugado a uma outra matriz semelhante a original que é quase uma matriz
diagonal. Assim, a conexao desses resultados garante varias informagoes a respeito do
comportamento qualitativo dos sistemas de equacoes diferenciais lineares. Esse fato nos
leva ao estudo do Teorema da Forma Canonica de Jordan.

Antes de apresentar o teorema, vamos definir o que é um bloco de Jordan.

Definicao 2.4.1 Caso Real

Uma matriz quadrada de dimensao | da forma
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¢ denominada um bloco de Jordan de dimensdo | associado a A\. Ou seja, cada bloco de
Jordan € uma matriz triangular com apenas um autovalor A e um autovetor, tal qual sua
dimensao | depende da multiplicidade geométrica do autovalor \. FEssa matriz pode ser

escrita através da soma de duas matrizes:

0 010
0
LO=x[001 - 0l+[000 -+ 0f=A+N(),
00 0 1 00 0 0

onde Ni(l) é uma matriz nilpotente.
Caso Complexo

Se X\ = a+ib um autovalor complezxo, definimos, analogamente a matriz Jy(l), como

Joy I 0 - 0

0 Juy I - 0

Ruy)=| 0 0 Jup --- 0
0 0 0 ot

onde,

a b 10
Jab: e I=
' -b a 01

Teorema 2.4.1 (Forma Candnica de Jordan) Se A € M(n), entdo A é linearmente

conjugada a uma matriz real
J = diag(Jl, Jo, e JT) S M(n),

em que cada J; € um bloco de Jordan real ou complexo. A matriz J € unica, a menos da

ordem dos blocos na diagonal.

A matriz J desse teorema é conhecido como a Forma Canonica de Jordan de A. Cada
bloco J; da forma canénica de Jordan de uma matriz A € M(n) descreve a acao de A
sobre um subespaco vetorial de R™ invariante por A, que é um auto-espaco generalizado
associado a algum autovalor, restrito ao qual A ¢é linearmente conjugada a J;. A demons-
tracao da Forma Canonica de Jordan para o caso real, pode ser encontra no Capitulo 6
de [10], j& para o caso complexo, pode ser encontrada no apéndice de [11].

Vamos ver agora como calcular a exponencial de uma matriz qualquer na forma
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canonica de Jordan, para isso precisamos saber calcular a exponencial de uma matriz
em blocos e a exponencial de uma matriz nilpotente.

No caso particular em que uma matriz de Jordan possui blocos 1 x 1, temos

A 0 - 0 A0 - 0
0 Ay -~ 0 0 A - 0
0 0 --- A, 0 0 --- A

e como cada bloco é de ordem 1 x 1, entao a matriz de Jordan é uma matriz diagonal,

assim sua exponencial sera

ou seja, a exponencial de uma matriz diagonal em blocos pode ser obtida tomando a ex-
ponencial de cada bloco individualmente. Este fato também vale para blocos de dimensao
maior.

Como vimos na Defini¢ao m, podemos decompor o bloco de Jordan real Jy(I) de
autovalor A, na soma de uma matriz nilpotente N;(l) com uma matriz diagonal com o

autovalor na diagonal, ou seja,
I(l) = M+ Ni(l), X[ € M(1).

E pelos exemplos e vimos como se calcula a exponencial de uma matriz
diagonal e como se calcula uma matriz nilpotente, respectivamente. Deste modo, temos

que essas duas matrizes comutam, de fato,

A0 O ... 00 000 ... 0 0 00

0O X0 ... 00 ... 0 A 00

00 A ... 00 010 ...0 =10 X O

0 0 0 0 A 00 0 . 10 0 0 0 A0
por outro lado, temos

0 0 0 0

A0
0 0 X . =10 A
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Assim, temos que matrizes diagonais nilpotentes comutam. E pelo Corolario [2.3.1

item (1) temos que,

N AN A Ni(l) _ EA[-eNl(l)7

=e €

e assim a exponencial de um bloco de Jordan é dada por:

1 0 0 0 0
1 1 0 00
1 1 1 0 0
N Y 2!
e =e e M(l).
1o o of €MD
1 1 1
@—-n! @—2)y @=3H L1

Consideremos agora os blocos associados a autovalores complexos. Assim, como es-

crevemos anteriormente

Ray(l) = J3u(1) + Nap (1),

b
onde JO,(1) = diag(Jup, Jup -, Jos) € M(21) € Jop = ( y )
— a

0 0 0
cd 0 O

Ngl)=|0 e 0 --- 0 0] e M(2),
0 0 0 --- ¢l O

temos que N ;(I)! = 0, logo essa matriz é nilpotente, e como visto no Exemplo m,

teremos
I 0 0 0
cl 0 0
2
s I 0 0
Ny _ | 2 < M(21
¢ = = el o o €M)
Sy Gy ol I

-1 -2 —3)!
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Pelo Exemplo sabemos que e’it = "R, € M (2), onde

cosb sinb
Ry = . ,
—sinb cosb

portanto,
eTar® = diag(e‘]‘”’, el . ,eJafb)
= diag(e* Ry, "Ry, ..., e"Ry)
= ediag(Ry, Ry, ..., Ry).
Como as matrizes J3 (1) e Ne1(I) comutam, de fato,
elav 0 0 0 0 O 0 0 0
0 elev 0 cl 0 0 cle’ab 0 0
0 elav 0 0 c 0O = 0 cle’=v 0
0 0 0 eJab 0 0 O 0 0 0 0 0
por outro lado temos,
0 0 elar () 0 0 0 0 0
cl 0 0 Jap () cle’av 0 0 0
0 c 0O 0 0 elav = 0 cle’=t 0 0
0 0 O 0 0 0 0 Jab 0 0 0 0
E utilizando o Corolario 2.3.1] vamos ter
eBap) oI, (D+NL() _ eJS,b(l)e]\fl,I(l)7
deste modo, a exponencial dos blocos de Jordan é dada por:
Ry 0 0 0
Ry Ry 0 0
1
sl _ g AL Ry Ry 0 O
%Rb %Rb Ry, 0 0
1 1 1
(l—l)!Rb (l—2)!Rb (l—3)!Rb e Ry Ry

Como qualquer matriz A é linearmente conjugada a uma matriz J em forma de Jordan,
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pelo Teorema temos que a exponencial de qualquer matriz A € M(n), é dada pela

e’ conjugada pela mesma matriz Q) que conjuga A e J, ou seja, et = Qe’ QL.

Exemplo 2.4.1 Considere uma matriz A € M (3) qualquer, com polinémio caracteristico
pa(A) = (A =T7)3. Se a dimensio do auto-espago Nuc(71 — A) for 1, entdo a sua forma

canonica de Jordan possui um bloco J;(n) € M(3) com o autovalor 7 na diagonal, ou

seja,
70
=3 = (17 0],
0
assim a exponencial de J7(3) serd
e” 0
el73) = el el
e’ 67 67

2

Mas, se a dimensdo do auto-espago Nuc(7I — A) for 2, entao sua forma de Jordan

possui pelo menos um bloco Jr(n) € M(2), ou seja,

700
J = diag(J7(2),J:(1))=|1 7 0
007
e sua exponencial ¢ dada por,
e 0 0
ediag(J7(2),J7(1)) el el 0
0 0 ¢

2.5 O fluxo de uma equacao linear e atratores

Agora que ja possuimos alguns conhecimentos sobre da Forma Canonica de Jordan,
vamos retomar o estudo do caso geral da equacao diferencial linear '’ = Ax, onde A €
M (n) é uma matriz real n x n. Vimos no Teorema que a solucao geral do problema
de valor inicial linear 2/ = Az, 2(0) = wo, é dada por z(t) = ez, e para calcular a
exponencial e de tA, precisamos saber calcular a exponencial e!”’, para alguma matriz

P linearmente conjugada a A. Para formalizar o calculo temos o seguinte resultado.

Lema 2.5.1 Se P,Q € M(n) e Q € invertivel, entdo

6t(QPQ_l) _ QetPQ_l.
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Demonstragao: E uma consequéncia imediata do Teorema m, ja que temos

HQPQ™) = QLPQ™.

|

Como a Forma Canonica de Jordan de uma matriz é linearmente conjugada a matriz,
cada exponencial e/t de A ¢ linearmente conjugada & exponencial e?”.

Agora, vamos explicitar a exponencial '/ das matrizes em forma canénica de Jordan.

Como temos que, tJy(I) = MI +tNy(l) e qualquer matriz comuta com a identidade, logo

o Corolario [2.3.1| garante que

tIx(0)

e = MMl = NN ¢ M(1).

Vejamos um exemplo para melhor entendimento.

Exemplo 2.5.1 Para cada um dos dois blocos de Jordan J do Exemplo visto
anteriormente, temos que a exponencial e, que dd a solucdo geral de ' = Jz, € dada

por

e’ 0
7t 7t
te e 01,

2
%671? te?t e?t

se dimNuc(7] —J)=1. E

et 0 0
t€7t e?t 0 ,
0 0 €

se dimNuc(7I — J) = 2.

Veremos agora sobre os blocos associados a autovalores complexos. Note que, t.J,; =
Jiag € assim, etlar = el = e Ry, Também temos que tR, (1) = t.J0, (1) 4+ tNy (1) =

tJg,(1) + Nis(l) e como a matriz em blocos N, () comuta com a matriz diagonal em
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blocos t.J) (1), o Coroldrio nos garante que

etRan(@)  —  otJ0, (D) o Nes (1)

= e“tdiag(Rbt, Ry, ... ,Rbt)eNtv’(l)

Ry 0 0 0
t Ry Ry, 0 0
| HRe  tRy Ry 0 0
= €
PRy LRy tRy 0 0
(fl_—ill)! Ry % Ry % Ry -+ tRy Ry

Agora, vamos observar os elementos das matrizes que constituem os blocos da expo-

nencial da Forma Canonica de Jordan
etJ — ediag(tJ1,~~~,tJm) — diag(etJl, o ’etJm>’
J ’

de uma matriz A € M(n) qualquer. Podemos garantir que cada elemento da matriz e*/ é

zero ou de uma das formas

tl tl
f'e“t cosbt ou f'e“t sin bt, (2.14)
J J:

para qualquer 0 < 7 <n—1ea,b € R tais que A\ = a + b é um autovalor generalizado
de A, se b=0¢ea = A\, os dois tipos apresentados anteriormente reduzem a mesma forma

j
’;.—,e)‘t.

Lema 2.5.2 Seja ¢ > 0. Entao para todo k > 0,

tk
lim e = lim — =0.

_8ttk
t—r00 t—o0 eft

Dai, para qualquer polindmio p(t), e <'p(t) € limitado para t > 0.

Demonstracao: Observe que lim;_,o t* = 0o e lim;_,o ¥ = 0o, deste modo, podemos

aplicar a regra de L’Hopital. Em particular, aplicamos k£ 4 1 vezes, temos entao

k k—1 _ .
ekt g kk-1)-2:100 0

t—oo €€t t—oo gefl t—00 ghtleet t—o0 ghtlect

Proposicao 2.5.1 Seja A um operador linear em R™ cujos autovalores tem parte real
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negativa. Entao existem K e p positivos tais que,

leta ||< Ke™" ||z ||t > 0.

Demonstracgao: Pelo Teorema de Jordan, temos que

A=Q71JQ,
logo
eAt _ lelet
— QfleJtQ.

Por outro lado,

Fe =l @™l < @~ e Il Q1.

temos entao a seguinte matriz diagonal
J 0 - 0
0 Jy -+ 0

o
assim,
e/t = diag(e”!, e, - elih).
Em que J;, 1 =1,2,...,7 sao os blocos de Jordan. Sendo assim, teremos
Jlt’ejgt’ L ,ejjt) ” _

le’ | = | diag(e

Suponhamos que exista o < 0 tal que 0 < o — Re()\;), logo:

t2 tkz—l
Jit At ) N2 .. R ki_l—
el =e (Id+N1(lZ)t+N1(lZ) o + -+ N (L) (/fi—l)!)
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t2 tkj_l
Jj _ At . — N
el = [l (1 Mt Mg+ M gy )|
v ko1 tkjfl
< |eNt (|| Id N t N T
< e |(|| |1 Nu@) e+ [ Nall) ([ (kj_l)!)
e B tkj_l
< BN (| Id | + | Nul) [+ | Naly) 97—
(kj —1)!
o B tkjfl W
< EAT YT | 4 | No(l) [ £+ | Na(ly) [P s ] e
(kj — 1)!
Note que,

(H T+ Nl L+ 0 N ) 2 5+ ) M) [ h)

e(Re)\jfa)t

¢ um polinomio, e que tem expoente negativo e, portanto, pelo Lema ,

existe uma constante L > 0 tal que

(s

» B tkj—l
o(ReXj— <|| Id || + || Ni(;) || t+ || Na(Ly) | -+ || N1(15) (- —)') <L,

(k; — 1)1

para todo t > 0. Portanto
| e’it ||< Le™.

Tomando 0 < p < —a, temos

ez (| < Qe Q|
< 1 Q7 |l diag(e™ e, ") [ Q Il ||
< QT QI Le | |
< Ke ™| x]|.
O caso complexo segue de forma semelhante ao caso real. [ |

Podemos resumir o estudo da teoria de estabilidade dos sistemas lineares dados por
2’ = Ax com o ponto de equilibrio 0, pela andlise dos autovalores de A, conforme os

resultados apresentados a seguir:

Corolario 2.5.1 [7] Se todos os autovalores de wuma matriz A € M(n) sao tais que

e sendo reais sao negativos, ou

e sendo complexos téem parte real negativa,



CAPITULO 2. ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES 41

entao qualquer solucao de ©’' = Ax tende a 0 € R™, com t — +o0.

Proposicao 2.5.2 [7] A origem de um campo linear A € M(n) é um pogo se, e somente

se, o campo A € um atrator.

A Proposicao [2.5.2 nos mostra que, se conhecermos o sinal (da parte real) dos auto-
valores de A, conseguimos informagoes sobre como é o comportamento das solucoes de
x' = Ax ao longo prazo. Sendo assim, se for mais facil de calcular os autovalores de A do

que as solugoes, essa informacao acaba sendo muito util.



Capitulo 3

Teoremas fundamentais da teoria de
EDOs

Neste capitulo, vamos apresentar alguns dos principais teoremas utilizados no estudo
das equacoes diferenciais ordinarias, tais como, os teoremas de existéncia e unicidade,
prolongamento de solugao, dependéncia continua, de Hartman-Grobman e de Poincaré-

Bendixson. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [2], [7] e [10].

3.1 Teorema de existéncia e unicidade

Ao longo desta secao assumiremos que W C R"™ denotarda um conjunto aberto em R"
e f: W — R" definird um campo de vetores continuamente diferencidvel. E quando for

mencionado, uma solucao de equacao diferencial
estamos querendo dizer, uma funcao diferencidvel
u:J — W,

que esta definida em algum intervalo J C R, de modo que para todos os t € J

Neste caso, J poderia ser um intervalo de niimero real que é aberto, fechado ou semi

42
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aberto. Isso é,

(a,b) = {teR:a<t<b}, ou
[a,0] = {teR:a<t<b}, ou
(a,b] = {teR:a<t<b},

e assim por diante. Além disso, a ou b podem ser oo, mas lembre-se, intervalos como
(@, 00| nao sao permitidos.

Geometricamente, u é uma curva em R"™ cujo vetor tangente u'(t) é igual a f(u(t)),
pensamos nesse vetor como baseado em u(t). O fluxo f: W — R" é um campo vetorial
em W, ja a solucao u pode ser pensada como o caminho de uma particula que se move em
R™ em um tempo ¢, seu vetor tangente ou velocidade ¢ dado pelo valor do campo vetorial
na posi¢ao da particula. Imaginemos uma particula de poeira em um vento constante, por

exemplo, ou um elétron se movendo através de um campo magnético constante. Observe

a Figura (3.1), onde u(ty) = z,u/(t) = f(u(t)).

f(x)
v(?r)

X =U(fo)

Figura 3.1
Fonte:[10].

Uma condigao inicial para solugdo u : J — W é uma condic¢ao da forma u(ty) = wo,
onde ty € J e xg € W. Para simplificar, geralmente assumimos como to = 0.
Uma equagao diferencial pode ter mais de uma solugao para uma condicao inicial dada,

como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.1 Consideremos a equag¢io ¥’ = 325 em R. AquiW =R e f:R—-R ¢
dado por f(x) = 3x5.

A fungdo identicamente nula, up : R — R dada por uy(t) = 0 para todo t é eviden-
temente uma solug¢ao com a condigdo inicial u(0) = 0. Mas também a funcdo definida

por x(t) = t3. Em particular existem infinitas solugoes para essa equacio com a condigdo
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inicial w(0) = 0. Os grdficos de algumas curvas de solugdo para essa equagdo, sio apre-

sentados na Figura , a sequir.

AR
7/

Figura 3.2
Fonte:[10)].

Deste modo, para garantir a unicidade de solucao, condigoes extras a continuidade
devem ser impostas ao campo f. Veremos mais adiante que se f for continuamente
diferenciavel, isso acaba sendo suficiente para se obter uma tnica solugao.

Adentremos agora no conceito de fungao Lipschitz. Uma fungao f : W — R", onde
W é um conjunto aberto do espago vetorial normado R"”, é dito ser Lipschitz em W se

existe uma constante K > 0 tal que

I f(y) = f@) [[< K fly = |,

para todos os x,y em W. Chamamos K de uma constante de Lipschitz para f.
Consideremos uma norma para R". A aplicacao f ainda serd Lipschitz em todas as
normas equivalentes a inicial, porém a constante K pode mudar de valor a medida que se
altera as normas. Em uma norma diferente, f ainda serd Lipschitz devido equivaléncia
das normas, no entanto, a constante K pode mudar. Para compreender o que é uma
funcao Lipschitz, nos exemplos e[3.1.3] a seguir apresentaremos um caso em que a

funcao é Lipschitz e um caso em que nao é Lipschitz.

Exemplo 3.1.2 A fun¢io f: R — R dada por f(x) =sinz é Lipschitz.



CAPITULO 3. TEOREMAS FUNDAMENTAIS DA TEORIA DE EDOS 45

De fato, dados x,y € R, temos que
I f(x) = fy) I = | sin(z)—sin(y) |
o (5 o (57
= ||2sin [ —— | cos
2 2
= 2|/sin Y - ||cos rry
B 2 2 ‘

Como temos que |cosa| <1 e |sina| < |af, Yo, seque que

r—Y
I £0) - 1) N 2|52 |- 1 ==
Deste modo, concluimos que f € Lipschitz com K = 1.

Exemplo 3.1.3 A funcao f :[0,+00) — R dada por f(x) = +/x ndao é Lipschitz.

De fato, suponhamos que f seja Lipschitz, entao exriste K > 0, tal que, Vx,y €
[0, +00),
| fl@)=fy) ISK|z—y].

. 1 .
Em particular, vamos tomar x =0 ey = —, onde n € N. Assim, teremos que
n

| F@) - F) = Hf(O) -1(3) H _ L

)|~V
Logo,
| £@) - () IISKHx—yH:’%SKHO—% -£

Sendo assim,

n

\MSK:WKK;WEN

ou seja, temos que
n<K? VneN.

O que implica que o conjunto N seria limitado superiormente por K2, o que é um

absurdo. Logo, concluimos que a funcao f realmente nao é Lipschitz.

Geralmente, chamamos f de localmente Lipschitz se cada ponto de W (o dominio

de f) tem uma vizinhanga Wy C W, tal que a restri¢ao f ¢é Lipschitz. Quando f
1%

¢ localmente Lipschitz a sua constante K pode variar de acordo com a vizinhanga W)

tomada.
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A seguir, o Lema [3.1.1| nos garantira condicoes para que f seja localmente Lipschitz,
mas antes disso vamos relembrar alguns pontos importantes.
O significado da derivada D f(z) para z € W, é um operador linear em R", tal operador

atribui a um vetor u € R", o vetor

Df(x)u= hml(f(x +su) — f(x)), s€eR,

s—0 8§

que existird se D f(z) estiver definida.
Em coordenadas (z1,...,x,) em R", seja f(x) = (fi(x1, ..., 2n), ..., fulz1, ..., 20)),

entdo D f(x) é representado pela matriz n x n de derivadas parciais

(%) (fi(z1, ... 2)).

Por outro lado, se todas as derivadas parciais existem e sao continuas, entao f é de
classe C'. Para cada x € W, é definida a norma do operador || D f(z) ||, para o operador
linear Df(z) € L(R™). Se u € R", entdo

I Df(@)ull < [ Df() [l wl.

Ese f: W — R" ¢ de classe C" isso implica que o fluxo W — L(R") que envia
x — Df(x) é um fluxo continuo. Agora que ja relembramos o significado da derivada
Df(z), vamos ao Lema [3.1.1]

Definicao 3.1.1 Seja x um ponto no espago métrico M. Dado um niumero real r > 0

definimos:

e A Bola Aberta de centro x e raio v € o conjunto B(xz;r) dos pontos de M cuja
distancia ao ponto x € menor do que r. Ou seja, B(x;r) ={y € M : d(y,z) < r}.
Em R"™, podemos escrever B(x,r) ={y € R":[|y —z ||[<r}.

e A Bola Fechada de centro x e raio r é o conjunto Blx;r], formado pelos pontos

de M que estao a uma distancia menor do que ou igual r do ponto x. Ou seja,
Blaz;r) ={y € M :d(y,x) < r}.
Em R™, podemos escrever Blx,r| ={y € R" |y —z ||[< r}.

Lema 3.1.1 Seja a fungdo f: W — R" de classe C*. Entdo f € localmente Lipschitz.

Demonstracao: Suponhamos que f : W — R” é de classe C!, e o € W, onde W é um

subconjunto aberto. Seja b > 0, assim a bola By,(x) estd contida em W, desde modo

By(zg) ={z € W ||z — x ||< b},
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temos entao que By(zg) ¢ limitada e fechada, logo é compacta. Denotaremos aqui a
bola By(xg) como Wy, onde f : Wy — R é de classe C'. Seja K um limite superior
para ||Df(x)| em Wy, onde Df : Wy — €, isso acontece porque Df é continua e W é

compacto logo, admite maximo e minimo. Assim,

| Df(z) |< K, Yxe W, = sup ||Df(z)] < K.

zeWy

Temos que o conjunto W, é convexo, isto ¢é, se y,z € Wy, entao o segmento de reta
que vai de y a z esta contido W.

Deste modo, sejam y, z € Wy, colocando u = z — y, vamos ter

p(s) =y + su, s €0,1]
p(0) =y e
p()=y+u=y+z2z—y=-=z

Seja ¢(s) = f(p(s)) = f(y + su), onde ¢ : [0,1] — R™, fazendo a derivada de ¢,

teremos

¢'(s) = Df(p(s)) = Df(y + su)u.

Portanto, f(z) — f(y) = ¢(1) — ¢(0), e pelo Teorema Fundamental do Célculo,

1 1
/ ¢'(s)ds = / Df(y + su)uds.
0 0

Pela definicao temos que

1 f(z) = fw) | = [ ¢(1) = ¢(0) |
1
= / Df(y + su)udu
0
1 1
< /0 | Df(y+ su)u || dsé/o K| ul| ds
< Klull=Kz=-yll.
O que prova a validade do lema. [ |

Partindo da demonstra¢ao do Lema[3.1.1], temos que se W} for conexo e se || D f(z)|| <
K, Vx € Wy, entao K é uma constante de Lipschitz para f

Vamos agora prova do Teorema de existéncia de s?)lugéo local das equagoes
diferenciais ordinarias, tal resultado é chamado de Teorema “local”, porque lida com a

natureza do campo vetorial f : W — R" perto de algum ponto xq de W.
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Teorema 3.1.1 Seja W C R™ um subconjunto aberto, f : W — R™ € um campo de classe
C! (continuamente diferencidvel) e xy € W. Entdo, existe a > 0 e uma tinica solucdo

z:(—a,a) = W da equagao diferencial

satisfazendo a condi¢ao inicial x(0) = x.

Demonstracao: Para cada xy € W seja Wy = By(zo) = {x € W || . — x¢ ||< b}. Por
facilidade, construiremos uma sequéncia das aproximacoes sucessivas.

De 2/(t) = f(z), com z(tg) = z( temos que

z(t) — x(ty) = /t '(s)ds

— [ fa(s)as

t

=z(t) = 1:0+/t f(z(s))ds.

Portanto, encontrar a solucao da equacao diferencial ordinaria é equivalente a encontrar
a solugao da equacao integral apresentada anteriormente.

Como sabemos que By(xg) C R™, logo podemos definir

C={u:(—a,a) > R":u(0) =z9 e [ u(t)—xo|<b},

em que que a < min{%, %}, onde K ¢é um constante Lipschitz e
M = sup [ f(=)].
x€By(x0)

Deste modo, definimos a sequéncia:

Ug (t) = X

u(t) = mo +/0 f(uo(s))ds = T (uo)
() = w0+ / F 1 (s))ds = T(uy)
ug(t) = o+ /0 flua(s))ds =T (us)

w(t) = o+ / F(tsr(5))ds = T(up)
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Vamos mostrar que {u;} € C para todo k € N.

Suponhamos que a < %, temos entao que:
luo(t) — xoll = llzo — 2oll =0 < b,
mostrando assim que uy(t) € By(zo) para todo t € (—a,a).

Utilizando a hipétese de inducao, conseguimos dizer que uy, € C isto é uy : (—a,a) —
R” e || ug(t) — zo ||< b, para todo t € (—a,a)

Hwﬂw—%ﬂ==WAﬂw®Mﬂ
< AHﬂw@st
Mb

t
Mds =Mt < Ma< — =b
/0 s < Ma %

IN

= uk(t) —xo || < bVt€E (—a,a) = u, € C.

Agora, tomando L = max{|| ui(t) — uo(t) ||: —a <t < a}, temos pat todo t € (—a,a)

talque t > 0 (o caso t < 0 segue de forma similar) entao que

o) =@ | = o+ [ fnto0ds = o+ [ ftan(s)s)
\Avmwnifﬂw@MS

slAummw—ﬂm@ww

S‘AKHm@—w@nw

t
< / KLds < KL |t|< KLa.
0

Na préxima etapa,

t t

i f(ua(s)) = i f(ur(s))ds

[us(t) —ua(t) | =

0
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Por hipétese de inducao, se
[ un(t) —una(t) | < (Ka)" 'L,

entao,

[ tnsa (8) = un(t) || =

/0 F(n(8)) = F(tna(s))ds

IN

/0 K || un(s) — tun_1(s) || ds < K(Ka)" 'Lt

IN

K(Ka)" 'La = K"a"L
= (Ka)"L.

Pelo fato de Ka < 1, segue que o ultimo termo é o termo geral de uma série con-
vergente. Usando o Teorema 10.7 de [I2] temos que a sequéncia de fungoes ug(t) +
Y e ug(t) —ug_1(t) converge uniformemente em (—a,a). Por outro lado, u,(t) = u(t) +
> i ug(t) — ug—1(t) para todo t € (—a,a). Portanto u,(-) converge uniformemente para
uma funcao u : (—a,a) — R".

Deste modo,

u(t) = lim u(t) = lim (:1:0+ /0 t f(unl(s))ds)

n—oo

n—oo

= :L'O—i—/ot lim f(u,—1(s))ds
= w0+ [ o)

logo, u é a solu¢ao da equagao integral. O que conclui a prova do Teorema [3.1.1]. [ |

3.2 Continuidade das solucoes em relacao as condigoes
iniciais

Nesta secao veremos o resultado que indica que dadas condicoes iniciais préoximas de
uma equacao diferencial ' = f(x) as suas respectivas solugoes nao estarao afastadas de-
masiadamente. Em outras palavras, diremos que as solugoes “caminham”continuamente
sobre a variacao de condicoes iniciais.

O préximo teorema nos diz, que sobre certas condigoes se um dado inicial estd proximo
do outro, entao as solucgoes que partem desses dados iniciais ficam préoximas em um inter-
valo de tempo compacto. Para a demonstracao de tal teorema precisaremos da Desigual-

dade de Gronwall, apresentada no Capitulo [2| através do Lema [2.3.2]
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Teorema 3.2.1 Seja W C R” aberto e suponha que f : W — R™ tenha uma constante
de Lipschitz K. Sejam y(t), z(t) solu¢cdes para

no intervalo fechado [to,t1]. Entao, para todo t € [tg,t1]:
ly(@) —=@) | < llylto) = 2(to) || exp K(t - to).

Demonstracgao: Vamos definir

desde que
t
y(t) = 2(0) = ylto) = () + [ [7(6(5) = F(=(6))) s,
to
temos
t
v(t) < wv(to) +/ Kuv(s)ds.
to
Assim, ao fazer a aplicacao do Lema [2.3.2] concluimos esta demonstracao. [ |

Este teorema é importante em um contexto pratico, pois se erramos uma quantidade
pequena nas condigdes inicias, como €, as solu¢oes do modelo dadas pela equacao 2’ = f(x)

nao estara tao distante da solugao para a condicao inicial correta.

3.3 Teorema do prolongamento de solucao

Uma pergunta que aparece no estudo de solucoes das equagoes diferenciais é se o
dominio da solucao encontrada é o maior possivel, isto é, dada uma solugao para a
equagao, ¢ possivel estender o dominio de defini¢cao da solucao ou ele é o maior possivel.
Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados importantes para o estudo do problema de

prolongamento de solucoes.

Lema 3.3.1 Seja f : W — R" de classe C'. Suponha que duas solugies u(t),v(t) de
¥ = f(x) sao definidas no mesmo intervalo aberto J contendo ty e satisfazem u(ty) =
v(ty). Entao u(t) = v(t) para todo t € J.

Demonstragao: Sabemos do Teorema da Secao que u(t) = v(t) em algum

intervalo aberto em torno de t;. A unido de todos esses intervalos abertos é o maior
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intervalo aberto J* em J, em torno de £, em que u = v. Mas J* deve ser igual a J, pois,
se nao, J* tem um ponto final ¢; € J.

Suponhamos que t; é o ponto final a direita, sendo o outro caso semelhante. Por
continuidade, u(t;) = v(t;). Mas, pelo Teorema u = v em algum J', que seja
intervalo em torno de ¢t;. Entao u = v em J* U J’, que é maior do que J*. O que é uma
contradicao, e tal contradicao prova o lema. [ |

O Lema [3.3.1| nos garante que as solugoes de uma mesma equacao devem coincidir na
intersecao de seus dominios, caso os dominios sejam conjuntos diferentes. Mas esse fato

nao garante que a solucao estara definida para todo t.

Exemplo 3.3.1 A equacao em R,
=1+ a?
tem como solugdo a funcao
x =tan(t —c), onde c € uma constante.
Essa funcao nao pode ser estendida por um intervalo maior do que

Tct<er T
c— — c+ =
2 2’
uma vez que x(t) — oo quando t — ¢+ /2.

Consideremos a equacdao geral

onde a funcdio f de C' € definida em um conjunto aberto W C R™. Para cada xo € W hd
um intervalo mdzimo aberto (a, 5) contendo 0 em que hd uma solugao x(t) com x(0) = xy.

Pelo Teorema ha algum intervalo deste tipo, e tomando (a, ) como sendo a
uniao de todos os intervalos abertos contendo 0 em que hd uma solugdo com x(0) = xq.
Pelo Lema|3.5.1], as solugoes em quaisquer dois intervalos devem coincidir nas intersegoes
dois a dois. Assim tomamos, J =] J; uniao de todos os intervalos J; de solugoes para a
condi¢ao inicial x(0) = o e definindo uma solu¢ao x = x; parat € J;, onde x; é a solugdo

com intervalo de dominio J; construimos uma solugao com o maior dominio possivel.

O Teorema a seguir, nos diz que se uma solucao y(t) nao pode ser prolongada a
um intervalo maior, entao isso implica que ¢t — [ para qualquer y(t) que se aproxima da
fronteira de W ou |y(t)| tende para oo (ou ambos).

Neste resultado, buscaremos analisar o que acontece com uma solugao, quando os
limites de seu dominio sao abordados. Analisaremos o resultado apenas para o limite a

direita, pois para o limite a esquerda, o processo é analogo.
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Teorema 3.3.1 Seja W C R™ um aberto, se f : W — R" uma funcao de classe C*.
Considere y(t) uma solu¢ao em um intervalo mazimal aberto J = (o, ) C R com < oo.

Entao, dado qualquer conjunto compacto K C W, eziste algum t € (a, ) com y(t) ¢ K.

Demonstragao: Suponha que y(t) € K para todo t € («, ). Como f é continua, existe
M >0 tal que || f(z) |[< M se z € K. Seja vy € (a, f).

Provaremos que y se estende a uma aplicagao continua 3 : [y, 5] — R™. Pelo Teorema
18, da péagina 192 de[13], é suficiente provar y : J — R é uniformemente continua. Para

to < t; em J temos

ot =) | = 1 [ oy
< [0 s < - o

to

Agora, a curva estendida 7 : [, 8] — R". Vamos mostrar que essa fungao é dife-

renciavel em (3. Para

7(8) —y(y) = lim y(t) —y(v)

t—pt+
= 161_1};1+ y'(s)ds
- tLﬂ;a/ It
= f(y(S))ds,
portanto,
v -y _ LT
5 = 7f(y( ))d
Isto implica que
y(8) —y(v) _ _ I
| R —fEB) Il = Hj[ f(@(s))ds — f(H(B)) |
1 B B B B
< g ([ rwenas— [ o) |
1 o _
< 3= ([ 1) - o)
< [ 756)) ~ F@) 1 0 quando 7 — 5*

Portanto, 7 é diferencidvel em [ e satisfaz ¥'(5) = f(g(3)). Podemos aplicar o Teorema
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e encontrar uma solu¢do em um intervalo [3,d), 6 > (3, pelo Lema podemos
estender y até o intervalo («, d). Portanto, («, 5) ndo poderia ser um dominio méximo de
uma solugao. O que completa a demonstracao do teorema. [ |

Um fato importante que decorre imediatamente deste teorema é a Proposicao |3.3.1}

Proposigao 3.3.1 Seja A um subconjunto compacto do conjunto aberto W C R™ e seja
f:W —=R" de C. Seja yy € A e suponha que seja conhecido que toda curva de solucao

na forma
y 10,8 = W, y(0) = yo,
encontra-se inteiramente em A. Entdo hd uma solucdo
y:[0,00) = W, y(0) =y, y(t) €A,
para todo t > 0.

Demonstragao: Seja [0, 3) o intervalo maximal semiaberto no qual hd uma solugao y

[
como acima. Entao y([0,5)) C A e, entao, 5 nao pode ser finito pelo Teorema (3.3.1] M

3.4 Uma nocao sobre sistema dinamicos e alguns te-

oremas importantes da teoria de estabilidade

Nesta secao serao apresentados alguns resultados que geralmente nao sao vistos na
dinamica curricular de cursos de graduacao em Matematica-Licenciatura, mas que sao
de vital importancia no processo de aplicagoes em problemas, principalmente os epide-
miolégicos (tema do préximo capitulo). Sendo assim, iremos apenas enunciar estes resul-
tados e utiliza-los. Para iniciar esta secao, vamos comegcar definindo o conceito de sistema

dinamico.
Definicao 3.4.1 Um sistema dinamico suave em R"™ é uma funcao ¢ : R x R" 2 Re
continuamente diferencidvel, em que ¢(t,x) = ¢y(x), satisfaz as sequintes condi¢oes:

1. ¢ : R" = R™ € a identidade, ou seja, ¢o(xo) = xo;

2. A composicao ¢; o s = Gy, para cada t,s em R.

Observe que a definicao implica que o fluxo ¢, : R* — R” é de classe C' para cada t
e tem um inverso continuamente diferenciavel ¢_;.

Vejamos um exemplo de sistema dinamico:
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Exemplo 3.4.1 Seja A um operador em um espaco vetorial R™, tomando ¢ : R x R™ —
R" definido por ¢(t,x) = e'Ax. Assim, ¢, : R® — R™ pode ser representado por ¢, = e'?.
(t+s)A

Claramente, ¢y = €° = Id ao operador de identidade e como e = ete*4, definimos

um sistema dinamico em R™.

O Exemplo de um sistema dinamico, estd relacionado a equacao diferencial
dr/dt = Ax em R™. FEm geral um sistema dinamico ¢; em R" sempre d& origem a
uma equagao diferencial em R"”, isto é, um campo vetorial em R", f : R" — R"™.

Dado ¢, definimos f como

fa) = @) (3.1)

t=0

assim, para r em R™, f(x) é um vetor em R" que pensamos como o vetor tangente a
curva t — ¢(z) em t = 0. Deste modo, todo sistema dinamico da origem a uma equagao

diferencial. Reciprocamente, uma equacao diferencial autonoma

da origem a um sistema dinamico ¢; : R — R" em que ¢(z) = z(t) e x(t) é a curva
solucao de , satisfazendo assim a condicao inicial z(0) = z.

Vamos considerar agora dois sistemas como dinamicamente equivalentes se houver
uma funcao h que leva um fluxo para o outro. Tal funcao deve ser um homeomorfismo,

isto é, h é uma funcao bijetora, e continua, cuja sua inversa também ¢é continua.

Definigao 3.4.2 Suponhamos que ' = f(x) e 2’ = g(x) sejam dois sistemas auténomos
com respectivos fluzos (sistemas dinamicos) ¢! e ¢9. Estes dois sistemas sio topologica-

mente conjugados se houver um homeomorfismo h : R™ — R" que satisfaz

¢*(t, h(wo)) = h(d' (¢, 20)).

O homeomorfismo h é chamado de conjugacao. Portanto, uma conjugacao leva curvas
solugao de 2’ = f(z) em curvas solugao de 2’ = g(z).

3

Exemplo 3.4.2 Seja h : R* — R? definida por h(x,y) = (:L‘,y + %), entdo h € uma

conjugagio entre ¢! (z,y) = (z,—y) e ¢*(x,y) = (z,—y + 2°).

Existem trés classes de conjugacao no R?, sao eles, a sela, o centro e os casos especiais
x' = 0, onde todas as solugbes sao constantes.

Agora, note que s6 precisamos decidir sobre conjugagoes entre sistemas cujas matrizes
estao em forma canonica, pois, conforme apresentado no Capitulo [2, se a aplicacao linear

T : R? — R? coloca A na forma canodnica, entao T leva o tempo t da aplicacao do fluxo
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Y’ = (T7'AT)Y a aplicagao do tempo t para X' = AX. Assim, nossa classificagao de

sistemas lineares planares agora prossegue exatamente como no caso unidimensional.

Definicao 3.4.3 Uma matriz A € hiperbdlica se nenhum de seus autovalores tiver parte

real nula. Também dizemos que o sistema X' = AX € hiperbdlico.

Exemplo 3.4.3 Suponha que as matrizes 2 x 2 Ay e Ay sejam hiperbdlicas. Entao os
sistemas lineares X' = A; X sdo conjugados se, e somente se cada matriz tem o mesmo

numero de autovalores com parte real negativa.

A demonstracao do resultado enunciado no exemplo anterior foge ao foco deste traba-
lho, porém as conclusoes decorrentes dele sao importantes a serem comentadas. Devido a
conjugagao topoldgica, estabelecer uma ideia dinamicamente equivalente entre os sistemas
de equacgoes é possivel notar que a invariancia da dimensao do auto-espaco das matrizes
que definem as equacOes é uma caracteristica a se ressaltar. Além de que, o comporta-
mento das trajetorias nao sao alterados quando se toma um ponto de vista topologico

pelas conjugacoes.

3.4.1 Teorema de Hartman-Grobman

Comecaremos enunciando resultados que explicam o comportamento geométrico das
solucoes de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares auténomo, isto ¢,
quando a funcao f ao lado direito da equacgao [3.2 nao depende de t. A dinamica local das

solugoes do sistema

(1) = f(z(1)), (3.2)

é determinada pelos seus pontos de equilibrio e pela linearizacao da fun¢ao f em torno
dos pontos de equilibrio. Sendo assim, veremos que o problema nao linear se comporta

de forma semelhante a um sistema linear da forma
2/ (t) = Ax(t), (3.3)
em uma vizinhanca do ponto de equilibrio.

Definicao 3.4.4 Uma solu¢ao mazimal do sistema de forma que x(0) = xy € dita

uma trajetoria de f passando por xg.

Definicao 3.4.5 Um ponto xo € R™ é chamado ponto de equilibrio ou ponto critico de
se f(xg) = 0. Um ponto de equilibrio xy € dito ponto de equilibrio Hiperbdlico de

se nenhum dos autovalores da matriz D f(xo) tem parte real igual a zero.
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A seguir serd apresentada a nocao de estabilidade de uma solucao de equilibrio, na
qual é estavel se todas as solugoes que partem suficientemente préoximas de xy se mantém

proximas dessa solucao.

Defini¢ao 3.4.6 Seja f: D — R", D C R™. Seja P um ponto de equilibrio de ' = f(x).

Dizemos que a solugao serd

(i) estdvel, se para toda vizinhan¢a U C D de P, existe uma vizinhanga V- C U tal que,
para todo x € V, a solucao de estd definida para todot > 0 e ¢y(x) € U, t > 0;

(ii) assintoticamente estdvel, se € estdvel e limy_, ¢ (x) = P.

O préximo teorema mostra que perto de um ponto de equilibrio hiperbdlico xg, o
sistema nao linear (3.2)) tem a mesma estrutura qualitativa que o sistema linear associado
(3-3), onde A = Df(x0). A demonstragdo pode ser encontrada em [14]. O resultado serd
enunciado com o ponto de equilibrio sendo a origem no R”, entretanto por mudanca de
coordenada é possivel mostrar que o resultado continua valido para qualquer ponto de

equilibrio fora da origem.

Teorema 3.4.1 [T}/ (Hartman-Grobman) Seja E um subconjunto aberto de R"™ contendo
a origem, seja f € CH(E) e ¢y o fluzo do sistema ndo linear (3.9). Suponha f(0) =0 e que
a matriz A = Df(0) ndo possua nenhum autovalor com a parte real nula. Entdo, existe
um homeomorfismo h de um conjunto aberto U contendo xy em um conjunto aberto V.,
contendo a origem, tal que para cada xo € U, existe um intervalo aberto Iy € R contendo

0 tal que todo t € I
ho ¢y(x0) = eMh(xo),

ou seja, as trajetdrias proximas de (3.49) prozimas a xg sao levadas em ¥’ = Ax prézimas
7

a origem e o tempo € preservado.

3.4.2 Poincaré-Bendixson

Agora, vamos apresentar o Teorema de Poincaré-Bendixson, um resultado muito im-
portante no estudo de Sistemas Dinamicos, pois estabelece para quais tipos de conjunto
limite as trajetérias de um campo de vetores em R? deve convergir. E para apresentar os

principais resultados dessa teoria, consideremos um sistema planar geral

<
I
Q
—
8
<
~—
<
—~
(=}
~—
I
I
N O

Seja u(t) = (x(t),y(t)) uma curva de solugdo com condigao inicial u® = (uf, u3).
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Defini¢ao 3.4.7 O conjunto limite w do ponto u°, denotado por w(u®), consiste em todos

0s pontos a € R? para o0s quais existe uma sequéncia tj, comj=1,2,..., tal que
u(t;) =+ a t; = oo.

Definicao 3.4.8 Uma drbita homoclinica é uma trajetoria de um fluxo de um sistema
dinamico que une um ponto de equilibrio de sela a si mesmo. Uma orbita heteroclinica
(as vezes chamada de uma conexao heteroclinica) é um caminho no espago de fase que

une dois pontos de equilibrio diferentes.

Definicao 3.4.9 Uma separatriz é uma curva de fase que encontra um equilibrio hi-
perbolico de pontos ou conecta as variedades estdveis e instaveis de um par de pontos
de equilibrio. Uma separatriz marca um limite entre setores com curvas de fases com

diferentes propriedades.

Ressaltamos que uma variedade é um espaco matematico que em pequena escala se

assemelha ao espaco euclidiano de uma dimensao especifica.

Definicao 3.4.10 Um ciclo separatriz consiste na uniao de um nimero finito de equilibrio
pj para j = 1,...,m e separatrizes I'; de modo que o fluro em I'; € de p; para p; +1 e

Pm+1 = D1-

Definicao 3.4.11 Um ciclo separatriz composto ou grdfico é a uniao de um nimero finito

de ciclos separatrizes orientados de forma compativel.

Os tipos de conjuntos de limites 0mega para uma Orbita arbitraria de um sistema

planar sao dados pelo seguinte teorema.

Teorema 3.4.2 [§] (Tricotomia de Poincaré-Bendizson) Suponha que X C R?, onde X
¢ um congunto aberto, contém apenas um nimero finito de equilibrios. Seja u(t) uma
solugio em X que é definido e limitado em [0,00) com w(u’) C X. Entao, € vdlida

apenas uma das sequintes afirmagoes:
1. w(u®) consiste em um equilibrio.
2. w(u®) é uma drbita periddica.
3. w(u®) é um grdfico.

Para descartar possiveis orbitas periddicas e graficos dentro de X, podemos usar o

critério Dulac—Bendixson, que se aplica apenas a sistemas planares, apresentado no Teo-

rema [3.4.3] a seguir.
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Teorema 3.4.3 (Critério de Dulac-Bendixson) Seja Z C X aberto e simplesmente co-

nezxo. Suponha o sequinte:
1. As funcoes f e g sao continuamente diferencidveis em Z.

2. Existe uma funcao D : Z — R, continuamente diferencidvel em Z, de modo que

o(Df)  9(Dyg)
ox * y

¢ estritamente positivo quase em todos os lugares em Z ou estritamente negativo

quase em todos os lugares em Z.

Entao Z ndao contém orbitas ou grdficos periodicos.

Definicao 3.4.12 A funcdo D é chamada de funcdo Dulac. Se D = 1, entdo o Critério

de Dulac € referido como o Critério de Bendixson.

Os conceitos apresentados nessa secao sao de fundamental importancia para o estudo

dos modelos epidemiolégicos que serdo abordados no Capitulo [4



Capitulo 4

Aplicacoes em modelos

epidemioloégicos

Neste capitulo serao apresentados os conceitos acerca da modelagem matematica, bem
como uma aplicacao pratica envolvendo a COVID-19. As principais referéncias utilizadas

para desenvolvimento deste capitulo, foram [4], [§] e [15].

4.1 O que é um modelo matematico?

Modelos matematicos sao utilizados em muitos campos da atividade humana, como:
Matematica, Economia, Fisica, Quimica, Biologia, Psicologia, Comunicac¢ao, Demografia,
Astronomia, Engenharia, etc.

O modelo é uma simplificacao da realidade, para ser um modelo 1til ele tem que ter
apenas os componentes importantes para poder representar de maneira conveniente um
sistema, de maneira que este fique o mais proximo da realidade possivel, para que assim
se possa resolver o problema com precisao.

Os principais modelos matematicos sao: Modelo Logistico, Modelo de Lotka-Volterra
e Modelo de Kermack-McKendrick.

Neste trabalho focaremos no Modelo de Kermack-McKendrick.

4.2 0O Modelo de Kermack-McKendrick

Em 1927 Kermack e McKendrick formularam um modelo matematico para modelar
problemas de epidemiologia.

Para esse modelo, eles consideraram a populacao dividida em trés classes rotuladas
por S, I e R, onde:

e S(t) indica o numero de individuos suscetiveis a doencga, ou seja, que ainda nao

estao infectados no instante t.

60
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e [(t) indica o nimero de individuos infectados, considerados infecciosos e capazes de

espalhar a doenca por contato com suscetiveis.

e R(t) indica o nimero de individuos que foram infectados e, em seguida, removidos

da possibilidade de serem novamente infectados ou de disseminar a infec¢ao.

O modelo SIR pode ser escrito da seguinte forma

SO~ —aSOI)

dO = BS()I(t) — yI(t)

t
d
dR
dit) - ’y[(t),

I

onde, (3 e 7y representam respectivamente a taxa de infeccao e taxa de recuperacao.
A populacao total neste modelo é considerada como constante, isto é, a taxa de natali-
dade é a mesma que a de mortalidade, por isso podemos escrever o N = S(t)+1(t)+ R(t).
Por outro lado, podemos ter modelos incorporando novas informacoes como demografia
(incluindo taxa de natalidade e mortalidade) e estratégias de controle da doencga, como
por exemplo vacinagao.

As equagoes do modelo SIR sem vacinagao podem ser escrita como:

LR SORVED
R LURELOMIG
%it) = 7I(t) — pR(t),
onde,
e 1N (t) representa a taxa de natalidade.
o \(t) = % representa a taxa de transmissao (infecgao).

Ja a equacao para o modelo SIR com vacinagao é dada por:

B = AN - 53S0 - 0S(0) - k(0
2 _ 5%5@) —I(t) - pl (1)
dfl_?@ = wS(t) +yI(t) — uR(t),

onde,

e N (t) representa a taxa de natalidade.
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o \t)=p % e representa a taxa de transmissao (infecgao).

e v representa a taxa de vacinagao.

A Figura4.1] a seguir, ilustra os compartimentos e as taxas que representam o modelo

SIR com vacinagao.

natalidade

infeccao vacinacao

mortalidade

il

recuperacao

Figura 4.1: Modelo com vacinacao.
Fonte:[3]

4.3 Parametro de reproducao R,

Quando estamos trabalhando com problemas epidemiolégicos, devemos sempre levar
em consideracao o parametro Ry, pois este representa o niimero de casos secundarios que
um infectado pode produzir se introduzido em uma populacao completamente suscetivel.

Sabendo desta informagao, temos os seguintes casos:
e Ry =1 hd uma situagao de equilibrio (endemia);
e Ry > 1 a doenga cresce na populagao (epidemia);
e Ry <1 a doenga desaparece da populacao.

E possivel estimar o valor de Ry, mas para isso devemos lembrar que ele depende de trés

parametros, sao eles:
1. a taxa de contato (contato entre os individuos da populacao);
2. a duracao do periodo infeccioso;

3. a probabilidade de que um contato entre um infectado e um suscetivel, leve a in-

feccao.
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Esses parametros podem variar consideravelmente para diferentes doencas infecciosas,
mas também para a mesma doenca em diferentes populagoes.

Deste modo, a estimativa de Ry pode ser feita de diferentes maneiras, tais como,
utilizando os dados e estimativas dos parametros; com base na fase inicial de crescimento
da epidemia; com base no tamanho final da epidemia; usando dados de situacoes de
equilibrio.

Neste trabalho vamos apresentar trés formas de estimar o Ry, através da situacao de
equilibrio, com base na fase inicial da epidemia e com base no tamanho final da epidemia.

Pelo equilibrio endémico da doenga: vamos tomar (S*, I*, R*) como equilibrios, deste

modo vamos ter a seguinte equagao

S*
@) O a —0
e = T[S -] =0

*

tomando x* = N como sendo a fragao de suscetiveis no equilibrio, conseguimos obter

que
P —p—n) = 0
% oty
=>r = —
p
ﬁRo = L,
et

ja que Ry = %, devido a razao de reprodugao efetiva (R), que representa o nimero de ca-
sos secundéarios produzidos em uma populacao de hospedeiros nao totalmente suscetiveis,
e é dada por R = Ryz*, e no equilibrio endémico R = 1.

Agora, vamos estimar Ry com base na fase inicial de crescimento da epidemia. consi-
dere que a equagao para os infectados em um modelo SIR é dada como,

dI(t)

o BS(t)

I(t)

-~ " (o +y)1(t),

onde N(t) = S(t) + 1(t)+ R(t) = N.

Como no inicio de uma epidemia S(t) ~ N, entao

PO s ™D sy
= o8O i)

= BIt) = (p+7)(1)
= [B—(u+)L(t).
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Se,

ou seja, ha um decréscimo nos casos.

Se,

isto ¢, ha um aumento nos casos.

—= >0

L

O

B—(u+7)]>0

B> (n+7)

i<1
oty

Ry > 1.

64

Deste modo, a equacao para o nimero de infectados ao longo do tempo t é dada da

seguinte maneira,

onde ¢ e e¢ = I(0) representam constantes. Isto é, a solugdo para a equagao

= InI(
=e
= I(t)

dI(t)
it
i)

1(t)
dI(t)

1)
t)

In I(t)

1B = (u+7)I(t)
(B — (p—+)]dt

JERTERIL

B=(n+7)t+e
elB—(utMNt e

[(O)Q[Bf(uﬂ)]t’

dada por I(t) = I(0)elP~w+lt onde este resultado nos garante qual serd o nimero de

infectados ao longo do tempo.

Se quisermos saber qual o tempo para que o numero de infectados duplique, temos
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que fazer I(tq) = 21(0) logo,

2I(0) = ](0)6[6—(u+v)]td

=9 = Bt
=In(2) = 1n[€[5_(ﬂ+7)]td]
=) = [B—(u+7)]ta

e relacionando com In(2), obtemos

Considerando Ry =

et
In(2) {B _(u+w}w
T pty  pty
=>?fi::(Rm—nm
i = !
=Ry = 1+%.

Assim, a partir do crescimento inicial do nimero de infectados, ha uma estimativa
para Rjy.

Ja para se estimar Ry com base na fase final da epidemia, consideramos que o tempo de
duragao de uma epidemia é inferior a escala de tempo demografica, assim se pode ignorar

as taxas vitais (@ = 0) e vamos escrever as equagoes para o modelo SIR da seguinte

B _ o™ A _goy! sy, MO _ry
Definindo
s(t))N = S(t), i(t)N =1(t), r(t)N = R(t), (4.2)
aplicando em e dividindo por N, obtemos
PO — gsi). T = ety i, T =i
di

No inicio da epidemia, s ~ 1 e e (B —7)i.
s
H4 o decréscimo de casos se f —v < 0 (Rg < 1) e aumento se, 3 —~v > 0 (Ry > 1),

com Ry = —.
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Temos entao que o plano de fase (s,7) para o modelo SIR é dado por

di Bsi — i
ds  —pBsi
_ Psi o
 —Bsi  —fsi
i
— —1 _—
+ Bs
di v
e R
= ds + Bs
= di = <—1+%> ds (4.3)

Integrando a equagao (4.3]) teremos,

i(t) s(t) y
/ di = / (—1 + —> ds
i 5(0) Bs

(0)
it) B s(t) - s(t) 7,
:/i(o) di = /s(o) 1ds+/s(0) ﬁsd
= () —i(0) = —s(t) +s(0) + % (In[s(t)] — In[s(0)]) .
como Ry = E, temos que
Y
. . 1 1
i(t) —i(0) = —s(t)+ s(0) + = In[s(t)] — — In[s(0)]

Ry Ry

e organizando a equacgao anterior em funcao de ¢ e 0, teremos:

1 .
i(t) + s(t) — A In[s(t)] = (0)+ s(0) — = In[s(0)],
0
essa relacao se torna constante ao longo do tempo.
Para tempos longos (t — o0), i(00) = 0 (a epidemia desaparece) e supondo que no
comego 7(0), o nimero de infectados se aproxima de 0, (i(0) ~ 0).

Entao obtemos a seguinte relacao para t — oo

0+ s(o0) — Rio In[s(oc0)] = 04 s(0) — %0 In[s(0)],

organizando a equacao anterior, teremos
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multiplicando ambos os lados por Ry,

—In[s(00)] 4+ In[s(0)] = Ry[s(0) — s(o0)]
In[s(0)] — In[s(co)]
= o 5(0) — s(o0)

Temos entao, que esta é a estimativa para Ry, partindo da fase final da epidemia.

4.3.1 Proporcgao critica de vacinagao

Vimos nas secoes anteriores que utilizando os conhecimentos que se tem sobre uma epi-
demia e calculando seus parametros, é possivel prever como a doenga pode ser controlada
ao longo do tempo.

E para se evitar uma epidemia, o niumero de individuos que devem ser vacinados
corresponde a x* = 1 —p, onde p é a fracao protegida pela vacinacao. Assim, conseguimos

obter a seguinte equagao:
R = Rox™ = Ro(1 —p).

Para que a doenca seja controlada, utilizamos a equacao a seguir para modelar o

problema:

R = R()(l—p)<1

= p>1-— L
Ry

Podemos assim, definir uma proporcao critica de vacinagao p. para atingir a erra-
dicagao da doenca na sociedade, estd proporgao é dada por p. = 1 — o Veja a Figura
, que mostra o grafico de Ry em funcao da proporgao critica p.., se tc())marmos Ry =2,
logo teremos p. = 0,5, assim se a proporcao de vacinados estiver acima de 0,5 temos a
erradicacao da doenca, mas se estiver abaixo de 0,5, a doenca persistira. Em particular,
o grafico dado por Ry em funcao de p. delimita duas regioes, que indicam uma proporgao

de vacinagao para a erradicacao da doenca.
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1,0

1 Erradicacao
0,8 -

0,6 -

0,4

0,2-

1
Figura 4.2: Gréfico de p. =1 — —

Ry’
Fonte:[3].

Nesta secao foi apresentado de maneira tedrica como funciona o modelo SIR, como
podemos encontrar o parametro de reproducao (Ry) para se obter informagoes sobre o
comportamento da doenca ao longo do tempo na sociedade. Ja na Segao 4.5 vamos

mostrar como € a aplicagao desse modelo em um problema da vida real.

4.3.2 Estabilidade local dos equilibrios do modelo SIR

Com base no que foi estudado no Capitulo |3, apresentado no Teorema |3.4.1] e com os
conhecimentos que temos sobre o modelo SIR, vamos estudar nesta se¢ao como ¢é dada a
estabilidade local do modelo SIR com demografia.

Dois parametros tém unidades: v e . Uma vez que t estd em unidade de tempo,
temos que multiplicar ¢ por uma das taxas para obter uma quantidade sem unidade.
Definindo 7 = (v + u)t, observe que 7 é uma quantidade adimensional. Essa mudanca

ird remover o parametro multiplicando I, deixando N(t) = N( = N(7). De modo

: =)
semelhante, I(t) = I(7). Pela regra da cadeia, obtemos

as 1 ds
dr  y+pdt
a1 dl
dr — y+pdt

Redimensionamos os S e I varidveis com o tamanho total da populagao limitante.

Portanto, z(t) = % ey(t) = “WI As novas varidveis dependentes x(7) e y(7) também sao
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quantidades adimensionais. O sistema para eles se torna

' = p(l — ) — Roxy,
y/ = (Rox - 1)3/7

onde,

_ B __Np
p=—t— Ry=——T
v+ n(y + p)
sao ambos parametros adimensionais. Observe que reduzimos o nimero de parametros
de cinco para dois.
A estabilidade local do equilibrio é determinada pelos autovalores do Jacobiano calcu-

lados nesse equilibrio. O Jacobiano do modelo SIR com demografia dados pelas equacoes

(4.4)), em um equilibrio (z*,y*) é dado por:

S —p- Ry —Re’
Roy* Rol'* -1 .

Para obter a estabilidade do equilibrio livre de doenga, se avalia J em (1,0)

g r “Ho)
0 Ry—1

Os dois autovalores sao \;y = —p e Ay = Ry — 1, lembrando que os autovalores sao
as entradas diagonais da matriz. O primeiro autovalor é negativo, enquanto o segundo
autovalor serd negativo se Ry < 1. Neste caso, o equilibrio livre de doenga é um atrator
estavel. O segundo autovalor serd positivo se Ry > 1. Neste caso, o equilibrio livre de
doenga é instavel e teremos uma sela.

Agora vamos investigar a estabilidade local do equilibrio endémico. Considerando o

Jacobiano no equilibrio endémico sendo:

g —p— Ryy* —Roz”
Roy* RoiL'* —1 .
Como vimos na se¢ao [£.3] o equilibrio endémico é dado por R =1, e como R = Ry,

logo Roz* — 1 = 0. Sendo assim o Jacobiano se torna

g —p— Roy® —Rpx*
Roy* 0 .
Observe que trago desta matriz é negativo, Tr(J) = —p— Ryy* < 0, j4 o determinante
é dado por det(J) = Roz*y* > 0. O Teorema[2.2.1] do Capitulo[2] nos diz que o equilibrio
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endémico é localmente assintoticamente estével.

Desta forma, para determinar o tipo de equilibrio endémico, consideramos a equagao

—p—Roy* — A —Roz™ \ 0
Roy* .\ ’

e ao expandirmos o determinante, encontramos a equacao caracteristica do equilibrio

caracteristica

endémico:

~AM=p—Roy* = \) + Riy*z* = 0
Ao+ ARoy* + N+ Riy*z* = 0
N+ ANp+ Roy*) + Riy*a* = 0.

Uma vez que o equilibrio endémico é explicitamente conhecido, é possivel expressar os

coeficientes da equacao caracteristica nos termos dos parametros do sistema:

1
p+ Roy" = p+ Rop (1—5) = pRy,
0
Rix*y* = RQip 1—i =p(Ry— 1)
0 ORO RO 0

Assim, a equacao caracteristica se torna
)\2 + pRo)\ + ,O(Ro — 1) =0.

Portanto, as raizes da equagao caracteristica sao

—pRo + A
e
A . —pRO—\/A
2 — #a

onde A = (pRy)* — 4p(Ry — 1). Portanto, se A > 0, entdo a equacio caracteristica tem
duas raizes reais negativas, e o equilibrio endémico é um atrator estavel. Se A < 0, entao
a equacgao caracteristica tem duas raizes conjugadas complexas com parte real negativa,

e o equilibrio endémico, neste caso, é um foco estavel.

Teorema 4.3.1 [§] Suponha Ry < 1. Entao existe um equilibrio inico, o equilibrio li-
vre de doenca (1,0), que € localmente estdvel. Se Ry > 1, existem dois equilibrios: o
equilibrio livre de doengas (1,0), que € instdvel, e o equilibrio endémico, que é localmente

assintoticamente estdvel.

O Teorema resume os resultados sobre a existéncia e estabilidade de equilibrios
do modelo SIR com demografia.
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4.4 Estabilidade global

Um equilibrio é denominado globalmente estavel, se for estavel para quase todas as
condigoes iniciais, nao apena para aquelas que estao proximas a ele. A estabilidade global
de um equilibrio nem sempre pode ser provada. Um equilibrio que é localmente estavel
pode ser globalmente estavel se nao houver outro equilibrio localmente estavel coexistindo
com ele.

Para o modelo SIR, temos dois casos, no caso de Ry < 1, o equilibrio livre de doenca é
o unico equilibrio, e é localmente assintoticamente estavel, podemos esperar que ele seja
também globalmente estavel. Ja no caso Ry > 1, o equilibrio endémico é o tinico equilibrio

localmente estavel, portanto, podemos esperar que ele também seja globalmente estével.

4.4.1 Estabilidade global do equilibrio livre de doenca

A estabilidade global do equilibrio livre de doencas pode ser estabelecida para muitos
modelos, particularmente para modelos para os quais o equilibrio livre de doenca é o inico
equilibrio quando Ry < 1. Notamos que a estabilidade global do equilibrio livre de doenca
nao pode ser estabelecida para todos os modelos. Para estabelecer uma estabilidade global
para o modelo SIR, em [§] é apresentada uma técnica que funciona bem para muitos
modelos, incluindo modelos de equacoes diferenciais parciais. Vejamos o Teorema [4.4.1] a

seguir, o qual a demonstra¢ao pode ser encontrada no Capitulo 3 de [§].

Teorema 4.4.1 Suponha Ry < 1. FEntao, o equilibrio livre de doencas é globalmente

estavel.

Demonstragao: Trabalhando com o modelo SIR adimensional onde,

= p(l—2x)— Roxy
y = (Rox—1)y

— e Ry = ——.
v+ p p(y + )
Primeiro observa-se que se z(0) > 1, entdao /(1) < 0, entdo x(7) é uma funcao

onde p =

decrescente se x > 1. Assumindo que 75 > 0 s@o saidas tais que x(7) = 1, entao 2/(1) < 1
e (1) < 1 para todo 7 > 795. Se x(0) < 1, podem-se tomar 75 = 0. Considerando a

equagao para y(7):

y(r) = (Rox—1y(7).

Para 7 > 19 tem-se,

y(1) < (Ro—1y(7).
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Ro=1)(r=m0) " Portanto, se Ry < 1, entdo lim y(7) =

T—00

0. E um pouco mais complicado ver que x — 1. Primeiro, nota-se que limsup < 1.
T—>00

Precisa-se de limsup, uma vez que nao se sabe se o limite realmente existe. Da equacao

Integrando, obtém-se y(7) = y(7)e'

para x, tem-se:
7 < p(l-a),

que pode ser resolvido da mesma forma que a igualdade correspondente.

Tem-se entao
z(r) < e_p‘”x(O)—kp/ e PT9) (s,
0

Portanto limsup x < 1. Por outro lado, uma vez que lim y = 0, isso implica que para
T—00 T—00
todo €, existe 7 > 0 tal que y < € para 7 > 7y. Para esses valores de 7, tem-se

' > p(l—x)—€eRoyr.
Integrando a desigualdade, obtém-se

x(T) > 6—(p+eRo)rx(0) + ,0/ o~ (peR0)(T=5) ]
0

Esta desigualdade implica que

liminfx > L
T—00 p+eRy
Uma vez que a desigualdade é valida para todo e, isso significa que liminf x > 1. Além
T—00
disso,0 lim inf e o lim sup sao os mesmos, o limite quando 7 — oo de z existe, e lim x = 1.
T—r00
Isso completa a prova da estabilidade global do equilibrio livre de doencas. [ |

4.4.2 Estabilidade global do equilibrio endémico

Agora, vamos considerar o modelo SIR adimensional apresentado no sistema 4.4 Este
é um sistema planar, e existe uma teoria desenvolvida especificamente para sistemas
planares que pode facilitar a compreensao do comportamento da solucao e a prova da
estabilidade global. Esta teoria foi vista no Capitulo [3} na Segao [3.4.2]

Sendo assim supondo que X seja aberto no primeiro quadrante. Assim, se Ry > 1,
entao o modelo SIR adimensional tem um equilibrio tinico em X, neste caso, o equilibrio
endemico. Consequentemente, o conjunto limite 6mega definido para cada ponto inicial em
X é o equilibrio endémico, uma 6rbita potencial peridédica, ou um grafico. Para descartar

possiveis érbitas periddicas e graficos dentro de X, utilizamos o critério Dulac—Bendixson,
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enunciado no Teorema [3.4.3 o qual se aplica apenas a sistemas planares.

Tendo em mente essas informagoes, segue o seguinte resultado.

Teorema 4.4.2 Suponha Ry > 1. O sistema nao tem orbitas ou graficos periodicos

2
em R

Demonstracao: Aplicaremos o Teorema [3.4.3] Seja Z = X o aberto do primeiro qua-
drante. Seja f(z,y) = p(1 —x) — Rozy e g(z,y) = (Rox — 1)y. Aplicando o Teorema [3.4.3]
diretamente com D = 1 temos

af Oy

—+ == = —p—Royy+ Rox — 1.

83: ay P 0Y 0

Esta expressao tem sinal nao especificado, que pode mudar potencialmente. O termo

que interrompe a defini¢ao do sinal ¢ Ryx. Portanto, temos que “eliminar”esse termo. Isso
sugere que usando D(x,y) = 1/y. Consideramos Z como o aberto do primeiro quadrante,

entao D é continuamente diferenciavel em Z. Além disso, temos

oDf)  9(Dyg)
ox * oy

= —E—R0<0.
Y

Assim, o sistema nao tem orbitas peridédicas ou graficos abertos no primeiro quadrante.
O que implica que as escolhas dois e trés do Teorema [3.4.2| estao descartadas como opcao.
|

Teorema 4.4.3 Suponha Ry > 1. O equilibrio endémico (z*,y*) do sistema é

globalmente estdvel sempre que 1(0) > 0.

Demonstracao: Aplicamos o Teorema [3.4.2] Primeiro, tende mostrar que todas as

solugoes do sistema (4.4) sao limitados. Para ver isso, adiciona-se as duas equagbes em
(4.4). Conjunto p = min{p,1}. Entao

Por isso,
—pt , P —pt
r4+y < ke +=(1—e"),
p

onde k é o valor da condicao inicial. Obtém-se entao

limsup(z +vy) <

™I

ou seja, as solucoes permanecem limitadas. Conclui-se entao que o primeiro quadrante
¢ positivamente invariante em relagdo as solugoes do sistema (4.4)), e contém o conjunto

limite w de cada condicao inicial. Portanto, podemos aplicar o Teorema |3.4.2|
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Quando Ry > 1, se y(0) = 0, entao as solugbes ficardo no eixo = e convergirao para o
equilibrio livre de doengas. Se y(0) > 0, ou seja, u’ = (z(0),y(0)) € X, entao afirma-se
que o equilibrio livre de doencas nao pertence ao conjunto limite w de u°.

Suponha que o equilibrio livre de doengas pertenga a w(u’). Entao, uma vez que o
equilibrio livre de doencas é uma sela instavel, tem uma variedade estavel que é dada pelo
eixo z. Esse é o caso, porque cada solucao que comega de y(0) = 0, ou seja, que comega
no eixo x, permanece no €ixo x e converge para o equilibrio livre de doencas. Por isso,a
diversidade estavel do equilibrio livre de doenca nao ¢ em X.

Portanto, w(u") tem que conter outro equilibrio, ou seja, o equilibrio endémico. Mas
desde que o equilibrio endémico é localmente assintoticamente estavel, cada solucao que
se aproxima para ele, fica perto dele. Assim, o equilibrio livre de doencas nao pertence
a w(u®). Logo, o conjunto limite 6mega de u" consiste apenas no equilibrio endémico, e
todas as solugoes com [(0) > 0 convergem para o equilibrio endémico. ]

O Teorema mostra a estabilidade global do equilibrio endémico para o sistema

(9.

4.5 Modelo SIR para modelagem da COVID-19

Através de estudos feitos na literatura atual, foi possivel encontrar diversos trabalhos
que utilizam o modelo SIR para estudar e pandemia da COVID-19. Entre os trabalhos
analisados, daremos foco nos de [16], [17] e [18].

Em [I6], os autores apresentam o modelo SIR contendo os trés compartimentos S(t),
I(t) e R(t), e cada um representa respectivamente, suscetivel, infectado e recuperado.
O modelo é apresentado na forma de equagoes diferenciais, contendo as informacoes so-
bre o equilibrio livre de doenca e o equilibrio endémico, bem como informagoes sobre o
parametro de reprodugao bédsica (Rp), neste trabalho o célculo da estabilidade global é
feito através das construgoes de funcoes de Lyapunov, tais func¢oes nao foram estudadas
neste trabalhado devido ao curto prazo de tempo, enquanto a estabilidade local foi calcu-
lada utilizando a matriz jacobiana, como foi estudado no Capitulo 2 Para a verificacao
da eficacia do modelo desenvolvido, eles utilizaram dados do Paquistao para fazer suas
simulagoes, e puderam constatar a eficicia do mesmo.

Ja em [I7], os pesquisadores apresentam sete modelos matemadticos diferentes que
podem ser utilizados no estudo do comportamento da pandemia. Mas ao final eles utilizam
o modelo classico (SIR) para estimar os dados da vida real no estado de Tamil Nadu, na
India. Nas Figuras e , sao apresentados alguns graficos que mostram estimativas de
parametros para todo o sistema SIR com base na situagao em que o estado se encontrava
até agosto de 2020. Os parametros oy e «aj, representam respectivamente a taxa de

infeccao entre os individuos da populacao e a taxa de remocao de infectados da populagao.
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Figura 4.3: Parametro de estimativa de ap = 0.5 e ai; = 0.1.

Fonte:[17].
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Figura 4.4: Parametro de estimativa de ag =1 e a3 = 0.5.

Fonte:[17].

Através das andlises feitas, os pesquisadores constataram que para os préoximos dois
meses (que na época esses meses representavam setembro e outubro de 2020), seria ne-
cessario um bloqueio completo para conter o surto epidémico que estava se alastrando
pelo estado.

Por fim, em [18], discute a disseminacao da epidemia do COVID-19 utilizando o modelo
SIR. Neste trabalho foi utilizado o método de Euler para resolver as equacoes diferenciais
ordindrias do modelo. Foram levados em consideracao o efeito do distanciamento social
no crescimento de infecgoes e o uso de méascaras.

Na Figural4.5|é apresentado o modelo SIR proposto, levando em consideragao o desen-
volvimento do surto do COVID-19 na fndia, este modelo também visou prever o maximo
crescimento do surto, além de apresentar os casos de recuperados que se tornam suscetiveis

novamente, levando em conta que o virus poderia sofrer mutacoes e as pessoas podem se
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re-infectar (e de fato, houve essa mutagao do virus o que levou a reinfec¢do em algumas

pessoas).

rit) a(t)
S(t)  [r— () |f— R

Figura 4.5: Descricao do modelo SIR com com reinfecgao.
Fonte:[18].

A ideia do modelo proposto por [18], era de estimar o numero de casos semanais,
quinzenais, mensais e mesmo anuais, para que deste modo se pudesse auxiliar o governo
indico e os médicos nas questoes de combate ao virus, com relagao a evitar um colapso
nas instalacoes hospitalares, suprir as necessidades de pacientes e ajudar nas questoes de
tempo de duragao do isolamento social.

Por meio desses trabalhos, pode-se perceber como o modelo SIR pode ser utilizado para
auxiliar o combate da pandemia global do COVID-19. Lembrando que estes sao apenas
alguns trabalhos, se o leitor pesquisar um pouco mais ird encontrar varias adaptacgoes do
modelo classico com diversos compartimentos, levando em conta o avanco e as mutagoes

que o virus vem sofrendo ao longo do tempo.



Capitulo 5
Consideracoes finais

Neste trabalho, fizemos um estudo de alguns dos principais resultados da Teoria Quali-
tativa das Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDOs). Como aplica¢ao da teoria estudamos
o comportamento qualitativo de um sistema de EDOs que descrevem a dinamica de um
modelo epidemioldgico.

Para introduzir a aplicacao, fizemos uma discussao sobre o processo de modelagem
de doencas infecciosas. Em particular buscamos entender o modelo SIR para o estudo
da pandemia da COVID-19 e entender como o comportamento qualitativo do sistema
de equagoes diferenciais pode ajudar a entender o espalhamento da doenga em uma po-
pulacgao.

Desenvolvemos o estudo de conceitos matematicos, visando sua aplicacao na mode-
lagem matematica em uma doenca viral, afim de demonstrar a importancia da Teoria
Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordindrias para as diversas ciéncias que utilizam
modelos matematicos.

Por fim, este trabalho possibilitou o aprendizado e desenvolvimento da discente em
alguns conceitos que nao sao aprofundados ou vistos na graduagao. Deixamos como
sugestao de continuidade deste trabalho a possivel modelagem da pandemia COVID-19

utilizando o modelo SIR para um cendrio de volta as aulas na cidade de Alfenas-MG.
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