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Resumo

No mundo moderno ha evidente necessidade de aprimoramento dos sistemas de comunica-
¢ao, principalmente na transmissao de informacoes digitais, resultantes do advento das
novas tecnologias da informacao e comunicagdao. Assim, no processo de transmissao de
mensagens do emissor até o destinatario ha interferéncias diversas que podem comprometer
o conteido das mesmas. Para diminuir a probabilidade de erro na transmissao de infor-
macoes digitais, sao comumente utilizados os codigos corretores de erros e alguns desses
c6digos tém como base estrutural elementos da Algebra Linear. Desta forma, o objetivo
deste trabalho ¢ identificar os elementos da Algebra Linear que podem ser aplicados no
processo de construgao de cddigos corretores de erros. Foram construidos os codigos C(7,3)
e C'(8,4), utilizando elementos de Algebra Linear, com uma série de exemplos associados
a esses codigos. Os resultados obtidos podem ser utilizados em diversar aplicagdes, como

por exemplo no processo de geracao de proteinas em um sistema de comunicagao genético.

Palavras-chave: Transmissao da Informacao. Ruidos. Matrizes. Vetores. Sistema de

Comunicagao.



Abstract

In the modern world, there is an evident need to improve communication systems, especially
in the digital information transmission, resulting from the advent of new information
and communication technologies. Thus, in the transmitting messages process from the
sender to the receiver, there are several interferences that can compromise their content.
In order to decrease the probability of error in the digital information transmission, error
correction codes are commonly used end some of these codes are structurally based on
Linear Algebra elements. Thus, the objective of this work is to identify the elements of
Linear Algebra that can be applied in the process of error-correcting codes construction.
The codes C(7.3) and C'(8.4) were constructed by using elements of Linear Algebra, with
a series of examples associated with these codes. The results obtained can be used in
several applications, such as in the generating proteins process in a genetic communication

system.

Keywords: Information Transmisssion. Noises. Matrices. Vectors. Communication

System.
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INTRODUCAO

A necessidade de se comunicar estd presente na sociedade desde os primoérdios,
um dos primeiros meios de comunicacao conhecido, foi o das pinturas rupestres, sendo
que se tem conhecimento de inscri¢oes datadas de 3000 a.C. Ao longo do tempo, foram
descobertos outros meios de comunicagao, como por exemplo, os papiros, que datam
até o século V d.C. No entanto, o estadgio moderno da comunicacao, foi a descoberta da
tipografia pelo alemao Johann Gutemberg, em 1445, abrindo assim a era da comunicacao
social. Porém, o grande passo na comunicac¢ao social se deu em 1876, com a invencao do
telefone pelo cientista Alexander Graham Bell. Em 1969, com a invencao da internet, se

deu de fato origem a comunicacao em massa a nivel mundial.

Desde entao a evolugao nos sistemas de comunicagao se deu em uma velocidade
surpreendente, sendo que o apice da comunicacao social em massa se deu com a fusdo das
duas maiores invengoes relacionadas a comunicagao, o telefone e a internet, isso hd apenas

24 anos.

Com tantas mudancas nas ultimas décadas no que diz respeito a sistema de
comunicacao, houve também a preocupacao de que as mensagens fossem transmitidas de
forma segura e eficiente, pois a ocorréncia de ruidos (erros) na transmissao da informacao
se tornaram cada vez mais um empecilho para os sistemas de comunicacao. Para tentar
minimizar esses erros na transmissao da informagao, sao utilizados os cédigos corretores
de erros, que sao capazes de detectar e corrigir possiveis erros que podem ocorrer na

transmissao de uma informacao.

Esses codigos corretores de erros sao utilizados hé algum tempo, o primeiro deles,
criado por Hamming em 1947, tinha a capacidade de detectar dois erros e corrigir um.
Claro que nos dias atuais, os codigos tem capacidade de detectar e corrigir uma quantidade

bem maior de erros, no entanto ainda é uma tecnologia que precisa ser aprimorada.

Segundo [1], o fato das comunicagoes digitais necessitarem de maior confiabi-
lidade, somado com a ascensao do computador digital, como ferramenta essencial na
sociedade tecnologica, os codigos corretores de erros tém ganhado papel fundamental para

o aprimoramento da comunicacao digital.

De acordo com [2], vale destacar também que os codigos corretores de erros sao um
dos grandes responsaveis pelo desenvolvimento e funcionamento de tecnologias que fazem
parte do nosso dia-a-dia como, por exemplo, televisores, smartphones, computadores,
musica digital, internet entre tantas outras. Mais ainda, suas aplicagdoes podem ser vistas
nas mais diversas areas da ciéncia, como por exemplo, na Engenharia Elétrica, na Biologia,

na Computagdo Quantica e na Criptografia.
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Para entendermos um pouco mais sobre os c6digos corretores de erros, este trabalho
detalha a construcao de dois desses codigos, o codigo C(7,3) e o codigo C(8,4), no entanto,

o foco principal é dar enfase na importancia da Algebra Linear na construcao dos mesmos.

Inicialmente, foram selecionados elementos da Algebra Linear utilizados na constru-
¢ao dos codigos corretores de erros e suas respectivas definigdes, em seguida os principais
elementos em um sistema de comunicac¢ao, além de apresentar a teoria acerca das constru-
¢oes dos codigos corretores de erros, por fim, foram construidos dois cédigos corretores de
erros, o C(7,3) e o C(8,4) com capacidade de detectar dois erros e corrigir um erro e com

capacidade de detectar trés erros e corrigir um erro, respectivamente.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1 sdo apresentadas
as principais defini¢des dos elementos da Algebra Linear, no Capitulo 2 a teoria acerca dos
Cédigos Corretores de Erros, no Capitulo 3 sao apresentadas as construgoes detalhadas
dos cédigos C(7,3) e C(8,4), apresentando as contribuicdes da Algebra Linear nessas
construgoes. Por fim, no Capitulo 4 sdo apresentadas as conclusoes e perspectivas para

trabalhos futuros.
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1 Elementos de Algebra Linear

Neste capitulo sao apresentados os principais conceitos tedricos utilizados para a
construcao deste trabalho. Na Secao 1.1 serdo apresentados conceitos sobre matrizes, nas
Secoes 1.2,1.3 e 1.4 veremos as defini¢coes de grupos, anéis e corpos, respectivamente, na
Secao 1.5 os principais resultados associados aos espagos vetoriais. As referéncias utilizadas
foram: [3], [4], [5] e [6].

1.1 Matrizes

Matriz é uma tabela de elementos dispostos em linhas(m) e colunas(n).

a1; Q12 Az ... Qin
Q21 Q22 Q23 ... Q2p
Am1 Am2 Am3 ... Amn
L dmXn

O conceito de matriz é muito utilizado em resolucao de problemas, nao porque ela

ordena e simplifica o problema, mas sim por fornecer novos métodos de resolucao.

As matrizes podem ser classificadas como:

e Matriz retangular: é uma matriz do tipo m x n (1é-se m por n) onde m # n. No

exemplo a seguir temos uma matriz retangular 3 x 2.

1
A=125 0
0

3x2

e Matriz quadrada: é uma matriz cujo nimero de linhas ¢é igual ao niimero de colunas,

ou seja, m = n. A seguir sera apresentado um exemplo de uma matriz quadrada 3 x 3.

1
A=125 0
0 5

3x3
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Matriz linha: é a matriz que possui apenas uma linha, denotada por 1 x n, conforme

exemplo apresentado a seguir.

A=[19 6]

1x3 "

Matriz coluna: é a matriz que possui apenas uma coluna, denotada por m x 1,

conforme exemplo apresentado a seguir.

1
A=|25
0

3x1

Matriz nula: é uma matriz quadrada ou nao, onde todos os seus elementos sao iguais

a zero, a seguir uma matriz A 3 x 3 nula.

A:

o O O
o O O
o O O

3x3

Matriz diagonal: é a matriz onde pelos menos um de seus elementos da diagonal
principal é diferente de zero, e todos os elementos que nao pertencem a diagonal
principal sdo obrigatoriamente iguais a zero, conforme exemplo apresentado na

matriz A a seguir.

s

I
o O =
O = O
o O O

3x3
Matriz identidade: é a matriz cujos elementos da diagonal principal sdao todos iguais

a 1, e todos os outros elementos iguais a zero, veja um exemplo apresentado a seguir.

A:

o O =
o = O
= o O

3x3

Matriz transposta: dada uma matriz A = (a;;)mxn, chama-se transposta de A a
matriz A = (a);)nxm, tal que a); = a;;, para todo i e para todo j. Isto significa que,
por exemplo ajy, @y, ayy, . .., a,;, sa0 respectivamente iguais a aq, 12, a3, - . . , G1n,
sendo assim a primeira coluna de A é igual a primeira linha de A. Repetindo esse
raciocinio, chegarfamos a conclusiao de que as colunas de A! sdo ordenadamente

iguais as linhas de A. Por exemplo, se:

a b c

A= ,entao A' = | b e
d e f
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Teorema 1.1.1 A matriz transposta possui as sequintes propriedades:

1. (A")! = A para toda matriz A = (aij)mxn-
Demonstragdo: Fazendo (A')" = ((a')j;)mxn resulta: (a')j; = a); = aj;.
2. Se A= (aij)mxn € B = (bij)mxn, entao (A+ B)t = A' + B".
Demonstragdo: Fazendo A+ B = C = (Cij)mxn € (A+B)" = C" = (¢};)nxm, temos:
i = Cij = aij + by = aj + U, = At + B
3. Se A= (a;j)mxn ¢ K € R, entio (KA)' = KA".
Demonstragdo: Fazendo (KA)" = ((a')};)nxm, resulta:
(@)} = Kay; = Kajy = KA, para todo i, .
4. Se A= (aij)mxn € B = (bjk)nxp, entao (AB)" = A" B".
Demonstragdo: Fazendo AB = C = (¢it)mxp € (AB)" = C" = (¢};)pxm, temos:

/o L n ChL n . I n / I At t
Cri = Cik = Zj:1 az]b]k = Zj:1 b]kazj = Zj:1 kj Qi = A'.B".

Matriz simétrica: ¢ a matriz quadrada que ¢ igual a sua transposta, ou seja, se trocarmos
as linhas pelas colunas, a matriz continuara igual. A matriz A do tipo 3 x 3 a seguir é

uma matriz simétrica.

I

Il
ot W =
S = W
— O Ot

3x3

Matriz antissimétrica: é toda matriz quadrada onde sua transposta é igual a sua 'oposta,

ou seja, A = —A. A seguir é apresentado um exemplo de uma matriz antissimétrica.
0o 7 -1
A=1| -7 0 4
1 -4 0
3x3

1.1.1 lgualdade de Matrizes

Duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn sd0 iguais quando a;; = b;; para todo

i €{1,2,3,4,...,m} e para todo j € {1,2,3,4,...,n}. As matrizes A e B a seguir sdo

iguais.
-6 3 5 -6 3 5
A= 3 10 eB=| 3 10
5 07 3x3 5 07 3x3
Note que para a;; e bj; com 1 =1e j = 1, temos a;; = —6 = by1, isto deve se

repetir para todos os outros elementos com o mesmo indice “ij”.

1 Se a soma entre duas matrizes resultar em uma matriz nula, temos que as matrizes sao opostas, ou
seja a matriz oposta de A é a matriz —A.
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1.1.2 Soma de Matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn, chama -se soma A+ B, a matriz
C' = (¢ij)mxn, tal que (¢;;) = (a;;) + (b;;) para todo i e para todo j. Isto significa que a
soma de duas matrizes A + B do tipo m X n, resulta em uma matriz C' também m X n, e

cada elemento é a soma dos elementos correspondentes de A e B.
Teorema 1.1.2 A adicao de matrizes do tipo m X n, possui as sequintes propriedades:

o Associativa: (A+ B) +C = A+ (B + C) para quaisquer A, B e C' do tipo m X n.
Demonstragdo: Fazendo (A+B)+C =X e A+ (B+C) =Y, temos:
xij = (aij + biy) + iy = aij + (bij + ¢ij) = yi5, V1,7, logo X =Y.

o Comutativa: A+ B = B+ A, quaisquer que sejam A e B do tipo m X n.
Demonstragdo: Fazendo A+ B =X e B+ A=Y, temos que, x;; = a;; + bj; =
bij + aij = yij-

Logo, x;; = y;;, portanto, A+ B = B + A.

e FElemento neutro: Existe uma matriz M tal que M + A=A+ M = A, qualquer que
seja a matriz A do tipo m X n.

Demonstragdo: Seja A+ M = A, entao a;; +m;j = a;j, assim m;; =0 = M = 0.

Portanto o elemento neutro é a matriz nula do tipo m X n.

e Elemento simétrico: Para toda matriz A do tipo m x n, existe A" tal que A+ A’ =
A+ A=M.

Demonstragdo: Se A+ A= M =0 entdo a;; + aj; =0, logo a;; = —a’;, Vi, j, ou

/

wns onde os elementos

seja, a simétrica da matriz Ayxn. Para a adicdo € a matriz A

de A’ sao os opostos dos elementos de A.

Definigao 1.1.1 Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn chama-se diferenca

A — B, a matriz soma de A com a oposta de B. Por exemplo, sejam:

—6 3 5 -4 2 9
A=1] 3 1 0|eB=|1 0 4
5 0 7 7T =3 2
Temos que A — B = A+ (—B), assim:
—6 3 5 4 -2 =9 -2 1 -4
A-B=| 3 1 0|+|-1 0 —-4]|= 2 1 -4
5 0 7 -7 3 =2 -2 3 5
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1.1.3 Produto de Matrizes
Dadas duas matrizes A = (@;;)mxn € B = (bjk)nxp, chama-se produto AB a matriz
C = (Cik)mxp, tal que:

Cik = @1-big + Qigbog + .o+ Qinbp, = 27 aijbje para todo i € {1,2,3,... ,m} e
todo k € {1,2,3,...p}.

Teorema 1.1.3 A multiplicagdo de matrizes possui as sequintes propriedades:

o Associativa: (AB)C = A(BC) quaisquer que sejam as matrizes
A= (aij>m><n; B = (bjk>n><p eC = (Ckl>p><r-

Demonstagdo: Fazendo D = AB = (dig)mxp » £ = (AB)C = (€il)mxr € F =
BC = (fj1)nxr, temos:

eil = gy dik-Crt = ey (X2 @ij-bje) e = Xy (=g @ij-bjn-cra) =
= E?:l aij.(zizl bjk-ckl) = Z?:l aij.fjl, entao (AB)C = A(BC)

e Distributiva a direita: (A+ B)C = AC + BC, quaisquer que sejam as matrizes
A= (aij)mxn7 B = (bij)mxn eC = (Cjk)nxp'
Demonstragdo: Fazendo D = (A+ B)C = (dik)mxp, temos:
dik = Z’;:l(aij + bij)-cjk = Z?Zl(aij.cjk + bij-cjk> = E?:l aij.Cjk—f— Z?:l bij-cjk; entao
(A+ B)C = AC + BC.

o Distributiva d esquerda: C(A+ B) = CA+ CB, quaisquer que sejam as matrizes
A= (aij>m><n7B - (bij)mxn eC = (Cki>p><m-
Demonstragdo: Fazendo D = C(A+ B) = (dij)pxn, temos:

dkj = Z?:l c;ﬂ-(aij + bZ]) = Z?:l (cki.aij —+ Cki'bij) = 27:1 cki.aij—l— Z;L:1 C/ﬂ'.bij, entao
C(A+B)=CA+CB.

Observacao: E importante ressaltar que a multiplicacdo de matrizes nio possui
a propriedade comutativa, isto é, para duas matrizes quaisquer, nem sempre AB = BA,

COMO Veremos a seguir:

Sejam:

Note que

Por sua vez
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10 23] [2 3
2 41 |1 2] |8 14

8 12 2 3
R

B.A=

Pode-se observar que

1.2 Grupos

O conceito da estrutura de grupo é a parte central da teoria de c6digos corretores
de erros. Esta estrutura tem papel fundamental na codificagao, decodificacio, analise de

desempenho, etc.

Definigao 1.2.1 Um grupo é um conjunto G # () com uma operagio (%) onde:
GxG—G
(a,b) — axb

munido das seguintes propriedades:

1. A operagao deve ser associativa, ou seja,
ax(bxc)=(axb)xc,Va,b,cée€GqG.
2. 3 o elemento neutro e para a aperagao (), ou seja,

exa=a=axe, B Yaed(G.

3. Ya € G,3 b (elemento inverso), tal que:
axb=e=bxa, Va,beG.

Quando a operacao também é comutativa, ou seja, axb="bxa , Va,b € G, entao

o grupo é chamado de grupo comutativo ou grupo abeliano.

1.3 Anéis

Definigao 1.3.1 Um anel comutativo é uma estrutura constituida de um conjunto A

munido de duas operacoes bindrias.
+:A— A e A= A
(a,b) —a+b (a,b) — a.b

que chamaremos respectivamente de adicao e multiplicagdo, com as sequintes propriedades:
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1. Associativa da adigio: Ya,b,c € A, (a+b) +c=a+ (b+c).

2. FExisténcia de elemento neutro para a adicio: 30 € A, tal que a +0 =0+ a =
a,Va € A.

3. Ezisténcia de elemento inverso para a adi¢io: Ya € A, —a € A tal que a + (—a) =
0= (—a)+a.

4. Comutatividade da adicao: Ya,b € A,a+b=>b+ a.
5. Associatividade da multiplicagio: Ya,b,c € A, (a.b).c = a.(b.c).

6. Ezisténcia de elemento neutro para a multiplicagao: Existe 1 € A — {0}, tal que
a.l=1.a=a,Va € A.

7. Comutatividade da multiplicacio: Ya,b € A,a.b = b.a.

8. Distributividade da multiplicacao com relagao a adigdo, a direita e a esquerda:
Va,b,c € A,a.(b+c) =a.b+a.ce(b+c)a=ba+ca.

1.4 Corpos

Definicao 1.4.1 Seja F' um conjunto de elementos sobre o qual duas operagoes bindrias,
adi¢ao (+) e a multiplicagdo (.), sao definidas. F com as duas operagoes bindrias, € um

corpo se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. F é um grupo comutativo sob (+). O elemento identidade é 0 0 (zero).

2. O conjunto dos elementos nao zero em F é um grupo comutativo sob (.). O elemento
identidade é o0 1 (um).

3. A multiplicagdo é distributiva sob a adigdo a direita e d esquerda, isto é, para
quaisquer a,b,c em F', temos:
a.(b+c)=ab+a.c
(b+c)a=ba+ca

O namero de elementos em um corpo é chamado de ordem do corpo. Um corpo

com numeros finitos de elementos é chamado de corpo finito.

Importante fazermos algumas observagoes:

e Em um corpo, o inverso aditivo de um elemento a é denotado por —a, e o inverso

multiplicativo de a é denotado por a~1, desde que a # 0.
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e Subtracao de um corpo: a subtracao de um elemento a por um outro elemento b,

ambos pertencentes a um corpo, é definida como:
a—b=a+(-b)

e Divisao em um corpo:a divisao de um elemento a por um elemento nao zero b, ambos
pertencentes a um corpo, é definida como:
. A _
a+b=ab1

Definicao 1.4.2 Um corpo com um nimero finito de elementos, representado por I,

sendo p um numero primo, é chamado de corpo de Galois.

Exemplo 1.4.1 considere o conjunto {0,1} cujas operagoes de adi¢ao e multiplicagao

modulo-2 sao apresentadas nas tabelas 1 e 2.
+ 101
00| 1
1111]0

Tabela 1 — Operagao de adigdo mddulo-2

o OO

. 1
0 0
1 1

Tabela 2 — Operagdo de multiplicagdo médulo-2
Este corpo é usualmente chamado de corpo bindrio e é denotado por F,. Este

corpo desempenha um papel importante na teoria de codigos e é amplamente usado em

computadores digitais e sistemas de transmissao ou armazenamentos de dados digitais.

1.5 Espacos Vetoriais

Um espaco vetorial é um conjunto V' munido das operacoes de soma de vetores e
de multiplicacdo por escalar e que satisfazem as seguintes propriedades usuais dos espagos
R,.

e Soma entre vetores que satisfaz:

1. Associatividade: (u+ v) +w = u + (v + w), para quaisquer u, v, w € V;

2. Elemento neutro: Existe o vetor 0 € V' que satisfaz v+ 0 = 0 4+ v = v, para

qualquer v € V;
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3. Inverso aditivo: Para cada v € V, existe o inverso u = —v € V, que satisfaz
v+u=0=u+v;

4. Comutatividade: u + v = v + u, para quaisquer u,v € V;

e Multiplicacao de vetor por escalar que satisfaz:
1. Associatividade da multiplicacdo por escalar: a.(b.v) = (a.b).v, para quaisquer
a,b € R e qualquer v € V;
2. Elemento neutro: 1.v = v = v.1, para todo v € V;

3. Distributiva de um escalar em relagao a soma de vetores: a.(u +v) = a.u + a.v,

para qualquer a € R e quaisquer u,v € V;

4. Distributiva da soma de escalares em relagao a um vetor: (a + b).v = a.v + b.v,

para quaisquer a,b € R e qualquer v € V.

1.5.1 Combinacao Linear

O espaco vetorial possui uma caracteristica muito importante, que é a obtencao
de novos vetores a partir de vetores dados, de acordo com as operagoes e proposi¢oes do

espaco vetorial. Este processo é chamado de combinacao linear.

1.5.2 Subespacos Vetoriais

Sejam V um espaco vetorial sobre R e W um subconjunto de V. Dizemos que W ¢

um subespago vetorial de V' se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. W #0;
2. u+v €W, para todos u,v € W,

3. au € W, para todosa € Reu € W.

Teorema 1.5.1 Seja S um conjunto finito de elementos de um espago vetorial V. O
conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores de S, denotado por [S], forma um

subespago vetorial de V.

Demonstracao: Seja S = {vy,vs,...,v,} um conjunto de n elementos de V. Vamos

verificar que valem as condigoes de subespago vetorial para [S]:

1. O elemento neutro de V esta em [S], pois basta tomar todas as constantes «; nulas,

assim o resultado da combinagao linear ¢ o elemento neutro do espago vetorial V;
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2. Considere u,w € [S]. Se u € [S], entdao u = ayv; + asvy + -+ - + auv,. E se w € [9],
entdo w = fvy + Pove + - - - + Bpup. Temos que u 4w = (aqvy + aovg + -+ -+ avy) +
(Brv1 + Povg + « - + Brvy) = (a1 + B1)vg + (g + Bo)vg + -+ - + (o + Br)v,. Como
(v + ;) € R, temos que u + w é também combinagao linear dos elementos de S,
logo u+ w € [S];

3. Considere u € [S] e um escalar 8 € R. Se u € [S], entdo u = a1v1 + vy + - - - + Uy
Assim temos que fu = f(aqvy + avg + - -+ + @uv,) = Paqvr + Paguy + -+ -+ faguy,.
Como Ba; € R, temos que fu é também combinagao linear dos elementos de S, logo

Bu € [S].

Assim, provamos que [S] é um subespago vetorial de V.

1.5.3 Vetores Linearmente Dependentes

Se qualquer um dos vetores de um subespaco vetorial for combinagao linear dos

demais, este conjunto de vetores é chamado linearmente dependente (LD).

1.5.4 \Vetores Linearmente Independentes

E o conjunto de vetores de um subespaco vetorial qualquer, onde nenhum deles é

combinagao linear dos demais (LI).

1.5.5 Base

E um conjunto de vetores linearmente independentes, tal que este conjunto gera
todo o espaco vetorial, ou seja, todos os outros vetores do subespaco sao combinagoes

lineares desses vetores.

Teorema 1.5.2 Seja V' um espago vetorial e {vy,vq,...,v,} um conjunto de elementos

que geram V. Entao, dentre esses elementos podemos extrair uma base para V.

Demonstragao: Se o conjunto {vy, vy, ..., v,} for LI, entdo por defini¢do ja é uma base

para V' e nao temos nada a fazer.

Agora se o conjunto é LD, entao existem escalares aq, as, ..., a, nao todos nulos,tais que:
V1 + QU + « -+ + Uy = €.

com e o elemento neutro de V.

Considere, por exemplo, que a,, # 0, entao podemos dividir a equagao por «,, e isolar v,.

a1 e Qnot = = Q14 ... _ G-t
anvl—f— + o +v, =€ =1, o, U1 o,

Assim, v,, é uma combinac¢ao linear dos demais elementos. Pela propriedade de

dependéncia linear, podemos extrair v, do conjunto que ele continua gerando V. Fazendo
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este mesmo processo uma quantidade finita de vezes, obteremos um subconjunto de
{v1,v9,...,v,} formado por r elementos LI (r < n) que ainda geram V ou seja, formam

uma base para V.

1.5.6 Dimensao

Corolario 1.5.1 Qualquer base de um espaco vetorial V tem sempre o mesmo numero

de elementos. Esse nimero é chamado de dimensao de V e é denotado por dim (V).

Teorema 1.5.3 Seja um espago vetorial V' gerado por um conjunto finito de vetores
{v1,v9,...,v,}. Entao, qualquer conjunto com mais de n vetores é necessariamente LD e,

portanto qualquer conjunto LI tem no mdximo n vetores.

Demonstragao: Considere um subconjunto de V' com m elementos W = {wy, ws, . . . wy, },
com m > n. Vamos mostrar que w é LD. Assim qualquer conjunto LI possui no maximo
n elementos.

Como {vq, vy, ...,v,} gera V', pelo Teorema 1.5.2 podemos extrair desse conjunto uma base
para V. Seja {v1,v2,...,v,} esta base. Entao existem escalares «;;, comi = {1,2,3,... 7}

ej=1{1,2,3,...,m} tais que:

Wj = QU1 + QU + - -+ + Q50 + -+ - + QU
(1.1)

Consideremos agora a combinacao linear nula de wy, ws, ..., w,, :

Brwy + Pawy + - -+ + Bw, = e.

(1.2)
Substituindo as relagoes de (1.1) em (1.2) obtemos:
Bi(anv + agve + -+ + anivy) + 0+ Br(Qumtn + Qomva + 00+ Qnty) = € =
=(Broan + Paciz + -+ Brum)v1 + -+ + (Brags + Baong + - -+ + Bt ) v = e
Como {vy, v, ...,v,.} é uma base para V entdo este conjunto é LI. Assim, temos:
Bran + faaia + -+ + Brnim =0
Brag + Poes + -+ - 4+ B = 0
Obtemos um sistema linear homogéneo com r equagoes e m incognitas 31, Ba, . . ., Bn-

E como r < n < m, o sistema admite solu¢oes nao triviais. Assim, existem escalares nao
todos nulos 31, B, ..., Bm, tais que:

prwy + Baws + -+ + Buw, = e.
Portanto, W = {wy,wy, ..., w,} é LD. Assim, qualquer conjunto com mais de n elementos

¢ LD, ou seja, qualquer conjunto LI possui no maximo n elementos.
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Teorema 1.5.4 Qualquer conjunto de vetores LI de um espaco vetorial V' de dimensdo

finita pode ser completado de modo a formar uma base de V.

Demonstracao: Seja dim(V) =n e vy, vs, ..., v, elementos LI em V. Pelo Teorema 1.5.3,
r < n. Se os elementos vy, v, ..., v, geram V, entdo {vy, va, ..., v} jd é uma base.
Agora, se isso nao ocorre, entdo existe um v,,; € V que nao é combinagao linear de
U1, Vg, .. ., U entdo {vy,ve, ..., v, } ainda é LI, pois caso contrario a equagao:
QU] + QU + * + * + QpUp + Qpp1Vpp1 = €

seria verdadeira para «, 11 # 0 e, entdo poderiamos dividir a equagdo por ;.. e isolar v, 1,
escrevendo ele como uma combinacao linear de {vy, v, ..., v}, 0 que é uma contradicao.
Se {v1,v2,...,0,, 41} gera V, entdo é uma base. Caso contrario, repetimos o mesmo
processo até completar a base. Esse processo termina em um numero finito de passos,uma
vez que pelo Teorema 1.5.3 nao podemos ter um conjunto LI com mais de n elementos, ja

que dim(V') = n.
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2 Codigos Corretores de Erros

Neste capitulo veremos as definicdes dos elementos que sao importantes para um
sistema de comunicagao. Na Secdo 2.1 serao apresentados os elementos importantes em um
sistema de comunicagdo, nas Segoes 2.2 e 2.3 serao apresentadas as defini¢coes de matriz
geradora e matriz verificadora de paridade, respectivamente, na se¢ao 2.4 veremos o que é
peso de Hamming, na Se¢ao 2.5 sera apresentado como se calcula a distancia minima de
um coédigo de bloco linear, na Secao 2.6 as capacidades de correcao e deteccao de erros
de um cédigo, na Secao 2.7 a definicao de sindrome de erros, na Secao 2.8 veremos o
que é um codigo perfeito, na Secdo 2.9 sera apresentado como ¢é feita a correcao de erros
pela sindrome, por fim na Secao 2.10 apresentaremos o conceito de arranjo padrao. As

referéncias utilizadas foram: [3], [4], [5] e [6].

2.1 Elementos Importantes em um Sistema de Comunicacao

A funcao de um sistema de comunicagao é processar e transportar informacoes
desde a origem até o destinatario, ou seja, é o processo no qual uma mensagem ¢é enviada
por um emissor por meio de um determinado canal até a mesma ser recebida por um
receptor, no entanto, neste processo pode haver a interferéncia de ruidos. O objetivo do
sistema de comunicagao ¢é detectar e corrigir esses ruidos, para que a mensagem recebida
seja a mais confidvel possivel. A seguir serao apresentados os elementos fundamentais de

um sistema de comunicacao, ilustrados na Figura 1.

e Fonte de informacao: produz a mensagem que sera enviada.
e Transmissor: possibilita enviar a mensagem com um sinal adequado.

e Canal: meio utilizado para enviar a mensagem do transmissor para o receptor.

Receptor: realiza as agoes inversas ao que foi feito pelo transmissor, reconstruindo a

mensagern.

Destino: para quem/onde a mensagem foi destinada.
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Fonte de
Informagdo  Transmissor Receptor Destino
P> »
Sinal
Recebido
Mensagem Mensagem

Fonte de
Ruido

Figura 1 — Elementos de um Sistema de Comunicacao.

2.1.1 Codificacao

Definicao 2.1.1 Cédigo é um conjunto de simbolos usado na transmissio e recepgao
de mensagens. Os elementos bdsicos para se construir um codigo sao o alfabeto e as

palavras-codigo.

Alfabeto é um conjunto finito de elementos. Cada um desses elementos chama-se
digito ou bit. Quando o nimero de elementos do alfabeto é ¢, diz-se que o codigo é g-ario,
as palavras-codigo representam uma sequéncia finita de digitos. O ntimero de digitos de

uma palavra-cddigo é o seu comprimento.

Definigao 2.1.2 Codificacio € a conversio de uma dada sequéncia de digitos, originados

de um alfabeto fonte, em outra, originada de um alfabeto codigo.

2.1.2 Cédigos de Blocos

Os codigos de blocos se caracterizam pelo fato do processo de codificagao ser feito
sobre blocos de bits ou blocos de simbolos. Sendo que um feixe de bits ou simbolos é
segmentado em blocos de k bits ou simbolos, a partir dos quais sdo geradas palavras-cédigo

com n bits ou simbolos. Assim, a notagdo que caracteriza um cédigo de bloco é C(n, k).

Se k bits estao contidos em um bloco de n bits, entao a quantidade de bits de

redundancia introduzidos no processo de codificacao é n — k. A quantidade de palavras-
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codigo diferentes que podem ser geradas é ¢*. Para cédigos binérios, teremos 2% palavras-

codigo.

2.2 Matriz Geradora

Definicao 2.2.1 Uma matriz geradora, G, é aquela que permite obter os vetores codigos,
c;j, correspondentes as mensagens, m;, a partir do produto interno determinado por

C; = mZG

Ela é uma consequéncia direta de uma base do subespaco vetorial. E uma matriz de
dimensao k X n, que consiste do arranjo formado pelos vetores linearmente independentes,

ou vetores geradores, que compoem uma base do subespaco.

2.2.1 Matriz Sistematica e ndao Sistematica

A partir da base do subespago vetorial, podemos obter a matriz geradora na forma
nao-sistematica GG, em que cada vetor da base correspondera a uma linha da matriz G.

Sendo assim, neste caso a matriz geradora na forma nao-sistematica sera:

Jo
G = 91 3

g2

em que gop, g1 € go sao os vetores da base do subespago vetorial.

. . 7 . / ~
Para obter uma matriz da forma sisteméatica G, basta efetuar operagoes com as

linhas da matriz G de modo que a matriz fique do tipo:

G = [ka(n—k)’[kxk], ou seja
Poo DPo1 co- Pon—k—1 ‘ 9(/)
P1o P11 e DPin—k—1 | 9/1
| L . I
|
| D10 P11 - Pr—tm—k-1 | 0 0 L I

2.3  Matriz Verificadora de Paridade

Um vetor recebido qualquer, r, pode ser entendido como um vetor cédigo, o qual

pode sofrer alguma alteragao, consequéncia da adi¢do de um padrao de erro no momento
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de sua transmissao através de um canal de comunicacao. Uma tarefa do decodificador é
verificar se o vetor recebido é ou nao um vetor cédigo ou um vetor valido. Para obter éxito
nesta tarefa, pode-se comparar o vetor recebido com todos os vetores cddigos existentes, no

entanto, se a ordem desses vetores for de algumas dezenas, esta terefa se tornard inviavel.

hO hOO hOl h02 .. hO,n—l
hl th hll h12 hl,n—l
H pu— pu—
L hnfkfl ] L hnfkfl,O hnfkfl,l hnfkfl,Q hnfkfl,nfl I (n—k)xn

Quando a matriz G estd na forma sistematica, ou seja, G = [P (n—k) lexk), a

obtencao de H é direta.

.0 Foo Py P19
0 .0 ’ Py, Py Pk*Ll
|
H = [Ip-pyxm-w|P"] = |
|
1000 L[ Popork-1 Prak—1 o Peinit |

2.4 Peso e Distancia de Hamming

2.4.1 Peso de Hamming

Definigao 2.4.1 Peso de Hamming de um vetor v, cuja notag¢io é w(v), é definido como
o numero de elementos nao nulos em v. Para um vetor bindrio, o peso de Hamming é

tgual ao numero de digitos “1” contidos em v.

2.4.2 Distancia de Hamming

Defini¢ao 2.4.2 Dados dois elementos x = (x1,%9,...,T,) €y = (Y1,Y2,---,Yn) de um
espagco A", chama-se distancia de Hamming de x a y, o numero de coordenadas que estes

elementos se diferem, isto é:

d(z,y) = {ilz; # yi, 1 <i <n},i € Z.
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2.5 Distancia Minima de um Cédigo de Bloco Linear

A distancia minima (d,,;,) representa a menor distdncia de Hamming entre todos
os pares de vetores codigos. Quanto maior for a distancia minima de um coédigo, maior

serd sua capacidade de corrigir e detectar erros.

Como a distancia de Hamming entre dois vetores codigo é determinada como sendo
d(cy, ) = w(cy @ cg) = w(cs), basta verificar o peso de cada palavra cédigo, com excegao

da palavra toda nula. O menor peso encontrado corresponde a distancia minima do codigo.

2.6 Capacidade de Correcao e Deteccao de Erros

A capacidade de corre¢ao de erros (t) de um codigo de bloco linear é o nimero de
erros corrigiveis garantidamente por palavra codigo. Este nimero é dado pela expressao:

t =|%i=l] onde |z é o maior inteiro que ndo excede o valor de z.

Agora se o cédigo for usado apenas para detectar erros ao invés de corrigir, a
capacidade de deteccao de erros é dado por: 0 = d,;, — 1, onde p é 0 niimero de erros

detectados.

2.7 Sindrome de Erro

Sindrome de erro (S) é um vetor com n — k bits definido pele operagao: S = r.H,

sendo r = (rq,79,73,...,7,) um vetor recebido, resultante da transmissdo de um vetor
codigo ¢ = (¢q,¢9,¢3, ..., ¢p), através de um canal com ruido. Assim r = ¢ @ e, em que
e = (e1,e9,€3,...,6,) é um vetor erro ou padrao de erro introduzido pelo canal. Entao,

podemos reescrever a operagao desta forma:
S=(c®e)H =c.H @®eH'. Como c.H'=0, temos que S = e.H".
[

A sindrome estd associada a um padrao de erro. Esta é uma importante propriedade,
fundamental para o processo de decodificagao, ou seja, cada padrao de erro corrigivel deve
estar associado a uma sindrome especifica.

Um cddigo de bloco linear C'(n, k) com capacidade de corre¢ao de t erros é capaz

2n7k

de corrigir um total de padroes de erros.

2.8 Codigos Perfeitos

Os cbédigos que corrigem exclusivamente todos os padroes menores ou iguais a t

erros, ou seja, nao corrige nenhum padrao maior que t erros, sao denominados cédigos
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perfeitos. Para saber se um cédigo é perfeito basta verificar se a seguinte igualdade é
t
n

valida: 2" F = Z

i—0 \!

2.9 Correcado de Erros pela Sindrome

O processo de correcao de erros pela sindrome ¢ feito a partir da identificacao do
padrao de erro mais provavel por meio do calculo da sindrome de erros. Uma vez conhecido
o padrao de erro, é possivel fazer a corre¢cao do erro, somando-se o vetor r com o padrao
de erro e, associado a ele, pois r =c®e = ¢ =r@e, em que ¢ ¢é a melhor estimativa do

vetor codigo que foi transmitido pelo canal ruidoso.

Para fazer a correcdo de erros pela sindrome, é preciso seguir alguns passsos:

A partir da capacidade de correcao de erros do cédigo, determinar a sindrome para

todos os padroes de erros corrigiveis;

Calcular a sindrome de 7r;

Localizar o padrao de erro correspondente a sindrome calculada;

O vetor c6digo serd aquele determinado por ¢ =r @ e.

No entanto, o erro s6 sera corrigido se o padrao de erro correspondente a sindrome
do vetor recebido for igual ao padrao de erro introduzido pelo canal, isto é, o padrao de

erro indroduzido pelo canal deve ser um padrao de erro corrigivel.

2.10 Arranjo Padrao

O arranjo padrao é um esquema de decodificacdo baseado em sindrome de erros.
Considere as 2% palavras cédigo de um cédigo de bloco linear ¢, cs, ..., cor € também
os 2" padroes de erros eq, es, . .., e9n—r, associados as 2" % sindromes possiveis. Sendo
assim, um arranjo padrao é constituido por todas as palavras do espaco vetorial V,, de

acordo com os passos apresentados a seguir:

1. Um arranjo padrao é formado por 2¥ subconjuntos, sendo que cada subconjunto é

uma coluna do arranjo padrao;

2. A primeira linha do arranjo padrdo ¢ composta por todas as 2F palavras codigos.
Obrigatoriamente, a palavra toda nula é a palavra que ocupa a posi¢ao superior

esquerda do arranjo;
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3. A primeira coluna do arranjo padrdo é formada por todos os 2" * padroes de erros,

incluindo o vetor todo zero que ocupa a posi¢ao superior esquerda do arranjo.

A segunda linha do arranjo ¢ formada pela soma de e; com cada um dos vetores
codigos da primeira linha. Este procedimento se repete até que a (n — k) é-sima linha
complete o arranjo. Cada linha do arranjo é chamada de coset e o vetor do coset que
pertence a primeira coluna é chamado de lider do coset. O arranjo padrao permite a
decodificacdo direta da palavra recebida pela identificacdo de um dos 2 subconjuntos, ou
coluna, ao qual pertence a palavra recebida. Uma vez identificada essa coluna, o vetor
cddigo decodificado é o vetor da primeira linha da coluna identificada, como mostrado na

Tabela 1 a seguir.

01261:0 Co C; Cok
€9 €9 + Co e+ ¢ €9 + Cok
€; e; + Co e+ ¢ €; + Cox
€on_} Con_+Co | ... | €on_p+C | ... | €an_f + Cok

Tabela 3 — Arranjo Padrao.

Vale ressaltar que para o processo de construcao de codigos corretores de erros,
codificagao e decodificacao, os topicos apresentados anteriormente, apesar de em sua

maioria estarem definidos sobre R, foi utilizada a estrutura de corpos finitos, em particular,
o corpo Fy = {0, 1}.
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3 Construcao dos Codigos de Blocos
C'(7,3) e C(8,4)

Neste capitulo serdo apresentadas as construgoes dos codigos C(7,3) e C(8,4),
buscando explicitar a importancia dos elementos de Algebra Linear nestas construcoes,
tais como matrizes, espagos e subespacos vetoriais, vetores LD e LI, base e dimensao, além
de elementos de sistemas de comunicagao e codigos, que utilizam essas estruturas em sua

construcao. Essas construgoes tomaram como referéncias [7] e [8].

Na secao 3.1 é apresentada a construgao do codigo C(7, 3), na segdo 3.2 é apresentada
a construcao do cddigo C'(8,4) e na secdo 3.3 sao apresentadas as contribuigoes da Algebra

Linear nestas construcoes.

3.1 Construcio do Cédigo C'(7,3)

Conforme ji mencionado, todo codigo corretor de erros é representado por C(n, k),

para esta construcao temos n =7 e k = 3.
Seja o subespaco vetorial formado pelos 2F = 23 = 8 vetores:
[{(0000000), (0011001), (1010101), (0101011), (1001100), (0110010), (1111110), (1100111)}].

Desses oitos vetores, escolhe-se trés vetores LI que geram todo o subespaco vetorial.
Sejam: [a = (0101011), b= (1010101) e ¢ = (0011001)].

Note que:

[@(0101011)+/3(1010101)+4(0011001)=(0000000)]
p=0
a=0

B+6=0=0=0

Vamos agora mostrar que estes trés vetores, além de serem LI, também geram todo

o subespaco vetorial.

000 = 0(0101011) + 0(1010101) + 0(0011001) = (0000000)
001 = 0(0101011) + 0(1010101) + 1(0011001) = (0011001)
010 = 0(0101011) + 1(1010101) + 0(0011001) = (1010101)
100 = 1(0101011) + 0(1010101) + 0(0011001) = (0101011)
011 = 0(0101011) + 1(1010101) + 1(0011001) = (1001100)
101 = 1(0101011) + 0(1010101) + 1(0011001) = (0110010)
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110 = 1(0101011) + 1(1010101) + 0(0011001) = (1111110)
111 = 1(0101011) + 1(1010101) + 1(0011001) = (1100111)
Como os vetores a, b, e ¢ sdo LI e geram todo o subsepago vetorial, entdao a, b, e ¢ formam

uma base do subespaco vetorial.

3.1.1 Matriz Geradora

A partir da base do subespaco vetorial, pode-se obter a matriz geradora GG, onde
cada vetor da base correspondera a uma linha da matriz G. Sendo assim, neste caso, a

matriz geradora sera:

% 0101011
G=|g |=]1010101
g 0011001],_

Esta matriz G é da forma nao-sistemética. Para obter uma matriz da forma
sistematica G, basta efetuar operacoes com as linhas da matriz G de modo que a matriz
fique do tipo:

G = [Pestni| Texk)-

Neste caso, temos n =7 e k = 3, logo G’ = [Psy4|I3x3).

Podemos fazer as seguintes operacoes para obter a matriz geradora na forma
sistematica G’
g0 = g1 + g2 = (1010101) + (0011001) = (1001100),
9 = go+ g2 = (0101011) + (0011001) = (0110010),
g2 = go = (0011001).

9o 1001100
G=|g¢ |=l0110010
g 0011001

3xX7

Na Tabela 2 sao apresentados os vetores mensagens e seus respectivos vetores

c6digos.

3.1.2 Matriz Verificadora de Paridade

A partir da matriz geradora do cédigo C(7,3), pode-se obter a matriz verificadora

de paridade H. Como:
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m G’ c=m.G’
000 | 0(1001100) + 0(0110010) + 0(0011001) | (0000000)
001 | 0(1001100) + 0(0110010) 4+ 1(0011001) | (0011001)
010 | 0(1001100) + 1(0110010) + 0(0011001) | (0110010)
100 | 1(1001100) + 0(0110010) + 0(0011001) | (1001100)
011 | 0(1001100) + 1(0110010) + 1(0011001) | (0101011)
101 | 1(1001100) + 0(0110010) + 1(0011001) | (1010101)
110 | 1(1001100) + 1(0110010) + 0(0011001) | (1111110)
111 | 1(1001100) + 1(0110010) + 1(0011001) | (1100111)

Tabela 4 — Palavras-cédigo do cédigo C(7,3) na forma sistematica.

10011
G/ = [ka(nfk)|lk><k] = 0110 | 0
001110
temos que:

1000 |1
010010

H: ]ni n— Pt =
[Ln—k)x(n—t | '] 00100
000111

3.1.3 Distancia Minima

o = O

O = = O

_ o O

3x7

_ = O O

4x7

Vamos calcular a distdncia minima do cédigo C(7,3), apresentada na Tabela 3 a

seguir.

m ¢

000 | 0000000
001 | 0011001
010 | 1010101
100 | 0101011
011 | 1001100
101 | 0110010
110 | 1111110
111 | 1100111

T W W i wolE

Tabela 5 — Distancia minima do cédigo C(7, 3).
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Para este codigo, a distancia minima é igual a 3. Normalmente, os cédigos com
distancia minima calculada, sdo representados pela notagao C'(n, k, dp,). Sendo assim, o

c6digo aqui estudado serd representado pela seguinte notagao: C(7,3,3).

3.1.4 Capacidade de Correcdo e Deteccao de Erros

A capacidade de corre¢io de erros(t) de um cédigo ¢ dada por: t = [%mz=l] ¢ a
capacidade de detecgao de erros (p), dada por: ¢ = d,,;, — 1. Calculando a capacidade de
correcao e deteccao de erros do codigo C(7,3,3), respectivamente, temos:
t=|Mmind] =t = 3| ¢ =1,
0=dmpin—1=0=3—-1=p0=2.

Com base nos resultados, pode-se afirmar que o cédigo C(7,3,3) tem a capacidade

de detectar até dois erros, no entanto a capacidade de corre¢ao é de apenas um erro.

3.1.5 Sindrome de Erro

Para calcular a sindrome de erros é necessdrio utilizar a expressao S = e.H'.
Calcularemos a sindrome de erros do cédigo C(7, 3, 3), apresentada na Tabela 6, lembrando

que:

SO O O =
o O = O
o = O O
= O O O
_ o O =
O = = O
_ = O O

4x7

Logo:

H' =

o O O O O
S = O O O = O
_ =0 O = O O
_ O = = O O O

L J7x4

e(t=1) S
1000000 | 1000
0100000 | 0100
0010000 | 0010
0001000 | 0001
0000100 | 1001
0000010 | 0110
0000001 | 0011

Tabela 6 — Sindrome de erros do cédigo C(7,3,3).
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3.1.6 O Cédigo (7,3,3) é perfeito?
Vamos verificar se o cédigo C(7,3,3) é perfeito por meio da igualdade: 2% =

¢
Z<n> Temos n =7,k =3 et =1, logo:
i

1=0

1

7 N\ (7

273 — Z (z) = 2% = <0><1> = 16=1+7 =16 = 8, o que nao ¢ verdade.
i=0

Portanto o cédigo C(7,3,3) ndo é um codigo perfeito.

3.1.7 Correcdo de Erros pela Sindrome

Ja vimos que um c6digo de bloco linear C'(n, k) com capacidade de corregao de t
erros é capaz de corrigir um total de 2"~ padroes de erros. Sendo assim, para o c6digo
C(7,3,3) temos, 2773 = 2* = 16, portanto este codigo é capaz de corrigir dezesseis padroes
de erros. Lembrando que para este codigo t = 1. Na Tabela 7, sao apresentados os

dezesseis padroes de erros.

e(t=1)] S

0000000 | 0000
1000000 | 1000
0100000 | 0100
0010000 | 0010
0001000 | 0001
0000100 | 1001
0000010 | 0110
0000001 | 0011
1100000 | 1100
1000010 | 1110
0100100 | 1101
0000110 | 1111
1010000 | 1010
1000001 | 1011
0101000 | 0101
0100001 | 0111

Tabela 7 — Padroes de erros do codigo C(7,3,3).

A seguir serao apresentados alguns exemplos com casos onde a sindrome de erros

foi utilizada na correcao de um erro, em um processo de transmissao da informacao.

Exemplo 3.1.1 Suponha que o vetor ¢ = (1001100) do cddigo C(7,3,3) tenha sido
transmitido e corrompido por um ruido no canal, de modo que na recepgao foi detectado
o vetor r = (1001110). O primeiro passo € identificar a qual sindrome o vetor r estd

associado.
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100 0]
0100
0010
S =r.H' = (1001110). | 0 0 0 1 = (0110).
1001
0110
0011

Note que na Tabela 7, a sindrome (0110) estd associada ao padrao de erro (0000010),
como ¢ =1 ®e, entdo ¢ = 1001110 4+ 0000010 = 1001100, recuperando dessa forma a

mensagem enviada originalmente.

Exemplo 3.1.2 Suponha que o vetor ¢ = (0101011) do cddigo C(7,3,3) tenha sido
transmitido e corrompido por um ruido no canal, de modo que na recepcao foi detectado o

vetor r = (1101001). Vamos identificar a qual sindrome o vetor r estd associado.

(100 0]
0100
0010
S =r.Ht = (1101001). | 0 0 0 1 = (1110).
1001
0110
_O O 1 1_7><4

Note que na Tabela 7, a sindrome (1110) estd associada ao padrao de erro (1000010),
como ¢ =r&e, entio ¢ = 1101001 + 1000010 = 0101011.

Note que a correcao foi feita de maneira correta, mesmo o vetor apresentando
padrao de dois erros. E importante ressaltar que para o cédigo C(7,3,3) nem sempre um

codigo com dois erros serd corrigido de forma correta.

3.1.8 Arranjo Padrao

A seguir serao apresentados alguns exemplos de utilizacao do arranjo padrao do
codigo C(7,3,3) no processo de decodificagdo de vetores recebidos em um processo de

transmissao da informacao. Este arranjo padrao é apresentado na Tabela 8.

Exemplo 3.1.3 Usando o arranjo padrao do codigo (7,3,3), decodifique o vetor recebido
1001000.

Note que este vetor estd representado na Tabela 8 na cor vermelha, este vetor
esta associado ao padrao de erro 0000100 que é o primeiro vetor de sua respectiva linha,
como jd vimos ¢ = c® e = ¢ = (1001000 4+ 0000100) = ¢ = 1001100, se observarmos
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novamente o vetor recebido na Tabela 8, veremos que o primeiro vetor de sua respectiva

coluna é justamente o vetor encontrado 1001100.

Exemplo 3.1.4 Usando o arranjo padrio do cédigo (7,3,3), decodifique o vetor recebido
1111101.

Note que este vetor esta representado na Tabela 8 na cor azul, o qual estd associado
ao padrao de erro 0101000 que é o primeiro vetor de sua respectiva linha, como jd vimos
¢ =cPe=c = (1111101 +0101000) = ¢ = 1010101, se observarmos novamente o vetor
recebido na Tabela 8, veremos que o primeiro vetor de sua respectiva coluna é justamente

o vetor encontrado 1010101.

Exemplo 3.1.5 Usando o arranjo padrao do codigo (7,3,3), decodifique o vetor recebido
1011001.

Note que este vetor esta representado na Tabela 8 na cor verde, associado ao
padrao de erro 1000000 que é o primeiro vetor de sua respectiva linha, como ja vimos
¢ =c®e= ¢ = (1011001 + 1000000) = ¢ = 0011001, se observarmos novamente o vetor
recebido na Tabela 8, veremos que o primeiro vetor de sua respectiva coluna é justamente
o vetor encontrado 0011001.

0000000 | 0011001 | 1010010 | 1001100 | 0101011 | 1010101 | 1111110 | 1100111

1000000 1110010 | 0001100 | 1101011 | 0010101 | 0111110 | 0100111
0100000 | 0111001 | 0010010 | 1101100 | 0OOO1011 | 1110101 | 1011110 | 1000111
0010000 | 0001001 | 0100010 | 1011100 | 0111011 | 1000101 | 1101110 | 1110111
0001000 | 0010001 | 0111010 | 1000100 | 0100011 | 1011101 | 1110110 | 1100111
0000100 | 0011101 | 0110110 | 1001000 | 0101111 | 1010001 | 1111010 | 1100011
0000010 | 0011011 | 0110000 | 1001110 | 0101001 | 1010111 | 1111100 | 1100101
0000001 | 0011000 | O110011 | 1001101 | O101010 | 1010100 | 1111111 | 1100110
1100000 | 1111001 | 1010010 | 0101100 | 1001011 | 0110101 | 0011110 | 0000111
1000010 | 1011010 | 1110000 | 0001110 | 1101001 | 0010111 | 01110100 | 0100101
0100100 | 0111101 | 0010110 | 1101000 | 0001111 | 1110001 | 1011010 | 1000011
0000110 | 0011111 | 0110100 | 1001010 | 0101101 | 1010011 | 1111000 | 1100001
1010000 | 1001001 | 1100010 | OO11100 | 1111011 | OOOO101 | 0101110 | 0110111
1000001 | 1011000 | 1110011 | OOO1101 | 1101010 | 0010100 | 0111111 | 0100110
0101000 | 0110001 | 0011010 | 1100100 | 0OOOOO11 | 1111101 | 1010110 | 1001111
0100001 | 0111000 | 0010011 | 1101101 | 0001010 | 1110100 | 1011111 | 1000110

Tabela 8 — Arranjo Padrao C(7, 3, 3).
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3.2 Construcdo do Cédigo C(8,4)

Seja o subespaco vetorial formado pelos 2% = 24 = 16 vetores:

{(00000000), (10110001), (11010010), (11100100), (01111000), (01100011), (01010101), (11001001),
(00110110), (10101010), (10011100), (10000111), (00011011), (00101101), (01001110), (11111111)}.

Desses dezesseis vetores, vamos escolher quatro vetores LI que geram todo o

subespaco vetorial. Sejam:
a = (01111000),b = (11100100), ¢ = (11010010) e d = (10110001).
Note que:
«(01111000) +/4(11100100) +6(11010010) +4(10110001)=(00000000)

a+8+0=0=0=0
a+8+0=0=d=0

a+60+6=0 .
a=20
p=0

Vamos agora mostrar que estes quatro vetores, além de serem LI, também geram

todo o subespaco vetorial.

0000 = 0(01111000) + 0(11100100) + 0(11010010) + 0(10110001) = (00000000)
0001 = 0(01111000) + 0(11100100) + 0(11010010) + 1(10110001) = (10110001)
0010 = 0(01111000) + 0(11100100) + 1(11010010) + 0(10110001) = (11010010)
0100 = 0(01111000) + 1(11100100) + 0(11010010) + 0(10110001) = (11100100)
1000 = 1(01111000) + 0(11100100) + 0(11010010) + 0(10110001) = (01111000)
0011 = 0(01111000) + 0(11100100) + 1(11010010) + 1(10110001) = (01100011)
0101 = 0(01111000) + 1(11100100) + 0(11010010) + 1(10110001) = (01010101)
1001 = 1(01111000) + 0(11100100) + 0(11010010) + 1(10110001) = (11001001)
0110 = 0(01111000) + 1(11100100) + 1(11010010) + 0(10110001) = (00110110)
1010 = 1(01111000) + 0(11100100) + 1(11010010) + 0(10110001) = (10101010)
1100 = 1(01111000) + 1(11100100) + 0(11010010) + 0(10110001) = (10011100)
0111 = 0(01111000) + 1(11100100) + 1(11010010) + 1(10110001) = (10000111)
1011 = 1(01111000) + 0(11100100) + 1(11010010) + 1(10110001) = (00011011)
1101 = 1(01111000) + 1(11100100) + 0(11010010) + 1(10110001) = (00101101)
1110 = 1(01111000) + 1(11100100) + 1(11010010) + 0(10110001) = (01001110)
1111 = 1(01111000) + 1(11100100) + 1(11010010) 4+ 1(10110001) = (11111111)

Como os vetores a, b, c e dsao LI e geram todo o subsepaco vetorial, entdao a, b, ce

d formam uma base do subespaco vetorial.
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3.2.1 Matriz Geradora

A partir da base do subespaco vetorial, podemos obter a matriz geradora G, de
forma que cada vetor base correspondera a uma linha da matriz G. Sendo assim, neste

caso a matriz geradora sera:

% 01111000

a_|a|_|t1100100
g 110100710
9 10110001/,

. . o / ~
Para obter uma matriz da forma sisteméatica GG, basta efetuar operagoes com as

linhas da matriz G, de modo que a matriz fique do tipo:

[G, - [ka(n—k)ukxk]]-

Neste caso, temos n = 8 e k = 4, 10go G = [Pyys|lsxa).
g0 01111000
G,_gl’_11100100
g 11010010
gs 10110001

4x8
Note que a matriz G ja estd na forma sistematica.

A Tabela 8 a seguir apresenta os vetores mensagens e seus respectivos vetores

c6digos.

m G c=m.G’
0000 | 0(01111000)+ 0(11100100)+ 0(11010010)+ 0(10110001) | (00000000)
0001 | 0(01111000)+ 0(11100100)+ 0(11010010)+ 1(10110001) | (10110001)
0010 | 0(01111000)+ 0(11100100)+ 1(11010010)+ 0(10110001) | (11010010)
0100 | 0(01111000)+ 1(11100100)4+ 0(11010010)+ 0(10110001) | (11100100)
1000 | 1(01111000)+ 0(11100100)+ 0(11010010)+ 0(10110001) | (01111000)
0011 | 0(01111000)+ 0(11100100)+ 1(11010010)+ 1(10110001) | (01100011)
0101 | 0(01111000)+ 1(11100100)+ 0(11010010)+ 1(10110001) | (01010101)
1001 | 1(01111000)+ 0(11100100)+ 0(11010010)+ 1(10110001) | (11001001)
0110 | 0(01111000)+ 1(11100100)+ 1(11010010)+ 0(10110001) | (00110110)
1010 | 1(01111000)+ 0(11100100)+ 1(11010010)+ 0(10110001) | (10101010)
1100 | 1(01111000)+ 1(11100100)+ 0(11010010)+ 0(10110001) | (10011100)
0111 | 0(01111000)+ 1(11100100)+ 1(11010010)+ 1(10110001) | (10000111)
1011 | 1(01111000)+ 0(11100100)+ 1(11010010)+ 1(10110001) | (00011011)
1101 | 1(01111000)+ 1(11100100)+ 0(11010010)4+ 1(10110001) | 00101101)
1110 | 1(01111000)+ 1(11100100)+ 1(11010010)+ 0(10110001) | (01001110)
1111 | 1(01111000)+ 1(11100100)+ 1(11010010)+ 1(10110001) | (11111111)

Tabela 9 — Palavras-c6digo do c6digo C(8,4) na forma sistemdtica.
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3.2.2 Matriz Verificadora de Paridade

A partir da matriz geradora do codigo C(8,4), pode-se obter a matriz verificadora
de paridade (H).Como:

01111000
, 11100100
G = [Povin il Toni] =
Plox ) i 1101]0010
1011]0001
4%x8
temos que:
100010111
010011110
-t P 0010] 1101
0001 ] 10711

4x8

3.2.3 Distancia Minima do Cédigo C(8,4)

Vamos calcular a distdncia minima do cédigo C'(8,4), apresentada na Tabela 9 a

seguir.

m c
0000 | 00000000
0001 | 10110001
0010 | 11010010
0100 | 11100100
1000 | 01111000
0011 | 01100011
0101 | 01010101
1001 | 11001001
0110 | 00110110
1010 | 10101010
1100 | 10011100
0111 | 10000111
1011 | 00011011
1101 | 00101101
1110 | 01001110
1111 | 11111111

CO W W i R ol R R R R R R R R W O &

Tabela 10 — Distancia minima do cédigo C(8,4).

Para este cddigo a distdncia minima é igual a 4. Este codigo pode ser representado
pela notagao C'(8,4,4).
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3.2.4 Capacidade de Correcdo e Deteccao de Erros

Vamos calcular a capacidade de corregao e detecgao de erros do codigo C(8,4,4),

respectivamente.
1= =) == |55 = =1,
e

lo=dnin—1=>0=4—1= p=3].

Com base nos resultados, pode-se afirmar que o cddigo C(8,4,4) tem a capacidade
de detectar até trés erros, no entanto a capacidade de correcao é de apenas um erro,

garantidamente.

3.2.5 Sindrome de Erro

Vamos calcular a sindrome de erros do codigo C(8,4,4), apresentada na Tabela 11

a seguir. Lembrando que:

S O O =
o O = O
o = O O
_ o O O
e )
O = =
—_ O =
_ = O =

4x8

Logo:

_ = = O O O O =
S = == O O = O
—_— O = = O = O O
— = O = =k O O O

L 4 8x4

Dai

e(t=1) S
10000000 | 1000
01000000 | 0100
00100000 | 0010
00010000 | 0001
00001000 | 0111
00000100 | 1110
00000010 | 1101
00000001 | 1011

Tabela 11 — Sindrome de erros do cédigo C(8,4,4).
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3.2.6 O Cédigo C'(8,4,4) é perfeito?

Temos n=8,k=4et=1, logo:

L (8 8\ (8
[284:Z<_> =2t = <0>< ) =16 =1+ 8 = 16 = 9], o que nao é verdade.

i—=0 \* 1

Portanto o cédigo C'(8,4,4) ndo é um codigo perfeito.

3.2.7 Correcdo de Erros pela Sindrome

Para o codigo C(8,4,4) temos, 2571 = 21 = 16, portanto este codigo ¢ capaz de
corrigir desseseis padroes de erros. Lembrando que para este codigo t = 1. A Tabela 12

apresenta os dezesseis padroes de erros.

e(t=1) S

00000000 | 0000
10000000 | 1000
01000000 | 0100
00100000 | 0010
00010000 | 0001
00001000 | 0111
00000100 | 1110
00000010 | 1101
00000001 | 1011
10010000 | 1001
10000001 | 0011
01010000 | 0101
01000001 | 1111
00010010 | 1100
00001010 | 1010
00000011 | 0110

Tabela 12 — Padroes de erros do cédigo C(8,4,4).

A seguir serao apresentados alguns exemplos com casos onde a sindrome de erros

foi utilizada na correcdo de um erro em um processo de transmissao da informacao.

Exemplo 3.2.1 Suponha que o vetor ¢ = (11010010) do cddigo C(8,4,4) tenha sido
transmitido e corrompido por um ruido no canal, de modo que na recepgdo foi detectado
o vetor r = (11000010). O primeiro passo € identificar a qual sindrome o vetor r esta

associado.
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(100 0]
0100
0010
000 1
[S = r.H! = (11000010). I = (0001)].
1110
1101
1011
L 1 8x4

Note que na Tabela 12 a sindrome (0001) estd associada ao padrdo de erro
(00010000), como ¢ = r e, entio [¢ = 11000010 4+ 00010000 = 11010010], recupe-

rando a mensagem originalmente enviada.

Exemplo 3.2.2 Suponha que o vetor ¢ = (11001001) do cddigo C(8,4,4) tenha sido
transmitido e corrompido por um ruido no canal, de modo que na recepcao foi detectado o

vetor r = (01000001). Calculando a sindrome, temos:

1000
0100
0 010
0 001
[S =r.H' = (01000001). 0111 = (1111)].
1 110
1101
1 011
L 4 8x4

De acordo com a Tabela 12 a sindrome (1111) estd associada ao padrio de erro
(01000001), como ¢ =1 @ e, entdo [¢ = 01000001 4+ 01000001 = 00000000].

Note que a correcao foi feita, no entanto de maneira equivocada, pois o codigo
C(8,4,4) corrige garantidamente padroes de até um erro. Neste exemplo, ocorreram dois
erros. Sendo assim, se a palavra recebida tiver mais de um erro, ela pode ser corrigida,

mas nao se tem a certeza de que foi corrigida corretamente.

3.2.8 Arranjo Padrao
O arranjo padrao para o cédigo C'(8,4,4) esté representado nas Tabelas 13,14 e 15.

Exemplo 3.2.3 Usando o arranjo padrao do cédigo C(8,4,4), decodifique o vetor recebido
11100000.

Note que este vetor estda representado na Tabela 13 na cor vermelha, associado ao

padrao de erro 00000100 que é o primeiro vetor de sua respectiva linha, como jd vimos
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[ =c®e= ¢ = (11100000 4 00000100) = ¢ = 11100100], se novamente olharmos para
o vetor recebido na Tabela 13, veremos que o primeiro vetor de sua respectiva coluna é

justamente o vetor encontrado 11100100.

Exemplo 3.2.4 Suponhamos que tenha sido enviado o vetor 11111111, e que o mesmo
foi corrompido por um ruido e chegado ao destinatdrio como 11111001, se observarmos
na Tabela 13 o vetor recebido estd representado na cor azul, associado ao padrdo de erro
10000001 que € o primeiro vetor de sua respectiva linha, como jd vimos [c/ =cPe=>c =
(11111001 4 10000001) = ¢ = 01111000], note que o vetor corrigido pelo arranjo padrio é

diferente do vetor originalmente enviado.

00000000 | 10110001 | 11010010 | 11100100 | 01111000 | 01100011
10000000 | 00110001 | 01010010 | 01100100 | 11111000 11100011
01000000 | 11110001 | 10010010 | 10100100 | 00111000 00100011
00100000 | 10010001 | 11110010 | 11000100 | 01011000 01000011
00010000 | 10100001 | 11000010 | 11110100 | 01101000 01110011
00001000 | 10111001 | 11011010 | 11101100 | 01110000 01101011
00000100 | 10110101 | 11010110 | 11100000 | 01111100 01100111
00000010 | 10110011 | 11010000 | 11100110 | 01111010 01100001
00000001 | 10110000 | 11010011 | 11100101 | 01111001 01100010
10010000 | 00100001 | 01000010 | 01110100 | 11101000 11110011
10000001 | 00110000 | 01010011 | 01100101 | 11111001 11100010
01010000 | 11100001 | 10000010 | 10110100 | 00101000 00110011
01000001 | 11110000 | 10010011 | 10100101 | 00111001 00100010
00010010 | 11010011 | 11100000 | 10000110 | 01001010 00010001
00001010 | 10111011 | 11011000 | 11101110 | 01110010 01101001
00000011 | 10110010 | 11010001 | 11100111 | 01111011 | 01100000

Tabela 13 — Arranjo padrao C(8,4,4).
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00000000 | 01010101 | 11001001 | 00110110 | 10101010 | 10011100
10000000 | 11010101 | 01001001 | 10110110 | 00101010 | 00011100
01000000 | 00010101 | 10001001 | 01110110 | 11101010 | 11011100
00100000 | 01110101 | 11101001 | 00010110 | 10001010 | 10111100
00010000 | 01000101 | 11011001 | 00100110 | 10111010 | 10001100
00001000 | 01011101 | 11000001 | 00111110 | 10100010 | 10010100
00000100 | 01010001 | 11001101 | 00110010 | 10101110 | 10011000
00000010 | 01010111 | 11001011 | 00110100 | 10101000 | 10011110
00000001 | 01010100 | 11001000 | 00110111 | 10101011 | 10011101
10010000 | 11000101 | 01011001 | 10100110 | 00111010 | 00001100
10000001 | 11010100 | 01001000 | 10110111 | 00101011 | 00011101
01010000 | 00000101 | 10011001 | 01100110 | 11111010 | 11001100
01000001 | 00010100 | 10001000 | O1110111 | 11101011 | 11011101
00010010 | 01110111 | 10111011 | 01000100 | 10111000 | 10001110
00001010 | 01011111 | 11000011 | 00111100 | 10100000 | 10010110
00000011 | 01010110 | 11001010 | 00110101 | 10101001 | 10011111

Tabela 14 — Arranjo padrao C(8,4,4).

00000000 | 10000111 | 00011011 | 00101101 | 01001110 | 11111111
10000000 | 0O0OOO111 | 10011011 | 10101101 | 11001110 | O1111111
01000000 | 11000111 | 01011011 | O1101101 | 0OOO1110 | 10111111
00100000 | 10100111 | 00111011 | OOOO1101 | 01101110 | 11011111
00010000 | 10010111 | 00001011 | OO111101 | 01011110 | 11101111
00001000 | 10001111 | 00010011 | 00100101 | 01000110 | 11110111
00000100 | 10000011 | OOO11111 | 00101001 | 01001010 | 11111011
00000010 | 10000101 | 00011001 | 0OO101111 | 01001100 | 11111101
00000001 | 10000110 | 00011010 | 00101100 | 01001111 | 11111110
10010000 | 00010111 | 10001011 | 10111101 | 11011110 | 01101111
10000001 | 00000110 | 10011010 | 10101100 | 11001111 | 01111110
01010000 | 11010111 | 01001011 | O1111101 | 00011110 | 10101111
01000001 | 11000110 | 01011010 | 01101100 | 00001111 10111110
00010010 | 10010101 | 00001001 | OO111111 | 01011100 | 11101101
00001010 | 10001101 | 00010001 | 00100111 | 01000100 | 11110101
00000011 | 10000100 | 00011000 | 00101110 | 01001101 | 11111100

Tabela 15 — Arranjo padao C(8,4,4).

3.3 Contribuicdes da Algebra Linear nas Construcdes Realizadas.

No processo de construcao dos cddigos corretores de erros, inicialmente foram
escolhidos um total de 2* vetores para formar um subespaco vetorial, sendo que cada
vetor possuia comprimento de n bits. A seguir é necessario escolher k vetores linearmente

independentes e que geram todo o subespaco, gerando assim a base do subespago vetorial.

Cada vetor da base serd uma linha de uma matriz,chamada de matris geradora,

a qual serd o ponto de partida para construirmos a matriz verificadora de paridade na
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forma sistematica, neste processo utilizaremos matrizes identidade e transposta.

E necessario também neste processo utilizarmos a definicao de corpo finito, uma

vez que se trabalha com o corpo s, pois se trata de um cédigo binario.

Podemos observar que foram utilizados varios elementos da Algebra Linear nas
construcgoes realizadas, tais como: subespaco vetorial, base, vetores linearmente dependen-
tes e independentes, matriz identidade e transposta, multiplicacdo de matrizes e estrutura

algébrica de corpos finitos.
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4 Consideracoes Finais e Perspectivas

para Trabalhos Futuros

Neste trabalho foi explicitada a importancia de alguns elementos da Algebra Linear
na construcao de cédigos corretores de erros, voltado em especial para matematicos e

engenheiros de comunicacao.

Também foi mostrado que a Algebra Linear contribui de forma significativa para
minimizar ruidos no processo de transmissao da informagao, pois ¢ a base para se construir

os codigos corretores de erros.

Foram apresentadas as construgoes dos codigos C(7,3) e C'(8,4). Nessas construgoes
foram apresentadas as matrizes geradoras, verificagdo de paridade, a sindrome de erros, as
capacidades de deteccao e correcao de erros, além do arranjo padrao, de vital importancia
no processo de decodificacdo. Foram apresentados alguns exemplos de decodificacao
utilizando tanto a sindrome de erros quanto a construcao do arranjo padrao para ambos

os c6digos.

Diversos elementos de Algebra Linear foram utilizados neste trabalho, como matri-
zes, vetores LD e LI, combinacoes lineares, base e dimensao, de forma que considera-se

que o objetivo proposto foi alcancado.

Explicitada a importancia da Algebra Linear na construcio de um cédigo corretor
de erros, pode-se afirmar que este trabalho contribuiu para o desenvolvimento do discente,

uma vez que utiliza na pratica contetdos antes vistos apenas na teoria.

Por fim, vale ressaltar que este trabalho pode ser estendido a novas pesquisas, pois
esta area de pesquisa ¢é extensa e ainda com muitas questoes a serem respondidas, como
por exemplo, as possibilidades de aplicagoes dos elementos estudados, seja em um sistema

de comunicac¢ao padrao como em um sistema de comunicacdo genético.

Este trabalho de conclusao de curso foi iniciado presencialmente, mas devido a
pandemia de COVID-19, a partir de marco de 2020 a conduc¢ao do mesmo foi feita de
forma remota, através de plataformas digitais como Google Meet, e-mail e WhatsApp.
Um dos resultados deste trabalho foi apresentado no X ERMAC-RS, realizado de forma
remota, de 01 a 03 de dezembro de 2020, devido a pandemia de Covid-19.
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