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Resumo

A compreensao da teoria qualitativa de equacoes diferenciais se faz util ao observar
que muitos fenomenos, fisicos, economicos, bioldgicos, entre outros, podem ser modelados
por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias. Este trabalho apresenta uma revisao
da teoria basica para o tratamento de sistema de equagoes diferenciais via ferramentas
da teoria qualitativa de equagoes diferenciais ordindrias. Sao apresentados resultados a
respeito de existéncia e unicidade das solugoes, as defini¢oes bésicas sobre fluxo, ponto de
equilibrio e orbita, e resultados e defini¢oes da teoria de estabilidade segundo Lyapunov.
Ao final do trabalho é apresentada uma aplicacdo, da teoria construida, a um modelo
epidemioldgico para a doencga Toxoplasmose, considerando as populagoes de gatos e hu-
manos, tendo em vista a busca pelos pontos de equilibrio endémico e livre da doenga e
compreensao da dinamica existente entre as populacgoes. Para tal estudo, foi efetuada uma
pesquisa de natureza basica com abordagem qualitativa de objetivo exploratorio, através
de uma revisao bibliografica em livros textos, artigos cientificos e documentos online.
Assim neste trabalho estd presente uma base tedrica que permite investigar sistemas de
equacoes diferenciais nao lineares, via teoria qualitativa e obter conclusoes sobre os res-

pectivos pontos de equilibrio, isto é, se sao estaveis, assintoticamente estaveis, ou instaveis.

Palavras-chaves: Equacgoes Diferenciais Ordinarias. Estabilidade de Lyapunov. Te-

oria Qualitativa. Modelos Biologicos.



Abstract

The compression of the qualitative theory of differential equations is useful when obser-
ving that many phenomena, physical, economic, biological, among others, can be modeled
by a system of ordinary differential equations. This work presents a review of the basic
theory for the treatment of differential equations systems using qualitative theory of ordi-
nary differential equations. Results are presented regarding the existence and uniqueness
of the solutions, the basic definitions of flow, equilibrium point and orbit, results and
definitions of the theory of stability according to Lyapunov. At the end of the work, an
application of the constructed theory is presented to an epidemiological model for the
Toxoplasmosis diseases, considering cats and humans populations, in view of the search
for points of endemic and disease-free balance and understanding of the existing dynamics
between populations. For this study, a basic research was carried out with a qualitative
approach with an exploratory objective, through a bibliographic review in textbooks, sci-
entific articles and online documents. Thus, in this work, a theoretical basis is present
that allows investigating systems of non-linear differential equations, via qualitative the-
ory and obtaining conclusions about the respective equilibrium points, that is, whether

they are stable, asymptotically stable, or unstable.

Words key: Ordinary Differential Equations. Lyapunov stability. Qualitative Theory.
Biological Model.
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Capitulo 1
Introducao

Este trabalho busca revisar os conceitos basicos da teoria qualitativa de equacoes
diferenciais para aplica-la em um determinado modelo para a doenca Toxoplasmose, ex-
plicitando uma forma de aplicacao da teoria que serd apresentada. Agora descreve-se
brevemente uma fracao da historia por tras dos desenvolvimento dessa teoria.

Estudos a respeito das equacoes diferenciais ordinéarias sao desenvolvidos desde o século
XVII, logo apéds o inicio do célculo diferencial e integral, por Newton e Leibniz. Em geral,
a maior parte das pesquisas no inicio dessa area buscavam resolver problemas de origem
fisica e geométrica. Como contribui¢ao para a area, de acordo com Boyce e DiPrima

[1], Newton, baseando-se nas variaveis da fungao f, classificou as equagoes diferencias de

d
primeira ordem em % = f(x) ; d_i/: = fly) ; d_i = f(z,y). Particularmente para o

o dy . L o
tipo = f(z,y), em que f(z,y) é um polindmio nas variaveis x e y, ele desenvolveu um
método de resolucao utilizando séries infinitas.

Quanto a Leibniz, além da notagao % representando as derivadas, atribui-se a ele o
método de resolucao de equacgoes diferencigis por variaveis separaveis, reducao de equagoes
homogéneas a equagoes de varidveis separaveis e o método para resolucao de equagoes
diferencias lineares de primeira ordem. Além desses métodos ha as contribuicoes para a
resolucao de muitos problemas, através de correspondéncia com os irmaos Jakob Bernoulli

e Johann Bernoulli, que contribuiram para a area de equagoes diferenciais ordinarias.
3

d
Um estudo da resolucao da equacao diferencial d_y = foi efetuado por Ja-

0 b2 -y —a?

kob Bernoulli e atribui-se a Johann Bernoulli a resolucao da equagao Z—i = %. A Johann
Bernoulli também atribuida a divulgagao o problema da braquistécrona, que consiste em
encontrar a curva entre dois pontos que uma particula, com velocidade inicial nula, deve
percorrer para minimizar o tempo gasto nesse trajeto. Tal problema foi solucionado por
diversos mateméaticos como Newton, de forma andnima, Leibniz, marqués de L’hopital,
Jakob Bernoulli e pelo préprio Johann Bernoulli. Os resultados encontrados pelos ma-

tematicos citados demonstraram que a curva solugao para o problema é uma cicloide
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invertida. Esse problema contribuiu para a area de equagoes diferencias ordinarias pelo

Qr —
u, de acordo com [2] e a equagao

d
fato que a cicloide satisfaz a equagao (d_y> =
T Y

. . _y N —(2r +
diferencial do problema da braquistécrona envolve a expressao d—y = u
x

O matematico Leonhard Euler também auxiliou no desenvolvimento da teoria sobre
equacoes diferenciais ordinarias identificando a condicao para que equacoes diferenciais de
primeira ordem sejam exatas, aprofundando os conceitos de fator integrante e encontrando
e estendendo a solucao geral de equacoes lineares homogéneas com coeficientes constantes
para equagoes nao homogéneas. Ainda como contribuicao de Euler cita-se o uso de séries
de poténcias e de métodos numéricos para a resolucao de equagoes diferenciais.

Apos Leonhard Euler cita-se Joseph-Louis Lagrange, pois contribuiu para a area de
equagoes diferenciais ao mostrar que a solucao geral de uma equagao diferencial linear
homogénea é uma combinacao linear de n solugoes independentes. Dessa forma, ao resol-
ver uma equagcao diferencial de ordem n deve-se determinar as n solugoes independentes
e, adequar a combinacao linear de acordo com a condigao inicial do problema. Concede-
se a ele o desenvolvimento do método de variacao dos parametros constituido de tomar
uma solucao para equacao linear homogénea e substituir o parametro constante por uma
variavel, determinando uma solucao particular para a equagao nao homogénea.

O matematico Pierre-Simon de Laplace destaca-se com seus trabalhos com mecanica
celeste por desenvolver métodos para alguns problemas que envolvem equacgoes diferen-
ciais. Como exemplo de seus trabalhos cita-se seu estudo com a equacao de Laplace e
a relacao que essa equagao possui com a gravitagao. Por fim, cita-se a transformada de
Laplace, que é um meio de simplificar a busca de solugoes para uma equacao diferencial.
A transformada de Laplace aplicada a uma equagao diferencial, transforma o problema de
encontrar solugoes de equagoes diferenciais no problema de encontrar solugoes para uma
equacao algébrica.

Devido ao trabalho de diversos matematicos, além desses citados anteriormente, ao
final do século XVIII foram desenvolvidos muitos métodos para resolver equacoes diferen-
ciais ordinarias de forma analitica. Assim no século XIX as questoes passaram para um
ponto de vista mais tedrico, com foco nos aspectos de existéncia e unicidade de solugoes
como também uma analise qualitativa das equacgoes, isto ¢, estudar o comportamento
dindmico das solugdes (obtidas pelos teoremas de existéncia) e nao, necessariamente, das
solugoes explicitas.

Em relacao a existéncia e unicidade de solugoes cita-se os teoremas de Peano e Picard,
que apresentam condicoes para que as equacoes diferenciais ordinarias possuam solugoes
unicas, utilizando a nocao de fungoes Lipschitz na segunda variavel. O teorema de Picard,
nomeado assim em homenagem ao mateméatico Francés Charles Emile Picard, demonstra
a existéncia e unicidade de solugoes em uma vizinhanca préoxima as condigoes iniciais de

um problema de valor inicial. Esse trabalho teve fundamentacao em trabalhos anteriores
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de Augustin-Louis Cauchy e Rudolf Lipschitz relacionados a equacoes diferenciais.

A teoria qualitativa de equagoes diferenciais estuda os sistemas de equagoes diferenciais
pelo retrato de fase analisando a familia de solucgoes de forma global, de acordo com
Sotomayor [3]. O desenvolvimento dessa teoria teve como precursor Henry Poincaré que
estudava alguns prolemas de dinamica celeste. O comportamento cadtico das equacoes
de Lorenz, quando se variava os parametros, foi outro problema que tornou a teoria
qualitativa atrativa para estudos.

Com a teoria qualitativa diversos questionamentos sobre um sistema de equagoes sao
possiveis como por exemplo: periodicidade das solugoes, limitacao das solugoes, pontos de
equilibrio (estabilidade e instabilidade), convergéncia de solugbes entre outras perguntas
que o retrato de fase das solugoes pode apresentar.

Esta teoria das equagoes diferenciais, nascida nos problemas de mecanica celeste, ob-
teve uma evolucao de abrangéncia a ponto de servir para modelar problemas biologicos.
Em busca do controle de doencas e andlise populacional, modelos matematicos para des-
crever as interagoes foram adotados pelos pesquisadores. Como exemplo desses modelos
pode-se citar um modelo compartimentado proposto por Aranda et al [4], que posterior-
mente foi complementado por Faria [5], no qual é possivel encontrar, pela teoria qualita-
tiva, os pontos de equilibrio livre da doenca e endémico do modelo, ou um modelo com
teste e abate para a dindmica da transmissao da tuberculose bovina proposto por Agusto
et al. [6]. Esse modelo permite a importacao de gado infectado de fontes externas aos
compartimentos do modelo. O trabalho de Abakar et al. [7] realiza simula¢oes numéricas
para a modelagem de tuberculose bovina. Uma outra andlise de modelos por meio da
teoria de qualitativa foi feita por Ribeiro [8] para as doengas babesiose e brucelose em um
modelo de compartimentos.

Assim como foi apresentando anteriormente, os modelos de equacoes diferencias pro-
porcionam uma compreensao de perguntas sobre as solucoes em um espectro global. Tor-
nando a teoria rica em questoes praticas como também em aspectos tedricos.

No Capitulo 2 é apresentada uma revisao dos resultados que fornecem existéncia e
unicidade de solugoes, como também a dependéncia da solugao as condicoes iniciais dos
problemas de valores iniciais. No Capitulo 3 sao revisados os principais conceitos e resul-
tados da teoria de estabilidade de equagoes diferenciais. Como também é fundamentado
uma base para a compreensao desses resultados, isto é, defini-se campo de vetores e al-
gumas propriedades que esse possui. No Capitulo 4 é aplicada a teoria de estabilidade
em um modelo para a doenca toxoplasmose exemplificando a utilizacao dos resultados
que foram construidos, isto é, para o modelo compartimentado da toxoplasmose sao apre-
sentados os pontos de equilibrio endémico e livre da doenca. Ao final deste trabalho é

apresentado uma conclusao final do que foi desenvolvido.



Capitulo 2

Fundamentos de Existéncia da

Solucoes

Neste capitulo estuda-se a existéncia, unicidade e dependéncia continua das solucoes

em relacao as condigoes iniciais dadas, para as equacoes diferenciais ordinérias.

2.1 Existéncia e unicidade

Sera determinado nessa secao as condicoes basicas para que uma Equacgao Diferencial
Ordinaria (EDO) possua solugao, seja unica e ligue-se as condigoes iniciais do problema
modelado por uma EDO. As demonstragoes de alguns resultados serao omitidas por nao
serem o foco deste trabalho, porém serao indicadas referéncias das mesmas. Os resultados
e defini¢oes apresentados nessa se¢ao podem ser encontrados em Doenring [9], Sotomayor
[3] e Lima [10].

Definicao 2.1.1 FEntende-se por EDO a expressao,

¥ = f(t,x) (2.1)
em que f: U — R", definida em cada ponto (t,z) de um aberto U de R x R" = Rt

A Definicao 2.1.1 indica que uma equacao diferencial ordindria é uma equacao que
envolve a busca de uma curva a derivada ordinaria dessa fungao em um ponto é dado pela
fungao f(t,x).

Em sua maioria, os problemas modelados por equacoes diferenciais, apresentam uma

informacao prévia da funcao procurada. Assim defini-se o seguinte problema.

Definicao 2.1.2 Chama-se de Problema de Valor Inicial (PVI) ou Problema de Cauchy

12
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a situagdo em que procura-se x(t) da equagdo (2.1) tal que z(ty) = xo, ou seja,

{ m’:f(t,x)

I(to) = Xy,
em que (to, x9) € U.
Observacao 2.1.3 A expressao x(tg) = x¢ € chamada de condi¢ao inicial.

Exemplo 2.1.4 O caminho Z(t) = e' € solu¢ao do PVI abaizo.

{ z(1) ;e. (2:3)

ou melhor,

integra-se de t = 1 até t e obtém-se

ou melhor,

Abaixo defini-se as condigoes para que uma funcao seja solugao do PVI (2.2).

Definicao 2.1.5 Chama-se trajetorias ou curvas integrais de f, ou curvas integrais da
equagao diferencial, as solugoes do PVI (2.2). Precisamente chama-se de trajetorias ou
curvas integrais de f um caminho x : I — R™, derivdavel no intervalo I C R, em que o

grdfico estd contido em U e a velocidade é determinada por f.

Observacao 2.1.6 FEriste uma equivaléncia entre a solugio do PVI (2.2) e a solugao da

equacao integral,

¢@=%+[f@mmw' (2.4)
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De fato, seja ¢ : I — R", uma solucao da equagao integral (2.4). Aplica-se o Teorema

Fundamental do Calculo em (2.4), isto é,

d d  d [
%(b(t) = E‘TO + % o f(57 ¢(8))d5

e aplica-se, em ¢(t), o ponto tg da condigao inicial,

o) = 20+ / " f (s, 8(5))ds

conclui-se que (2.4) satisfaz o PVI (2.2).
Por outro lado se z(t) é solugao do PVI (2.2), pela Defini¢ao 2.1.5 z(t) é diferenciével e,

portanto, pode-se integrar a EDO (2.1), de ty ate t em I C R. Pelo Teorema Fundamental
do Caélculo

/t:x’(s)ds _ /t: F(s,2())ds
o(t) — a(to) = /t:f(s,x(S))ds

z(t) = x(to)—i-/t f(s,x(s))ds
z(t) = J?o—l-/t f(s,x(s))ds,

obtém-se, portanto a equacao integral (2.4).
Com o PVI (2.2) bem definido, busca-se ferramentas para garantir a existéncia e unici-
dade das solucoes. Mas antes de provar estas condigoes, necessita-se de alguns resultados

e definigoes:

Definicao 2.1.7 Diz que uma funcao d : F x F — R é uma métrica se satisfaz as

sequintes condi¢oes para qualquer x,y,z € F :
1. d(x,x)=0;
2. Se x #y entao d(x,y) > 0;
3. d(z,y) = d(y, x);
4 d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Defini¢ao 2.1.8 Um espaco métrico é um par (F,d), em que F €é um conjunto e d é
uma métrica em F. (F,d) é dito completo quando toda sequéncia de Cauchy em F €

convergente.
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A Definicao 2.1.7 e a Definicao 2.1.8 sao necessarias para a compressao das demons-

tragoes a seguir.

Definicao 2.1.9 Diz-se que f : U — R™ € Lipschitziana ou de Lipschitz na sequnda

varidvel em U C R"™! se existe K > 0 tal que

(8, 2) = f(t,y)| < K|z —y]

para quaisquer dois pontos (t,x), (t,y) € U. A constate k é denominada de constante de

Lipschitz.

Definicao 2.1.10 Define-se o operador L como L(x)(t) = Io‘i‘ﬁi f(s,z(s))ds e define-se
suas m € N iteradas por

L7 (@)(t) = LL™ ()(1)).

A defini¢ao acima indica que as solugoes da equagao integral (2.4), respectivamente do
PVI (2.2), s@o os pontos fixos do operador L e vice-versa. Observa-se que se z(t) é solugao
da equagao integral (2.4) entdo obtém-se que ftl; f(s,z(s))ds = x(t) — x(to), substitui-se

no operador aplicado em z(t) para se concluir
L(z)(t) = xo+ x(t) — x(to) = xo + x(t) — 20 = 2(1).

Lema 2.1.11 Se K > 0 ¢ uma constante de Lipschitz de f em I x R"™, entao

m

m m K m
L7 (0)(8) = L") O] < |t = to"dps, ),
para quaisquer (,v € F, m >0 et e I, em que L é o operador da Definicao 2.1.10.
A Demonstragao encontra-se em Doering [9] pdgina 381.

Lema 2.1.12 (Lema do Ponto Fixo de Contracgoes) Sejam (F,d) um espago métrico
completo, L : F — F uma contragao, isto €, d(L(x),L(y)) < K -d(z,y), 0 < K < 1.
Eziste um tnico ponto fixo p, por L, isto é, L(p) = p. Mais ainda p € um atrator de L,
isto €, L"(x) — p quando n — oo, para todo v € F. L"(z) € definida por L(L" ! (x)).

A demonstracao encontra-se em Sotomayor [3].
O corolario, a seguir, decorrente do Lema 2.1.12, é fundamental para obter os resul-

tados de existéncia e unicidade de solugao.

Corolario 2.1.13 Seja F um espa¢o métrico completo. Se L : F — F € conlinua e,
para algum m > 0. L™ € uma contracdo, entao existe um unico ponto p fizo por L. Mais

ainda p € um atrator de L.
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A demonstracao encontra-se em Sotomayor [3].

Exemplo 2.1.14 A solu¢ao da equacao diferencial ' = ax em que a € R, com condi¢do
inicial x(0) =k, (em que k € R) € x(t) = ke™.

Obter-se-4 uma solugao dessa equagao diferencial por meio do limite das iteradas de

L. A abordagem valida-se pois

[F(t2) = f(t,9)] = laz — ay| < allz —yl,

entdo f(t,r) = ax é Lipschitz, pelo Lema 2.1.11, conclui-se que, para m > 0 suficiente-

£(t2) = Flt9)] < Sl ),

mente grande héa que

a m
e ainda ha que 0 < % < 1 logo operador L™(f) serd uma contragao.
m

Para determinar a solugao, inicia-se com o caminho z(t) = k, donde segue que

L(z)(t) = k+ /t ax(s)ds =k + /t akds = k[1 + at]
Li2)t) = k+ /t ak[1 + as|ds = k[1 + at + %a2t2]

! 1 1 1
L)) = k+ / akl[l + as + §a282]d3 =k[l+at+ §a2t2 + §a3t3],
0 .

por inducao, para todo m > 0, obtém-se

L (:U)(t):k[1+at+5a2t2---%a t }

Aplica-se o limite para m — +o00

1 1 -
lim k|1+at+—d’t® - - —ad™™| =k lim ( -

Teorema 2.1.15 Seja f : U — R™ uma aplicacdo continua no aberto U C R Se
[a,b] x R™ C U e f € lipschitziana na sequnda varidvel em [a,b] X R™ entao, para quaisquer

to € [a,b] e xy € R", existe uma unica solu¢io do PVI (2.2) definida no intervalo [a,b].

Demonstracao: Toma-se [ = [a,b], | = b — a e seja K a constante de Lipschitz de f.

< (KI)™
Como ) Q =K l, entao a série converge. Consequentemente seu termo geral tende
m=0 T
a zero (resultado encontra-se em Lima [11]), ou seja,
K™
lim Q =0.

m—oo m!
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Escolhe-se m = m(K, 1) tal que, para cada t € I,

K™ K™
Q |t—t0|m§¥ =n <Ll
m. m.

Pelo Lema 2.1.11, resulta-se que

d(L (), £7(v)) = sup [£7 () (t) — L7 () ()] < nd(p, v).
€
Conclui-se que £, é uma contragao em F = C'(I,R™), o espago métrico das fungoes
continuas. Aplica-se o Corolario 2.1.13 para concluir-se que £ possui um tinico ponto fixo

x € F, logo apenas x satisfaz o PVI (2.2).
|

A demonstragao anterior, diz que pode-se aproximar a solu¢ao do PVI (2.2) ao se
iterar a sequéncias de fungoes dadas por L™ (y) por qualquer caminho y € F. O teorema,
também indica a unicidade de solucao, decorrente da hipdtese de que f é Lipschitz na

variavel espacial.

Teorema 2.1.16 Se A: I — M(n) eb: I — R™ sao caminhos continuos no intervalo

I C R, entao, para quaisquer to € I e xg € R*, a EDO linear
= A(t)x +b(t), x(to) = xo (2.5)
tem uma unica solugao definida em todo intervalo I.

Demonstragao: Pode-se trocar, o intervalo compacto [a, b] em [a, b] x R™ por um intervalo
I qualquer no Teorema 2.1.15.

Observa-se que, seja [a,b] C I um intervalo compacto qualquer. A aplicagdo f(t,x) =
A(t)z + b(t) é continua em I x R™ e satisfaz f(t,z) — f(t,y) = A(t)(z — y). Segue da
compacidade de [a, b] e da continuidade de A(t) que

[f(t,2) = f(ty)] = [A@) (2 — y)| < Kz —yl,

em que K =sup{||A@t)] | e« <t <b} < 0.

Aplicando-se o Teorema 2.1.15, obtém-se a unicidade de solu¢ao para (2.5), em que
to € [a,].

Se I é compacto conclui-se a demonstracao.

Supondo-se que I seja um intervalo qualquer. Fixa-se ty € I e zyp € R™ quaisquer.
Toma-se também, uma sequéncia de intervalos compactos [a,,, by|, tais que a,, <ty < by,
e I =[am, bm)-

Para cada cada m € N, toma-se a tinica solu¢ao x,,(t) em [a,,, b,,] tal que ,,(ty) = .
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Defini-se z(t) = x,(t), para t € [am, by|. O caminho z(t) estd bem definido em todo

intervalo I, por unicidade obtém-se a solucao.
|

Antes da demonstracao do Teorema de Picard-Lindelof apresenta-se uma definicao utili-

zada no decorrer da demonstracao.

Definicao 2.1.17 Dado um ponto x € R™ e um numero r > 0, r € R, diz-se que o
conjunto
B(x,r) ={y € R" | d(y,x) <1}

¢ a bola fechada de centro x e raio r.

Teorema 2.1.18 (Picard-Lindeldf) Seja f : U — R"™ uma aplicagao continua em
U C R e lipschitziana no retangulo Rap em quea>0,b>0¢e¢R,p =1, x B, CU,

I, =ty —a,to+a] CR e B, = B(xg,b) CR". Se existe M > 0 tal que |f(t,x)] < M em
b

R.p, entdo existe uma unica solugao do PVI (2.2), em I, com a = min q a, i

Demonstragao: Seja F = C(1,, By) o espaco métrico das fungoes continuas, x : I, — By

com a métrica uniforme d(z,y) = sup |z(t) — y(¢)|.
tely

Para x € F, toma-se L(z)(t) de acordo com a Definigdo 2.1.10 o que resulta que
L™(z)(t) nessas hip6teses é uma contragao.

Observa-se que para todo t € I,
t

|L(x)(t) — xo] = |/ f(s,z(s))ds| < M|t —to] < Ma <b.
to

Portanto £(F) C F. Aplica-se o Lema 2.1.11 para z,y € F, garantindo a existéncia
de m > 0 em que L™ é uma contragao do espago métrico F.
Em seguida, aplica-se o Corolario 2.1.13 mostrando que o operador £ tem apenas um

ponto fixo e, este ponto fixo, é a tnica solu¢ao para o PVI (2.2).
[ |

O Teorema 2.1.18 é uma generalizacao do Teorema 2.1.15, pois a exigéncia sobre a
funcao f(t,x) é menor. Isso decorre da exigéncia em que f deve ser lipschitziana em uma
regiao menor para garantir a existéncia e unicidade das solugoes.

O lema a seguir sera utilizado na prova do Teorema de Cauchy-Peano que garante,
sob certas condigoes, que o PVI (2.2) possui solugao, entretanto nao é possivel afirmar

nada com respeito a unicidade da mesma.
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Lema 2.1.19 Dado qualquer 0 < € < § existe um caminho continuo x. : 1(6) — R™ tal

que, para quaisquer t,u € 1(9), valem
|ze(t) — ze(u)| < Mt — ul e |ze(t) —x0] <0 (2.6)

e, para qualquer to <t <ty + a, vale

t
z(t) = xo + / f(s,z(s —€))ds. (2.7)
to
A demonstracao encontra-se em Doering [9] pagina 386.

Definicao 2.1.20 Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicacio f : M — N diz-se

uniformemente continua quando, para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que, sejam quais

forem x,y € M, d(z,y),d = d(f(zx), f(y)).

Definicao 2.1.21 Diz-se que a sequéncia de aplicacoes f, : X — M, em que X é
arbitrario e M € um espagco métrico, converge uniformemente em X para a aplica¢ao
f: X — M quando, para todo nimero real € > 0 dado, for possivel obter ng € N tal que
n>ng = d(f.(z), f(x)) < e, qualquer que seja x € X.

Teorema 2.1.22 (Cauchy-Peano) Sejam f : U — R" uma aplicagao continua no
aberto U C R (tg,z9) € U um ponto e a > 0, b > 0 tais que R,y = I, X B, C U, em

que I, = [to — a,to +a] C R e B, = B(xg,b) C R™ sao bolas fechadas centradas em to e

xo de raios a e b em R e R", respectivamente. Entao existe uma solugdo do PVI (2.2)

b
definida no intervalo fechado [tg — «, to + o, em que o > 0 é dado por o = min {a, M}’

em que M > 0 € uma cota superior qualquer de |f(t,x)| no retangulo Ryp.

Demonstracao: Nas hipdteses do teorema, fixa-se § > 0 e, para cada n € N, toma-se o
caminho z, = x., fornecido pelo Lema 2.1.19 para ¢, = —.

Da expressao (2.6), asequéncia {z,, } em C(1(0, Ro3)) a%sim obtida satisfaz as condigoes
do Teorema de Ascoli (Esse resultado se encontra em Doering [9] pagina 347). O Teo-
rema de Ascoli garante a existéncia de um caminho continuo x : 1(§) — R™ que é o limite
uniforme de uma subsequéncia de {x,}.

Da convergéncia uniforme de z,(s) — z(s) em I(d) e da continuidade uniforme de
f no compacto R, decorre a convergéncia uniforme de f(s,z,(s — £)) = f(s,2(s)) em
[to, to + a.

Fixa-se tg <t < typ+«, e toma-se o limite com n — oo de ambos os lados da expressao
(2.8)

a(t) = a:0+/t F(s,am(s — %))ds, (2.8)
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—:1:'0+/fs:z:

implicando que z(t) é uma solu¢ao do PVI (

e obtém-se

Efetuando raciocinio semelhante prova-se a existéncia de solugao para o intervalo
[to — a, to].
Como as solugoes possuem valor x(ty) = o e derivada f(to, xo) no ponto tq, conecta-se

as solugoes obtidas no processo acima definindo uma solugao no intervalo [ty — o, to + «.
[

O Teorema 2.1.22, fornece a existéncia de solugao para o PVI (2.2) exigindo apenas a
continuidade da func¢ao f(t,z). Ao nao ter a hipétese da condi¢do de Lipschitz ocorre a
perda de unicidade, pois as sequéncias geradas nao possuem garantias de serem contragoes.
Consequentemente, perde-se a unicidade do ponto fixo da contragao. Isto é ilustrado no

seguinte exemplo:

Exemplo 2.1.23 Sejam f(t,z) = 25 e a EDO abairo, com a respectiva condi¢ao inicial.
/
= f(t
{ x f(t, ) (2.9)

em que (t,z) € R%

Observa-se que para todo ¢ > 0 a fungao

em que, k € R é solugao da EDO (2.9).

Contudo a fungao z(t) = 0 também é solugao da EDO (2.9) com a mesma condicao
inicial.

Observa-se na Figura 2.1 os graficos de algumas solugoes para o PVI (2.9), que pas-
sam pela mesma condigao inicial. Questiona-se o motivo das solugoes dadas por ¢.(t)
satisfazerem o respetivo problema.

Nota-se que a fungao f(t,z) = 25 nao é lipschitziana em x pois

1

2 -1 =1 -1 1
|f(t,x) = f(,0)] = |23 =0 =27 -2 —27 -0 = |23 (x — 0)] = o |z —0].

Dessa forma o Teorema 2.1.15 nao garante a unicidade de solugoes.
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(0,x(0))

Figura 2.1: Graficos de algumas solugoes do PVI (2.9).

Fonte: Autor.

A observacao seguinte apresenta uma condicao suficiente para garantir a existéncia e

unicidade de solucao para o PVI (2.2):

Observagao 2.1.24 Seja f : U — R™ continua no aberto U C R com a aplicacao

derivada parcial espacial % : U — M(n) continua em U. Dado um ponto qualquer
(to, xo) € U, toma-se a,b > 0 tais que Rap = I, x By C U, em que I, = [to—a,tg+a] CR
¢ uma bola fechada centrada em ty e raio a e By, = B(xp,b) € R™ ¢é uma bola fechada
centrada em xoy e raio b. Entdo f € lipschitziana na varidvel espacial, em retangulos

compactos.

0
Da aplicacao derivada parcial 8_f ser continua em U e o retangulo R,; ser compacto,
x
existe K > 0 tal que

af

ZL <
] <x

para cada (t,z) € Rgp.
Utilizando-se a Desigualdade do Valor Médio, obtém-se

1t 2) = f(Ey)ll < Kz =yl

para quaisquer dois pontos (¢, x), (t,y) € R,; de mesma coordenada temporal t. Conclui-
se, assim, que se a aplicacao derivada parcial espacial % é continua. Entao f é lipschit-
ziana na variavel espacial, em retangulos compactos.

Por isso é possivel substituir a hipotese de lipschitiziana na variavel espacial por con-

tinuidade da derivada parcial em relagao a segunda variavel.

2.2 Solucoes Maximas

Com as condicgoes de existéncia e unicidade de solucoes especificadas, segue-se para

compreensao das propriedades do intervalo em que as solucoes estao definidas.
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Defini¢ao 2.2.1 Diz-se que uma solu¢ao x : I — R™ do PVI (2.2), em U, é mdxima se,
dada qualquer solugcio T : J — R™ do PVI (2.2) definida no intervalo J C R, ocorre que
J C1I ex(t) =x(t) para todo t € J. Em outras palavras x é uma extensdo de T, ou T €

uma restricao de x, como também x é uma continuacao de X.

O lema a seguir apresenta que duas solugoes para o mesmo PVI devem coincidir quando

estao definidas para o mesmo valor t € I.

Lema 2.2.2 Sejam x; : I; — R"™ solugoes do PVI (2.2) definidas nos intervalos abertos
I; CR, comi=1,2. Entao x1(t) = x2(t) para cada t € I; N I5.

Demonstracao: Seja I = I} N [y e denota~se J = {t € I | z1(t) = x2(t)}. Nota-se que
J C I é um conjunto fechado de I, pois é a imagem inversa (z; — z2)~'({0}) do fechado
de {0} C R™ pelo caminho continuo x; — x5 em I.

Seja, agora, ty € J dado. Pela unicidade das solugdes do problema de valor inicial
' = f(t,x), x(ty) = x1(to) = z2(ty), existe uma vizinhanga aberta de ty em I na qual x;
e To coincidem, o que mostra que J é um conjunto aberto. Portanto J é aberto e fechado
em /.

Como [ é conexo e J é nao-vazio, pois ty € J, resulta que J = I.

O préximo resultado apresenta a unicidade do intervalo maximal de uma solucao para

o PVI (2.2), exigindo a continuidade de f e de sua derivada em relagao a varidvel espacial.

~ : . 0 N L )
Proposicao 2.2.3 Se f(t,x) e a derivada parcial espacial —f(t, x) sao aplicagoes continuas
x
de (t,x) no aberto U C R""tentdo, para cada (ty,z9) € U, existe uma tnica solugdo

mdzima do PVI (2.2), necessariamente definida num intervalo aberto.

Demonstragao: Seja I = UJ a uniao da colecao de todos intervalos abertos J para os
quais existe uma solucao z : J — R™ de (2.2) definida em J.

Aplica-se o Teoremas 2.1.18, garantindo a existéncia de um intervalo (tg — «a, tp + «)
dentro dessa colegao.

Pelo Lema 2.2.2, dados dois intervalos de I, as solucoes associadas coincidem na in-
tersecao dos intervalos. Assim define-se z : I — R" da seguinte forma.

Dado t € Iy, toma-se um intervalo aberto J da colecao tal que t € J, com solugao
associada = : J — R" e toma-se z(t) = Z(t).

Observa-se que = |;= & é solugdo do PVI (2.2) e, por construcdo, = é a sua solugao

méxima definida no intervalo aberto Ij.
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0
Teorema 2.2.4 Seja f(t,z) e 8—f(t, x) aplicagoes continuas de (t, ) no aberto U C R™1,
T
(to, z0) € U um ponto qualquer e z : (o, B) — R™ uma solugao mdzima do PVI (2.2) em
U Se p < 400 entdo, dado qualquer compacto N C U, existe to < t* < [ tal que

(t*,x(t*)) € U = N. Um comportamento andlogo ocorre se —oo < .

Demonstracao: Sejam z(t) uma solugao qualquer de (2.4) definida em I = [to, 3) com
B < +4o00. Suponha, por absurdo, que exista um compacto N C U C R""! tal que
(t,z(t)) € N para cada t € I. Mostrar-se-&4 que x serd continuada para além de 3.

Por ser continua, a aplicacao f é limitada no compacto N, de modo que existe M > 0
tal que |f(t,x)| < M para cada (t,x) € N. Por (2.4) tém-se que

2(ty) — 2(ts)] = | / f(s,x(s))ds| < Mty — ta],

para quaisquer ti,t, € I. Ou seja, o caminho z(t) é uniformemente continuo em I e

portanto, possui uma extensao continua z : [to, 3] — R™ com valor no extremo 8 dado
por Z(5) = lim z(r)
r—B-
Ainda de (2.4), ha que

£(r) — o(t) = / (s, 2(s))ds,

e, portanto

() —z(t) = lim z(r) —z(t) = lim [z(r) — x(¢)]

r—B- r—B-
= lim [T f(s,2(s)ds = [ f(s,%(s))ds,

para cada t < . Mostrando que essa extensao é (lateralmente) derivavel em (3, com
derivada (lateral) z'(8) = f(5,z(B)), ja que

MO0 5,20 = 100~ 30 - L9 [T
1 B
= | Ut = F(Ba3)as,
para t < (3, acarreta
TOTO gis.50) | < 5 [ 510,506 — 105,530
< tggﬁ\ (s,2(s)) — f(B,2(8))] — 0,

comt — 3.
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O Teorema 2.1.18 garante a existéncia de uma solugao & de 2’ = f(¢, ) definida num
intervalo (8 — €, 8 + €), com condigao inicial Z(5) = z(5).

De ambas possuirem a mesma derivada f(5,Z(5)) em [, é possivel estender x, ao
menos, até [tg, 8+ €). Assim, mostra-se que x : I — R™ nao é méxima, pois o intervalo [
nao é maximo, contrariando a hipdtese.

Para o caso de a > —o0 a prova-se de maneira anéloga.

O Teorema 2.2.4 apresenta a unicidade de solugoes maximas, indicando que ao estender-
se uma solugdo do PVI (2.2) ao intervalo méximo, nas condi¢bes do Teorema 2.1.18,
mantém-se a unicidade de solugdes. Contudo observa-se que um intervalo maximo das

solugbes z(t) nao é, necessariamente, o conjunto R.

Exemplo 2.2.5 Seja o PVI abaizxo
/ t — 2
{“) v (2.10)

em que xy € R.

Inicialmente busca-se a solucao z(t) da EDO

ou seja,

~—

t . t
/ﬂwﬁ:/ﬁ
to T (t to

Efetua-se a mudanca de varidvel u = z(t), du = 2/(t)dt e obtém-se,

:(:(t)d t
/ = - / dt.
Z‘(t()) U to

Resolve-se a integral, e encontra-se,

Ly
— t 0 =1~ to,
x(t)  a(to)
que apos simplificagoes obtém-se,
Lo
z(t) = .
() 1—|—$0'(t0—t)

Nota-se que:
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1. Se 2y =0, entao z(t) : R — R em que z(t) = 0.

Se xg # 0, entao z(t) estd definida, dede que 14z - (tg —t) # 0, ou seja, t # to+ %,

segue que
2. Sex0>0,x:(—oo,to+%)—>R
3. Sex0<0,x:(t0+x—10,oo)—>R

Assim é visivel que a solu¢oes maximas do PVI (2.10), de acordo com cada possibili-

dade da condigao inicial xy # 0, nao possuem o intervalo méximo I = R.

2.3 Dependéncia as condicoes iniciais

Para o fim desse capitulo, mostra-se alguns resultados que garantem a dependéncia

continua das solugdes das EDO’s (2.1) s condigoes iniciais do PVI (2.2).

Lema 2.3.1 (Gronwall) Sejam u, v fungoes continuas nao negativas em [a,b] tais que,

para algum o > 0, satisfaz
t
u(t) < « —|—/ v(s)u(s)ds, (2.11)

t € |a,b]. Entao

u(t) < « ela v()ds

Em particular, se a« = 0 entao u = 0.

Demonstracgao: Se o > 0, define-se

w(t) =« +/ v(s)u(s)ds

tém-se que w(a) = a e w(t) > a > 0.
Deriva-se w(t) e obtém-se w'(t) = v(t)u(t). Decorre da equacao (2.11) que w'(t) <
v(t)w(t).

Segue-se que

Integra-se entre a e t, e obtém-se

In (%t)) < [v(s)ds,
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ou seja,

(t)

«

ef; v(s)ds

IN

Y

e dai,
w(t) <« ela v()ds

Portanto, conclui-se que

u(t) < w(t) < aelsv@ds

Se a = 0, o caso anterior implica que para todo a > 0.
U(t) < @ef; v(s)ds

para todo t > a, segue que u(t) = 0.
n

O Lema 2.3.1 ajudarda na demonstracao do proximo resultado que também ¢é uma

ferramenta de aproximacao das solucoes de uma EDO.

Teorema 2.3.2 Sejam f,g : U — R"™ aplicagoes continuas no aberto U C R" ¢
x,y : I — R™ solugoes em U, definidas em um mesmo intervalo I C R, respectivamente

das equagoes diferenciais

Seja e >0 e K > 0 tais que, para quaisquer (t,x),(t,y) € U,

|f(tv$) —g(t,l‘)| <e

lg(t,x) — g(t,y)| < K|z —y|.

Entao, para quaisquer t,ty € I

() = y(0)] < Jato) — y(to)| =0 4 1 [0l 1]



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE EXISTENCIA DA SOLUCOES 27

Demonstracgao: Dados quaisquer t,ty € I, da equagao integral (2.4) hé que,

o) = u0) = o) = ylio) + [F(s.2(5)) — gls, y(s))lds

to

= x(to)—y(toH/ [f(s,2(s)) = g(s, 2(s))]ds

to

" / (905, 2(5)) — g5, y(s))]ds

to

Da hipdtese, decorre que

2(t) —y(0)] < |elto) — y(to)| + | / eds| + | / Kla(s) — y(s)|ds
= fott) = )| +| | K [+ lals) = u(s)] s

Definindo-se v(t) = % + [z(s) — y(s) > 0] > 0, resulta-se em

o(t) gv(t0)+|/t Ko(s)ds|.

aplica-se o Lema 2.3.1 para obter-se v(t) < v(ty) X~ ou seja,

€

=4 [(t) = (1)) < Ja(to) — y(to)| Tl oKl

Portanto,
[2(6) = y(0)] < Ja(to) — ylto) X0l 4= [eli=tol 1]

O Teorema 2.3.2, apresenta a possibilidade de aproximar a solu¢ao da EDO (2.12),
por meio de outra solugao, no caso da EDO (2.13), desde que as aplicagoes f e g sejam
proximas e g seja Lipschitz.

O corolario a seguir decorre diretamente da aplicacao do Teorema 2.3.2

Corolério 2.3.3 Seja f : U — R™ uma aplicacdo continua em U C R™! e lipschitziana

na varidvel espacial, com constante de Lipschitz K > 0 entao

ot @) — o(t, y)| < 2o — yo| X170l

para quaisquer pontos (to, o), (to,yo) € U et € I(to, xo)NI(to,yo), em que I(ty, x), I(to,y)
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s@o os intervalos mdximos das respectivas solugoes p(t, x) e (t,y) dos PVI’s abaizo.

{ * = fl@) (2.14)

ZL’(t0> =Xy

y(to) = Yo-

{ y' =) (2.15)

Demonstragao: Toma-se no Teorema 2.3.2, f = g e e = 0 e obtém-se
lo(t,x) — ot y)| < |x(to) — y(to)| ™! (2.16)
|

Esse ultimo resultado garante que dadas as condigoes iniciais préoximas, as solucoes

para a mesma EDO estarao proximas.



Capitulo 3

Teoria de Estabilidade

Neste capitulo, estuda-se conceitos, sobre os campos de vetores que definem as EDO’s.
Para isso aborda-se sobre as singularidades dos campos de vetores e como comportam-
se, essas singularidades, em termos de estabilidade segundo a teoria de Lyapunov. Por
fim, na ultima segao, caracteriza-se os conjuntos invariantes. Os resultados e definicoes

apresentados neste capitulo podem ser encontrados em Doering [9] e Sotomayor [3].

3.1 Campos de Vetores

Nessa secao interpreta-se a aplicacao f : E — R”, continua num aberto £ C R",
como um campo de vetores em F. Estudar-se-4 propriedades das solugoes = : I — R" da

equacao diferencial com a condicao inicial abaixo.

{ ' = f(w) (51)

ZL’(tO) = 2o

em que ty € I, zg € E. Quando 2/ = f(x) a equagao é denominada auténoma.
Observa-se que em cada ponto de E, o campo define um vetor, que é a velocidade
vetorial de qualquer solugdo do PVI (3.1) no ponto (ty,zp), 0 que conduz a seguinte

definicao.

Definicao 3.1.1 Seja E um subconjunto aberto do espago euclidiano R™. Um campo
vetorial de classe C*, 1 < k < co em E € uma aplicacdo f : E — R" com derivadas
parciais continuas até ordem k. O campo [ é de classe C™ se f possui derivadas parciais

de todas as ordens continuas. Ao campo vetorial f associamos a equacao diferencial

O campo vetorial fornecido pela Definicao 3.1.1 permite analisar as possiveis curvas

solucoes de uma condicao inicial, via teoria de cédlculo diferencial e integral, averiguando

29
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o comportamento das curvas, concavidade e inclinacoes.

Observagao 3.1.2 Nessa secio utiliza-se f como uma aplicagdo de classe C', I(x) o

intervalo maximal da solugdo x(t) e E C R™ aberto.

Essas condigoes da 3.1.2 permite utilizar os teoremas apresentados no Capitulo 2.
Basta retornar a Observacao 2.1.24 onde encontra-se a justificativa.

Pela existéncia e unicidade de solucoes, garantidos pelo Teorema 2.1.18, fica evidente
que para cada condi¢ao inicial existe apenas uma curva integral passando por ela. Con-
tudo, as condigoes inicias da equacao possuem infinitas possibilidades de escolhas. Diante
disso, necessita-se de alguns resultados para estudar todas as trajetorias em suas respec-

tivas condigoes iniciais de uma forma dinamica.

Definigao 3.1.3 Chama-se fluxo do campo de vetores f (ou da equagdo diferencial) a
aplicagao diferencidvel ¢ : Q — R", com Q2 C R x E C R""! tal que, para cada par (t,z)
em que t € I1(x) vale para alguma trajetoria x € E, que ¢(t,x) = z(t).

A Defini¢ao 3.1.3 permite estudar todas as trajetérias, independente das condigoes

inicias, pois para aquele respectivo ponto (t, ), associa-se uma solugao z(t) da EDO.

Observagao 3.1.4 A derivada parcial em relagio at do fluzo ¢(t,x) satisfaz o PVI (3.1)

POIs,

Nota-se que

Q@
ISH

¢ t2) = — ()
= (1)

= f(z(1))
= f(qb(t,%)),

satisfazendo a EDO. Da Definicao 3.1.3, escolhe-se o par (to, ) para satisfazer a condigao
inicial.

Ao olhar-se para o campo de vetores em especifico, observa-se que o fluxo define
trajetérias com determinados comportamentos. Por exemplo se f(z9) = 0, o caminho
constante x = xy é uma solu¢ao para o PVI (3.1), x consiste apenas no ponto x. Assim

para estudar o funcionamento dos tipos de trajetérias utiliza-se a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.1.5 Chama-se © € E de ponto singular (ou trivial) de f quando f(z) = 0.

Chama-se x € E de ponto reqular quando nao é um ponto singular.

Exemplo 3.1.6 Sejam as EDO y' = 2,/y e 2’ = 22 + 22 — 3. Tem os sequintes pontos
singulares, para a primeira equacao yo = 0 e para a sequnda equacao os pontos singulares

sao xg =1, xr1 = —3.
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Observa-se que, para y', ocorre que a solugao y(t) = 0, de fato satisfaz a EDO ¢/(t) =
21/0 = 0.

Para 2/, ocorre que a solugao z(t) = 1 fornece
()= (1) +2(1) -3=1+2-3=0,

logo satisfaz, a EDO.

Ainda para a solucdo z(t) = —3 decorre que
2'(t) = (-3)*+2(-3)-3=9-6-3=0,

satisfazendo as equacoes diferenciais.

Observacao 3.1.7 Diz-se também que uma singularidade do campo f € um ponto de
equilibrio de f jd que o sistema fica em repouso. Em particular a trajetoria x(t) = xg é

chama de trajetoria singular.

O préximo resultado é uma demonstracao do Teorema 2.2.4 para o caso em que f é

autonoma.

Proposigao 3.1.8 Seja x : I(z9) — R™ a solugdo mdzima de ' = f(x) por xo, definida
no intervalo mdximo I(xo) = (o, ) de f por xo. Se B < +oo entdo, dado qualquer
compacto K C E existe t € (o, ) tal que x(t) € E — K. Analogamente se —o0o < «
entao, dado qualquer compacto K C E, existe t € («, 8) tal que z(t) € E — K.

Demonstragao: Seja z(t) uma solu¢ao qualquer de

z(t) = xo +/t f(s,x(s))ds, (3.2)

para t € I, definida em I = [to, ) em que 5 < 0.

Suponha, por contradigdo, que exista um compacto N, de modo (¢,z(t)) € N para
todo t € I(zg). Como N é compacto e f é continua, existe M > 0 tal que |f(¢,z)] < M
para cada (t,z) € N.

De (3.2) resulta que para quaisquer tq,t € I,

jz(t) — 2(t2)| = I/tl f(s,2(s))ds| < Mty — 1],

isto é, o caminho z(t) é uniformemente continuo em [/ e, portanto, possui uma extensao

continua 7 : [tg, 3] = R™ com valor Z(~) = lir% z(r) no extremo f£.
r—
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Ainda de (3.2), tem-se que

2(r) — a(to) = /t " f(s, 2(s))ds,
e portanto,

z(B) —z(ty) = lim x(r) — x(to)

r—B—

= lim [z(r) — x(to)]

r—p—
= lim f(s,x(s))ds
r—B- to

- /: (s, 7(s))ds.

Assim, a fungao Z(t) é solucdo da equagdo (3.2) e do PVI associado a ela. Pela
unicidade de solugao = x, o que implica que a solugdo maxima esta definida em t = 3,
o que contradiz a hipdtese que o intervalo maximal da solucao x(t) é I(xy) = (a, ).

Portanto, dado qualquer compacto K C E existe t € (o, 3) tal que z(t) € E — K.

De maneira analoga obtém-se a outra afirmacao.
[ |

Segue como consequéncia da Proposicao 3.1.8, um resultado muito 1til para o estudo

de campos de vetores de EDO’s nao lineares, que serd demonstrada a seguir.

Corolario 3.1.9 Se o campo f tem dominio R" e se x : I — R™ € uma trajetoria de f tal

que |z(t)| € limitado para todo t € I | entdo I =R

Demonstracao: Se |z(t)| < r para todo t € I, entao a solugao z(t) cabe na bola fechada
de centro 0 € R™ e raio r, que é compacta.

Logo pela contra positiva da Proposicao 3.1.8, I = R.
[ |

O Corolario 3.1.9, apresenta que se uma trajetéria z(t) possui algum ¢ € R indefinido,

entao |z(t)| assume valores arbitrariamente grandes.

Exemplo 3.1.10 Seja a EDO

L 2
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Busca-se uma solugao para a equagao diferencial (3.3), assim:

integrando ambos os lados na variavel ¢, resulta
t/1:,/
x

~1
otk
Xz

ou ainda,

portanto,
—1
z(t) = ——.
®) t+k

Para a condicdo inicial da expressao (3.3), ha que,

-1
ou seja, k = —6. Logo x(t) = ot
Destaca-se que x(t) nao estd definida para t = 6, e pelo Teorema 3.1.8 ha que a solugao

nao esta em compactos. De fato ha que

: 1
el =iy = >

por definigdo, ha que, para qualquer € > 0, existe um 0 > 0, tal que, se |t — 6| < J entdo
|z(t)| > e. Portanto z(t) é ilimitada.

O

Proposicao 3.1.11 Seja Q aberto de R"™! e E aberto de R". Se ¢ : 0 — R™ é o fluwo
de um campo f : E — R", entao

¢(tv ¢<S7 l’)) = ¢(t + s, :L’)

para quaisquer s,t € R e x € E tais que s,t + s € I(x)

Demonstragao: Seja ¢ (¢, ¢ (s,z)) solugdo maximal de

Y= @
{ z(0) = ¢ (s,x). (3.4)

Nota-se que ¢ (t + s, z) satisfaz (3.4) pois % (t+s,2) = f(¢(t+ s,x)) pela Definicao
3.1.3.
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Logo pela unicidade de solugoes maximais, decorrente da Proposicao 2.2.3, ha que

Qb(t? 925(87 I)) - d)(t + s, ZL’)
n

A Proposicao 3.1.11 apresenta que o fluxo ndo muda de solugao z(t) ao decorrer de

um determinado tempo s.

Teorema 3.1.12 Seja E C R™. O dominio Q2 C Rx E do fluxo ¢ : Q@ — R™ de um campo
f:E — R" de classe C*, com 1 < k < +00 € um aberto e o fluro ¢ é uma aplicacio de

mesma classe C* em Q.

O Teorema 3.1.12, decorre da aplicagao de outros dois resultados, que garantem a con-
tinuidade e diferenciabilidade do fluxo ¢(¢, ) de acordo com a continuidade e diferencia-
bilidade do campo f. Ambos os resultados, a respeito de continuidade e diferenciabilidade
estao demonstrados em Doering [9].

O outro tipo de trajetéria que possui propriedades particulares sao definidas a seguir.

Definicao 3.1.13 Dizemos que uma trajetoria x : I — R™ de f é uma trajetoria periodica
do campo f, se a trajetoria nao é singular e existem ti,ty € I tais que ty # ty e x(ty) =
ZE(tg)

Observacao 3.1.14 Nota-se que a Definicao 3.1.13 indica que uma trajetoria € periodica

se o caminho que a define ndo é constante nem injetor.

Exemplo 3.1.15 O sistema linear dado por ' = Ax, em que A = Lo

condigoes inicias x1(0) = ky e x9(0) = ko, em que ky e ko sdo constantes reais, produz

0 1]
com

trajetorias periodicas.

Destaca-se que, da teoria de EDO’s lineares, para a EDO 2/ = Az, o fluxo ¢ : R"*1 —
R™, da-se por
ot x) = ¢(x) = (). (3.5)

Aplica-se o conceito e obtém-se

b1, 19) = etA(arl,xg) _ [ cos(t) sen(t) ] [;1:1 ] '

—sen(t) cos(t) To

Ao fixar-se as condigoes iniciais e variar-se t, determina-se, o fluxo que é a tinica solugao

que satisfaz as condigoes iniciais.
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Utiliza-se as coordenadas polares simplificando a escrita da solucao, por meio de,
x(t) = r(cos(t — ), —sen(t — 6)) em que r e 6 sdo as coordenadas polares de z1(0) = k;

e 22(0) = ko e obtém-se
o1 (K1, ko) = r(cos(t — 6), —sen(t — 0)). (3.6)

Conclui-se, de (3.6), que o fluxo é periédico, de periodo 27, exceto no ponto singular.
Explicitando o que construiu-se acima, fixa-se as constantes da condicao inicial por
k1 =0¢eky =1, decorre quer =1 e 6 = 7.

A solucao determinada, pelo fluxo (3.5) e a solugao (3.6), da-se por

() = (Cos(t - g), ~sen(t — g)) — (sen(t), cos(t)). (3.7)

Figura 3.1: Gréfico da solugao em (3.7)

Fonte: Autor

O

Definicao 3.1.16 Seja U : E — R uma funcdo de classe C? no aberto E C R™. Dizemos
que o campo de vetores f = —=VU : E — R" € o campo gradiente do potencial U.

Observacgao 3.1.17 Nota-se que os pontos de equilibrio do campo gradiente [ sao os

pontos criticos do potencial U.
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Além disso, da Definigao 3.1.5, se x; € £ C R” é singular entdo f(x;) = 0. Também,
pela Defini¢ao 3.1.16, conclui-se que —VU (1) = f(x1) = 0.

Agora, do célculo de fungoes de varias varidaveis, sabe-se que

VU@ = (G (ah Gl (@)

e quando o VU(x) é aplicado em um ponto critico, tem valor nulo.

Proposicao 3.1.18 Seja z(t) é uma solu¢ao do PVI (3.1). Entdao (U o x)(t) é nao

crescente ao longo das trajetorias de um campo gradiente.

Demonstracao: Observa-se que

(Uox)(t) = DU(x(t)-'(t) = (VU(x(t)), f(z(t)))

Do Caélculo Diferencial e Integral, conclui-se que (U o z)(t) é nao crescente.
|

Esse resultado auxilia a determinar uma funcao de Lyapunov, pois ver-se-a que U ¢é

um candidato a fungao de Lyapunov por satisfazer certas condigoes.

Exemplo 3.1.19 Toda solu¢io do PVI (3.1) ou € trivial ou € regular, nao podendo o

campo ser nulo em algum ponto da curva integral e nao nulo em outro.

Com efeito, inicialmente, mostra-se que se z : I — R" é uma solugao de =’ = f(x),

com 0 € I, as seguintes afirmacoes sao equivalentes.

1. O caminho z é constante.

2. 2/(t) =0 € R” para todo t € I.
3. 2/(0) =0¢€R"

4. f(z(0)) =0€R™

De fato:
1) = 2)

Se z(t) = k, para algum k € R™, entao deriva-se em relagao ¢, obtém-se

d d

2 (t) =0,
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para qualquer ¢t € I.

2) = 3)

Se 2/(t) = 0, para todo t € I entdo, em particular, escolhe-se t = 0 e conclui-se que
2'(0) = 0.

3) = 4)

Se 2/(0) = 0 € R™, do PVI (3.1), sabe-se, 2/(t) = f(x(t)) entao para t = 0 ocorre

4) = 1)

Se f(x(0)) = 0 entao z(0) = z, é solugdo singular, pois dado Z(t) = x,, ocorre que
() =0e f(z(t) = f(z.) = 0, pela unicidade de solugao, a solucao z(t) = z(t) = =,
constante.

Assim, concluem-se as equivaléncias.

Agora, seja x(t) uma solugdo regular e suponha-se que existe um t* € [ tal que
Fa() =0

Aplicando as equivaléncias apresentadas, anteriormente , em especifico 4) = 1).

Conclui-se que a solugao x*(t) = ky é solugao singular, em que k; = x(t*)

Observa-se que z*(t) N x(t) = ki, aplica-se o Lema 2.2.2, obtendo que as solugoes
coincidem, logo z(t) = ki, em que f(ky) = f(x(t*)) = 0, portanto ¢é singular em todo o
intervalo I que contradiz a hipétese inicial, de z(t) ser regular.

Assim z(t) ou é regular ou é singular.

O

De acordo com o objetivo de estudar as trajetorias e as suas respectivas condigoes
inicias, depara-se com a possibilidade de duas condigoes inicias, diferentes, estarem em

uma mesma trajetéria. Para evitar essa situagao utiliza-se a defini¢ao a seguir.

Definicao 3.1.20 Denomina-se a curva integral definida pela imagem da trajetoria de
x' = f(x) por xy, por drbita de f por zy. Isto é, a drbita é o conjunto v, = {x(t) | t € L,},

em que I, € o intervalo mdzimo da solugao x(t) que passa pela condi¢ao inicial x(ty) = p.

Observagao 3.1.21 Uma mesma orbita, pode ser definida por uma infinidade de Pro-
blemas de Valor Inicial (PVI).

Com efeito, pela Proposicao 3.1.11, translada-se no parametro ¢ uma solucao. Logo,
cada trajetoria, fornece uma parametrizacao do mesmo conjunto, que é a Orbita.

Explicitamente, temos a seguinte equivaléncia g € v, < v, = Vp-

De fato, se ¢ € 7, entdo existe t; € I, tal que ¢ = x(t1), logo, ¢(t,q) = ¢(t1,p) e
L, —{t.} =1,
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Observa-se também que, como as trajetérias z(t) sao de classe C?, as érbitas, por um
ponto regular sao conjuntos conexos e sao curvas parametrizadas de classe C2.

Por fim, decorrente do campo f ser de classe C!, as érbitas nao apresentam auto-
intersecoes. Da Proposicao 2.2.3, que garante unicidade de solucoes no intervalo maximo,

hé que por cada ponto de E passa uma tnica érbita do campo f.

Definicao 3.1.22 Denomina-se espaco de fase o dominio E de um campo de vetores f.
O retrato de fase de f € a particao do espaco de fase E em orbitas orientadas no sentido

do tempo crescente.

Como a orbita nao possui auto-intersecao, ha que o dominio aberto £ ¢é particionado
em Orbitas do campo. Assim a Defini¢ao 3.1.22 nomeia a particao do dominio E.

Define-se algumas 6rbitas com propriedades particulares.

Definicao 3.1.23 Diz-se que uma orbita € singular quando a orbita de uma singularidade

consiste em um unico ponto, a singularidade.

Semelhante ao caso das trajetérias singulares, as Orbitas singulares sao conjuntos

unitarios, com o unico ponto que é a singularidade.

Definicao 3.1.24 Diz-se que uma orbita é periodica quando a orbita é descrita por uma

tragetoria periodica. Cada ponto de uma orbita periddica € um ponto periodico do campo.

Proposigao 3.1.25 Se x(t) € uma solu¢ao mdzima de (3.1) definida no intervalo mdzimo
I e x(ty) = x(ta) para t; # to, entao [ =R e z(t + ¢) = x(t), em que ¢ =ty — 1.

Demonstracao: Define-se y : [ta, 2 + ¢] — R” por y(t) = z(t — ¢), tem-se que
y(t)=2'(t —c) = fz(t —c)) = fy(t)),
e y(t2) = z(ts), pois
Y(ts) = 2ty — ¢) = a(ts — ts + t1) = 2(t1) = a(t2).

Pelo Teorema 3.1.8, tem-se a unicidade de solugao. Decorre que para [to,ts +¢] C I,
y(t) = z(t). Ou seja, z(t — ¢) = x(t).
De forma semelhante, obtém-se [ = R e x(t + ¢) = z(t) para todo t € R.

A Proposicao 3.1.25 indica que as trajetérias nao injetivas possuem intervalo méximo
R e periodo ¢. Porém nao se conclui que sao érbitas periddicas, pois o caso que a trajetoria

¢é constante também se encaixa nas condi¢oes da proposicao.
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Teorema 3.1.26 Se x(t) ¢ uma solugao mdzima de (3.1) em I, verifica-se apenas uma

das sequintes alternativas.
1. z(t) € uma curva diferencidvel injetora.
2. I =R ex(t) € constante.
3. I =R e xz(t) € periddica.

Demonstracao: Se z(t) nao é injetora, entao x(t;) = x(t2) para algum t; # to.

Aplica-se a Proposigao 3.1.25, entdo garante-se que I = R e z(t + ¢) = z(t) para
qualquer t e Re c =ty —t; # 0.

Seja C' = {c e R | z(t+c) = z(t), YVt € I}. O conjunto C' é um subgrupo aditivo
fechado de R.

De fato, se ¢,d € C, entao ¢+ d, —c € C', pois

z(t+c+d) =x(t+c) =x(t)

z(t—c)=a(t+c—c)=x(t)

e portanto C' é um subgrupo aditivo de R.

Por outro lado, se ¢, € C' e ¢, — ¢, tem-se ¢ € C, pois

z(t+c) =z(t+ lim ¢,)

n—o0

=z(lim (t + ¢,))

n—oo

= lim z(t + ¢,)

n—0o0

= lim x(¢)

n—o0

=x(t)

De C' # {0}, segue que C "R, # (), em que R, denota os reais positivos, pois existe
ce C,c+#0, o queimplica que ¢ ou —c estd em C NR,.

Seja 7 = inf[C NR,]. Se 7 >0, C = 7Z, pois se ¢ € C' — 77, existe um tnico k € Z
tal que kT < ¢ < (k4 1)7 e portanto 0 < ¢ — k7 < 7 e c— kT € CNR,. Contradi¢ao com
7 =1inf[C NR,].

Se 7 = 0, verifica-se que C' é denso em R.

De fato, dado ¢ > 0 e t € R, existe ¢ € C' tal que |c —t| < e.

Toma-se ¢ € C NRy, tal que 0 < ¢y < €. Todo nimero real ¢ dista menos € de um
ponto cyZ C C, pois este conjunto divide R em intervalos de comprimento ¢y < €, com

extremos nele.
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Logo, todo subgrupo aditivo C' de R é descrito na forma 7Z, 7 > 0, ou C' é denso em
R.

De C # {0} e C ser um subgrupo aditivo fechado, segue que C' = R ou C' = 77Z, em
que 7 > 0.

Caso C' = 77, significa que z(t) é periddica.

Caso C' = R entao z(t) é constante.
|

O Teorema 3.1.26, classifica os tipos de érbitas, que no caso 1 sao injetoras, definidas
em todo o R. No caso 2, as érbitas desse tipo, sao constantes, ou seja, um ponto, ou

ainda, a singularidade. Ja a orbita do caso 3 é um difeomorfismo de uma circunferéncia.

Exemplo 3.1.27 Seja f : R — R, um campo com as singularidades em 0 e 1, apenas.
A solugao mdzima de ' = f(x) com condigdo inicial entre 0 e 1 tem intervalo mdzimo

I(z9) = R. Existem exatamente 10 tipos de drbitas distintas.

Observa-se que f tem, como possibilidade, dois tipos de comportamento fora das
singularidades 0 e 1, isto é, ou f(z) > 0 ou f(z) < 0.

Do Calculo Diferencial e Integral, ocorre que se f(z) > 0, em um intervalo, z(t)
serd crescente, ao longo deste intervalo. E se f(z) < 0, em um intervalo, x(t) serd
decrescente neste intervalo. Assim constrdi-se a Tabela 3.1 combinando-se os possiveis

sinais assumidos por f(x) nos trés intervalos definidos entre os pontos singulares.

Tabela 3.1: Possibilidades de sinais da f(x) nos intervalos fora das singularidades.

| —00,0[ 10, 1] 11, +o0|
f()>0 f(z)>0 f(z)>0
f(@)>0 f(z)>0 f(z)<0
@) >0 fl) <0 f()>0
f(z) >0 f(z) <0 f(z)<0
f(z) <0 f(z)>0 f(z)>0
f(z) <0 f(z) >0 f(z)<0
flx) <0 f(z) <0 f(z)>0
flx) <0 f(z) <0 f(z) <0

Analisando-se as possiveis combinagoes do sinal da aplicacao f(x) no intervalo R con-
siderando as singularidades, obtém-se 8 comportamentos de 6rbitas possiveis. Adiciona-se
os dois sentidos para as orbitas singulares e conclui-se 10 possibilidades de orbitas.

Orienta-se a 6rbita de acordo com o valor crescente de ¢ para que seja possivel repre-
sentar graficamente as orbitas. Dessa forma, na Figura 3.2 sao apresentados os comporta-
mentos possiveis de uma érbita com singularidades em 0 e 1. Ressalta-se que é necessario
manter um paralelo com o apresentado na Tabela 3.1 para facilitar a compreensao da

figura . Este exemplo sera citado, adiante, quando for discutido conjugacao de fluxos.
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Figura 3.2: Representacao grafica das possibilidades de 6rbitas com singularidades em 0 e 1.

Fonte: Autor

O

Teorema 3.1.28 O fluzo ¢ : R x E — R™ de um campo f : E — R" de classe C' € uma

aplicacao de classe C que satisfaz a equacao

9¢

() = (0 (t,0)

e, para cada t € R fizado, o fluro ¢y : E — E no tempo t € difeomorfismo de classe C*

de E sobre E. Além disso, vale a propriedade de grupo

Gtrs = Ot + O

para quaisquer t,s € R; em particular, para cada t € R, ¢_, = ¢;' € a aplicagdo inversa

de ¢ e, no tempot =0, ¢ =id |g € a aplica¢ao identidade restrita a E.

Demonstragao: Da Proposicao 3.1.11 e do Teorema 3.1.12, conclui-se esse resultado.
|

O Teorema 3.1.28, indica que fluxo de campos nao-lineares compartilha a propriedade

tipica do fluxo de campos lineares, ou seja, é sempre um sistema dinamico.

Exemplo 3.1.29 Dada uma equacao diferencial ' = f(x) definida em E; C R", pode-se
passar das coordenadas v € Fy C R™ para as coordenadas y € E; C R™ por meio de uma

mudanga de variqveis y = g(x) determinada por uma aplica¢ao g : By — Es.

Para isso, calcula-se ¢’ a partir de 2’ e obtém-se uma equagao equivalente ' = f(y)
na nova variavel y.
A mudanca de coordenadas tém sentido se g : F; — Fs for um difeomorfismo e, entao,

defini-se

f(y) = Dy(x) - f(x)
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em que y = g(z) e D indica a aplica¢do derivada de uma func¢ao de mais de uma varidvel
definida em um aberto de R".

Verifica-se que quando z(t) é uma solugao de 2’ = f(x) e x(0) = 0, entao y(t) = g(z(t))
¢ uma solucao de iy = f(y), y(0) = g(x0).

O

A mudanca de coordenadas apresentada, no Exemplo 3.1.29, destaca que existe a
possibilidade associar duas diferentes equacoes diferenciais por meio de um difeomorfismo.
Essa associacao serve para facilitar o estudo da equacao. Esse tipo de associacao recebera

um nome especifico de acordo com a situacgao, como sera visto a diante.

Definicao 3.1.30 Dados dois campos de vetores f1 : B — R"™ e fy : EFo — R"™ com
respectivos fluros ¢} e ¢?, e sejam x1 € Ey e o € Fy pontos dados. Diz- se que 0s campos
f1 emxy e fo em x5 sao localmente topologicamente conjugados se existem vizinhang¢as Uy
de x1 em Ey e Uy de xo em Es e um homeomorfismo g : Uy — Us, denominado conjugacao
local, tal que g(x1) = x5 €

¢iog=god;

para qualquer x € Uy e cada t € R.

No caso da Definigao 3.1.30 existe uma aplicagao, no caso g, que conjuga ou associa
os fluxos dos campos f; e fo, ou seja, as EDO’s. Contudo g nao é diferenciavel, o que
pode implicar em perda de propriedades importantes, ja que estamos busca-se conectar
equacoes diferenciaveis.

Ainda ao relembrar do Exemplo 3.1.27, as 10 6rbitas podem ser reduzidas a 5 orbitas
quando pensamos no comportamento topoldgico, pois existe um aplicagdao que conjuga as

érbitas ao inverter o sinal da f(x).

Exemplo 3.1.31 Toda conjugacao topologica leva singularidades em singularidades e

orbitas periodicas em orbitas periodicas preservando o periodo.

Sejam ¢1(t,x) e ¢o(t, z), respectivos fluxos dos campos f; e fo topologicamente con-

jugados pelo homeomorfismo g. Isto é

¢2(t,g(l‘)) :g(qbl(tax))' (38)

Seja zo uma singularidade do campo fi, isto é, fi(zg) = 0. Logo a solugao z(t) = o
¢ a trivial e ¢4 (t, z) = xo.

Nota-se que g(¢1(t,z)) = g(xg), para todo t € R.

Da equacio (3.8), hd que ¢a(t, g(x)) = g(1(t, 7)) = g(x0).
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Entao ¢o(t, g(x)) é constante de valor g(zp). Da diferenciabilidade do fluxo, e do
Teorema 3.1.28, ha que

%(@(t,g(a:))) = fa(d2(t, g(2)))
%(g(xo)) = fa2(¢2(t, g(z)))

0= f2(¢2(t7 g(%)))-

Logo g(z(t)) = g(xo) é uma singularidade para o campo fs.

Seja fi um campo, tal que o fluxo ¢;(¢,z) associado ao campo f; é periddico, de
periodo T'. Seja, ainda, 7, a 6rbita dada por v, = {¢1(¢,x) | to <t <to+T}.

O campo f; é topologicamente conjugado ao campo fo de fluxo ¢5(t, z) pelo homeo-

morfismo h, ou seja,

G2(t, h(x)) = h(¢1 (L, ). (3.9)

Do fluxo ¢4 (¢, z) ser periddico, ha que se ¢1(s,z) = ¢1(s + T, x), entao h(py(s,x)) =
h(p1(s +T,x)).

Logo a orbita 5, = {¢(t, h(x)) | t € R} = {h(¢s(t, 7)) | L € R} = {h(¢u(t, 7)) | o <
t <to+T}. Ousejay, = {Pa2(t,h(x)) | to <t <ty +T}.

Assim a 6rbita ~, ¢é periédica. Suponha, por absurdo, que existe 0 < T™ < T tal que,
Go(t, ) = po(t +T*, x).

Nota-se, que v, = {¢1(t,z) | t € R} = {h ™ (¢2(t,x)) | t € R} = {h 7 (¢a(t, h(z))) |
to <t <ty+T*}. Ousejay,={o(t,x)|to <t <ty+T*}. O que contraria o fato de T'

ser o periodo da ¢.

O

No Exemplo 3.1.31 apresenta-se que as singularidades nao precisam de condigoes de
diferenciabilidade para o transporte para outros fluxos, que estao conjugados. Também
ocorre que érbitas periddicas sao associadas a Orbitas periddicas de mesmo periodo, sem a
exigéncia de diferenciabilidade sobre g. Portanto o comportamento dinamico é preservado

por meio da conjugacao topologica.

Definicao 3.1.32 Dados dois campos de vetores f; : B — R™ e fo : Fy — R"™ com
respectivos fluros ¢} e ¢?, e sejam x1 € Ey e 1o € Fy pontos dados. Diz- se que 0s campos
f1 emxy e fo em xo sao localmente diferenciavelmente conjugados se existem vizinhancgas
Uy de 1 em Ei e Uy de x9 em FEy e um difeomorfismo g : Uy — Us,, denominado

conjugagao local, tal que g(x1) = x5 €

giog=god,
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para qualquer x € Uy e cada t € R.

No caso da Definicao 3.1.32, ha que localmente existe um difeomorfismo entre os
campos fi e fy. Ao decorrer do trabalho ver-se-a4 que a diferenciabilidade da aplicagao de
conjugacao permite transportar a funcao de Lyapunov de um campo para o outro. Esse

transporte facilita no processo de identificar propriedades das singularidades dos campos.

Defini¢ao 3.1.33 Diz-se que A € M(n) é um campo linear hiperbdlico se todos seus

autovalores generalizados tém parte real nao-nula.

Exemplo 3.1.34 Dois campos lineares hiperbdlicos em M(n) quaisquer sao topologica-
mente conjugados se, e somente se, tém o mesmo Indice de estabilidade, isto € o mesmo

numero de autovalores com parte real negativa.

Este resultado estd demonstrado em Sotomayor [3] pagina 81 com detalhamento sa-
tisfatorio. Nao sera apresentado a demonstracao do resultado neste trabalho, pela neces-

sidade de uma construcao ampla de teoria suplementar.

Exemplo 3.1.35 A, B € M(n) sao linearmente conjugados se, e somente se, sio dife-

rencialmente conjugados.

Se A e B sao conjugadas, entao existe Q € M(n), tal que

A=QBQ™*

D4 teoria de Algebra Linear, ha que associa-se a toda matriz uma transformagao linear.
Logo seja g a transformacao linear associada a (). Entao g conjuga os fluxos de A e B.

De Lima [12] pdgina 251, ha que toda aplicacao linear é diferencidvel. Entao g é um
difeomorfismo.

Se os fluxos de A e B sao diferencialmente conjugados, entao existe g tal que,

¢A(t7 g(l’)) = g(¢B(t7 l’)),

e g é homeomorfismo diferenciavel. Logo g é uma bijecao do fluxo de A no fluxo de B.

A

Por fim da Teoria linear de equacoes diferenciais, sabe-se que ¢4 = e, assim

9(@1(t, 2) + dpa(t, 7)) = g(e ) = ety (z) = eig(a) + g () =

= ¢a(t, 9(z)) + Paa(t, g(x)) = g(PB1(t, 9(7))) + g(PBa(t, 7))

gladp(l,v)) = ada(t, v) = ag(p(l, ).
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Logo g é uma transformacao linear e associa-se uma matriz Q, a essa transformagao.
Logo, existe Q tal que
A=QBQ™

ou seja, A e B sao linearmente conjugados.

O

No Exemplo 3.1.35, a grosso modo, mostrou-se que a conjugacao g ¢ um difeomorfismo
se e somente se a conjugacao g é um isomorfismo linear. Mais a frente no texto, apds definir
uma fung¢ao de Lyapunov, mostrar-se- que a conjugacao diferenciavel permite transportar
as funcoes de Lyapunov de um fluxo para o outro por meio do difeomorfismo.

Generaliza-se a nocao de energia total de um sistema mecanico conservativo, para

equacoes diferenciais, por meio da Definicao 3.1.36.

s

Definicao 3.1.36 Diz-se que uma funcao diferencidvel V : E — R, em que E C R", ¢
uma integral primeira da equagao diferencial ' = f(x) se nao for constante em conjuntos

abertos, mas € constante ao longo de cada solug¢ao da equacgao diferencial.

Observacao 3.1.37 Em outras palavras, a funcao V', dada na Defini¢ao 3.1.36, nao pode

ser constante em aberto algum de E. Contudo deve satisfazer
(Vox)(t) =0,

para qualquer solu¢ao x = x(t) de 2’ = f(x).

Aqui, observa-se da Definicao 3.1.16, que um campo gradiente, possui integral pri-
meira. E que a integral primeira tornar-se-4 uma candidata a funcao de Lyapunov.
Ao final dessa secao, mostrar-se-4 a propriedade tubular das trajetérias regulares.

Para tal, inicia-se com algumas fundamentacoes.

Definicao 3.1.38 Define-se como campo constante f : R — R™ dada pela lei

f<y17y27"' 7yn):(1707"' 70)261 ERna

com condi¢ao inicial y(0) = (y1, Y2, ,Yn) € R™.

Definicao 3.1.39 Diz-se que o fluxo do campo constante f € laminar ou tubular.

A Definicao 3.1.38 e a Definicao 3.1.39 descrevem trajetérias que a partir de um
hiperplano afim y; = ¢ estarao em um hiperplano afim y; = ¢+t apds o decorrer de um
tempo t.

A Figura 3.3 apresenta um fluxo tubular no plano. Sera mostrado que essa propriedade
do fluxo tubular constante pode ser compartilhada para outros campos f desde de que

este seja diferencialmente conjugado ao fluxo constante f.
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Figura 3.3: Fluxo Tubular.

Fonte: http://edo.impa.br/Gallery [13]

Definicao 3.1.40 Dado um campo f : E — R", diz-se que o ponto o € E possui
a propriedade de fluxo tubular se existem uma vizinhanca U C E de xy denominada
vizinhanca tubular de xy, um aberto W C R*™1, uma constante r > 0 e um difeomorfismo
g: U — (=r,r) x W que conjuga ¢y de f em U com o fluxo by do campo constante

f(y17y27”' 7yn) = (170;"' 70) em <_T,T> X W, iStO é; 'Ua/le

U(t, () = g(o(t, x))

para qualquer x € U e cada |t| <.

Observacao 3.1.41 Destaca-se que em uma vizinhang¢a tubular de U nao hd singulari-

dades do campo.

Isso ocorre devido ao Exemplo 3.1.31, que nos mostra que uma conjugacao leva singu-
laridades em singularidades, e como o fluxo f nao possui singularidades, nao havera uma

vizinhanca em torno da singularidade que possua a propriedade tubular.

Definicao 3.1.42 Seja f : E — R" um campo de classe C¥.k > 1 ¢ E C R™ aberto e
V C R um aberto. Uma aplicacdo diferencidvel h : V. — E de classe C* chama-se
secao transversal local de f, de classe C* quando para todov € V, Dh(v)(R"™1) e f(h(v))
geram o espa¢o R™. Seja H = h(V') munido da topologia induzida se a h : V — H for

um homomorfismo, diz-se que H € uma secao transversal de f.

Teorema 3.1.43 (Teorema do Fluro Tubular) Seja xo um ponto ndo singular de
f:E — R" de classe C* e h : V — H uma secdo transversal local f de classe C*
com h(0) = zg, em que E C R". Entao eziste uma vizinhang¢a U de o em E e um

difeomorfismo g : U — (—¢,€) x B de classe C* em que € >0 e B ¢ uma bola aberta em


http://edo.impa.br/Gallery
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R"! de centro na origem 0 = h™'(xq) tal que:
a) g(HNU) ={0} x B.
b) g uma conjugacdo de classe C* entre f | e o campo constante f : (—¢,€) x B — R™,

f(y17y27"' >yn) = (170, ,0) e R™.

Demonstragao: Seja ¢(t,z) : D — FE o fluxo de f. Seja F': Dy = {(t,x) | (t,h(z)) €
D} — E definida por
F(t, 1) = o(t, ().

A aplicacao F aplica linhas paralelas em curvas integrais de f.

Tem-se que F' é um difeomorfismo local em 0 = (0,0) € R x R*1.

Pelo Teorema da Fungao inversa (esse resultado pode ser encontrado em Lima [12]) é
suficiente provar que DF(0) é um isomorfismo.

Ha que

DLF(0) = S0(h(0) o= F(6(0,20)) = F (o)

D,F(0) = D;_1h(0)

para todo j = 2,--- ,n, pois a ¢(0, h(x)) = h(z) para qualquer = € V.

Portanto, decorre da Defini¢ao 3.1.42 vetores D;F'(0), j = 1,--- ,n geram R" e DF(0)
é um isomorfismo.

Pelo Teorema da Funcao Inversa existem € > 0 e uma bola B em R"~! com centro na
origem 0 tais que I |(_..)xp ¢ um difeomorfismo sobre o aberto U = h((—¢,¢) x B).

Seja g = (F' |(~ce)x5) "

Entao g(H NU) = {0} x B, pois F(0,z) = x € H, para qualquer x € B. Assim
conclui-se a prova de a).

Por outro lado ¢~', conjuga f e f:

Dg_l(t7$)\ll(t7$) = DF(t,LIJ) ’ (17 e 70) = DlF(thE) - f(¢(t7h($))> = f(F(t,.’I?))
t

para todo (¢,z) € (—¢,e) x B. Assim conclui-se a prova de b).
|

O Teorema 3.1.43 apresenta que em uma vizinhanca de um ponto regular xq é possivel

encontrar uma integral primeira para a EDO.

3.2 Estabilidade

Nessa segao serao abordados as definigoes, proposicoes e teoremas sobre a estabilidade

das singularidades, segundo a teoria de Lyapunov e a teoria de conjuntos invariantes.
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Para desenvolver a respectiva teoria considera-se f : F — R"™ um campo de vetores de
classe C'' no aberto F C R", com fluxo global ¢(¢, z) definido em cada (t,z) € Q = Rx E.

Definicao 3.2.1 Seja z¢g um ponto de equilibrio para o campo f. Diz-se que xog € um
ponto de equilibrio estdvel para f se, para qualquer vizinhanca U C R™ de xg, existe uma
vizinhanga W C R™ de xq, tal que W C ENU e ¢(t,x) € U, para quaisquer x € W e
t>0.

Dito de outra forma, a Definicao 3.2.1 apresenta que x, é estavel para f se, para
qualquer € > 0, encontra-se r > 0 tal que |¢(t,z) — z9| < € para cada t > 0 e cada
r € ECR" com |z —xo| <.

Exemplo 3.2.2 Voltando ao FExemplo 3.1.15, olhando para o fluxo gerado pelo campo

0

¥ = Ax, em que A = , mostrar-se-d que o ponto de equilibrio € estdvel.

Inicialmente observa-se que o campo escreve-se da forma f(x1,22) = (22, —x1), com o

L)

em que (k1, k) é o ponto de condic¢do inicial do problema. Ao utilizar as coordenadas

ponto de equilibrio zq = (0, 0).

Como ja foi visto no Exemplo 3.1.15 o fluxo é dado por

cos(t)  sen(t)

Gr(w1, T9) = € (21, 72) = [ —sen(t) cos(t)

polares chega-se a solugao da forma z(t) = r(cos(t — 0), —sen(t — 0)), que sao circulos de
raio 7 e centro em (0, 0).

De fato basta tomar e = r > 0, tal que se |z — 29| < r entdo para cada t > 0 e
r € E CR" ocorre que |¢(t,x) — (0,0)] <e.

O

Definicao 3.2.3 Seja x¢ um ponto de equilibrio para um campo f. Diz-se xy € um ponto

de equilibrio instdvel se xo nao € um ponto de equilibrio estdvel.

Definicao 3.2.4 Diz-se que xy € um ponto de equilibrio isolado se existe uma vizinhanca

W CR"™ de xq tal que xy é a unica singularidade de f em ENW.

Observacao 3.2.5 Como foi visto no Exemplo 3.2.2 o ponto (0,0) € um ponto de equilibrio

estavel e também satisfaz a Definicao 3.2.4 ou seja, um ponto de equilibrio isolado.

De fato, em torno de x( existem apenas érbitas periddicas, entao dado uma vizinhanca
W C R? ao tomarmos um ponto (t;,7;) € W tal que (t1,21) # (0,0), tém se que a
trajetoria que passa por ele estd a uma certa distancia ¢ > 0 de (0, 0).

Portanto esse ponto esta na trajetéria que é um circulo centrado na origem.
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Figura 3.4: Representagao da estabilidade de zg = (0,0).

Definicao 3.2.6 Seja x¢o um ponto de equilibrio para o campo f. Diz-se que xoy é um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel para f se, para qualquer vizinhanga U C R"
de xg, existe uma vizinhanga W C R"™ de xg, tal que W C ENU, ¢(t,xz) € U, para
quaisquer t € W et >0 e tE—i—moo o(t, ) = xg, para qualquer x € W.

Exemplo 3.2.7 Uma conjugacao topologica local entre campos de vetores leva singulari-

dades assintoticamente estaveis em singularidades assintoticamente estdveis.

Com efeito, no Exemplo 3.1.31 foi apresentado que as singularidades sao levadas em
singularidades através de conjugagoes topoldgicas. Resta mostrar que se uma delas for
assintoticamente estavel a sua respectiva imagem através da conjugacao também serd.
Em outras palavras dado dois fluxos ¢1(¢,z) e ¢o(f,x) e um homeomorfismo ¢ tal que
oo(t, g(x)) = g(P1(t,z)). Sejam, também, 1, xs respectivos pontos de equilibrio de ¢; e
¢2 localmente topologicamente conjugados.

Suponha que x; seja assintoticamente estavel. Entao de fato vale, tlir+n o1(t, ) = x.
—+00

. T -1
Jm oot ) = lim g(é(t, g7 (2)))
=g( lim ¢1(t,g7"(2)))
—+00
=9(x0)
Portanto ¢9(t, ) tem como singularidade assintoticamente estavel o ponto g(xg).

O

Definicao 3.2.8 Diz-se que xy € um ponto de equilibrio indiferente se xy € um ponto de

equilibrio estdavel que nao € assintoticamente estdvel.
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Proposicao 3.2.9 Se existe um ponto de equilibrio assintoticamente estdavel para o campo

f entdo a equagao diferencial ' = f(x) ndo possui integrais primeiras.

Demonstragao:

Pela Definicao 3.1.36 é suficiente provar que: qualquer funcao diferenciavel V que é
constante ao longo das trajetdrias de 2’ = f(x) é, necessariamente, constante em toda
uma vizinhanca de cada ponto de equilibrio assintoticamente estavel de f.

Seja V : W — R™ uma fungao diferencidvel, que é constante ao longo das trajetorias
de 2’ = f(x) na vizinhanga W da singularidade xy. Entao x é assintoticamente estével
para f.

Dado x € W segue que V(¢(t,x)) é constante para ¢t € R, portanto, tEerOO o(t, ) = x.

Decorre da continuidade de V' que V(z) = V(zy). Como x € W é qualquer conclui-se

que V(z) é constante na vizinhanga W de x.
|

Ao utilizar a contra positiva da Proposicao 3.2.9, observa-se que se a equacao x’ =
f(x) possuir integrais primeiras entao nao existe um ponto de equilibrio assintoticamente

estavel para o campo f.
Definigao 3.2.10 Seja A € M(n). Diz-se que o fluro et de A é contrativo, se existem
constantes C' > 0 e T > 0 tais que
|| < Ce™™al,
para quaisquert > 0 e x € R™.

Defini¢ao 3.2.11 Seja A € M(n). Diz-se que a singularidade na origem 0 € R"™ de um

campo linear A € um poco para A se, para cada x € R", vale

lim ez = 0. (3.10)

t——+o0

Definicao 3.2.12 Seja A € M(n). Diz-se que A é um atrator se todos os autovalores

generalizados de A tém parte real negativa.

O lema a seguir auxilia a demonstrar uma propriedade sobre os campos A € M(n) ao

analisar os autovalores da matriz A.

Lema 3.2.13 Seja A € M(n) uma matriz qualquer. Cada coordenada de qualquer solugdo

de ' = Ax é uma combinagao linear das funcoes
t—tecosbt e t— t/esenbt,

com(0<j<n-—1¢ea,beR tais que A = a + ib € um autovalor generalizado de A.
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Demonstracao: Dada A € M(n), toma-se uma matriz invertivel @ € M(n) tal que
Q'AQ = J = diag(Jy, ..., J,) é a forma canonica de Jordan de A. Da teoria de equagoes

diferencias ordindarias linear tem-se que,

w(t) = Qe Q72 (0),

é a solucao geral de 2/ = Ax.

tJ,

Decorre que cada entrada de cada uma das matrizes e’* dos blocos da diagonal e*’ é

zero ou da por
tI tJ
f'e“t cosbt e f'eat sen bt, (3.11)
J: J:
Ao multiplicar-se e’ por @, Q! e 2(0), apenas produz-se combinacoes lineares dessas

funcoes.

Corolério 3.2.14 Se todos os autovalores de uma matriz A € M(n) tém parte real ne-

gativa, entao qualquer solucao de x' = Ax tende a 0 € R™, quando t — +00.

Demonstragao:

Aplica-se o Teorema 3.2.13. Assim sabe-se que as solugoes sao dadas por combinacoes
lineares de (3.11). Aplica-se o limite quando t — +o0c nas solugoes e de, —1 < cosbt < 1,
—1 <senbt <1, ha que.

tI tJ tI
— lim —e® < lim —e%cosbt < lim —e®

t—+oo j' T t—+oo j' t—+o00 ]'

tI o, tI
— lim —e® < lim —e®senbt < lim —e?
t—+o00 j' t—+oo j' t—+o0 j'

t

: . ) I .
No caso dos autovalores reais negativos hd que a < 0 entdao lim —e* = 0 entao pelo

t——+o00 ]'
t t
Teorema do Confronto hd que, lim —e*cosbt =0e lim —e“senbt =0
t—-+oo j! t—+oo j!
No caso os autovalores generalizados terem parte real negativa, ha que a < 0 e conclui-
J j
se que lim t—eat cosbt =0 e lim t—e“t sen bt = 0. Logo toda solucao tende a 0 € R",

t—-+o00 ]' t—-+o0 ]'
com t — +o00.

O Coroléario 3.2.14 diz que se todos os autovalores de A tem parte real negativa o ponto
0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, mas ainda conclui-se que se existir ao
menos um autovalor com parte real positivo nao ocorrera a estabilidade assintética para

o ponto 0.
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Teorema 3.2.15 Seja A € M(n) um campo linear qualquer. Sdo equivalentes as sequin-

tes afirmacoes:
1. A origem € um poco para A.
2. A é um atrator.
3. O fluxo de A € contrativo.

4. A origem € uma singularidade assintoticamente estdvel de A.

Demonstragao:
1—2

Se a origem é um pogo entao vale que lim e
t——+o00

que z(t) = e"xq é solucdo para ¥’ = Az entdo e = at’/e™ cosbt + ft/e™ sen bt. Assim

4z = 0, para cada z € R™. Sabe-se

tEeroo at’e cosbt + ftie® senbt = 0, possivel apenas se a < 0 logo os autovalores tem
parte real negativa, ou seja, A é um atrator.

2 = 3.

Se A € M(n) é um atrator, existe uma constante 7 > 0 tal que a parte real de cada
autovalor generalizado de A é menor do que —7. Dessa hipétese decorre a existéncia de
C > 1 tal que

HetAH S Oe_Tt,

para cada t > 0, em que || - || indica a norma do operador da matriz. Essa decorréncia é
originada pelo Lema 9.8 da Secao 9.4 de Doering [9]( Esse resultado nao é demonstrado
por fugir ao tema do trabalho).

Logo,

x| < [le|2] < CeJal,

para cada x € R" et > 0.
Logo o fluxo de A é contrativo de acordo com a Defini¢ao 3.2.10.
3 — 4.

Se o fluxo A é contrativo, entao vale (3.10) e decorre que

lim ez < lim Ce ™ |z| = Clz| lim e ™ = 0.
t——+oo t——+o0 t——+o0

Segue que, dado € > 0, toma-se § = C~'e para obter
lez| < Ce ™2 < Clz| < C§ =,

para cada || < det > 0.
Portanto a origem ¢é assintoticamente estavel.
4 — 1.
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Se a origem ¢é uma singularidade assintoticamente estavel de A, entao existe 6 > 0 tal

tA

que lim ez =0, para cada z € R" com |z| < 4.

t——+o0

Dado qualquer u € R™ — {0}, tem-se

1
My = —eau
a
por linearidade, para qualquer o € R.
Toma-se o = ﬂ ha que |au| = 6 e, assim, também lim e'4u = 0, o que mostra que
U t—+o00

a origem é um poco para A.
|

O Teorema 3.2.15 mostra que para um campo linear a Definicao 3.2.10 é equivalente

a Definicao 3.2.12 e equivalente a Defini¢ao 3.2.11.

Definicao 3.2.16 Diz-se que xy € um pogo de f se a matriz Df(xg) € M(n) tem todos

0s autovalores generalizados com parte real negativa.

Pelo Teorema 3.2.15 x( é poco de f se, e somente se, 0 é um poco do campo linear
D f(xg). Desataca-se que o préximo teorema ¢ uma versao local do Teorema 3.2.15 de
sistemas lineares mas para sistemas nao-lineares.

Antes da demonstracao de um préximo resultado apresenta-se uma definicao de um

conceito envolvido em sua demonstragao

Definicao 3.2.17 Seja (a,) uma sequéncia limitada. Para cada n € N consideremos a

sequéncia (sup{an, ani1,- - }). Defini-se o limite superior de (a,) por
limsupa, = lim sup{ag,ax.1, -} = inf(supa,).
k—+o0 n>k

Teorema 3.2.18 (Lyapunov-Perron) Seja vo € E uma singularidade do campo de
vetores f : E — R™. Sexq € um pogo de f, entao xy € uma singularidade assintoticamente

estavel para f.

Demonstragao:

Para simplificar a notagao, toma-se ro = 0 € £ C R", pois como se viu no Exemplo
3.2.7, as singularidades assintoticamente estaveis sao invariantes por conjugacao e denota-
se A= Df(0). Seja 0 € E C R™ uma singularidade de f: E' — R".

Decorre da defini¢ao de diferenciabilidade que f(z) = f(0) + Ax + r(x) = Az + r(x),
Ir@)]

|z

em que — 0 quando |z| — 0, isto é,

0. 3.12
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Como todas as normas em R" sao equivalentes, (3.12) é valida para qualquer norma em
R™. Em particular, fixa-se um produto interno (-, -) com norma associada || - ||, utiliza-se
a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtendo (f(z) — Az, z) < || f(z) — Ax||||z|, assim

=] B ]2 - ]
Utiliza-se o limite superior e de (3.12), h& que

(f(x),2)
12

(fl2),2) (Az,2) (f(2) -~ Az, 2) _ [|f(2) — Az||

(Az, x)
12

lim sup < lim sup (3.13)

Da hipdtese de zg ser uma singularidade de f, e ainda ser um poco, escolhe-se 5 > 0
tal que a parte real de cada autovalor generalizado A de A = D f(0) € M(n) é menor que
—2.

Pelo Lema 9.11 da segao 9.4 de [9] considera-se um produto interno (-, -) adaptado tal
que (Az,z) < —283 para qualquer z € R" em que ||z|| = 1, ou seja, (Az,z) < —23|z|?,
vale para qualquer x € R™. Entao (3.13) fica da forma

A
limsupM < lim sup (Az, z) < =28 <-4,
]| ]|
e, portanto pode-se encontrar v > 0 tal que
(f(x),z) < =B|=|? (3.14)
para qualquer x € R™ o qual ||z]] < 7.
Afirma-se que
l¢e(2)]| < flxfle™ (3.15)

decorre de (3.14).
De fato, para x = 0, a equagao (3.15) é vélida. Fixa-se, entdao, x € R™ tal que
0 < [|z|] < 7 e estuda-se a funcado real a : [0,4+00) — R definida por a(t) = ||¢:(x)|.

Como «a(t) > 0 para cada t > 0, decorre que « é derivavel e, portanto tém-se

Oé/(t) — <f(¢t(m))7 ¢t(x)>

) : (3.16)

para cada t > 0. Se a(t) < ~ para cada 0 < t < t* entao, de (3.14), segue que,
o/ (t) < —Pa(t) < 0 para cada 0 <t < t*.

Suponha-se que exista ¢ > 0 tal que a(t) > ~. Por continuidade, obtém-se um primeiro
0 < t* <t tal que at*) = . Como «(t) < v para 0 < t < t*, segue de (3.14) e (3.16)

que o/ (t) < 0 para cada 0 < t < t*, e portanto contradiz o Teorema do Valor Médio, que
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garante a existéncia de 0 < ¢ < t* tal que
0 <7 —[lzll = a(t”) — a(0) = o'(c)(t" = 0) = o/ (o)t",

portanto o/(c) > 0.
Desse modo, a(t) < 7 para cada t > 0 e, de (3.14) e (3.16), ha que o/(t) < —fa(t),

para cada t > 0.
o'(t)

a(t)

Ina(t) —Ina(0) < —pt,

d
Assim, para cada t > 0, ha que, pr Ina(t) =
da desigualdade de 0 a t,

< —f e integrando ambos os lados

ou seja,
ln@ < —pt.
]l
Portanto, ao aplicar a exponencial, resulta que (3.15) é valida para todo t > 0.
Resta mostrar que a singularidade xyp = 0 € E ¢ assintoticamente estavel para f.
De fato, dado 0 < ¢ < v qualquer, decorre de (3.15) que ||¢:(z)]] < e parat > 0
suficientemente grande e para qualquer x € R™ tal que ||z| < 7.

Portanto, tliin ¢¢(x) = 0, para qualquer = € R™ tal que ||z| < 7.
—+00
|

Exemplo 3.2.19 Diz-se que um ponto de equilibrio xo de um campo de vetores f no
aberto E C R é uma fonte se a matriz D f(xg) € M(n) tem todos os auto valores genera-
lizados com parte real positiva. Ainda diz-se que um ponto de equilibrio xo € assintotica-
mente instavel se xy € um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para o campo oposto

—f. Se xy € uma fonte de [ entao xy € uma singularidade assintoticamente instdvel para

f.

Inicia-se, mostrando que se ¢(t,x) é o fluxo para a equagao ' = f(z), entdo ¢(—t, x)

é o fluxo para a equagao ' = —f(z).
d
O (6 (~t2)) = o (a(~)
= /(1)
= —f(z(=t))
=—f(o(~t,2))

Se xo é uma fonte de f entdo a matriz D f(z() possui todos os autovalores generalizados

com parte real positiva.
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Nota-se que D(—f)(z9) = —Df(x) entdo os autovalores generalizados passam a ter
parte real negativa.

Assim pelo Teorema 3.2.18 7 é uma singularidade assintoticamente estavel para — f.

O

Teorema 3.2.20 Seja x¢ € E uma singularidade do campo de vetores f : E — R™. Se
Df(x¢) € M(n) tem algum autovalor generalizado com parte real positiva, entio xo € uma

singularidade instdvel para f.

Demonstracao: Pode-se supor, sem perda de generalidade, que zo =0 € £ C R" é uma
singularidade de f : E'— R", pois, pode-se tomar g(z) = f(zo+ ), tal que g(0) = f(zo).
Denota-se A = Df(0).

Suponha-se, também, que A possua ao menos um autovalor generalizado com parte
real positiva, mostrar-se-a4 que, 0 é um ponto de equilibrio instavel.

Seja V1@V, = R™ a decomposigao de R™ em subespacos invariantes por A = diag(A;, As)
em dois blocos na diagonal pelo seguinte critério: todos os autovalores generalizados de
A tém pate real positiva e todos os autovalores de A, tém parte real negativa ou nula.

Decorre da suposicao inicial que dim(V}) > 1 e serd mostrado que, em V1, as trajetérias
do campo f se comportam como as do campo linear repulsor A;, ao menos localmente
em torno da origem.

Toma-se > 0 tal que a parte real de cada auto valor generalizado A de A; é maior
do que 85 e também toma-se o > 0 tal que a parte real de cada autovalor generalizado
de Ay é maior ou igual a —a.

Utiliza-se o Lema 9.11 da secao 9.4 de [9] duas vezes, para obter (-,-); e (-,-)2 em V}

e Vo com normas associadas | - |1 e | - |2, respectivamente, tais que
88|z|? < (Ayz, 7)1, (3.17)
para qualquer x € Vi, e

— alyl3 < (A, y)a, (3.18)

para qualquer y € V5.
Para cada z = (x,y) € V; & Vo, = R", definimos a norma |z|> = |z|? + |y|3 associada

ao produto interno (21, 22) = (1, T2)1 + (Y1, 92)2 de V1 @ Vo = R", em que z; = (24, 4;),

M—M)

||

comz; € Viey, € Vo, paral <i < 2.
Da defini¢ao de derivada e de f(0) = 0, tém- se f(z) = Az + r(z), com

sempre que |z| — 0. Assim obtém-se 6 > 0 tal que

Ir(2)] < Blz, (3.19)
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para cada z € R” tal que |z| < 9.

Sem perda de generalidade, supoem-se que a bola aberta de centro na origem e raio
2§ esta contida em E, ou seja, z € F se |z] < 2.

Finalmente, escolhe-se uma constante 0 < a < 1 tal que a < 4a~!'83. E no produto
Vi @& Vo = R™ escreve-se

Co=A{(z,y) e Vi ®Va | |yl2 < alz]1},
para o cone sélido de vértice na origem de R", cujo o “eixo de rotacao” é o espago V; e
C=C,(0)={z€C,||z| <},

para o tronco de cone C, dentro da bola fechada de centro 0 € R" e raio 9.

Observa-se que C' C E entao tém-se
|2]* = lalt + yl3 < |2fi + a®l2]f < 2Jxft

para z € C e como
f(z) = Az +r(2) = (Aiz, Asy) + r(2), (3.20)

as equagoes (3.17), (3.18) e (3.19), a escolha da constante a ¢ a desigualdade de Cauchy-

Schwarz garante que

(f(2),2) (A, )1 + (Agy, y)2 + (r(2), 2)

> 8B|z[ — alyls — [(r(2), 2)
> (88 —d*a)lzf; — |r(2)]|2]
> (85— aa)|=f? — pl=P
> Bz
logo
(f(2),2) > Blz” (3.21)

O Teorema 3.2.20 auxilia a identificar quando uma singularidade de um campo f
¢ instavel. Observa-se que a existéncia de um unico autovalor generalizado positivo é

suficiente para que ocorra a instabilidade na singularidade do campo linear D f(zy).

Definicao 3.2.21 Sejam f : E — R™ um campo de vetores no aberto E C R", xy € E
um ponto de equilibrio de f eV : W — R uma funcdo continua numa vizinhanca W C R"

de xg. Dizemos que V' € uma funcao de Lyapunov para f em xy se
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1. V(x9) =0, com V(z) > 0 para cada x € W — {xo}

2. V(p(t,x)) > V(p(te,x)) para quaisquer x € E, t1,ts € R, tais que t; < ty e
¢<t1,$>,¢(t2,x) eW.

Como prometido na segao anterior, mostrar-se-a que a fungao de Lyapunov é conjugada

através de um difeomorfismo g.

Exemplo 3.2.22 Sejam f; : By — R" e fo : E5 — R™ campos de vetores e seus res-
pectivos fluzos ¢(t,x) e (t,y), ainda seja g : Uy — Us um difeomorfismo que conjuga
localmente o campo fi1 ao campo fo em que Uy C Ey e Uy C Es. Seja xg € Ey um ponto
de equilibrio, Vi : Wi — R uma funcdo de Lyapunov para fi em xqo. Entdo Vo : Wy — R
definida por Vo = Vi(g~(x)) € um funcional para o campo fs.

Destaca-se que se xg é uma singularidade do campo f; e existe a conjugacao g com
0 campo fo entdo como apresentou-se no Exemplo 3.1.31 o ponto yy = g(xy) é uma
singularidade para o campo fo. Dessa forma existe uma vizinhanca W5 em y9 C F, tal
que podemos definir a funcao Va(y) = Vi(g ' (y)).

De fato Va(y) é continua pois V; é continua (por ser uma fungao de Lyapunov para
f1) e g7! é continua pois é a inversa do difeomorfismo g entre os campos f; e fo.

Mostrar-se-a que V5 atende as condigoes de funcao de Lyapunov para fo em .

Observa-se que:

Va(yo) = Vilg™ (%)) = Vilg™" (9(x0))) = Vi(zo) = 0.

Para cada y € Wy — {yo} ocorre que, Vz € g~ (Wy — y2) em que Wy C Ey N Es.

Valy) = Vilg™ (y)) = Valg™ ' (g(x))) = Va(z) > 0.

Por fim, para cada y € Uy, t1,t; € R, tais que t; < ty e ¥(t1,y),¥(t2,y) € Wa ocorre.

Portanto V5 é um funcional de Lyapunov para o campo fs.
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Assim, é possivel “transferir” uma funcao de Lyapunov por meio de um difeomorfismo.
Logo, apresenta-se o proximo teorema, que classifica a estabilidade da singularidade dado

uma funcao de Lyapunov.

Teorema 3.2.23 (Teorema de Lyapunov - parte I) Seja xy um ponto de equilibrio
de um campo de vetores f : E — R"™ de classe C' no aberto E C R". Se existe uma

funcdo de Lyapunov para f em xy, entdo xo € um ponto de equilibrio estdvel de f.

Demonstracgao: Seja o um ponto de equilibrio de f e suponha que exista uma funcao
de Lyapunov para f em xg isto é, existe V' : W — R continua na vizinhanca W de xy em
R™ tal que V(zp) =0, com V(z) > 0 para cada z € W — {zo}, etal que Vox: [ - R é
uma fungao ndo-crescente para qualquer solugao z : I — E de 2’ = f(z) tal que z(t) € W
para cada t € .

Demonstrar-se-a que o ponto de equilibrio zg é estavel, em resumo, quer se mostrar
que, para qualquer vizinhanca U de xy em R", existe uma vizinhanca Wy de x( tal que
Wy CU e ¢y(x) € U, para quaisquer x € Wy e t > 0.

Seja U uma vizinhanga qualquer de zj, em R™. Escolhe-se 6 > 0 tal que B(xg,d) C
UNW, em que B(v,r) ={u € R" | |u—v| < r} denota a bola em R" de centro v € R"
e raio 7. Como V é continua e a esfera {x € R" | |x — x| = 0} C W é compacta, logo
tém-se que

a= min V(z) >0,

|z —a0|=0
ja que V(z) > 0 para x € W — {z0}. Ainda pela continuidade de V', o conjunto W, =
{z € B(z0,9) | V(z) < a} é aberto e, portanto, como V(xy) = 0, W, é uma vizinhanca
de zq que satisfaz Wy C U N'W devido a construcao. Resta provar que ¢,(z) € U, para
quaisquer x € Wy e t > 0.

Dado qualquer x € Wy, suponha, por absurdo, que ocorra ¢;(x) ¢ U, para algum t > 0.
Em particular, segue que ¢,(z) € B(xg,d) e portanto, como x € Wy C B(xzg,0) CUNW,
em algum instante 0 < ¢, < t, a trajetéria por x deve passar uma primeira vez pela esfera
de centro ¢ e raio d, ou seja, |¢y, (r) — xo| = 9.

Mas entao ocorreria V(¢o(z)) = V(z) < a < V(¢ (z)), o que contradiz nossa
hipétese, que afirma que V nao cresce ao longo das trajetérias de f. Isso prova que
¢i(x) € U, para quaisquer x € Wy e t > 0 e, portanto, que xy é um ponto de equilibrio

estavel.
[ |

No proximo exemplo aplica-se o Teorema 3.2.23 para a singularidade de um sistemas

de equacgao.
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Exemplo 3.2.24 Considere a equacao diferencial

x) = 2x9(x3 — 1)
xh = —x1(x3 — 1) (3.22)

Th = —T3
definida pelo campo de vetores nao-linear
f(w1, 22, 23) = (20223 — 212, 71 — 2173, —T3).

A parte linear do sistema (3.22) no ponto de equilibrio dado pela origem 2o = (0,0,0) €
R3 ¢é

0 -2 0
Df(zo)=1]1 0 0
0 —1

cujos autovalores sao v/2i, —v/2i e —1 e, portanto, nio vale que todos autovalores gene-
ralizados tém parte real negativa e assim nao ha condigoes para utilizar os resultados a
respeito da estabilidade do sistema na origem.

Entao buscar-se-4 uma funcao de Lyapunov para o sistema na origem no formato
quadratico V (z1, Te, r3) = ax? +bri+ cx2, com a,b,c > 0, ao avaliar V em 0 € R3 ha que
V(0,0,0) =0 e V(x) > 0, para cada = # xo = (0,0,0).

Também, ha que
<VV(331, To, x3), (21, :c2,:1:3)> = <(2a:1:1, 2bxg, 2cx3), (2x0x3 — 229, 11 — X123, —x3)>
= (20 — 4a)z 79 + (4a — 2b)1 7073 — 2073
e assim, ao escolher-se a = 1, b = 2a = 2 e ¢ = 1, a simplificacao resulta em

(VV (21,29, 23), f(21, 2, 23)) = =225 <0,

para V(zy, 9, x3) = 23 + 23 + 23. Logo pelo Teorema 3.2.23, pode-se concluir que zq é

um ponto de equilibrio estavel para o sistema.

O

Definicao 3.2.25 Sejam f : E — R™ um campo de vetores no aberto E C R", o € F
um ponto de equilibrio de f eV : W — R uma fun¢ao continua numa vizinhanca W C R"

de xo. Dizemos que V' é uma funcao de Lyapunov estrita para f em xq se
1. V(x9) =0, com V(z) > 0 para cada x € W — {x}

2. V(p(t1,x)) > V(o(ta,x)) para quaisquer x € E, t1,ts € R, tais que t; < ty e
¢<t17x)7¢(t27x) eW.
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Eventualmente esse ponto de equilibrio pode ser considerado globalmente assintotica-
mente estavel. Pois as trajetérias dentro do conjunto E aproximam-se de xy. Quando o
conjunto E é todo dominio do campo f entao toda trajetoria tende para zg.

No Teorema de Lyapunov parte II, apresenta-se que a desigualdade estrita das condigoes

da Definigao 3.2.25 alteram a conclusao sobre a estabilidade do ponto de equilibrio.

Teorema 3.2.26 (Teorema de Lyapunov - parte II) Seja xq um ponto de equilibrio
de um campo de vetores f : E — R™ de classe C' no aberto E C R"™. Se existe uma fungdo
de Lyapunov estrita para f em xg, entao xo € um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel de f.

Demonstracgao: Sejam xy um ponto de equilibrio para f e V : W — R uma fungao
de Lyapunov estrita para f em zg, isto é, V é continua na vizinhanca W de xy em
R™ e V(¢4(ty,z)) > V(p(te,z)) para quaisquer x € E, t1,t2 € R, tais que t; < t5 e
o(t1,x), d(ty, x) € W.

Deseja-se mostrar em resumo que dada uma vizinhanca qualquer U de xy em R”,
existe uma vizinhanga Wy de zo tal que Wy C U e, além de ¢(z) € U para quaisquer
x € Wy et>0, também hé que tLigrnoo ¢(x) = zo, para qualquer = € W

Toma-se § tal que B(xp,0) CUNE ea = min V(z). Como V(z) > 0 para cada

|z—20|=0

x € W — {xo}, pela hipétese, entdo a > 0, defini-se Wy = {x € B(x¢,0) | V(x) < a}.
Pela continuidade de V', o conjunto Wy = {z € B(zo,9) | V(z) < a} é aberto e, portanto,
como V' (xg) = 0, Wy é uma vizinhanga de xy que devido a sua construgao satisfaz Wy C
UnNnW CU.

Dado qualquer z € W, suponha, por contradi¢ao, que valha ¢;(x) € U, para algum
t > 0. Em particular, decorre que, ¢(z) € B(xg, ) e portanto, como x € Wy C B(xg, ) C
UNW, em algum instante 0 < t, < t, a trajetoria por x deve passar uma primeira vez
pela esfera de centro g e raio 0, ou seja, |¢, (x) — x| = 9.

Logo V(¢o(x)) = V(z) < a < V(¢ (x)), o que contradiz a hipétese, que afirma que
V nao cresce ao longo das trajetorias de f. Isso prova que ¢;(z) € U, para quaisquer
x € Wy et > 0. Resta mostrar que para qualquer x € Wy, tEeroo o) = .

Decorre de forma direta para x = xg, pois xg é um ponto de equilibrio para f. Resta
mostrar que para os demais x # . Suponha, por contradi¢ao, que existam z € Wy—{zo}
e g9 > 0 tais que, para cada T > 0, encontra-se t > T tal que |¢,(Z) — xo| > €.

Para cada T' = k, em que k € Z, obtém-se t; > k tal que ¢y, (Z) € B(x, ). Por outro
lado, pela escolha de § e de Wy, tém ¢y, (T) € B(xg,0) para cada k, ou seja, a sequéncia
dada por zj = ¢, (Z) ¢é limitada.

Pode-se, portanto tomar uma subsequéncia convergente, cujo limite x; estda em U mas
nao estd em B(xg,&0), em particular, 1 # xy. Por hipétese, tém-se f(x1) # 0, pois, caso
contrario, x; seria uma singularidade e, portanto, teria-se V' (¢:(x1)) = V(z1) constante

em t, contrariando a hipdtese de que V' é decrescente ao longo das trajetérias fora de xg.
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De 1 nao ser um ponto de equilibrio, o Teorema 3.1.43 garante que x; tem a propri-
edade do fluxo tubular, ou seja, existe uma vizinhanca de x; contendo uma caixa na qual
as trajetérias de f entram por um lado e saem pelo outro.

Escolhe-se essa vizinhanga tubular de maneira conveniente. Ja que x1 € W e x1 # x,
tem-se V(¢_.(x1)) > V(xy) > V(¢:(21)), para qualquer € > 0 pequeno: fixa-se a caixa
de tal modo que os pontos V(¢_.(z1)) e V(¢-(z1)) estejam nas faces extremas de entrada
na caixa e de saida da caixa, respectivamente.

Por continuidade de V', estabelece-se que os valores de V' nos pontos da face de entrada
na caixa sao todos estritamente maiores que os valores de V' nos pontos da face de saida da
caixa, tomando, se necessario, uma caixa de faces menores. Mais precisamente, existem
vy > V(x1) > vq tais que, para qualquer x do lado de entrada da caixa vale V' (z) > v, e,
para qualquer = do lado de saida, vale vy > V().

Por outro lado, como uma subsequéncia x, = ¢y, (Z) converge a z1, a trajetéria por =
passa infinitas vezes pela caixa; mas entre um tempo de saida e o seguinte de entrada, V
decresce. Vé-se entao que a trajetoria por z sai da caixa com valor de V' menor do que v,
e em seguida volta a entrar na caixa com uma valor V' menor ainda, e certamente menor
do que vy, o que acarreta em uma contradicao.

Isso prova que tEEloo ¢¢(x) = xo para qualquer x € W, e, portanto, que o ponto de

equilibrio xq é assintoticamente estavel.
[ |

Este final de secao apresentara algumas defini¢oes e resultados sobre conjuntos inva-

riantes que sao uteis para avaliar a estabilidade de pontos de equilibrio.

Definicao 3.2.27 Diz-se que um conjunto C C E € invariante pelo fluxo ¢ do campo de
vetores f se ¢,(C) C C para todo t € R. Em particular, diz-se que C' € positivamente
invariante se ¢,(C) C C, para todo t > 0.

Exemplo 3.2.28 Um conjunto E ¢ invariante pelo fluxo do campo se, e somente se,

contém a orbita de cada um de seus pontos.

(=) Suponha que E seja invariante pelo fluxo do campo.

Seja x € E, e 7, a orbita de z, da defini¢ao de érbita, ha que v, = {z(t) | t € R}.

Dai, dado g € v, existe t* € R tal que x(t*) = ¢, segue do fluxo que ¢(t*,z) = q.

Como o conjunto E é invariante pelo fluxo do campo, por hipétese, decorre que ¢(FE) C
E para todo t € R. Entao para o tempo t* hd que ¢(t*,z) € E, ou seja, q € E.

Logo v, C F.

(«<=) Suponha que E contém a 6rbita de cada um de seus pontos.

Dado z € E ha que 7, C E, destaca-se que v, = {¢(t,x) | t € R}.

Logo para todo t € R se x € E héd que ¢(t,z) € E entdao E é invariante pelo fluxo do

campo.
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O

Destaca-se do Exemplo 3.2.28 que as orbitas periddicas e os pontos de equilibrio sao
conjuntos invariantes pelo fluxo, pois sao érbitas que contém todos os seus pontos para

tempos t € R.

Definicao 3.2.29 Diz-se que uma singularidade xo de f € hiperbolica se todos os auto-

valores generalizados da parte linear D f(xq) do campo f em xq tém parte real nao nula.

A defini¢ao diz que uma singularidade é hiperbdlica se o campo D f(z() é um campo

hiperbdlico.

Teorema 3.2.30 (Grobman-Hartman) Seja xo € E um ponto de equilibrio do campo
de vetores f : E — R™ de classe C' definido no aberto E C R™. Se zy € uma singu-
laridade hiperbdlica, entao o campo f em xqy € localmente topologicamente conjugado ao

campo linear D f(zo) : R™ — R™ em 0.

A demonstracdo para esse resultado encontra-se em Sotomayor [3]. O Teorema 3.2.30
indica que em uma vizinhancga do ponto de equilibrio o campo nao linear f comporta-se,

topologicamente, de forma igual ao campo linear D f(z).

Lema 3.2.31 (Lema de Barbalat) Seja ¢ : [0,+00) — R uma fungdo de classe C!

cuja derivada ¢ é uniformemente continua. Se o limite lim ¢(t) = a existe e é finito
t—+o00

. o
entdo tginoo ¢'(t) =0.

Demonstracao: Suponha que nao seja verdade a conclusao. Entao existe b > 0 e uma
sequéncia (t,), tal que ||¢'(t,)|| > b para todo n.
Por continuidade uniforme, existe § > 0 tal que |s —t| < § implica [|¢/(s) — ¢'(¢)[| < 3.
Em particular para todo ¢t € [t, — d,t, + 6] e todo n € N, tem-se |¢/(t)] > L.
Utilizando o Teorema fundamental do Calculo.

tn+9

[6(t +6) — &t — 0)| = \ /t_é ¢'(s)ds‘ zzag

para todo n.
Mas a expressao do lado esquerdo converge para 0 quando n — 400, uma vez que
tanto ¢(t, + 0) quanto ¢(t, — J) convergem para a. Esta contradigdo prova a conclusao

do Lema.
[ |

O préximo resultado pode ser encontrado com o nome de Teorema do conjuntos inva-
riantes ou ainda como Teorema de Krasovskii-LaSalle.
Esse resultando serd demonstrado em uma versao mais geral, utilizando o conceito de

relativamente compacto.
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Definicao 3.2.32 Diz-se que um subconjunto S de um espaco topolégico X € relativa-

mente compacto quando seu fecho é um subconjunto compacto de X.
Em particular, um conjunto compacto ¢é relativamente compacto.

Teorema 3.2.33 (Principio de Invaridncia de La Salle) Seja V : Uy — R uma
funcdo de classe C* definida em um aberto Uy C R™ e seja X o maior subconjunto
invariante em E = {x € Uy : V'(x) = 0}. Suponha que exista p > 0 tal que Y, =
{z €Uy : V'(z) < p} € relativamente compacto em Uy e V'(x) < 0 para todo x em uma
vizinhanga de Y,. Entao toda trajetoria [ com condi¢ao inicial 3(0) € Y, estd definida

para t € [0,+00) e converge para X quando t — 0.

Demonstragao: Dada qualquer trajetéria  da equagao (3.1) com condigao inicial 5(0) €
Y,, toma-se ¢(t) = V(5(t)) para todo t no dominio de .

Nota-se que ¢ é de classe C!, no seu dominio, pois é composicao de funcoes de classe
C'. Da hipétese de V' < 0, ha que ¢ é nao crescente, portanto ¢(t) < ¢(0) < p para todo
t>0.

Isto é,

B(t)eY,Vt>0. (3.23)

Como Y, é relativamente compacto, segue do Teorema 2.2.4 que [((t) estd definida
para todo t € [0, 400), além disso a norma do campo de vetores f restrito a Y, é limitada.
Decorre deste fato que, '(t) = f(5(t)) é limitada, entdao pelo Teorema do Valor Médio,
[ € lipschitziana. Em particular, $ é uniformemente continua.

Como V é de classe C! e Y, é relativamente compacto, também hé que a restrigao de
V'’ ao conjunto Y, é uniformemente continua.

Dai, conclui-se que
t—¢'(t) = V'(B(1) f(B(1))

¢ uniformemente continua.

Por outro lado, como V' ¢ continua e Y, é relativamente compacto, a funcao ¢ ¢
minorada. De acordo com o visto ¢ é nao crescente, entao o limite de ¢ quando t — 400
existe e é finito.

Agora, hé todas as condigoes para utilizar o Lema 3.2.31 (Lema de Barbalat) e concluir
que ¢'(t) — 0 quando t — +o0.

Agora destaca-se que Q-limite é o conjunto de todos os pontos de acumulagao de 3(t),

quando t — +00, ou seja,
Q={x el :existe (t,), = +oo tal que (B(t,))n — }.

A propriedade (3.23) indica que Q C Yp, isto ¢, {2 esta contido no fecho de Y,. Em

particular € ¢é relativamente compacto em Uy. Como V'(f(t)) = ¢'(t) converge para zero,
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quando t — 400 e fungao V' é continua, o dominio §2 esta contido em {x € Uy : V'(z) =
0}.

Dado qualquer x € €, considera-se (t,), — +oo tal que (5(t,)), — z. Entdo, para
cada t > 0, f! estd definido,

Bltn+1) = F'(B(tn)) = f'(), quando n = +o0

Portanto f'(x) € Q. Como w ¢ relativamente compacto em Uy, segue que f' estd
definido para todo t € [0, 4+00). Isto prova que {2 é um conjunto invariante e, portanto,
Q2 estd contido no subconjunto invariante maximal X.

Por fim, decorrente da ultima afirmacao §(t) converge para X quando t — +o0



Capitulo 4

Aplicacao ao Modelo da

Toxoplasmose

Neste capitulo utiliza-se a teoria desenvolvida nos Capitulos 2 e 3 para descrever a
dinamica da doenca Toxoplasmose a respeito de populagoes de humanos, empregando para
a populacao de gatos o papel de vetor transmissor da doenca. O modelo epidemiolégico
aplicado, é do tipo compartimentado que utiliza de um sistema de equacoes diferenciais
para descrever as interacoes entre as populacoes, tendo em vista, a transmissao horizontal
proporcionada pelo contato entre gatos contaminados e humanos saudaveis.

Ressalta-se que de acordo com [14], o fator de reproducao basica R, controla comple-
tamente a dinamica da infecgao da Toxoplasmose, isto é, de acordo com o valor de R se
tem a estabilidade dos pontos de equilibrio do campo associado as equacgoes diferencias

do modelo.

4.1 Doenca Toxoplasmose

A Toxoplasmose é uma zoonose causada pelo protozoario Tozxoplasma gondii, o inico
parasita capaz de causar a doenca em seu hospedeiro definitivo Felis catus, isto €, os gatos.
Os gatos sao os hospedeiros mais importantes, de um ponto de vista epidemiolégico, devido
ao fato de entre 4 a 13 dias langarem ao meio ambiente cerca de 20 milhoes de oocistos
[14]. Os ocistos contaminam o ambiente e permitem a perpetuagao da doenga, [15].

A transmissao da doenga ocorre pela ingestao de bradizoitos presentes em tecidos
ou fezes contaminadas, ou ainda, acidentalmente por ragoes contaminadas com restos de
animais, [14]. Ainda para [14] os oocistos liberados pelas fezes dos gatos contaminam
vegetais e outras alimentos. A principal forma de contaminagdo humana é por meio da
via oral.

Ocorrem casos de mulheres gravidas que sao infectadas por Toxoplasmose. Neste caso

a doenga e dita Toxoplasmose congeénita. Os danos ao feto abrangem problemas fisicos

66
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e/ou mentais, morte do feto ou aborto espontaneo [15]. Ainda, se associada a Sindrome
da Imune Deficiéncia Adquirida - HIV ou individuos que recebem quimioterapia, a doenga
pode ser fatal.

Por esses fatos, é conveniente construir modelos matematicos, que permitam o estudo
do comportamento da doenca em suas populagoes alvo, possibilitando a construcao de

estratégias que provoquem o controle da Toxoplasmose.

4.2 Modelo da Toxoplasmose

O modelo apresentado por Parra [14] para a transmissao da doenga toxoplasmose para

a populacao de humanos e gatos conta com as seguintes caracteristicas.

1. Pode-se assumir as taxas de natalidade de humanos e gatos iguais as suas taxas de

mortalidade. Portanto, considera-se o tamanho populacao constante.

2. A populacdo de humanos N, (t) é divida em outras trés sub populagoes.

Suscetivel: Membros da populagao de humanos que podem ser infectados pelo pa-
rasita Toxoplasma Gondii.

Infectado: Membros da populacao de humanos que estao infectados pelo parasita
da toxoplasmose.

Controlado: Membros da populacao de humano que foram tratados para a toxo-

plasmose.

3. A populacao de gatos N.(t) é divida em outras duas sub populagoes.

Suscetivel: Membros da populacao de gatos que podem ser infectado pelo parasita
Toxoplasma Gondii.
Infectado: Membros da populacao de gatos que estao infectados pelo parasita To-

xoplasma Gondii.

4. Um ser humano suscetivel pode ser infectado por meio de contato direto ou indireto
efetivo com um gato infectado e ir para o subpopulagao de humanos infectados 1.

Um humano infectado passa para a subpopulagao controlada C} a uma taxa .

5. Um gato suscetivel pode ser infectado por meio de contato direto ou indireto com
um gato infectado e ir para a subpopulacao de gatos infectados I.. Um gato nao se

recupera da infecgao.

6. Assume-se a contaminacao vertical na populacao humana. Mas para a populacao
de gatos ocorre com uma probabilidade 1 — p., em que p. é a probabilidade de um

gato nascer contaminado.
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Figura 4.1: Representacao grafica para o modelo dinadmico da Toxoplasmose com a populacao
de gatos e humanos.

Fonte: Parra[l14]

A populagao de humanos é descrita por Ny, = Sy, (t)+ I, (t) +Cy(t), a taxa de nascimento e
6bito sao assumidas iguais, portanto considera-se a populacao N, constante. A populacao
de gatos é descrita por N, = S.(t) + I.(t).

Assumindo todas as condigoes enumeradas anteriormente e descricao das populagoes
citadas, o modelo dinamico para a toxoplasmose para a populacao humana e felina é
representado graficamente pela Figura 4.1. E é dado analiticamente pelo sistema de

equagoes diferencias de primeira ordem nao linear (4.1).

. IC
Sp(t) = pun(Sp+ Ch) — BhShﬁ — [nSh,

. I
In(t) = 5h5hﬁ + pndn — I — pn I,
Ci(t) = YIn — pnCh, (4.1)

. I,
Sc(t) - MC(SC + Ic c) - ﬂcscﬁ - ,ucSm

[

. 1.
IC(t) = Bcscﬁ + MC(l - pC)Ic — el

[
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Simplifica-se os sistemas de equagao (4.1) e obtém-se

I,
prCr — BrSh—

Sh(t) = 1 N
I:h(t) = ﬁhShﬁi — Yy,
Cu(t) = vIn— hC}u (4.2)

Sc(t> = MU cpc 6(: c 5

C

. 1.
[c t) = cSc_ - cIc c-
(=" BeSery = pelep

Agora escalona-se o sistema de equagoes (4.2). Dessa forma, multiplica-se as 3 primei-

1
ras linhas do sistema (4.2) por Na ) e as duas tultimas linhas do sistema serao multipli-
h
1
cadas por NG
Su(t) Ch 3 Sy 1e
N~ PN, TN N
I(t) 3 Sp e I
Nu(t) "N, N, N’
Cult) = ’Yi - ,uhﬂ
Ny(t) Ny, Ny’
Se(t) 1. Se 1.
Nc(t) - Mcﬁcpc - Bchﬁca
I(t) S. 1. I,
Nc ﬁcﬁcﬁc chpc-
N Sn(t) In(?) Ch(t) Se(t)
Defina as razoes X (t) = , Y (t , Z(t ,At) = , B(t) =
Le(t)
Ne(t)

Utilizando que a populagao de humanos Ny, = Sy (t) + I5,(t) + Ci(t) é constante entdo,

Sit) (o) Cal)
Nu(t)  Nip(t)  Ni(t)

1= =X({)+Y(t)+ Z(t).

Portanto X (t) + Y (t) + Z(t) = 0, entdo tém-se que Z(t) = —(X(t) + Y (t)). Dessa

forma a terceira linha do sistema é uma combinagao linear das duas primeiras linhas. E

_ () o Lt ) Ci(t)
ainda mais, como Nj(t) é constante hd que: X (¢ , Y (1 t) = ——.
De forma semelhante, a populagao de gatos descrita por N, = S.(t ) I.(t) também é
constante, entao
Se(t I.(t
o el ():A(t)+B(t).

Portanto A(t) + B(t) = 0, entdo tém-se que A(t) = —B(t). Dessa forma a tltima

linha do sistema é uma combinagao linear da quarta linha. E ainda mais, como N.(t) é
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Se(t) L)
v PO Ny

Utiliza-se das informagdes apresentadas para reduzir o sistema (4.2) para o sistema a

constante hé que: A(t) =

seguir.

X(t)= (1= X(t) =Y () = B X (6)(1 — A(1)),
Y(t)= BX(t)(1— A1) =Y (2), (4.3)
At) = pepe(1 = A(1)) = BA() (1 = A(1)).
O sistema (4.3) é a forma do sistema para o modelo da toxoplasmose (4.1) apds as
simplificacoes possiveis.
De acordo com [14] o sistema (4.3) é positivamente invariante quando restrito ao

conjunto Q = {(X, Y, A)T e R} : 0< X <1,0<Y <1,0<A<1}.

4.3 Analise do modelo

Nesta segao analisa-se os pontos de equilibrio do sistema (4.3), isto ¢, sua existéncia e
comportamento quanto a conceitos de estabilidade.

Assumindo a notacao de [14], A*, X* Y* denotam os pontos de equilibrio do sistema
(4.3).

Proposicao 4.3.1 O sistema (4.3) possui dois pontos de equilibrio dados por

(XT,Yl*,AT) = (LO, 1)

ey Br(Be — HePe) fn Hebey

(.17, 4) = (ﬁh(uh +7)(Be = pepe) + pnBey” Brlpn + 7)(Be — pepe) + ey e

Demonstracao: Determina-se os pontos de equilibrio igualando-se as derivadas X (t),Y (t)

e A(t) a zero, obtendo-se:

pp(l = X* = Y™*) = 8, X*(1 — A*) = 0,
BuX*(1— A") —4Y* = 0, (4.4)
pepe(l — A*) — BA*(1 — A*) = 0.

Para a terceira equacao do sistema (4.4) opera-se de forma que

(:U’cpc - ﬁcA*xl - A*) =0

Dai, obtém-se dois valores
AT =1, (4.5)
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ou,
HePe
A = : 4.6
2 ﬁc ( )
Assim, substitui-se o valor de (4.5) no sistema (4.4) e encontra-se
pn(1 = X7 =Y7) = B X7(1 1) = 0,
XTI =1) =¥y = 0
Ou seja,
1-X7=-Y)= 0
i ( 1 ) ) (4.7)
Wi = 0.
De (4.7) conclui-se que Y7* = 0 entao decorre que
pn(l — X7 —0)=0.
Isto é,
XF=1. (4.8)

Portanto, de (4.5), (4.7), (4.8), um ponto de equilibrio para o sistema (4.3) é dado por
(X7, Y7, A7) = (1,0,1)

Ao substituir o valor de (4.6) em (4.3) encontra-se o seguinte sistema:

* ES * /’chc

(= X3 —¥5) = X5 (1= ==) = 0,
* /’LCpC : *

BnX5(1— B ) =Yy = 0

Utiliza-se o método de isolar Y, na segunda equagao e substituir na primeira equagao

do sistema, entao o sistema fica da forma:

(1= X5 = Yy) = guxs(1 = EPey = g,

Be
* 5}1 * /“LCpC
Yy = 7X2(1 - )-

Be

(4.9)

Substituindo o Y5, na primeira equagao pela expressao encontrada em (4.9), chega-se
na expressao:

* 5 * ,Ucpc * ,ucpc
pa(l — X5 — 7hX2<1 - ) — BrnX5(1 — ) =0.

Be Be

Entao,

(1 — X3(1+ % — “Cﬁi‘f’l)) — B X5 (1 — ”gjc) = 0.
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Segue que,

Bhljlh N ,U/cpcﬁh/JJh + ﬁh N ,U/cpcﬁh
Bey Be

i — X5 (pan +

) = 0.

Ainda ha que,

X [Nhﬂc’y + 6h,uhﬁc - Mcpcﬁh,uh + 6}1/607 - /chcﬂh'y] _
2 = Hhn-

Bey
Logo,
X [(uh +7)(BrBe = pepebin) + Nhﬁc7:| B
2 = Hh
Bey
Portanto,

* /’I/h/BCFy
2 5]1(;}41 + 7)(Bc - ,Ucpc) + Mhﬁcv‘

Substituindo o valor encontrado em (4.10) para X na segunda equagao de (4.9),

_ &(1 _ HePe ( Mhﬁ07 )
Y Bc 5h(ﬂh + 7) (ﬁc - ,Ucpc) + Mhﬁ07 ‘

Simplifica-se a expressao para obter:

(4.10)

obtém-se:
Y2*

ﬁh (ﬁc - ,ucpc),uh

Y'Q - 5h<,u’h + 7) (ﬁc - Ncpc) + ,uhﬂcfy‘

(4.11)

Portanto, de (4.6), (4.10), (4.11), outro ponto de equilibrio para o sistema (4.3) é dado
ey Bn(Be — pepe) pn HePe
por (X5, Y A3) = , , .
Y8 A0 = (G 0B — o) + ey’ Bl + 1) e — o) + B’ B ?

O proximo resultado tém como objetivo avaliar a estabilidade do ponto de equilibrio
(X1, Yy, AY). Paraisso, é necessdrio apresentar o conceito de Razao de Reproducao Bésica
Ro. Este fator representa a quantidade de casos secundarios que um infectado pode
gerar se tiver contanto com uma populacao suscetivel e, é fundamental para estabelecer

o comportamento assintético da solugao da equacao do modelo.

Proposicao 4.3.2 O ponto de equilibrio (X7, Y}, AT) € localmente assintoticamente estdvel

se Rp = —— < 1 e instdvel se Ry > 1.
HePe

Demonstracao: A matriz Jacobiana para (4.3) ¢ dada por:
—tin = Brn(1 =A%) —p B X*
J(X*,Y*,A*) = 6h(1 _A*) - _BhX*
0 0 —HePe — Bc + 25514*
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Avalia-se no ponto (X7, Y}, A7) e obtém-se:

—pn = Bn(1=1) —u Brl
J<1’ 07 1) = ﬁh(l - 1) - _ﬁhl
0 0 —pepe — Be + 261
Isto é,
—Hh T Hh B
J(1,0,1) = 0 —y —Bn

0 0 —HePe + 6(:

Dai, busca-se os autovalores, para tal calcula-se det(J(1,0,1) — Al;) = 0, assim obtém-

se:

—Hn = A —lp B
J(1,0,1) = 0 =7 = A —bBn
0 0 —HeDPe + ﬂc —A

Entao determina-se a seguinte expressao:

(kn + ) (v + M) (—pepe + B —A) =0 (4.12)

De (4.12) obtém-se os seguintes auto valores Ay = —pup, Ao = —y e A\3 = —puepe + e
De fato uy e v sao reais positivos, entao \; e A\ possuem a parte real negativa.

Para que A3 possua parte real negativa é necessario que:

—HcPe + Bc < 0,

Be

< 1.

ou seja, Ry =
Assim, desdeC qfue Ro < 1 pode se aplicar o Corolario 3.2.14 e garantir a estabilidade
assintdtica para o ponto (X7, Y, A).
Contudo se Ry > 1 existird Az, autovalor de J(1,0,1), com parte real positiva entao

pelo Teorema 3.2.20 o ponto (X7, Y}, A}) sera instével.
|

Proposicao 4.3.3 O ponto de equilibrio (X7, Y}, A}) € globalmente assintoticamente estdvel

se Ry = fe <1.
HecPe

Demonstracgao: Toma-se como candidato a funcional de Lyapunov V' : 2 — R, dada

por:

(4.13)
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Mostrar-se-a4 que V' é uma funcao de Lyapunov.

Nota-se que:
I-1

HeDe
Como o dominio de V' é Q, entdao 0 < A(t) < 1, assim 1 — A(t) > 0, portanto V() > 0.

Calcula-se a derivada de V() e obtém-se:

V(1,0,1) = 0.

Vi) = _::;f) '

Substitui-se A(t) pela sua igualdade de acordo com o sistema (4.3) e decorre que.

_ :ucpc(l — A(t)) — /BCA<t)(1 B A(t))

Vit 4.14
0 2 (@14
Simplifica-se (4.14) e chega-se a:
V(t) = (1 — A1) {A(t) B _ 1] : (4.15)
HePe
Observa-se que Ry = < 1, entao
HePe
B At -1 < A@)-1<0. (4.16)
HePe
Portanto, de (4.16) e de 1 — A(t) > 0 conclui-se que
V(t) = (1— A1) [A(t)f; — 1] <0. (4.17)

Logo V' ¢é um funcional de Lyapunov.

Mas ainda, observa-se que V(t) = 0 apenas para os pontos da forma (X (¢),Y (¢),1),

C

pois o caso em que A(t) — 1 =0 gera um ponto fora do dominio de V.

Logo dado o conjunto E = (X (t),Y(t), A(t) | A(t) = 1 o maior subconjunto positiva-
mente invariante de £ é dado por {(1,0,1)} que é o ponto de equilibrio (X7, Y}", A}).
Assim pelo Teorema 3.2.33 (Principio de Invariancia de La Salle) (X7, Y}, A7) é glo-

balmente assintoticamente estavel.
[ |

O ponto (X7,Y)", A7) é dito o ponto de livre da doenga, isto é, se Ry < 1 entao a
doencga tende a desaparecer das populagoes de humanos e gatos a medida que o tempo ¢
cresce.

O proximo resultado tem como objetivo avaliar a estabilidade do ponto de equilibrio

(X5, Y5, 43).
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Proposicao 4.3.4 O ponto de equilibrio (X5, Yy, As) € localmente assintoticamente estdvel

se Rg =

c

HePe

> 1 e instdvel se Ry < 1.

Demonstragao: A matriz Jacobiana para (4.3) é dada por:

—pin — Bn(1 — A*)  —pp, BrX*
0 0 —HcPe — 60 + 2/8814*
Avalia-se no ponto
i Bey Br(Be — tepe) tin fheDe
X*7 Y*7 A* = ) )
%, %5, 43) (ﬁh(uh +9)(Be — ptepe) + By’ Bu(pn +7)(Be — prepe) + pnBey’ Be )
e obtém-se:
[ — iy — ﬁh (1 . :ucpc) — Bh,uhﬁc’y i
Be B + 7)(% = /écpc) + pnBey
J(X3, Y AL = (1 _ ,ucpc> _ _ hHh Py
5h ﬁc i 5h(,uh + 7) (ﬁc — UePe) + ,uhﬁc7
0 0 _Mcpc_ﬂc"f’zﬂc . C~
L Be -
Isto é,
iy — &(/B — U ) — BritnBey
c ‘ e Bh(,uh + 7) (50 - ,ucpc) + Mh607
J(Xék’ Y;J A;> - _h(ﬁc - ,ucpc) - - ﬁhﬂhﬁc’y
Be Br(ptn + 7)(Be = tepe) + pnBey
0 O HePe — /Bc

Dali busca-se os autovalores para tal calcula-se det(J(X3, Yy, A5) — N1;) = 0. Assim

obtém-se
Bh BriinBey
- - 5 \We 7 Melc) — )\, -
i c <ﬁ b ) i 6h(,uh + 7) (ﬁc - ,ucpc) + Nh5c7
J(X;7 3/2*a A;) - @(ﬁc _ ,Ucpc) — — N — Bhuh507
Be Br(pin +7)(Be — pebe) + pinBey
0 O HePe — ﬂc - >\/

Entao determina-se a seguinte expressao:

e = =) | (= = G0 = o) = X) (= X) = (0 = ) ) ()| =0
(4.18)

Simplifica-se a notagao por meio da substituicao L = uj, + @(ﬁc — 11epe) € expandindo-

Be
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se parte da expressao (4.18) obtém-se

oo — Bo— N] | N2 4 XN (v + 1) + (vL s, ucp»)] 0 (4.19)

C

Por outro lado, ao avaliar o discriminante de N>+ (v + L)+ (fyL + uh@(ﬁc - /chc)) ,

&
obtém-se a seguinte expressao

A = (’}/ + L)2 - 4(7[1) - 4Mh&(ﬁc - ,ucpc>

c

2 £ 2(yL) + I — A(VL) — A2 (B — )

c

= ’72 - 2(7[/) + L2 - 4//“/1&(60 - :ucpc)

C

1

= (v —L)* = 4pnBp(1 — ﬁo)

Entao (4.19) torna-se,

g = 6o = X)X = (= D)+ = LR = (1 - ) )|

{/\’ + ((7 + L)+ \/(’y — L)% — 4pup,Bn(1 — Rio))] =0. (4.20)

De (4.20) obtemos os seguintes autovalores —\] = UePe —  Be,
1 1
=~ D+ (= D = (1 = ) Xy = = Lhy (0 = D = 41 = )
Observa-se que,
B Pe - 1
L= i (B = prope) = o+ B = 55700 = p o (1= (Ro) ™) = pn+ (1= )

Supondo que Ry > 1 entao fp(1 — Rio) > 0. Assim, como u, > 0, conclui-se que
L>0.
Ainda, nota-se que,
Al = fepe — Be=1—TRy < 0.

Quando A > 0 destaca-se que ¥ > 0 e L > 0, assim (y+ L) > vA > —/A, entdo,
—(y+ L)+ VA <o, (4.21)

ainda ocorre,

—(y+L)—VA<o. (4.22)
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Portanto para A > 0, hd que A, e \; possuem parte real negativa.

Quando A < 0 entao a parte real de A, e \; é dada por —(y+ L) < 0.

Logo, para os dois casos, a parte real dos autovalores generalizados sao negativos.
Entao aplica-se o Coroldrio 3.2.14 concluindo que (X3, Y5, A%) é localmente assintotica-
mente estavel quando Ry > 1, por outro lado se Ry < 1 hd que \| > 0 entao pelo Teorema
3.2.20 o ponto (X3, Y5, A%) ¢ instavel.

O ponto (X;,Y5", A%) é dito o ponto de equilibrio endémico, ou seja, se Ry > 1 as
populacoes de suscetiveis, infectados e recuperados tende uma situagao de equilibrio a

medida que o tempo t cresce. Esse comportamento é chamado de equilibrio endémico.



Capitulo 5
Conclusao

Como foi proposto neste trabalho, apresentou-se uma revisao dos resultados béasicos so-
bre a teoria qualitativa partindo dos resultados de existéncia de solucoes até os resultados
de estabilidade de Lyapunov e Principio de Invariancia de La Salle.

Quanto ao modelo compartimentado apresentado para a toxoplasmose, estudou-se
seus pontos de equilibrio quanto a estabilidade e concluiu-se a existéncia de dois pontos
de equilibrio que, de acordo com o valor de R, sao estaveis ou instaveis de forma local e
global para o ponto (X7, Y}, A}) e de forma local para o ponto (X3, Y5, A3).

Portanto conclui-se que a teoria qualitativa possui uma aplicagao pratica na compre-
ensao da dinamica existente entre as populagoes de um determinado modelo que envolve
equacgoes diferenciais ordinarias. Junto a isso possibilita compreender condicoes que po-
dem auxiliar na intervencao de um determinado problema e produzir os resultados dese-

jados.

78
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