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RESUMO

RUELA, Valéria Maria. Intercimbio entre as algebras de Lie e os grupos de Lie. 2022. 86 f.
Trabalho de Conclusio de Curso (Licenciatura em Matematica) — Universidade Federal de
Alfenas. Alfenas, 2022.

A teoria de Lie tem papel fundamental na pesquisa da Matematica contemporanea, a medida
que contempla espontaneamente aspectos geométricos, topoldgicos e algébricos, por meio do
intercAmbio entre a estrutura de grupo de Lie e da dlgebra de Lie. Dessa forma, o projeto de
pesquisa apresenta um estudo sobre as conexodes entre as dlgebras de Lie e os grupos de Lie,
objetivando desenvolver a compreensao dos principais mecanismos que garantem o acesso ao
grupo de Lie por meio de sua relativa dlgebra e vice-versa, além de conhecer as relacdes entre
as estruturas algébricas desses objetos. Para isso, realizamos um estudo tedrico e bibliografico,
onde criamos base sobre as nocdes preliminares de Variedades Diferencidveis e Topologia Geral
necessdrias a inser¢ao na teoria, para assim, adentrarmos no estudo dos conceitos e resultados
basicos sobre as conexdes entre essas estruturas. Por fim, determinamos as dlgebras de Lie
associadas aos principais subgrupos de Lie de matrizes e compreendemos o acesso univoco das
algebra de Lie pelos grupos de Lie conexos.

Palavras-chave: Topologia. Variedades Diferencidveis. Grupo de Matrizes.



ABSTRACT

RUELA, Valéria Maria. Exchange between Lie algebras and Lie groups. 2022. 86 p.
Monografia (Licenciatura in Matemadtica) — Universidade Federal de Alfenas. Alfenas, 2022.

Lie’s theory plays a fundamental role in the research of contemporary mathematics, as it spon-
taneously contemplates geometric, topological and algebraic aspects, through the exchange
between Lie’s group structure and Lie’s algebra. Thus, the research project presents a study on
the connections between Lie algebras and Lie groups, aiming to develop an understanding of the
main mechanisms that guarantee access to the Lie group through its relative algebra and vice
versa, in addition to knowing the relationships between the algebraic structures of these objects.
For this, we carried out a theoretical and bibliographic study, where we created a basis on the
preliminary notions of Manifols and General Topology necessary for insertion in theory, in this
way, we enter into the study of the basic concepts and results about the connections between
these structures. Finally, we determine the Lie algebras associated with the main Lie subgroups
of matrices and understand the access of Lie algebra by the related Lie groups.

Keywords: Topology. Manifolds. Matrix Groups.
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1 INTRODUCAO

Os estudos sobre as dlgebras de Lie iniciaram com os trabalhos do matematico norue-
gués, Marius Sophus Lie (1842-1899), na tentativa de desenvolver uma teoria capaz de manejar
as equacodes diferenciais de forma similar a teoria de Galois em relacdo as equacdes polinomiais.
Por volta de 1870, o que hoje nomeamos de dlgebras de Lie, figurava como objetos infinitesimais
referente a grupos de transformacdes, os quais eram alcangados a partir de solucdes de equacdes
diferenciais ordindrias.

Mais tarde, outros matematicos contribuiram com a ampliagdo e aplicagdo da teoria de
Lie, de modo que, na contemporaneidade, ela € analisada a partir de duas visdes: algébrica e
como objeto geométrico. Dessa forma, dentre as diversas linhas de pesquisa sobre a teoria, ha
abordagens onde as dlgebras de Lie sao estudadas com foco exclusivamente algébrico e outras
vertentes que exploram suas ligacdes na geometria, por meio dos grupos de Lie.

As algebras de Lie sdo estruturas algébricas intrinsecamente ligada a exploragao de
variedades diferenciais e objetos geométricos ndo-euclidianos, os chamados grupos de Lie. Por
defini¢do, os grupos de Lie sao variedades diferencidveis dotadas de uma estrutura de grupo,
cuja operacao multiplicagd@o e inversao sdo infinitamente diferencidveis. A teoria de Lie, munida
das ferramentas da teoria de Representagdes, explora potenciais conexdes entre a Algebra e a
Geometria Diferencial, a medida que a estrutura do grupo de Lie estd implicita na sua relativa
algebra de Lie.

De modo genérico, para se obter os elementos da dlgebra de Lie associada a um grupo
de Lie, deriva-se curvas no grupo e por meio da resolucdo de equagdes diferenciais € trabalhado
ponto de vista inverso (MARTINS, 2016). Com isso, € possivel simplificar os estudos sobre
variedades diferencidveis a partir das dlgebras de Lie, uma vez que essa pode ser estudada sob a
Optica da dlgebra linear, por meio de sua representacdo no espaco das transformacoes lineares
endomorficas.

Além da teoria de Lie promover um intercimbio natural entre a Algebra e a Geometria
Diferencial, essa linha de pesquisa tem diversas aplicacdes e contribuigdes praticas e tedricas
a vdrias dreas de estudo, no ambito da Matematica e de outras ciéncias. Podemos citar como
exemplo de aplicagc@o na Fisica, a conexao estabelecida pelo fisico tedrico e matemético Eugene
Wigner, por volta de 1930, entre a fisica de particulas e a teoria das representacdes, onde se

mostra que as propriedades das particulas elementares, como o seus diversos estados quanticos e



seu espectro, se relacionam a representacdes da estrutura dos grupos de Lie e/ou das dlgebras de
Lie.

Acentuando seu potencial no desenvolvimento da pesquisa cientifica, a XIV Internatio-
nal Workshop: Lie theory and its applications in physics a ser realizada entre os dias 21 e 27 de
junho de 2021, em Varna na Bulgdria, traz uma série de aplicacdes da teoria de Lie na Fisica,
desde a simetria na teoria de Cordas até a assimetria em matéria condensada.

Visto o demasiado potencial no avanco da pesquisa cientifica e o carater interdisciplinar
da teoria, nesse trabalho, nos questionamos sobre quais fundamentacdes asseguram a existéncia
de dlgebras associadas aos grupos de Lie, como os homomorfismos dessas estruturas se relaci-
onam e o acesso das dlgebra de Lie pelos grupos de Lie conexos, ilustrando os resultados por
meio dos grupos de Lie de matrizes.

Portanto, nosso objetivo geral € compreender os principais mecanismos (aplicacao
exponencial e representacdo adjunta) que garantem o acesso ao grupo por meio de sua dlgebra
e vice-versa e reconhecer o acesso univoco das dlgebras de Lie pelos grupos de Lie conexos.
Buscando, gradativamente, ampliar e solidificar os conhecimentos prévios necessarios sobre
Topologia Geral, Andlise no R”, Geometria Diferencial, Algebra Abstrata e dlgebra de Lie.
Dessa forma, esperamos determinar os mecanismos que viabilizam a conexao da dlgebra e do
grupo de Lie e revelar um propriedade geométrica e topoldgica do grupo de Lie a partir da sua

algebra.
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2 NOCOES ELEMENTARES DE TOPOLOGIA GERAL

Em Analise Real € feito um estudo sobre as propriedades topoldgicas dos subconjuntos
dos espagos euclidianos que asseguram e possibilitam discussdes sobre limite e continuidade
de aplicagcdes. A fim de generalizar esse trabalho, a Topologia Geral dedica-se a abstracdo
dos espacos topoldgicos e a exploracdo das estruturas que garantem o estudo das noc¢des de

continuidade de aplicagdes entre espagos topoldgicas ndo-euclidianos.
2.1 ESPACO TOPOLOGICO

Definicao 2.1 (Espaco topoldgico). Seja X um conjunto qualquer e T uma colegcdo de subcon-

juntos de X, tal que:
1. X,0er;

2. Seja I" um conjunto qualquer de indices. Se A, € 7, Vy € T, entdo U A, er;
vyel’

n
3. SeA, er,Vi=1,...,n, entdoﬂAi eT.
i=1
Nessas condigdes, o par (X,T) € dito um espago topoldgico, ou ainda, X é um conjunto munido

da topologia T. Os elementos de T recebem o nome de conjuntos abertos de X.

Um mesmo conjunto pode ser submetido a diferentes topologias, sendo cada para uma
delas um espaco topolégico préprio, com propriedades particulares determinadas pelos seus
abertos. Como exemplos cldssicos de topologia, podemos citar a topologia discreta, a topologia

trivial e a topologia do complemento finito. Veja um exemplo:

Exemplo 2.2 (Topologia do complemento finito). Considere X um conjunto qualquer e a
colegio Ty = {A C X | X — A ¢ finito ou X — A = X }. Essa colegdo é uma topologia de X,

pois as trés condicoes da definicdo de espaco topoldgico sdo satisfeitas. Veja:

1. Temos que X € 14, uma vez que X — X = () € finito.

Ainda () € 7y, pois X — ) = X;

2. Agora, tome I um conjunto qualquer de indices. Se A, € 7, Vy € T, entdo X — A, é

finito ou igual a X,V v € I'. Como
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x-(Ya)-nec-a

yel’ yel’

e a interseccdo de conjuntos finitos é finita, temos que X — <U A7> € um conjunto finito
yel’
ou igual a X, donde U A, €Ty

~yel
3. Por fim, se A; € T, comi = 1,...,n, adefini¢do da topologia do complemento finito nos

assegura que X — A; é finito ou igual a X, para todo i. Ainda

n
e como a unido finita de conjuntos finitos é finita, temos que X — (ﬂ AZ) é finito ou

=1

igual a X, donde ﬂ A; €14

=1
Reconhecendo a importancia da caracterizacao dos abertos que formam uma topologia,
nos questionamos sobre a possibilidade de construir e gerar diferentes topologias para um

conjunto. Isso € possivel por meio da no¢do de base.

Definicao 2.3 (Base para uma topologia). Uma base para uma topologia sobre um conjunto X

€ uma colecdo B de subconjuntos de B C X, chamados de bdsicos, tal que:

1. Vee X, dBC B, ondex € B;
2. Sejam By, By C B.
Se x € By N By, entdo 3By C B, onde x € By C B; N Ba.
A topologia gerada por uma base pode ser compreendida a partir do seguinte resultado:

Proposicao 2.4. Seja B uma base para uma topologia em X. Se 15 € uma cole¢do de subcon-

juntos de X da forma:

m={UCX |VeeU IBe€B,ondexc BCU}

entdo T € uma topologia em X, chamada topologia gerada por B.
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Demonstracdo. Mostraremos que os subconjuntos U que pertencem a cole¢do 7 sdo conjuntos
abertos de X. Para isso, vamos verificar que essa cole¢ao de subconjuntos satisfaz as trés
condicdes necessdrias para ser uma topologia, de acordo com a Defini¢do 2.1.

Em primeiro lugar, tome B uma base para uma topologia em X. Pelo Item 1 da
Definicao 2.3, podemos afirmar que Vo € X, 3B € B, tal que x € B C X. Esse fato
corresponde diretamente a defini¢do da cole¢do 75, por isso X € 75.

Por outro lado, para que um subconjunto ndo pertenca a 7z, deve ocorrer a negacao da
sua defini¢io. Em outras palavras, S € 73,se 3z € S,VB € B,z ¢ B C S. Como Az € 0,
ndo ocorre a negac¢do da defini¢do dessa cole¢do, o que nos leva a admitir que () € 75.

Avaliando o segundo critério, vamos tomar {U, }cr € 73 uma familia de subconjuntos

indexados por I', um conjunto qualquer de indices, se x € U U,, significaque 3y € I', x € U,.

yel
Como U, € 73,V € I, adefini¢do de 75 nos fornece que 3 B € B,ondex € B C U, C U U,.
vyel’
Logo U U, € 75.
yerl
Por ultimo, utilizaremos a indu¢do em n, para mostrar que se U; € 7g,com: = 1,...,n,

n

entao ﬂ U, € 1. Como base, tomemos n = 2. Seja x € U; N U,, onde Uy, Us € 75, cOMO
T E UZ,:tlemos que 3B; € B,talque z € B; C U;, parat = 1,2.
Assim, z € By N B,. Pela Condicao 2 da Definicao 2.3 de base, temos que 4 By € B,
talquex € By C B1N By C U NUs. Entdo, 3By € B, x € By C Uy NUs,, donde Uy NU; € 75.
Admitindo a hipétese indutiva para n, € possivel mostrar sua validade para n + 1.
Deixamos essa etapa a cargo do leitor, ressaltando que o processo é andlogo ao caso n = 2.

n
Dessa forma, temos que Vn € N fixado, se U; € 73, com¢ = 1,...,n, entdo ﬂ U; € 15.
=1

n
Portanto, como X, (), U U,e ﬂ U; € 15, temos que 75 € uma topologiaem X. [
vyerl i=1

Considerando a Proposicao 2.4, é facil mostrar que a cole¢cdo 75 também pode ser

entendida da forma:

Proposicao 2.5. Seja X um conjunto qualquer. Se B uma base para a topologia 15 de X, entdo

T € igual a colecdo de todas as unioes de bdsicos.

Isso significa, trivialmente, que os basicos sdo conjuntos abertos na topologia gerada
pela base e o mais importante, os abertos da topologia se exprimem pela unido de elementos

basicos. Essa descri¢do ndo € tinica, uma vez que um mesmo aberto pode ser igual a unido de
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diferentes basicos. Por exemplo, se consideramos o conjunto dos nimeros reais R com a topologia
usual (Tysuar), onde 7y = {A C R |V € A, 3(a,b) intervalo aberto, tal que x € (a,b) C A}
gerada pela base B = {(a,b)) CR | a < be a,b € R} e tomarmos (0,3) € Tysua1, temos que
(0,3) = (0,2) U (£,3) = (0,1) U (3,3).

Outra forma de descrever os conjuntos abertos € a partir da no¢do de interior, donde

temos que:

Definicao 2.6. Seja (X,7) um espago topolégico e B C X um subconjunto de X. O interior de
B, denotado por B°, é dado por B° = | J{A € 7| A C B}.

7z

E claro que B° C B e que B° é aberto em X. Isso nos motiva a dizer que B C X é
aberto, se e somente se, B = B°.

Com efeito, suponhamos B C X € aberto, sabemos que B° C B, falta mostrarmos
que B C B°. Por hipétese, B € 7, ainda, B C B, logo pela defini¢do de interior, B C | J{A4 €
7| A C B}, donde B = B°. Reciprocamente, suponhamos que B = B°, como o interior é igual
a unido de abertos, temos que o interior € aberto, logo pela igualdade de conjunto, segue que B é
aberto.

Ainda, outra maneira util de descrever os conjuntos abertos € por meio da estrutura

topolédgica dos conjuntos fechados, como veremos na Secdo 2.5.
2.2 CONTINUIDADE

Como haviamos comentado no inicio do Capitulo 2, um dos objetivos da Topologia
Geral € introduzir a nocao de continuidade de aplicagdes entre espagos topoldgicos arbitrarios.

Isso ja € possivel a partir das discussdes realizadas até o momento.

Definicao 2.7 (Continuidade). Sejam (X,7), (Y,7') espacos topolégicos. A fungdo f : X — Y

é dita continua, se VA' € 7', o conjunto f~1(A') € 7.

Vale lembrarmos que a imagem inversa de um subconjunto A’ é definida como
fiA)={zeX|f(x) e A CY}

E visivel que a continuidade néo depende apenas da func¢do, mas também da topologia
do dominio e do contra-dominio da correspondéncia. Nesse sentido, para fixarmos as ideias,
veja um exemplo onde a funcdo ndo € continua, de acordo com a Defini¢do 2.7, que trata a

continuidade em termos gerais.
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Exemplo 2.8. Como dominio da fungdo, tome o conjunto dos niimeros reais R com a topologia
usual T, gerada por {(a,b) CR | a < be ab € R}. Jd o contra-dominio serd o espaco
topoldgico R, de R com a topologia gerada por {[a,b) C R | a < b e a,b € R}. Considere a

fungdo:

f : (RaTusual) — Rl

r+—2x

Essa fungdo ndo é continua. De fato, se tomarmos o elemento bdsico [a,b) de R,, temos
que f~([a,b)) = [a,b) & Tusuar» pois B (c,d) intervalo real, tal que a € (c,d) C [a,b). Assim,
como |a,b) aberto em R, néo implica que f~'([a,b)) é aberto em (R, T 5.1 ), temos que f néo é

continua.

As fungdes continuas t€m um papel importante no estudo de morfismos entre espacos
topoldgicos. Em virias dreas da Matemdtica, como na Algebra, na Teoria dos Conjuntos, entre
outras, a no¢do de morfismo € usada para estabelecer aplicacdes, de um objeto matemadtico a outro,
capazes de transferirem e preservarem as estruturas dos objetos. Nesse sentido, na Topologia
Geral, temos os homeomorfismos, aplicacdes que transferem as propriedades topoldgicas do

dominio ao espaco do contra-dominio e vice-versa. Em termos formais, temos:

Definicdo 2.9 (Homeomorfismos). Sejam (X,7), (Y,7') espacos topoldogicos. A fungdo f :
X — Y é um homeomorfismo, se a fungdo f € bijetora e tanto f quanto sua inversa f~! sdo
continuas. Nesse caso, se existe esse homeomorfismos f, dizemos que os espagos (X,7), (Y, 1)

sdo homeomorfos.

Outra forma de compreender o homeomorfismo esta alicercada na no¢ado de aplicacdo
aberta. Dizemos que uma aplicac@o f entre os espagos (X,7) e (Y, 7') é aberta se VA € 7, o con-
junto f(A) € 7'. Entdo, suponhamos que a fungdo f : (X,7) — (Y,7’) € um homeomorfismo,

donde f e f~! sdo continuas. Assim, de acordo com a Defini¢do 2.7, é verdade que:
e VA’ € 7/, 0 conjunto f~1(A) € T, e
* VA € 7,0 conjunto f(A) € 7.

A ocorréncia dessas duas afirmacdes sdo equivalentes a dizer que uma bijecdo f

¢ um homeomorfismo entre (X,7), (Y,7’), desde que A € 7, se e somente se, 0 conjunto
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f(A) € 7'. Em outras palavras, uma bije¢do continua e aberta entre espacos topolégicos ¢ um
homeomorfismo.

Com isso, ja vemos que os homeomorfismos transferem a estrutura dos conjuntos abertos
entre os espacos. No decorrer da constru¢do das no¢des desse capitulo, compreenderemos melhor
o poder dessas aplicacdes. Mas antes disso, faz-se necessdrio conhecermos outros espagos

topoldgicos e propriedades de suas estruturas.
2.3 TOPOLOGIA PRODUTO

Além da criagdo de diferentes espagos topoldgicos por meio da estruturagao da coleg¢ao
dos abertos com a base, € possivel expandir essas construgdes através da topologia produto, dos
subespagos topoldgicos e da topologia quociente.

Em primeiro momento, vamos tratar dos espacos topolégicos munidos da topologia
produto. Para isso, vale lembrar que se considerarmos X, conjuntos, n € N, o produto cartesiano

dessa sequéncia de conjuntos € representado por

HXn:Xlx"'XXnX"'

formado pelas sequéncias (1, ..., Z,,...), onde z,, € X,,, Vn € N. Cabe ressaltar que assim
como ha o produto cartesiano infinito, podemos definir o produto dos conjuntos Xy, ..., X,
com n € N fixado.

De modo geral, nosso trabalho envolverda somente o produto cartesiano finito, em
particular, os espacos euclidianos reais de dimensao finita, R". Com isso, nos questionamos
sobre como se da a construcdo de uma topologia sobre o conjunto do produto cartesiano de
espagos com suas respectivas topologias, (Xi,71), ..., (X,, 7). Respondendo essa divida,

temos:

Definicao 2.10 (Topologia Produto). Sejam (X1, 1) e (X2,72) espagos topoldgicos. A topologia
(Toroduto) Para X1 x X € aquela que tem como base a colegdo B = {A; x Ay | Ay € e Ay €

7'2}.

Ainda, conhecendo as bases para (X;,7) e (X3,72) € possivel descrever uma base para

a topologia produto. Isso € feito da seguinte forma:
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Lema 2.11. Sejam B e By bases para os espacos topologicos X, e Xs, respectivamente. Entdo

a colecdo B ={B; x By | By € By e By € By} é uma base para a topologia de X; x Xs.

Exemplo 2.12. Considere o conjunto dos niimeros reais R com a topologia usual 7. Sabemos
que B ={(a,b) CR|a < beabec R} éuma base para T.

Entdo, pelo Lema 2.11, a cole¢cdo

n
C = {H I; | I; sdo intervalos reais abertos}

=1

é uma base para a topologia produto em R", para cada n € N fixado.

As nogoes apresentadas na Definicdo 2.10 e no Lema 2.11 podem ser ampliadas,

indutivamente, para o espago H Xn.

neN
Outro artificio, potencialmente estratégico, para a resolu¢do de questdes envolvendo es-

pacos topoldgicos com a topologia produto encontra-se no trabalho com as aplicagdes projetivas.

n

Definicao 2.13 (Projecdo coordenada). Seja o conjunto H X, constituido das sequéncia coor-
i=1
denada (x1,xs, .. .,x,), v € Xy e k € N fixado. As aplica¢des projecdes y, sobre Xy, para

algum k € [1,n] NN fixado, da forma:

Tk ﬁXi — X}

=1

(T1,. .., Tp) — T,
sdo chamadas de projecdes coordenadas.

Um ponto vantajoso das projecdes estd no fato de serem continuas. Para verificarmos
n

sua continuidade, considere a projecao 7, : H X; — X,,. Tome A um conjunto aberto de X,,.
=1
Entado

T A) =X x Xy x - xX,_1 x A

n

Sabemos que X;, i = 1,...,n — 1 s@o abertos em seus respectivos espacos e A é aberto

em X,,. Entdo, de acordo com a Defini¢do 2.11, 7, 1 (A) é um elemento basico (em particular,
n

um aberto) do espaco H X;. Assim, pela Definicdo 2.7, m, é continua. Esse argumento vale
i=1
paracada: = 1,...,n fixado.
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2.4 SUBESPACOS TOPOLOGICOS

Ao estudarmos as topologias de um conjunto qualquer X, podemos nos perguntar
sobre a estrutura herdada pelos subconjuntos de X. Nesse sentido, hd a no¢ao de subespaco
topoldgico de X, cujos abertos da topologia de subespago sdo definidos por meio da intersec¢ao

do subconjunto com os abertos de X.

Definicao 2.14 (Subespaco topoldgico). Seja Y C X um subconjunto de X e (X,T) um espago
topoldgico. Dado um subconjunto Y C X, (Y,1y) é um subespaco topologico de X, onde
v ={Y NA; A€ 7}. Isso é equivalente a dizer que Y é um espagco com topologia induzida

pelos abertos de X.

De modo similar a indu¢do da topologia do subespaco Y C X por meio da topologia

do espago X, podemos induzir uma base para o subespaco, dada por:

Lema 2.15. Seja B uma base para uma topologia em X, entdo a cole¢io By = {BNY | B € B}

é uma base para o subespagco Y C X.

Exemplo 2.16. Seja [0,1] C R. Entdo, uma base para esse subespagco é {[0,1] N

(a,b) | (a,b) intervalos reais abertos }. Podemos descrevé-la como
{[00) |0 <b<1}U{(a,1] |0 < a <1} U{(a,b)[a < b} U{[0,1]}

Podemos observar que [0,3) é aberto do subespago [0,1], mas néo € aberto de R. Assim,
os abertos de um subespago Y C X podem nao ser abertos em X, a menos que o subespaco seja

aberto em X, como segue do Lema 2.17

Lema 2.17. Seja Y C X um subespaco topologico. Se A é aberto em'Y e Y é aberto em X,

entdo A é aberto em X.

Agora, uma questao pertinente se encontra na descri¢do da topologia induzida por um

espaco produto. Nesse sentido, temos

Proposicao 2.18. Se M C X e N C Y subespacos topologicos de X e Y, respectivamente.

Entdo, a topologia produto de M x N ¢é igual a topologia induzida em M x N por X xX Y.

Veja detalhes da demonstragdo na pagina 105 em (MUNKRES, 2000).
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2.5 CONJUNTOS FECHADOS

A partir da topologia dos espacos podemos estudar algumas importantes estruturas dos

subconjuntos e do espaco. Dentre elas podemos destacar os conjuntos fechados.

Definicao 2.19. Um subconjunto F' C X do espaco topologico X é chamado de fechado, se
X — F' é aberto.

Essa defini¢do implica que, dado A C X, se X — A € fechado, entdo A € aberto.
Além de introduzir a estrutura dos conjuntos fechados, elas nos fornece uma outra maneira de

caracterizar os abertos de um espago topoldgico.

Exemplo 2.20. No plano R? o conjunto Y = {(z,y) | v > 0ey > 0} é fechado, pois
RZ2—Y = [(—00,0) x RJU[R x (—o00,0)] aberto, isto é, o complementar de Y em relagdo a R*

é aberto, uma vez que se descreve como a unido de dois elementos bdsicos da topologia produto.

E claro que a propriedade de um conjunto ser fechado depende diretamente dos abertos
do espago topoldgico. Dessa forma, € natural verificarmos que dado um subespago topolégico
Y C X, temos que F' é fechado em Y se, e somente se, F' = F' NY, com F’ fechado em X.

Defini¢ao 2.21 (Fecho). O fecho de um conjunto C em (X,7) é igual a C = ﬂ F, onde

FeF
F={FCX|CCFePFéfechado em X}.

Verifica-se facilmente que o fecho de um conjunto € fechado. Assim, podemos caracte-
rizar os conjuntos fechados a partir do seu fecho, ja que um conjunto £ € fechado se, e somente

se, F=F.

Definicao 2.22 (Ponto de Acumulacdo). Seja C' C X, onde (X,7). Dado x € X, dizemos que x

€ um ponto de acumulagdo de C, se

VAer, comz e A, temos que AN (C — {x}) # 0.

Denotamos o conjunto dos pontos de acumulagcdo de C por C'.

Um exemplo simples é dado pelos subespacos [0,1] C R e (0,1] C R com a topologia
usual da reta. E f4cil ver que todos os pontos de [0,1] s3o pontos de acumulagio de (0,1], em outras
palavras, [0,1] C (0,1]'. Com efeito, tome = € [0,1], Ve > 0, (x — e,z + €) N ((0,1] — {z}) # 0.
E mais ainda, [0,1] = (0,1], pois Vo < 0,35 > O, talque z — d < z < = + § < 0, donde
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(x —0,x+6)N(01] —{z})=0eVa >1,30 >0,talque 1l <z — 3§ < x < z+ 9, donde
(x — 6,2+ )N ((0,1] — {x}) = 0. Logo, os tnicos pontos de acumulag¢do do conjunto (0,1]
pertencem ao intervalo [0,1].

Com essa defini¢ao podemos descrever o fecho de um conjunto C' de (X,7), por:

Proposicao 2.23.
c=Ccuc

Veja sua demonstracdo na pagina 113 em (MUNKRES, 2000). Em outras palavras, essa
proposi¢ao nos mostra que um subconjunto de um espaco topolégico é fechado, se e somente se,
contém todos os seus pontos de acumulacdo.

Pensando na relagc@o dos conjuntos fechados com as aplica¢des continuas, temos:

Teorema 2.24. Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y uma fungdo. Entdo as

seguintes condi¢oes sdo equivalentes:

1. f é continua;

2. YC C X, temos que f(C) C f(O);
3. VF CY fechado emY, temos que f~'(F) é fechado em X ;

4. Para cada x € X e cada aberto A’ de Y, tal que f(x) € A, existe um aberto A em X,
comz € A, tal que f(A) C A'.

Veja a demonstracao detalhada desse resultado na pagina 120 em (MUNKRES, 2000).
Por meio dessa proposicao, além de compreendermos a estrutura da imagem direta e imagem
inversa de um func¢do continua sobre conjuntos fechados, também adquirimos os trés ultimos

itens como formas de definir as fun¢gdes continuas entre espacos topoldgicos.
2.6 ESPACO DE HAUSDORFF

Definicao 2.25. Um espaco topologico X é chamado espaco de Hausdorff, se V1,25 € X

distintos, existem A e Ay abertos disjuntos, onde r1 € Ay e x5 € As.

Os espacos de Hausdorff asseguram inumeros resultados importantes, dentre eles

podemos destacar:
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Proposicao 2.26. Seja X um espaco de Hausdorff. Se {x, }nen C X € convergente, entdo essa

sequéncia converge para um uinico ponto de X.

Em espagos topoldgicos arbitrarios, uma maneira de dizer que {z, },en —  em (X,7)
¢ mostrar que VA € 7,onde z € A, Ing € N, talqueVn > ng = z, € A.

Como exemplo de espago de Hausdorff, temos, trivialmente, o conjunto dos nimeros
reais com a topologia usual.

Uma pergunta pertinente € se a propriedade ser Hausdorff € transferida para os subespa-
cos e para os espacos produtos de espacos de Hausdorff. Os préximos resultados dessa se¢@o nos

mostram que sim.

Proposicao 2.27. O subespaco de um espaco de Hausdorff é Hausdorff.
Veja demonstracdo na pagina 116 em (MUNKRES, 2000).

Proposicao 2.28. O espaco produto de espacos de Hausdorff é Hausdorff.

Demonstracdo. Mostraremos indutivamente que se X; sdo espacos de Hausdorff, para cada

1 =1,...,n, entdo ﬁ X; € Hausdorff. Como caso base, tome X e Y espacos de Hausdorff,
provaremos que X X 1Y ¢ Hausdorff. Com efeito, sejam (z1,y1), (z2,y2) € X x Y, tal que
(x1,41) # (2,y2). Entdo, 21 # x9 0U Y1 # Yo, OU T1 # To € Y1 F Yo. S€ Ty # T, como X é
Hausdorff, 3U,,,U,, abertos de X, tais que z1 € Uy, 25 € U,, e Uy, NU,, = 0 e se y; # 4o,
como Y é Hausdorff, 3U,,,U,, abertos de Y, tais que y; € U,,, y2 € U,, e Uy, NU,, = 0.

Ainda, U,, x U,, e U, x U,, sdo abertos de X x Y, pois sdo bdsicos da topologia
produto em X x Y, onde (z1,y1) € Uy, X Uy, € (22,92) € Uy, X Uy,.

Afirmacao: (U,, x Uy,) N (U, x U,,) = 0.

Isso de fato ocorre, pois
(Usy, X Uyy) N (Usy x Uy,) = (Uyy NU,) X (Uy, NU,,) =0

dado que U,, N U,, = 0 e/ou U,, N U,, = 0.

Logo, se X e Y espagos de Hausdorff e tomarmos (x1,y1), (z2,y2) € X x Y distintos,
entdo existem (U,, x Uy, ),(U,, x U,,) abertos disjuntos de X x Y, tais que (z1,y1) € (U, xU,,)
e (z2,92) € (Uy, x Uy,).

Deixaremos o restante da demonstragcdo a cargo do leitor. Para isso, basta su;:lor que

para um dado n € N, se X, sdo espacos de Hausdorff, para cada: = 1, ... n, entdo H X; é

i=1
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Hausdorff e mostrar que se X; sdo espacos de Hausdorff, para cada: = 1,...,n + 1, entdo
n+1

H X;.
=1

2.7 TOPOLOGIA QUOCIENTE

Para descrevermos a topologia quociente, é necessario definirmos a aplicacdo quociente,

a qual induzird a cole¢do dos abertos de um espago quociente. Dessa forma,

Definicao 2.29. Sejam X e Y espacos topologicos e p : X — Y uma aplicagdo sobrejetora. Se
A CY aberto < p(A) é aberto em X

dizemos que p é uma aplicacdo quociente.

Com isso, se tomarmos X um espaco topoldgico, Y um conjunto qualquer e uma
aplicagdo sobrejetora p : X — Y, vai existir uma Unica topologia em Y, tal que p € a aplicagdo
quociente. Essa sera a topologia induzida pela aplicacdo p, de modo que subconjuntos A C Y
sdo abertos de Y, desde que p~*(A) é aberto em X, sendo chamada de topologia quociente em

Y.

Definicao 2.30 (Espaco quociente). Sejam X um espaco topologico e ~ uma relacdo de
equivaléncia em X. Os elementos do conjunto quociente X/ ~ sdo classes de equivaléncia
[z] = {y € X |z ~ y}. Na topologia induzida pela aplicagdo sobrejetora p

p: X — X/~

o0 espaco X/ ~ é chamado de espaco quociente.

A aplicagdo quociente p é uma aplicacdo aberta, desde que U C X aberto, implique

U] = U [a] é aberto em X. Assim, temos um importante resultado que nos ajudard na

aclU
construcdo das variedades quocientes.

Proposicao 2.31. Seja X um espacgo topologico com a topologia induzida por uma aplica¢do

quociente p.

1. Se X tem base enumerdvel de abertos, entdo X/ ~ tem base enumerdvel de abertos.
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2. Se p é uma aplicagdo aberta, temos que X/ ~ é um espago de Hausdorf{f se e somente se

R={(xy) € X x X |z ~y} éfechado em X x X.

Para detalhes da demonstragdo, veja nas paginas 68 e 69 em (LEE, 2011).

2.8 CONEXIDADE

Outra propriedade topoldgica importante para os estudos futuros sobre os grupos de Lie
¢ a conexidade de um espago topolégico. Informalmente, a conexidade caracteriza espagos que
nio podem ser separados em conjuntos abertos disjuntos. O primeiro passo é compreendermos a

nog¢do de separacdao empregada nesse contexto. Assim, temos:

Definicao 2.32. Seja (X,7) um espaco topologico. Uma separacdo de X é um par de subcon-

juntos abertos ndo-vazios U,V em X, satisfazendo:

1.UNV =0;

2. U0V =X.

Quando X ndo admite nenhuma separagdo, dizemos que X é um espago topologico conexo.

Uma outra maneira de caracterizar os espagos conexos consiste em mostrar que os
tinicos subconjuntos, simultaneamente, abertos e fechados sdo X e (). Como efeito, tome (X,7)
um espaco topoldgico e que os tinicos abertos e fechados sdo X e (). Por absurdo, suponha que X
ndo é conexo, entdo hd uma separagio de X = U U V, como na defini¢io anterior. Tome u € U,
entdo, necessariamente, u € U e u & V, pois U NV = (). Isso implica que U = U é fechado. O
mesmo vale para V. Das hipéteses de separacdo, temos que U = X — V # () é fechado e aberto
diferente de X. Mas isso contradiz o fato de os unicos subconjuntos, simultaneamente, abertos e
fechados serem X e (), donde X deve ser conexo. Dessa forma, essa maneira alternativa pode
definir os espacos conexos. Como exemplo, dos estudos em Andlise Real, temos que R € um
espago conexo.

Da mesma forma que realizado para outras propriedades, nos interessa saber como
os subespacos topoldgicos se comportam quanto essa caracteristica do espaco no qual estdao

contidos. Para isso, temos:

Lema 2.33. Seja Y um subespago topoldgico de (X,r). Uma separagdo de Y é um par de

conjuntos abertos ndo-vazios U,V em Y, tais que:
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1. UNV =10
2. UUV =X;
3.U0nV =0,
4. UNV =0

Quando Y ndo admite nenhuma separagdo, dizemos que Y é um subespaco topoldgico conexo.
Veja sua demonstracao na pagina 164 em (MUNKRES, 2000).

Exemplo 2.34. Seja (R, 7y ) e Y = [—1,1]. Afirmamos que [1,0) e [0,1] ndo sdo uma separa-

¢dodeY . Isso é claro, pois [—1,0) N [0,1] = {0}.

A seguir temos um resultado sobre os subespagos conexos de espagos desconexos que

nos ajudara no estudo da extensdo dessa propriedade ao espaco produto.

Lema 2.35. Se os conjuntos U,V € 7, formam uma separagdo para (X,7) e Y C X é um

subespaco conexo de X, entdoY CUouY CV.

Demonstracdo. Como U,V € 7 formam uma separagdo de X, entdo A = UNY, B = VNY sdo
abertosem Y e UNV = (), implicando AN B = (). Por outro lado, AUB = (UNY)U(VNY) =
(UuUuV)NY =XNY =Y, onde AN B = (). Como por hipétese Y é conexo, temos que A = ()
ou B = (), pois caso contrdrio A e B seriam uma separacdo de Y . Se A = (), entdo B = Y,

donde Y C V. Analogamente, se B = (), temos que Y C U. OJ

Proposicao 2.36. A unido de subespacos topologicos conexos de X com pelo menos um ponto

em comum é um subespago conexo.

Demonstragdo. Seja {A.,},er uma colecdo de subespacos conexos de X, tal que Ip € ﬂ A,
~yel'
Mostraremos, por absurdo, que Y := U A, € um subespaco conexo. Para isso suponhamos que

yerl’
Y admite a separacdo Y = U UV, onde temos que p € Y, entdo p € U ou p € V. Sem perda de

generalidade, tomemos p € U. Por A, ser conexo paratodoy € I'e p € U, temos pelo Lema
235que A, C U,V €I Isso implica que Y C U, donde V' = (). Portanto, Y ndo admite uma

separac¢do, donde temos que Y é conexo. O caso onde p € V' € andlogo. Assim, Y = U A, é

yerl’
COnexo. ]
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Refor¢cando a importancia das fungdes continuas sobre o estudo das propriedades dos

espacos nos quais ela estd definida, temos:

Proposicao 2.37. A imagem de uma fungdo continua sobre um espagco conexo é um espaco

conexo.

Demonstracdo. Seja X um espago conexo e f : X — Y uma funcdo continua. Mostraremos
que f(X) € conexo. Para isso, como feito nas demonstracdes anteriores, suponhamos por
absurdo que f(X) admita a separacdo f(X)=U UV, onde U NV = (), dai podemos descrever
U =U"nN f(X), com U’ é aberto em Y. J4 que f é continua, f~(U’) é aberto ndo-vazio
em X, pois U = U' N f(X) # (. Do mesmo modo, f~* (V") é aberto ndo-vazio em X, onde
V =V'Nn f(X).Como f(X) =UUV,temos que X = f1(U)U f1(V), os quais sdo
disjuntos (caso contrério, iriamos contradizer U NV = () ). Assim, construimos uma separagao

para X, o que é um absurdo, pois X é conexo. Logo, f(X) é conexo. [
Agora temos condi¢des para mostrarmos o seguinte resultado.
Proposicao 2.38. O produto cartesiano finito de espacos conexos é um espaco conexo.

Demonstragdo. Provaremos esse resultado para dois espacos conexos, o caso geral segue induti-
vamente. Sejam X, Y espacos conexos e (a,b) € X x Y um ponto pertencente ao cartesiano.
Como o espago X x {b} é homeomorfo a X, segue que X x {b} é conexo, 0 mesmo raci-
ocinio vale para {z} € X, donde temos que {z} x Y & conexo. Pela Proposi¢do anterior,

(X x {b}) U ({z} x Y) é conexo, considerando

U & x {phu(fz} xY),

zeX

com (a,b) em comum, pois (a,b) € X x {b}, temos que U (X x{dHU{z}xY)=XxY
rzeX
€ conexo.
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3 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

A fim de compreendermos a estrutura subjacente de um grupo de Lie, iniciaremos um
estudo sobre as variedades diferencidveis, as quais sdo objetos geométricos que generalizam a
ideia de superficies do R”, com a peculiaridade bésica de ndo estarem, necessariamente, contidas
em um espaco euclidiano. A priori, esses objetos matematicos sao espacos topoldgicos munidos
de uma estrutura diferencidvel (como veremos a frente).

O préximo passo serd dado pela construcao da estrutura que caracterizard a diferencia-

bilidade da variedade

Definicao 3.1 (Carta Local). Sejam M um espaco topologico, o um homeomorfismo ¢ : U —

©(U) de um subconjunto aberto U C M sobre um aberto o(U) C R™:

o U — o(U)

P (1(p); - - m(p))

assim, (U,p) é chamada de carta local ou sistema de coordenadas locais em M, onde os

wi(p) R, i =1,..., msdo as coordenadas de p € M no sistema .

Quando denotarmos uma carta local em M por (U,,p), queremos indicar que p € U C
M, ou seja, U € um aberto de M ao redor de p.

Com base em aplicagdes tais como , podemos definir uma fun¢do localmente constante
am € Z. . Essa funcdo fornece a dimensao local do espaco topoldgico M. Nos casos onde M é
conexo, podemos afirmar, globalmente, que a dimensdo de M é m. Para mais detalhes, veja as

Notas 1, pagina 1, em (GOMES, 2006).
Exemplo 3.2. Seja S' = {(x,y) € R?*|z? 4+ y* = 1}, com a topologia induzida pelo espago R>.
Tome o subconjunto U;" C S', da forma:

Ui = {(z,y) €S|y > 0}

Entdo, U;" é um conjunto aberto de S*. A funcdo o é uma parametrizagdo de U, sob o intervalo

aberto (—1,1) da reta.
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(pir : <_171) — U1+
x— (z,vV1—2?)

como | é uma bijecdo, 3 (o)™ : U — (—1,1), onde (o]) " (x,y) = x. E fdcil ver que o7
e (1)t s@o continuas, entdo (U;", (p1)™") é uma carta local em S".
Visualize o raciocinio na Figura 1.

Figura 1 — Carta Local

= [.r.*.,."'] —:-']

| =1, 0Ny 11,0}

-1 0

[T §
=

Fonte: Adaptado de (LIMA, 2011).

Ainda nesse exemplo, podemos identificar facilmente que U™ fornece a unidimensiona-
lidade local de S* pelo pardmetro x. Todavia, como S é conexa, concluimos que sua dimenséo
global é igual a 1. Isso fica mais claro, utilizando a parametrizacdo natural do circulo por meio

do dngulo, a saber ¢ : (0,27) C R — S! C R?, dada por £(t) = €' = (cos(t), sen(t)).

Exemplo 3.3. Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita, M (n,R) o espago das matrizes

n X n com entradas no corpo dos niimeros reais e considere 0s espagos:
L(V):={T :V — V|T é uma transformagdo linear}
GL (V) :={T € L(V)|T é invertivel}
GL (n,R) := {A € M(n,R)| A éinvertivel} = {A € M(n,R)| det(A) # 0}

Tome B = {e1,ea,...,e,} uma base para V. E defina a aplica¢do

¢p : GL (V) — M(n,R)

T+ ¢(T) = [T
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onde [T'|3 representa a matriz da transformagdo linear T na base .

Sabemos que uma transformacdo linear T é invertivel, se e somente se, o determinante
da matriz dessa transformagdo, numa base fixada, é diferente de zero. Ainda, dado A € M (n,R),
€ de nosso conhecimento que A ¢é invertivel, se e somente se, det A # 0. Esses resultados,
juntamente com o fato de toda transformacdo linear pode ser representada por uma matriz e
toda matriz poder definir uma transformagdo linear, implicam que ¢5(GL(V)) = GL (n,R).

Por outro lado, GL (n,R) = det ™' (R—{0}) e como GL (n,R) é igual a imagem inversa
de um conjunto aberto sob uma fung¢do continua, temos que GL (n,R) € aberto em M (n,R), que
por sua vez é isomorfo a R"™. Por fim, sendo ¢z a restrigdo de um isomorfismo linear, temos

que ¢ é um homeomorfismo sobre sua imagem. Portanto, (GL(V'), ¢3) € uma carta local em

GL(V).

Definiciio 3.4 (Atlas). Sejam p; : U; — ¢;(U;) cartas locais em M sobre R™, onde j € J um
conjunto qualquer de indice. Se os dominios U; cobrem M, entdo a colecdo A = {(U;,p;j)}jes €

um atlas de dimensdo m. Dessa forma, dizemos que os abertos U; sdo vizinhangas coordenadas

de A.

Considerando M = U Uj;, vemos que um atlas de M assegura que para todo elemento
j€s
p do espago topoldgico M, existe algum j em J, tal que p € U; e U; € um aberto homeomorfo a

um aberto do R™. Nessas circunstancias, uma variedade topolégica de dimensdo m € um espago
topolégico M, onde existe um atlas, tal como a Definicao 3.4.

Retomando o Exemplo 3.2, podemos construir um atlas para S'. Veja:

Exemplo 3.5. Seja S' = {(x,y) € R? |2 + y* = 1}, com a topologia induzida pelo espago R*

e os subconjuntos abertos de S*:

Ui ={(xy) € S'|y > 0}
U ={(zy) €'y <0}
Us = {(z,y) € S'|z > 0}
Uy ={(z,y) €S'|z <0}

As funcdes o sdo parametrizacées dos U sob o intervalo aberto (—1,1) da reta.
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Soli : (_171) — Uli

r+— (z, £ V1—2?)

Assim como as fungées 3 sdo parametrizagdes dos U3 sob o intervalo aberto (—1,1)

da reta.

y— (£V1—-9%y)

Como argumentado no Exemplo 3.2, 3 (¢F)™' : U — (—1,1), onde (o}) H(z,y) =
e I(ps) - UF — (=1,1), onde (¢3) ' (z,y) = y homeomorfismos, fazendo de
(U=, (pF)™), com i = 1,2 cartas em S'. Ainda, por S' = U;” U U; U Uy U Uy, temos
que {(Uy", (o) 71), (Ur, (1)), (U, (93)7"), (Uy ', (93)7")} € um atlas de dimenso 1 em
St

Agora, vamos tomar ¢ : Uy — ¢(Uy) e ¢ : Uy — 1»(U;) duas cartas locais de M,
onde U;NU, # (. Considerando a imagem das cartas dada na Defini¢do 3.1, podemos estabelecer
a correspondéncia (©1(p), ..., em(p)) +— (¥1(p), ..., ¥m(p)) de forma que a mudanca de
coordenada v o o~ : p(U; NUy) — (U; N Us) é um homeomorfismo. Uma interpretagdo

simbdlica dessa ideia é apresentada na Figura 2.

Figura 2 — Mudanca de coordenada

Fonte: Adaptado de (LIMA, 2011).

Sobre as mudancgas de coordenadas, introduziremos a estrutura basica da variedade

diferenciavel.
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Definicao 3.6 (Atlas C* - compativeis). Duas cartas (Uy,p1) e (Usa,p2) do espago topolégico
M, tal que as mudangas 1) o o~ e p o )~! sdo diferencidveis de classe C*, sdo chamadas de
cartas C'*° - compativeis. Dessa forma, um altas A de M é C'™, quando quaisquer duas de suas

cartas sdo C*° - compativeis.

Como as mudancas de coordenadas 1) o =1 e ¢ 0 9)~! sdo aplicacdes definidas no R™,
¢ conveniente recapitularmos a natureza da diferenciabilidade relativa a aplica¢des entre espacos

euclidianos. Nesse sentido, seja a aplicacdo, definida no aberto U C R™:

f:U—R"
(1, o) — (i1, s zm)s s fo((T1, s 2m))

onde f; : U — R, i =1, ..., n sdo funcdes coordenadas. Entdo f € diferencidvel em a € U, se

37 : R™ — R" uma transformacao linear, tal que:

fla+w) = f(a) =Tv+r(v)
r(v)

onde liI% W = (. Nesses termos, 7' é chamada de derivada de f em a, também denotada por
r— v
f'(a).
Como sistematizado na pagina 274 em (LIMA, 1999) temos que a matriz da transfor-
macao linear 7', em relacdo as bases candnicas de R™ e R", € a matriz jacobiana de f no ponto

a, denotada por J f(a), Df(a) ou f'(a), onde

Flaw =@ = (@) @) ) = @haon. i)

Assim, se v = ¢;, 0 j—ésimo vetor da base canonica de R™, temos que:

Fla)e; = §—§j<a> - j—i(a) . (g—f<> . f;i())

Da dlgebra linear, sabemos que o vetor f’(a)e;, fornece a j—ésimo coluna da matriz de

f'(a), nas bases candnicas, tendo a forma:

dfi(a) g(a) glt(a) - Flo(a)
Fla) = dfz'(a) _ g—ﬁf.(a) S—ﬁ‘(a) 57’;(@)
df,(a) g(a) Ge(a) - gl(a)

nxm
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onde a —ésimo linha da matriz € a diferencial da f; funcdo coordenada.
Familiarizados com a matemadtica por trds da compatibilidade entre as cartas de uma

variedade, € vantajoso refletirmos sobre essa nocao, por meio do exemplo a seguir:

Exemplo 3.7. No mesmo cendrio do Exemplo 3.3, tome (GL(V),pp), (GL(V),¢s) cartas
locais de GL(V). Vale lembrar que M (n,R) é isomorfo a R™, esse fato assegura (GL(V),p3),
(GL(V'),¢p) serem cartas locais de GL(V'), além de viabilizar o trabalho com as mudangas de
coordenadas no espago das matrizes quadradas de ordem n com entrada no corpo dos niimeros
reais, sem fugir da definicdo dessas mudancas nos espacos euclidianos.

Assim, seja B a matriz de passagem da base [ para a base (. Entdo, VA, A" €

GL(n,R), as mudangas de coordenadas entre as cartas sao da forma:

¢s0¢5 (A)=BAB ' =A e ¢go¢; (A)=B'AB=A
As aplicagoes ¢pg o gbg/l e pg o gbgl sdo difeomorfismos, de acordo com os resultados do Cdlculo

no R™ . Nessas condigoes, A = {(GL(V), ¢3) | B € base de V'} é um atlas C* para GL(V).

Veja a figura abaixo:

Figura 3 — Atlas C'°°-compativel
LW

GL(V)
&

—[T— I\ %
Ps
-~

GL(n, R)—  Pao@zt m
l'\ $e(T) ) ———

\E’M/GL:';:. R)

. =1
Mn®) P =@y

Fonte: Adaptado de (LIMA, 2011).

Com as discussdes levantadas até o momento, poderiamos intuir que as variedades
diferencidveis sao espacos topoldgicos munidos de um atlas C'*°. Porém, essa defini¢do condici-
ona as variedades aos sistemas de coordenadas adotados, em detrimento do espaco topoldgico.
Desse modo, se tomdssemos dois atlas distintos, tais que as cartas entre si sao C'*° - compativeis,
teriamos duas variedades diferencidveis diferentes, cada uma definida por um dos atlas, podendo

gerar ambiguidades.
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A fim de evitar patologias, dado um atlas C'*° para uma variedade M, completamo-lo
com todas as cartas que nio pertencem a ele, mas sdo C'>° - compativeis com suas proprias cartas.
Fazendo isso, construimos um atlas maximal A em M, em que se B € um atlas C*™° em M e
A C B,entio B = A.

Assim, um atlas maximal C'°*° constitui a estrutura diferenciavel de uma variedade,

donde podemos definir as variedades diferencidveis como:

Definicao 3.8 (Variedades diferencidveis). Uma m - variedade diferencidvel M é um espago

topologico de Hausdorff, com base enumerdvel e possui um atlas maximal C* de dimensdo m.

No decorrer do texto, estaremos assumindo que as variedades diferenciaveis sdo de
classe C'*°, exceto quando dito o contrario. E denotaremos por M as variedades de dimensao

m.

Exemplo 3.9. Sejam R o conjunto dos niimeros reais e a aplicagdo identidade idg : R — R.
Dessa forma, A = {(R,idg)} é um atlas C* de dimensdo 1, com uma iinica carta, que faz de R

uma l-variedade C™.

Exemplo 3.10. Sejam o espaco euclidiano R™ e a aplica¢do identidade idg» : R* — R".
Dessa forma, A = {(R",idgn)} € um atlas C* de dimensdo n, com uma tinica carta, que faz de

R™ uma n-variedade C*°.

A fim de compreendermos a importancia da compatibilidade das cartas na caracteriza¢io

de uma variedade, considere o exemplo a seguir:

Exemplo 3.11. Tome as seguintes variedades diferencidveis:
o My, com o atlas {(R,idg)} é uma 1— variedade C™ e
e My, com o atlas {(R, o(z) = x3)} é uma 1— variedade C*.

Afirmamos que a mudanga p o idg ndo é diferencidvel em 0. De fato, temos que
@ oidr(z) = p(z). A derivada dessa mudanga de coordenadas no ponto 0 é igual a ¢'(0). Mas

como o limite a seguir ndo existe,
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temos que o o idg ndo é diferencidvel no ponto 0. Logo, as cartas {(R,idg)}, {(R, o(z) = 23)}
ndo sao C*°- compativeis, donde M, e M, sdo variedades distintas.
Figura 4 — Cartas nao C'°°-compativel

R

) 1
plx) = x3

Embora, tenhamos apontado a condi¢do de maximalidade do atlas C'*° para corrigir uma
anomalia na defini¢do das variedades diferencidveis, nas paginas 63 a 66 em (LACERDA, 2007),
¢ realizado um estudo detalhado que mostra que cada atlas sobre um espaco topoldgico determina
uma Unica estrutura diferencidvel, assim se tomarmos atlas compativeis entre si, a estrutura de va-
riedade definidas por eles serd a mesma. Dessa forma, para efeitos préticos, ao construirmos uma
variedade diferencidvel € suficiente fornecermos um atlas C'°°, ndo necessariamente, maximal.

Vejamos mais alguns exemplos que solidificam a teoria:

Exemplo 3.12. Seja M uma m-variedade com o atlas {(U,, ¢o) | € T'} e U C M um aberto
ndo vazio. Assim, a partir do atlas de M, podemos construir um atlas para U, tornando esse

subespaco uma variedade diferencidvel. Para isso, basta tomar o seguinte atlas:

{(U N Uou (pa‘UﬂUa) ‘ a € F}

De fato, U C M como subespaco herda as propriedades topoldgicas de M, ou seja, é

um espago de Hausdorff e tem base enumerdvel.
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Por outro lado, como U e U, sdo abertos de M, ¥ o € T', temos que U N U, é aberto

de M e ainda é aberto de U, pela topologia de subespaco. Assim, a aplicagdo

9004|(U0Ua) : (Uﬂ Ua) cU— @a(Uﬂ Ua) - ‘;Ooa(U)

€ um homeomorfismo.
A compatibilidade entre as cartas desse atlas, também podem ser verificadas através
do seu comportamento nos abertos de U, dados pela topologia induzida por M. Portanto, esse

atlas faz de U uma variedade diferencidvel, chamada de subvariedade aberta.

Exemplo 3.13. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis, com os atlas {(U,, ¢o) | € T'}
e {(Vs,v3) | B € A}, respectivamente. Vamos construir um atlas C* para o espago M x N,
com a topologia produto, a fim de tornd-lo uma (m + n)-variedade diferencidvel. Para isso,

considere a aplicagdo 1.p, para cada o € I' e B € A, definida por:

Nap - Ua X Vg — Rm+n

(0,0) = (pa(p),Vs(q))

O dominio dessa aplicacdo é um aberto do espaco M x N, com a topologia produto.
Analogamente, ¢, (U,) x 13(Vg) C R™". A bijetividade segue imediatamente da defini¢do.
Agora, mostraremos que essa aplicacdo é um homeomorfismo sobre a imagem, para isso,

provaremos que 1), € continua e é uma aplicagdo aberta.

* Continuidade: Afirmamos que a imagem inversa de um conjunto aberto é aberto no
dominio. Com efeito, seja (p,q) € U, x Vj. Considere A C ¢, (Uy,) % 15(V3) aberto,
onde (0o (p),05(q)) € A. Entdo, existem abertos A, Ag, tais que po(p) € Ao C ©u(U,),
Ys(q) € Ag C3(Vs) e Ay x Az C A. Entdo:

W =1,5(Aa X Ag) = o' (Aa) X 5" (Ag) C Us x Vg

Como, por hipétese, as aplicagdes coordenadas sdo homeomorfismos, temos que o, (Ay)
e @/}/6_,1(145) sdo abertos em U, e V3, respectivamente. Assim, pela Definigdo 2.10, temos

que o' (A,) X wﬁ_l(Ag) C U, x Vj é aberto, donde segue que W ¢é aberto.

Portanto, 1, é continua.
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» Aplicacao aberta: Afirmamos que a imagem direta de um conjunto aberto é aberto no
conjunto imagem da aplicagdo. De fato, basta considerar A C U, x Vg aberto. Isso
significa que existe A, e Ag abertos em U, e V3, respectivamente, tal que A, x Ag = A.

Assim:

Y = nap(Aa X Ag) = pa(Aa) x ¥3(Ap) C 0a(Ua) X ¥5(Vp)

Como, por hipdtese, as aplicacoes coordenadas s@o homeomorfismos, temos que 9, (Ay)
e Y3(Ag) sdao abertos em ¢, (U, ) e 13(V3), respectivamente. Assim, pela Defini¢do 2.10,

temos que p,(Ay) X Y(Ag) € aberto, donde segue que Y é aberto.

Logo, 1ap € uma aplicagdo aberta e continua, donde segue que é um homeomorfismo.

Dessa forma, temos que (U, X Vs,m45) € uma carta para M x N. Ainda, se tomarmos
a colegdo

C={(Us xVg,nap) |celep e}

temos,

M x N = U, x V)
a76
onde, claramente, os dominios das cartas locais de C cobrem M x N. Afirmamos que C é um

atlas C*> para M x N. Para verificarmos essa proposi¢cdo, basta mostrarmos que duas cartas
quaisquer de C sdo C*-compativeis entre si. Com efeito, tome o,/ € I' e 3, ' € A. Assim, a

intersecdo entre os abertos de M x N é:

(Ua X Vg) N (Ua/ X Vﬁ/) = (Ua X Uw) N (Vg X VB’)

Aplicando nnp e 1y 3 na interse¢do dos abertos, temos os seguintes abertos no R

Nap(Ua X V5) N (Usr X Vi) = 00 (Ua NUsr) X (Vs N V)
na’ﬁ/((Ua X Vﬂ) N (Uo/ X Vg/)) = Spa’(Ua N Ua/) X @ZJ,B’(V,B N Vﬁ/)

Por fim, a mudanca de coordenadas é dada por:

Na © Moy = (Pa © 00t Vg 0 5" )
770/,3’ o] 77;5 = (SOO/ (@] 80;17 w[j/ @] w;l)

Como as mudangas p,0p,, | porop,t sdo diferencidveis em R™ e wﬁowﬁil , Vg owgl

sdo diferencidveis em R", temos que 1,43 © n;,lﬁ/ € Mo/ O n;ﬁl sdo diferencidveis em R™1™, ou seja,
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sdo C'*°-compativeis. Dessa forma, C é uma atlas para o espaco M x N, donde leva o nome de
variedade produto. Essa construgdo pode ser expandida, indutivamente, para o cartesiano finito

de espagos topologicos.

Exemplo 3.14. Agora discorremos sobre a construcdo de uma variedade quociente. Para isso,
considere M™ uma variedade e D(M) = {F : M — M | F é difeomorfismo} um grupo com
respeito a composicdo de funcoes (a nocdo de diferenciabilidade entre variedades é tratada
na Segdo 3.1, veja para compreender as aplicagées F' € D(M)). Tome, ainda G C D(M ) um
subgrupo.

Diremos que G age sobre M de maneira propria e descontinua sem pontos fixos. Se

1. Dados z,y € M comy & Gz = {g(x) | g € G}, drbita de x, entdo existem U e V abertos
de M, contendo x ey, respectivamente, tal que g(U) NV =0, Vg € G.

2. Dado x € M, existe U aberto de M contendo , tal que g(U)NU =0, Vg € G — {idy }-
Agora vamos definir a relacdo de equivaléncia ~ sobre M, da forma:
r~y<syeGr

Considere M| ~= M /G, com a topologia quociente.
Afirmagdo: O espaco M /G possui uma estrutura de m- variedade diferencidvel, onde
a aplicagdo m : M — M /G é um difeomorfismo local.

Com efeito, temos:

* Em primeiro lugar, m é uma aplicacdo aberta, pois, dado U C M aberto, temos que

n(U)=1[U] = U [a] = U Ga = U g(U) aberto, uma vez que g(U) é aberto, ¥ g € G.
acU acU geG
Dessa forma, a relacdo de equivaléncia dada por G é aberta, donde vale a Proposi¢cdo

2.31.
* M/G tem base enumerdvel de abertos, de acordo com a Proposi¢cdo 2.31.
* M/G é um espaco de Hausdorff. De fato, seja

R={(xy) e M x M |x ~ y},

tome (x,y) € (M x M) — R. Entdo y ¢ Gz. Pela defini¢do de G agir sobre M de maneira

propria, temos que existem U e V' abertos de M, contendo x e vy, respectivamente, tal que
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g{U)NV =0,V g € G. Portanto, (x,y) € UxV C (M x M) — R, donde (M x M) — R
€ aberto em M x M e por fim, R é fechado em M x M. Entdo, pela Proposicdo 2.31,
segue que M /G é um espago de Hausdorff.

O proximo passo serd construir um atlas C™ para M /G. Nesse sentido, tome [p] € M /G
e uma carta (U,, ) de M, tal que g(U,) NU, =0, Vg € G — {idy }. Assim, definimos

Yy, tal que o diagrama a seguir comute.

U—>7r

l /%—‘POMW(U )

Afirmamos que 7w(U,) € aberto em M /G e 1, = ¢ o 7T|(;; é um homeomorfismo, conse-
quentemente, (7(U,))b,) € uma carta para M /G. De fato, por definicdo, m é sobrejetora,
tal como a aplica¢do quociente, donde segue a continuidade de . Ainda, vimos que ela é

uma aplicacdo aberta, dessa forma, mostraremos que w é injetora, donde existe inversa.

Com efeito, se n(u) = w(u'), entdo u ~ v/, donde u = g(u'), para algum g € G.
Como un' € U, e g(U,) NU, = 0,Yg € G — {idy}, temos que g = idy. Assim,
u=g(u)=u=1idy(uv') = u = Portanto, 7 é injetiva.

Dessa forma, como © é uma bijecdo continua e uma aplicacdo aberta, temos que 7 é
homeomorfismo. Assim, a afirmagdo segue de 1), ser uma composi¢do bem definida de
homeomorfismos. Observe o diagrama a seguir, o qual nos auxilia na compreensdo e

construcdo das mudangas de coordenadas nos espagos quocientes.

Figura 5 — Mudanca de coordenadas na espaco quociente

E” EJ!

() @ 5
(U
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Agora, basta mostrarmos que duas cartas quaisquer do atlas A = {(7(U,), ¥p) }pem sdo
C*>°-compativeis entre si. Tome duas cartas (U,,1,) e (U, 1) de M /G, mostraremos que
Yy 0 (@/);)*1 é diferencidvel. Para isso precisamos analisar dois casos, o primeiro quando
p € UNU' e 0 segundo quando p ~ q, comp € U e q € U' e UNU' ndo, necessariamente,
diferente de vazio. Verificando a compatibilidade das cartas independente do representante

das classes de M /G.

Com efeito, no primeiro caso temos:

Yoo ()1 = (pomlyhy) o (@ omlyty) !
= (poT|gh) o (Tlurwr o (¢')7h)
-1

= ¢ o (7lyry: © Tlurw) o (¢)

= o ()" édiferencidvel

O segundo caso, segue de modo similar, atentando que se p ~ q, entdo 3 g € G, tal que
9(q) =p, comp e UNg(U') e q € U'. Veja mais detalhes nas Notas 2 pdginas 1 e 2 em
(GOMES, 2006).

3.1 APLICACOES DIFERENCIAVEIS

Caminhando em direcdo a ampliagcdo das nocdes e resultados estudados nos espacos

euclidianos para as variedades diferencidveis, temos:

Definicao 3.15. Uma aplicacdo F' : M™ — N™ entre variedades é diferencidvel em p, se
dado p € M, 3(Uyp), (V,9) cartas em M e N, respectivamente, onde p € U, F(p) € V e
F(U) C V, de modo que a aplicacdo 1 o F o o' : p(U) — (V) é diferencidvel em p(p).

Ainda, F é diferencidvel, se é diferencidvel ¥V p € M.

Veja a Figura 6 a seguir, que ilustra a defini¢do anterior.
Essa defini¢cdo independe da escolha das cartas das variedades. Essa afirmacdo € discu-
tida com mais detalhe nas paginas 67 e 68 em (LACERDA, 2007). Com isso, sobre a diferencia-

bilidade de ', podemos concluir que:

Proposicao 3.16. Dizemos que F ¢ diferencidvel se, somente se, ¥ (U,p), (V, 1) cartas em M e
N, respectivamente, onde F(U) C V, temos que a aplicagdo o F o o' : o(U) — (V) é

diferencidvel.
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Figura 6 — Funcoes diferenciaveis entre variedades

MM
F
(@
\_
@

P

g YoFogl [E
Gl ) Gl

Fonte: (LIMA, 2011).

Exemplo 3.17. A aplicacdo coordenada relativa a qualquer carta de uma variedade é uma
aplicagdo diferencidvel. Para vermos isso, tome (U,p) uma carta da variedade M, o aberto
o(U) em R™ e a carta (¢(U),idyw)) em R™, como a aplicagdo i,y op o ¢~ = idyw) €

diferencidvel, segue da Proposicdo anterior que ¢ é diferencidvel.

Definicao 3.18. Sejam M e N variedades. A aplicacdo F' : M — N é um difeomorfismos entre
variedades se F é bijetora e F' e F~" sdo diferencidveis. Nesse caso, se existe um difeomorfismo,

dizemos que M e N sdo difeomorfas.

Exemplo 3.19. As variedades
o My, como atlas {(R,idg)} e
e« My, com o atlas {(R, p(z) = x3)}.

sdo difeomorfas, pois F : M, — M, da forma F(x) = x*® é difeomorfismo, tal como a

Definicdo 3.18. Veja a Figura 7:

Figura 7 — Exemplo de variedades difeomorfas

Fix) = x3
T T

idg S
@ o Foidg = idg o(x) =x3

~

idg e F Lol = idg
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Proposicao 3.20. Sejam M™, N", ()¢ variedades diferencidveis. Sejam F' : M — N e
G : N — Q aplicagdes diferencidveis em p € M e F(p) € N, respectivamente. Entdo,

Go F: M — (@ é diferencidvel em p.

Podemos ter uma ideia da demonstracdo dessa proposi¢ado a partir da Figura 8:

Figura 8 — Demonstracao da Proposicao 3.20

il

il W}

R.I"

Fonte: (LACERDA, 2007)

Outra questdo que nos interessa € o espago tangente de uma variedade diferencidvel M.

Uma maneira de defini-lo é através das curvas diferenciaveis.

Definicao 3.21. Uma curva suave em uma variedade M é uma aplicacdo C*, dada por « :

(—ee) CR — M.

Conforme os estudos sobre Andlise no R", podemos dizer que um vetor v € tangente a
uma superficie M C R" em p € M, se existe v : (—e,c) —> M uma curva diferencidvel, tais
que v(0) = pe ' (0) = v. O conjunto dos vetores que satisfazem essas condi¢des para o ponto p
formam o espago tangente a superficie M em p, denotado por 7, M.

No caso das variedades diferencidveis, poderiamos definir os vetores tangentes a partir
de uma relacdo de equivaléncia entre curvas suaves em variedades, como é mostrado na pagina
71 em (LACERDA, 2007). Essa perspectiva tem viés predominantemente geométrico, porém

nos interessa apresentar outra forma mais algébrica.
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Para isso, considere a seguinte classe de fungdes
F(M)={f: M — R | fédiferencidvel},
com ela podemos definir a noc@o de vetor tangente a uma variedade diferencidvel.

Definicao 3.22. Seja M™ uma variedade diferencidvel e p € M. O vetor tangente a variedade

M em p é uma fun¢ao v € F(M)*:
v:F(M)—R
tal que, ¥ f.g € F(M) e, € R:

1. v(af + Bg) = av(f) + Bu(g)
2. v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)

O conjunto de todos os vetores tangentes a M no ponto p é denotado por T,M e chamado de

espaco tangente a M em p.

As condig¢des da definicao nos diz que o vetor tangente ¢ um funcional linear e ainda
age sobre o produto de fun¢des em F (M ), similarmente, a regra de Leibniz para a derivagio
do produto de funcdes diferencidveis. Embora, a principio, essa no¢do seja abstrata, podemos
compreende-la mais naturalmente, ao mostrarmos que 7, A/ € um espaco vetorial real, gerado
pela base {0;|,},, onde 0;|,,(f) = g—aﬁ:(p) = a(f;—fi_l)(ga(p)), f e F(M)e (Uyp) é uma carta

de M contendo p, como veremos a frente.
Proposicao 3.23. Dado p € M, temos que T, M é um espago vetorial real

Demonstragdo. Como F (M) é um espago vetorial e T,/ C F(M), mostraremos que 1,,M é
fechado pela operacdo soma e multiplicac@o por escalar, ou seja, € um subespaco vetorial. Com

efeito, dados v, w € T,M, f,g € F(M)ea,\€R, temos:

(v+ ) (f+ag) = v(f+ag)+  w(f+ ag)
= v(f) + av(g) + Aw(f) + Aaw(g)
= (v+2w)(f) + a(v+ Aw)(g)

Por fim,
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(v+Aw)(fg) = o(fg)+ Iw(fg)
= v(f)gp) + f(p)v(g) + Aw(f)g(p) + Af(p)w(g)
= (v(f) +Aw(f))g(p) + f(p)(v(g) + Aw(g))
= (v+w)(f)gp) + f(p)(v+ Aw)(g)

Dessa forma, temos que v+ Aw satisfaz as condi¢des da Defini¢do 3.22, donde v+ A\w €

T,M,Vv,weT,Me\c R.Portanto, T, M é um espago vetorial real. 0

Continuando nessa direcao, seja 0;|, : F (M) — R, como dada anteriormente, para
i = 1,...,m. Quero mostrar que 0;|, € T,M,Vi = 1,...,m. Entdo, sejam f,g € F(M)e

A € R. Temos que:

(F+Xrg9) o0 D)) = (F+29) (e (D)
= fle™' (D) + Mo ' (p)
= (foe )+ (Agoe H(p)

= (fop '+ Agop H(p)

assim, (f + Ag)op = fop™t 4+ Ago !, onde:

o+ = QU202 )y
- Ao 22000 D)
= AL )+ a8 E ) )
= ai‘l’(f) + )‘81"11(9)

Dessa forma, 0;|, € linear, Vi = 1,...,m. Ainda,
o) = D2 o)
_ a(f o @gxz(g o 907 )(90(17))
fop™) gop™)

= o, (e(0)) - (go e ) eP) + (f o ") (elp) - T(w(p))

= 9ilp(f)g(p) + f(P)0ilp(9)
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Isso mostra que Vi = 1,...,m, 0;|, satisfaz a segunda condic@o da Defini¢do 3.22.
Portanto, 0;|, € T,M,Vi=1,...,m

Agora mostraremos que {9;],}7; é uma base para T,M, onde 0;|,(f) = g—i(p) =
B(fow—@(w(p)), f e F(M)e (Uy) é uma carta de M contendo p . Para isso precisaremos do
seguinte Lema:
Lema 3.24. Sejam p € M e uma carta (U,p) de M contendo p. Entdo, existe uma vizinhanga

V' C U de p, de modo que para cada f € F(M), 3 f1,...,fm € F(M), fungdes, tais que:

1. fi(p) = 0ilp(f);
2. g;i=mop;

3. flv= ()—l-zllfz(z vi(p))-

sendo ¢ : U — p(U) C R™ 0 homeomorfismo e a i-ésima projecdo coordenada m; : R™ — R,

dada por m;(x1, ..., xy) = x;.
Veja sua demonstragdo na pagina 78 em (LACERDA, 2007). Por fim, como queriamos:

Proposicio 3.25. Sejam M uma variedade e p € M. Entdo, {0|,}, € uma base para T,M,
para toda carta (U,p) de M contendo p. Assim, os vetores tangentes v a M no ponto p, se

exprimem como:

Zv D))0ilp,

=1

Vv e T,M. Ainda, temos que dim(T,M) = m

Demonstragcdo. Sabemos que a fungdo ¢; = m; 0 : U — R™ € diferencidvel, V) =1,...,m.
Ainda, V j, temos:
Apjop™) O,
Bl () = 2¥i°¥ ) _ 97
b(03) = 2 o) = G2 (o)
Assim, se ay, ..., a, € R, sdo taisque > ., a;0;], = 0, entdo

- (z ) yp) zaza ) = > 22 () = a
i=1 v

Vj =1,...,m. De onde, concluimos que {8i|p}?;1 ¢ linearmente independente.
Falta mostrarmos que {0;|,}7, gera o espago T,M. Para isso, tome v € T,M e

V' C U um aberto contendo p, dada como no Lema anterior. Para uma f € F(M), sejam

f17 e '7fn S f(V), onde fl(p) - 81|P(f> €
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flv = fo)+ > filei — @i(p))

Ao aplicarmos v em f, temos:

v(f) =v(flv) = Zfz ©i) ZU(% )0ilp(f <Z v(;)0; |p>

Sabendo que a igualdade acima é valida para todo f € F (M), temos que:

m

v= Z v(:) i,

=1

Logo, {0;|,}™, gera o espaco 1,,M. O

Proposicao 3.26. Os espagos T,,U e T, M sdo isomorfos, sendo U C M um aberto da variedade

M contendo p.

Para um demonstracao detalhada desse resultado, veja na pagina 76 em (LACERDA,
2007).

3.2 CAMPOS VETORIAIS

Para iniciarmos nosso estudo sobre os campos vetoriais no contextos das variedades,
precisamos definir um conjunto que expresse os vetores tangentes em cada ponto da variedade.

Nesse sentido, temos o fibrado tangente, dado por:

T™ = | J{p} x T,M

peEM

em que seus elementos sdo da forma (p,v) := v, onde v, € T, M.
Tal como € definido, o fibrado tangente induz uma proje¢ao natural 7 : "M — M,
dada por 7(v,) = p. Nessas condi¢des, Vp € M, chamamos 7~ *(p) = T, M de fibra sobre p.

Com essas consideracdes, podemos definir os campos vetoriais como:

Definicao 3.27. Um campo vetorial é uma funcdo

X M —TM

p— X(p) = X, = v,

onde v, € T,M, Vp € M, tal que o diagrama a seguir comute.
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M X TM
&le
M

De acordo as discussoes realizadas na pagina 26 em (MATHEUS, 2014), podemos
restringir a nocdo de fibrado tangente a variedades para abertos na variedade diferencidvel, uma

vez que T, U ~ T,M.

Definicao 3.28 (Campo vetorial diferencidvel). Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo
vetorial diferencidvel definido em U C M aberto é uma aplicacdo diferencidvel X : U — T'M,
tal que X, = X (q) € T,M, V¥ q € U. Denotaremos por X(U) o conjunto dos campos vetoriais

diferencidveis em U.

Teorema 3.29. Se (U, ¢) é uma carta em M e X : U — TM é um campo vetorial, entdo,

Vp € M, as afirmacdes abaixo sdo equivalentes:
1. X é diferencidvel,

2. X = ZXP(%)&’;» com X,(p;)) € F(U)ei=1,...n

i=1

3. X,(f)e F(U), V feFU).

Exemplo 3.30. Seja S* C R* uma 3-variedade. Considere:

0 0 0 0
X(xvvavz) = _ya_xl(mavavz) + ma_y’(mvyzwvz) + Zﬁ_w‘(mvvavz) - w&“xvvavz) E %<R4>

se tomarmos (1,0,0,0) € S3, f € F(U) arbitrdrio, onde U C S* aberto, temos que:

0 0 0 0
X(1,0,0,0)(f) = _Oﬁ_JxC (1,0,0,0) T 13_5 (1,0,0,0) T 08_1{) (1,0,0,0) — Oé)_jz: (1,0,0,0)
of 4
= = € X(R
o l(100,0) € X(R7)

Como a imagem dos elementos da variedade pelos campos vetoriais sdo vetores tan-
gentes no fibrado, € intuitivo inferirmos que o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis se
comporta de modo semelhante as condi¢des da defini¢do 3.22. De fato, como podemos ver nas
discussodes feitas nas paginas 83 e 84 em (LACERDA, 2007), das quais nos interessa o seguinte

resultado:

Proposicao 3.31. Se X, Y sdo campos vetoriais diferencidveis em M e f € F(M), entdo as
fungées X +Y : M — TM, tal que (X +Y)(p) = X(p) +Y(p) e fX : M — TM, tal que
(fX)(p) = f(p)X(p) sdo campos vetoriais diferencidveis.
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Os campos vetoriais tem uma intima conexao com as equagdes diferenciais, que pode ser
observada por meio dos fluxos associados a eles. Para compreendermos essa no¢do, precisamos

introduzir a no¢do de curva integral.

Definicao 3.32. Seja X um campo de vetores de uma variedade diferencidvel M e uma curva
a: I CR— M. Sed(t) = Xa(t) V't € I um intervalo real, entdo o é chamada de curva

integral do campo X.
Estabelecendo essa conexdo, nas Notas 4, paginas 2 e 3 em (GOMES, 2000) traz:

Teorema 3.33. Seja X um campo de vetores de M. Entdo ¥V p € M, existe I,, C R um intervalo

real e uma curva vy, : I, — M, tal que:
1. 0 € I, e,(0) =p;
2. v, é uma curva integral de X ;

3. I, é um intervalo maximal, isto é, se 30 : I — M que satisfaz (1) e (2), entdo I C I, e
o =Y,
Sabendo da existéncia das curvas integrais definidas em intervalos maximais, temos:

Teorema 3.34. Seja D, = {p € M|t € I,} o conjunto para cada t € R, e munidos das
hipoteses do Teorema 3.33, temos que ¥ p € M, existe U C M aberto contendo p e € > 0 real,
tais que:
U :(—ee)x (UC D) — M
(t,q) ¥ W(t,q) := 74(t)
estd bem definida e é de classe C'™°.
Nesses termos, podemos indicar
Xy U— M
q — Xi(q) == ¥(t,q)

Assim, chamamos X; de fluxo local de X. Quando a W satisfaz o Teorema 3.34 para
todo o conjunto R x D;, podemos dizer que X é um campo vetorial completo. Nesses termos,
{X:|t € R} é chamado de fluxo do campo de vetores X e segundo o Apéndice A, pagina 347
em (MARTINS, 2016), X, satisfaz:
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Proposicao 3.35. Seja X uma campo de vetores em uma variedade diferencidvel M. Dados

pEM,et,s € R, temos:
1. Xo=id;
2. X = (X))t
3. As trajetorias de X e sX coincidem e seus fluxos satisfazem (sX); = Xy ;
4 Xppo= X 0X, = Xe0 X, ;
5. £(Xi(p)) = X(Xu(p)) -

Essas propriedades serdo uteis no estudo das aplica¢des exponenciais que relacionam
os grupos as dlgebras de Lie. Além disso, do ponto de vista algébrico, podemos acentuar uma
importante natureza do conjunto dos campos vetoriais. Veremos com mais detalhe no Exemplo
4.8, que o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis em U, denotado por X(U), sendo um

espaco vetorial, admite um colchete bindrio, tal que X(U) tenha uma estrutura de dlgebra de Lie.
3.3 APLICACAO DERIVADA

Sabemos da dlgebra linear que o espago vetorial M, (R) é formado pelas matrizes
correspondentes as transformacdes lineares 7" : R™ — R", nas bases candnicas de R e
R™. Sobre esse espaco € definida a aplicacdo derivada, conhecida do cdlculo para aplicacdes

diferencidveis de vdrias varidveis por:

F' U — Myyn(R)
r— F'(x)
onde F'(z) é a derivada de F' em x € U, desde que F seja diferencidvel no aberto U C R™.

Buscando expandir essas no¢des para o contexto das variedades diferencidveis, inicia-

mos definindo a derivada de aplicacdes diferencidveis entre variedades num dado ponto.

Definicao 3.36. Sejam M e N variedades diferencidveis e a aplicagdo diferencidvel F' : M —
N. A derivada de F em p é a aplicagdo dF, : T,M — TpyN, tal que Vv € T,M, dF,(v) é

um vetor tangente de Ty N que age sobre F(N), da seguinte forma:

[dF,(v)](g) = v(go F)
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para cada g € F(N). Da forma que é definida, a chamamos de diferencial da aplica¢do

diferencidvel F' em p.

Exemplo 3.37. Sejam U C R™ um aberto e a aplicagdo diferencidavel ' : U — R", a
aplicagdo derivada no contexto das variedades diferencidveis, a saber, dF, : T,U — Ty, R",
se reduz aos trabalhos do cdlculo no R". Assim, tomando T,U = R™ e Tr,)R" = R", temos
que a derivada de F' em p € U é a matriz jacobiana da aplicacdo F' : R™ — R".Veja o

diagrama a seguir:

Figura 9 — Derivada de uma aplicacao

F'ip)

.F T n
[[ —— R" TU, T(B" g

iil\ Jfll.] n:rl_r):l iilrlj.-':

DE(p)

{._.' Erl R.l.ll . }:r.'

Fonte: (LIMA, 2011)

Como € de se esperar, a aplica¢do d I}, entre os espagos vetoriais T, M e T'r(,) N € linear,

conforme a proposic¢ao a seguir:

Proposicao 3.38. Sejam M e N variedades diferencidveis e a aplica¢do diferencidvel F

M — N, entao dF, : T,M — Ty, N € linear, Vp € M.

Demonstragdo. De fato, dados v,w € T,M e um escalar A € R. Tomando arbitrariamente

g € F(N), temos:

dF,(v+Mw)(g) = (v+w)(goF)
= v(goF)+ A uw(goF)
= dF,(v)(9) + AdFy(w)(g)
= [dFy(v) + AdF,(w)](9)

]

Como dF}, ¢ uma transformacao linear, podemos determinar sua matriz em relagdo a
um par de bases fixadas. Nosso interesse estd na matriz dada pelas bases de T,M e Tr(,) N,

determinadas pela cartas locais de M e N. Nesse caminho, temos:
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Proposicao 3.39. Sejam F' : M™ — N" uma aplicagdo diferencidvel e p € M. Tome as
cartas locais (Up, @) em M e (Vi(,),1) em N. Dadas as bases {0;|,}7., e {0:| pp) Yooy de T,M
e Tr) N, determinadas, respectivamente, por (U, ) e (V,v). Entdo, a matriz de dF, com

relagdo a estas bases é a matriz jacobiana de 1) o F o ¢~ em o(p).

Considerando a aplicagdo diferencidvel ¢ o F o o™t : o(U,) C R™ — (V) C R”

e a i-ésima projecdo coordenada 7; : R" — R, tal que m;(x1,...,z,) = z;, tomamos

(YoFop ) =m otpoFop
(V@)

Nesses termos, nas paginas 77 a 79 em (LACERDA, 2007), € feita a construcdo da
demonstra¢do do resultado anterior, onde, Vj = 1,...,m, obtemos que:

—dWoFop) 5
ZHCPEDY : T ) o) - il F(p)
J

i=1

Dessa forma, a matriz de dF}, nas bases indicadas na Proposicdo 3.39 € a matriz

A € M« (R) com as entradas

parat=1,...,nej=1,...,m.

No contexto das variedades, podemos trabalhar de modo semelhante a regra da cadeia
para a diferencial da composicao de aplicagdes diferencidveis entre espagos euclidianos. Em
primeiro momento, tome M, N e () variedades diferencidveis e as aplica¢des diferencidveis
F:M— N,G:N— QeGoF:M-— Q.Nos interessa saber a forma de d(G o F), :

TyM — Tgorp) Q. Por defini¢do, temos as aplicagdes:

dF, : T,M — Trp N dGrp) : TrepN — Tore) @

v dFy(v) AF,(v) > dGp(dF,(v))

A partir disso, afirmamos que d(G o F'), = dG g o dF,. Com efeito, dado v € T,,M,
vV f e F(Q), temos:

d(G o F)y(v)(f) = v(f o G o F) = dF,(v)(foG)
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Por outro lado, temos (para facilitar a visualizagdo considere dF,(v) = vp):

[dGr@) o dEJ(0)(f) = dGr) o (dFp(v))(f)
= dGry)((dF,(0))(f)
= dGry)(vr)(f)
= (vr)(foG)
= dF,(v)(fo Q)
Como querfamos, d(G o F'), = dGp() o dF,,Vv e T,M eV f € F(Q).
Com a definicao da derivada de F' em um ponto, nos questionamos como se € definida a

aplicagdo derivada, chamada de diferencial de F'. Para isso, tome (p,v) € T'M. Podemos definir

a aplicacdo derivada como:

dF :TM — TN
(p,v) — (F(p), dFy(v))

Jaque, v € T, M, temos que dF,(v) € Tpp)yN, onde dFy, : T,M — Ty N.

3.4 ALUSAO AS SUBVARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Agora, introduziremos as caracterizagoes das subvariedades imersas, mergulhadas e
por fim, das subvariedades regulares, as quais desempenham papel importante no estudo dos

subgrupos de Lie.

Definicao 3.40. O posto de uma aplicagdo diferencidvel F' : M™ — N", no pontop € M é
igual a dimensdo da imagem de dF, : T,M — TrN.

Definicao 3.41 (Imersdao em variedades). Seja F': M™ — N", com m < n uma aplicacdo
C entre variedades. Se o posto de F'em p € M é igual am, ¥V p € M, entdo dizemos que F' é

uma imersao .
Compreenda melhor essas no¢des por meio do exemplo:
Exemplo 3.42. Considere a aplicagdo:
F R —R

(z,y) — (2,9,3)
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onde fi(z,y) =z, fo(z,y) =y e f3(x,y) = 3. Sabemos que

afi  of
% o 10
_ 0 o) _
dFey = | 52 92 =101
ofs  Ofs
9z %/ (ay) 00

Assim, vemos que a matriz da aplica¢do dF|, ) tem duas colunas linearmente indepen-
dente, donde podemos afirmar que o posto de F é igual a 2,V (z,y) € R?. Dessa forma, pela

Definicdo 3.41, temos que I’ é uma imersao.

E importante acentuar que a ocorréncia da hipétese exigida na Definicdo 3.41 é equiva-
lente a afirmamos que a aplica¢do dF), € injetora, Vp € M. Isso se faz possivel, a medida que
podemos entender a aplicacdo derivada de £’ em p sob a éptica da anélise real em multivaridveis,
j4 que a matriz de dF),, nas bases naturais dos espagos 7, M e T,y N é uma matriz em M, ., (R),
como € mostrado na Proposi¢do 3.39.

Com a no¢ao de imersdao, podemos iniciar a construcao das subvariedades. Para isso,
tome F : M™ — N” uma imersio injetora entre variedades. E possivel mostrar que (M )

admite uma estrutura de variedade diferencidvel, independente de V. Isso se da, considerando:

1. A topologiade F'(M) dado por 7 : {A C F(M)|F~'(A) é aberto de M }. Nesses termos,

F: M — F(M) é um homeomorfismo.

2. Oatlas A = {(F(U,),¢ o F~'|rw,))}, definido pelo diagrama:

U, C M =— =(U,) C N

l A Hewy))
) CR™

Deixamos a cargo do leitor verificar que 7 € uma topologia e a cole¢do .4 € um atlas

(> que determina uma estrutura de variedade diferencidvel para F'(M).

Definicao 3.43. Considere ' : M™ — N" uma imersdo injetora entre variedades e F/(M)
satisfazendo as hipdteses anteriores (1) e (2), nesses termos F(M) é chamada de subvariedade
imersa em N. Ainda, F (M) é dita uma subvariedade mergulhada em N, quando F é um

homeomorfismo sobre sua imagem, com F'(M) subespago topolégico de N.
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Seja a aplicagdo F' : R? — R?, dada por F'(x,y) = (2,y,3). E facil ver, com o exemplo
3.42, que F é uma imersdo injetora. Ainda, do célculo no R, ' : R? — F(R?) é continua,
assim como F~!. Logo, F(R?) é uma subvariedade mergulhada.

Em algumas abordagens, os subgrupos de Lie sdo definidos, naturalmente, a partir
das subvariedades regulares. Porém, nossas referéncias mostram uma defini¢do munida das
propriedades topoldgicas do subgrupo de um grupo de Lie fechado, a qual optamos, uma vez
que caminha mais diretamente ao objetivo desse trabalho. Dessa forma, encerramos essa se¢ao

apresentando as subvariedades regulares, a titulo de curiosidade.

Definicao 3.44. Seja N™ uma variedade diferencidvel e M C N subespago topologico. Se M é
tal que, dado p € M, 3 (U,,p) de N, onde:

1. o(p) =0€R";
2. o(U,) = BZ(0) (Bola aberta em R™ centrada em 0 de raio €);
3. oU,NM)={(z1,...,2,) € BXO) | xpps1 = ... = 2, = 0}, para algum m € N.
Nessas condicoes, M é uma m-variedade diferencidvel, com o atlas C* dado por
A={UNM,7o¢lunm)},
chamada de subvariedade regular de M.

Compreenda a ideia das condicdes da definicdo no diagrama a seguir:

Figura 10 — Hipoteses sobre a estrutura da subvariedade re-
gular

m=n
Br(0)C R"

T
N
n M)
Im?ﬂ

- .
(xy, s X)) = (Xg, 0 %)

Fonte: Autor

Como podemos observar, as subvariedades definidas nessa secdo sdo obtidas a partir de
aplicagdes com posto constante. Dessa forma, o seguinte resultado € ttil para determinarmos

subvariedades regulares.
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Proposicio 3.45. Seja ' : N* — L' um aplicacdo C™, entre variedades diferencidveis e
q € F(N). Considere M := F~'(q). Se F tem posto | sobre M, entdo M é uma subvariedade
regular de N de dimensdao m = n — .

Mais ainda, o espago tangente de p € M é dado por T,M = ker dF),.

Veja detalhes da constru¢do dessa proposi¢ao nas Notas 3, pagina 4 em (GOMES,
2006). Uma versao desse resultado € apresentada no Teorema 7.11, na pagina 186 em (BAKER,
2002), porém, equivalentemente, ele substitui a hipdtese do posto constante igual a n, para a de
dF, ser sobrejetiva Vp € S e conclui que S C M € uma subvariedade, mas nio a caracteriza
como regular e afirma que ker dF, = T, M. Usaremos esse fato, para mostrarmos a condicdo de

subvariedade dos subgrupos de Lie.
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4 GRUPOS DE LIE

Os grupos de Lie, em geral, sdo objetos geométricos nao-lineares. Dessa forma, algo
notdvel e fundamental na teoria de Lie encontra-se no fato desses grupos estarem associados a
certas algebras, as quais, por meio de sua representacao no espaco das transformagdes lineares,
podem transferir problemas de natureza nao linear para problemas tipicos da édlgebra linear. Por
defini¢do, os grupos de Lie sdo variedades diferencidveis dotadas de uma estrutura de grupo, cuja
operacao multiplicacdo e inversdo sdo infinitamente diferencidveis, enquanto as dlgebras de Lie
sdo espagos vetoriais, munidos de uma opera¢do bindria, chamada comutador ou colchete de Lie,
que atende a bilinearidade, a alternatividade e a identidade de Jacob. Nesse sentido, buscaremos
explorar algumas das ligacOes entre a estrutura do grupo de Lie com sua relativa dlgebra de Lie,

e vice-versa, conhecendo os resultados que esses intercambios fornecem sobre esses objetos.
Definicao 4.1 (Grupo de Lie). Sejam G um conjunto e as aplicagoes:

GxGE—G 1 G — G

(9,h) — gh gr— g "

Dizemos que G é um grupo de Lie se:
1. (G,-) é um grupo;
2. G tem uma estrutura subjacente de variedade diferencidvel;
3. As aplicagoes - e 1 sdo diferencidveis.

Com o conhecimento de todos os subsidios necessarios para um conjunto ser um grupo

de Lie, solidificaremos a compressao dessa no¢ao apresentando alguns exemplos.

Exemplo 4.2. Seja R" e a operacdo soma “+” e subtracdo “—" usuais do espaco euclidiano.
E ficil ver que (R™ +) é um grupo. Vimos do Exemplo 3.9 que o espacos euclidianos n-
dimensionais admitem uma estrutura diferencidvel que os tornam variedades diferencidveis.
Trivialmente, com as operagoes soma e subtracdo sdo lineares, temos que sdo diferenciais.

Portanto, R™ é uma grupo de Lie.
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Exemplo 4.3. Seja GL(n,R) o espaco das matrizes n X n invertiveis com entrada no corpo
dos niimeros R. Sabemos, pelos fundamentos de dlgebra, que o conjunto GL(n,R) munido do
produto usual entre matrizes é um grupo, chamado grupo linear geral.

Como vimos no Exemplo 3.3, GL(n,R) é um aberto de R"™ e pelo Exemplo 3.12,
temos que é uma subvariedade aberta. Dessa forma, GL(n,R) admite estrutura de variedade
diferencidvel.

Ainda, como a aplicacdo em GL(n,R) provém do produto usual de matrizes, temos
que ela é diferencidvel. Com efeito, se tomarmos X,Y € GL(n,R), dadas por X = (x;;) e

Y = (yij), tais que i.j = 1,...,n, temos que Z = XY = (z;;), onde:

n
Zij = E LikYkj
k=1

é um polindmio de grau dois nas varidveis x;; e y;j, sendo, portanto, diferencidvel.

Por fim, como os elementos de GL(n,R) sdo invertiveis, isto é, det X # 0, VX €
GL(n,R), temos que existe X+ = %, onde CT ¢é a transposta da matriz de cofatores C de
X. Dessa forma, as entradas de X~ sdo polinémios, donde a aplicacdo i : X — X1 ¢
diferencidvel.

Logo, GL(n,R) é um grupo de Lie.

Conhecida a estrutura basica de um grupo de Lie, podemos iniciar os estudos sobre esse
objeto. Para comecar, iremos explorar a estrutura subjacente de variedades, definir e construir
alguns resultados sobre as aplicacOes translacdes e os campos invariantes, 0s quais nos ajudaram

a criar o primeiro elo de ligagcdo entre o grupo e a dlgebra de Lie. Assim, temos:

Definicao 4.4. Seja G um grupo de Lie, tome g € G. as translagées a direita, a esquerda e a

conjugagdo sdo definidas, respectivamente, por:

D, :G—G E, :G—G Cy :G—G
h — Dy(h) = hg h+— E,(h) = gh h+— Cy(h) = ghg™*

As aplicagdes da definicdo anterior sdo, claramente, diferencidveis. Ainda, tanto as
translagdes a esquerda e a direita, quanto a conjugacao siao difeomorfismos, uma vez que:
e FyjoE, 1 =id

° Dg O.Dgfl =id
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Por meio das translacdes, podemos definir o fibrado tangente de um grupo de Lie.
Afirmamos que 7'G ¢é difeomorfo ao produto cartesiano entre G e 771G, onde 1 € G a identidade
do grupo G. Com efeito, tome g € G arbitrdrio, entdo d(E,); : TG — T,G ¢é a diferencial de

E, em 1, a qual € um isomorfismo, visto que £, € um difeomorfismo. Dessa forma, a aplicacdo

GxTG—TG
(g,0) —> d(Ey)1(v)
¢ uma bijecdo, com a inversa:

TG — G x TG

v — (m(v), d(Eg)7r(v)‘1 (v))

onde 7 : TG — G é a projecdo candnica. Escrevendo essas aplicagdes a partir da sua diferencial
parcial, podemos mostrar que elas sdo diferencidveis, como queriamos. Um raciocinio similar é
feito para a translacao a direita.

Outra noc¢ao importante para nossos estudos € a de campo invariante.

Definicao 4.5. Seja G um grupo de Lie. Dizemos que um campo de vetores X em G é:

* invariante a direita, se ¥V g,h € G, temos que d(D,),(X(h)) = X(hg), em outras
palavras, d(D,) o X = X o D, para todo g € G.

* invariante a esquerda, se ¥ g,h € G, temos que d(E,),(X(h)) = X(hg), em outras
palavras, d(E,) o X = X o E, para todo g € G.

Iremos denotar por Inv? o conjunto de todos os campos invariantes a direita de G' e Inv® o
conjunto de todos os campos invariantes a esquerda de GG. Esses conjuntos sdo subespacos
vetoriais reais do espago de todos os campos invariantes de G. Com efeito, tome Inv® (o mesmo

raciocinio vale para Inv?). Sejam X, Y € Inv®, A € Re g, h € G arbitrérios, entio

(X + AY)(gh) = X(gh) + A\Y (gh)

como X, Y € Inv®,

X(gh) + AY (gh) = d(Ey)nX (h) + Ad(Eg)aY (h)
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visto que d(E,), € linear, temos:

d(Ey)nX (h) + Ad(Ey)rY (h) = d(Ey)n(X (h) + AY (h))

como g, h € GG s@o tomados arbitrariamente, segue que

(X +XY) =d(E,)n(X + XY)

7z

portanto X + \Y € Inv®. Logo, Inv® € um espago vetorial real.
Os espacos Inv® e Inv? sdo isomorfos a 7;G, uma vez que existe um isomorfismo
que associa cada vetor de 771G a um tnico campo invariante a esquerda (ou a direita) em G.

Construiremos um isomorfismo entre os espacos Inv® e 77 G, para isso tome a aplicagio linear:

T : Inv® — T1G

X — X(1)

a qual ¢é linear, dada as operagdes soma e multiplicagdo por funcdo escalar nos campos vetoriais.
Agora, definiremos uma aplicagdo v, que serd auxiliar para determinarmos a inversa de 7'. Assim,

dadov € T'G, Vg € G, d(E,),(v) € T,G, definimos:

v G —TdG

g — d(Eg)1(v)

dessa forma, v é um campo vetorial, tal que o(1) = v, consequentemente,

donde temos que v € Inv®.

Afirmamos que a aplicacdo:

F TlG — Inv®

UV —> 0

¢ ainversa de T, ou seja, ' = T!. Com efeito, dados v € T1G, X € Inv® e g € G, temos:
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(FeT)(X))(9) = (F(T(X))(9)

Por outro lado,

(T'o F)(v) = T(F(v))

Como queriamos, existe uma transformagao linear bijetora entre os espagos Inv® e 771G,
desse modo esses espacos sio isomorfos. Com um raciocinio andlogo, vemos que Inv? e 7, G
sdo isomorfos. Dessa forma, tais campos sdo facilmente determinados pelos vetores tangentes a

identidade do grupo. Os campos invariantes a direita e a esquerda sdo representado por X% e X¢,

onde X*(g) = d(D,)1X(1) e X*(g) = d(E, )1 X(1).

Exemplo 4.6. Seja G = GL(n,R) o grupo linear geral. Fixemos g € G, as translacdes a
direita e a esquerda sdo transformagoes lineares restritas a GL(n,R). Num primeiro momento
cabe mostrarmos que T\G = M(n,R). E claro que T\G C M(n,R). Resta mostrar que

M(n,R) C T\G. Para isso, tome A € M (n,R) arbitrdrio. Seja a curva:

v i (=€) — M(n,R)
b et =) %(tA)"
n>0
Dessa forma, a aplicagdo estd bem definida, uma vez que a série ), -, L(tA)" con-
verge sempre que ||A|| < oo, sendo ||A|| a norma euclidiana ao identificarmos A € M (n,R)
com um vetor em R™, veja Secdo 2.1 em (BAKER, 2002). Ainda a aplicagdo é diferencidvel,
pois para cada entrada da matriz é derivdvel.

Dada essa curva, a estratégia é mostrar que Im(vy) C G. De fato, como:
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det <€tA> _ etr(tA)

e a imagem da exponencial real é igual a R, segue que ™) = 0, donde ¢! ¢é invertivel, isto ¢,
et € G, para todo t € R, que por sua vez estd contido em M (n,R). Assim, pela Proposicdo 2.4

da pdgina 33 em (HALL, 2015), existe a curva diferencidvel -y em que /' (t) = Ae™!, satisfazendo
FY0)=A4 e ~F0)=e=e"=1

Portanto, A € T\ G, consequentemente, M (n,R) C T1G.

Isso permite dizermos que os campos vetoriais X em G sdo aplicacoes de G em
M(n,R), jd que TG = G x M (n,R).

Por outro lado, como a derivada de transformagcodes lineares é a propria transformagdo
avaliada na identidade do espago vetorial, temos que d(Ey), = E; e d(Dy), = Dy, ¥V g,h € G.

Com isso, podemos descrever os campos invariantes a direita em GL(n,R) como:

X : G — M(nR)
g — d(Dg)X (1) = Dy(X(1)) = X(1)g

Dessa forma, os campos invariantes a direita sdo da forma X (g) = Ag, onde A € T\G.
Esse campo induz a equagdo diferencial linear % = Ag, que é o sistema linear % = Az,
repetido para cada uma das n colunas de g. De modo andlogo, podemos podemos definir os
campos invariantes a esquerda.

Um aspecto interessante desse exemplo estd no fato de mostrar que ndo necessariamente

um campo invariante a direita é também invariante a esquerda. Isso se deve ao produto usual

entre matriz, em geral, ndo ser comutativo.

Munidos dessas no¢des, temos propriedade para adentrarmos ao estudo uma das cone-
x0es entre as dlgebras e os grupos de Lie. Para isso, faz-se necessario definirmos a estrutura das

algebras de Lie, para posteriormente, construirmos a dlgebra associada a um grupo de Lie.
4.1 ALGEBRA DE LIE ASSOCIADA A UM GRUPO DE LIE

Uma 4lgebra de Lie é um espago vetorial g sob um corpo K, munido por uma operacao
bindria chamada de comutador de Lie [X,Y’], que aplicado aos elementos da dlgebra satisfaz as

propriedades abaixo:
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 Bilinearidade V X, XYY e gea € K

(X +aX Y] =[X)Y]+ [aX Y] =[X,Y]+ a[X"Y]

(XY + Y| = [X)Y]+ [X,aY'] = [X,)Y] + o[X,Y]
e Alternatividade V X,Y € g
(X, X]=0

e por conseguinte, temos a anti-simetria

[(XY] = =V, X]

¢ Identidade de Jacobi:

[Xv[KZH = [[va]7Z] + [K[X7ZH VXY ZeEg

Exemplo 4.7. O espago das transformagées lineares L(V') de um espago vetorial V' de dimensdo
n sobre K, também entendido como o espago das matrizes n X n com estradas sobre o corpo K,

tem estrutura de dlgebra de Lie com o colchete definido por

[(X,)Y] =XY —YX, paratodo X,Y € L(V),

sendo () o produto e (—) subtracdo usuais do espaco das matrizes. Denotaremos por

gl(n,K) ou gl(V') o espago vetorial L(V') ou M (n,K) quando visto como dlgebra Lie.

Outro exemplo bastante interessante € o espaco vetorial dos campos vetoriais sobre uma

variedade diferencidvel, munido do colchete de Lie dos campos vetores, como vemos a seguir:

Exemplo 4.8. Seja M uma variedade diferencidvel e X,Y € X(M), defina o colchete de X e
Y por:
X,Y]: M — TM
p — [X)Y],: F(M) — R
fooo—= XY
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em que (XY, = X, oY, — Y, 0 X, definida da seguinte forma: para toda fungdo f € F (M),

associamos uma fungdo real [X,Y|(f): M — R dada por

(XY () = Xp(Yp(f) = Yo(Xp(£))-

Assim, [X,Y'| é um campo vetorial em M. Para simplificar a notagdo, denotaremos [X,Y |, :=
XPYJ; - Y;?Xp-

Sabendo que X(M) é um espago vetorial, temos que X (M) munido do colchete definido
anteriormente é uma dlgebra de Lie. Para mostrarmos essa afirmacdo devemos verificar a
validade da bilinearidade, da alternatividade e da identidade de Jacobi. Mostraremos a segunda
propriedade a fim de familiarizar o leitor com a defini¢do do colchete, as outras propriedades
seguem de simples manipulacoes algébricas e da aplicacdo da definicdo.

Com efeito, vale a alternatividade, pois dado X € X(M) e p € M, temos:

[X.X](p) = X, X, — X, X, =0

Definicdo 4.9. (Algebra de Lie abeliana) Chamamos uma dlgebra de Lie g de abeliana ou
comutativa, quando o comutador aplicado a quaisquer elementos da dlgebra ndo acrescenta

nada a estrutura do espago vetorial, ou seja, ¥ XY € g, [X)Y] = 0.

Assim como em outras estruturas algébricas, sdo definidas as subalgebras de Lie como

um subconjunto fechado pelo colchete da dlgebra, como segue:

Definicao 4.10 (Subdlgebras de Lie). Sejam g uma dlgebra de Lie com colchete [—,—]eh C g
um subespaco vetorial de g. Dizemos que h é uma subdlgebra de g se [ X Y| € h para quaisquer

X,)Y eh
Alguns exemplos de subdlgebras de Lie sdo:

Exemplo 4.11. O espaco das matrizes diagonais é uma subdlgebra abeliana de gl(n,K). Veja

na pdgina 19 em (MARTINS, 2010).

Exemplo 4.12. Seja sl(n,K) = {X € gl(n,K) | tr(X) = 0)}. Como sl(n,K) C gl(n,K), para
ser subdlgebra de Lie, falta mostrar que, dados X ,Y € sl(n,K), temos [X,Y] € sl(n,K), ou
seja, tr ([X,Y]) = 0. De fato,
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tr((X,Y]) = tr(XY —YX)

Logo sl(n,K) é subdlgebra de gl(n,K).

Exemplo 4.13. Seja so(n,K) = {X € gl(n,K)| X + XT = 0}, sendo X* a matriz transposta

de X, temos que so(n,K) é o conjunto das matrizes anti-simétricas:

Sejam X e Y € so(n,K), entdo:

XY+ [XY]" = XY -YX+ (XY -YX)"

= XY -YX+VYTXxT - XxTyT
Como X, Y € so(n,K), tem-se:

XY+ XY = XY -YX+ (-Y)(—X) - (=X)(-Y)
= XY -YX+4+YX-XY

= 0

Como so(n,K) C gl(n,K) é um subespago vetorial de gl(n,K) e [X,Y] € so(n,K), conclui-se

que so(n,K) é uma subdlgebra.

Exemplo 4.14. Sejau(n) = {X € gl(n,R) | X+X = 0}, sendo X a matriz obtida de X apds
conjugagdo dos suas entrada. Na pagina 20, em (MARTINS, 2010), temos que u(n,R) C gl(n,R)
é um subespacgo vetorial real e uma subdlgebra de Lie de gl(n,R).

Do mesmo modo, su(n) = {X € u(n)| tr X = 0} é um subespago vetorial real e uma

subdlgebra de Lie de gl(n,R).
Exemplo 4.15. Sejam

0 *x %
g=< X egl3K): X = 0 0 =
0 0O
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A dlgebra g é conhecida como dlgebra de Heisenberg. Tomando o colchete de lie
convencional do espaco de matrizes, temos facilmente que g é uma subdlgebra de Lie de

gl(3,K).

Proposicao 4.16. Seja Inv® o espaco dos campos invariantes a esquerda de G. Sabemos que
Inv® C X(G). Se tomarmos XY € Inv® e o colchete de Lie definido no Exemplo 4.8, temos que
Inv® C X(G) é uma subdlgebra de Lie. O mesmo vale para o espaco dos campos invariantes a

direita.

Para conferir a demonstracao desse resultado, veja as paginas 115 e 116 em (LACERDA,
2007).

Como mencionamos, o espaco 711G € isomorfo ao espaco dos campos invariantes a
esquerda ou a direita. Esse isomorfismo, induz os colchetes de Lie, como mostrado nas paginas

111 e 112 em (MARTINS, 2016),
¢ [AvB]d = [Aded](l)
* [A,B]. = [A°, B°|(1)

sobre TG, paratodo A, B € T\G.

Com essas consideracdes podemos definir a dlgebra de Lie de um grupo de Lie, como:

Definicao 4.17. A dlgebra de Lie associada ao grupo de Lie G é qualquer uma das dlgebras de

Lie isomorfas Inv?, Inv®, (T1G,[.,.]a) ou (T\G,[.,.].). Denotaremos essa dlgebra por g,

Nas paginas 111 a 114 em (LACERDA, 2007) é realizada uma discussao detalhada sobre
o isomorfismos entre esses espagos vetoriais. Certos de que o sdo, durante o texto deixaremos
explicito quais dos espacos estdo sendo tomados como a dlgebra g associada ao grupo de Lie G.

Em geral, adotaremos (71G,|.,.]4), exceto quando dito o contrério.

Exemplo 4.18. Com vimos 4.6, os campos invariantes a direita de GL(n,R) = G sdo dados por
Xa(g) = Ag, com A € M (n,R) = T\G. Com isso, queremos dizer que os campos invariantes
em G podem ser identificados por matrizes em M (n,R). Dessa forma, associaremos os campos
invariantes a direita (ou esquerda) a matrizes, ou seja, o campo invariante X 4 corresponde a

uma matriz A € M(n,R). Entdo, para A, B € M (n,R) e g € G, temos:

[Xa,XB](9) = Xa(X5(9)) — X5(Xa(g)) = A(B(g9)) — B(A(g)) = (AB — BA)(9g)
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De agora em diante, todo campo invariante a direita X 4 de G serd representado pela

matriz A. Desse modo, como vimos [X 4,Xg] = Xap_pa, em termos da operagcdo colchete,

temos [A,B](g) = (AB — BA)(g).
4.2 HOMOMORFISMO

Assim como em outras estruturas algébricas mapeamos os objetos por meio de homo-

morfismos, para os grupos de Lie, temos:

Definicao 4.19. Sejam G e H grupos de Lie e ® : G — H um homomorfismo de grupo

diferencidvel é chamada de homomorfismo de grupos de Lie.

Quando temos um homomorfismo de grupo de Lie & : G — G, dizemos que a
aplicagdo é um endomorfismo. Agora se tomarmos ¢ um homomorfismo de Lie inversivel,
ou seja, @ bijetora, admitindo 0 homomorfismo ®~!, entdo dizemos que ® : G — H é um
isomorfismo de Lie, e G e H sdo grupos de Lie isomorfos. Ja quando ¢ é um isomorfismo de G
em (5, a aplicagdo é chamada de automorfismo.

A ideia inicial € estudar os grupos de Lie por meio de suas dlgebras de Lie associadas.
Dessa forma, buscaremos descrever as ligacdes entre os homomorfismos de Lie e a relacdo entre

os homomorfismos de dlgebra de Lie. Nesse sentido, temos:

Definicao 4.20 (Homomorfismo de dlgebra de Lie). Sejam g, h dlgebras de Lie. A transformagdo

linear dada por:

¢ :g—h
X — ¢(X)

tal que vV XY € g, ¢([X,Y]g) = [¢(X),0(Y)|n € chamada de homomorfismo de dlgebra de
Lie.

As definicdes de endomorfismo, isomorfismos e automorfismos de dlgebras de Lie sdao

andlogas as dadas anteriormente, considerando o operador colchete de Lie.

Exemplo 4.21. Seja P uma transformagdo linear inversivel do espaco vetorial V' de dimensdo

finita. Entdo, a conjugagdo por P

Acgl(V)— PAP ' € gl(V)
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é um automorfismo de gl(V).

E dado que P é uma transformacdo linear inversivel e

¢ :gl(V) —gl(V)
X +— PXP!

Quero mostrar que ¢ é um homomorfismo de dlgebra de Lie. Tomando o comutador

usual do espago das transformacoes endomorficas, temos:

#([XY]) = PXYIP
= P(XY -YX)P!
= PXYP!'-PYXp*

Usando, entre X e Y, que | = PP~! = P~ P:

¢(X)Y]) = PXIYP' —PYIXP™'
= PXP'PYP'—-PYP'PXP!
= 9(X)o(Y) — oY) (X)
= [6(X).0(Y)]

Agora, para mostrar que ¢ é um isomorfismo, precisamos provar que ¢ € injetora e

sobrejetora. Como

d(X)=0¢(Y) = PXP'=PYyp
= P 'PXP'P=P'PYP'P
= IXI=1IYI
= X=Y

segue que ¢ € injetora.
Ainda, pelo teorema do niicleo e da imagem de uma transformagdo linear entre espacos

vetoriais de dimensdes finita, sabemos que:

dim gl(V') = dim ker (¢) + dim Im (¢)

Como ¢ € injetora, temos que ker (¢) = 0, entdo:
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dimgl(V) = dim Im (¢)

Juntamente com o fato de Im (¢) C gl(V'), temos que Im (¢) = gl(V'), donde ¢ é sobrejetora.
Logo ¢ é um homomorfismo de Lie bijetor, ou seja, é um isomorfismo de Lie.

Podemos definir ¢~ da forma:

o~ gl(V) — gl(V)
C+— P lCP

Observe que:
po¢ Y (C)=¢(P'CP)=PP'CPP'=C

¢ top(A)=¢ Y(PAP™Y) = P'PAP'P=A

Como ¢ é um homomorfismo bijetor de gl(V') em gl(V'), conclui-se que ¢ é um auto-
morfismo de Lie.
De modo andlogo ao feito para a aplicacdo ¢, podemos mostrar que ¢p~—* é um isomor-

fismo de Lie.

Uma forma prética de verificar se dlgebras de Lie de dimensao finita sdo isomorfos se
da por meio do colchete aplicado nos elementos da base. Isso é, seja g uma édlgebra de Lie finita
com base { X1, ..., X, }. Calculando, dois a dois, o colchete dos elementos da base, temos que

s@o descritos como a combinacdo linear:

X0, X5 =) i X,
=1

onde os coeficientes sdo chamados de constantes de estrutura da dlgebra de Lie em relacdo a
base. Entdo, na pagina 22, (MARTINS, 2010) nos mostra que duas dlgebras de Lie sdo isomorfas
se tem as mesmas constantes de estrutura. Considere os exemplos das subélgebras de Lie dadas

anteriormente.

Exemplo 4.22. Sejaso(3) = {X € gl(3,R) | X + XT = 0}, sendo XT a matriz transposta de
X, o conjunto das matrizes anti-simétricas. Sabemos que so(3) C gl(3,R) é uma subdlgebra.

Seja By = {F1,F»,F3} uma base para so(3), onde:
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00 O 0 01 0 -1 0
Fi=100 -1 |, 2= 0 00 |,F=]1 00
01 0 -1 0 0 0 0 0

Tomando o colchete de Lie [ X)Y] = XY — Y X, para todo XY € so(3), vemos que
[F1,Fy] = F, [Fy, F3] = Fyoe [F3,F1] = Fb.

Exemplo 4.23. su(2) = {X € gl2,R) | X + X =0etrX = 0}, sendo X a matriz obtida
de X apds conjugacdo dos suas entrada. Sabemos que su(2) C gl(2,R) é uma subdlgebra. Seja

By = {E1,Ey,Es} uma base para su(2), onde:

1{ ¢ O 1 {0 2 1({0 -1
El = 3 ) E2 = 3 -
2\ 0 —i 2\i o0 2\1 0
Tomando o colchete de Lie [X,Y] = XY — Y X, paratodo XY € su(2), vemos que

[El,EQ] = Es, [Ez,E:ﬂ =FE e [E37E1] = Es.

Caminhando em dire¢@o aos nossos objetivos desse capitulo, outro importante exemplo
de um homomorfismo do grupo de Lie em sua dlgebra de Lie € dado pela aplicacdo exponencial,
a qual se apresenta como uma das principais vias de intercambio entre as dlgebras e os grupos de

Lie, como veremos na segdes seguintes.
4.2.1 Aplicagdo exponencial

Para introduzirmos a nog¢ao da aplicacao diferenciavel, considere X um campo invari-
ante a direita do grupo de Lie GG, e X; seu fluxo. Dados g € GG, h € G numa vizinhancade g e a

curva

a :(—€€) — G

fica claro que «(0) = hg, uma vez que Xy(h) = h (relembre em 3.35). Entdo, pela regra da
cadeia

o/ (t) = d(Dg)x, X (X:(h))

pela invaridncia a direita de X;
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o (t) = X (Xi(h)g) = X(a(t))
Isso implica que X;(hg) = Xi(h)g, se X € Inv%. De maneira parecida, temos
Xi(gh) = gXi(h), se X € Inv®.
Portanto, « € solug@o para a equagdo diferencial % = X(g) com condi¢do inicial
a(0) = hg, donde «a(t) = X;(h)g. A aplicagdo exponencial é definida através da solugdo dessa

equacao diferencial. Nas paginas 114 e 115 em (MARTINS, 2016), vemos que se 0os campos
invariantes sdo completos € se X%(1) = X¢(1), entdo (X%);(1) = (X°):(1),Vt € R.

Definicao 4.24. Seja T\G = g a dlgebra de Lie associada do grupo de Lie G, e seja X € g.

Dado X invariante a direita ou a esquerda, a aplica¢do

exp : g — G

X — exp(X) =e* = X,(1)
¢ a aplicagdo exponencial de g sobre G.

Na pdgina 16 em (MARTINS, 2016), vemos com detalhes que a aplicacdo exponencial
estd bem definida. Como haviamos mencionado, a aplicacdo exponencial dada anteriormente €
um homomorfismo. De fato, para mostraremos essa afirmagdo, considere a invariancia a direita
e a esquerda dos campos vetoriais X¢ e X ¢, respectivamente, e as propriedades da Proposicio

3.35, temos que se X¢(1) = X¢(1), entdo dado X invariante a direita ou a esquerda:

X, (1) =tX, (1) = ¥
donde, para cada X € g fixadoet, s € R, temos

Rx{X} —G

(t,X) — X
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¢ um homomorfismo, pois

X = ((t+5) X (1)
= Xus(D)
= Xi(X,(1))
= Xy (1)X,(1)
= (X)) (1)(

_ GtXGSX

sX)1(1)

Como X,;(1)X,(1) = Xs(1)X,(1), segue que

e(t+s)X _ etXesX _ 6sXeiEX

como queriamos.
Exploremos tanto as propriedades algébricas, quanto a diferenciabilidade da exponencial
nos intercambios a serem estudados. Assim, na pagina 116, (MARTINS, 2016) compila alguns

resultados na seguinte Proposicao:

Proposicao 4.25. Seja X um campo vetorial de um grupo de Lie G

1. Se X € Inv%, entdo X, = E..x, donde X,(g) = ¢'Xg
2. Se X € Inv®, entdo X; = Dax, donde X,(g) = ge'*
3. e9=1

4. Sen € Z, entdo (eX)" =e"X,Vn e Z

5. (dexp)g =1id

Nessas condigdes, a imagem {e!* |t € R} é um subgrupo de G, chamado de subgrupo
a 1-parametro gerado por X € g. Essa termologia generaliza o que € feito no contexto matricial,

na pagina 41, vemos que (HALL, 2015) entende os subgrupos a 1-parametro como:

Definicdo 4.26. Seja ¥V : R — GL(n,R). Essa aplicacdo é chamada de subgrupo a 1-

pardmetro de GL(n,R) se:

1. W é continua,
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30Ut +5) = T(L)T(s)

Em (HALL, 2015), vemos na pagina 41, no Teorema 2.14 que se a imagem de ¢(t) é
um subgrupo a 1-pardmetro de GL(n,R), entdo 3! X € M (n,R), tal que ¢(t) = e'*. Isso serd
usado para estabelecer a relagao entre o homomorfismo entre grupos de Lie de matrizes e suas

respectivas dlgebras associadas.

Exemplo 4.27. Como visto no Exemplo 4.6, os campos invariantes do grupo linear GL(n,R) é

dado por X (g) = Ag, com A € M (n,R), o qual induz a equagdo diferencial

dg
_a
a9

1
cuja solucdo fundamental é dada por e = Z HA’“. Essa solucdo coincide com a aplica¢do
k>0
exponencial em GL(n,R), tal como a Defini¢cdo 4.24.
Por meio da aplicac@o exponencial, nas paginas 119 e 120, (MARTINS, 2016) mos-
tra que podemos estabelecer uma relacdo entre os homomorfismo de grupos de Lie com os

homomorfismos entre as suas dlgebras de Lie associadas. Para isso, precisamos descrever um

homomorfismo de dlgebra de Lie a partir do homomorfismo diferencidvel. De modo geral, temos:

Proposicao 4.28. Sejam G e H grupos de Lie com suas dlgebras de Lie associadas g e h,
respectivamente. Se ® : G — H é um homomorfismo diferencidvel, entdo d®, : g — h é um

homomorfismo de dlgebras de Lie.

Vale lembrar que d®, : 117G — T1H,em que T1'G = g e T1H = h. Para o colchete
invariante a direita ou a esquerda, a Proposi¢do 4.28 diz que V X, Y € g, vale d®,[X,Y] =
[dP, X,dP, Y.

A prova desse resultado utiliza uma propriedade dos campos invariantes que desvia dos
objetivos desse trabalho, nesse sentido, para mais detalhes veja na pagina 120 a Proposicdo 5.16
e na pagina 348 Proposicao A.2 em (MARTINS, 2016). Agora, conhecendo o homomorfismo
entre as dlgebras de Lie associados, temos a seguinte relacdo entre essas aplica¢des de grupos de

Lie e algebras de Lie.
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Proposicao 4.29. Sejam G e H grupos de Lie com as suas dlgebras de Lie associadas g e h,

respectivamente, e X € g. Se ® : G — H um homomorfismo diferencidvel, entdo
CID(eX) _ ed(I’l(X)

Como nosso repertdrio de exemplos se concentra nos matriciais, traremos uma versao
desse resultado, apresentada na pagina 60 em (HALL, 2015), para os homomorfismos de Lie

associados aos grupos lineares e suas dlgebras de Lie.

Proposicao 4.30. Sejam G e H grupos de Lie de matrizes, e as suas dlgebras associadas g e h,
respectivamente. Se ® : G — H é um homomorfismo de grupo de Lie, entdo existe uma tinica

transformacdo linear ¢ : g — h, tal que:
d(e*) = e?X)
V X € g. Ainda, ¢ satisfaz as seguintes propriedades:
1. g(AXA™ ) =d(A)p(X)P(A), VX eg, AeG;
2. o([X,Y]) = [o(X),0(Y)], VXY € g;
3. 0(X) = £(2(eN))],_, VX € g

Demonstracdo. Como ¢ € um homomorfismo de grupo de Lie, € por hipétese diferencidvel e em
particular uma aplicagio continua, entdo ®(e'*) é um subgrupo a 1-pardmetro de H,V X € g.

Entdo, pelo Teorema 2.14 na pagina 41 em (HALL, 2015), temos que 3! Z € M (n,R), tal que

@(etX) — etZ (1)

V¢ € R. Vamos definir ¢(X ) = Z e mostraremos que ela satisfaz as propriedades da Proposigao.
Primeiro, para t = 1, a equagio (1) fica ®(e™) = €?,V X € g. Agora, se ®(e'X) = ¢!Vt € R,

entao

(I)(etsX) — 6tsZ
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mostrando que ¢(sX) = s¢(X). Agora, pelo Teorema 2.11 da Férmula do Produto de Lie, na
pagina 40 em (HALL, 2015), sabemos que V XY € M (n,R), XY = lim (e% e§> , entdo ,

m— 00

juntamente com a continuidade do homomorfismo de grupo ®, temos:

etPXHY) = @(lim (e%e%)m)
m—0o0
. tX v (\™
= W%I_I}(l)o (@(ew)@(em))
Portanto, e +Y) = lim (et“bfn")e%)m: lim <6M> (0 () +16(Y))
m—o0 m—oo

Diferenciando em ¢ e aplicando ¢ = 0, temos ¢(X +Y') = ¢(X) + ¢(Y'), donde temos
a linearidade de ¢.
Até agora, temos uma aplicagio linear ¢ que é tnica. De fato, se existe ¢ com tal

propriedade, temos que:

6th(X) - €t¢(X) _ @(etX)

Ao diferenciarmos em t e aplicar a diferencial em ¢ = 0, teremos ¢(X) = ¢(X),

vV X € g. Quanto as propriedades, temos para A € G:

et¢(AXA*1) _ ed)(tAXA*l) _ (I)(etAXAfl)

Usando a defini¢do de exponencial de matrizes e a observagio que (AXA™H)™ =

~ -1 _ ~
AX™A~1, para nimero natural m, temos que A4 = AetX A~1 entdo

SHAXATY) B(AA” 1)
= d(A*AT
= ¢(A)P ( eA)™
= O(A)p(4)!

Diferenciando em ¢t e aplicando em ¢ = 0, temos ¢(AX A1) = O(A)p(X)P(A™),
VX eg Aed.

O colchete de Lie no espaco das matrizes é convencionalmente tomado por [X,Y] =
XY —YX,VX)Y € g. Entdo, pela Proposicdo 2.4, na pagina 33, e pela regra do produto, na
pagina 40, apresentados em (HALL, 2015), temos que:

d
dt

tXYe—tX

B(XY)) = ¢(

d
— Egb(etXYe_tX)

)

t=0
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estamos usando o fato da derivada comutar com a transformacao linear. Entdo, pela propriedade

mostrada acima,

d

SXY]) = Sa(e o )eEt)
_ %et¢(X)¢(y)6—t¢(X) t:O

= (X)) H(Y)etX) _ D) gy )p(X)e )
= ¢(X)op(Y) — o(Y)o(X)
= [0(X).0(Y)]

t=0

Isso mostra o item 2, ou seja, ¢ € um homomorfismo de dlgebra de Lie.

O item 3 é imediato do fato de ®(e!X) = €!*(X), pois

Sa(e)| = S| =o0)ee| = o(x)

dt t=0 dt t=0 t=0

Exemplo 4.31. Sejam os subgrupos lineares de GL(n,R):

SO(3) = SO(3.R) = {A € GL(3R) | ATA = I e det(A) = 1}
SU(2) = {A € GL(2,R) | A(A)" =T e det(A) = 1}.

Esses subgrupos sdo grupos de Lie, como veremos na Segdo 5.1.

Seja a aplicagdo:

o: SU(2) — SO(3)
U — Oy V — V
X — UXU!
onde V=4 X = " T ) R =123
Ty —ix3  —T

Observe que o espago vetorial V é isomorfo a R?, isso implica que a matriz da aplicacdo
Oy tem ordem 3, donde faz sentido Oy € SO(3). Agora, na pdagina 24 em (HALL, 2015), vemos
que ® é um homomorfismo com ker ® = {—1,1} # {0}. E 0 homomorfismo de dlgebra de Lie
associado ¢ : su(2) — so(3), da forma ¢(E;) = F}, para cada j = 1,...,3 e sendo E;, F;

elementos das bases do espaco vetorial dessas dlgebras, respectivamente, dadas nos exemplos
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4.23 e 4.22 ¢ um isomorfismo de dlgebra de Lie, como mostrado nas pdginas 59 e 60 em (HALL,
2015) .

Temos que ¢ leva a base de su(2) na base de so(3), sendo um isomorfismo de dlgebra
de Lie, embora ® ndo seja um isomorfismo de grupo, pois ker ® # 0.

Veja mais detalhes na pdgina 62 em (HALL, 2015).

4.2.2 Representacdo

Por meio do homomorfismo chamado de representacdo, podemos transferir o trabalho
matematico sobre objetos de natureza complexa para o contexto da dlgebra linear, simplificando

o olhar sobre problemas obscuros através das ferramentas da 4lgebra linear. Dessa forma, temos:

Definicao 4.32 (Representacdo do grupo de Lie). Seja G um grupo de Lie, uma representacdo

finita de G é um homomorfismo de grupo de Lie
p: G— GL(V)

em que V' é um espago vetorial de dimensao finita e GL(V') o grupo linear dado pelas transfor-

magoes lineares invertiveis de V em V.

A dlgebra de Lie de GL(V') é denotada por gl(V'), que corresponde ao espaco das
transformacdes lineares endomorficas do espaco vetorial V. Considerando a relagdo, dada
anteriormente, entre 0 homomorfismo de grupos de Lie com o das dlgebras associadas, podemos

definir a representacdo da dlgebra do grupo de Lie no espago gl(V'), como

dpy : g — gl(V)

Para simplificar, normalmente usamos a mesma notacao para a representacdo de grupo

e de dlgebra, quero dizer, p = dp,. Assim, uma representacao de dlgebra de Lie é dada por:

Definicao 4.33 (Representacio da dlgebra de Lie). Seja g uma dlgebra de Lie, uma representacdo

finita de g é um homomorfismo de dlgebra Lie

p:gr—gl(V)

em que V' € um espago vetorial de dimensao finita e gl(V') a dlgebra de Lie das transformagdoes

lineares de V.
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Na pédgina 26 em (MARTINS, 2010), temos sobre as representacdes das dlgebras de Lie

que:
e pédita fiel, se ker p = {0};

* Se ker p = {0}, entdo g ~ Im p. Isso significa que a dlgebra de Lie é isomorfa a uma
subdlgebra do espaco das transformacdes lineares endomorficas. Nesse caso, podemos

olhar para a dlgebra como um espago das transformagdes lineares;
e dim V = dim p.

Seja g a dlgebra associada ao grupo de Lie (G, pela Proposi¢do 4.29, por serem homo-
morfismos, as representagdes do grupo e da sua dlgebra associada se conectam da seguinte forma,

paracada X € g:

p<€X) — edr1(X)

vale notar que p(e*) € GL(V), onde o segundo membro da igualdade fornece a imagem da

aplicagdo exponencial de gl(V') em GL(V).

Exemplo 4.34. Seja G = GL(n,R) e GL(R™) o espago das transformagées lineares invertiveis
T : R" — R", também entendido como espago das matrizes n xn invertiveis. Uma representagdo
de GL(n,R) em R™ ¢ a aplicacdo identidade, assim como uma representagdo de gl(n,R) em R",

uma vez que:

d
F Ol =4

4.2.3 Representacdo adjunta
Uma outra maneira de olhar os grupos de Lie através de homomorfismos € por meio da

representacdo adjunta, a qual representa um grupo de Lie G em sua dlgebra de Lie g associada.

Isso ocorre do seguinte modo:

Definicao 4.35. A representacdo adjunta do grupo de Lie G em sua dlgebra de Lie g é dada

por:

Ad : G — GL(g)
g — Ad(g) = d(Cy)
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Em primeiro lugar, € vilido lembrar que g como algebra de Lie, em particular, € um
espago vetorial, fazendo sentido usarmos a notagdo GL(g), como definido em 4.32. Agora,
vemos facilmente que Cy(1) = 1, donde d(C}); : g — g é uma aplicag@o linear. Por outro
lado, dados g, h,z € G

CyoCu(z) = glhah™)g™! = Cyu(x)
donde d(C,), o d(C})1, onde temos que Ad € de fato um homomorfismo diferencidvel e portanto,
uma representa¢do de G'em g. Ainda, de Cy = E;,0 D1 = Dy-1 o Ey, podemos entender essa

aplicacdo da forma:
d(Cy)1 = d(Ey 0 Dy-1)1 = d(Dy-1 0 Eg)1 = (d(Ey))g-1 © (dDg-1)1 = d(Dy-1)g o (dEy)1

Uma expressao util para relacionar essas estruturas é dada pela Proposi¢do 4.29, to-
mando ¢ = C,, temos:

geXg—l — eAd(g)X (2)

Ainda, como Ad é uma representacio diferencidvel, nos interessa determinar a relativa
representacdo entre sua dlgebra de Lie nela propria. Mas antes disso, considere a defini¢dao da

representacdo adjunta de 4dlgebras de Lie.

Definicao 4.36. O homomorfismo ad é dito representacdo adjunta da dlgebra de Lie g nela
prépria. Para cada X € g, ad (X) é uma transformagdo linear. Assim, ad age da seguinte

forma:
ad: g — gl(g)
X — ad(X): g — g
Y — ad(X)(Y) = [X.Y]
A linearidade de ad (X) é assegurada por:
ad (X +aY)Z =[X+ oY, Z] = [X,Z]+ oY, Z] =ad (X)Z + aad (Y)Z
Usando a identidade de Jacobi [X,Y],Z] = [X,[Y,Z]] + [[X,Z],Y], a propriedade de
homomorfismo de Lie de ad é garantida por:
ad ([X,)Y])Z = [[X.)Y],Z]
= X2+ [[X,2]Y]
= [X,[Y.Z]] - [Y[X.Z]]
= ad(X)oad(Y)(Z)—ad(Y)oad(X)(Z)
= [ad(X),ad (Y)](Z)



76

Na pdgina 123 em (MARTINS, 2016), como de se esperar, mostra d(Ad); corresponde a

representacdo adjunta da dlgebra de Lie associada ao grupo. Como vemos na seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.37. Seja G um grupo de Lie, com sua dlgebra de Lie g, com o colchete dado pelos
campos invariantes a esquerda d(Ad),(X) = ad.(X), e pelos campos invariantes a direita

d(Ad)(X) = —ady(X), VX € g evalem as igualdades

Ad(eX) :eade(X) e Ad(eX) :e_add(X)‘
Exemplo 4.38. Seja G um grupo abeliano. Entdo, sua dlgebra de Lie associada é abeliana.

Demonstragdo. Dados g € G, X € get € R arbitrarios. Pela Proposicao 4.29, tomando

¢ = (), recaimos na Equagio 2, onde temos:

como, por hipétese, G € grupo abeliano e sabemos que g,g~ !, e € G, entdo, em particular,

otX g1 —

g g~ te!X, donde:

ot Ad(9)X _ ggtetX = 16 = X

tAd(9)X — X Derivando essa equagio e aplicando em ¢ = 0, temos:

Assim, temos e
Vg€ G, X € g,donde Ad(g) = id. Entdo, pela Proposicdo 4.37, se Y € g, entdo
id = Ad(el) = e!2d(),
derivando a igualdade anterior e aplicando em ¢ = 0, temos:
ade(Y) =0, VY € g,
isso implica que g € uma dlgebra abeliana, como na Defini¢do 4.9. [
Proposicao 4.39. Seja h uma subdlgebra de Lie de g. Dado Y € h, entdo,

Ad(e¥) € h.
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Demonstragdo. Pela Proposic¢ao 4.37, sabemos que:

1
Ad(e")X = eMMX =) ad (V)" x

k>0

Por hipétese, h é uma subdlgebra, cada termo da série pertence a h, ie, ad (Y)X = [V, X] € h,
ad (Y)?X = [V,[Y,X]] € h, e assim sucessivamente, para k > 0. Assim, 0 somatdrio converge

para um elemento de h, visto que é um subespago vetorial. [

Para mais detalhes veja pagina 137 em (MARTINS, 2016). Essa proposicao € ttil na

demonstracdo da conexao entre os grupos e as algebras de Lie dada no Teorema 5.9.
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5 INTERCAMBIOS ENTRE OS GRUPOS DE LIE E ALGEBRAS DE LIE

Nesse capitulo iremos apresentar algumas conexdes entre os grupos de Lie e suas
algebras associadas. No que se refere a teoria de Lie e os intercambios entre essas duas estruturas
algébricas, hd diversos resultados, os quais, majoritariamente, exigem um conhecimento teérico
denso e complexo, desviando dos objetivos introdutérios desse trabalho. O primeiro passo
estd em compreendermos a estrutura dos subgrupos de Lie de um grupo de Lie GG, para entdo

expressarmos a conexao entre as relativas dlgebras de Lie associadas.
5.1 SUBGRUPOS DE LIE E SUBALGEBRAS DE LIE

Uma maneira de definirmos os subgrupos de Lie baseia-se nas propriedades topol6-
gicas do conjunto subjacente ao grupo. Como um grupo de Lie GG tem estrutura de variedade
diferenciavel, em particular, € um espacgo topoldgico com estruturas de aberto bem definidas.
Dessa forma, nessa se¢do, ao explorarmos as propriedades topoldgicas dos subgrupos, estamos

entendendo-as como apresentado no Capitulo 2.

Definicao 5.1. Seja G um grupo de Lie. Seja H C G um subgrupo fechado que também é uma

subvariedade de G, entdo H é chamado de subgrupo de Lie.

E claro que ao restringirmos as aplica¢des multiplicago e inversdo do grupo de Lie G
ao subgrupo H, elas continuam sendo diferencidveis. Dessa forma, /1 é um grupo de Lie com as
estruturas herdadas de G.

Nessa se¢do buscaremos mostrar alguns dos subgrupos lineares do grupo linear GL(n,R)
que sdo subgrupos de Lie, bem como determinar a dlgebra de Lie associada a cada um deles. Em

primeiro momento, temos:

Exemplo 5.2. Seja SL(n,R) = {A € M(n,R)| det(A) = 1}.
E claro que SL(n,R) C GL(n,R). Primeiro mostraremos que é um subgrupo, como

SL(n,R) # 0 e VA,B € SL(n,R), temos que det(AB~!) = det(A) det(B!) = SZEE;‘; =1,
donde AB™' € SL(n,R). Logo SL(n,R) < GL(n,R). Quero mostrar que SL(n,R) é fechado.
Pela defini¢do de SL(n,R) e por det ser continua, temos SL(n,R) = det ™' ({1}), como {1} ¢

fechado em R, temos que SL(n,R) é fechado em M (n,R).
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Isso mostra que SL(n,R) C GL(n,R) é um subgrupo fechado. Agora vamos mostrar
que é uma subvariedade. Para isso, usaremos a Proposi¢do 3.45. Como R é uma variedade
diferencidvel e det : GL(n,R) — R uma aplicacdo diferencidvel, queremos mostrar que
ddety : M(n,R) — R ¢é sobrejetiva para ¥ A € GL(n,R). Vale lembrar que T,R = R,
Vg€ ReTsGL(n,R) = M(n,R), VA€ GL(n,R).

Para isso, considere a curva diferencidvel o : (—¢,€) — GL(n,R), com a(0) = A.
Temos que d det 4 aplicado em o' (0) € igual a

_ ddet(a(t))

ddet(’(0)) 7 o

Agora, defina outra curva a partir de «(t), da forma:
ag : (—€, ) — GL(n,C)
t— ap(t) == A a(t)

E claro que o(0) = I

No cdlculo de matrizes, existe a formula de Jacobi:
ddet(A(t)) = det A(t) tr(A(t)'dA(2)).

Voltando para a curva o, aplicaremos essa formula:
ddet(Aay(t))

dt t=0
= det(Aag(0)) tr((Aag(0)) "t Aaj(0))

ddets(a/(0)) =

= det(A)tr(A'a/(0))
Assim, a transformacdo linear d det 4 é tal que:

ddety : M(n,R) — R

X — det(A) tr(A™1X)

Seja a dlgebra de Lie sl(n,R) = {X € gl(n,R) | tr(X) = 0} definida anteriormente.
Assim, fica claro que ker ddet 4 = Asl(n,R) e € sobrejetor, uma vez que o tr é sobrejetor. Isso
é vdlido, para todo A € SL(n,R). Entdo, pela Proposicdo 3.45, SL(n,R) — GL(n,R) é uma
subvariedade. Portanto, de acordo com a Defini¢do 5.1, SL(n,R) é um subgrupo de Lie.

Agora, pela Proposi¢do 3.45, temos que T SL(n,R) = ker d det;.

Pelas consideragcdes acima, temos que ker ddet;(X) = Isl(n,R), com I a matriz

identidade, entdo Ty SL(n,R) = Isl(n,R) = sl(n,R).
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Com isso, temos que sl(n,R) é a subdlgebra de Lie associada ao subgrupo de Lie

SL(n,R).

Exemplo 5.3. Seja A € M(n,R), tal que AT A = I, chamamos A de matriz ortogonal. Vale
lembrar que A" é a matriz transposta de A = a;;, dada por (AT);; = aj;, comi,j =1,... n.
Com isso, temos que se A é uma matriz ortogonal, ela tem inversa AT,

Assim, definimos O(n,R) = {A € GL(n,R)|ATA = I} que é um subgrupo de
GL(n,R). Munidos desse subgrupo, definimos:

SO(n,R) = O(n,R) N SL(n,R)

Pelas discussoes do exemplo anterior e a intersecgdo anterior, temos que SO(n,R) e
O(n,R) sdo subgrupos fechados de GL(n,R).

Tome o grupo

Sym(n,R) = {4 € M(n,R)|A = AT},

n(n+1)

o qual, segundo Notas 10, pdagina 2 em (GOMES, 2006), é isomorfo a R~ =2, e a aplicagcdo

diferencidvel:
F : GL(n,R) — Sym(n,R)
A AAT
Vamos mostrar que dF € sobrejetora. O primeiro passo é determinar dF'(B). Para isso,
tome A € O(n,R), B € T4 GL(n,R) e a curva diferencidvel o(t) = A+ tB, parat € (—¢,e).
E claro que a(0) = A e /(0) = B. Sabendo que (F o a)'(t) = dFy)(/(t)), temos:
(Foa)(t) = F(A+tB)
= (A+tB)(A+tB)"
= (A+tB)(AT +tBT)
= AA" +tAB" +tBA" + *BB”
Isso implica que:
(Foa)(t)= AB" + BA" 4+ 2tBB”
Calculando (F o «)'(t) parat = 0, temos:

dFs(B) = dF,ha'(t)| = (Foa)(0)=AB" + BAT

t=0
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Agora, tome S € Ty Sym(n,R), vamos mostrar que 3B € T4 GL(n,R), tal que
dF(B) = S. Afirmarmos que B = %. De fato, pois:

=9

2

SA AATST  sAAT ST
dF4 = 5 + 5~ 5

3
2

Logo, dF'y é sobrejetora em O(n,R). Entdo, pela Proposi¢do 3.45 temos que O(n,R)
é uma subvariedade. Em particular, por SO(n,R) C O(n,R), o raciocinio anterior também
é vdlido, donde SO(n,R) também é uma subvariedade. Dessa forma, O(n,R) e SO(n,R) sdo
subgrupos de Lie.

Quanto a dlgebra de Lie associada aos subgrupos O(n,R) e SO(n,R), defina
so(n,R) = {A € M(nR)|A = —AT} o0 espaco das matrizes anti-simétricas. Afirmamos
que so(n,R) = T; SO(n,R) = T; O(n,R).

Provarei a primeira igualdade, jd a so(n,R) = T; O(n,R), segue analogamente.

Tome a curva diferencidvel o : (—e,e) — SO(n,R), tal que a(0) = I, entdo para
todot € (—e,e)

at)at)=1I= (at)Ta(t) =0

Derivando, temos
(a(t)Ta(t) = o' (t) alt) + a(t)d/(t)
dai

ot at) +at)a/(t) =0

Ampliando em t = 0, temos:
' (0)" +a/(0) =0 = o/(0)" = —a/(0)

Portanto, o/ (t) € T; SO(n,R) é um operador anti-simétrico, donde Ty SO(n,R) C
so(n,R).

Quanto a outra inclusdo, temos pelo Lema 3.23 na pdgina 78 em (BAKER, 2002), que
det(e?) = e, Entdo, se X € so(n,R), lembramos que o traco das matrizes anti-simétricas é

zero, segue

implicando que e € SO(n,R).
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Podemos definir a curva diferencidvel:

a : R — SO(n,R)

t—> !X

tal que a(0) = I e o/(t) = Xe'*, Vt € R. Portanto, X = o/(0) € so(n,R). Portanto,
so(n,R) = T; SO(n,R).
Com isso, temos que so(n,R) é a subdlgebra de Lie associada ao subgrupo de Lie

SO(n,R).

Exemplo 5.4. Seja A € M(n,R), temos que A é a matriz obtida depois de conjugar cada

entrada da matriz A. Com isso, definimos o subgrupo
U(n) = {4 € GL(n,R)| A(A)" =1)}
chamado de grupo unitdrio. A partir dele definimos:
SU(n) = U(n) N SL(n,R)

Com raciocinio similar ao usado nos exemplos anteriores e atentando as peculiaridades
da definicdo desses grupos, na pdgina 83 em (BAKER, 2002), mostra-se que eles sdo subgrupos
de Lie de GL(n,R), com as dlgebras de Lie associadas u(n) = Ty U(n) e su(n) = Ty SU(n).

Exemplo 5.5. Sejam

1 % =
H=(AcGLBR):A=] 0 1 «
0 0 1

é chamado de grupo de Heisenberg. A Proposi¢cdo 3.26 na pdgina 59 em (HALL, 2015), mostra

que a dlgebra de Heisenberg, definida em 4.15, é a dlgebra de Lie associada ao grupo de H.

Para finalizarmos essa se¢do, definiremos uma importante estrutura dos subgrupos de

Lie de matrizes que asseguram o acesso as subdlgebras de Lie associadas.

Definicao 5.6. Sejam G um grupo de Lie de matriz com a dlgebra de Lie associada g e H C G.

Temos que H é um subgrupo de Lie conexo, se satisfaz as condi¢coes:

1. H é subgrupo de Lie de G;
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2. A dlgebra de Lie h associada a H ¢é subdlgebra de g;

3. Yh € H, se exprime da forma h = e** - - - eXm, com X;,...,X,, € h.
Isso nos permite entender os subgrupos de Lie conexos H como
H={eX. ..eX|X),... Xn€hl =< >
onde h é uma subdlgebra de Lie associada a H.

Exemplo 5.7. Seja h a subdlgebra de Lie da dlgebra de Lie associada ao grupo de Heisenberg.
Entdo, exp (h) é um subgrupo conexo do grupo de Heisenberg. Para mais detalhes, veja segdo

5.11 em (HALL, 2015).

Exemplo 5.8. Se G é um grupo de Lie conexo e sua dlgebra de Lie associada g for abeliana,

entdo G é abeliano.

Esse exemplo apresenta uma reciproca para o Exemplo 4.38. E de fato, pela Proposic¢ao
4.37, temos:
Ad(e") = e2de(Y)

Como g € abeliano, ad.(Y) = 0,VY € g, donde Ad(e¥) = 1.

Y X -V _

eXem Ad(eY)X

Tomando g = ¥ na Equacdo 2, temos e e = ¢ . Multiplicando e¥
do lado direito em ambos 0s membros, temos ¥ eX = eXe¥, VXY € g. Como G é conexo, é
gerado por exponenciais de elementos de g. Portanto, g = eX1 --.eXm b = Y1 ... e¥w' com

X;,Y; € g, comutam, isto é, gh = hg, considerando a operagdo produto do grupo de Lie G.
5.2 ALGUNS INTERCAMBIOS ENTRE OS GRUPOS DE LIE E AS ALGEBRAS DE LIE
Nessa secao buscamos apresentar como podemos acessar um grupo de Lie a partir de

uma dada dlgebra de Lie de dimensao finita.

Teorema 5.9. Seja G um grupo de Lie de matriz com sua dlgebra de Lie g e h uma subdlgebra

de g. Entdo existe um tinico subgrupo conexo H C G, cuja dlgebra de Lie é h.

A demonstracio desse importante Teorema € construida na Secdo 5.9 em (HALL, 2015).
Uma versdo mais abrangente é dada na Proposicao 6.6, na pagina 140 em (MARTINS, 2016).

Como ela exige a construcdo de variedades integrais que se da com auxilio da Proposi¢ao 4.39,
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as quais nao definirmos por desviarem dos nos objetivos de estudo, optamos por essa versao
mais especifica.

Nosso objetivo é construir um subgrupo de Lie de GL(n,R) associado a uma dlgebra
de Lie isomorfa a uma dlgebra de Lie real de dimensao finita. Isso fornece uma demonstragao
para um caso mais restrito do Terceiro Teorema de Lie, que em sua forma geral, nos diz que para
toda dlgebra de Lie g real e de dimenso finita, existe um grupo de Lie G associado a dlgebra g.

Para isso precisamos do Teorema de Ado, demonstrado na secdo 10.2 em (MARTINS,

2010), o qual garante:

Teorema 5.10. Toda dlgebra de Lie de dimensdo finita admite uma representacdo fiel p de

dimensdo finita.

A grosso modo, esse resultado nos permiti enxergar as dlgebras de Lie de dimensao

finita como uma subdlgebra de matrizes. Com isso, em termos mais precisos, temos:

Teorema 5.11. Se g ¢ uma dlgebra de Lie real de dimensdo finita, entdo existe um subgrupo de

Lie conexo de GL(n,R), com dlgebra de Lie isomorfa a g.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Ado, existe uma representagio fiel p de g em gl(n,R), entdo
g ~ Im p, donde podemos entender g como uma subdlgebra de gl(n,R). Agora, pelo Teorema

5.9, existe um subgrupo de Lie conexo de GL(n,R), com algebra de Lie g. [

Exemplo 5.12. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita. sabemos que a imagem da
representacdo adjunta da dlgebra de Lie g é a dlgebra de Lie das transformagoes lineares de g

em g (lembrando que g é um espaco vetorial), dada por

ad(g) = {ad(X) € gl(g) | X € g}.

Seja < €®) > o iinico subgrupo conexo de GL(g) cuja dlgebra de Lie associada
¢ ad(g). Como, pela Proposicdo 4.37, e1X) = Ad(eX), os elementos de < ¢*1®) > sdo
automorfismos de g. Agora, se G é conexo, entdo < €*®) > é q imagem da representagdo

adjunta Ad de G, pois nesse caso G e < ¢*4®) > sdo gerados por exponenciais.
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6 CONSIDERACOES

Em suma, esse trabalho permitiu ampliarmos os conhecimentos sobre as dlgebras de
Lie, a medida que reconhecemos seu intercambio natural com os grupos de Lie. Através do
estudo dos homomorfismos que estabelecem os elos de ligacao entre essas estruturas, pudemos
ter uma nog¢ao introdutdria das caracteristicas exigidas e transferidas durante os intercambios
estudados.

Por outro lado, no processo de compreensao da natureza algébrica e geométrica desses
objetos, durante os estudos preliminares, recapitulamos, complementamos e desenvolvemos
conhecimentos sobre Algebra, Anilise, Célculo Diferencial e Integral, Geometria Diferencial e
Topologia. Além de introduzimos o trabalho com a Topologia Geral e as Variedades Diferencid-
veis, geralmente, ndo contemplados nos cursos de Licenciatura em Matemaética, contribuindo
com a ampliacdo e solidifica¢do dos contetidos académicos, bem como no vislumbre das amplas
possibilidades de pesquisa em Matematica.

Portanto, o desenvolvimento desse projeto incitou importantes passos formativos, poten-
cialmente, contribuindo com o prosseguimento académico na drea, por meio de estudos futuros

mais profundos.
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