UNIVERSIDADE FEDERAL
DE ALFENAS

NATALLY RODRIGUES SILVA

UMA INTRODUCAO A PROGRAMACAO NAO
LINEAR

Alfenas
2018



Natally Rodrigues Silva

Uma introducao a programacao nao linear

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
a Universidade Federal de Alfenas, como
parte dos requisitos para obtencao do titulo
de Licenciado em Matematica.

Orientador
Prof. Dr. José Claudinei Ferreira

UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALFENAS
Alfenas
2018



Natally Rodrigues Silva

Uma Introducao a Programacao Nao Linear

A banca examinadora abaixo-assinada,
aprova o Trabalho de Conclusao de Curso
apresentado como parte dos requisitos para
obtencao do Certificado de Conclusao do

Curso de Licenciatura em Matematica pela
Universidade Federal de Alfenas.

Aprovado em: __ de de 2018.

Prof. Dr. José Claudinei Ferreira

Orientador

Prof. Dr. Anderson José Oliveira
Universidade Federal de Alfenas

Prof?*. Dr?. Andréa Cardoso
Universidade Federal de Alfenas

Prof*. Dr®. Angela Leite Moreno (Suplente)
Universidade Federal de Alfenas



Agradego a Deus por guiar meus caminhos.
A minha familia pelo incentivo, amor e carinho.
Ao meu orientador pelo apoio.

Aos meus amigos pela convivéncia, apoio e atencao.



“Nunca deize que lhe digam que nao vale a pena
Acreditar no sonho que se tem

Ou que seus planos nunca vao dar certo

Ou que vocé nunca vai ser alguém.”

Renato Russo



Resumo

Os problemas reais tratados por diferentes profissionais podem estar relacionados com
o problema de determinacao de pontos de méaximo ou de minimo de fungoes de varias
variaveis. Para lidar com esse tipo de problema surgiu a area de Pesquisa Operacional
(PO). No Brasil, essa drea surgiu no final da década de 50, do século passado, com alguns
trabalhos pioneiros. Provavelmente os problemas de PO e particularmente de Problemas
de Programacao Nao Linear comecaram a ser trabalhados apenas no século passado e
sao temas recentes devido a dificuldade computacional. O propdsito desta monografia
é estudar algumas formas de obtermos aproximacoes de solugoes de problemas de oti-
mizacao nao lineares. Estudamos e compreendemos modelos de resolucao de problemas
de programacao nao linear sem utilizar softwares prontos para essa finalidade. Para isso,
utilizaremos métodos Numéricos implementados na linguagem de programacao R. Damos
destaque para métodos relacionados com a localizacao de raizes do gradiente da funcao,
com o método dos gradientes e com métodos Numéricos para equacoes diferenciais or-
dinérias. Utilizamos alguns desses métodos para a determinacao de autovalores e autove-
tores de transformacoes lineares, que sao tteis na andlise de problemas de classificacao de

pontos criticos fungoes.

Palavras-chave: Otimizagao Nao Linear. Autovalores e Autovetores. Métodos Numéricos

de Otimizacao. Linguagem de Programacao.



Abstract

There are many real problems related to optimization problems of functions of several
variables. This kind of problems motivate Operational Research Theory to emerge in the
late 50’s of the last century, here in Brazil, with some pioneering works. Probably Ope-
rational Research problems and particularly Nonlinear Programming Problems started to
be worked only in the last century due to its cumputational complexity and the beginning
of computation theory. The aim of this work is to introduce some basic concepts of Non-
linear Programming Problems. To this end, we use numerical methods and the language
R to construct and implement algoritms. We focus on Newton’s methods and numeri-
cal methods to ordinary differential equations, including some gradient based methods.
Particularly, we use some of these methods to determine eigenvalues and eigenvectors of

linear transformations.

Keywords: Nonlinear Optimization. Eigenvalues and Eigenvectors. Numerical Methods

of Optimization. Programming language.
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Capitulo 1
Introducao

Em um curso inicial de Calculo Diferencial e Integral, é muito comum termos como
motivagao para os estudos a resolucao de problemas de otimizagao de fungoes, que surgem
de problemas reais adaptados ao contexto didatico. A resolucao desses problemas resume-
se a encontrar as raizes das derivadas das fungoes envolvidas. Um exemplo bem simples
de aplicagoes em negdcios e economia pode ser encontrado em [I, p. 315]. Outro exemplo
bastante 1til é encontrado em [2], p. 359] e trata da dedugao de férmulas de regressao ou
minimos quadrados, que é usada para ajuste de fungoes a conjuntos de dados em varias
areas do conhecimento.

Por outro lado, os problemas reais tratados por diferentes profissionais podem envol-
ver fungoes bem mais complicadas e, por exemplo, o problema de encontrar as raizes do
gradiente destas fungoes, pode ser extremamente complicado e exigir métodos Numéricos
sofisticados, instaveis e lentos. Mesmo que consigamos encontrar essas raizes, ainda pre-
cisamos decidir se estas determinam pontos de maximos ou minimos da funcao, ou se sao
apenas pontos de inflexao ou de sela. Uma forma de tomar essa decisao envolve conhe-
cimento dos autovalores da matriz associada ao problema, chamada de Matriz Hessiana.
Entretanto, o calculo de autovalores de uma matriz pode ser visto como um problema de
maximizagao (veja [3, p. 207]) que pode ser relacionado com o método dos multiplicadores
de Lagrange (|2, p. 364]) que também envolve a determinagao de raizes de equagoes em
vérias varidveis (veja [4] e referéncias 14 citadas para as discussoes sobre as dificuldades
na resolugao de sistemas de equagoes). Assim, sob certos aspectos, podemos ver a Teoria
Espectral, que trata de assuntos ligados a autovalores e a valores singulares, como um
problema de otimizagao e assim inclui-la isso na Pesquisa Operacional (PO). O artigo [5]
mostra avancos nessa linha, ligados ao Google e ao algoritmo PageRank.

O termo Pesquisa Operacional segundo [6], apareceu no Brasil no final da década de
50 do século passado com alguns trabalhos pioneiros, dentre eles o trabalho do engenheiro
Loss. [7] relata que segundo Loss, desde o século 111 a.C. utilizava-se PO, e que o inicio
formal da PO foi através dos militares durante a Segunda Gerra Mundial, para fins de

decisao de pontos estratégicos de deslocamento de pessoal e suprimentos, chegando ao
7
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Brasil uma década apds sua implementacao na Gra-Bretanha.

Segundo [6] e [7] a PO foi implantada no curso de Engenharia em 1957 na USP e
apos dois anos no ITA e na década de 60 teve-se conhecimento das primeiras aplicacoes
de PO a problemas reais no Brasil e em 1968, houve o I Simpésio Brasileiro de Pesquisa
Operacional, que ocorre anualmente desde entao.

O primeiro trabalho formal que se tem registro em otimizagao nao linear sao as
Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) que determina condigoes necessarias para que
uma solu¢do de um Problema de Programacao Nao Linear (PPNL) seja 6tima. Essas
condicoes generalizam o método dos Multiplicadores de Lagrange, permitindo restrigoes
com desigualdades e foram nomeadas originalmente apds as publicagoes de Harold W.
Kuhn e Albert W. Tucker em 1951. Mais tarde, estudiosos descobriram que essas condigoes
ja tinham sido propostas, de forma parecida, por William Karush em sua dissertacao em
1939 [§]. Provavelmente os problemas de PO, e particularmente de PPNL, comecaram a
ser trabalhados apenas no século passado e sao temas de pesquisas recentes em virtude
da dificuldade computacional e do avanco da tecnologia.

Como a maioria dos problemas reais sao nao lineares e bastante complexos, pode-
mos utilizar a PO para analisa-los através das técnicas existentes para PPNL, que sao
problemas de otimiza¢ao em que a fungao objetivo e/ou pelo menos uma das restrigoes
envolvidas nao sao fungoes lineares das varidveis de decisao [9]. Primeiramente procu-
ramos determinar a regiao viavel e depois identificar os extremos da regiao, ou seja, os
pontos onde a fungao-objetivo apresenta maior ou menor valor. Porém, a fronteira da
regiao de um PPNL pode nao ser uma uniao de poliedros n-dimensionais, o que faz com
que a solucao 6tima possa estar em qualquer lugar da regiao viavel, ou seja, pode estar em
algum extremo, na fronteira, ou em algum ponto interior da regiao viavel e, assim, para
descobrir qual o maior ou menor valor possivel para a fungao objetivo, é preciso pesquisar
dentro do conjunto de solugoes vidveis seus possiveis valores. Como ha uma grande difi-
culdade em encontrar a solucao 6tima destes problemas, é possivel utilizar, para alguns
casos, softwares como ferramentas, tais como o Solver do Excel e o Lindo Systems, além de
outros, ou o uso de métodos Numéricos com o auxilio de uma linguagem de programacao
de computadores. Outro fator que dificulta ainda mais sabermos qual é a solucao étima
dos PPNLs sao os pontos de maximos e de minimos locais da fungao objetivo que podem
atrapalhar alguns métodos, como os métodos relacionados com o método dos gradientes,
que estao relacionados com a resolugao numérica de equagoes diferencias, que podem ser
afetados pela instabilidade dos pontos criticos da funcao objetivo, que por sua vez de-
pende do sinal dos autovalores da Matriz Hessiana associada. Veja, por exemplo, [10]
para novos métodos relacionados com o método dos gradientes e envolvendo derivadas
fraciondarias em problemas de otimizacao.

O propésito deste estudo bibliogréafico foi analisar algumas formas de obtermos boas

aproximacoes de solucao de problemas de otimizagao nao lineares. A partir das equacoes
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do modelo matematico de um problema de otimizagao nao linear, escolher um método para
fazer a aproximacao da solugao por meio de algoritmos e métodos Numéricos ou analiticos.
Para isso, o objetivo geral deste trabalho é compreender algoritmos e implementacao
destes na linguagem de programacao R e compreender de certa forma, como os softwares
prontos para esse fim funcionam. De forma mais especifica, neste trabalho fizemos um
aprofundamento sobre problemas de otimizacao nao lineares, comecando com uma revisao
de problemas de otimizacao simples e sem restrigoes, que podem ser resolvidos diretamente
pelos métodos vistos nas disciplinas de Célculo Diferencial e Integral. Mesmo nesses casos
mais simples pode haver a necessidade do uso de algum método numérico para resolucao
de equagoes nao lineares, como por exemplo, o0 Método de Newton ([I1, p.79]).

Por fim, estudamos outros métodos de determinacao de maximos e minimos de fungoes
com e sem restrigoes e possiveis aplicagoes, como por exemplo o problema de determinacao
de autovalores e autovetores. Apds o estudo tedrico, implementamos na linguagem de
programacao R os métodos estudados.

Este trabalho foi estruturado da forma como a seguir.

No segundo capitulo introduzimos conceitos basicos de Calculo Diferencial e Integral e
Algebra Linear apresentando uma demonstragao para o Teorema Fundamental da Algebra.

No terceiro capitulo estudamos alguns métodos para resolver equacoes do tipo
f(z) =0, com énfase no Método de Newton.

O quarto capitulo é dedicado aos métodos de resolver problemas de otimizacao com
restricoes de igualdade e desigualdade e problemas de otimizagao por meio de Equagoes
Diferenciais Ordinarias.

Por fim, apresentamos alguns algoritmos em Linguagem R no Apéndice A.



Capitulo 2
Maximos e minimos de funcoes

Neste capitulo vamos relembrar alguns conceitos relacionados a maximos e minimos
de fungoes e autovalores e autovetores de transformagcoes lineares, para que possamos
relacionar de maneira adequada esses conceitos com os métodos Numéricos para aproximar
a solucao de problemas de otimizacao. Para isso, é preciso lembrar alguns conceitos de

Célculo Diferencial e Integral, Andlise Real e Algebra Linear.

2.1 Maximos e Minimos

Para contextualizar o assunto proposto para este trabalho precisamos comecar men-
cionando alguns fatos elementares de Célculo Diferencial e Integral e de Anédlise Real e
faremos isso baseado em [2] e [12].

Um ponto a € A é chamado ponto interior do conjunto A se esse conjunto A contém
um disco aberto de centro a (o disco aberto deve estar todo contido no conjunto A). Um

conjunto qualquer A é dito aberto se todos os seus pontos sao pontos interiores.

Definicao 2.1.1 Seja A um subconjunto nao vazio do espaco euclidiano R™, f: A — R

uma funcdo e considere o ponto a € A. Entdo:

1. f(a) é um valor mdximo local de f se f(a) > f(x) para todos os pontos x € ANB,

em que B € um disco aberto centrado em a.

2. f(a) é um valor minimeo local de f se f(a) < f(z) para todos os pontos x € ANB,

em que B € um disco aberto centrado em a.

Observacao 2.1.2 Nem sempre existem pontos de maximo ou de minimo de uma func¢ao,
como na defini¢do anterior, mas sempre existem o infimo de f(x) e o supremo de f(z),

que podem ser finitos ou nao.

Dizemos que um subconjunto K C R™ é limitado se existir um numero real ¢ > 0 tal

que |k| < ¢ para todo k € K. Isto equivale a dizer que K estd contido na bola fechada de
10



CAPITULO 2. MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES 11

centro na origem e raio c¢. E, um conjunto K é fechado se, e somente se, seu complementar
K¢ é aberto. Além disso, temos que um conjunto K C R™ é compacto quando for limitado
e fechado.

O préximo resultado pode ser visto como uma aplicagao direta do Axioma da Com-
pletude do conjunto dos nuimeros reais, que diz que todo conjunto limitado de nimeros

reais possui supremo.

Teorema 2.1.3 (Bolzano-Weierstrass): Todo conjunto infinito e limitado K C R possui

algum ponto de acumulagao.

Esse resultado pode ser usado para demonstrar o proximo Teorema, e por isto, recebe

a mesma denominacao de alguns autores.

Teorema 2.1.4 Seja K C R™ um conjunto compacto e seja f : K — R uma funcao

continua. Eristem a,b € K tais que
fla) < f(z) < f(b), para todo x € K,

ou seja, f(a) € o valor minimo de f(x) e f(b) é o valor mazimo.

A demonstracao desse teorema passa pela aplicacao do resultado anterior em cada
coordenada do vetor x € K.

Lembremos alguns conceitos importantes.

Seja f: D — R" uma funcao definida no conjunto aberto D C R™. Dizemos que f é
diferencidvel no ponto a € D quando existir uma transformacao linear f (a) : R™ — R"

tal que
fla+h) = f(a)+ f (a)h + r(h), lim - =0, (2.1)

onde |h| denota a norma do vetor h.
No caso em que D é um intervalo aberto da reta R, podemos definir a derivada f’ (a)
de uma funcao f : D — R" no ponto a € U, através do limite
/ h) —
f (a) = lim flat })L f(a)’ heR,

h—0

desde que o limite exista.

Diremos que a funcao f : D — R"™ é derivavel no conjunto D C R quando existir a
derivada de f em todos os pontos de acumulacao de De D, em que D= int(D) denota
o interior de D.

Seja a um ponto de acumulacao. Assim, neste caso temos que
g HOED I _

h—0
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se esse limite existir. Assim,

fla+ hi)z — flo) ~ f/(a), para h bem préximo de 0,

fla+h)— f(a) ~ f(a) h, para h bem préximo de 0. (2.2)

Podemos entao escrever a equagao ([2.2)), com auxilio do polinémio de Taylor de ordem

p da seguinte maneira:

flath) = fla) = [ (@)-h+ 2,

com r(h) tendendo a zero mais rapidamente do que h tende a zero, veja [13, cap.5].

Um ponto a do conjunto aberto D C R™ pode ser escrito como a = (ay, as, ..., ay),
com aq,ds,...,a, € R. Dada a funcao f : D C R™ — R, podemos considera-la como
funcao de uma variavel, fixando n — 1 coordenadas do ponto a exceto a i-ésima, isto é,

considerando a funcao
r— f(ab A2,y Qj—1, Ty Qg1 - - - 7am)7 para r = a;,

definida num intervalo (a; — €,a; + €). E podemos considerar a derivada desta fungao,

caso exista, através da definicao a seguir.

Definigao 2.1.5 Seja D C R™ um conjunto aberto, f : D — R" uma func¢do e a € D.

A i-ésima derivada parcial de f, no ponto a, que se representa por (a) €, caso exista,

)

dada por
of o flavag, ... 0+ h o ay) — flaas, .. a)
ou melhor,
of . fla+he)— f(a)
81‘1(a _ilzlg(l) h ’

com e; sendo o vetor da base canénica de R™, cuja i-ésima componente € 1 e as demais

sao nulas.

Pode-se mostrar (veja [12, cap.3]), que se

h = (hy,hg, ..., hy) € R™, entao temos

(a) existir para ¢ = 1,...,m e

0@

f@n=3Y L@, 23)
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em (2.1). Ainda, se f : D C R™ — R for uma fungao diferencidvel de m varidveis, o

gradiente de f é a funcao vetorial V f definido por:

) - (20,0000 o1y,

, ey
Oxr; = 0x 0T,

Em particular, f'(a)h = Vf(a)- h, onde - denota o produto escalar em R™.
De modo geral, a derivada de f : D C R™ — R", no ponto a, pode ser vista como
uma matriz chamada de Matriz Jacobiana de f no ponto a.

A fungao f(x) pode ser vista como um vetor, se escrita da seguinte maneira

f(x) = (fu(2), fa(2), -, ful2)).

Assim, temos que cada coordenada de f(z) pode ser vista como f; : D — R, com
fila) :R™ = Re f;(a)-h=Vfia) h.
Pela definigdo de derivada temos que f'(a) : R™ — R". (veja [12, cap. 3]) e assim,

! !

f(a)-h=(fi(a) h, fola) h,..., f.(a) k) = Jf(a) h,

onde

[ Vfi(a) |
V fa(a)

| Vfala) ]
¢ uma matriz cujas linhas sao os vetores gradiente de f; é chamada de Matriz Jacobiana
de f no ponto a.

O Lema que segue relaciona o conceito de derivada ao conceito de maximo e minimo

de funcoes.

Lema 2.1.6 Sejam I um intervalo aberto, uma funcao f : 1 — R ea € I. Se f(a) >
f(x), para todo x € I, entao f'(a) = 0.

Demonstragao: Suponha que f(a) > f(z).

Se r < a temos que

lim
z—at Tr—a

=f(a)>0 (2.4)
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Se x > a temos que

@) - 1@ _

r—a
e, da mesma forma, segue que:

fa)<0 (2.5)
Como f é derivével, de (2.4) e (2.5) temos que f'(a) = 0. [ |

O préximo resultado nos da uma condi¢ao necessaria para que um ponto seja ponto

de méximo ou minimo local.

Teorema 2.1.7 Se f : D C R™ — R tiver um valor de mdzimo ou minimo local em
um ponto interior a do seu dominio D e se as derivadas parciais de primeira ordem de f

existem nesse intervalo, entdo V f(a) = 0.

Demonstragao: Suponha, por simplicidade que a é um ponto de maximo local de f em
D. Considere v € R™ um vetor arbitrério e £ > 0 tal que a + hv € D, quando h € R

e |h] < e. Entdo h = 0 é um ponto de méximo local da fun¢do de uma varidvel real
g(h) = f(a+ hv). Pelo Lema temos que

g (0) =0.

Pela Regra da Cadeia (veja [12, p. 129]) temos ainda que:

ou seja, Vf(a) é ortogonal a h.
Escolhendo, h = V f(a) temos que |V f(a)] =0 e que V f(a) é nulo.
|
Esse teorema fornece uma condigao para pontos de maximo e de minimo da funcao

f: D CR™— R", para pontos no interior de D. Esses pontos sao as raizes da equagao

vVf(z)=0.

Observagao 2.1.8 Dizemos que o ponto a € um ponto critico de f quando V f(a) for

ZEero.

Dado um conjunto D C R" e um ponto a € R" dizemos que:

e a é um ponto interior de D se existe uma bola centrada em a, que esteja contida

em D, ou seja, a € int(D).
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e a é um ponto exterior de D se existe uma bola centrada em a, que esteja contida

em D° ou seja, a € ext(D).

e a é um ponto da fronteira se toda bola centrada em a intercepta D e D°.

Sabemos que os tnicos pontos nos quais uma funcao f(z) pode assumir valores de
maximo ou de minimo sao os pontos criticos e os pontos de fronteira. Assim, como as
funcgoes diferencidveis de uma variavel real podem ter um ponto de inflexao, as funcoes

diferenciaveis com varias variaveis podem ter pontos de sela.

Defini¢ao 2.1.9 Uma funcdo diferencidvel f(x) tem um ponto de sela em um ponto
critico a se em todo disco aberto centrado em a, existem pontos x ey do dominio tais que
f(z) > f(a) e f(y) < f(a). O ponto correspondente (a, f(a)) na superficie z = f(x) €
chamado de ponto de sela da superficie. Veja a Figura|2.1] ilustrativa a sequir.

Figura 2.1: Ponto de Sela.

Como vimos, o gradiente de f no ponto a pode ser escrito em forma de vetor e
consequentemente em forma de matriz. Desse modo, como o vetor gradiente de f(z) é

n %X 1, podemos escrever as derivadas de segunda ordem de f(z) como a matriz:

*f(x) 0°f(x) 0*f(x)

Oz? Orixe  Oxixy,
P f(x) I*f(x) >’ f(x)
Oxo11 or3  Oxem,

0’f(z) 0*f(x) 0*f(x)

0r,r1  0T,To 02

chamada de Matriz Hessiana de f(z).

Observagao 2.1.10 Como vimos anteriormente se f : D C R™ — R € diferencidvel

0
no aberto D, para i = 1,2,...,m, temos que as fun¢oes I D — R podem ser dife-

6a7i ’

rencidveis num ponto a € D. Se todas as funcgoes forem diferenciaveis, dizemos que

8xi
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f € duas vezes diferencidvel no ponto a. Assim, para todos os inteiros 1,7 = 1,2,...,m,

existem as derivadas parciais de sequnda ordem dadas por:

o [of 92 f

Formalmente podemos demonstrar que uma funcao de duas vezes diferenciavel

f: D — R, com ponto critico a, ou seja, com f’(a) = 0, no conjunto aberto D C R™,
pode ser escrita como
. r(h)
flath) = fla) + (Ah.B) +o(h),  lm 7] <0,
h—0 |h
onde A denota a matriz Hessiana de f, no ponto a, que é autoadjunta, ou seja, a matriz é
igual & sua transposta conjugada, [14] p. 68], e (-,-) denota um produto interno de R™.
E possivel encontrar uma base ortonormal de R™ de tal forma que uma mudanca de

base possibilite reescrever a como b na nova base e valha a igualdade

fb+u) = f(b) + (Cu,u) + 7(u), lim Ti—TQ) =0, (2.6)
com
A0 0
O 0 A 0
0 0 An

Isso sera demonstrado na secao seguinte e garante que o ponto critico a determina um
ponto de maximo local, quando todos os autovalores forem negativos, ou um ponto de
minimo local, quando todos os autovalores forem positivos. Quando houver um autovalor
com sinal positivo e um autovalor com sinal negativo, o ponto critico a determina um
ponto de sela. Caso o sinal dos autovalores seja maior ou igual a 0, por exemplo, o ponto
a é de minimo mas pode nao ser unico naquela regiao.

A relagao entre ponto critico e a Matriz Hessiana é estabelecida pelo teorema seguinte,

que confirma o que acabamos de comentar sobre o sinal dos autovalores da matriz Hessiana

Hf(a).

Teorema 2.1.11 Sejam f : D — R wma funcdo de classe C?, ou seja, funcdo onde as
derivadas parciais de 2% ordem sao continuas, com D aberto. Se a € D for um ponto

critico de f e A= H f(a) a matriz Hessiana de f no ponto a. Entao:

i) Se A € positiva, ou seja, possui apenas autovalores positivos, a € um ponto de minimo

local;
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it) Se A é negativa, ou seja, possui apenas autovalores negativos, a é um ponto de

mdximo local;

i11) Se A € indefinida, ou seja, possui um autovalor positivo e um autovalor negativo, a

€ um ponto sela.

A demonstracao do Teorema [2.1.11] estd relacionada com (2.6 e pode ser encontrada em
[12, p.158].

Observagao 2.1.12 Considere D C R%. Um resultado que nos auxilia em saber se um
ponto a é ponto de mdaximo ou minimo local ou um ponto de sela, no caso em que f(x)
e suas deriwadas parciais de primeira e sequnda ordens sejam continuas em um disco

centrado em a e que V f(a) =0 € o sequinte:

i) f tem um mdximo local em a se

0*f(a) 0*fla)  (*f(a))*
dx? <0 e 2 _<8x8y) >

it) f tem um minimo local em a se

O f(a)
0x? >0 e or?

it) f tem um ponto de sela em a se

Pfla) (P[(@)\"
or2 ( Dzdy ) <0

vi) Nada se pode afirmar em a se

e () o

Essa Observagao é um caso particular do Teorema ([2.1.11]).
Se o conjunto D nao for limitado e fechado temos que f(z) pode nao ter pontos de
maximo e de minimo local ou global em D, mas sempre terd um supremo e um infimo.

Assim, partindo de a € D podemos procurar um valor melhor para f(x) do que f(a).

2.2 Autovalores e Autovetores

A Equagao (2.7) motiva o estudo da existéncia de autovalores e de autovetores de uma

matriz, ou de uma transformagao linear. Como o processo de determinacao de autovalores
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muitas vezes utiliza raizes de polindmios associados ao operador, comegamos apresentando
uma demonstragao do classico Teorema Fundamental da Algebra. A demonstracao apre-
sentada pode ser vista num curso de Célculo Diferencial e Integral, e é devida a Gauss e
adaptada por Cauchy (veja [I5] para uma revisao histérica, embora use conceitos basicos

de nimeros complexos, sobre equagoes polinomiais).

Lema 2.2.1 (Teorema Fundamental da Algebra) Seja
p(z) = Zajzj, z €C,
=0

um polinomio, com cada a; € C, n > 1 é um numero natural e a, = 1. Eziste b € C tal
que p(b) = 0.

Demonstragao: Primeiramente note que p(z) = p(x + iy), com z,y € R e
i? = —1 = €™, é uma funcao continua e que podemos escolher ¢ > 0 de tal forma que
Ip(z)| > |p(0)| + 1, sempre que |z| > t. O Teorema [2.1.4] garante que existe b € C tal que
g}g Ip(2)] = |p(b)] < [p(0)| e podemos reescrever (apds manipulagdo de poténcias de
z = +b)

p(z +b) = p(b) + 2" + r(2)F, z€C,

onde 7(z) é polindmio, ¢ > 0 e k¥ > 1 é um ndimero natural,
Se p(b) # 0, entao

p(z +b) ‘ ‘ k|, |7 e
DT <4 R |
’ p(b) p(b) p(b)
Escolhendo z = |z|e!®*™/F suficientemente préximo de 0, com c;/p(b) = |cx/p(b)le™",

obtemos a desigualdade

Cr k
— 2" +
p(b) i

‘ p(z+0)
b

p(b) ‘S ‘1_

rG)| e
10()‘| <t

uma vez que um multiplo (limitado) de |z|¥*! decresce para 0 mais rdpido que qualquer

muiltiplo de |z|¥, quando |z| se aproxima de 0. Isso mostra que existe § > 0 tal que
p(z +0)] <[p(®)|,  |z+0bl <t,  0<|z| <4,

o que contradiz o fato de |p(b)| ser minimo. Sendo assim, p(b) tem que ser nulo.
|
Podemos usar esse teorema para demonstrar o que segue, de forma mais geral, mas

preferimos uma demonstracao mais direta.
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Consideramos o espago vetorial E real ou complexo e de dimensdo finita (euclidi-
ano), com produto interno denotado por (-, -). Lembramos que uma transformagao linear
H: E — E é autoadjunta quando H = H*, onde H* denota o adjunto de H, e K denota

o conjugado de K. O resultado mencionado é o seguinte:

Teorema 2.2.2 Sejam E um espacgo euclidiano e H : E — FE uma transformacao linear
autoadjunta. Entao existe uma base ortonormal de E formada por autovetores de H, e os

autovalores sao todos reais.

Demonstracao: Seja £/ um espago vetorial com produto interno de dimensao n > 1
sobre R ou C (veja [16] para o caso C). Dobrando os elementos da base, se necessario,
podemos sempre manipular os elementos de E' como se estivessem em R", que é um espaco
vetorial sobre R, e é isso que faremos.
Seja
K={xe€FE:|z| =1},

que é compacto, e seja

Y(x) = (Hzx,z) = (Hx,x), x €K,

que é continua.

Segue do Teorema [2.1.4] que existe u € K e \; € R tais que

P(u) = maxv(z) = A

reK
Note que, se z € E — {0},

X

(H =MDz, z) =Lﬁ(¢(—)—h> (2.7)

|z
S |l’|2<)\1 - )\1) = 0.

Escolhendo z = u+ty, com y € E et € R temos de (2.7) que

(H=MD)(u+ty),utty) = t((H— Du,y)+t((H =MDy, u) +*((H = MI)y,y)
= 26((H — MDu,y) + ((H — M)y, y) (2.8)
< 0

Como a Equagao (2.8]) ¢ um polinémio de grau 2 em t € R, temos
<(H_)\1])u>y>:()7 yGE,

o que produz a igualdade (H — A\ I)u = 0.
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Assim, mostramos a existéncia de um autovalor e de um autovetor de H.

Para prosseguir, considere F; como o subespaco de E ortogonal ao vetor u;, observe
que H(v) € Ey, para cada v € Fy, e repita o raciocinio para H restrito a Fj.

Note que o procedimento garante que A\; > Ay > ... > A,. Ainda, se Hu; = \ju; e E,

¢ o subespaco ortogonal a cada u;, para j < p, entao

Apr1 = max(Hzx, x).

z€Ep

=1
|

, . —t
Esse resultado garante que, se A = (a;;) é uma matriz de ordem n x n tal que A" = A,
entao existe uma matriz P, n X n cujas colunas sao autovetores de A, com norma, tal que
-t

P =P lePCP=A Em particular, se f(z) é de classe C2, entdo Hf(z) = Hf(z) e
[2.7) ¢ verdadeiro.



Capitulo 3

Métodos numeéricos para equacoes

nao lineares

A anédlise numérica é o estudo de algoritmos que buscam resultados numéricos de
problemas envolvendo modelos matematicos que podem estar relacionados com diferentes
areas do conhecimento. Este capitulo trata basicamente de algoritmos iterativos que apre-
sentam uma sucessao de passos que converge ou nao para o valor aproximado da solucao
exata de uma equagao ou modelo matematico. O campo da anélise numérica antecede a
invencao do computador em séculos. Grandes matematicos no passado trabalharam com
analise numérica, o que é obviamente percebido pelo nome de importantes algoritmos
como o Método de Newton, Eliminacao de Gauss e Método de Euler.

No Capitulo 2 estudamos pontos criticos de fungoes, com a definicao de maximo e
minimo e alguns resultados que garantem a existéncia desses pontos e analisamos o caso
em que a funcao possui derivada no interior do dominio, pois se a for um ponto critico do
dominio entao V f(a) é um vetor nulo. Assim, concluimos que uma maneira de encontrar
pontos criticos de fungoes é encontrar onde o gradiente é zero. Para decidir se este é ponto
de maximo ou de minimo analisamos os autovalores da Matriz Hessiana.

Neste capitulo procuramos entender como alguns métodos numéricos funcionam para
resolver equacgoes algébricas e entao utiliza-los na resolucao de problemas de otimizacao
nao linear, tendo como base o livro [II]. O objetivo principal é resolver equagoes do tipo
f(x)=0,0onde f: D C R™ — R™, que estao relacionados com problemas de otimizacao,

justificado pelo Teorema [2.1.7]

3.1 Meétodo de Newton

Do Teorema temos que se a funcao diferenciavel f tiver um ponto critico no
ponto a, entdao Jf(a) = 0. Com isso podemos procurar os pontos criticos de f, a fim

de determinar pontos de maximo ou de minimo da funcao f. Assim, nesta se¢ao vamos

21
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trabalhar com métodos numéricos para a resolucao de equacoes nao lineares da forma
f(x) = 0. O Método de Newton é uma técnica para aproximar raizes desse tipo de
equacoes. Uma das maneiras de deduzir o Método de Newton é baseado no Método de

Iteragao Linear, onde procuramos reescrever a equagao f(z) = 0 como a equagao

p(z) =z + Alx) f(2), (3.1)

para alguma fungao ¢(z) e alguma fungao A(z) # 0 para = pertencente ao dominio da f.
A ideia do Método da iteragao linear é escrever a equacao f(x) = 0 como a equacao

¢(x) = z. Para isso, devemos escolher A(x) de tal forma que a sequéncia

ro = aproximacao inicial

1 = (o)

re = (x7) (3.2)
Tpt1 = @(mn)

seja convergente para uma raiz de f(z) = 0. O valor inicial zy deve estar no dominio de
f e preferencialmente estar proximo da raiz de f(x) = 0.

A forma mais usada para encontrar os pontos criticos de f(z) caso a fungao seja de-
rivivel e T seja uma raiz de f(x) = 0, no interior do dominio da f, é escolher
A(z) = —=[Jf(z)] ", sendo Jf(z) a Matriz do Jacobiano de f(z) desde que A(x) exista.

Para entender essa escolha, note que, o Polinomio de Taylor temos que

f@) = fl@)+ Jf(2)@—2)+r(@—-x),
r(h)

flx)+ Jf(x)(T — x), comzr~T e ilg%W:O'

12

Como f(T) = 0 segue que

—f@) = Jf(0)T —x),

12
1y

ou

[7f (@) (@ — @) = = f(z).

Logo,

v 7+ @) (@),
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Quando A(z) = —[Jf(x)]”" a sequéncia (3.2) recebe o nome de Método de Newton
e quando A(z) = —[Jf(zo)]”" a sequéncia (3.2) recebe o nome de Método de Newton
Modificado.

3.1.1 Analise de Convergéncia do Método de Newton

Pode ser que a sequéncia obtida pelo Método de iteragao linear nao seja convergente
para qualquer valor inicial. E mesmo que escolhamos um x, razoavelmente perto da raiz,
a sequéncia pode divergir.

Assim, para garantir a convergéncia do Método, precisamos dos seguintes resultados,
baseados em [2], [12] e [14].

Teorema 3.1.1 (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R"™ uma funcao continua
e diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Se |f (t)| < M, para todo t € (a,b), entdo

£ (b) = fla)] < M- (b —a). (3.3)

Demonstracao: Note que ¢(t) = (f(t), f(b) — f(a)), para t € [a,b], é continua e possui

derivada ¢/(t) = (£ (t), f(b) — f(a)}, em [a,b].
Do teorema do valor médio para fungoes g : [a,b] — R, (veja [12], p. 89]), segue que existe

c € (a,b) tal que ¢(b) — ¢(a) = ¢ (c)(b — a), ou seja,

p(b) —p(a) = (f(b)— fla), f(b) — f(a))
1F(6) = fla)]* = (f(c), f(b) — f(a)- (b—a)

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, (veja [14, p. 3]) temos:

LFO) = f@) < If @IIf®) = fa)l(b—a)
< M[f(b) = fa)|(b - a)

€ segue que

/

[f(b) = f(a)] [F ()b —a).

IN

Corolario 3.1.2 Dado D C R™ aberto, seja f : D — R" diferencidvel em cada ponto
do segmento de reta aberto (a,a + h) e continua no segmento fechado [a,a + h] C D. Se
|f'(x)] < M para todo x € (a,a + h), entdio

[f(a+h) = fla)| < M]|h]. (3.4)
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Demonstracao: A aplicagao ¢ : [0,1] — R", definido por ¢(t) = f(a + th) é continua e
diferencidvel no intervalo aberto (0,1), com ¢(0) = f(a) e (1) = f(a + h). Pela Regra
da Cadeia, (veja [12, p. 87]), temos que

’ /

¢ (t) = f (a+th)-h,
onde,
o' (1)) < |f (a + th)|- |h] < M-|h],

para todo ¢t € [0, 1]. Segue do Teorema que |p(1) — ¢(0)] < M-|h|, e o resultado
segue.
|

Corolario 3.1.3 Seja D C R™ aberto e convexo. Se f: D — R" é diferencidvel, com
|f'(x)| < M para todo x € D entao |f(y) — f(x)] < M-|y — z|, para quaisquer x,y € D.

Coroldrio 3.1.4 Se f for continua em a e f(a) = 0. Eviste r > 0 tal que
If (2)] <M <1, com |z —a| <.

Para concluir que o Método de Newton converge vamos usar um teorema muito im-
portante em varias areas, como na teoria e resolucao de equacoes diferenciais ordinarias,

como veremos na Se¢ao [4.3]

Teorema 3.1.5 (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Seja (M,d) um espago métrico
completo. Se ¢ : M — M tal que

d(e(u), p(v)) < ¢ d(u,v), u,v € M, (3.5)

e alguma constante 0 < ¢ < 1. Entdo, existe um tunico ponto a € M tal que ¢(a) = a.

Além disso, para qualquer o € M, a sequéncia

1 = ()
T2 = ‘P(%)

Tno1 = p(Tn)

converge para a.

Demonstracao: Se p(a) =a e ¢(b) = b para algum a,b € M. Entao

d(a,b) = d(p(a), ¢(b))



CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES NAO LINEARES 25

Por hipotese temos que
d(p(a), (b)) < cd(a,b), com (1 —¢) > 0.

Entao (1 — ¢) d(a,b) < 0 e segue que d(a,b) =0, ou seja, a = b.
Agora vamos mostrar que para qualquer xry € M, a sequéncia x; = ¢(xg),
ro = p(r1),...,2y1 = @(x,) converge para a. Para isso, mostraremos que (z,) é

sequencia de Cauchy. Tomemos m = n + p € N. Dai, usando a Desigualdade Trian-

gular e (33),

d(@ns1, Tma1) = d(@(@n), (Tm))
= d(@@ﬂ)?@(xn-&-p))

¢ d(xp, Tnip)

IN

IN

c [d(@n, Tny1) + oo+ d(Tngp1, Tngp)]
cled(xp_1,m,) + A d(xp_r,2n) ...+ d(r,_1, Zp)]
Altc+.. .+ Y dlr, 1, 2,)

1
c? ( ) A d(zg, 1)

1—c¢

Cn+1
= (1 — C) d(ZE(),.Tl)

Assim d(x,,, x,,) converge para 0 e (z,) é uma sequéncia de Cauchy (veja [12, p. 5]).

IN

IA

Logo, existe a € M tal que
a = lim(x,) = lim(z,1) = limf(z,) = f(lim(x,)) = f(a),

pois M é completo e f é continua. (veja [I7, p. 154] para uma outra demonstracao deste

teorema).
|

Corolério 3.1.6 Seja f : D € R™ — R duas vezes derivdvel com f* continua. Se
fla) =0 e existir [J f(a)] ™", entdo existe r > 0 tal que, se |¢ (z)| < M < 1, se|z—a| <

Em particular, o Método de Newton converge quando |xy — a| < r.

Demonstragio: A equacio ¢(z) = x — [Jf(x)]' f(x) tem um ponto fixo. De fato, pela

regra do produto, temos

plx) = o' = ([Jf@))fz) = [T f(@)] (@)

Logo,
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P(a) = Id—([Jf(@)] ™) fla) = [Jf(a)] "' (J f(a))
= Id—([Jf(a)]"") f(a) — Id
= —((Jf(@]™) f(=)
= 0.

Note que a Matriz Jacobiana de f(x) tem linhas que sao os vetores gradientes das fungoes
coordenadas de f(x). Entao cada coordenada do Jacobiano da funcao serd derivavel, logo
a Matriz Jacobiana sera derivavel e como a inversa de J f(x) esta relacionada com a fungao
determinante ela tera derivada, ou seja, a derivada da inversa é a inversa da derivada.
Como J f(z) é continua temos existe r > 0, onde det(J f(z)) # 0, para |z — a|] < 0. Pelo
Corolério temos que

@) <M<, |z—a <r

O resultado segue do Teorema e do Corolario |3.1.3|

Veja o Exemplo a seguir para determinar uma raiz pelo Método de Newton.

Exemplo 3.1.7 Usando o Meétodo de Newton determine wuma raiz da equacao
flx) =2 +322+2x —1=0.
Note que f'(x) = 32% + 62 + 2. Pelo Método de Newton temos que:

f(z)

A=

¢ a fungao de itera¢ao T,y1 = ©(x,). Observando a Figura , tomamos como valor

inicial g = 1. Assim,

o= g S (o)
f'(zo)’
ou seja,
f(1)
=1- .
STy
Dat,
5 6
= 1— — = — ~0,5454545.
1 1= 11 0, 5454545

Da mesma forma,
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= ~ 0.3596149
F(z) 8206

To = T1 —

Quanto mais iteragoes foram feitas mais proximo do valor da raiz x, chegard.
Utilizando o Algoritmo pudemos observar que a partir de n =6, f(xg) permanece

rozimo de 10716, ou seja, a sequéncia x,, estaciona.
) 7

¥

Figura 3.1: Gréfico do Exemplo.

As raizes dos polinomios sao autovalores da matriz companheira do polindmio p(x), que
¢ uma matriz construida a partir de um polinomio, colocando os negativos dos coeficientes

do polinomio em ordem crescente de grau na ultima linha de uma unidade,

0 1 0
Matriz Companheira= 10 0 1
1 -2 -3

3.2 Implementacao do Método do Tipo Newton

Como vimos na se¢ao anterior, um Método para resolver equacoes nao lineares da
forma f(z) = 0, com f duas vezes diferencidveis, ¢ o Método de Newton através da

seguinte funcao de iteracao linear:
p(r) =2~ [Jf(@)] (), e D).
Ou melhor, escolhendo =g € D(f) e tomando

Tpp1 = Tn — [Jf(2)] f ().

Assim, precisamos entao para n = 0,1,2,... resolver um sistema linear a cada passo
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do método escrevendo
‘]f(xn) s = _f(xn)

Tn+1 = S+ Ty

paran =20,1,2,....
Para resolver o sistema anterior, podemos utilizar alguns métodos exatos ou iterativos
que podem ser vistos em ([I1, Cap. 4 e 5]). Detalhemos no que segue o Método de

Eliminagao de Gauss.

3.2.1 Meétodo da Eliminacao de Gauss

O Método de Eliminacao de Gauss é um dos métodos para resolugao de sistemas linea-
res e consiste em transformar um sistema linear dado num sistema triangular equivalente

através de operacoes elementares sobre as linhas da matriz original, sendo essas:

e trocar a ordem de duas linhas da matriz;
e multiplicar uma linha da matriz por uma constante nao-nula;

e somar as duas linhas da matriz.

O objetivo é organizar essa sequencia de operacoes de tal forma que o sistema linear

resultante seja triangular superior. Considere o sistema linear genérico:

(

a;1r1 + a12T2 + aizry + + aprT, = b
a1T1 + Q999 + as3r3z + + aopx, = by
as1 + a3oT9 + a33T3 + -+ aspnty, — bg ,
+ + 0+ + =
an1T1 + ApaTs +  ap3Tz + + appn = by

\
onde a;; e b; sao dados, para i,j =1,2,...,n.

Primeiramente devemos escrever o sistema como uma matriz aumentada como

@11 a2 @13 ... Qaip | b1y
Q21 Q22 Q23 ... Agpn | bao
31 dzz G33 ... d3p | b3
p1 Ap2 aAp3 ... QApp | b'rm

O primeiro passo é eliminar os elementos da primeira coluna abaixo da diagonal, ou
seja, devemos eliminar o x; da 2* a n-ésima linha do sistema, supondo ay; # 0, da seguinte
maneira:

e para eliminar as; temos que somar a 2* equacgao e a 1* equacao multiplicada por
a1

11
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e para eliminar as; temos que somar a 3* equacgao e a 1* equacao multiplicada por
asi

11

e para eliminar a,; temos que somar a n-ésima equacao e a 1* equacao multiplicada

an1
por ——.
a1

lembrando que apds essa iteracao, apenas a 1 linha ficard com os mesmos ntumeros da

matriz original, ou seja, temos a nova matriz aumentada

ai; G2 A13 ... Qin ‘ by
0 Cog C23 ... Cop ‘ dg
0 C3g C33 ... Csp | dg
0 ¢z Cnz v Con | dp

O segundo passo ¢é eliminar os elementos da segunda coluna abaixo da diagonal, ou
seja, devemos eliminar o x5 da 3* a n-ésima linha do sistema obtido, supondo cgs # 0, da

seguinte maneira:

e para eliminar c3p temos que somar a 3* equacao e a 2* equacao multiplicada por
C32

C22

e para eliminar c4o temos que somar a 4* equacgao e a 2* equagao multiplicada por
C42

C22

e para eliminar ¢, temos que somar a n—ésima equacao e a 2* equagao multiplicada

Cn2
por ——.
C22

Apoés essa iteragao temos a matriz aumentada

11 Q12 a1z ... Qi | by
0 Cog C23 ... Cop ’ dg
0 0 €33 ... €3n | f3

I 0 0 e - €ewm | fo |

Esse processo se repetira até que a matriz aumentada fique da forma
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A1n
Con

€3n

Gnn

e

hun

Assim, teremos no final o seguinte sistema triangular superior:

(

30

a1y + axe + a13T3 + +  ap,r, = b1
0 CooXy + CozTs + +  Cony, = dg
0 0 €33r3  + + entn = f3

que é equivalente ao original. Assim, para resolver esse sistema basta isolar z,, na ultima
linha e do resultado obtido, substitua na linha n — 1 para encontrar o valor da incégnita
Tn_1 € assim por diante até que encontremos os valores de todas as incognitas.

Veja o Exemplo a seguir.

Exemplo 3.2.1 Resolver o sistema linear

5.1'1 -+ 21’2 +x3 = 0
31+ 29 +4x3 = —7
I + ) + 3[E3 = —5

por Eliminagao de Gauss.

Primeiramente vamos escrever o sistema como matriz aumentada.

5 2

3 1

11

Precisamos eliminar o primeiro elemento das linhas 2 e 3. Assim, para eliminar o primeiro

elemento da linha 2 vamos multiplicar a primeira linha por — e somar seu resultado

. o o 1
com a linha 2. Do mesmo modo vamos multiplicar a primeira linha por —z e somar seu

resultado com a linha 3 para eliminar o primeiro elemento da linha 3.

2 1 | 0

(S
ot

o O ot

3
5

Agora precisamos eliminar o sequndo elemento da linha 3. Para isso vamos multiplicar a
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sequnda linha por —3 e somar seu resultado com a linha 3.

5 2 1] 0
0 L ¥ | 7
0 0 13 | —26

Desse modo teremos o sequinte sistema:

5271 + 2(132 +x3 = 0
—%332 + 137333 = -7
131’3 = —26

Logo,

(veja no anexo o algoritmo em linguagem R desse método no Apéndice (A.3)).

O Método de Eliminacao de Gauss por Pivotamento é uma variacao do Método de
Eliminacao de Gauss, trocando-se linhas e colunas da matriz aumentada, de forma a
minimizar os erros de arredondamento nas operacoes de eliminagao e evitar divisoes por
zero, caso a; = 0, por exemplo.

Uma forma de pensar o método (de Pivotamento parcial) é escolher o pivoé como o

elemento de maior médulo da primeira coluna.

ai;pr a2 ... QAip bl

a21 A29 ... QA9 bg
B =

api Qp2 .. Gpp by

Apl Qp2 ... Qpp by,

Suponhamos que a,; seja o pivo da matriz, basta trocar a linha p da matriz com a
linha 1.

A partir dai, aplica-se o Método de Eliminacao de Gauss (veja no anexo o algoritmo
em linguagem R desse método no Apéndice (A.4))).

3.2.2 Decomposicao LU

Muitas vezes precisamos resolver varios sistemas da forma Az = b;, onde A = (aij)nxn

e b; é um vetor que surge, por exemplo, em um processo iterativo.
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Este método consiste em decompor a matriz quadrada no produto de uma matriz

triangular inferior L por uma matriz triangular superior U.

1 0 0 ... 0 U1 U2 U3 ... Uip
l21 1 0 ... 0 0 Ug2 U223 ... Uop

A= l31 l32 1 ... 0 0 0 U3z ... Uzp (36)
lnl ln2 ln3 o1 0 0 0 oo Upn

Nesse caso, é vantajoso decompor A = LU, como na Expressao (3.6)).
Se for possivel fazer a Eliminagao de Gauss da matriz A, sem fazer troca de linhas ou
colunas, entao podemos obter a fatoracao A = LU de forma bem simples. Basta tomar

U como a matriz triangular resultante e

1 0 O
Iy 1 0
L= I35 ls ,
lnl ln2 ln3 1
onde
oy — a2 Loy — asi [ = An1
21 — s U31 — g ey lnl — )
ail a11 a1
Loy — C32 Ly — Cq2 [ = Cn2
32 — 7 542 — Ty o5 n2 — )
C22 C22 C22

sao obtidos por meio dos multiplicadores do processo de Eliminacao de Gauss.

No Exemplo (3.2.1)) temos que a matriz U é

5 2 1

_ 1 17
U=10 -5 %
0 0 13

e a matriz L sao os multiplicadores utilizados para escalonar a matriz U.

— O
= o O

U= Ol =
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Para que esse método seja valido é suficiente que o determinante dos menores principais
(veja [11), p. 123]) de A sejam diferentes de 0.

Teorema 3.2.2 Sejam A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n, e Ay, 0 menor princi-

pal, constituido dos k primeiros elementos das k primeiras colunas de A. Assumindo que

det(Ag) # 0 para k = 1,2,...,n — 1. Entao, existe uma unica matriz triangular inferior
L = (l;), com ljy = lyo = ... = lpy, = 1, € uma matriz triangular superior U = (u;;), tais
que A = LU.

Demonstracao: Vamos provar por inducao finita.

Se n =1, temos que

a;; = l-ap.
Tomando L = [l1;] = [1] e U = [a11] temos que
A = LU.

Além disso, det(A) = ay;.

Suponhamos agora que o teorema seja valido para n = k — 1, ou seja, que toda matriz
B de ordem n = k — 1 se decompoe unicamente no produto B = LU nas condic¢oes do
Teorema.

Seja A uma matriz de ordem k. Vamos escrever

A — Ak,1 T ] ,

S el

onde r e s sao vetores, ambos com k — 1 coordenadas.
A matriz Ap_; é de ordem k — 1 satisfaz as condi¢bes do teorema e, por hipdtese de

indugao, temos que Ag_1 = Ly_1-Ug_1. Afirmamos que A = LU, onde

L:[L’H 0]7 U=
P 1

U1 ¢
0 upk

)

sendo p e g vetores com k — 1 coordenadas. Note que p,q e ugr sao desconhecidos e

precisamos determina-los. Efetuando o produto temos que

L1 Uk1 Ly q
p U1 pq+ upg

LU =

Ak:—l T ]

S Ak

Com isso,
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e

Lyyq = r
pU1 = s
pPq + Uk = Qi

Por hipétese de indugdo, a Expressao (3.7) é valida. Como Ag_; é invertivel, pois

det # 0 temos que Lj_; e Uy_1 s@o invertiveis e segue que:

q = L,;_ll r
p = s U,;_ll
Uk = Qg —Pq

Logo, pelo Principio da Inducao Finita seque que A = LU e ainda,
det(A) = det(L)- det(U) = det(U) = uyq- uga- .. .- Ugg

Observagao 3.2.3 Pode-se mostrar que, se A = A' = LU, entdo a sequéncia de matrizes

AleL:LlUl, A2:U1L1 :LQUQ, ey An: n—an—lanUnu--w com
(1 0 0 ... 0] [ wi, i, uly ... uiln_
Ly 10 ... 0 0 uby uby ... ub,
O A N | 0 0 0 ... u,
Converge para _ _
Al Q2 13 .- GQn
0 Ao qa3 ... Qo
B = 0 0 )\3 ... (s3n ,
0O 0 0 ... M\,

onde \; € autovalor de A (veja [11, p. 223]).
Cabe notar que, se f : D C R™ — R € de classe C?, entdo a matriz Hessiana de f €
simétrica e esse processo pode ser usado em conjunto com o Teoremal2.1.11|, para avaliar

se um ponto critico € de madximo, minimo ou de sela.

Quando calculamos a Eliminagao de Gauss por linhas da matriz, temos um processo
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de eliminagao de matriz. Assim, pelo algoritmo do Apéndice (|A.2)) calculamos a Decom-

posicao LU e a partir desta, encontramos aproximagoes para os autovalores de A.

Exemplo 3.2.4 Consideremos a sequinte matriz:

(54 2 5 4 1 ]
2 34 6 0 9
A=|5 6 11 1 1
4 0 1 81 22
1 9 1 22 78

Pela Observagao temos que se A = LU, entdo a sequéncia de matrizes
Ay =UL = LUy, Ay, = ULy = LU, ..., A, = U, 1L, 1 = L,U,,..., converge
para 0s autovalores de A.

Assim, pelo algoritmo do Apéndice calculamos a Decomposicao LU e a par-
tir desta, encontramos os autovalores de A sendo: Ny = 102.464580, Ay = 59.398305,
A3 = 54.359077, Ay = 32.714838 e A5 = 9.063199 que sao os pontos de minimo, pois 0

valores obtidos sao todos positivos.

Para encontrarmos os elementos da matriz L e da matriz U da forma direta, devemos
calcular os elementos das linhas de U e os elementos da coluna de L na seguinte ordem e

maneira;:

e 1? linha de U : Para determinar a primeira linha de U deve-se fazer o produto
da primeira linha de L por todas as colunas de U e igualar os resultados com os

elementos da primeira linha de A, ou seja,

lupyy, = an = w=an
Lrujg = ais = w2 =ap
—_— i
1- Ulp = Alp = Ulp = A1p
Portanto, u; = ay; j=12,...,n

e 12 coluna de L : Para determinar a primeira coluna de L deve-se fazer o produto
da 2* até a n— ésima linha de L pela primeira coluna de U e igualar os resultados

com os elementos da primeira coluna de A, ou seja,

21
lowiunn = ay = log=—
U1
I B loy — a3
31U11 = 31 = 31 = —
U1
= =
an1
lavin = an = by =—

U1
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;1 .
Portanto, l;; = —; i=1,2,...,n
U1

e 22 linha de U : Para determinar a segunda linha de U deve-se fazer o produto da
segunda linha de L pelas colunas de U (da 2* & n—ésima) e igualar os resultados

com os elementos da segunda linha de A, ou seja,

lotuig + U2 = a2 = Uz = g — la1Us2
loqurs + U9 = aos = Uz = agg — laruss
= =
Iy, +ugp = a2y = Uy = G2y — lo1usy
Portanto, ug; = ag; — lo1Uiy; j=12,...,n

e 22 coluna de L : Para determinar a segunda coluna de L deve-se fazer o produto
da 3* até a n— ésima linha de L pela segunda coluna de U e igualar os resultados

com os elementos da segunda coluna de A, ou seja,

asy — l31u12

ls1uig + l3ouge = asze = Iz =
7
Qg2 — l41U12
lywis +lapuse = agp = lip=——"—""—
U2
= =
Qp2 — lnlun2
loptung + lpottas = any = lyy=——""—"—
U22
a2 — ligUi2 .
Portanto, l; = ———; 1=1,2,....n
U22

Assim, continuando os calculos da 3? linha de U, a 3* coluna de L assim por diante

teremos as seguintes formulas gerais:

1—1

Ujj = Qjj — E Lirugj, 1 < 7,
k=1
-1

aij — E Lik g,

k=1 o

lij = - , 1> 7.
Uy

No préximo Exemplo, vamos resolver o mesmo sistema linear do Exemplo (3.2.1]),

utilizando agora a Decomposicao LU.

Exemplo 3.2.5 Resolver o sistema linear

51‘1 + 21‘2 +x3 = 0
3.131 + X9 + 433‘3 = -7
T+ X9 + 3.2133 = -5
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Para aplicar o Teorema da decomposicio A = LU precisamos primeiramente
fazer o determinante dos menores principais de A e verificar se sao todos diferentes de

zero. Consideremos

5 2 1
A=131 4
1 1 3
Como
det(A;) =[5 =5#0
det(A) = | > 2| =5-6=—1£0
3 1
5 2 1
det(A3)=|3 1 4|=19-39=-20#£0
1 1 3

Pelo Teorema[3.2.3, A se decompde unicamente no produto LU

5 2 1 1 0 0 U1 Ui U3
3 1 4 = 121 1 0 0 U922 U223
1 1 3 l31 l32 1 0 0 Uss3

Para encontrar os elementos das matrizes L e U, vamos utilizar as formulas do Capitulo
|9 da Subsegao[3.2.3. Fazendo os cdlculos obtemos as sequintes matrizes:

5 2 1 1 0 0 5 2 1
_ | 3 117
31 4= 10 0 — =
11 3 % -3 1 0 0 13
Agora vamos determinar a solu¢do do sistema dado
5 2 1 T 0
3 1 4 i) = -7
11 3 T3 -5
Como A = LU, seque que
1 0 0 5 2 1 T 0
3 117 _
: =31 0 0 13 T3 -5
Note que se
Axr =b

entao

(LU)x =1



CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES NAO LINEARES 38

LUz)=b

Tomando Ux =y temos Ly = b. Assim,

1 0 0 Y1 0
% 1 0 Y2 = -7 s
% -3 1 Ys -5
ou seja,
Y1 = 0
2y + 2 = -7
%yl —3y2+ys = -5
e
0
y=1| -7
—26
Agora vamos resolver o sistema Uzr =y
5 2 1 T 0
0 —+ ¥ T | = =7 |,
0 0 13 T3 —26
ou seja,
5[L’1 + 2%2 + T3 = 0
—%.772 + 1371'3 = -7
1323 = —26
Seque que
0
T = 1
-2

Note que tanto no Exemplo (3.2.1)) quanto no Exemplo ([3.2.5) o resultado é o mesmo.
Se A= LU e Ar = b, entao Ly = b = y = L™ 'b e Uz = y é sistema triangular

superior, com
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1 0 0

—loy 1 0

L_l = —131 —132 1
—ly —lp —ls ... 1

Cabe notar que, o Método de Newton Modificado é da forma

)

{ Tf(xo)-s = —f(z,)

Tnt1 = S+,

para algum xy € D(f).
Quando Jf(zg) = A = LU, esse método tem forma muito mais simples de implemen-

tar, por que o sistema a ser resolvido, em cada iteracao toma a forma

)

{ Us = —L7'f(x,)

Tpnt1 = S+ Tp

que ¢ triangular superior.

Veja o Exemplo a seguir deste método.

Exemplo 3.2.6 Considere o polinémio p(x) = z* + 23 + 2% + 2 + 1. Uma forma de

aproximar as quatro raizes complezas de p(x) € forcando a fatorac¢ao dele como
pr)=a*+2° + 2 + 2+ 1= (2> —az — b)(2* — cx — d),

com a, b, ¢ e d constantes a determinar. Uma multiplicacao distributiva e ajustes na

ordem das equacoes produzem as igqualdades

at+c+1 =
bd — 1

—ac+b+d+1 =

ad+bc—1 =

(3.8)

o O o O

Utilizando o Método de Newton

{JF(un)~s = —F(u)

7

Tn+1 = S+
para aproximacao da solu¢ao do sistema (@) da forma F(u) = 0, podemos determinar os
valores aprorimados de a, b, ¢ e d. FEscolhendo como aproximacao inicial

up = (—2,—1,0,—1) e JF(u,) como a matriz do Jacobiano de F' em u,, em que
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a+c+1 0 a
bd — 1 0 b
—ac+b+d+1 0 c
ad +bc—1 0
Logo,
0 0
0 d 0 b
JF(u) =
—c 1 —a 1
d ¢ b a
Assim, vamos decompor JF(ug) em LU e resolver
Us = —L'F(u,)
Ups1 s+ uy, '
Entao,
10 1 0 0 00 10 1 0
0o -1 0 —-1] 1 00 0 -1 0 -1
o 1 2 1| -1 100 0 2 0
-1 0 -1 =2 -1 0 01 0 0 0 =2
ou melhor,
1 0 1 0 51 10 00 —1
0 -1 0 -1 59 B 0100 0
00 2 0 ss | 01 10 —1
0 0 —2 54 1 001 1
e
S1 0,5
S9 o 0
S3 0,5
S4 0

Dat,

40

(3.9)
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0,5 9 ~15
0 1 1
0,5 0 0,5
0 1 1
e
0
0
F(u) =
() 0,25
0

Agora iremos decompor JF(uy) em LU.

1 0 1 0 1 0 00 10 1 0
0 -1 0 -1 B 0 1 00 0 -1 0 -1
-0,5 1 1,5 1 B -0,5 -1 10 0 0 2 0
-1 0,5 -1 —-1,5 -1 -0,5 0 1 0 0 0 =2
ou melhor,
1 0 1 0 51 1 0 00
0 -1 0 -1 S9 B 0 1 00
0 2 0 53 0,5 1 10 —0,25
0 0 -2 S4 1 0,5 01 0
e
S1 —0,125
S9 o 0
sy | 0,125
S4 0
Logo,
—0,125 —1,5 —1,625
0 -1 -1
0,125 0,5 0,625

41
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e

0
0
F(uy) =
2l =\ o156
0
Agora iremos decompor JF(uy) em LU.
1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0
0 —1 0 -1 o 0 1 0 0 0 —1 0 —1
—0,625 1 1,625 1 - —0,625 —1 1 0 0 0 2,25 0
~1 0,625 -1 —1,625 1 0,625 0 1 0 0 0 -225
ou melhor,
1 0 1 0 51 1 0 00 0
0 -1 0 —1 S B 0 1 0 0 0
0 0 2,25 0 S3 B 0,625 1 10 0,0156
0 O 0 —-2,25 S4 1 0,625 0 1 0
e
S1 0,0069
S9 . 0
ss | | —0,0069
S4 0
Seque que,
0, 0069 —1,625 ~1,618
0 -1 -1
—0,0069 0,625 0,618
0 —1 -1
e
0
0
F(uz) =
(ta) —0,000058
0

Segundo o procedimento, obtemos a = —1,61806, b = —1, ¢ = 0,61806 ¢ d = —1. Para
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determinar as raizes, utilizamos o método hindu para resolugoes de equacgoes quadrdticas
(Férmula de Bhaskara) e obtivemos 0s sequintes valores

1 = —0,809017+0, 5877853i, xo = —0,809017—0, 58778531, x5 = 0,309017+0, 95105657
e xy = 0,309017 — 0, 9510565¢.

No Apéndice (A.5) encontra-se o algoritmo desse Exemplo. Primeiramente fizemos um
algoritmo para escalonar uma matriz e um para resolver um sistema triangular superior.
En seguida colocamos os dados do problema com o ntimero de iteragoes qualquer, por se
tratar de um software escolhemos um nimero de iteracoes como sendo n = 100, ou seja,
o software repetird os calculos 100 vezes. Depois fizemos um algoritmo para resolver o
sistema pelo Método de Newton. Para determinar as raizes, escrevemos por coordenadas,
a “Férmula de Bhaskara”.

Na expressao desse problema, poderiamos ter resolvido o problema pelo Método
de Newton modificado, onde a cada iteracao substituimos apenas o valor F'(u,), e troca-
mos JF'(u,) por JF(xg), ndo precisando escalonar a matriz em cada iteragao.

Cabe notar que as raizes dos polinomios sao autovalores da matriz companheira do

polinémio p(z),

o 1 0 0
o 0 1 0
Matriz Companheira =
0O 0 0 1
-1 -1 -1 -1

Exemplo 3.2.7 Neste exemplo, vamos considerar o problema

max f(z,y) = e cos(x)sin(y)
. 0<z<3
sujeito a 0 <y <
SY=T

Alguns resultados deste exemplo foram obtidos com o uso do algoritmo do Apéndice .
A Figura mostra que o valor maximo de f(x,y) ocorre no interior do dominio

de f, ouseja,pam()gxgge()gygw.

SRR
R

RN
IR

SRR
SRR
IR
\‘\?“\\“\

Figura 3.2: Gréfico do Exemplo 1) gerado pelo software.
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Para encontrar a solugao do problema vamos aplicar o Método de Newton e resolver
a equagao V f(x,y) = (0,0).
Seja

g(r,y) = Vf(z,y)
of (z,y)
ox

of (z,y)

dy

com0<xr <7 e0<y<m. NoApéndice chamamos de A.

Entdo a equacdo que precisamos resolver é:

ye™cos(z)sen(y) — e sen(z)sen(y) 0

gl,y) = -
ze™ cos(x)sen(y) + e cos(x)cos(y) 0

Pelo Método de Newton temos a sequéncia
Tp+1 T, — T
= - [Jg(xmyn)] ' )
Yn+1 Yn Yn

para [ o ] dados no dominio de g.
Yo
Cabe notar que Jg(z,y) = H f(z,y)

Pflx,y) f(z,y)

dx? Oxdy
Pflxy) Pflz,y)
Oxay @yQ
com
2
W = e(wy)yQSGn(?/)COS(x) — e(wy)2ysen(a:)sen(y) — e("’“"y)sen(y)cos(q:)
X
2
%@y) = e™a?sen(y)cos(z) + e 2xcos(x)cos(y) — e sen(y)cos(z)
Y
2
’ g{ig;y) = e™aysen(y)cos(z) + e™ycos(x)cos(y) — ™ wsen(z)sen(y) +

+e ™ sen(y)cos(z) — e sen(z)cos(y)

que chamamos de B no Apéndice .

Tomando n = 100, o = 1, yo = 2,5 e u = (x,y) oblemos os sequintes valores
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U100 = (2100, Y100) = (1.1817391495970153, 2.4393027452826881) e,
f(u1g0) = 4.3764078775315118.

Por dltimo, calculamos a matriz H f(ui00) que possui autovalores —31.335616 e
—9.569378. Como vimos no Capitulo @ seque que f(uigo) € aprozimadamente valor de

mdzimo de f(x).



Capitulo 4
Problemas de otimizacao

No Capitulo 3| vimos uma forma de encontrar pontos criticos de uma funcao resolvendo
a equagao V f(z) = 0, para z € D(f), para o caso em que D(f) C R™ é um conjunto
aberto.

Neste Capitulo voltamos ao problema de encontrar maximos e minimos de funcoes.
Porém, aqui veremos o caso em que esses pontos nao estao no interior do dominio, ou
seja, estao na fronteira do dominio da funcao. Assim, vamos tratar de casos especificos,
onde o problema de otimizagao é dado por restrigoes que definem o dominio, dando uma
forma particular da fronteira do dominio. Vamos estudar formas de determinar os pontos
de maximo e minimo de fungoes quando estao com restricoes. Desse modo, vemos que
quando as restricoes possuem sinais de igualdade, o problema pode ser tratado com os
Multiplicadores de Lagrange ou com as condigoes de KKT quando as restricoes possuem
sinais de desigualdades.

No caso em que a funcao f e as restrigoes g; sao todas lineares existem métodos efici-
entes para a resolucao do problema e muitos softwares prontos para resolver o problema,
por exemplo, o Solver do Excel, o software R e o Lindo Systems (veja por exemplo [18]
para técnicas de resolugao).

Vamos trabalhar com problemas de otimizacao da funcao f: D — R, onde D C R™
é obtido por meio de equacgoes e inequagoes envolvendo as funcgoes g; : R™ — R. Logo, o

problema de otimizacao que temos interesse é da forma

otimizar f(x)
sujeito a gi(z) ~ 0, i=1,2,....p
Onde “N” Seja, “:77 , C(S?’ ou ((Z??e T e Rm‘

A funcao objetivo é a representacao matematica do critério de eficiéncia adotado no
problema de otimizacao e é influenciada pelas varidveis de controle do problema. Ja as
restrigoes sao equagoes de igualdade ou desigualdade que determinam os limites de via-

bilidade do projeto, expressando uma condicao desejavel do comportamento do sistema.

46
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Geralmente, as restricoes estao relacionadas com a geometria, os esforcos admissiveis, os
recursos disponiveis, os custos envolvidos no projeto, dentre outros.
Um método muito utilizado e visto superficialmente nas disciplinas de Calculo Dife-

rencial e Integral é o Método dos Multiplicadores de Lagrange, (veja [2] e [12]).

4.1 Multiplicadores de Lagrange

O Método dos Multiplicadores de Lagrange se aplica ao problema de determinar os

valores extremos com restrigoes de igualdade, por exemplo, resolver o problema

min f(x)
% = 07 ’
sujeito a 9i(w) .

Cabe notar que min f(x) = max — f(x).

Teorema 4.1.1 Sejam f: D — R eg;: D — R, com D C R™ aberto ei =1,2,...,p.
Se f, g; sao funcoes derivdveis com derivadas continuas. Entao o ponto a € D € solucao

do problema

min f(z)
.. gl(x) - Oa )
sujetto a )
1=1,2,...,p
se, e somente se, existem A1, Mg, ..., A\, € R tais que

Vf(a) = Z AiVgi(a).

Demonstragao: Suponha inicialmente que p = 1 e que f tem valor extremo no ponto
a e que Vf(a) # 0. Seja S a superficie, de dimensao m — 1, formada pelo conjunto dos
pontos x € D tais que g;(x) = 0. Suponha que a esteja sobre a superficie S e seja C' uma
curva sobre S, com equagao paramétrica r(t) = (x1(t),x2(t),...,x,(t)) derivavel, para
t € I C R, I intervalo, que passe pelo ponto a, ou seja, com r(ty) = a, para ty € I.

Seja h(t) = (f or)(t) que é derivavel. Pela Regra da Cadeia,

/

W) = fr)r)
= Vf(r()-r ().

Como a é um ponto critico de f em S, temos que h(t) tem extremo em t,, e portanto,

pelo Lema [2.1.6}

h'(ty) = 0,
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Dad,

i

Vf(a)r(t) = 0

e segue que V f(a) é perpendicular a 7’ (to).

Como r(t) € S temos que g1(r(t)) = 0 e portanto, pela Regra da Cadeia,

!

(g107) (t) = Var(r(t))-r'(t) = 0,

e Vgi(a) é também perpendicular a 7’ (ty).
Como S tem dimensao m — 1, segue que Vf(a) e Vg(a) sdo paralelos. Logo, existe
A € R tal que,

Vf(a) =AVgi(a).

Agora, sejam S; = {z € D : gi(x) = 0} superficies de dimensdao m — 1 e
S = 51NS2().--[)Sp- Seja r(t) uma curva em S, com r(ty) = a e h(t) = (f or)(t).
Suponhamos que f tenha um ponto de extremo em a € S e que Vf(a) # 0.

Como, V; ={v e R™:v L Vg;(a)} e o conjunto dos vetores de R™ perpendiculares a
Vgi(a) e V=NV.

Segue

Vgi(a) L 7'(to) (isso vale se r(t) fosse curva em ;)

{vf(a) L7 (to)

Logo, r'(ty) € Vi e Vf(a) L (N Vi). Assim, Vf(a) é perpendicular a todo vetor per-

pendicular a cada Vg;(a). Como,

R™ = [{vga)}] ® [{vgila)})*
- {a@Y oV

(veja [3]) temos que Vf(a) € [{Vgi(a)}] e existem A1, Ag,..., A, € R tais que

Vv fla) = Z AivVgi(a) (4.1)

4.1.1 Método dos Multiplicadores de Lagrange

Sabemos que problemas de otimizacao estao relacionados a maximizar ou minimizar

uma funcao em relagao a uma variavel x. Para resolver esse tipo de problema utilizando
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os Multiplicadores de Lagrange é preciso que todas as restri¢oes possuam igualdade.
Dessa forma, se houver restrigoes nos possiveis valores de z, o Método de Multiplica-
dores de Lagrange pode restringir a busca de solugoes no conjunto de valores viavel de x.

Assim, o problema pode ser escrito da seguinte forma

otimizar f(x)

sujeito a gi(z) = 0, i=1,2,...,p.

Para resolver esse tipo de problema utilizando Multiplicadores de Lagrange, devemos
primeiramente colocar a funcao objetivo e as restricoes dadas em um tinico problema e
como mostramos no inicio dessa Secao, teremos que multiplicar cada gradiente de cada
restrigao por um fator \; como mostra a equacao (4.1)). Entao, o problema podera ser

visto como a equacao

p

Vi) + ) Avgi(z) = 0

i=1

gi(z) =0

(4.2)

E podemos aplicar métodos numéricos para a aproximagao da solugao (x, A) de (4.2)),
onde A = (A1, Ag, ..., Ap), como por exemplo o Método de Newton.

Veja o Exemplo a seguir.
Exemplo 4.1.2 Resolver o problema

min flz,y) = 3x+4y
sujeito a g(z,y) = 22+ -1=0

utilizando Multiplicadores de Lagrange.

Por esse método precisamos resolver a equacao

Vf(z,y) = Avy(z,y)
Dessa forma,

(3,4) = A(2z,2y)
= (22, 2y)\)

2z = 3, 2y\ = 4.

Se X\ # 0 seque que
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Substituindo x e y em g(x,y) temos

3\ 2 2\ 2
il Z) =0
(&) ()
5 4 L .
que produz A = j:§. Logo, x = j:g ey = +—=. Substituindo os valores de x e y na func¢ao
3 4

objetivo, temos que, (— 5 —g> ¢ 0 ponto de minimo.

Uma aplicagao imediata desse resultado é numa outra forma de demonstrar o Teorema

[2.2.2] como o que segue.
Demonstracao: [Teorema [2.2.2] Considere o problema:

Maximizar ¥(x) = (Hz,x)
sujeito a g(z) = 1

9

com g(x) = (x,x) e H = H* transformagao linear. Escolhendo u; como solugao desse pro-
blema, que existe pelo Teorema [2.1.4]e usando o Método dos multiplicadores de Lagrange

obtemos a igualdade ' (u;) = A1g (u;). Célculos diretos mostram que
' (ur)h = 2(Huy, h) = 2\ (uy, h) = 2\1¢'(u1)h, heE,
uma vez que H = H*. Disso segue que
(Huy — Muq, h) =0,

e que

(H - )\1])U1 = O,

ou seja, Hvy = A\juy e Ay é um autovalor de H, com autovetor u;.

Para terminar a demonstracao proceda como no final da demonstracao do Teorema [2.2.2

4.2 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

As Condigoes de KKT sao uma generalizacao do Método de Multiplicador de Lagrange,
para problemas com restricoes com desigualdades.
Com as condig¢oes de KKT, podemos encontrar os candidatos a pontos minimos de

uma funcao. Por questoes tedricas optamos por nao apresentar a demonstracao desse
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resultado. Uma referéncia introdutoria do assunto é [19, p. 31] (Teorema 3.1.14).

Definicao 4.2.1 Uma funcao f : D C R™ — R ¢é convexa quando D for convezo e,
para quaisquer z, y € D eca, B € [0,1] com a+f =1, tém-se f(ax+pPy) < af(z)+Lf(y).

Pode-se mostrar que se f: D — R é uma funcao convexa, entao f é continua em D
(veja [14, p. 79]). Além disso, todo ponto critico a de uma funcao convexa f : D — R de
classe C'' ¢ um ponto de minimo global, isto é, f(z) > f(a) para todo z € D.

Teorema 4.2.2 Sejam f : D C R" = R, ¢ : D - R,i =1,2,....peh; : D —
R, 7=1,2,...,q, funcoes convexas e diferencidveis com derivadas continuas. Se existem
A=A, N) €RP e = (p1,...,p1y) € R? tais que

+ZA vgi(a +Z”JV’”‘ (4.3)

A >0
Aigi(a) =0
gi(a) <0
hj((l) =0
entdo a € solucao do PPNL
o gi(z) < 0 (4.4)
sujetto a .

A Ezxpressao ¢ chamada de condi¢cao de KKT.

Existem condigoes em que esse resultado é escrito como condigao necessaria e sufici-

ente, por exemplo quando h; e g; sao lineares, g;(x) = A;(z) — b; e f é convexa.

Corolario 4.2.3 Seja f : D C R™ — R wma funcao convexa e diferencidvel, com
derivada continua (C'), hj(x) = Hjz + b;, gi(x) = Gz + ¢;, com Hj e G; matrizes
mxm eb;, ¢; vetores, 1 =1,2,...,pej=1,2,...,q Eristem A € R’ e u € RY tais que

+Z)\ vgi(a +Zujvh
A > 0
Aigi(a) =0
gi(a) <0
hj(a) =0

.

\

se, e somente se, a € solucao de .
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Existem condigoes mas gerais de KKT sem a necessidade de f ser convexa (veja [19,
p. 22] Teorema 2.4.1, por exemplo).
Podemos observar que, por exemplo, se f : D C R™ — R for de classe C? e tiver um

ponto de minimo local em a € D (dnico numa vizinhanga de a), entao

f(@) = fla) + (Hf(a) (x —a),(x — a)) +r(z — a),
r(h)

com }ILILI(I) W = 0. Segue que H f(z) é positiva, para x ~ a, e f é convexa, em torno de

a, (veja Teorema 3.1.9 em [19] p.29]).

4.3 Métodos Tipo Gradiente

O Método de Newton nao é sempre convergente, pois precisamos de uma boa apro-
ximagao para a solucao da equagao, além de lidar com o problema de arredondamento e
resolucao de sistemas lineares. Assim, vamos trabalhar uma outra possibilidade de ob-
termos estimativas para o ponto de maximo ou minimo de fungoes, podendo ser aplicado
tanto quando o gradiente ¢é igual a zero como no caso em que tém-se Multiplicadores de
Lagrange ou Condigoes de KKT.

O Método dos Gradientes nos permite trabalhar com problemas que possuem vérios
maximos ou minimos locais, e se tivermos uma posicao e aplicamos o método, este nos
direcionara para um local melhor, podendo este local nao ser o ponto critico de fato, no
entanto, melhora o resultado do problema.

Um dos objetivos desta Seg¢ao é melhorar uma estimativa zy para aproximar pontos
de méximo (ou de minimo) local.

Considere o seguinte problema a ser otimizado:

min f(x)
sujeito a  g;(z) < 0 i=1,...,p,

hj(.%) =0 ]:1,,q

com f e g diferenciaveis, com x € D C R™. A ideia é que dado um z¢ € D(f) e um valor
f(zo), encontrar z; de modo que f(z1) < f(xo).

Assim, vamos comecar supondo que o problema seja:

min  f(z)

sujeitoa z € D CR™’

com D aberto.
Sabemos do Calculo Diferencial e Integral que dado zy € D, a direcao da maior

decrescimento em xzy é dada por —V f(xg). Isso nos leva a descobrir uma curva r(t) tal
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que 7(0) = zg e r'(t) = =V f(r(t)), pois esse serd o caminho que leva ao menor valor
de f(z) quando partimos do ponto zg, (veja Figura [£.1)). Assim, r(¢) dard melhores
estimativas para min f(z) = f(a), caso exista e caso f(zg) ndao seja um minimo local. No
entanto, para discutir formas de aproximar ou determinar 7 () é necessario um pouco de

teoria de Equagoes Diferenciais Ordindrias, com base em [20].

Figura 4.1: Explicagdo grafica do problema.

4.3.1 Introducao a Equacoes Diferenciais Ordinarias

Vamos considerar o problema de determinar uma fungao y(t), para ¢ em um intervalo

I, que contém um ponto ty no seu interior, ou seja, uma funcao y : I — R™ tal que

{ y = f(t,y) (4.5)

y(to) = Yo

onde f: I x D — R™, DeR™éaberto e y(t) € D. Esse problema é chamado Problema
de Valor Inicial (PVI).
Se f(t,y) for continua em I x D entdo

v =+ | ' Fls,yls))ds, (4.6

caso exista, por meio do Teorema Fundamental do Célculo.
A expressao (4.6) juntamente com o Teorema de Arzela-Ascoli permitem demonstrar

o0 teorema a seguir, (veja [16] e [20])

Teorema 4.3.1 (Teorema de Peano) Seja f(t,y) definida e continua em Ix D que contém
o ponto (to,yo). Entdo o PVI admite solugdo continua e diferencidvel, para todo
tel.
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Cabe notar que se f(t,y) for continua existe solucao y(t) para (4.6]), mas essa pode
nao ser unica, por meio do Teorema de Peano.
Po outro lado, a unicidade é garantida adicionando ao enunciado do teorema as

condicoes do resultado a seguir.

Corolario 4.3.2 Nas condi¢oes do Teorema se |f(t,y) — f(t,2)| < Lly — z|, entao

y(t) € dnica.

Demonstragao: Daremos aqui apenas uma ideia da demonstracao.
Se

y(t) = yo + / f(s.y(s)ds e 2(t) = yo+ / £(s,2(s))ds

forem duas solugoes de (4.5)), entao

ly(t) — 2(1)]

IN

/ (s, 9(s)) — F(s, 2(s))ds

< |t —to] L max|y(s) — z(s)].

Note que, se t ~ tg, entdo 0 < |t — to| L < 1. Tomando |t — ty| L = L; temos que existe
e > 0, tal que

max |y(t) — z(t)| < Ly max |y(t) — z(t)]
[t—to|<e [t—to|<e
e segue que y(t) = z(t), se [t —to| < e.
|

Observacao 4.3.3 Note que, se f(t,y) for continua no conjunto aberto I X D e existir

Of(t,y) também continua, entdo podemos reduzir I x D para Iy x Dy de tal forma que
(to,%0) € (1 x Dy) e

L= max M<+oo

(ty) € (I1xD1) oy

O Corolario anterior pode ser demonstrado diretamente utilizando o Teorema do Ponto
Fixo de Banach B.1.5
Existem métodos para determinar resolugdes de casos particulares do problema (4.5]).

(Veja, por exemplo [20] para o assunto.)

4.4 Meétodos Numéricos para PVI

Uma propriedade importante dos métodos computacionais para solugao (4.5) é a dis-

cretizacao, que consiste em obter a solucao aproximada do PVI em um conjunto discreto
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de pontos {t,; n=0,1,..., N} C [a,b].

A sequéncia de pontos t, é definida por:

t, = to+ nh; n=20,1,...,N.
onde tg =a,ty =be N = b—Ta. Com o “tamanho dos passos” h de um ponto ao outro
0 mais préximo possivel de 0.
Veremos agora métodos para solugao numérica de Equacoes Diferenciais Ordinarias
baseados em [11] e [21].

4.4.1 Método de Taylor

Consideremos o PVI (4.5) tal que f seja continua e suficientemente derivavel em
relagao a t e y. Seja y(t) a solu¢ao do PVI (4.5)). A expansao em série de Taylor (veja [12]
p. 151]) para y(t, + h) em torno do ponto t, é dada por

2 hP B+l

Y(tn +h) = y(tn) + hy'(bn) + 579" (1) + -+ Ey(”) (ta) + o 1)!y(p+1)(€n) (4.7)

com t, <&, <t,+ h, onde o dltimo termo ¢é o erro de truncamento local.

Note que, para as primeiras derivadas, obtemos:

y = f(ty)
" , _Of O0fdy
= f E—i_a_y%_ft—i_fyf
wo_ p_ O Ofdy  |0f, Ofydy of , ofdy| _
A A T [8t+8ydt]f+fy[8t+8ydt]_

ftt + 2ftyf + fyyf2 + fyft + fy2f

O que dificulta esse método é que, a menos que f(t,y) seja uma funcao simples, as
derivadas totais de ordem mais elevada tornam-se cada vez mais complexas. Desse modo,

é preciso limitar o nimero de termos em (|4.7]). Assim, obtemos a seguinte expressao:

Y(tn + h) = y(tn) + hy'(tn) + hf(tn, y(ta)) + .+ gf(p_l) (. y(tn)) (4.8)

A equacao (4.8) pode ser interpretada como uma relagdo aproximada entre os valores
da solucao de (4.7). Uma relagao exata entre valores aproximados da solucao de (|4.7))
pode ser obtida por:
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. h? 1)
yn+1=yn+hfn+§fn+...+gfn (4.9)

que é chamado Método de Taylor de ordem p, onde f,, = f(tn,Yn) € Yn = y(t,).
Esse método possui muita complexidade computacional, pois é preciso calcular as
derivadas parciais de f a cada passo e avalid-las nos pontos (t,,y,), mas pode ser muito

util se as derivadas de f forem de facil implementacao.

4.4.2 Método de Euler

O Método de Euler foi criado por volta de 1768 e é conhecido também como Método
da Reta Secante. E baseado na expansao da fungao y(t) em séries de Taylor, podendo-se
expandir a func¢ao y(t) na vizinhanga do ponto ¢,, até a ordem 1, podemos entao escrever

esse método como:

Ynt1 = Yn + hfp. (410)

O Método de Euler aproxima o valor exato da fungao y(t,) através de uma reta no ponto

(tn,y(t,)) com inclinagao f,. Veja a Figura|4.2| a seguir.

)

Yat

Yo L
Y3+
Y1+
Yo

Figura 4.2: Método de Euler.

A curva em preto representa o valor exato da solucao, ja a curva em vermelho repre-
senta a solucao aproximada pelo Método de Euler.

Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 4.4.1 Resolva numericamente o Problema de Valor Inicial

{ y;(;)y:_; (4.11)
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em [0, 1].

Tomemos N = 4, para exemplificar, temos h = 1;—0 = 0,25. Ou seja, to = 0,
t1 =0,25 1t =0,5, t3=0,75 ety = 1.

Sabemos que yo = 2. Vamos resolver esse problema com o Método de Euler, ou por passo
simples.

Temos entao

v = Yo+ hf(to,yo)
— 240,25-(2-0)
~- 25

yo = 1 +hf(ti,p)
= 2,5+0,25 (2,5 0,25)
= 3,0625

ys = Yo+ hf(ts, y0)
= 3,0625+ 0, 25 (3, 0625 — 0, 5)
— 37031

Yy = ys+hf(ts,ys)
= 3,7031 4+ 0, 25- (3,7031 -0, 75)
— 44684

Logo, temos queyo = 2, y, = 2,5, y2 = 3,063, y3 = 3,703 eyy = 4,468, sao aproximacoes

para y(0,25), y(0,5), y(0,75) e y(1).
A solugdo analitica do PVI € y(t) = e' + t + 1. Substituindo t nessa solug¢io temos os
valores exatos Yo = 2, Yo2s = 2,934, yo5 = 3,148, yo 75 = 3,876, y; =4, 718.

4.4.3 Meétodo de Runge-Kutta

O Método de Runge-Kutta é um aprimoramento do Método de Euler, e consequente-
mente produz uma aproximacao ainda melhor que a do Método de Euler.

A férmula geral desse método de ordem é definida por:

Yn4+1 — Yn = h¢(tna Yn, h), (412)

em que,
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p

¢<t’y7 h) - Zcrkr (413)
r=1
kl - f(t,y),
k, = f(x—i—arh,y—khibmks); r=2,3,...,p,
- s=1

ar = Zbrs; §=2,3,...,p
s=1
O Método de Runge-Kutta baseia-se em, determinar contantes c,, a, e b,s de (4.12)),
comparando ¢(z,y, h) de (4.13)), em poténcias de h com a fun¢ao do Polinémio de Taylor
(4.7). Assim, a ordem de Runge-Kutta é a ordem do Método de Taylor que utilizamos,
mas ndo precisamos calcular £, f*, ..., f®=Y (veja [II], p. 406] e [21, p. 385)).

Veja o Exemplo a seguir.

Exemplo 4.4.2 Resolva numericamente

{ o e

em [0, 1], pelo Método de Runge-Kuttade ordem 2.

No Apéndice construimos primeiramente o algoritmo com as varidveis do Método
de Runge-Kutta.

Assim, escrevemos os dados do problema comecando com a equacao, depois colocamos
os extremos do intervalo chamando de a = 0 e b = 1 e o wvalor de y no ponto inicial.
Criamos uma fungao para definir a derivada e definimos n que serda a quantidade de
partes que o intervalo serd se dividido.

Tomando n =5 obtemos como resultado para y : yo =2, y1 = 2,44, ys = 2,93, y3 =
3,49, yy = 4,12 e y5 = 4,85. Observe os grdficos da Figura e note que tomando

n = 100, o método faz uma aproximacao mais exata da curva original.

30 35 40 45
30 35 40 4

25
25

20
20

Figura 4.3: Grafico gerado no software R com n = 5 e n = 100, respectivamente.
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4.5 Meétodo de Declive

Como comentamos anteriormente, V f(x) dé a dire¢gdo do maior crescimento de f(x), no
ponto x, assim, consequentemente temos que —V f(x) da a dire¢ao do maior decrescimento
de f(x) nesse ponto.

Sendo assim, podemos resolver o PVI

) 4.15
ZL’(to) = 29 ( )

{ ' =V f(x)

pelo Método de Euler e obter z;,1 = x; + hV f(z;), para aproximar o valor maximo de

f(z) e resolver

{ v =~V f(z) (4.16)

l’(to) = 29

pelo Método de Euler e obter z;,1 = x; — hV f(z;), para aproximar o valor minimo de
f(z), onde h é o tamanho do passo dado, i é o nimero de iteragoes e x; € R™.
O Método de Declive ¢ uma maneira de aproximar maximos e minimos locais de uma

funcao utilizando gradientes da funcao.

Observacgao 4.5.1 Em um Método de Declive, a cada ponto obtido, escolhemos uma
direcao de decida para o gradiente, ou seja, um vetor de dire¢cao que pode proporcionar um
decréscimo da fun¢ao objetivo. Além disso, devemos definir a cada iteracao um tamanho

de passo h € R a ser dado na dire¢ao do declive.

Este método funciona da seguinte maneira:

1- Primeiramente é preciso dar uma aproximacao inicial o € D(f) da solu¢ao do

problema e em seguida devemos resolver o gradiente da funcao neste ponto.

2- Depois, a partir do resultado encontrado em 1 é preciso determinar a solu¢ao na
dire¢@o negativa ou positiva (dependendo do caso) do gradiente e repetir o processo

até um dado critério de parada.

Certamente, podemos usar métodos Numeéricos de ordem mais alta, como os de Runge-
Kutta.

Suponhamos que queremos encontrar o minimo de alguma func¢ao f(x). Assim, dado
um valor inicial xy por x, podemos escolher varias dire¢oes para o declive. Como queremos
encontrar um minimo, basta tomar —V f(z).

A escolha do tamanho do passo h a ser utilizado na descida do gradiente, a partir de
um ponto xg, é outra decisao a ser tomada a cada iteragao, pois nem sempre o passo que

proporciona o maior decrescimento a cada iteracao sera a melhor escolha para resolver o
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problema com um menor nimero de iteracoes. Um tamanho de passo errado h pode nao
alcangar a convergéncia, tomando h muito grande poderd divergir e muito pequeno levara
muito tempo para convergir.

Neste método podemos tanto escolher o tamanho do passo fixo quanto mudar este
a cada iteragao. Vamos apresentar agora como fazer a escolha do tamanho maximo do
passo para a convergencia.

Uma condica@o para que esse método funcione é a Condi¢ao de Armijo (veja [19, p.101]).

Teorema 4.5.2 (Condi¢do de Armijo) - Sejam x, d € R™ tais que V f(x) # 0, V f(x)-d <
0 ehe(0,1). Entao eziste ¢ =e(h) > 0 tal que

f(z+1td) < f(x) + htV f(z) - d,

para todo t € (0, €.

Demonstracgao: Temos que

o Fe) - d i L1~ 1)

t—0 t

Se Vf(x) # 0 entao temos que V f(z) - d # 0. Assim,

o fle+td) - f2)
L= e ) - d

Logo, existe € > 0 tal que para todo t € (0, ¢],

flz+td) — f(z)
i) d "

Portanto, para todo t € (0,¢], f(z+td) < f(z)+ htVf(z)-d.
|
Assim, o procedimento deste método é partir de um valor (suficientemente grande) do
comprimento de passo h e reduzir para metade esse valor até que f(xpy1) < f(zx) seja
satisfeita.

Veja o Exemplo a seguir.

Exemplo 4.5.3 Minimizar f(x,y) = 322 + 3zy + 2> + = + v, (2,9) € R?, pelo Método
de Declive com precisio de 102, dado (x¢,yo) = (0,1) como ponto inicial.

Primeiramente devemos calcular

61’0 + 3y0 +1
4y0 + 31‘0 + 1

al

Vf(zo,00) =
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Agora devemos determinar a solu¢ao na direcao negativa do gradiente, pois queremos

determinar min f(x,y). Desse modo, utilizando o Método de Euler, seque que

r1 = xo— hV f(zo) . yio= Yo —hVf(yo) (4.17)

= —4h = 1-5h

Substituindo x1 e y1 na funcao obtemos

f@i,) = 327 +3zy + 245 + 1+
= 3(—4h)® +3(—4h)(1 — 5h) +2(1 — 5h) —4h +1 — 5h
= 158h%* —41h +3 (4.18)

Tomando, por exemplo, h = 0.1 em (4.17) ou (4.18), verificamos que f(z1,y1) < f(Zo,%0),

Pois
f(xo,90) = 3 e fle,y) = 0,48 .

Repetimos o processo até atingir a precisio. Caso f(xny1) > f(x), veja o Teorema

e diminua o valor de h.

4.6 Método do M-Grande

Vamos considerar um problema de programacao nao-linear com restrigoes de igualdade

e desigualdade:

‘m‘m /(@) ; (4.19)
sujeito a  g;(z) = 0
e f:R" = R, fungdo e g = (g1,92,...,9,) funcao vetorial de classe C*. A ideia ¢é

aproximar um problema de otimizagao com restricao por um problema de otimizagao sem
restricoes. Um modo de realizar essa aproximacao é através de funcgoes de penalidade.

Em [I0] a fungdo de penalidade utilizada é

Fla) = fa) + M= Y (@) (4.20)

onde v > 0 é uma constante e M > 0 é uma variavel de penalidade auxiliar.
A garantia do problema ({4.19)) ser solu¢ao também do problema (4.20]) com a condicao

de M > 0 ser suficientemente grande, se da pelo teorema a seguir.

Teorema 4.6.1 Seja {x,} uma sequéncia gerada pelo método de penalidade. Entao, qual-
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quer ponto do limite dessa sequéncia € uma solucao para o problema original.

Usando os métodos descritos anteriormente para resolver o problema

min  f(z)

sujeitoa € R™’

com M, grande e fixo, e 7 = 2, temos que aproximar a solucao do PVI

{ © = —VF() , (4.21)

l’(to) = 29

onde
F(o) = fla)+ M3 > (o)

entao,
VFE(x)=Vf(zx)+ M Z gi(x)Vgi(z).

Assim, aproximar a solucao de um problema de otimizacao com restri¢oes é equivalente

a resolver (4.21)).
Note que, em (4.21)) é simples ver que min F'(z) = min f(z), pois

F(Xer) =0

e o minimo ocorre quando a igualdade for atingida, (veja [22] para mais discussoes sobe
o assunto, com restrigdes de desigualdades e relagoes com as condigoes de KKT).

Veja o Exemplo a seguir.
Exemplo 4.6.2 Resolva o problema

min flx,y) = 22%+ 2y + 2xy
sujeito a g(z,y) = 22 +9y*—-1=0

pelo Método do M-Grande.
Tomando N =2 e M = 100 temos, da Equacao

100
F(z,y) = 2x*+2y*+ 2y + T(xQ +97 — 1)

Sendo assim,



CAPITULO 4. PROBLEMAS DE OTIMIZACAO 63

VF(z,y) = (62 +3y+1,4y+ 3z + 1)+ 100((2* +y* — 1)(22, 2y))

= (62 + 3y + 1,4y + 3z + 1) + 100(22> + 2zy* — 22, 2y> + 2y2® — 2y)
62 + 3y + 1 + 2002% 4 200zy> — 200z
4y + 3z + 1 + 200y> + 200yz? — 200y

Podemos terminar o problema como no Ezemplo [{.5.3. Porém, note que estamos

resolvendo

min P (u) = (Hu,u)
sujeito a  g(u) = 1

9

dado pela Demonstracao 2 do Teoremal|2.2.2, com

e g(u) = (u,u), ue R”

A solucao desse problema, produz um autovalor e um autovetor de H, e pode ser
aprorimada por meio do Método numérico baseado no gradiente e no Método de FEuler
como

Unp1 = (I —2hH —2hM (g(v,) — 1)) v,

onde M > 0 € suficientemente grande, h é positivo (suficientemente proximo de zero) e vy
¢ um vetor qualquer de E (com norma préxima de 1). E claro que o método apresentado
¢ o Método de FEuler para aproximar numericamente a solu¢ao da equagdo diferencial

ordindria

Y

{v' = —/(v) = M(g(v) — 1)g'(v)
v(0) = g

onde v = v(t) € E, e o valor de v(t), para t € [0,+00), serd uma aproximagao de um
autovetor de H, para t grande.

Pelo algoritmo do Apéndice obtemos os valores nigggoon = —0.70356236397446625
€ Y1000000 = 0.70356236397256544. O wvalor aproximado do ponto de minimo de f foi de
0.99.

Para finalizar, calculamos os autovalores de H pela decomposicao LU, pelo algoritmo
do Apéndice , obtendo 3 e 1 como autovalores da Hessiana. Assim, temos que o

ponto de minimo € exatamente 1.

Para finalizar, vamos resolver o Exemplo de uma outra maneira e comparar os

resultados.
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Exemplo 4.6.3 Considere o problema

max f(z,y) = e cos(x)sin(y)
. 0<z<3
sujeito a 0<y <
<y<mw

Os resultados deste exemplo foram obtidos algoritmo do Apéndice .
Observe a Figura a Sequir.

25
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Figura 4.4: Gréafico do Exemplo li gerado pelo software.

Utilizando o Método dos Gradientes com Euler. Note que no primeiro grdfico da Figura
o0 topo, comecgou a oscilar, isso ocorreu poque o gradiente de f estava muito pequeno,
assim, utilizamos a Condi¢ao de Armijo multiplicando h por 0.6.

Assim, tomando n = 100, h; = 0.5, zo = 0.1, yo = 0.1 e u = (x,y) obtemos os
sequinte valores:
U100 = (100, Y100) = (1.1817391494385037, 2.4393027453147207) e
f(uy0) = 4.3764078775315127.

Como ja vimos que os autovalores de H f(ujp0) sdo negativos temos que f(ujpo) €

aprozimadamente valor de mdximo de f(x).

Agora vamos comparar os resultados obtidos do Exemplo (3.2.7) com o Exemplo
(4.6.3)).

O que difere as duas solugoes obtidas nos valores de x e y sao as ultimas sete casas
decimais e, no ponto de maximo, f(z,y), sdo as trés ultimas casas decimais.

No entanto, note que quando solucionamos o problema pelo Método de Newton, temos
que o Gradiente é aproximadamente 107!% enquanto que pelo Método dos Gradientes
com Euler ¢ aproximadamente 107°. Isso nos leva a acreditar que o Método de Newton
melhor soluciona o problema, porém, temos que o valor aproximado inicial pelo Método
de Newton esta bem préximo do ponto de maximo, enquanto que o valor aproximado

inicial pelo Método dos Gradientes com Euler esta longe do ponto de maximo.
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Assim, temos que o Método de Newton é excelente quando o valor aproximado ja esta
proximo do ponto que queremos encontrar, convergindo para este rapidamente. Desse
modo, podemos encontrar uma solugao 6tima para o problema estudado fazendo a pri-
meira iteracao com o Método dos Gradientes com Euler e do resultado obtido, realizar
mais iteragao através do Método de Newton.

As Figuras (4.5) e (4.6) a seguir mostra a solugao do problema obtida pelo software
R.

> # Valor aproximado da raiz do gradiente de f£ix,v)=0.
> print(u,digits=20)
[1] 1.18173914595970153 2.439302745282688]1
F
> #Problema: Determinagio de pontos de maximo e de minimo de f£ix,v).
F
P A(ull]),uld])
[1] 2.29343%337e-15 -2.021403e-15
F
> print(f{u[l],u[2]) ,digit=s=20)
[1] 4.3764078775315118
F
> Hes=B(u[l],u[2]) # matriz do problema
> Hes=
[r1] [r2]
[1,] -30.4163901 4.376408
12,1 4.376408 -10.488094
F
> aut (Hes,50) # Calcula autovalores e autovetores de Hes.
[1] —-31.33561l6e -9.569378

Figura 4.5: Solugao do Exemplo 1} gerado pelo software.

> print (u[,n],digits=20) # Valor aproximado do ponto de maximo.
[1] 1.1817391494385037 2.4393027453147207

F

> print(f{u[,n]),digits=20) # Valor aproximado do valor de maximo.
[1] 4.3764078775315127

F

> print (G{u[,n]),digits=20) #grad.
[1] 4.9616268423350088e-09 -1.0296750087234152e-09

Figura 4.6: Solugao do Exemplo 1' gerado pelo software.



Capitulo 5
Consideracoes finais

Neste trabalho, discutimos um pouco sobre o problema de determinar pontos de
maximo ou minimo de funcoes diferenciaveis, no caso em que esse ponto € interior a
um subconjunto aberto do espaco euclidiano R™ ou entao é um ponto de um subconjunto
desse espaco, cuja fronteira é dada por superficies de nivel de outras fungoes também di-
ferenciaveis. O interesse principal foi no caso em que as fungoes possam ser nao lineares,
tocando de certa forma nos chamados Problemas de Programacao Nao Linear.

Esse tipo de estudo ¢ usualmente iniciado em disciplinas de Célculo Diferencial e In-
tegral, onde se discute a localizagdo de pontos de maximos e minimos de fungoes por
meio das raizes da derivada da funcao ou por meio do Método dos Multiplicadores de
Lagrange. Ambos os modos levam a necessidade de determinacao de funcgoes, que po-
dem ser nao lineares e da varias variaveis e assim, a dificuldade de resolver Problemas
de Programacao Nao Linear geralmente esta em alguns cédlculos para encontrar ou apro-
ximar os zeros de alguma funcao. Com isso, neste trabalho discutimos alguns métodos
Numéricos para encontrar zeros de fungoes, métodos esses ligados ao Método de Newton
e ao Método dos Gradientes, com auxilio de referenciais tedricos em Calculo Diferencial
e Integral, Algebra Linear, Pesquisa Operacional e Célculo Numérico, para encontrar os
pontos de maximo e de minimo locais de fungoes. Nesse processo, notamos que nem
sempre existe uma forma direta para a resolucao do problema e ha a necessidade de uma
analise detalhada de cada método e as vezes simulacoes, com auxilio de programacao e
algum software computacional, para a verificagao da convergéncia e ou aplicabilidade do
método ao problema.

Vale ressaltar que os métodos Numéricos geralmente produzem uma aproximacgao e nao
o valor exato desse ponto, no entanto, essa aproximacao pode ser relativamente importante
quado se trata de problemas reais, porque quando fazemos uso da Pesquisa Operacional
devemos fazer um modelo para obtermos uma situacao melhor que a conhecida.

Por fim, a realizacao deste trabalho proporcionou uma complementagao na formagao
académica. Além de desenvolver a redacao cientifica, generalizou e consolidou teorias

vistas durante a graduacao.
66
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Apeéendice A

APENDICE - Algoritmos em

linguagem R

A.1 Meétodo de Newton do Exemplo (3.1.7

# f(x)=x 3 +3x "~ 2+ 2%x - 1
f<-function(x){x~ 3 + 3*x ~ 2 + 2%x - 1}
curve(f,-4,2) # grafico de f(n), para -4<= x<= 2
df<-function(x){3*x ~ 2+6*x+2}
n=1000
x=1
g<-function(x){
x-f (x)/df (x)
}
for (i in 1:n){
x=g(x)
}
# Valor aproximado da raiz de f(x)=0.
X
# Teste da estimativa.
f(x)

A.2 Calculo de autovalores por Decomposicao LU do
Exemplo (3.2.4

# Autovalores por LU
69
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aut<-function(A,m){
n=length(A[1,])
for (i in 1:m){
U<-matrix (0, nrow=nrow(A),ncol=ncol(A),byrow=TRUE)
L<-diag(nrow=nrow(A))
for (i in 1:nrow(A)){ # LU rapido
for ( j in 1:ncol(A)){
if (i<=j){
Uli,j1<-A01,31-(LIi,c(1: (A-1))1)%*%ULc(L: (i-1)),3] }
else{
Lli,j1<=(A[1,j]-Lli,c: (G- D) %*%Ulc(1: (3-1)),31)/U5,3] }
I
A=U%x*}, L
}
b=A[1,]
for (i in 1:n){b[il=A[i,i]} # aproximagio dos autovalores

b}

# Teste
A=matrix(c(54,2,5,4,1,2,34,6,0,9,5,6,11,1,1,4,0,1,81,22,1,9,1,22,78),5,5)
A

aut (A,50) # aproximagdo dos autovalores.

A.3 Algoritmo de Eliminacao de Gauss

GaussElim<-function(a,b)

{

n=length(b)

A=matrix(a,n,n)

L=0*A
for (i in 1:n){L[i,i]l=1}
c=b
# iteracgles escalonamento
for ( k in 1:(n-1) ) {
for (i in (k+1):n )
{

m=A[i,k]/Alk,k]
Ali,k]=0
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Lli,k]=m
for ( j in (k+1): n )
{
Ali,j1=A[i,j]-m*A [k, j]
}
b[i]=b[i]-m*b [k]
¥
}
B=matrix(0,n,2*n+1)
B[1:n,1:n]=L
B[1l:n,(n+1):(2*n)]=A
B[,2*n+1]=b
p=B
P
}

# Resolver o sistema triangular superior
Triansup<- function(a,b)
{
n=sqrt (length(a))
# iteracgdes
x=0*(1:n)
x[n]=b[n]/aln,n]
for ( k in (n-1):1 )

{
s=0
for ( j in (k+1): n )
{
s=s+alk, jl*x[j]
}
x[k]=(b[k]-s)/alk,k]
}
X
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A.4 Algoritmo de Eliminacao de Gauss com Pivota-

mento Parcial

# algoritmo para Eliminacao de Gauss com pivotamento parcial

# entrada dos valores da matriz a T
A=matrix(c(54,2,5,4,1,2,34,6,0,9,5,1,11,1,1,3,5,7,81,22,4,4,8,2,78) ,n,n)
A

b=c(1,2,3,4,5)

# Inicio do escalonamento
n=length(b)

n
for ( k in 1:(n-1))
{
# teste pivo
c=0*Db
for (i in k:n)
{
clil=abs(A[i,k])
}
cl=max(c)
if (c1 > 0)
{
i=k
while ( abs(A[i,k])< c1 )
{
# print("trocando linha")
i=i+1
}
for ( j in 1:n )
{
cljl=Alk,]j]
Alk,j1=Ali,]]
Ali,jl=c[j]
}
d=b [k]

bk]=b[i]
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blil=d

} else { stop("o sitema nao possui solucao unica")}

# Escalonar a proxima linha
for (i in (k+1):n )

73

{
m=A[i,k]/A[k,k]
Ali,k]=0
for ( j in (k+1): n )
{
Ali,jl=A[1,j]-m*A[k,]]
}
b[i]l=b[i]-m*Db[k]
}
}
B
A
b
B

# resolucao do sitema triangular
a=0%*(1:n)
a[n]=b[nl/A[n,n]
for ( k in (n-1):1 )
{
=0
for ( j in (k+1): n )
{
s=s+A [k, jl*alj]
}

alk]=(b[k]-s)/Alk,k]

} a

A.5 Meétodo de Newton do Exemplo

# Dados

f3 <- function(a,b,c,d) {atc+1}

f0 <- function(a,b,c,d) {bxd-1}

f2 <- function(a,b,c,d) {b+d-axc+1}

3.2.6
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f1 <- function(a,b,c,d) {a*b+bxc-1}

f <- function(a,b,c,d) {c(f3(a,b,c,d),f0(a,b,c,d),f2(a,b,c,d),f1(a,b,c,d))}
# forma de vetor para f(u)

B <- function(a,b,c,d) {matrix(c(1,0,1,0,0,d,0,b,-c,1,-a,1,d,c,b,a),4,4,
byrow = TRUE)} # matriz do jacobiano de f(u)

n=10 # chute inicial para iteracgdes

x=-2 # Chute inicial par u.0

y=-1

z=0

w=-1

u=c(x,y,z,w)

# Método de Newton
for (i in 1:n) {
G=GaussElim(B(u[1] ,ul2],ul3],ul4]),-f(ul1],ul2],ul3],ul4])) # Escalona
Bv=-F (u)
G
g=length(u)
A1=G[1:q, (g+1): (2%q)]
Al
b1=G[,2%q+1]
bl
# Resolvendo o sistema escalonado (triangular superior)
v=Triansup(Al,bl) # Resolve o sistema tringular Bv=w.

u=v+u

# Valor aproximado da raiz de f(a,b,c,d)=0.
print (u,digits=22)
f(ul1],ul2],ul3],ul4]) # Teste do resultado

# As raizes de p(x)=(x "~ 2-ax-b)(x = 2-cx-d)
x1=(ul1]l+sqrt(ull] =~ 2+4*u[2]+0%1i))/2
x1
x2=(ul1]-sqrt(ull] =~ 2+4xu[2]+0%1i))/2
x2
x3=(u[3]+sqrt (u[3] ~ 2+4*ul[4]+0*1i))/2
x3
x4=(u[3]-sqrt(ul3] =~ 2+4xu[4]+0%1i))/2
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x4
T
# teste
p<-function(x) { p=x ~ 4+x ~ 3+x " 2+x+1
P}
p(x1)
p(x3)

A.6 Método de Newton do Exemplo (3.2.7

# f(x,y)=exp(x*xy)*cos(x)*sin(y)

x <- seq(0, pi/2, by=0.1)

y <- seq(0,pi,by=0.1)
f<-function(x,y){exp(x*y)*cos(x)*sin(y)}

z <- outer(x, y, f) # grafico de f(x,y)

z[is.na(z)] <- 4

op <- par(bg = "white")

persp(x, y, z, theta = 60, phi = 30, expand = 0.5, col = "lightblue")

dfx <- function(x,y) {sin(y)*(exp(x*y)*y*cos(x)-exp(x*y)*sin(x))}
dfy <- function(x,y) {cos(x)*(exp(x*y)*x*sin(y)+cos(y)*exp(x*y))}
ddfx <- function(x,y)
{sin(y)* (exp (x*y) *y*y*cos (x) -2*exp (x*y) *y*sin (x) —exp (x*y) *cos (x)) }
ddfy <- function(x,y)
{cos (x)* (exp (x*y) *x*x*sin(y) +2*xexp (x*y) *x*cos (y) —exp (x*y) *sin(y)) }
ddfxy <- function(x,y) {cos(y)*(exp(x*y)*y*cos(x)-exp(x*y)*sin(x))+
+sin(y)* (cos (x) * (x*xexp (x*y) *y+exp (x*y) ) —sin(x) *exp (x*y) *x) }
A <- function(x,y){c(dfx(x,y),dfy(x,y))}
B <- function(x,y){
matrix(c(ddfx(x,y) ,ddfxy(x,y),ddfxy(x,y),ddfy(x,y)),
2,2)}
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for (i in 1:n){
v=solve(B(ul[1],ul2]),-ACul1],ul2])) # Resolve o sistema Bv=-f(u).

u=v+u

# Valor aproximado da raiz de f(x,y)=0.

print (u,digits=22)

#Problema: Determinagdo de pontos de maximo e de minimo de f(x,y).
A(ul1],ul2D)

f(ulll,ul2D)

Hes=B(u[1],ul2])

aut (Hes,50) # Calcula autovalores e autovetores de Hes.

A.7 Runge-Kutta do Exemplo (4.4.2

# EDO: método de Runge-Kutta de ordem 2
RungK2<-function(f,u0,a,b,n){
h=(b-a)/n
t=seq(a,b,by=h)
m=1length (u0)
Y=matrix(0,m,n+1)
Y[,1]1=u0
# 0 método Runge Kuta 2
for (i in 1:n)
{
Y[,i+1]=Y[,i1+C £Ce[i],Y[,i])+
+£( t[i],Y[,il+h*£ (£ [1],Y[,1i]) ) )*h/2

}

Y

}
e
# Equacdo y '=y-t
a=0
b=1
u0=2
B

# Dados
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f<-function(s,u) # Definicdo de f(t,Y)=Y’.

{
p=u-s
P
¥
n=10
Y=RungK2(f,u0,a,b,n)
h=(b-a)/n

t=seq(a,b,by=h)
y<-function(s)exp(s)+s+1 # Solugdo exata.
curve(y,a,b)

points(t,Y,col = "red") # Grafico de y(t)

A.8 Método de Euler do Exemplo (4.6.2

# Metodo de Euler para resolucdo numérica de EDO’s PVI’s, para problema de
otimizacgdo.

# Problema: Minimizar f(x,y)=2x" 2+2y~ 2+2xy, com restrigdo g(x,y)=x~ 2+y~
2=1.

# Equacdo u’(t)= - Grad(f(x,y))- Mg(x,y) Grad(f(x,y)) e u(0)=(0.5,0)

# Dados

n=1000000 # Numero de passos
M=100 # M grande
ui=c(-1,0) # u(0) inicial

ti=0 # tempo inicial
t£=20 # tempo final
h=(tf-ti)/n # Tamanho do passo
h

A=matrix(c(2,1,1,2),2,2)

I= matrix(c(1,0,0,1),2,2)
g<-function(u)ul1]~ 2+u[2]" 2
t=seq(ti,tf+h,by=h)

# 0 método dos gradientes com M grande.
u=matrix(0,2,n+1)
ul,1]=ui

for (i in 1:n)
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{

ul,i+1]=(I-2xh*A-2%h*MxI*( g(ul,i]1)-1 ) J%*%ul,i]

print(ul,n],digits=20) # Valor aproximado do ponto de minimo do autovetor.
f<-function(u){p=2*ul1]"~ 2+2*u[2]"~ 2+2*u[1]*u[2]

p}
print (f(ul,n]),digits=20) # Valor aproximado do ponto de minimo do autovalor.
x=ul1l,]

y=ul2,]

plot(x,y,’1’) # y(x) aproximado.

teste=matrix(c(2,1,1,2),2,2)

# ________________________________________________________________________
Usando o Algoritmo

# Teste-—————————-—-

H=matrix(c(2,1,1,2),2,2) # matriz do problema

aut (H,50) # aproximacgdo dos autovalores.

A.9 Meétodo de Euler do Exemplo (4.6.3

# Metodo de Euler para resolugdo numérica de EDO’s PVI’s, para problema de
otimizacgdo.
# Com condigdo de Armijo.
# Problema: Maximizar f(x,y)=exp(xy)cos(x)sen(y), com 0<x<pi/2 e 0<y<pi.
f<-function(u){

x=u[1]

y=u[2]

p=exp (x*y) *cos (x) *sin(y)

13

# Equag8o diferncial u’(t)= Grad(f(u)), para u(0)=(0.1,0.1).

# Dados
ui=c(0.1,0.1) # u(0) inicial
hi= 0.5 # Tamanho do passo inicial
# G(x,y)=Grad(f(x,y)).
G<-function(u){

x=u[1]

y=ul2]
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dfx = sin(y)*(exp(x*y)*y*cos(x)-exp(x*y)*sin(x))

dfy = cos(x)*(exp(x*y)*x*xsin(y)+cos(y)*exp(x*xy))

p=c( dfx, dfy )

p
}
n=100 # Numero de passos
o

# 0 método dos gradientes com Euler e Armijo.

u=matrix(0,2,n+1)

ul,1]=ui
for (i in 1:n)
{
h=hi
if (sqrt( sum( GC ul,i]l )~ 2 ) ) < 10~ {-5} ){h=hix*10" 5 }
arm=1
while ( arm > 0 ){
h=0.6%h
arm=f (ul,i])- f(ul,i]+h*G(ul,i])) # Teste de Armijo.
ki
ul,i+1]=ul,i]+h*G(ul,i])
}
e

plot(ull,],ul2,],’1’) # Grafico 2D para u(t).

# Grafico 3D para f e f(u(t)).

x <- seq(0, pi/2, by=0.05)

y <- seq(0,pi,by=0.05)

fa<-function(x,y){exp(x*y)*cos(x)*sin(y) # fa(x,y)=f(x,y); auxiliar para grafico
¥

require(grDevices) # for trans3d

z <- outer(x, y, fa)

z[is.na(z)] <- 4

op <- par(bg = "white")

persp(x, y, z, theta = 20, phi = 30, expand = 0.5, col = "lightblue")->

res

print(ul,n],digits=20) # Valor aproximado do ponto de maximo.
print (f(ul,n]),digits=20) # Valor aproximado do valor de maximo.

print(G(ul,n]),digits=20) #grad.
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