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Resumo

A Topologia é uma area recente da Matematica, que se desenvolveu a partir do século XIX,
com foco no estudo da continuidade de aplicagdes. Em toda a Matematica, especialmente
nos ramos da Topologia, da Geometria e da Analise, a teoria dos espac¢os métricos é
uma ferramenta essencial. O objetivo deste estudo é explorar conceitos inerentes aos
Espacgos Métricos e & Topologia Geral, visando a utilizagao desses conceitos na construcgao
do Triangulo de Sierpinski como ponto fixo de uma aplicagao continua. Esta ideia foi
explorada em um método de compressao de imagens de carater inovador, desenvolvido pelo
mateméatico Michael Barnsley, na década de 80, a qual utiliza o conceito de sistemas de
funcgoes iteradas e proporciona altas taxas de compressao. Assim, este trabalho pretende
apresentar uma aplicagao de conceitos topologicos, em especial o Teorema do Ponto
Fixo de Banach, em um método de compressao de imagens, além de contribuir para a
complementacgao da formacao matematica proporcionada pelo curso de Licenciatura em

Matematica da Universidade Federal de Alfenas.

Palavras-chave: Espagos Métricos. Espacos Compactos. Espagos Completos.



Abstract

Topology is a recent area of Mathematics, developed in the 19th century and focused on
the applications continuity study. In Mathematics, the metric spaces theory is an essential
tool, especially in Topology, Geometry, and Analysis. The purpose is to explore inherent
concepts of Metric Spaces and General Topology, aiming to use these concepts in the
Sierpinski’s Triangle as a fixed point of a continuous application construction. This idea
was explored in an innovative images compression method, developed by the mathematician
Michael Barnsley in the 80s, that uses the Iterate Function Systems and provides high
compression ratios. Thus, this work intends to present the application of a topological
concept, particularly the Banach Fixed Point Theorem, in an images compression method.
Besides contributing to the mathematical complementation provided by the Mathematics

undergraduate program at Federal University of Alfenas.

Keywords: Metric Spaces. Compact Spaces. Complete Spaces.



Lista de ilustracdes

Figura 1 — Bola aberta segundo a métrica D. . . . . . . . . .. ... ... .. ... 18
Figura 2 — Bola aberta segundo a métrica Dy. . . . . . . . .. ... L. 18
Figura 3 — Bola aberta segundo a métrica Dy. . . . . . . . . . .. ... 19
Figura 4 — Exemplo de bolas abertas concéntricas em R?. . . . . . . ... ... .. 20
Figurab — z e U, yeVeUNV=0.. ... ... ... ... ... .. ..... 32
Figura 6 — Possiveis disposi¢oes dos conjuntos Ae B. . . . . . .. ... ... ... 45
Figura 7 — Triangulo de Sierpinski . . . . . . . .. ... ... L. 64
Figura 8 — Autossimilaridade do Triangulo de Sierpinski. . . . . . . .. .. .. .. 65
Figura 9 — Pentagono By e suas cinco primeiras iteragoes. . . . . . . . . . . . . .. 67
Figura 10 — Logo UNIFAL - MG Uj e suas cinco primeiras iteragdes. . . . . . . . . 67
Figura 11 — Imagem no GIMP. . . . . . . . . . ... ... 68
Figura 12 — Ferramenta para redimensionar a imagem no GIMP. . . . . . . .. .. 69
Figura 13 — Alterando as dimensoes da imagem no GIMP. . . . . .. ... ... .. 69
Figura 14 — Exportando a imagem obtida. . . . . . . . . .. .. ... .00 70
Figura 15 — Inserir imagem no Geogebra. . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 70
Figura 16 — Selegao das propriedades da imagem. . . . . . . . . . . ... ... ... 70
Figura 17 — Configuragao da posicao da imagem no Geogebra. . . . . . . . . . . .. 71
Figura 18 — Imagem no Geogebra. . . . . . . . . . . . ... ... 71
Figura 19 — Criagao do controle deslizante. . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 72
Figura 20 — Insercao dos vetores no campo de entrada do Geogebra. . . . . . . . . . 72
Figura 21 — Agao da homotetia. . . . . . . . . . . ... 73

Figura 22 — Configuragao da Lista Ly. . . . . . . .. .. . . ... ... 73



2.1

2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.1.4
2.15
2.2

3.1
3.2
3.3
331
3.3.2

4.1
4.2
4.3

Sumario

Lista deilustracbes . . . . . . . . . ... ... .. ... .. .... 8
INTRODUCAO . . .. . . . . i, 10
PRELIMINARES . . . . . . . . . . . e 12
Espacos métricos . . . . . . . ..o 12
Bolasabertas . . . . . . . . ... 17
Métricas equivalentes . . . . . . . . ... L 19
Topologia dos espacos métricos . . . . . . . . .. ... ... ... 20
SeqUENCIAS . . . . . L 22
Espacos completos . . . . . . . . ... 27
Espacos topolégicos . . . . . . . ... ... 30

FUNCOES CONTINUAS, COMPACIDADE E O ESPACO DE

HAUSDORFF . . . . . . . . . . . . e 34
Funcbes continuas . . . . . . . . . . . ... 34
Compacidade . . . . . . . . ... 37
O Espaco de Hausdorff . . . . . . . ... ... ... ... . ... .. 43
Completude do Espaco de Hausdorff . . . . . . . .. ... .. ... .... 51
Contracdes no Espaco de Hausdorff . . . . . . . ... ... ... ... ... 59

APLICACAO NA TEORIA DE COMPRESSAO DE IMAGENS . 64

O Triangulo de Sierpinski . . . . . . ... ... ... ... ... .. 64
Aplicacao do Teorema do Ponto Fixo de Banach . . . . . . . . . .. 66
Construcdo do fractal no Geogebra . . . . . . . ... ... ... ... 68
CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . . .. .. 75

REFERENCIAS . . . . . . . s, 76



10

1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, o avanco do uso da internet e a evolugao técnica dos pro-
cessamentos de imagem possibilitou um crescimento expressivo da utilizacao de imagens
digitais nos mais variados contextos e acarretou a demanda de uma quantidade de imagens
cada vez maior, em virtude das atuais facilidades de obtencao, geracao e transmissao de

imagens.

Por outro lado, ¢ fato que as imagens digitais consomem grande espago de armaze-
namento nos computadores e podem tornar a navegacgao lenta. Desta forma, surgiu-se a
necessidade do desenvolvimento de métodos eficientes de compressao de imagens, pautados
no desafio de codificar menos informacao do que ha na imagem original, de modo que a

olho nu nao se perceba que a imagem foi deteriorada.

Existem vérios principios de compressao de imagens, como o conhecido formato
JPEG, que se tornou padrao para fotos digitais. No final da década de 80, Michael Barnsley
e Alan Sloan desenvolveram uma técnica de compressao de imagens de cardter inovador,
a qual utiliza o conceito de sistemas de fungoes iteradas (S.F.I.) e proporciona taxas de
compressao bem mais altas do que as obtidas com as técnicas convencionais [1], produzindo

imagens de alta qualidade quando estas possuem carater fractal.

Este método é fundamentado matematicamente, com destaque para a aplicagao
de conceitos inerentes a area da Topologia, que possui foco no estudo matemaéatico da
continuidade. Este campo de estudo teve inicio como um ramo da Geometria e, no século
XX, passou por generalizagoes tais e se envolveu com varios outros ramos da Matematica de
tal modo que a Topologia possa ser considerada, hoje, como uma das partes fundamentais

da Matematica, ao lado da Geometria, da Algebra e da Anélise [2].

O termo topologia foi introduzido por Johann Benedict Listing (1808-1882), um
discipulo de Gauss, em 1847, no trabalho intitulado Vorstudien zur Topologie, primeiro
livro dedicado ao assunto. Entre os primeiros a contribuirem para a Topologia, destaca-se
o mateméatico Henri Poincaré (1854-1912), autor do primeiro artigo significativo dedicado
inteiramente a Topologia, publicado em 1895, com o titulo Analysis situs. A partir do
trabalho desenvolvido por Poincaré, a Topologia avangou e atraiu matematicos famosos
como Hausdorff (1868-1942), Veblen (1880-1960), Lefschetz (1884-1972), Alexander (1888-
1971), Brouwer (1881-1966) e Fréchet (1878-1973) [2].

Em toda a Matematica, especialmente nos ramos da Topologia, da Geometria e
da Analise, o conhecimento da teoria dos espagos métricos é uma ferramenta essencial.
Fréchet, em sua tese de doutorado publicada em 1906, formulou uma generalizagao dos

conceitos de limite, derivada e continuidade para espacos de fungoes e, vislumbrando a
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economia de trabalho e o grau de generalizacao que poderiam advir de um estudo conjunto
dos mais diversos espacos, sugeriu uma definicao geral e abstrata do conceito de distancia
e pesquisou diversas maneiras de conseguir tal objetivo, sendo considerado este o ponto de

partida da teoria dos espagos métricos [3].

A partir do processo, iniciado por Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), de
atribuicao de uma estrutura matemaética rigorosa para a Topologia, na qual a intuicao
mantém-se como fonte inicial, porém, nao como validacao formal, a relevancia da Topologia

para a quase totalidade da Matematica vem crescendo progressivamente [4].

O objetivo deste trabalho é apresentar uma aplicagao de conceitos topoloégicos, em
especial o Teorema do Ponto Fixo de Banach, no processo de compressao de imagens
mencionado anteriormente, chamado sistema de funcoes iteradas, e realizar um estudo
mais amplo de conceitos inerentes aos Espacos Métricos e & Topologia, de modo a comple-
mentar a formagao Matemética proporcionada pelo curso de Matemética Licenciatura da
Universidade Federal de Alfenas.

Este trabalho esté estruturado da seguinte forma:

No capitulo 2, sao apresentados conceitos relativos aos Espagos Métricos, como a
definicao de métrica, bolas abertas, conjuntos abertos e fechados, o conceito de espago
métrico completo, entre outros, considerados conhecimentos prévios necessarios para a
compreensao deste trabalho. Nesse capitulo, também é enunciado o Teorema do Ponto Fixo

de Banach e sao apresentados alguns conceitos basicos relativos aos espacos topologicos.

No capitulo 3, é apresentada a definicao de continuidade para espagos topologicos,
a ideia de compacidade e, também, a definicao do chamado Espaco de Hausdorff, sendo

exploradas algumas propriedades relacionadas a estes conceitos.

No capitulo 4, é apresentada a ideia do método de compressao de imagens, tomando-
se como o exemplo o fractal geométrico chamado Tridngulo de Sierpinski, além do passo
a passo de construcao deste fractal utilizando o Geogebra, considerando-se o método

explorado neste trabalho.

Por fim, as consideragoes finais obtidas a partir da realizagao deste estudo sao

apresentadas no capitulo 5.
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? Preliminares

Neste capitulo, serao apresentados alguns conceitos basicos que serao necessérios
para a compreensao deste trabalho e que fundamentam a aplicagdo que seré abordada

posteriormente.

Os conceitos presentes neste capitulo podem ser encontrados em [3] e [5].

2.1 Espacos métricos

Nesta secao, sera apresentada uma generalizacao da noc¢ao de distancia entre dois
pontos, bem como os conjuntos para os quais essa ideia de distancia é definida. A partir
desses conceitos iniciais, torna-se possivel a definicao de propriedades topologicas, como
conjuntos abertos e fechados, que possibilitam a introducao e o estudo de espagos mais

abstratos.

Definigao 2.1 Dado um conjunto M # 0, seja d : M x M — R, e indiquemos por
d(z,y) a imagem de um par genérico (x,y) € M x M, por meio da fun¢do d. Dizemos que

d € métrica sobre M se as sequintes condi¢oes se verificam para quaisquer x,y,z € M :

(M) d(z,y) >0 ed(x,y) =0 se, e somente se, x = y;
(MQ) d([E, y) = d(yv %),’
(Ms) d(z,y) < d(z, 2) + d(2,y).

Nessas condigoes, cada imagem d(x,y) recebe o nome de distancia de z a y. Um

par (M, d), onde d é uma métrica sobre M, é o que chamamos de espago métrico.

Os elementos de um espago métrico M podem ser de natureza bastante arbitraria:
numeros, pontos, fungoes, vetores, conjuntos, entre outros. No entanto, serao chamados

simplesmente de pontos de M.

Observagao 2.1 Se (M,d) é um espago métrico, dado S C M, com S # 0, se consi-
derarmos a restri¢ao dy = d|S, obviamente dy € uma métrica sobre S e, dessa forma,
obtemos, de maneira natural, o espago métrico (S,dy). Nessas condigdes, dizemos que S é
um subespaco do espaco métrico M e que a métrica dy foi induzida por d sobre M. Em

geral, indica-se a métrica do subespago do mesmo modo que a métrica de M, isto €, faz-se

dlzd.

Exemplo 2.1 (Métrica discreta ou métrica zero-um.) De uma maneira muito simples,

qualquer conjunto M # O pode se tornar um espago métrico, basta definir a métrica
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d: M x M — R, do sequinte modo:

d(xz,x) =0, para todo x €M, e d(x,y)=1, sempre que x #y .

As condigoes (My) e (My) sao facilmente verificadas. Para verificar (Ms), basta

considerar 0S Sets casos Possiveis:
19 caso: x =y = 2.

Neste caso, temos d(z,y) = d(z, z) = d(z,y) = 0, satisfazendo, portanto, a desigual-
dade d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).
0

29 caso: x #y ey = z.

Novamente, a desigualdade € satisfeita, pois

dlz,y) =1=1+0=d(z,2) +d(z,y).

3% caso: x £y ex = z.

Andlogo ao 2° caso.

)

4

caso: T =1y ey #+ z.

A desigualdade, neste caso, € também satisfeita, pois

d(z,y) =0 <0+ 1=d(x,z)+d(zv).

5% caso: v =z ey # 2.

Andlogo ao 4° caso.

D
S

caso: T # Y,y 2 ex # 2.
Neste caso, d(x,y) = d(x,z) = d(z,y) = 1, satisfazendo a desigualdade.

O espago métrico que se obtém desta maneira € trivial, embora seja bastante itil

para contra-exemplos.

Exemplo 2.2 (A reta usual) Considerando-se o conjunto R dos nimeros reais, a fungdao

d:R xR — Ry, dada por d(z,y) = |r — y|, € uma métrica sobre R.
De fato, a verificagao de (My) e (Ms) € imediata.

Como

[z —yl =z —2)+ -yl <|z-z[+]z—yl,
temos que (Ms) é também verificada.

FEsta € a chamada "métrica usual” da reta.
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Exemplo 2.3 (O espago R"™) Ezistem trés métricas importantes sobre R™ e que, de uma

certa forma, sao equivalentes.

Sendo x = (x1,...,2,) ey = (Y1,...,Yn) pontos arbitrarios de R", sio essas

métricas definidas do sequinte modo:

i D(x>y> = \/(xl - y1>2 +oeee (xn - yn)Q;
e Di(z,y) =|z1 — w1l + -+ |20 — Ynl;
e Dy(z,y) = max{[zy —wml,. .., [0 — ynl}.
A wverificacao de que as funcgoes D, Dy, Dy : R™ x R" — R realmente sao métricas
s6 apresenta dificuldades no caso da métrica D com relagao ao axioma (Ms) e, para

fazer essa demonstracao, primeiramente vamos estabelecer a chamada Desigualdade de

Cauchy-Schwarz, na Proposi¢ao 2.1, apresentada a sequir.

Proposicao 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se x1,...,2, € Y1,Y2,. ., Yn SGO

numeros reais arbitrdrios, entao
n n 1/2 n 1/2
2 2
i=1 i=1 i=1

Demonstracgao. Observe que a desigualdade 2rs < r? 4 s? é verdadeira para quaisquer

r,s € R, uma vez que (r — s)> =172 — 2rs + 52 > 0.

1’.
Assim, se fizermos p = /27 + ... + 22 ¢ ¢ = \/y? + ... + y2, tomando r = |pl| e

s = i , ¢ verdadeira a relacao
y bl lwl 2y
p g P ¢

para qualquer indice i € {1,...,n}.

Somando em relacao ao indice 7, teremos

2 n
_Z‘xzyz’ <1+1
2

e, portanto, segue que

Z]mzyl\ <p-q= \/w%+...+x%-\/y%+...+yg.
i=1
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Agora, podemos verificar que a funcao D : R" x R” — R, definida por

D(Qﬁ,y) = \/(33'1 - y1)2 +o Tt (xn - yn)2>
realmente satisfaz a a propriedade (M3) da definigdo de métrica (Definigao 2.1).

De fato, sejam = = (x1,...,2,),y = (Y1,---,Yn) € 2 = (21,...,2,) pontos do R™.
Entao,

n

[D(z,y)* = Z(ﬂfi —y)?

= Z(Iz — zi+zi — )
i=1

- Z(xz —z) + 22(% — zi)(2 — yi) + 2@1 — )%

=1

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

S+ | e w| = (D) + D)
Logo,
D(z,y) < D(x,z) + D(z,y).

Assim, verificamos que a propriedade (Mj3) é atendida e que D é de fato uma
métrica, chamada euclidiana, e naturalmente se inspira na féormula da distancia entre dois

pontos no espaco usual.

Defini¢ao 2.2 (Espagos Vetoriais Normados) Um espago vetorial sobre R € um conjunto

E sobre o qual estao definidas duas leis de composicao, uma interna
(u,v) — u~+v (adigao)
e uma externa, de R X E em E
(v, u) — au (multiplicagao por escalares),

para as quais se verificam as sequintes condigoes:
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(i) u+ (v+ w) = (u+v) +w, para todo u,v,w € E;

(i1) uw+v = v+ u, para todo u,v € E;

(11i) Erxiste 0 € E de modo que 0+ u = u + 0 = u, para todo u € E;

(iv) Para todo u € E, existe (—u) € E de maneira que u+ (—u) = (—u) + u =0,
ou seja, E € um grupo abeliano em relacao a adigao e, ainda

(v) (@) Bu = aBu), para todo o, B € R e para todo u € E;

(vi) (a + B)u = au + Bu, para todo a, B € R e para todo u € FE;

(viit) 1u = w, para todo u € E.

Os elementos de um espago vetorial sao genericamente chamados de vetores.

Definicao 2.3 Uma norma sobre um espago vetorial E sobre R é uma funcao que associa
a cada u € R um nimero real nao negativo, indicado por ||ul|, e chamado norma de u, de

maneira que:
(n1) |lul] =0 se, e somente se, u = 0;
(n2) ||au|| = |af ||ul|, para todo o € R e para todo u € E;
(ns)||w 4+ v|| < |ul| + ||v]|, para todo u,v € E.

Um espago vetorial normado real € um espaco vetorial sobre R dotado de uma

norma.

Observagao 2.2 Se E é um espago vetorial normado, entao d : Ex E — R, definida por

d(u,v) = ||u — v|| € uma métrica sobre E, pois:
e d(u,v) = |lu—wv|| =0 se, e somente se, u—v =0, o que acontece se, e somente se,
u = v;
e d(u,v) = [Jlu—vl| = [[(=1)(v —w)|| = [ = 1[[v —ul| = |J[v = ul| = d(v,u);
e d(u,v) = [lu—vl| = [ju —w+w—v|| <[lu—wl+|[w—v| =duw) + dw,v).

A métrica d assim obtida chama-se métrica induzida pela norma dada sobre E.

Definigao 2.4 Seja A um subconjunto nao vazio de um espago métrico M. Suponhamos
que ezista k € Rt de maneira que d(x,y) < k, para quaisquer x,y € A. Nestas condigoes,
dizemos que A € um conjunto limitado e o supremo, isto €, o menor dos limitantes
superiores, do conjunto {d(x,y)|x,y € A} chama-se didmetro do conjunto A e € denotado
por d(A). Assim,

d(A) = sup{d(z,y)|z,y € A}.
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Se o congunto A ndo € limitado, por defini¢ao temos que d(A) = oo.

2.1.1 Bolas abertas

O conceito de bola aberta, que sera introduzido a seguir, desempenha um papel
fundamental no estudo dos espagos métricos. Podemos pensar, inicialmente, que esse papel
é o mesmo dos intervalos do tipo |p — €, p + €[ no estudo da reta real. Em suma, as bolas

abertas, no contexto dos espagos métricos, possuem uma atuacao equivalente a dos "e" e

"6" do Céalculo ou da Analise Real.

Defini¢ao 2.5 Seja p um ponto de um espag¢o métrico (M,d). Sendo € > 0 um nimero
real, a bola de centro p e raio €, que indicaremos por B(p,¢€), € o sequinte subconjunto de
M:

B(p,€) = {x € M|d(z,p) < €}.

Exemplo 2.4 (Bolas em um espago cuja métrica € a "zero-um".) Seja (M,d) um espago

discreto e consideremos p € M. Hd dois casos a considerar:
(i) 0 <e<1.

Neste caso, B(p,€) = {x € M|d(z,p) < €} = {p}, pois o unico ponto cuja distincia

ap € menor que 1 € o proprio p.
(i1) 1 < e.

Neste caso, B(p,e) = {x € M|d(x,p) < e} = M, pois todos os pontos de M estio a

uma distancia de p igual a zero ou igual a 1 e, portanto, menor que €.

Exemplo 2.5 (Bolas na reta usual) Na reta real, a bola de centro p € R e raio € € o

conjunto:
Bp,e) = {zeR[|z—p/<e}
= {zeRp—e<az<p+e}
= ]p_€7p+6['

Exemplo 2.6 (Bolas no espago R2.) Lembremos que no espago R? jd foram definidas as

métricas D, Dy e Dy, dadas por:

e D(x,y) = \/(33'1 — )%+ (w2 — 42)?;
e Di(z,y) = |x1 — | + |z — y2l;

. D2($7y) = ma’ajﬂxl - y1|7 |$2 - 3/2|}7
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para x = (x1,22), ¥y = (y1,y2) € R*.
Sendo p = (a,b) um ponto de R?, fizado, uma bola de centro p e raio € > 0, sequndo

a métrica D, € o conjunto
B(p.€) = {(z,y) € R?| (v —a)* + (y — b)* < €},

cujo grdafico € um disco aberto, conforme Figura 1 a sequir.

~ T
/s A

1 ! \

] \

| ; . j

\ - !
1 AN /!

e ~
-~ -

Figura 1 — Bola aberta segundo a métrica D.
Fonte: do autor.

Quando a métrica for Dy, uma bola de centro p e raio € > 0 € o conjunto
B(p,e) = {(z,y) €R?| |z —a| + |y — b < ¢},

cujo grdfico é um quadrado aberto (sem os lados) de diagonais paralelas aos eizos coorde-
nados e de medida igual a 2¢, com centro em p = (a,b), conforme apresentado na Figura

2.

Figura 2 — Bola aberta segundo a métrica D;.
Fonte: do autor.
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Por fim, quando se tratar da métrica Dy, temos:
B(p, 6) = {(ZE,y) S RQ‘ max{|x - a’v |y - b|} < 6}7

e o grdfico da relagao:

ma:p{|x - CL|, |y - b|} < 6}7

que representa no plano a bola B(p,€) € o interior de um quadrado de centro p = (a,b),

cujos lados sao paralelos aos eixos coordenados e tém medida iqual a 2¢, ou seja,

B(p,e) =la—e,a+ €[ X |b—e,b+ €],

conforme apresentado na Figura 3 a sequir.

Figura 3 — Bola aberta segundo a métrica Ds.
Fonte: do autor.

2.1.2 Métricas equivalentes

Neste item, considere duas métricas d e d’, nao necessariamente iguais, sobre um
mesmo conjunto M. Nessas condigdes, a fim de evitar confusoes, indicaremos por By(p, €)
uma bola de centro p e raio €, segundo a métrica d e, obviamente, por By (p,€) a bola de

centro p e raio €, quando se tratar da métrica d'.

A importancia da nocao de equivaléncia entre métricas, que sera apresentada a
seguir, se relaciona com o fato de que em determinados espagos é mais conveniente e

simples utilizar uma dessas métricas ao invés da outra.

Definicao 2.6 Sejam d e d' métricas sobre o mesmo conjunto M. Diz-se que d e d' sao
métricas equivalentes se, para cada p € M, qualquer que seja a bola By(p,€), existe A > 0
de maneira que By (p,€) C By(p,€) e vice-versa, dada uma bola qualquer By (p,€), eziste
A > 0 tal que By(p, A) C By (p,e).
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Notagao: d ~ d'.
Em outras palavras, para que duas métricas sejam equivalentes é necessario e

suficiente que qualquer bola aberta em relacao a uma dessas métricas contenha uma bola

aberta de mesmo centro em relagao a outra.

A equivaléncia entre as trés métricas usuais, mencionada no Exemplo 2.3, consiste

nesta ideia.

Exemplo 2.7 E bastante intuitivo que as métricas D, Dy e Ds, por exemplo, do espaco
R?, definidas por D(x,y) = /(x1 — y1)? + (22 — 2)%, Di(x,y) = |21 — 1| + |22 — yo] €
Dy(z,y) = maz{|ry — yi|, |22 — ¥2|}, para quaisquer x = (z1,11),y = (y1,92) € R?, sao
equivalentes, visto que todo disco aberto do plano contém um quadrado aberto, de mesmo

centro, com o0s lados paralelos ao eixo e que todo quadrado nestas condi¢oes contém um
quadrado aberto de diagonais paralelas ao eizo que, por sua vez, contém um disco aberto

de mesmo centro, conforme pode ser observado na Figura 4, a sequir.

Figura 4 — Exemplo de bolas abertas concéntricas em R2.
Fonte: do autor.

2.1.3 Topologia dos espacos métricos

Esta subsecao possui como principal objetivo destacar uma importante estrutura
matematica subjacente aos espacos métricos, que repousa nas propriedades basicas dos

chamados "conjuntos abertos" do espaco, cuja definicao sera apresentada a seguir.

Definigao 2.7 Seja (X, d) um espago métrico. Um subconjunto A C X se diz aberto se,
para todo p € A, existe um nimero real € > 0 tal que B(p,€) C A.

Proposigao 2.2 Seja ©={A C M; A € aberto em M} a colegio de abertos de um espago

métrico (M, d). Entao, © satisfaz as sequintes condigoes:
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i) 0 e M sao abertos;

(
(77) Se (Ax)aea sao abertos em M, entdo A = U Ay é aberto em M;
AEA
(1ii) Se Ay, ..., A, sao abertos em M, entao A = A; N ---N A, é um conjunto aberto em

M.

Demonstragao. (i) Como () ndo contém pontos, esse conjunto nao contraria a definigao

dada. Portanto, por vacuidade, temos que () é um aberto.

Agora, M ¢é aberto, pois, para todo p € M, temos que a bola
B(p,e) = {x € M;d(x,p) < €} esta contida em M, pois B(p,¢€) é constituida por pontos
de M.

(i7) Seja x € U Ay. Logo, © € Ay, para algum A\ € A.
AEA

Como A,, é um aberto, entdo existe uma bola B(x,e) C Ay, C U A,.
AEA

Portanto, U A, é um aberto em M.
AEA
(17i) Seja x € Ay N---NA,. Logo, z € A;, para todo i € {1,...,n}.

Como cada A; é um aberto, existe B(z,¢;) C A;, com i € {1,...,n}.

Tomando ¢ = min{¢}, temos que B(x,e) C B(x,¢), para todo i. Logo,

B(x,€) C A;, para todo i, e segue que B(p,e) € A;N---N A,.

Portanto, A; N---N A, é um aberto em M.

Definigao 2.8 Seja (M, d) um espa¢o métrico. Se A C M, um ponto p € A é chamado
ponto interior ao conjunto A se existe € > 0 tal que B(p,e) C A. O conjunto dos pontos

interiores a A é chamado interior de A e é indicado por A.

Observacao 2.3 E imediato que A c A. Observemos, também, que se todos os pontos
de A sdo interiores, isto ¢, se A= A, entdo A é aberto. De fato, dado p € A (logo p €
fi}, existe € > 0 de modo que B(p,e) C A. Como obviamente vale a reciproca deste fato,

temos entio que A ¢ aberto se, e somente se, A= A.

Definigao 2.9 Seja (X,d) um espago métrico. Um subconjunto F' C X se diz fechado se,

e somente se, F¢ € aberto.

Definigao 2.10 Seja A um subconjunto de um espagco métrico M. Um pontop € M se
diz ponto aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale a relagao B(p,e) N A # 0. O

conjunto dos pontos aderentes ao subconjunto A chama-se fecho de A e é indicado por A.
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Proposicao 2.3 Seja M um espago métrico e F C M. Temos que F € fechado se, e

somente se, F' = F.

Demonstragao. (=) E imediato que F' C F. Falta mostrar que se F' ¢é fechado, entdo
FCF.

Supondo que F' seja fechado, por definicao temos que F© é aberto. Entao, se p € F*€,
temos que existe € > 0 tal que B(p,€) C F°. Logo, B(p,€) N F # () e, consequentemente,
temos que p ¢ F. Logo, F C F.

(<=) Suponha que F = F. Vamos mostrar que F° é aberto.

Seja p € F°. Entdo, temos que x ¢ F, pois F = F. Dessa forma, temos que
existe € > 0 tal que B(p,¢) N F = (), pois, caso contrario, terfamos que p € F. Como
B(p,e) N F = (), temos que B(p,e) C F°. Dessa forma, temos que F°¢ é aberto e,

consequentemente, segue que F' é fechado.

2.1.4 Sequéncias

Além dos conceitos iniciais envolvendo sequéncias definidas em um espaco métrico,
neste topico serd definido um tipo importante de sequéncias, a saber, as chamadas
sequéncias de Cauchy. Diferentemente da definicao de limite, na qual se exige que os
termos da sequéncia se tornem cada vez mais proximos de um ponto fixado, os termos
de uma sequéncia de Cauchy vao se tornando cada vez mais proximos uns dos outros, a

medida que cresce o indice n.

Definicao 2.11 Toda aplicagao n — x,, de N* em M, é chamada de sequéncia de elemen-

tos de M e a notagao para se indicar uma tal sequéncia € (1, ..., x,) ou, resumidamente,

Defini¢ao 2.12 Uma sequéncia (x,,) de nimeros reais se diz crescente se x, < T,i1, para
qualquer indice r. Se x, < x,,1, para todo indice r > 1, entao (x,) se diz estritamente
crescente. Semelhantemente, uma sequéncia (x,) de nimeros reais se diz decrescente se
Trr1 < T, para qualquer indice r. Se x,.1 < x,, para todo indice v > 1, entdo (x,) se diz

estritamente decrescente.

Definigao 2.13 Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que um ponto p € M ¢é limite
de uma sequéncia (x,) de pontos de M se, para toda bola B(p,e€), existe um indice r € N*
tal que se n > r, entao x, € B(p,€). Dizemos, para exprimir esse fato, que (x,) € uma

sequéncia convergente ou que (x,) converge para p.
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Proposicao 2.4 Seja (z,,) uma sequéncia convergente de um espago métrico M. Entao é

unico o limite dessa sequéncia.

Demonstracgao. Suponhamos limz,, = p e limx, = q.

d(p,q)

2
maneira que n > r implica d(z,,p) < € e, da mesma forma, n > s implica d(z,, q) < €.

Se p # ¢, entao € = ¢ maior que zero e, portanto, existem indices r e s de

Tomando t = maz{r, s}, entdao temos que n > ¢ implica d(x,,p) < € e d(x,,q) < €.

Dai, para todo indice n > ¢, temos que
d(p,q) < d(p,x,) + d(zn,q) < €+ e =2¢=d(p,q),

o que é absurdo.

Proposicao 2.5 Toda sequéncia crescente ou estritamente crescente de numeros reais

cujo conjunto dos termos € limitado superiormente converge para o supremo desse conjunto.

Demonstragao. Suponhamos (z,) uma sequéncia em R tal que 1 < x5 < --- < [ e seja

p = sup{x,|n =1,2,...}. Provaremos que lim x,, = p.

De fato, dado € > 0, nao se pode ter x,, < p — € para todo indice n, pois isto signifi-
caria a existéncia de um limite superior do conjunto {z, } menor do que p, contradizendo
o fato que p = sup{z,|n = 1,2,...}. Assim, temos que para um certo indice r tem-se
p—e€<uz <pe,dai,

p—€< Xy <PTtE,

para todo indice n > r, ou seja, n > r implica |x,, — p| < e. Logo, lim z,, = p.

A demonstragao no caso de uma sequéncia crescente é analoga.

Observacao 2.4 Do mesmo modo se prova que toda sequéncia decrescente ou estritamente
decrescente de niumeros reais cujo conjunto dos termos € limitado inferiormente converge

para o infimo desse conjunto.

Proposigao 2.6 Uma sequéncia ((x,,y,)) de pontos de R? converge para (p,q) € R? se,

e somente S€, T, CONvVETge para p € Y, CONnverge para q.

Demonstragao. Pela equivaléncia das métricas, é indiferente usar qualquer uma das mé-
tricas usuais do espaco R? para provar a proposicao. Nesta demonstracao, sera considerada

a métrica D,.
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(=) Suponha que ((z,,y,)) convirja para (p,q) € R% Assim, dado € > 0, existe

ng € N tal que se n > ng tem-se:

Do((zn, yn); (p, @) < e,
ou seja,
max{d(x,,p),d2(yn,q)} <,
o que implica d(x,,p) < € e da(yn,q) < €. Portanto, temos que (x,,) converge para p e (y,)

converge para q.

(«<=) Seja € > 0. Como (x,), por hipotese, converge para p, entao existem indices
ny € N tal que se n > ny, entdo d(z,,p) < € e, da mesma forma, como (y,n) converge

para ¢, existe ny € N tal que n > ny implica d(y,, q) < €.
Seja ng = max{ni,na}. Assim, n > ng implica d(z,,p) < € e, também, d(y,, q) < €,
ou seja, se n > ng, entao

Do((xn,yn); (0, q)) = max{d(x,,p),d(yn,q)} < €.

Portanto, (x,,¥,) converge para (p,q) € R [

Proposicao 2.7 Se A ¢ um subconjunto de um espago métrico M e se p é um ponto de

A, entio existe uma sequéncia (1, Ts,...) de pontos de A tal que lim x,, = p.

_ 1
Demonstragao. Como p € A, entao cada uma das bolas abertas B (p, —) (n=1,2,..),
n

contém pontos de A.

1
Vamos verificar que a sequéncia (x1, s, ... ), em que z,, € ANB (p, —) , para todo
n

n > 1, converge para p.

1 1
De fato, toda bola B(p,€) contém B (p, —), desde que — < € e, portanto, nestas
r r

condiges, contém x,., T,y 1, Trio,- -+ . Como (x,) é uma sequéncia de pontos de A, entao a

proposicao esté provada.

Definigao 2.14 Seja (M,d) um espago métrico. Uma sequéncia (z,) de pontos de M é
chamada sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe um indice r tal que m,n > r

implica d(xp,, x,) < €.

Intuitivamente, a condigao da Definicao 2.14 indica uma propriedade importante
das sequéncias convergentes e significa que as distancias entre os termos de uma sequéncia

de Cauchy se tornam arbitrariamente pequenas, para indices convenientemente grandes.
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Ser de Cauchy é uma propriedade intrinseca da sequéncia, pois depende apenas
dos seus termos, mas nao da existéncia de outros pontos no espago, em contraste com
a propriedade de ser convergente. No entanto, quando os termos de uma sequéncia se
aproximam de um ponto fixado, eles devem necessariamente aproximar-se uns dos outros,

como garante a proposicao a seguir.

Proposicao 2.8 Toda sequéncia convergente de um espa¢o métrico M é uma sequéncia
de Cauchy.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia convergente de um espago métrico M e
p = limx,. Assim, temos que para todo ¢ > 0, existe um indice r tal que para todo

indice n > r, d(x,,p) < %

Da desigualdade triangular, segue que

AT, Tn) < d(@m,p) +d(p, Tn).

Assim, para indices m,n > r, temos que d(z,,,z,) < = + = = €. Portanto, a

N
DO ™

sequéncia (x,) é de Cauchy.

Observagao 2.5 A reciproca da Proposi¢ao 2.8 nao € vdlida. Ou seja, uma sequéncia de

Cauchy de um espaco M pode nao convergir em M, conforme ilustra o exemplo a sequir.

Exemplo 2.8 Seja (x,) a sequéncia de pontos de Q, definida por recorréncia do sequinte

modo:

() 1 2
T, =2 exn+1:§ Tp+— |,

Tn

para todo n > 1.

2 .
Como x, — — # 0, uma vez que cada x,, € racional, e como

) Ll 2 | 2 2+2
€ = 7| Tn - ==\ Tp - — 5
ntl Ty T, 4 T

entao x> > 2, para todo n > 1. Daf,

1 2
l’n+1:§ iL'n—i—x— <

para qualquer indice n > 1. Entao,

Ty >Tg > >Ty>--->1
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e, devido a Proposigdo 2.5, podemos concluir que a sequéncia (x,) converge para um ponto
real p > 0 e que, portanto, (x,) € uma sequéncia de Cauchy em Q. Como (xa,x3,...)

também converge para p, a formula (x) "passada ao limite" nos dd a igualdade

1 p
r=3(r5).

do que decorre que p* = 2 e, portanto, p & Q, ou seja, (z,) nao converge em Q.

Proposicao 2.9 Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em um espago vetorial normado
E. Entao existe uma bola aberta de centro no vetor nulo que contém todos os termos da

sequéncia.

Demonstragao. Como (x,) é uma sequéncia de Cauchy, tomando € = 1, existe um indice
r tal que m,n > r implica d(x.,, x,) = ||Tm — x,|| < 1. Em particular, ||z, — z,|| < 1,

para todo m > r. Dai, como
2| = || — 2 + 20 || < |2 — 20| + || ]

temos que, para todo m > r,

[|2ml| < 1+ ]
Seja A > max{||z1||, ..., ||zr-1]|, 1 + ||z||}. Entao, para todo indice n,
d(In,O) = ||xn|| <A,

o que prova que z,, € B(0,\), para todo indice n > 1. [ |

Proposicao 2.10 Toda sequéncia sequéncia de Cauchy (x,) em R converge para um ponto
peR.

Demonstragao. De acordo com a Proposigao 2.9, temos que existe k > 0, tal que |z, | < k,

para todo indice n > 1. Assim, para cada indice m > 1, podemos garantir a existéncia de
Ym = N f{Tm, Tmi1, .- }-
Dessa forma, ¢ claro que
<y <<y, <k

e, portanto, temos que (y,) converge para p = sup{y,|n =1,2,...}, o qual é um ponto de
R.

Vamos mostrar que lim z,, = p.
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De fato, dado € > 0, existe um indice r tal que se n > r, entao

[y =1l <
Yn — P 5y
3
e, como (z,) é de Cauchy, existe um indice s de maneira que m,n > s implica
€

3

|z — xn] <

Seja t > max{r,s}. Considerando que

Yt = inf{xtaxtJrla s }7
€
existe j >t para o qual se tem vy, < x; < y; + 3 e, portanto,

€

[z — yi| < 3

Assim, para todo n > t, temos
T — pl < |z — 25 + 2 — 9ol + |ye —pl <€

Portanto, lim z,, = p. ]

2.1.5 Espacos completos

Vimos que existem sequéncias de Cauchy em QQ que nao convergem neste espago,
como ¢é o caso da sequéncia (z,) definida no Exemplo 2.8, a qual converge para V2 que

nao ¢ um numero racional, embora todos os termos dessa sequéncia sejam racionais.

Quando a reciproca da Proposicao 2.8 for verdadeira, ou seja, quando toda sequéncia
de Cauchy de um espacgo métrico M for convergente para um ponto de M, teremos a

seguinte definicao para M.

Definicao 2.15 Um espago métrico M é chamado completo se toda sequéncia de Cauchy

desse espaco converge para um ponto de M.

Observe que o Exemplo 2.8 e a Proposi¢ao 2.10 nos permitem dizer que o espaco Q
néo é completo, enquanto R é um espaco métrico completo. E possivel mostrar que M x N
é um espago métrico completo se, e somente se, M e N sao espagos métricos completos.
No exemplo a seguir, veremos que o fato de R ser um espaco métrico completo implica

que R? também é completo.

Exemplo 2.9 R? ¢ um espaco métrico completo.
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De fato, se ((z,,¥n)) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R? como R é um espago
métrico completo, como visto na Proposi¢ao 2.10, temos que existem p,q € R tais que
limz, = p e limy, = ¢. Assim, pela Proposigao 2.6, temos que lim(z,,v,) = (p,q) € R

Logo, R? ¢ completo.

Lema 2.1 Seja M um espag¢o métrico completo. Se X € um subespaco de M, entio X €

completo se, e somente se, X € fechado.

Demonstragao. (=) Seja € X. Entdo, existe uma sequéncia (x,) em X que converge
para x. Como, pela Proposicao 2.8, toda sequéncia convergente é de Cauchy, temos que
(x,) é de Cauchy e, portanto, converge em X para um ponto T € X, pois M é um espago
métrico completo. Da unicidade do limite, segue que x = 7. Logo, x € X e, dessa forma,

temos que X = X, ou seja, X ¢é fechado.

(«<=) Suponha que X seja fechado e seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em X.
Entao, (x,) é de Cauchy em M, pois M é um subespaco de X, e, dessa forma, temos que
(z,) converge para um ponto x € M. Entdo, como X é fechado, entdo X = X, ou seja,

x € X. Logo, X é completo.
|

A condigao de que um espago métrico seja completo é uma das hipoteses do Teorema
do Ponto Fixo de Banach, que serd enunciado ao final do presente capitulo. Antes de
enunciar o teorema, além dessa condi¢ao, também sera necessario introduzir um tipo

importante de aplicagoes, a saber, contragoes.

A ideia central de uma contragao pode ser expressa como uma fungao de um espago
métrico em si mesmo, tal que a distancia das imagens de dois pontos quaisquer desse

espago por meio dessa fungao é menor que a distancia original entre esses dois pontos.
Defini¢ao 2.16 Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplica¢io f : X — X recebe o
nome de contracao, se existe uma constante 0 < s < 1, tal que d(f(x), f(y)) < s-d(z,y),

para todo x,y € X.

Observacao 2.6 A constante s recebe o nome de fator de contragao de f.

Exemplo 2.10 As aplicagoes Ty : R? — R?, dada por Ti(z,y) = (g,%),
1
T, : R? — R?, dada por Ty(z,y) = (5—1—57%) e T3 : R? — R?, dada por
1 1
Ts(x,y) = (; + 7 % + 5), sao contracoes.
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De fato, vamos verificar que Ts € uma contragao.

Considerando a métrica Do, observe que

A(Ts(x1, 1), Ts(22, 1)) = max{‘(%%l) - (%ﬂ%) ‘(%* %) B (%* %)‘}
- (G -3)HE -5
= - -max{|ry — 22, [y1 — Y|}

’ d((‘rlv ?/1)7 <LE2, y?))a

NN NN T

para todo (z1,1), (T, ) € R

Logo, Ty € uma contracao. Analogamente, mostra-se que Ty e Ty sao também

contracoes.

Definicao 2.17 Considere f : X — X ep € X. Entao, p é chamado de ponto fizo de
fse flp)=p.

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Seja M um espa¢o métrico completo
e seja f: M — M uma contragio. Entao f admite um unico ponto fixo, ponto esse que
pode ser obtido como limite da sequéncia (xo, f(zo), f(f(x0)),...), para qualquer ponto
ro € M.

Demonstragao. Seja x1 = f(xg), 22 = f(x1), -+ , 2y = (fnu_1), -+ . Observe que se a
sequéncia (xg, 1, Ta,...) convergir para um ponto p € M, entao teremos que f(p) = p,
pois
p=limz,; =lim f(z,) = f(limz,) = f(p).
Por outro lado, f nao pode ter mais do que um ponto fixo, pois, como f é uma

contragao, existe uma constante real ¢ tal que 0 < c¢ < 1 e d(f(z), f(y)) < cd(z,y) para

quaisquer x,y € M. Assim, se tivéssemos também f(q) = ¢, para algum ¢ € M, entao

d(p,q) = d(f(p), f(q)) < cd(p, q)

e, dai,
(1 =c)d(p,q) <0.
Como 1 —¢ > 0, entdo d(p,q) =0ep=gq.

Dessa forma, falta provar que (x,) converge em M ou, equivalentemente, que (x,,)

¢ uma sequéncia de Cauchy em M (pois M é completo).

De fato, como

d(strla xs) = d(f($5>7 f(xsfl)) < Cd(xé‘?ms*l)?
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para todo s > 1, se obtém por inducao que

d(Tst1,25) < d(xq, z0).

Assim, para todo t > s + 1, temos:

(x4, To1) < d(@,0-1) + (@1, Tp2) -+ d(Tor0, Top)
< dThd(wy,w) 4 -+ (e, w0)
= d(zy, )T e+ 1)

+1 1 _ ct—s—l
_ d S -
(mla :L‘O)C 1—c¢

< MCS+1
- 1—c¢
_ kcs+1

d

em que k = AFLT0)
1—c¢

Como o limite da sequéncia (kc") é zero, para todo € > 0 existe um indice r tal que

s+ 1> 7 implica kst < e

Assim, se fizermos s + 1 = n, para qualquer 7 > 0 teremos que se n > r, entao

d(zpyj, ) < €, 0 que prova que (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em M. |

2.2 Espacos topolégicos

Nesta secao, seré apresentado o conceito de espago topoldgico, o qual foi desenvolvido
a partir do estudo da reta real, do espaco euclidiano e do estudo das fungoes continuas
definidas nesses espacos, e permite uma generalizagao de alguns dos conceitos introduzidos
anteriormente, como os de conjuntos abertos e fechados. O objetivo principal da introdugao
deste conceito, neste trabalho, é a definicao dos chamados espacos de Hausdorff, os quais
possuem uma propriedade particular que sera importante na demonstracao de alguns
resultados. Na Proposicao 2.11, verificaremos que todo espaco métrico é um espaco de
Hausdorft.

Definicao 2.18 Uma topologia em um conjunto X é uma colegao 6 de subconjuntos de
X, tal que:

(i) 0, X € G

(i7) Se (Ax)rea € © é uma colegao de elementos de 6, entao A = U Ay € G

AEA
(7i1) Se Ay,..., A, € B, entao A=A, N---NA, €O
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Observacao 2.7 Um elemento A € 6 é chamado conjunto aberto sequndo 6. Um con-

Jgunto X munido de uma topologia -6 recebe o nome de espago topoldgico, o qual denotaremos

por (X, ©).

Exemplo 2.11 Segue da Proposi¢io 2.2 que os abertos de (M, d) formam uma topologia

em M, chamada topologia proveniente da métrica d.

Definigao 2.19 Sejam (X, 6) um espago topoldgico e Y C X. A topologia induzida em
Y pela topologia de X, denotada por Gy, € definida por

Gy ={Y NnU;U € G}.
Dizemos que (Y, 0y ) é um subespago topologico de (X, ).

Definigao 2.20 Seja (X, ©) um espago topoldgico. Um conjunto F' C X € fechado em X
se F¢ € aberto em X, ou seja, se F* =X — F € 6.

Teorema 2.2 Seja X um espaco topoldgico. Entdo:

(i) 0 e X sao conjuntos fechados;

(i7) Se ﬂ F\ é uma familia de conjuntos fechados, entao F' = ﬂ F\ fechado;

AEA AEA
(iii) Se Fy, ..., F, sao conjuntos fechados, entdao F' = Fy,U--- U F,, é fechado.

Demonstragao. (i) Observe que ) = X¢ e X = ()°. Como () € 6, temos que () é fechado,
ou seja, X é fechado. Do mesmo modo, como X € -6, segue que X¢ é fechado, o que

implica que () é fechado.

(7i) Seja (F)\)aepauma familia de conjuntos fechados. Logo, F\“ é aberto, para todo

A € A, e, consequentemente, U F\¢ é aberto.
AEA

Como U F\¢ = (ﬂ F\)¢, temos que (ﬂ F\)¢ é aberto.

AEA AeA AEA
Portanto, m F, é fechado.
AEA
(¢7i) Se Fy,. .., F, s@o conjuntos fechados em X, entao FY,..., F¢ sao abertos.

Logo, FfN---NFES= (FLU---UF,)® ¢é aberto.

Portanto, Fy U ---U F,, é fechado.
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Definicao 2.21 Seja A um subconjunto de um espaco topologico X. O interior de A,
denotado por A, é definido como sendo a unido de todos os conjuntos abertos contidos em

A, ou seja, A = U Uy, em que Uy € aberto e Uy C A, para todo A € A.
AEA

Definigao 2.22 Seja A um subconjunto de um espaco topologico X. O fecho de A,
denotado por A, é definido como sendo a interse¢io de todos os conjuntos fechados que

contém A, ou seja, A = ﬂ Fy, em que F\ € fechado e A C F), para todo X\ € A.
AEA

Observacao 2.8 Como consequéncia das duas ultimas definicoes, temos que:
a) A é um conjunto aberto;
é um conjunto fechado;

) A
¢) A é o maior conjunto aberto contido em A;

A é o menor conjunto fechado contendo A;
e) A c AcA;
f) Se A € aberto, entio A= A;

Observagao 2.9 Um aberto U contendo x também recebe o nome de vizinhanca de x.

Definicao 2.23 Um espaco topoldgico X € um espaco de Hausdorff se, para cada x,y € X,
com x # vy, existem vizinhancas U e V, de x ey, respectivamente, tais que U NV = (),

como representa a Figura 5.

Figurab -z €U, yeVeUNV =0.
Fonte: do autor.

Proposicao 2.11 Todo espag¢o métrico é de Hausdorff.
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Demonstragao. Seja (M, d) um espago métrico. Dados a,b € M, seja r = d(a, b).

Considere U = B (a, g) eV =B (b, g) Vamos mostrar que U e V' sao vizinhancgas

de a e b, respectivamente, e U NV = ().

N3

De fato, suponhamos que exista = € U N V. Entao, d(z,a) < g ed(x,b) <

Assim, pela desigualdade triangular, temos que:

d(a,b) < d(z,a) +d(x,b) =

ou seja, d(a,b) < r, o que contraria a hipotese de r = d(a, b).

Portanto, UNV = (.
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3 Funcoboes continuas, compacidade

e o Espaco de Hausdorff

Em estudos nas areas de Calculo e Anélise Real, o conceito de fungoes continuas
na reta real e no espago é apresentado como um conceito basico e necessario para o
desenvolvimento de outros conceitos, como derivadas e integrais. A medida que se avanca
em Matematica, tipos mais gerais de func¢oes continuas surgem, como consequéncia natural
da generalizacao dos espacos estudados. Este conceito é uma ideia central para a Topologia
e é apresentado sem nenhuma referéncia a nocao de limite, diferentemente da forma como

é apresentado no Célculo.

Além da ideia de continuidade de fungoes, neste capitulo também sera apresentada

uma caracterizagao dos chamados conjuntos compactos.

Desde o inicio dos estudos na area da Topologia, ficou claro que o intervalo fechado
la, b] da reta real possuia uma certa propriedade crucial para se provar resultados impor-
tantes. No entanto, por um longo tempo, nao estava claro como essa propriedade deveria
ser formulada para um espaco topologico arbitrario. Acreditava-se que a propriedade
crucial de [a,b] consistia no fato de que todo subconjunto infinito de [a,b] possui um
ponto de acumulagao e atribuiu-se, entao, o nome de compacidade a essa propriedade
particular. Posteriormente, foi percebido pelos matematicos que uma formula¢ao mais

forte, em termos de coberturas abertas do espaco, é mais central.

Por fim, também seré apresentado o Espago Métrico de Hausdorff, cujas propriedades

favorecem o estudo dos fractais geométricos.

3.1 Func¢des continuas

Nesta secao, sera apresentada a definicao de continuidade para espagos topologicos
e verificaremos a equivaléncia dessa definicao mais geral com a definicao apresentada
usualmente para o caso particular dos espagos métricos. Também serao apresentadas
algumas propriedades envolvendo func¢oes continuas. Os conceitos apresentados nesta

se¢ao podem ser encontrados em |[5].

Definicao 3.1 Sejam X e Y espacos topologicos. Uma fungao f: X — Y € continua
se, para todo aberto A CY, o conjunto f~1(A) = {x € X; f(x) € A} € aberto em X.

Observacao 3.1 Recordemos que uma func¢ao f: R — R é continua em um ponto p se,

para todo € > 0, existe § > 0, de maneira que |z — p| < § implica |f(x) — f(p)| < e.
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Intuitivamente, podemos pensar que estao "arbitrariamente” proximos de f(p) os

valores de f correspondentes a pontos "suficientemente” proximos de p.

Assim como na reta real, considerando uma funcao definida em espagos métricos M
e N, também temos a definicao "e — 0" de continuidade, ou seja, uma fungio f: M — N
¢ continua em x € M se, para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que dy(x,y) < & implica

dy(f(x), f(y)) < €. Dizemos que f é continua se f for continua em todo x € M.

Veremos, na proposicao a seguir, a equivaléncia das definicoes apresentadas de

continuidade no caso em que M e N sao espagos métricos.

Proposicao 3.1 Sejam M e N espagos métricos e f: M — N uma aplica¢ao. Entao,

f € continua se, e somente se, f € "e — 6" continua.

Demonstracao. (=) Seja x € M. Dado € > 0, considere a bola B(f(z),e) C N. Como
B(f(z),€) ¢ um aberto em N e f ¢ continua, entao f~'(B(f(z),€)) é um aberto em M,
que contém . Logo, existe 6 > 0, tal que B(z,d) C f~1(B(f(x),€)).

Portanto, f(B(z,0)) C B(f(x),€), ou seja, dado € > 0, existe § > 0 tal que se
d(z,y) < 4, entdo d(f(z), f(y)) <e.

(<=) Seja A um conjunto aberto em N. Se f~!(A) # 0, entdo este conjunto é um
aberto em M.

Agora, suponhamos que f~!(A) # (. Assim, seja x € f~!(A). Entao, f(z) € A e,
como A é aberto, existe € > 0 tal que a bola B(f(z),e) C A. Por hipotese, para esse e,
existe § > 0, tal que f(B(x,0)) C B(f(x),e) C A.

Assim, segue que B(z,0) C f~HB(f(z),¢)) C f'(A). Logo, f~*(A) é um conjunto

aberto em M.

Portanto, f é continua. ]

Proposicao 3.2 Sejam M e N espagos métricos. Uma funcao f: M — N € continua
no ponto p € M se, e somente se, dada uma bola B(f(p),€), existe uma bola B(p,d), tal
que

f(B(p,d)) C B(f(p),e).

Exemplo 3.1 Sendo M e N espagos métricos, toda contragao f : M — N €é uma

aplicagao continua.

€
De fato, dado € > 0, tomando § = —, sendo s o fator de contragdo de f, temos que
S

se d(z,y) < 0, entdo

d(f(x), f(y) < s-d(z,y) <s-6=s-—.

S
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Logo, d(f(z), f(y)) <€, para todo x,y € M, e seque que f € continua.

Teorema 3.1 Sejam X eY espacos topoldgicos. Entao, sio equivalentes:
(1)f: X — Y € uma aplicag¢ao continua;

(2) Para todo A C X, temos que f(A) C f(A);

(3) Para todo fechado F C'Y, temos que f~1(F) ¢ um fechado em X;

(4) Para cada x € X e cada vizinhan¢a V' de f(x), existe uma vizinhanga U de x, tal que

fU) c

Demonstragao. (1) = (2) Seja A C X. Vamos mostrar que se 7 € A, entdo f(z) € f(A).

Seja V' uma vizinhanca de f(z). Entao, como, por hipotese, f é continua, segue

que f~1(V) é um aberto em X que contém z.

Como x € A, segue que existe y € f~1(V) N A. Assim, f(y) € V N f(A), de modo
que f(z) € f(A), como desejado.

(2) = (3) Seja F' C Y um conjunto fechado e A = f~!(F). Vamos mostrar que A

é um conjunto fechado em X.

Temos que f(A) = f(f"YF)) C F. Assim, se v € A, da hipétese segue que
f(z) € f(A) C F = F, pois F & fechado. Logo, z € f~'(F) = A e, consequentemente,
A C A, ou seja, A= A. Portanto, A é fechado.

(3) = (1) Seja V um conjunto abertoem Y e F =Y — V.

Entéo, por hipotese, temos que o conjunto f~1(F) = X — f~1(V) é fechado, pois F
¢ fechado em Y, uma vez que é o complementar de V em Y. Logo, f~}(V) é um aberto

em X. Portanto, f é continua.

(1) = (4) Seja x € X e V uma vizinhanga de f(x). Entao, como f ¢ continua,
U= f~(V) ¢ um aberto em X, contendo z e ¢ tal que f(U) = f(f~1(V)) C V.

(4) = (1) Seja V um conjunto aberto em Y e seja z € f~1(V). Assim, f(x) € V
Logo, segue da hipotese que existe uma vizinhanga U de z, tal que f(U) C V. Logo,
z €U C f~1(V). Desse modo, f~(V) é aberto em X. Portanto, f é continua.

Proposicao 3.3 Sejam X, Y e Z espacos topologicos. Se f: X — Y eqg:Y — Z sao

continuas, entao go f: X — Z € continua.

Demonstragao. Se U ¢ um aberto em Z, entdo g~'(U) é um aberto em Y e f~1(g7'(U))

¢ um aberto em X. Entao, como (g7 (U)) = (go f)~'(U), o resultado segue.
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3.2 Compacidade

Nesta se¢ao, sera apresentada uma caracterizacao dos chamados conjuntos compactos,

além de algumas propriedades relacionadas a estes conjuntos.

Os conceitos apresentados nesta se¢ao podem ser encontrados em |[5].

Definigao 3.2 Seja X C M. Uma cobertura aberta de X é uma cole¢io (ou familia)

(Ax)rea de conjuntos abertos de M, tal que X C U (Ay).
AEA

Definicao 3.3 Seja (Ay)aea uma cobertura aberta de X C M.  Dizemos que

Ay, An, € (An)aea formam uma subcobertura finita de X C M, se

X CA,\lUA)\QU'--UA)\n.
Definigao 3.4 Um conjunto K C M € compacto se toda cobertura (Ay)xen de K por

abertos admite uma subcobertura finita.

Proposicao 3.4 Sejam K, ..., K, subconjuntos compactos de M. Entio, K = U K; é
i=1
compacto.

n

Demonstragao. Seja (Ay)rea uma cobertura aberta de K. Como K = UK“ temos
i=1
que (Ax)xea € uma cobertura aberta de K;, para todo i = {1,...,n}. Como cada K; ¢é

compacto, segue que (Ay)rea admite uma subcobertura finita A;, tal que A; cobre Kj,
para todo indice j € {1,...,n}. Assim, tomando A = A; U...U A,, temos que A é uma

n
subcobertura finita de K. Portanto, K = U K; é compacto.
i=1

Teorema 3.2 Seja a funcao f: K — M continua e K um conjunto compacto. Entao,

f(K) também é compacto.

Demonstragao. Para mostrar que f(K) é compacto, vamos tomar (Ay)xea uma cobertura

aberta de f(K), isto é, f(K) C U(A,\).
AEA
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Seja Uy = f7'(A)). Como f ¢ continua, Uy é aberto em K. Além disso, (Uy)xea
¢ uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, existem Ay,---, )\, tais que
K CcU,,UU,U---UU,,. Assim, f(K) C f(Uy,UU,,U---UU,,) = f(Ux)U...[f(Uy,).
Como f(U,,) = Ay,, para todo 1 < i < n, pois Uy = f~1(A,), temos que

f(K) CA)\lUA)\QU'“UA)\n.

Portanto, f(K) é um conjunto compacto.

Teorema 3.3 Seja F' um conjunto fechado e K compacto. Se F' C K, entao F' é compacto.

Demonstragao. Seja (Ay),., uma cobertura aberta de F'. Seja U = M — F' = F°. Como

F é fechado, temos que U é aberto. Assim, {(A,\)AeA , U} é uma cobertura aberta de K.

n
Como K é compacto, entao existem Aq,.., A\, € A tais que K C U Ay, UU.
i=1

Como F' C K, temos que F C UAN UU. Como U = F¢, temos que F' C UA)\Z..
i=1 i=1

Portanto, F' € um conjunto compacto.

No Teorema 3.4, apresentado a seguir, R" é tomado com uma de suas métricas

usuais.

Teorema 3.4 Um subconjunto K C R™ é compacto se, e somente se, K € fechado e

limitado.

Demonstracao. (<=) Como K C R" é fechado e limitado, entdo existe um
cubo n-dimensional I™ da forma I"™ = [a,b] X --- X [a,b], tal que K C I". Como K

é fechado e I"™ é compacto, temos que K é compacto.

(=) Seja K C R™ um conjunto compacto. Tome {B(z,1);z € K} uma co-
bertura aberta de K. Como K é compacto, entao existem zq,...,x, € K, tais que
K C B(x1,1)U---U B(x,,1). Como cada bola possui didmetro igual a 2, segue que cada
bola ¢ um conjunto limitado. Logo, temos que B(zy,1) U --- U B(z,,1) ¢ um conjunto
limitado. Assim, como K C B(z1,1)U---U B(z,, 1), segue que K é limitado. Finalmente,
resta mostrar que se K C R™ é um conjunto compacto, entao K é um conjunto fechado.

Para tanto, basta mostrar que K¢ é aberto. Seja p € K¢. Vamos mostrar que p é ponto
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interior de K¢, ou seja, que existe uma bola B(p,r) C K¢ Assim, dado ¢ € K, considere

as bolas A, e B,, com centros p e ¢, respectivamente, tais que A, N B, = 0.

Quando ¢ percorre K, determinamos duas colegoes de bolas: (A4,),ex (bolas com
centro p) e (B,)4ex (cobertura aberta de K). Como K é compacto, (By),ex admite uma
subcobertura finita, isto é, existem ¢1, ..., ¢, € K, tais que K C B, U---UB,,. Associada

a cada bola B,, temos ainda uma bola A,,.

Seja A=A, N---NA,,. Temos que A é uma bola aberta de centro em p e, além
disso, ANB,, = 0, para todo 1 < i < n. Logo, AN(B,U---UB,,) = 0. Assim, ANK = 0,

o que implica que A C K°. Logo, K¢ é um conjunto aberto.

Portanto, K é um conjunto fechado.

Definicao 3.5 Dizemos que um espago métrico M tem a propriedade Bolzano Weierstrass

(B.W.) se, todo subconjunto infinito de M tem ponto de acumulagado.
Proposicao 3.5 Seja M um espaco métrico compacto. Entio, M ¢ B.W.

Demonstragao. Suponha que o espago métrico M nao satisfaz B.W.. Isto é, existe um
subconjunto F C M infinito e sem ponto de acumulacdo. Logo F' = @. Como F = FUF",
segue que F = F. Como F ¢é fechado e F C M que é compacto, temos que F é compacto.
Agora, para cada a € F, como F' = &, segue que a nao é um ponto de acumulacao de F,
ou seja para cada a € F, existe ¢, > 0, tal que B(a,e,) N F = {a}. Assim, (B(a,&,))acr
é uma cobertura aberta de F' que nao admite uma subcobertura finita para F', o que

contraria o fato de F' ser compacto! Portanto, M é B.W..

Definigao 3.6 Um espago métrico M ¢é sequencialmente compacto (S.C.) se, toda sequén-

cia (,) de pontos de M admite uma subsequéncia convergente.
Proposicao 3.6 Seja M um espagco métrico. Se M ¢ B.W., entao M ¢ S.C.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de pontos de M.

Considere A = {z,, : Ne N}, o conjunto dos valores assumidos pelos termos da
sequéncia (x,). Se A é finito, entao existe x € M, tal que x,, = z para uma infinidade
de valores de n. Nesse caso, a sequéncia (z,) possui uma subsequéncia constante, e
consequentemente, convergente. Se A é infinito, entao como A é B.W., A possui ponto de

acumulacao z € M. Logo, existe uma subsequéncia (z,,) que converge para x € M.
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Portanto, M ¢ S.C. n

Definigao 3.7 Seja M um espago métrico e A = (Ay)ren uma cobertura aberta de M.
Um nimero real § > 0 € chamado nimero de Lebesque de A se dado qualquer conjunto
UC M, com diam(U) < 6, entao existe A € A, tal que U C A,.

Teorema 3.5 Se M ¢ um espago métrico compacto, entao toda cobertura aberta de M

tem um numero de Lebesque.

Demonstragao. Suponha que A = (A)),., seja uma cobertura aberta de M que nao
admite nimero de Lebesgue. Assim, para todo 0 > 0, existe um conjunto Us C M, onde
diam(U;) < 6, mas Us € A, para todo A € A.

Em particular, para cada n € N, existe um conjunto U, tal que diam(U,) < % e
U, € A, para todo A € A. (note que U, # &, pois caso contrario U, C A, para todo \).

Para cada n € N, seja (z,) € U,. Vamos mostrar que (z,,) nao admite subsequéncia
convergente. Suponhamos que existe uma subsequéncia (z,, ) de (x,) tal que (z,, ) converge

para x € M.

Como A é uma cobertura aberta de M, entao existe A € A tal que z € A,. Como

A, é aberto, entao existe € > 0, tal que B(z,e) C Aj.

Como (z,,) converge para x,,, entao existe ny € N, tal que z,, € B (x, %), para

todo nyg > ny.

. € 1 €
ASSlm, tomando ngE > max {ng, 5}. Logo, ﬁ < 3¢

Afirmacao: U,, C B(x,¢).

De fato, seja y € U,,. Como diam(U,,) < ik < §, entao o fato de y, xz,, € Uy,,

nos leva a conclusao de que d(y, z,,) < 5.
ASSim7 d(ya I’) < d(yu xnk) + d(xnk7x) < % + % = E£.

Portanto, se d(y,x) < ¢, entdo y € B(x,¢). Assim, temos que U,, C B(x,e) C A,.
O que contraria o fato de U,, € A,, para todo n € N.

Logo, (x,) ndo admite uma subsequéncia convergente, ou seja, M nao pode ser

sequencialmente compacto.

Portanto, M nao é compacto.
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Lema 3.1 Seja M um espago métrico sequencialmente compacto. Se A = (B(x,€)),cps €
uma cobertura aberta de M por bolas abertas de raio firo e, entao existem
n

X1, T2, ..., Ty € M, tais que M = UB(l'i,E).

i=1

Demonstracao. Seja x; € M, arbitrario, e considere B(z1,¢). Se B(xy,e) = M, entao

nao ha mais nada a ser feito.

Se B(zy,e) # M, entao existe xo,¢ B(z1,¢), tal que zo € M. Se
M = B(x1,e) U B(x2,¢), entdo o lema esta demonstrado. Se M # B(x1,¢) U B(xq,¢),
entdo existe x3 € M, tal que x5 & B(x1,e) U B(xq,¢). Nesse caso, repetimos o raciocinio.

Este processo nos conduz a dois casos possiveis:

1° caso: Apds um namero finito de passos, obtemos M = B(z1,&) U -+ U B(x,,¢)

e, neste caso, o lema esta demonstrado.

29 caso: Construimos uma sequéncia (x,) de pontos de M, tal que
Tpr1 € B(xy,e) U -+ U B(zp,e). No entanto, observe que este caso nao pode ocor-
rer, pois teriamos que d(z,41, ;) > €, para todo 1 < i < n. Logo, (z,) nado admitiria

subsequéncia convergente, contrariando o fato de M ser S.C..

Portanto, M = U B(zy,¢€).

=1

Proposicao 3.7 Seja M um espago métrico. Se M é S.C., entao M é compacto.

Demonstragao. Seja A = (A))xea uma cobertura aberta de M. Como M é sequencial-

mente compacto, entdao A possui nimero de Lebesgue 4.
Vamos considerar € > 0 fixo, tal que € < %.
Para cada x € M, tomando B(z,¢) teremos diam(B(z,¢)) < 2e < 6.

Segue da definicao de numero de Lebesgue de A, que existe A € A tal que
B(xz,e) € Ax. Logo, (B(z,¢€))zem é uma cobertura aberta de M, com bolas de raio

de €.

Entao, segue do Lema 3.1 que existem zy, ...,z, € M tais que
M = B(z1,e) U--- U B(zy,¢).

Como cada B(z;,e) C Ay, para algum A € A, concluimos que M C Ay, U---U A, , ou

n?

seja, Ay, U---UA,, éuma subcobertura finita de M.

Portanto, M é compacto.
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Podemos reunir os ultimos resultados no seguinte teorema:
Teorema 3.6 Seja M um espa¢o métrico. Entao, sao equivalentes:

(1) M é compacto;

(15) M é B.W.;

(1it) M ¢ S.C.

Observacgao: De um modo geral, o fato de um conjunto ser fechado e limitado nao implica,

necessariamente, que X é compacto.

Nos dois exemplos a seguir, vemos que é possivel obter um conjunto fechado e

limitado, mas que nao é compacto.

Exemplo 2: Considere um conjunto X com a métrica zero-um. Observe que X é fechado,
pois todo conjunto é fechado em si mesmo e que X ¢é limitado, pois tem diametro 1.

Contudo, X sera compacto se, e somente se, for finito.

o0

Exemplo 3: No espago de Hilbert H = {(z,);x, € R e Z(mf) < o0}, considere o
i=1
conjunto F' = {ey,...,e,,...}, no qual, para cada n € N, apenas a n—ésima coordenada

de e, ¢ 1 e as demais sdo nulas. Dados n # m, quaisquer, temos que ||e, — en|| = V2.
Logo, nenhuma subsequéncia de elementos distintos de F' admite subsequéncia convergente.
Assim, F' nao possui ponto de acumulagao, de modo que F' é fechado, limitado e nao é

compacto em H.

Teorema 3.7 Se M ¢ compacto, entao toda funcao real continua f : M — R € limitada
e atinge seus valores mdzimo e minimo em M. Mais precisamente, existem xg,x1 € M,

tais que f(xo) < f(z) < f(x1), para todo x € M.

Demonstragao. Sejam M compacto e f: M — R continua. Entao, pelo Teorema 3.2,
segue que f(M) é um subconjunto compacto de R e, portanto, do Teorema 3.4, segue que
f(M) é fechado e limitado. Dali, temos que existem a = inff(M) e b = supf(M), tais
que a € f(M)ebe f(M), ou seja, existem xg e x1 € M tais que f(zo) =ae f(x1) =b.

Portanto, f(zo) < f(z) < f(x1), para todo x € M.

Teorema 3.8 Todo subespago compacto de um espaco de Hausdorff é fechado.
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Demonstragao. Sejam X um espago de Hausdorff e Y um subespaco compacto de X.

Para mostrar que Y é fechado, vamos mostrar que Y¢ = X — Y ¢é aberto.
Seja xg € Y. Vamos mostrar que existe uma vizinhanca de zy disjunta de Y.

Como X é um espago de Hausdorff e Y é subespago de X, para cada y € Y podemos

escolher vizinhancas U, e V,, de g e y, respectivamente, tais que U, NV, = 0.

A colegao {V,;y € Y} é uma cobertura de Y formada por conjuntos abertos em X.
Como Y é compacto, existe uma subcolecdo finita {V,,,V,,,...,V,,} que cobre Y. Entao,
o conjunto aberto V.=V, UV, U---UV, contém Y e ¢ disjunto do conjunto aberto

uv=0,Nn0,N---NU,y,,, em que U,, ¢ um aberto contendo zy, para todo i =1,2,...,n.

Logo, U é uma vizinhanca de zg e UNY = (). Assim, U C Y¢, ou seja, Y é aberto.
Portanto, Y é fechado.

3.3 O Espaco de Hausdorff

Nesta secao, seré apresentado um espagco ideal para o estudo de fractais geométricos:
o espaco métrico (H(X), h), chamado Espago de Hausdorff. A introdugao deste espago se
torna natural quando se deseja discutir, por exemplo, imagens, fotos e desenhos, os quais

podem ser entendidos como subconjuntos compactos de um espag¢o métrico.

Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em [6].

Definigao 3.8 Seja (X,d) um espago métrico completo. Entao, H(X) denota o espago

cujos pontos sao os subconjuntos compactos de X, diferentes de vazio.
Proposicao 3.8 Se A e B € H(X), entao AU B € H(X).

Demonstragao. Se A e B pertencem a H(X), entdo A e B sdo subconjuntos compactos
de X, nao vazios. Entao, como a uniao finita de compactos é compacto, segue que AU B

é também um subconjunto compacto de X. Logo, AU B € H(X).
|

Observagao 3.2 Dados A e B € H(X), AN B nao necessariamente pertence a H(X).
Observe que se AN B =0, entao AN B ¢ H(X).

Definigao 3.9 Sejam (X, d) um espago métrico completo, x € X e B € H(X). Definimos:

d(x, B) = min{d(z,y);y € B}.
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d(x, B) recebe o nome de distdncia do ponto x ao conjunto B.

Observagao 3.3 A existéncia de um valor minimo para o conjunto {d(x,y);y € B} seque

da compacidade de B € H(X) e do fato de B ser um conjunto nao vazio.

Definig¢ao 3.10 Seja (X, d) um espago métrico completo. Sejam A, B € H(X). Defini-
mos:
d(A, B) = max{d(xz, B);x € A}.

d(A, B) recebe o nome de distancia do conjunto A € H(X) ao conjunto B € H(X).

Observacao 3.4 Da compacidade dos conjuntos A e B, seque que existem xqg € A e
Yo € B tais que d(A, B) = d(zo,yo)-
Lema 3.2 Seja (X,d) um espago métrico completo. Se A, B,C € H(X), entdo

d(AU B, C) = maz{d(A, C),d(B,C)}.

Demonstracao.

d(AUB,C) = max{d(z,C);z € AU B}
= maz{max{d(z,C);x € A}, max{d(z,C);x € B}}
= maz{d(A,C),d(B,C)}.

Proposicao 3.9 Sejam B,C € H(X). Se B C C, entao d(z,C) < d(z, B).

Demonstragao. Temos que
d(z,C) = min{d(z,y),y € C} = d(z, o),
para algum gy, € C, pois C' é compacto.
Se yo € B, temos
d(xz,B) = min{d(x,y);y € BC C}
= d(z,y)
= d(z,0C).
Se yo ¢ B, entao

d(xz,B) = min{d(x,y);y € B}
= d(z,y),
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com y;, € B C C. Como yy # wyi, segue que d(x,y;) > d(x,yp), pois
d(z,yo) = min{d(z,y);y € C}. Portanto, temos que d(z,C) < d(z, B).

Proposicao 3.10 Seja (X,d) um espago métrico completo. Sejam A, B € H(X), tais
que A # B. Entao, d(A,B) #0 ou d(B,A) #0 ¢, se A C B, entio d(A, B) = 0.

Demonstracao. Como A # B, podemos ter os casos apresentados na Figura 6.
.B | .
Q @ ’/’_;\‘ . . Q
[} . ]
(a (c) (d)

®
Figura 6 — Possiveis disposi¢oes dos conjuntos A e B.
No caso (a), em que A C B, de maneira imediata, segue que

Fonte: do autor.

d(A, B) = max{d(z,B);x € A C B} =0.

No caso (b), em que B C A e A # B, existe o0 € B = B. Entao, como 7 ¢ B,
segue que d(zg, B) > 0. Podemos aplicar o mesmo raciocinio para os casos (c¢) (em que
A¢B,BgAeANB#0)e(d) (emque A¢Z B, B¢ Ae AN B =) e concluir que

d(A, B) = max{d(xz,B);x € A} > d(x¢, B) > 0.

Observacao 3.5 O caso (a), em que A C B, nos diz que pode ocorrer d(A,B) =0 e
A # B(A C B). Logo, nao podemos usar simplesmente a fun¢ao d como métrica para

H(X). Isso motiva a prozima defini¢do.

Definigao 3.11 Seja (X, d) um espago métrico completo. Entao, a distincia de Hausdorff
entre os pontos A, B € H(X) ¢é definida como sendo

h(A, B) = maz{d(A, B),d(B, A)}.

Teorema 3.9 A distancia de Hausdorff h, como definida na Definicao 3.11, é uma métrica

no espago H(X).
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Demonstragao. Sejam A, B e C' € H(X). Mostraremos que h satisfaz as condigoes de

meétrica.

(1) Temos que

h(A, A) = maz{d(A, A),d(A, A)} = d(A, A) = max{d(z,A);z € A} = 0.

Portanto, h(A, A) = 0, para todo A € H(X).

Da compacidade de A e B, segue que existem a € A e b € B, tais que

h(A, B) = d(a,b) > 0.

Portanto, h(A, B) = d(a,b) > 0, para todo A, B € H(X).
(77) Como
WA, B) = maz{d(A, B),d(B, A)} = max{d(B, A), d(A, B)} = h(B, A),

para todo A, B € H(X), temos que h(A, B) = h(B, A).

(i7i) Para mostrar que h(A, B) < h(A,C) + h(C, B), primeiramente provaremos que

d(A, B) < d(A,C) + d(C, B).

Para todo a € A, temos que

d(a,B) = min{d(a,b);b € B}
< min{d(a,c) +d(c,b);b € B}, VceC,
= d(a,c) +min{d(c,b);b € B}, VceC.

Deste modo,

d(a, B) < d(a,c) +min{d(c,b);b € B}, (3.1)
para todo ¢ € C.

Como A, B,C € H(X), entao existe ¢g € C, tal que d(a, co) = min{d(a,c);c € C}.

Como a desigualdade 3.1 é valida para todo ¢ € C, em particular vale para ¢y € C.

Assim,

d(a,B) < d(a,co) +min{d(cy,b);b e B}

min{d(a,c);c € C} +min{d(cy,b);b € B}
d(a,C) 4+ min{d(cy,b);b € B}

d(a,C) 4+ max{min{d(c,b);b € B};c € C}

d(a,C) 4+ max{d(c, B);c € C'}

d(a,C) +d(C, B).

[ VAN | I
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Logo,

d(a,B) < d(a,C)+d(C,B)
< max{d(z,C);x € A} +d(C, B).

Portanto,

d(a,B) < d(A,C)+d(C,B), (3.2)
para todo a € A.

Como A € H(X), segue que existe um ag € A, tal que

d(ag, B) = maxz{d(z, B);x € A}.

Aplicando ag na desigualdade 3.2, obtemos:

d(ag, B) < d(A,C) + d(C, B),

ou seja,

mazx{d(z, B);x € A} < d(A,C)+d(C, B).

Portanto, d(A, B) < d(A,C) 4 d(C, B).

Com um raciocinio analogo, obtemos que

d(B, A) < d(B,C) + d(C, A).

Assim,
h(A,B) = maz{d(A,B),d(B,A)}
< maz{d(A,C)+d(B,C),d(B,C)+d(C,A)}
< maz{d(A,C)+d(C,A)} + max{d(B,C),d(C, B)}
C)

— h(A,C) +h(C. B).

Portanto, h(A) < h(A,C) + h(C, B), para todo A, B,C € H(X).
|

Agora, iremos estabelecer condi¢oes para mostrar que (H(X),h) é um espago

métrico completo, quando (X, d) também o for.

Definigao 3.12 Seja S C X e seja I' > 0. Entao,

S+TI'={zxe€ X;d(z,s) <T,para algum s € S}.
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Iremos nos referir a S +I'" como a dilatacdo de S por uma bola de raio I'.

Lema 3.3 Sejam A, B € H(X), onde (X,d) é um espago métrico. Dado € > 0, entao
h(A, B) < € se, e somente se, AC B+¢e¢eBCA+e.

Demonstragao. (=) Suponha que h(A, B) < e. Como h(A, B) = maz{d(A, B),d(B,A)},
entao

d(A,B) < e (3.3)

d(B, A) < . (3.4)

Como d(A, B) = max{d(a,B);a € A}, entao, segue da desigualdade 3.3 que
d(a, B) < €, para todo a € A. Assim, para cada a € A, temos que a € B + ¢. Logo,
ACB+e

Com um raciocinio analogo, segue da desigualdade 3.4 que B C A + .

(«<=) Suponha que A C B+ €= {z € X;d(z,b) < ¢, para algum b € B}. Considere

d(A, B) = max{d(a, B);a € A}.

Como A C B + ¢, entdo, para todo a € A, existe b € B tal que d(a,b) < e. Assim,

d(a, B) = min{d(a,b) : b € B} <e.

Como d(a, B) < ¢, para todo a € A, entao
mazx{d(a, B);a € A} <,

ou seja, d(A,B) < e. Com um raciocinio analogo, temos que se B C A + ¢, entao
d(B,A) <e.
Logo, se A C B+¢ee B C A+ ¢, entdao temos que d(A,B) < ee d(B,A) < € e,

consequentemente,

h(A, B) = max{d(A, B),d(B,A)} <e.

Observagao 3.6 Se (A,,) é uma sequéncia de Cauchy em H(X), entdo, dado € > 0, existe
no tal que h(An,, A,) < €, para todo m,n > ng. No entanto, observe que isso implica que
para todo m,n > ny,

A,+eD A, eA,+teDA,.
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Lema 3.4 (Lema da Extensao) Seja (X,d) um espago métrico, {A,} uma sequéncia
de Cauchy de pontos em (H(X),h) e {n;} uma sequéncia infinita de inteiros tais que
0 <np <ng <ng<---. Suponha que exista uma sequéncia de Cauchy {x,} em {X, d},
de modo que x,; € A,;, j=1,2,---. Entdo, existe uma sequéncia de Cauchy {Z,} em

(X,d), tal que T, € A,y € T, = 1, paran =1,2,---.

Demonstragao. Daremos a construgao da sequéncia {z,} em (X,d), tal que z,, € A,,
paran = 1,2 --- . Para cada inteiro i pertencente ao conjunto J = {1,--- ,ny}, vamos

definir o conjunto correspondente

{z € Aj;d(x, ) = d(xy,, Ai)} = B;.

Em cada conjunto B;, construido anteriormente, escolha um elemento ;.

Note que B; # 0,1 < i < nq, devido a compacidade de cada A;. (Observe que
quando ¢ = ny, B,, = {z € A,;d(z,z,,) = d(x,,, An,)} = {xs, }, 0 que implica no fato
de d(zyn,, An,) = 0. Logo, T, = Ty, .)

Agora, para cada inteiro i € J; = {n; + 1, -+ ,ny}, considere

Bi = {il? & Az; d(l’,iﬁnz) = d(l’nQ,Az)}

Novamente, da compacidade de cada A; segue que B; # (), para todo i € J;. Assim,

para cada 7, podemos escolher um elemento z; € B;.

Observe que para cada i = ns, temos que

B, ={z € A,,;d(z,x,,) = d(zn,, As,) = 0}.

Portanto, By, = {,,}, o que implica Z,, = x,,.

De um modo geral, assumindo ny = 0, para cada j € {1,2,3,---} e cada

i€ Jj={nj_1+1,---,n;}, definimos o conjunto

B ={z € Aj;d(z,2,,) = d(zn,, A:) }.

A compacidade de cada A; faz com que cada B; seja nao vazio. Logo, podemos

tomar z; € B;, para cada . Note que se ¢ = n;, entao
B, ={z € Ay, d(z,1,,) = d(2n,, Apn,)} = {20, }-

Logo, T, = xp;.

Vamos mostrar que a sequéncia &, possui as propriedades desejadas.
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Por construcao, temos que z, € A, e Tp; = Tn,- Para mostrar que z, é uma
sequéncia de Cauchy, considere € > 0. Como 7, ¢ sequéncia de Cauchy, temos que existe
Ny, tal que

€
d(Tp,, Tn;) < 3 Vg, nj > Njy.

Do mesmo modo, como A, é sequéncia de Cauchy, existe N, tal que

h(An, An) < =, ¥Ym,n > Ns.

Wl ™

Seja N = max{Ny, No}. Assim, Vn,m > N, temos que

d(Zm, Tn) < d( T, Tn;) + (T Tny) + ATy, Tn),

sendo n; e ny tais que

mE{nj_,;—i-l,---,nj}ene{nk_l—l—l,'--,nk}.

Como n; > m e m > N, concluimos que h(A,,, Ay,) <

Wl ™

Portanto,
€

€
A, CA,+-¢ A, CA,,
J +3e ]+3

Lembrando que

Am—i—gz {z € X;d(z,y) < =, para algum y € A,,,}

Wl ™

€
e que, por hipotese, z,; € A,; C A, + 3 entao

d(xy,,y) < %, para algum y € A,),.
Como d(zy,,, Am) = min{d(z,,,a);a € Ayp,}, concluimos que d(z,,;, Ap) < g
Finalmente, lembrando que para cada j € {1,2,3,---} ecadai € {n;_;+1,--- ,n,;},

temos que
B ={z € Aj;d(z,7,,) = d(zn;, Ai) },

e fazendo © = m, segue que

Tm € By = {x € Apsd(w,2,,) = d(2y,, A) }-

Portanto,

(T, Tp;) = d(2p;, A) <

Wl ™
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Analogamente, mostra-se que d(zy, , T,) <

Wl ™

Assim,

€

A, B) < (T, 7)) + g + d(2n,, 7)
€

€
4o+

3 3 3
€, paratodo m,n > N.

3.3.1 Completude do Espaco de Hausdorff

Nesta subsegao, serao apresentados alguns resultados a partir dos quais seré possivel
concluir que (H(X),h) é um espago métrico completo, no caso em que (X, d) for um

espago métrico completo.

Lema 3.5 Seja (X,d) um espago métrico completo e {A,} uma sequéncia de Cauchy de

pontos de H(X). Entao o conjunto

A= {JZ < X; existe uma sequéncia de Cauchy {ZL“n} de pontos de An, tal que {a:n} converge para x}

¢ diferente de vazio.

Demonstragao. Mostraremos a existéncia de uma sequéncia de Cauchy {a;}, de pontos

de A;, em X.

Como {A,,} é uma sequéncia de Cauchy em (H(X),h), entao existe uma sequéncia

positiva de inteiros Ny < Ny < --- < N, < ---, tal que

1
h(Anm, An) < 20" VYm,n > N;.

1
Assim, escolha zn, € An,. Neste caso, como h(An,, An,) < 2 entao

1
max{d(ANnANz)’ d(AN27 AN1)} < 5

1
LOgO, d(ANlaANg) < 5
Além disso,
d(AN17AN2) = mal‘{d(l') ANQ); S AN1}

e xy, € Ay, de modo que d(zn,, An,) < 5> ou seja,

. 1
min{d(zn,,y);y € An, } < 5
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Sendo Ay, um conjunto compacto, entao existe zy, € Ay,, tal que

d(xN17xN2) = min{d(xNu y); RS ANQ}'

Logo, dado xy, € An,, encontramos xy, € Ay,, tal que

1
d(xn,, Tn,) < 3 (1° passo da indugao que faremos!)
Assuma que temos uma sequéncia finita de elementos zy, € An,;;i = 1,2,--- , k,
para os quais
1
d(zn,_,,zN,) < =—. (Hipotese de indugao)

9i—1
i 1 P
Entdo, como h(Ay,, An,,,) < o5 ¢ TN € Ay, , com um raciocinio analogo ao

primeiro passo, podemos encontrar ry,., € An,,,, tal que

d(xNk7Nk+1) < ?

Assim, pelo principio da indugao finita, podemos encontrar uma sequéncia infinita

1
{xNi € Ay,, tal que d(zy,, 7n,,,) < 5} ‘

Agora, resta apenas mostrarmos que {zy, } ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, para,

finalmente, usarmos o Lema da Extensao.

o0
: : 1 . -
Dado € > 0, como a série geométrica E 5 € uma série convergente, entao existe
i=1

um indice N, tal que
o0
1
Z E < €.
i=Ne

Assim, para todo n > m > N, temos que

d(me’ an) < d(anm me+1) + d(me+17me+2> +oeee d('anfl’ an)

1 1 1
2_m+2m+1 2n—1
< S
Ly
i=N¢
< €.

Logo, {zx,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, em que cada zy, € Ay,.

Pelo Lema 3.4 (Lema da Extensao), existe uma sequéncia de Cauchy {a;} em (X, d)
tal que a; € A; e ay, = zy,. Como (X,d) é um espago métrico completo, segue que
lima; =z € X.

1— 00

Logo, por definicao, x € A e, consequentemente, A # (). |
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Lema 3.6 Seja (X,d) um espago métrico completo e {A,} uma sequéncia de Cauchy de

pontos de H(X). Entao o conjunto A, como definido no Lema 3.5, é fechado.

Demonstragao. Suponha que {a;} ¢ uma sequéncia de pontos tais que a; € A e lim a; = a.
1— 00

Vamos mostrar que a € A e, consequentemente, que A é fechado, pois, neste caso, A = A.

Para cada ¢, como a; € A, entdo existe uma sequéncia {xz;,} de pontos de A, tal

que
lim z;, — a;.
n—oo
Como lim a; = a, existe uma sequéncia crescente e inteiros positivos {N;}2,, tal
1—00
que
1
dlay,,a) < —.
)
, . . N . 1
Além disso, existe uma sequéncia de inteiros {m;} tal que d(zn, m,;,an,) < —.
)
Assim,
2
d(xNi,mm a) < d(xNiymm a’Ni) + d(aNi’ CL) < Z (35>
Definindo ¥y, := TN, m,, temos que yy,, € A, e lim y,,, = a, pois segue de 3.5 que
71— 00

Ym, fica tao proximo de a quanto desejamos.
Pelo Lema da Extensao, {y.,, } pode ser estendida para uma sequéncia convergente

{z:}, em que z; € A; e 2y, = Ym,. Como lim y,,,, = a, entdo lim z; = a.
1—00 1—00

Portanto, a € A e, consequentemente, A é fechado. |

Lema 3.7 Seja K um conjunto compacto em (X,d). Entao, K + € € fechado em (X, d).

Demonstragao. Seja p € K + e. Logo, existe uma sequéncia {y;} de pontos de K + €,

tal que lim y; = p. Assim, dado J > 0 arbitrario, existe N; tal que
1— 00

d(yi,p) <0,

para todo 7 > Nj.
Como cada y; € K + €, entdo existe z; € K tal que d(y;, z;) < €, para todo i > V.

Sendo K compacto, entdo a sequéncia {z;} admite uma subsequéncia {z;, } conver-
gente. Como (X, d) é um espago métrico, entao ele ¢ de Hausdorff e, consequentemente,
todo conjunto compacto é fechado, ou seja, K ¢ fechado. Logo, {z;, } converge para um

ponto ag € K. Assim, existe N; tal que d(z;,,a0) < 0, para todo i > Ns.
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Seja N = max{Ni, No}. Entdo, para todo i, k > N, temos que

d(CLOap) < d(a()? xlk) + d(xlm yik) + d(yik7p)
< d+e+d.

Portanto, d(ag,p) < €+ 26, para todo § > 0, de modo que devemos ter d(ag,p) < €,
pois, caso contrario, se d(ag,p) > €, entdao 0 < d(ag,p) — € < 20, para todo 6 > 0, o que é

uma contradicgao.

Entao, como d(ag,p) < €, seque que p € K + €. Portanto, K + ¢ C K + €, o que
implica em K 4+ ¢ = K + €. Logo, K + € é fechado. |

Lema 3.8 Seja (X, d) um espago métrico completo, {A,} uma sequéncia de Cauchy de
pontos de H(X), e A um conjunto como definido no Lema 3.5. Entao, para todo € > 0,
existe N tal que para todon > N, A C A, + e.

Demonstracao. Dado ¢ > 0, como {4,} é uma sequéncia de Cauchy em (H(X),h),
temos que existe um N tal que h(A,,, A,) < €, para todo m,n > N.

Agora, consideremos n > N. Entao, para todo m > n, temos que A,, C A, +¢, pois
h(An,, Ay) < €.

Precisamos mostrar que A C A, + €. Para tanto, tome um a € A.

Temos que existe uma sequéncia {a;} tal que a; € A; e lim a; = a. Desta forma,
11— 00
podemos assumir N suficientemente grande de modo que para todo m > N, d(a,,a) < €.

Como A,, C A, +e€ea, € A, segue que a,, € A, + €.

Assim, o fato de que a,, € A, + ¢, para todo m > N, lima; = a e que A, +¢€ ¢
1— 00

fechado, pois A,, é compacto, nos leva a concluir que a € A,, + €.

Portanto, A C A,, + €, para n suficientemente grande. |

Definigao 3.13 Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). Dizemos que S
¢ totalmente limitado se, dado € > 0, existe um conjunto finito de pontos {yi,...,yn} C S,
tal que para todo x € S,d(x,y;) < €, para algum y; € {y1,...,yn}. Este conjunto de pontos

{Y1,.-.,yn} recebe o nome de € - rede.

Em outras palavras, S é totalmente limitado se existe uma colegao finita de bolas

de raio €, centradas em pontos de S, os quais formam uma cobertura de S.

Teorema 3.10 Seja (X,d) um espago métrico completo. Seja S C X. Entao, S €

compacto se, e somente se, S € fechado e totalmente limitado.
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Demonstragao. (<=) Suponha que S é fechado e totalmente limitado. Seja {z;} uma
sequéncia infinita de pontos de S. Como S é totalmente limitado, existe uma colecao
finita de bolas fechadas de raio 1 tal que S esta contido na uniao dessas bolas. Logo, uma

das bolas, digamos By, deve conter infinitos termos da sequéncia {z;}.
Escolha um indice N tal que zn, € B;.
Afirmagao: By NS é totalmente limitado.

De fato, como S é totalmente limitado, dado ¢ > 0, existe um conjunto fi-
nito de pontos {yi,...,y,} C S, tal que para todo x € S, d(z,y;) < €, para algum
vi € {y1,...,Ym}. Como B; NS C S, considere 0s pontos Ya,,...,Ys, pertencentes
ao conjunto {yi,...,yn}, tais que para todo x € By NS, d(z,ya,) < €, para algum
Yo € {Yars-- s Yart € {y1,-..,Ym}. Desse modo, obtemos uma ¢ - rede para By NS e,

portanto, By NS é totalmente limitado, mostrando, assim, nossa afirmagao.

Sendo By N S totalmente limitado, podemos cobrir B; NS por um conjunto finito
1
de bolas fechadas de raio —. Novamente, uma dessas bolas, digamos By, contém infinitos
termos de {z;}. Escolha Ny de modo que zy, € By e Ny > Nj.

Repetindo indefinidamente este processo, construimos uma sequéncia encaixante de
bolas fechadas tais que
BiDB D---DB,D---,

.1 . o
em que B, tem raio onD) © Uma sequéncia de inteiros {N;}2,, tal que zn, € B;.

Afirmagao: {xy, }i2,, que é uma subsequéncia da sequéncia original {x,}, é uma sequéncia

de Cauchy em S.

De fato, para cada i , temos que se a,b € B;, entao

d(a,b) < d(a,c;) + d(c;, b),

em que ¢; é o centro de B;. Portanto,

d(a,b) < 9i—1 ™ 9i-1  9i-1°

Assim, dado € > 0, considere N, tal que < e

2N1—1

Desse modo, para todo N,,, N,,, > Np, temos que zy,, Ty,, € By, €
d(l’Nn,l‘Nm) < W < €.

Portanto, {xy,} € uma sequéncia de Cauchy em S, mostrando, assim, nossa afirma-

Gao.
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Como S ¢ fechado e X ¢é completo, entao S é completo. Logo, {xy,} converge para
um ponto z € S e, portanto, temos que S é compacto, uma vez que é sequencialmente

compacto.

(=) Suponha que S é compacto e seja € > 0. Suponha, também, que nao exista uma
e-rede para S, ou seja, que S nao pode ser coberto por uma colecao finita de bolas de raio

€, centradas em pontos de S.

Escolha 21, um ponto arbitrario de S. Como S ¢ B(x1,€), escolha xo € S— B(x1,€).
Da mesma forma, como S ¢ B(x1,€) U B(xg,€), escolha x3 € S — B(x1,€) U B(xg,€).
Repetindo indefinidamente este processo, construimos uma sequéncia infinita {x,} de

pontos de S, tais que d(z;, ;) > €, para todo i # j.

Portanto, a sequéncia {z, } ndo pode ter uma subsequéncia convergente, contrariando
o fato de S ser compacto. Logo, dado € > 0, existe uma e-rede para S, ou seja, S é

totalmente limitado.

Finalmente, como todo conjunto compacto em um espago métrico (X, d) é fechado,
entao S é fechado. |

Lema 3.9 Seja (X,d) um espago métrico completo e {A,} uma sequéncia de Cauchy
de pontos de H(X). Entao, o conjunto A, como definido no Lema 3.5, é um conjunto

totalmente limitado.

Demonstragao. Suponha que A nao seja totalmente limitado. Entao, para algum e > 0
nao existe uma e-rede finita. Desse modo, podemos encontrar {z;}°, em A, tal que

d(z;,z;) > €, para i # j. Mostraremos que isso resulta em uma contradigéo.
€
Segue do Lema 3.8 que existe n suficientemente grande tal que A C A, + 3 Entao,

€
para cada z;, existe um correspondente y; € A, tal que d(z;,y;) < 3"

Como A,, é compacto, alguma subsequéncia {y,, } de {y;} converge. Logo, podemos
encontrar pontos na sequéncia {y,,} tao proximos quanto desejarmos. Em particular,

€
podemos encontrar dois pontos y,, € yn, tais que d(y,,, yn;) < 3 Mas, entao,

d(xnﬂ y”z) + d(ynﬂ yn]) + d(ynj ) xn]-)
< € + € + €
3 3 3

€,

IN

d(x,,, Ty, )

o que é uma contradigao!

Assim, A é totalmente limitado.
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Corolario 3.1 Seja (X,d) um espago métrico completo e {A,,} uma sequéncia de Cauchy
de pontos de H(X). Entao, o conjunto A, como definido no Lema 3.5, é compacto e,

consequentemente, A € H(X).

Demonstracgao. Segue do Lema 3.6, Teorema 3.10 e Lema 3.9. |

Lema 3.10 Seja (X, d) um espago métrico completo, {A,} uma sequéncia de Cauchy de
pontos de H(X) e A, como definido no Lema 3.5. Entao,

lim A, = A.

n—oo
Demonstragao. Como, pelo Corolario 3.1, A € H(X), pelo Lema 3.8 e o Lema 3.3, a
demonstragao que lim A; = A estara completa se mostrarmos que para todo € > 0, existe
N, tal que

A, CAte VYn>N. (3.6)

Note que do Lema 3.8, segue que dado € > 0, existe N, tal que A, C A+¢, Vn > N.
Dessa forma, o Lema 3.8 e o Teorema 3.10 garantem que A, C A+ee A C A, +¢, 0
que implica h(A,, A) < €, para todo n > N. Portanto, se 3.6 é satisfeita, temos que
lim A,, = A.

Para mostrar 3.6, considere ¢ > 0 e encontre N > 0, tal que
€
h(An, An) < 5 bara todo m,n > N. Observe que como {A,} é sequéncia de Cau-
chy, tal N existe.

Agora, seja n > N. Vamos mostrar que A, C A +e.

Seja y € A,. Existe uma sequéncia crescente de inteiros {IV;} tal que

n<N <Ny<--- <Np<---

€

e, para todo m,n > N;, A,, C A, + SR

Temos que A,, C A+e¢€. Como y € A, entao existe um xy, € Ay, tal que

€
d(ya ale) S ?

Analogamente, como xy, € A, , existe um ponto zy, € An,, tal que

€

d('rN17‘TN2) < 93"

Dessa forma, podemos encontrar uma sequéncia ry,, Tn,, Ty, - -, tal que zy; € Ay,
€
e d(Tn, Tn;, ) < e
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Usando a desigualdade triangular repetidas vezes, para todo indice j temos que

d(y7xn]') < d(yvxm) + d(xNUCENz) +oeet d<XNj717 :CNj)
e,

22 T 93 9j+1
=1
< € sz—l-l
k=1
G
= 5

Além disso, {zy,} ¢ uma sequéncia de Cauchy, pois

d(an7 ':I:Nm) S d(':ENn? ngm—O—l) + e + d(me—l ? wN'm)
€ €
S ot T aom

VAN
@)
R
(e
o)
il
Bl
N~

Assim, dado A > 0, basta tomar N, tal que 2—2 < A. Desse modo,
d(zn,rN;) <A,
para todo N;, N; > Nj,.

€

Da maneira como n foi escolhido, cada Anj Cc A, + 5

€
Uma vez que {zy,} converge para um ponto x, como A, + 5 é fechado, concluimos
€ €
que r € A, + 3" Mais ainda, como d(y, z,,) < 5 para todo j, e como {wy,} converge
€
para r, entao existe um indice N; tal que d(z,;,r) < 7
Logo,
+

d(ya ZL‘) < d(y, l'nj) + d(l’nj, ZL‘) < = €.

DN ™

Assim, mostramos que y € A + €, ou seja, A, C A+ ¢, para todo n > N. Portanto,

como observado anteriormente, lim A,, = A.

Teorema 3.11 Seja (X,d) um espago métrico completo. Entao, (H(X),h) € um espago

métrico completo.

Demonstracao. Para mostrar que (#(X), h) é completo, no caso em que (X, d) é um

espaco métrico completo, precisamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy desse espaco
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converge para um ponto de (H(X), h). Para tanto, tome {A,} uma sequéncia de Cauchy

de pontos de H(X). Do Lema 3.10, segue que
lim A, = A,

n—oo

sendo

A= {.CE € X; existe uma sequéncia de Cauchy {xn} de pontos de An, tal que {a:n} converge para QZ}

Do Corolario 3.1, segue ainda que A € H(X), o que conclui a demonstragao que

(H(X),h) é um espago métrico completo.
]

3.3.2 Contracdes no Espaco de Hausdorff

Neste capitulo, serao explorados alguns resultados importantes envolvendo aplicagoes
de contracao e o Espaco de Hausdorff e seré apresentado o conceito de sistema de funcoes

iteradas.

Os conceitos topologicos que serao abordados neste capitulo permitirao também

apresentar uma formalizagao da ideia de fractal e também sao encontrados em [6].

Lema 3.11 Seja w : X — X wuma contragao em um espago métrico (X,d). Entao,

w(H(X)) C HX).

Demonstragao. Seja A € H(X). Logo, A é um subconjunto compacto de X. Como w é

uma contragao, entao w é uma aplicagao continua. Logo, w(A) é um conjunto compacto
em X, ou seja, w(A) € H(X). Portanto, w(H (X)) C H(X).

Lema 3.12 Seja w : X — X uma contragao sobre um espago métrico (X, d) com fator
de contragao s. Entao, w: H(X) — H(X), dada por w(B) = {w(z);x € B}, para todo
B € (X,d), é uma contragio sobre (H(X),h), com fator de contragao s.

Demonstracao. Sabemos que w é continua em (X, d) e que w(H(X)) C H(X).
Agora, sejam B,C € H(X). Entao,
d(w(B),w(C)) = maz{d(w(b),w(C));b € B}
= maz{min{d(w(b),w(c));c € C};b € B}
< max{min{s-d(b,c);c € C};b € B}
(b

)
);ce C};be B}

s - max{min{d(b, c

s-d(B,0).
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Portanto, d(w(B),w(C)) < s-d(B, C) e, analogamente, d(w(C), w(B)) < s-d(C, B).
Assim,

Ww(B), w(C)) = max{d(w(B),w( )) ( (C), w(B))}

< max{s-d(B,

(B

)-

s - max{d

s-h(B,C
|

Lema 3.13 Seja (X,d) um espago métrico. Se B,C € H(X), com B C C, entio
d(z,C) < d(x,B), para todo x € X.

Demonstracao. Temos que d(z, B) = min{d(x,b);b € B}. Como B € H(X), entao
existe um by € B, tal que d(x,by) = min{d(x,b);b € B}.

Agora, d(z,C) = min{d(z,c);c € C} e, assim, d(x,C') < d(z,c), para todo ¢ € C.
Em particular, como by € B C C, segue que

d(z,C) < d(x,by) = min{d(z,b);b € B} = d(z, B).

Portanto, d(z,C) < d(z, B).
|

Lema 3.14 Seja (X,d) um espaco métrico. Se A,B,C € H(X), com B C C, entio
d(A,C) <d(A, B).
Demonstracao. Temos que d(A, C) = max{d(a,C);a € A}.
Segue do Lema 3.7 que d(a,C') < d(a, B), para todo a € A. Assim,
d(A,C) = max{d(a,C);a € A}

< max{d(a,B);a € A}
— d(A,B).

Lema 3.15 Seja (X, d) um espago métrico completo. Para todo B,C,D,E € (H(X),h),
temos
h(BUC,DUE) <max{h(B,D),h(C,E)}.
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Demonstracao. Por defini¢ao, temos que
h(BUC,DUE)=maz{d(BUC,DUFE),d(DUE,BUC)}.

Do Lema 3.2, segue que

maz{d(BUC,DUE),d(DUE, BUC)} = mazx{maz{d(B,DUE),d(C,DUE)};maz{d(D,BUC),d(E,BUC)}}.

Agora, observe que D C DUFE;BC BUC;ECDUFEe(C C BUC.

Assim, segue do Lema 3.13 que d(B,D U FE) < d(B,D); d(D,BUC) < d(D, B);
d(C,DUE) <d(C,E)ed(E,BUC) <d(E,C).

Logo,

h(BUC,DUE) max{max{d

IA

D),d(C, E)},maz{d(D, B),d(E, C)}}
D),d(D, B)}, maz{d(C, E),d(E,C)}}
E)

(B,DUE),d(C,DUE)},max{d(D,BUC),d(E,BUC)}}
max{max{d(B,
= mazx{max{d(B,

), h

= mazx{h(B,D),h(C, E)}.

Lema 3.16 Seja (X,d) um espago métrico. Sejam {wp;n =1,2,..., N} contragdes sobre
(H(X),h). Vamos denotar por s, o fator de contragao de w,, para cadan =1,... N.
Defina W : H(X) — H(X) por

W(B) = wi(B)Uwy(B)U---Uw,(B)

N
= Uuw
n=1

Entao, W € uma contragao sobre (H(X),h) com fator de contra¢ao dado por

s=max{s,;n=1,...,N}.

Demonstracgao. Faremos por indugao finita.

Para N = 2, temos que para todo B,C € H(X),

h(W (B), W(C)) = h(w(B) Uws(B), w;(C) Uws(C)).

Pelo Lema 3.15, temos que

h(wy(B) Uwy(B), w1 (C) Uwe(C))

IN

maz{h(wi(B), w:(C)), h(wz(B), ws(C)}
max{sih(B,C), ssh(B,C)}
s-h(B,C), onde s = max{sy, s2}.

IN

IN
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Portanto, h(W(B),W(C)) < s-h(B,C).
Suponhamos que o resultado seja valido para n = k e vamos demonstra-lo para
n==k+1.
Para todo B,C € H(X), temos:
h(W(B),W(C)) = h((wi(B) U Uwp(B)) U ws(B), (wi(C) U Uw(C)) Uwisa (C)
< maz{h(wi(B)U - Uwg(B),wi(C)U- - Uwg(C)), h(wi1(B), we1(C))}

como consequéncia do Lema 3.15.

' ~Sendo s = max{sy,...,sr} e s = max{s, ..., spi1}, entdo segue da hipotese de
inducao que:

maz{h(w1(B) U --Uwg(B),w1(C)U---Uwg(C)), M(wi+1(B),wr+1(C))} < mazx{s’ - h(B,C),sk4+1-h(B,C)}
< maz{s-h(B,C)}
< s-h(B,0),
Portanto, h(W(B), W(C)) < s-h(B,C).
N
Logo, W(B) = U W, (B), para todo B € H(X), é uma contragao sobre (H(X), h).
n=1

Definigao 3.14 Um sistema de fungées iteradas (S.F.1.) consiste de um espa¢o métrico
completo (X,d) juntamente com um conjunto finito de contragoes w, : X — X, sendo

Spy,n=1,--- N, 0s respectivos fatores de contrac¢ao.
Notagao: {X;w,,n=1,2,...,N} e seu fator de contracao é s = max{sy,..., Sy}

Teorema 3.12 Seja {X;wp,n=1,2,...,N} um S.F.I. com fator de contracio s. Entdio
a transformagao W : H(X) — H(X), definida por

para todo B € H(X), € uma contragdo sobre o espago métrico completo (H(X),h), com

fator de contracao s, ou seja,
B(W(B), W(C)) < s - h(B,C).

Mais ainda, seu tunico ponto firo, A € H(X), satisfaz a condi¢do

N

A=w(A) = Juwa(4)
n=1
e € dado por
A= lim Wk(B),

k—o0

para qualquer B € H(X), onde WE =W oWo---oW (k vezes).
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Demonstracao. Consequéncia do Lema 3.16 e do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Definigao 3.15 O ponto fizo A € H(X), descrito no Teorema 3.12, recebe o nome de
fractal.
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4 Aplicacdo na teoria de compressao

de imagens

Neste capitulo, serd apresentada a ideia do método de compressao de imagens
chamado sistema de funcoes iteradas, cuja ideia é aproximar uma imagem fazendo uso de

figuras geométricas semelhantes, tendo como base o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Para explicar este processo, serd tomado como exemplo o chamado Tridngulo de

Sierpinski, um exemplo de fractal geométrico.

Os fractais deterministicos, conhecidos como fractais geométricos, sao subconjuntos
gerados recursivamente por sistemas de fungoes iteradas e possuem a caracteristica da
autossimilaridade, que significa que uma parte qualquer do fractal se assemelha a uma

parte maior (ou ao fractal inteiro).

Deste modo, iremos apresentar, inicialmente, algumas caracteristicas deste fractal
e o processo para reproduzi-lo a partir de um Triangulo de Sierpinski inicial. Depois,
veremos como ¢é possivel construi-lo a partir de um conjunto compacto qualquer, por meio
de um processo que se fundamenta na convergéncia garantida pelo Teorema do Ponto
Fixo de Banach. Por fim, sera detalhado o procedimento para a construgao deste fractal

utilizando-se o software Geogebra, tendo como inspiracao as ideias apresentadas em [7].

4.1 O Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski, apresentado na Figura 7, é um exemplo de fractal

geométrico que foi objeto de estudo do matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969).

Figura 7 — Triangulo de Sierpinski
Fonte: do autor.
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Podemos levantar o seguinte questionamento: como este fractal pode ser armazenado
na memoria de um computador de uma maneira econdmica garantindo-se a qualidade de

sua resoluc¢ao?

Uma maneira é armazena-lo em um programa que permita reconstrui-lo sempre
que necessario. Para tanto, precisamos compreender, primeiramente, o que caracteriza

este objeto geométrico.

Como indicado na Figura 8, podemos observar que o Triangulo de Sierpinski é
formado por uma reuniao de trés copias reduzidas de si mesmo, que possuem metade de

sua largura e altura.

Vi

3 copias

'\f

metade do comprimento
do lado original

Figura 8 — Autossimilaridade do Triangulo de Sierpinski.

Fonte: do autor.

Considerando o comprimento de sua base igual ao de sua altura, podemos escolher
eixos com origem no canto inferior esquerdo do Tridngulo de Sierpinski e unidades nos

eixos tais que a base e a altura tenham ambos comprimento 1.

Assim, a partir de um Triangulo de Sierpinski, é possivel construir outro realizando

0s seguintes passos:

e 12 passo: reduza o Triangulo de Sierpinski para metade do seu tamanho, a partir do seu

vértice inferior esquerdo.

1
Observe que o lado do tridangulo obtido neste primeiro passo é uma contragao de 3

do lado do triangulo original.

Assim, estamos considerando a seguinte transformacao de R? em R?:

e = (3.2).
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e 22 passo: construa uma segunda copia do Tridngulo de Sierpinski obtido no primeiro

passo e coloque-a a direita.
Neste segundo passo, o lado do triangulo obtido continua sendo uma contracao
de = do lado do triangulo original e, além disso, o triangulo é transladado por um vetor
1
(39)

Dessa forma, a aplicagao de contracao a ser considerada é a seguinte:

Jx%w:<f+39>.

2 272
e 32 passo: construa uma terceira copia do Triangulo de Sierpinski obtido no primeiro
passo e coloque-a no topo.

Por fim, temos que o lado do tridngulo obtido neste terceiro passo permanece sendo

uma contracao de — do lado do triangulo original e, além disso, é transladado por um

; 11
vetor | —, = | .
472

Assim, podemos considerar a seguinte aplicagao:

z 1wy 1
T3(z,y) = (§+Z7§+§>

Deste modo, o resultado final do processo ¢é igual ao Triangulo de Sierpinski original,

ou seja, o Triangulo de Sierpinski é o ponto fixo do processo.

4.2 Aplicacdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Observe que, de fato, as aplicagoes 11, Ty e T3, apresentadas anteriormente e
definidas em R2, sdo contracoes, conforme visto no Exemplo 2.10. Mais ainda, a partir das
observagoes realizadas, temos que o conjunto de contragdes {74, T, T3} compoe o S.F.1I.
associado a construgao do Tridngulo de Sierpinski, pois, sendo S o Triangulo de Sierpinski,

temos que
S =Ti(S) UTu(S) UTs(S).

De fato, considere a aplicacao

W: R? — R?

Do Lema 3.16, seque que W é uma contragao. Entao, como (H(X),h) é um espago

métrico completo, conforme demonstrado no Teorema 3.11, e W é uma contracao, segue
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do Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 2.1) que W possui um tnico ponto fixo, o

qual, como observado anteriormente, é o Triangulo de Sierpinski.

Os dois exemplos a seguir, apresentados nas Figuras 9 e 10, apresentam algumas

iteracoes do processo a partir de conjuntos compactos distintos.

ﬂfé.qa m
ii%i& A
?’:'w '1 ’#'
.,.tmﬂ.,.g‘é’m.,.efm,fm;
b;

Figura 9 — Pentagono By e suas cinco primeiras iteragoes.
Fonte: do autor.
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Figura 10 — Logo UNIFAL - MG Uy e suas cinco primeiras iteragoes.

Fonte: do autor.

Continuando este processo indefinidamente, obteriamos uma sequéncia infinita de
conjuntos {C, }, com C,, 1 = W(C,,), a qual parece convergir rapidamente para o Triangulo

de Sierpinski.
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De fato, como apontado em [8], nossos olhos nao conseguiriam distinguir C1y do
Triangulo de Sierpinski. Dessa forma, o programa de reconstrucao da nossa imagem pode
simplesmente poduzir Cy e, se caso uma resolucao melhor fosse necessaria, o mesmo
programa pode ser utilizado para produzir Cy ou Cj5g, por exemplo. Assim, o mesmo

programa pode reconstruir este fractal com uma precisao arbitraria.

Matematicamente, essa ideia pode ser compreendida a partir da observacao de que
sendo dy(B1, By) a distancia de Hausdorff entre os subconjuntos B; e Bs, a expressao
dy(B1, B2) < € nos indica que se nossos olhos tiverem uma precisao de €, eles nao
conseguirao distinguir B; de By. Mais precisamente, dy(B1, By) < € significa que para
cada ponto P de Bj existe um ponto @) de B, tal que d(P, Q) < € e, a0 mesmo tempo,
para cada ponto P’ de Bj existe um ponto @’ de B; tal que d(P', Q") < ¢, sendo d a

métrica usual em R2.

4.3 Construcdo do fractal no Geogebra

Nesta secao, serda apresentado o passo a passo da construcao do Triangulo de
Sierpinski no Geogebra, utilizando o sistema de fungoes iteradas apresentado anteriormente.

Além do Geogebra, também sera utilizado o software GIMP, um editor de imagens gratuito.

Para fazer essa construcao, primeiramente iremos alterar as dimensoes da imagem
que sera utilizada, deixando-a em um formato quadrado. Para tanto, inicialmente abra a

imagem desejada no GIMP, conforme apresentado na Figura 11.

iva fditar Selecionar Visusfzar |magem Comada Cgres Fersmentw il lanels  Ajuds
I, b I e, iz Isee, Jom | =3

v |

ey

Figura 11 — Imagem no GIMP.
Fonte: do autor.

Para redimensiona-la, no Menu Principal do GIMP, selecione Imagem e, em seguida,

Redimensionar imagem (Figura 12) .
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it [logo-unifal-nommall (importada)-36.0 (cor RGE, 1 camada) 7911629 - GIMP

Arquive  Editar  Selecionar  Visualizar
B_lm 'R AT T L E Duplicar
Meode

Transformar

B, Tamanho da tela de pintura...

Ajustar tela &s camadas
Ajustar tela & selegdo

Tamanho para impressdo...

Redimengicnar imagem...

-1.|I|I|IJI|n1.|IJ

sl [E

oo

I I I |

& Cortar para a selegio

Cortar gutomaticamente
Cortar Com Cyidado

Combinar camadas visfveis...
Achatar Imagem

==

Alinhar camadas yisivess...
Guias

fifl Configurar grade...

) Propriedades da imagem

(=1 calwl

al

Imagem Camads Cgres Ferramentas

(Altera o tamanho da imagem, re-calculando os poels.

Ctri+M

Alt+Enter

Filtros  Janelas  Ajuda

Cid+D POy L, 1590 L 18

Pressione F1 pora mais gludg

Figura 12 — Ferramenta para redimensionar a imagem no GIMP.

Fonte: do autor.

Altere a largura e a altura, de modo que fiquem com o mesmo tamanho, e clique

em Redimensionar, conforme Figura 13.

4 Redimensionar imagem

.\,. Redimensionar imagem
[loge-unifal-normal] importada)-36

X

Resolugéo X: | 72,009 3
Resolugdo Y: | 72,009 :

Qualidade

Interpolagdo: Ciibica

El1L]
L= 4

pixelsfin

Ajuda

O] o [

Figura 13 — Alterando as dimensoes da imagem no GIMP.

Fonte: do autor.

Agora, defina o nome do arquivo e o local em que ele sera salvo (Figura 14 ).

Note que ele foi exportado como arquivo PNG.
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.

ata Exportar imagem
Nome: Iago—unifal.png|

Salvar na pasta 4 I~ matematica-p088426 | [ Desl

Figura 14 — Exportando a imagem obtida.
Fonte: do autor.

Agora, abra um arquivo novo no GeoGebra e selecione a ferramenta Inserir imagem,
conforme Figura 15. Depois, clique na Janela de Visualizagao e escolha a imagem no

formato quadrado que que foi redimensionada a partir dos passos anteriores.

:,"' GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

% AU~ S >®@-&\,

* Janela de Mgeura * Janela de Visualizagao

lv fav | i Cw

L] :
7 InserirImagem

-\/ Caneta

! \‘-/ Fungdo a Mao Livre

1.2 4

a=h Relacao

08 U Inspetor de Fungbes

Figura 15 — Inserir imagem no Geogebra.
Fonte: do autor.

Clique com o botao direito do mouse sobre a figura e selecione Propriedades
(Figura 16).

—
Imagem fig1
“.| Exibir Objeto
I3 Definir como Objeto Auxiliar
Fixar Objeto
#  Posigio Absoluta na Tela
[%] Renomear

4 Apagar

Universidade F Alfenas

Figura 16 — Sele¢ao das propriedades da imagem.
Fonte: do autor.
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Na aba Posigao, coloque as coordenadas (0,0) para o canto 1 e (1,0) para o canto

2, conforme Figura 17.

£ Preferéncias - Fractal-UNIFAL.ggh

THeEEY

- 'Tagl;’: Basico Cor Estilo] Posicio | avancado Programacio
41 Canto 1: |(0, 0) ~
C3 Canto 2 [(1,0) w
11 Canto 4: v

[[] Posicao Absoluta na Tela

Figura 17 — Configuracao da posi¢ao da imagem no Geogebra.
Fonte: do autor.

Observe que a figura ficou inserida num quadrado imaginario de lado 1 cujo vértice

inferior esquerdo se encontra na origem dos eixos coordenados (Figura 18).

= Jansla de Visualizagao

LEls

oe

[ ]

04
02
"
=]
[ az

nifal

[E] =E.] [

0.4 o2

Figura 18 — Imagem no Geogebra.
Fonte: do autor.

Crie um Controle Deslizante, chame-o de i, com intervalo variando de 0 até 7 e

incremento 1, conforme mostra a Figura 19.
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Controle Deslizante
- Nome
®
asc)| a2 ’{)lilumaro :
7 () Angulo |
322 Controle Deslizante O Inteiro (] Aleatério (F9)
|7|I Caixa para Exibir | Esconder Objetos Intervalo  Controle Deslizante Anil‘nagéo
@l Inserir Botdo min: 0 max; 7 Incremento; 1
a=[1)| Inserir Campo de Entrada
- Aplicar Cancelar
Figura 19 — Criagao do controle deslizante.
Fonte: do autor.
Este controle deslizante sera responsavel por determinar as iteragoes. Assim,

definindo o limite superior do intervalo como 7, sera possivel visualizar sete iteragoes do

Processo.

Agora, vamos criar os vetores responséveis pelas translagoes de nossa construgao.

Para isso, no Campo de Entrada, defina os vetores v e v utilizando os seguintes

comandos:

(1/2) ~1i, 0)

o
Il

<
Il

Entrada: u=((1/2)*i,0) |

|_. —

(@2 ~ G+ 10,0/2) -

i).

| Entrada: v=((1/2)A(i+1),(1/2)*i) |

Figura 20 — Insercao dos vetores no campo de entrada do Geogebra.
Fonte: do autor.

Para uma melhor visualizagao, oculte os eixos, a malha e os vetores u e v.

Agora, no Campo de Entrada, defina:

L_O0= {Homotetia[figl, (1 / 2) ~ i, (0, 0)]}.

Manipulando o controle deslizante é possivel observar a acao da homotetia ! definida,

por meio da qual o tamanho da imagem é reduzido, preservando-se a proporcao de suas

dimensoes.

Na Figura 21, podemos visualizar o resultado obtido na primeira aplicacao da

homotetia, isto é, quando o valor atribuido ao controle deslizante é 1.

1

Para mais detalhes sobre o conceito de homotetia, sugerimos a leitura de [9].
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n
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1
-

[
=,
—r
- Ay
MG

Figura 21 — Acao da homotetia.
Fonte: do autor.

Agora, no Campo de Entrada, digite o seguinte comando para criar a Lista L;:
L_1=Concatenar[L_0,Transladar[L_O,ul],Transladar[L_0,v]].

Este comando servird como modelo para as proximas listas e sua funcao é unir as

trés transformacoes associadas a cada passo de uma determinada iteracao.

Nas propriedades da Lista L, acesse a aba Avancgado e insira a condicao ¢ > 1
(Figura 22).

9 | Se— d W — W . d =3
[' Janela de Algebra % | = Janela de Visualizagao
E)| &~ |

= Imagem

- figl
4 = Lista
| L, = {Imagem}

s L ,={image * I

- Kimero Listal, 7 Preferéncias - Fractal-UNIFAL.ggb
{ L@ =1 - G
= Vetor i Exibir Objeto I:I ‘ |I| | @ I@I ‘&f
b 0.5 # Habilitar Rastro '
{i . 03 Definir como Objeto Auiliar SO figl Bifaicn | Cor Esnl-rugramagao
Lo _ (02 = Lista Condigdo para Exibir Objeto(s)
| —Ov= ( 0.5 [l Renomear 2 Ly
| 4 Apagar N,
[ = Rliemerns Mnroe Nindmirac
[ I,,;: Propriedades .. I
I .

|
Figura 22 — Configuracao da Lista L;.
Fonte: do autor.



Capitulo 4. Aplicagcao na teoria de compressao de imagens 74

Semelhantemente, podemos criar a Lista Lo, copiando o seguinte comando no

Campo de Entrada:

L_2=Concatenar[L_1,Transladar[L_1, 2 u],Transladar[L_1,2 v]]

Em seguida, como realizado anteriormente em relagao a L, nas propriedades da

Lista Lo, acesse a aba Avancado e coloque a condi¢ao ¢ > 2.

Com um procedimento analogo ao utilizado para criar a Lista L, crie as listas Ls,

Ly, Ls, Lg e L7, cujos comandos sao dados por:

L_3=Concatenar[L_2,Transladar[L_2,4 u],Transladar[L_2,4 v]];
L_4=Concatenar[L_3,Transladar[L_3,8 ul] ,Transladar[L_3,8 vl]];
L_5=Concatenar[L_4,Transladar[L_4,16 u],Transladar[L_4,16 v]];
L_6=Concatenar[L_5,Transladar[L_5,32 u],Transladar[L_5,32 v]];
L_7=Concatenar[L_6,Transladar[L_6,64 u] ,Transladar[L_6,64 v]].

A condicao para aparecer cada lista Ly, serd i > k, em que 3 < k < 7.

Feito isso, basta manipular o controle deslizante e admirar o resultado, o qual sera
semelhante ao que foi apresentado nas Figuras 9 e 10, as quais representam cinco primeiras

iteracoes obtidas a partir do algoritmo descrito.
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5 Consideracoes finais

O método abordado neste trabalho produz imagens de alta qualidade, quando estas
possuem caréter fractal e pode ser adaptado para a compressao de imagens reais, como
mostra [10]. Todavia, o uso de S.F.I. para a compressao de imagens é uma atividade
computacionalmente intensiva e o processo de codificagao, ou seja, de transformar a
imagem em um programa que a reconstrua, desperta pouco interesse pratico. No entanto,
apesar de se tratar de um método experimental, a simplicidade da ideia e o seu potencial de
aplicacao fornece uma aplicacao interessante de conceitos topologicos, como o conceito de
espaco métrico completo, a ideia de compacidade, a distancia de Hausdorff, a continuidade

de aplicacoes e, em especial, o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

A realizacao deste estudo também proporcionou uma maior familiaridade com
conteudos trabalhados nas disciplinas mais relacionadas a area da Matemética Pura e um
maior contato com a linguagem matematica, permitindo um melhor aproveitamento dessas
disciplinas ao longo do curso e maiores condi¢oes de ingresso em um programa de pos
graduacao em Matemética, além de ter despertado um maior interesse para a realizacao

de pesquisa em Matematica.

Assim, além de permitir explorar a aplicagao proposta, o estudo dos conceitos mate-
méticos que fundamentam o método apresentado proporcionou uma melhor compreensao
da importancia de diversos contetidos estudados durante a graduacao, bem como a conso-
lidacao e a generalizacao desses conceitos, de forma a contribuir para a complementacao
da formacao matemaéatica proporcionada pelo curso de Licenciatura em Matematica da
Universidade Federal de Alfenas.
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