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Resumo

Os codigos corretores de erros visam identificar e, muitas vezes, corrigir interferéncias
que podem ocorrer durante a transmissao de uma mensagem através de um canal de
comunicagao. Ha codigos corretores de erros associados as sequéncias de DNA, que
podem ser identificados como palavras coédigo. Os codigos de bloco lineares BC'H sao
o foco deste estudo, que auxiliarao na localizacao de mutacoes em uma molécula de
DNA. Como a Algebra fornece ferramentas fundamentais para o desenvolvimento dos
algoritmos de codificagao e decodificacao, foi realizado um estudo tedrico de conceitos
algébricos, bem como biolégicos, mostrando como ocorrem alteragoes na sequéncia dos
nucleotideos do material genético, durante a divisao celular. O Algoritmo de Codificacao, ja
proposto na literatura, é detalhado passo a passo, com o auxilio do Magma Computational
Algebra System na realizacao das operagoes matematicas mais complexas, reproduzindo
uma sequéncia de DNA com 63 nucleotideos, escolhida aleatoriamente de um banco de
dados conhecido como NCBI. Com este estudo espera-se contribuir para a associagao
entre Biologia, Matemética e Engenharia, além de auxiliar no desenvolvimento de uma

metodologia para o diagnostico de doencgas e anélises de mutagoes.

Palavras-chave: Algebra. Cédigos Ciclicos. Estrutura do DNA. Cédigo BCH.



Abstract

Error correcting codes aim to identify and often correct interferences that may occur during
the transmission of a message through a communication channel. There are error correcting
codes associated with DNA sequences, which can be identified as code words. Linear block
codes like BC'H are the focus of this study, which will assist in locating mutations in a
DNA molecule. Since Algebra provides fundamental tools for the development of encoding
and decoding algorithms, a theoretical study of algebraic concepts, as well as biological
ones, was conducted, showing how changes occur in the sequence of nucleotides of genetic
material during cell division. The Encoding Algorithm, already proposed in the literature,
is detailed step by step, with the support of the Magma Computational Algebra System
in carrying out complex mathematical operations, reproducing a DNA sequence with
63 nucleotides, randomly chosen from a database known as NCBI. This study aims to
contribute to the association between Biology, Mathematics, and Engineering, as well as to

assist in the development of a methodology for disease diagnosis and mutation analysis.

Keywords: Algebra. Cyclic Codes. DNA Structure. BC'H Code.
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1 Introducdo

A utilizagao de sistemas de comunicacao digital em varias esferas tem impulsionado
o avanco de teorias matemaéticas, que servem de suporte as novas tecnologias digitais, as
quais integram a teoria da informagao. A partir da dissertacao de mestrado do matemético
Claude E. Shannon, intitulada A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits (1937),
se deu inicio ao que mais tarde seria considerada a teoria da informacao, possibilitando a
criagdo de modelos de codigos capazes de detectar e/ou corrigir erros em um sistema de
comunicagao [1|. Nessa mesma década, a teoria de codigos corretores de erros teve seu
inicio, impulsionada pelos estudos de Shannon, Golay e Hamming. Em 1948, Shannon
demonstrou que, por meio de uma codificacao adequada da informacao, era possivel
controlar os erros introduzidos por canais ruidosos, mantendo a taxa de transmissao

intacta, ficando conhecido como o "pai da teoria da informacao" [2], [3].

Desta forma, pesquisadores passaram a buscar familias de codigos eficientes e
conjuntos de sinais associados a esses codigos, além de delinear decodificadores eficazes
para os mesmos. Surge entao a teoria da codificagdao, a partir da busca por codigos
capazes de detectar e, se possivel, corrigir erros que possam surgir durante os processos
de transmissao e armazenamento de informagcoes em um sistema de comunicagao digital.
Esses codigos sao fundamentais em varias situagoes cotidianas, como na transmissao de

informacoes digitalizadas, sinais de televisao e navegagao na internet.

Nos sistemas de comunicacao e armazenamento, existem dois tipos de coédigos
corretores de erros amplamente empregados, denominados co6digos de bloco e cédigos
convolucionais. Os cédigos de bloco sao subdivididos em lineares e nao lineares. Os codigos
ciclicos constituem uma subclasse dos codigo de bloco lineares, destacando-se pela sua
eficdcia na deteccao de erros, sendo os codigos BC'H (Bose, Chaudhuri e Hocquenghem)

exemplos desses codigos de vital relevancia, os quais representam o foco deste trabalho.

E comum a utilizacao de modelos matematicos para explicar fendmenos naturais,
enquanto a Biologia tende a adotar abordagens mais experimentais para compreendé-los.
A melhor compreensao da vida é uma busca constante realizada por pesquisadores de
diversos paises, que procuram vincular o genoma de seres vivos com estruturas matematicas.
Todavia, um grupo de pesquisadores da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp)
e da Universidade de Sao Paulo (USP) encontraram uma relagdo mateméatica entre um
codigo numeérico e a sequéncia do DNA (acido desoxirribonucleico), ou seja, um codigo

matematico que transcreve a sequéncia de DNA [4], [5], [6].

Assim, ao perceberem que as bases nitrogenadas se organizam segundo uma logica

matematica, mutacoes podem ser detectadas, através de um algoritmo para geracao de



Capitulo 1. Introdugdo 9

sequéncias de DNA, que identifica e reproduz tais sequéncias, com o uso da codificagao.

A Algebra desempenha um papel fundamental no estudo do processo de transmissao
da informacao, fornecendo ferramentas para o desenvolvimento de algoritmos de codificagao
e decodificacao eficazes, garantindo uma transmissao confiavel da informacao e auxiliando
na detecgao e corregao de erros. O algoritmo para a construcao e geragao de codigos BCH
primitivos e nao primitivos sobre o anel Z,, usando extensoes de Galois, resulta na geragao
de palavras-codigo, que sao identificadas como sequéncias de DNA com uma diferenca em
nucleotideo (fita simples de DNA).

Com o avanco das pesquisas, espera-se que moléculas de DNA possam ser alteradas,
restabelecendo a funcionalidade normal, como a volta da producao de insulina pelo pancreas,
além de auxiliar na producgao de novos farmacos, melhoramento genético e biotecnologias

de maneira geral.

O Magma Computational Algebra System é um pacote de software projetado
para resolver problemas computacionalmente dificeis em &lgebra, teoria dos ntimeros,
geometria e combinatoria. O Magma ¢ distribuido pelo Grupo de Algebra Computacional
da Universidade de Sydney, sendo disponibilizado on-line gratuitamente no endereco:
http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/ [7]. O software foi utilizado nas operagoes que
demandam maior tempo, como o calculo dos polinémios minimais e no Passo 12 do

algoritmo, para encontrar a matriz R, que sera detalhada no Capitulo 3.

Deste modo, os objetivos deste trabalho se resumem em compreender conceitos
bésicos sobre genética, estudar estruturas algébricas de grupos, anéis, corpos e extensoes
de corpos, compreender os conceitos principais associados aos cédigos corretores de erros,
estudar as caracteristicas principais dos codigos BC'H, aplicar coédigos BC'H no estudo de

mutacoes genéticas e entender os passos do algoritmo para identificar sequéncias de DNA.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, na primeira secao,
sao revisados conceitos de Biologia, desde as células, divisao celular, produgao de proteinas
e mutacoes, bem como conceitos teéricos fundamentais referentes a Algebra na segunda
secao. Na terceira secao sao introduzidos os conceitos de codigos corretores de erros,
especialmente os codigos de bloco lineares BC'H, apresentando a construcao do codigo
C(6,3). No Capitulo 3 o Algoritmo de Codificagao é detalhado passo a passo, visando
localizar mutacoes na molécula de DNA, contando com o auxilio do Magma Computational
Algebra System nas operagbes matematicas mais complexas. Finaliza-se com as conclusoes

no Capitulo 4, seguidas das Referéncias.
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? Revisdo de Conceitos

Neste capitulo serao apresentados os principais conceitos tedricos fundamentais
utilizados neste trabalho, referentes a Biologia, & Algebra e aos Codigos Corretores de

Erros.

2.1 Conceitos Biologicos

Nesta se¢ao serao apresentados os principais elementos de Biologia utilizados, sendo
as principais referéncias [4], [6], [8], [9], [10], [11].

2.1.1 Celulas

A célula é uma unidade fundamental de diversos tamanhos e formas, presente em
todos os organismos vivos, sendo classificadas em procaridticas, as quais sao delimitadas
por uma membrana plasmaética, ndo possuindo um nucleo definido (material genético é
disperso no citoplasma) e eucarioticas, que estao presentes nos membros animais e vegetais,

cujo nucleo é definido e as organelas ficam dispersas no citoplasma, conforme Figura 1.

_ Complexo
golgiense

- Ribossomo
Mitocondria
Lisossomo

Nicleo

——Nucleoide

——Plasmideo

Cromossomo endoplasmitico

— | :

Figura 1 — Células eucariéticas e procaridticas.

Fonte: [22]

Moléculas pequenas transportam energia, transmitem sinais e se ligam para criar
macromoléculas. Para obterem a energia necessaria para a sintese de ATP (trifosfato de
adenosina), as células quebram as moléculas dos alimentos e, ao quebrarem as ligagoes de
ATP, liberam energia quimica, que pode ser empregada na maioria dos processos celulares,

como na contragao muscular.
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As proteinas estruturam as células e promovem grande parte das tarefas celulares,
sendo formadas a partir de, aproximadamente, 100 a 1000 aminoacidos, que sao compostos
por 20 tipos diferentes. As células mudam suas formas e se locomovem, permitindo a defesa
contra infecgdes, transportando nutrientes, reparando e cicatrizando lesoes. Comunicam-se
através do envio de sinais, que sao interpretados, gerando uma resposta, que vai desde a
diferenciagao em um tecido em particular até a sua morte que, por sua vez, pode ocorrer

em resposta a agressoes ou programagao interna (apoptose), evitando toxicidade pela
liberacao de constituintes celulares.

2.1.2 Ciclo Celular

O ciclo celular, como pode ser visto na Figura 2, é composto por quatro estagios, e
é caracterizado por uma série de eventos que preparam a célula para a divisao chamada
de mitose, que é um processo assexual. As células possuem capacidade de reproducgao,
sendo que os cromossomos e 0 DNA (4cido desoxirribonucleico) que carregam sao copiados
durante a fase de sintese (S). As células eucarioticas, diferente das bactérias, necessitam
de um tempo maior para crescer e se dividir, ao passo que esse controle permite um

equilibrio do crescimento de tecidos, possibilitando corre¢oes como substituicao de células
danificadas.
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_ e e -““-.\
== . ~ \
(Crescimento e
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Figura 2 — Ciclo celular.

Fonte: [23]

Na reprodugao sexuada (Figura 3) ocorre a produgao da terceira célula, a partir
da fusao de duas, contendo informacoes genéticas derivadas das parentais. Esse processo
ocorre através da meiose, reduzindo o niimero de cromossomos na preparagao, para entao

se fundirem posteriormente.
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H Cromossomas de
origem paterna

1 e 2~ dois pares
de cromossomas
homalogos

Cromossomas de
origem materna

Meiose
Reducéo

cromossomica

Figura 3 — Reproducao sexuada.

Fonte: [24]

2.1.3 Proteinas

As proteinas sao repeti¢oes de aminoacidos, podendo ter quatro tipos de estruturas:
priméria, secundaria, terciaria e quaternaria (vide Figura 4). A funcao é derivada da
estrutura tridimensional, e a estrutura tridimensional é especificada pela sequéncia de
aminoécidos.

[ strutura [ strutura
pnimana lerciana

Cadeia de - Cadeia
amnoacidos a Héice Polipeptidica

Figura 4 — Estrutura das proteinas.

Fonte: [25]

As proteinas possuem funcao estrutural, hormonal, energética, enzimatica e de
defesa, além de serem condutoras de gases, sendo formadas no processo chamado de
traducao, onde ocorre a sintese de uma cadeia polipeptidica, através da decodificacao do
RNA (acido ribonucleico) mensageiro e aquelas proteinas dobradas incorretamente sao

eliminadas por um sistema de verificacao de erros das células.
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Os acidos nucleicos sao macromoléculas constituidas por nucleotideos, que formam
o DNA e o RNA - componentes celulares que contém as informagoes para a produgao
de proteinas, uma vez que determinam a sequéncia de aminoacidos e, consequentemente,
a estrutura e funcao das proteinas de uma célula. No material genético estao os dados
referentes a como, quando e onde deve ser produzido cada tipo de proteina, sendo que o
DNA e o RNA (Figura 5) s@o as principais moléculas carregadoras de informagoes das

células.

O DNA é um acido desoxirribonucleico, cuja estrutura foi elucidada pela primeira
vez em 1953 por James Watson e Francis Crick, sendo uma molécula helicoidal, formada
por bases puricas (adenina e guanina) e pirimidicas (citosina e timina) que assumem
distintas formas tautoméricas (“tautomeros sao isomeros de conversao facil, diferindo entre
si apenas nas posigoes do hidrogénio”). Cada base é ligada a uma outra da base oposta,
através de pontes de hidrogénio, sendo que as pirimidicas se ligam com as puricas, ou seja,
ocorre um pareamento das bases complementares (adenina se liga com timina e guanina
com citosina). Dessa forma, qualquer fita de DNA pode agir como molde para a sintese de
sua fita complementar. Portanto, “a informacao hereditaria esta codificada na sequéncia

de bases em qualquer fita”.

Citosina itosi
- B ~.. DBases Citosina " e
fa ““nitrogenadas
o e
Guanir;a =] Guanina _ el

" NH " ]
{N H)‘—nu, {N Nd““w -
H H

Par de base

Adenina:N (] Adenina ., 0
" =N
" N
{{“ ) L-e
Uracila | L) Timina o L
& % S
u,l% Esqueleto ne

de aglcare

Bases nitrogenadas i Bases nitrogenadas

de RNA RNA DNA de DNA

Figura 5 — DNA e RNA.

Fonte: [26]

Transcrigao

As células fazem uso de dois processos em série para converter a informacao
codificada no DNA em proteinas. No primeiro, denominado de transcri¢ao (Figura 6), a

regiao codificante de um gene é copiada sob a forma de uma versao em fita simples de RNA
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<M EMNA transcrito

polimerase

—

T
e

| I|-." §

“ Direcioda ~——
transcrigao A

Figura 6 — Transcricao.

Fonte: [27]

a partir da dupla fita de DNA. Uma grande enzima, a RNA polimerase, catalisa a ligagao
dos nucleotideos na cadeia de RNA, usando o DNA como molde. Em células eucarioticas,
o produto inicial de RNA ¢é processado em uma molécula de RNA mensageiro (mRNA)
menor, a qual é transportada para o citoplasma. Neste compartimento, o ribossomo, uma
enorme maquina molecular complexa, composta de RNAs de proteinas, se encarrega de

efetuar o segundo processo, denominado tradugao.
Traducao

Durante a traducao, vista na Figura 7, o ribossomo organiza e liga os aminoacidos
seguindo uma ordem estabelecida, a qual é ditada pela sequéncia do mRNA, de acordo
com um coédigo genético praticamente universal. A partir da sequéncia do mRNA, a cada
trés bases da fita tinica, um aminoacido é codificado. Cada trinca é denominada cédon e

existem 64 codons que correspondem a 20 aminoacidos, apresentados na Tabela 1.

Cadeia ,t. -

polipeptidica \.
(proteina)

Aminoacido

“ia

Figura 7 — Tradugao.

Fonte: [28]
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Tabela 1 — Lista de Amino4cidos.

Nome Simbolo Coédons
Glicina Gly, Gli GGU, GGC, GGA e GGG
Alanina Ala GCU, GCC, GCA e GCG
Leucina Leu UUA, UUG, CUU, CUC, CUA e CUG
Valina Val GUU, GUC, GUA e GUG
Isoleucina Ile AUU, AUC e AUA
Prolina Pro CCU, CCC, CCA e CCG
Fenilalanina Phe, Fen UUU e UUC
Serina Ser UCU, UCC, UCA, UCG, AGU e AGC
Treonina The, Thr ACU, ACC, ACA e ACG
Cisteina Cis, Cys UGU e UGC
Tirosina Tyr, Tir UAU e UAC
Asparagina Asn AAU e AAC
Glutamina Gln CAA e CAG
Acido aspartico Asp AAG e GAU
Acido glutamico Glu GAA e GAG
Arginina Arg CGU, CGC, CGA, CGG, AGA e AGG
Lisina Lys, Lis AAA e AAG
Histidina His CAU e CAC
Triptofano Trp, Tri UGG
Metionina Met AUG
Parada (stop) UAA, UAG e UGA

Portanto, o codigo dito degenerado é aquele com mais de um coédon correspondendo
ao mesmo aminoacido. Os codons de iniciagdo (AUG - Metionina) e de finalizagao (UAA,
UAG e UGA - stop) indicam que a sequéncia de aminoacidos da proteina deve ser

inicializada e finalizada, respectivamente.

Cerca de 95% do DNA cromossomal humano é nao codificante, ou seja, nao
codificam mRNAs ou qualquer outro RNA necesséario ao organismo. Esse DNA contém
regioes semelhantes, porém nao idénticas, uma vez que sao capazes de identificar uma
pessoa pelas variagoes dessas sequéncias. As mutacoes podem ser provocadas quando

elementos de DNA “mével” se deslocam para outros locais no genoma.

A arquitetura celular é mantida com o empacotamento do DNA. O material genético
apresenta-se na forma de uma nucleoproteina complexa (cromatina) dispersa no ntucleo,
quando as células ndo estao em divisao (intérfase). O dobramento e a compactagao adicional
da cromatina, durante a mitose, produz os cromossomos em metéifase. A espécie humana
possui 46 cromossomos, sendo 22 pares de autossomos e 1 par de sexuais. Na mitose, apos
a replicacao do DNA, os cromossomos apresentam-se com duas cromatides irmas unidas
pelo centromero; sendo que o ntmero, o tamanho e a forma dos cromossomos estabelecem
o cariotipo (distinto em cada espécie). Nas extremidades dos cromossomos, héa sequéncias

especiais de DNA | os telémeros (Figura 8), cuja fungao principal é manter a estabilidade
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estrutural dos cromossomos, e a cada divisao, os teléomeros sao encurtados, até que de
tao curtos nao permitem mais a replicacao dos cromossomos, fazendo com que as células
percam a capacidade de divisao (estudos sobre os telomeros podem auxiliar no tratamento

de varias doengas).

Centrémero

Teldbmero — F—
Cromatide

Figura 8 — Telomero.

Fonte: [4]

Dessa forma, o genoma de um organismo, que é seu contetido especifico de DNA,
pode estar dividido em multiplos cromossomos, cada um com uma molécula de DNA,
contendo as informagoes genéticas presentes em qualquer fita. Diante disso, as moléculas
sao extremamente grandes, sendo descritas em termos do nimero de pares de bases (pb)
por milhares de pares de bases (quilobases em pares ou kb) e quanto mais complexo o

organismo, mais DNA contém (raras excegoes).

2.1.4 Mutacdes

As mutagoes ocorrem devido a alteracoes na sequéncia dos nucleotideos do material
genético, durante a divisao celular, podendo ser causadas por exposicoes a radiagao
ultravioleta ou ionizante, mutagénicos quimicos ou virus. Elas provocam variagoes no
conjunto de genes populacional, sendo benéficas ou nao. No caso das favoraveis, elas
podem se acumular levando a mudangas evolutivas adaptativas, ja as desfavoraveis sao
reduzidas por selecao natural e mecanismos de reparo de DNA. Nesse caso, ao causar
erros na sequéncia de proteinas, elas tornam-se parciais ou nao funcionais e, se possuirem
papel importante, podem resultar em uma doenca (doenga genética). As neutras nao
influenciam na aptidao dos individuos. As mutacoes podem ainda ser germinativas, quando
sao transmitidas aos descendentes ou somaticas, caso contrario, e a “mutacao de novo” é

aquela que nao foi herdada de nenhum dos pais.

A maioria dos organismos dispoe de mecanismos reparadores de DNA, capazes de
corrigir grande parte das mutacgoes, antes que consigam provocar mudangas permanentes.

H& muitas formas de alterar a sequéncia de um gene, sendo que as mutagoes genéticas
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podem afetar a satde de varias maneiras, dependendo do local de ocorréncia ou funcao

proteica alterada.

As mutagoes podem ser classificadas de diversas maneiras, sendo alguns exemplos
as de pequena escala, como a mutagao de ponto (Figura 9), que geralmente é causada por
mutagénicos ou erros na replicacao do DNA, em que ha a troca de um tnico nucleotideo
por outro; a transicao, que é a mais comum, onde purina é trocada por purina ou pirimidina

por pirimidina; e o caso contrario, que é chamado de transversao.

Genoma de referéncia

Met Ala Ile Arg Phe Leu Pro Ile Gly
Genoma do paciente

il i (T]c

Met Ala Ile Arg Phe Ser Pro Ile Gly

Figura 9 — Mutacao de ponto.

Fonte: [29]

A mutagao pontual pode ser revertida por outra mutacao pontual e pode ser
classificada em trés tipos, dependendo do tipo de expressao apresentada pelo coédon

mutado:

1. Mutacao silenciosa - o cdédon codifica para o mesmo aminoacido, nao gerando

mudancas na funcao proteica;

2. Mutacao de sentido trocado - codifica para um aminoacido diferente, mudando a

funcgao proteica e, consequentemente, resultando em mudancas fenotipicas observaveis;

3. Mutacgao sem sentido - ¢ a inser¢ao de um coédon de parada, interrompendo a proteina

antes de seu término.

A mutacao de inser¢ao, também de pequena escala, decorre da adi¢ao de um ou mais
nucleotideos na sequéncia de DNA, comumente causada por transposons (componentes
genéticos que se movimentam em uma sequéncia de DNA por transposi¢ao) ou erros

durante a replicacao de elementos repetitivos, modificando o quadro de leitura do gene.

Ja na delecao, ocorre a remoc¢ao de um ou mais nucleotideos na sequéncia de

DNA, de maneira aleatéria, modificando o quadro de leitura do gene. Normalmente,
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sao irreversiveis, uma vez que a reversao por elementos de transposicao ¢ improvavel de

acontecer.

As mutacgoes de grande escala sao classificadas em quatro tipos:

1. Amplificag@o - ocorre a criagao de varias copias de uma regiao cromossomica, au-

mentando a dosagem dos genes dentro dela;
2. Delecao - ocorre a perda de genes;

3. Inser¢ao - tem-se a uniao de partes do DNA, incluindo translocagao cromossémica
(troca de porgoes de cadeias de DNA entre cromossomos nao homologos), delegao de
intersticio (delegao de um segmento de DNA de um cromossomo, agrupando, assim,
genes anteriormente distantes) e inversao cromossomica (inversdo da orientagao de

um segmento do cromossomo);

4. Perda de heterozigozidade - ocorre a perda de um alelo por delegao ou recombinacao

num organismo que originalmente possuia dois alelos.

Proteinas parciais ou nao funcionais podem ser geradas a partir das mutacoes
maléficas, levando a quadros de doencas genéticas ou até mesmo céancer, no caso de
células malignas. Se uma célula germinal possuir uma mutagao, descendentes poderao ser
portadores da mesma mutagao (doengas hereditarias). Na maioria dos casos, as mutagoes
génicas sao reparadas pelo préprio organismo, através de um sistema celular de reparagao

de DNA, protegendo de doencas.

As mutacoes benéficas provocam mudancas, que permitem aos organismos se

adaptarem melhor ao ambiente ao seu redor, levando a mudancgas evolutivas e adaptativas.

2.2 Algebra

Nesta secao, faremos uma revisao de estruturas algébricas, como grupos, anéis e

extensao de corpos. As referéncias utilizadas foram [12], [13], [14] e [15].

2.2.1 Grupos

Definicao 1. Um conjunto nao vazio GG sobre o qual uma operagao binaria * ¢ definida, é

chamado de grupo se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. (axb)xc=ax*(bxc),Va,b,ce G; (associatividade)

2. Existee € Gtalque axe=exa =a,V a € G; (elemento neutro)
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3. Para cada a € G, existe ¢/ € G tal que axa’ = @’ xa = e. (todo elemento é

simetrizéavel)

Se, além disso, sua operagao binaria é comutativa para todo a,b € G, um grupo GG

é chamado de grupo comutativo ou abeliano, ou seja, a xb=0bx*a,V a,b € G.

Definigao 2. Um grupo (G,x) é um grupo finito se o conjunto G ¢é finito. Assim, a ordem

do grupo ¢ o nimero de elementos de G, sendo denotado por o(G) ou |G].

Propriedades de grupos
1. O elemento neutro de (G,x) é unico;

Demonstracao: Suponha que existam dois elementos neutros e e €/, entao

O
2. O elemento simétrico de um grupo é tnico;
Demonstra¢ao: Suponha que existam dois elementos inversos a’ e a”. Entao
d=dxe=dx(axad")=(d"*xa)xad" =exad" =d"
O

3. (axb) =¥V xd,VabeG,

Demonstracao: Sejam a,b € G.

(a*xb) x(axb) = e
(a*xb) x(axb)xb = exl
(a*xb) xax(bxb) =V

(axb) xaxe = V
(axb) xa =V
(axb)xaxd = V=xd

(axb)xe = b xd

(axb) = b *xd
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4. (') =a,V a € G,

Demonstracao: Sejam a € G, a’ o elemento simétrico de a e ¢ € G o elemento neutro

de G.
() =(d)*e=(a)x(d*a)=((d) xd)*xa=exa=a.
m
Dizemos que a € G é regular, se ax x = a*xy = x =y, para todo z,y € G.
5. Todo a € G é regular;

Demonstra¢ao: Suponhamos a xxz =axy,V a,z,y € G
Como todo elemento de G é simetrizavel, entao existe a’ € G tal que

(@ xa)xx = (a'*xa)xy

exr = exy
xr = .

De modo analogo, x xa=yxa=x =1y [

Alguns grupos importantes

* (Z,+), (Q, +), (R, +), (C, +), (Q*, -), (R, -), (C*, -) sdo grupos abelianos.

e Grupos aditivos de classes de restos.

(Zy,, +) € um grupo aditivo, chamado de grupo aditivo de classe de restos modulo
m. Sejam >1,m € NeZ, =1{0,1,2,...m — 1}, a soma de dois elementos de Z,, ¢

definida por

a+b=a+b=r,
tal que r é o resto da divisao de a + b por m, sendo chamado de adigao moédulo m.

e Grupos multiplicativos de classes de restos.

(Z,, .) ¢ um grupo multiplicativo, chamado de grupo multiplicativo de classe de
restos modulo m se, e somente se, m é um numero primo. Seja m > 1,m € N e

zx, =1{0,1,2,....,m — 1}, a multiplicagao de dois elementos de Z?, & definida por
a.b=a.b= T,

tal que r ¢é o resto da divisao de a.b por m, sendo chamado de multiplicacao moédulo

m.
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Exemplo 1. (Z, .) ndo é grupo, pois nem todos os elementos tém simétrico. Note que
4€Z,mas ;1 ¢ Ztal qued- =1
Subgrupos

Definicao 3. Seja H um subconjunto nao vazio de G. O subconjunto H é um subgrupo de
GG se H é fechado sob a operacao do grupo G e satisfaz todas as condi¢oes de um grupo.
Se (G, *) é um grupo, entdo H = {e} e H = G sao subgrupos de GG, chamados de subgrupos

triviais. Os demais, caso existam, sao nao triviais.
Exemplo 2. (Z, +) é um subgrupo de (Q, +)
Teorema 2.2.1. Sejam G um grupo sob a operac¢ao binaria * e H um subconjunto nao
vazio de GG. Entao H é um subgrupo de G se as seguintes condigoes sao validas:
(i) H é fechado sob a operagao binéria x;

(ii) Para qualquer elemento a € H, o simétrico de a também esta em H ou Va,b €

Hoaxl € H.
Demonstracao:

Da condigao (i), H ¢é fechado sob a operagao x;
A condigao (ii) diz que todo elemento de H tem um simétrico em H;
As condigdes (i) e (ii) garantem que o elemento identidade de G esta em H.

Como os elementos de H estao em G, a condigao associativa sob * vale automatica-

mente.

Dai, H satisfaz todas as condi¢oes de um grupo, logo é um subgrupo de G.

Grupos Ciclicos

Definicao 4. Sejam a € G e m € Z, tal que G é um grupo multiplicativo, a poténcia

m-ésima de a ¢ denotada por a™ e definida da seguinte maneira:

e Sem >0,

a = e (elemento neutro de G)

a” = a"!.aq, sem > 1;
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e Sem <0,

Propriedades

Sejam G um grupo multiplicativo e a € G, m,n € Z:

1. am-a™ = g™,

2' (am)n — am-n.

Definicao 5. Seja a € GG , tal que G é um grupo aditivo, define-se multiplo de a, para

todo inteiro m, da seguinte maneira:

e Sem >0,
0O-a = e (elemento neutro de G)
m-a = (m—1)-a+a, se m > 1;
e Sem <0,
m-a=(—m)-(—a).
Propriedades

Sejam GG um grupo aditivo e a € G, m,n € Z:

I.m-a+n-a=(m+n)-a;

2.m-(n-a)=(m-n)-a

Se G é um grupo multiplicativo ciclico gerado por a, entdao G = {a™|m € Z} = [a].

Se G é um grupo aditivo ciclico gerado por a, entdo G = {m -a|m € Z} = [a],.

Definigao 6. Um grupo G é chamado grupo ciclico se G = [a] para algum a € G. O

elemento a é chamado gerador do grupo G.

Exemplo 3. O grupo multiplicativo G = {1, —1} é ciclico, pois G = {(—=1)""|m € Z} =

(—1].

Teorema 2.2.2. Dados (G, -), se a € G, entao o subconjunto [a] é um subgrupo de G,

chamado subgrupo ciclico gerado por a.
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Demonstragao: Como e = a°, entao e € [a] e [a] # (). Agora, dados elementos distintos

x,y € [a], entdo existem m,n € Z tais que x = a™ e y = a". Logo,
vy =zyY =ama™ = g™,

assim xy’ € [al.

Portanto, [a] é subgrupo de G, pelo Teorema 2.2.1. ]

Dessa forma, o teorema 2.2.2 diz que todo elemento a de um grupo G é gerador de

um subgrupo ciclico. Tal subgrupo sera indicado por: [a] = {a™|m € Z}.

Definigao 7. Dado um elemento a de um grupo G, a ordem de a é o menor inteiro h > 0,

h

tal que a" = e, denotada por o(a) ou |al.

Definicao 8. Dado um elemento a de um grupo G, se a” = e < m = 0, o elemento a

tem ordem zero e o grupo gerado por a é um grupo ciclico infinito.

Definigao 9. Seja G = [a] um grupo ciclico. G é um grupo ciclico finito se a ordem do

elemento a for um ntimero natural A > 0. Neste caso, G = {e,a,a?, ..., a" '}
Exemplo 4. O elemento i € C* tem ordem 4, pois i' =4,i2 = —1,i3 = —i e i* = 1.

Exemplo 5. No grupo multiplicativo do conjunto dos ntimeros reais, o elemento 2 tem

ordem zero.

Teorema 2.2.3. Seja a um elemento de ordem h > 0 de um grupo G. Entao a™ = e se, e

somente se, h | m.

Demonstragao: (=) Suponhamos que a™ = e, entdo pelo algoritmo da divisao, existem
inteiros g e r tais que
m=nhg+r (0<r<h).

Assim,

_ ahq+7’

~ @y
= elg”
= ed”
= a.

Ou seja, a” = e. Como r < h e a ordem de a é h, segue que r = 0. Portanto, m = hgq, ou

seja, h | m.
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(<) Se h | m, entdo m = hq, para algum ¢ € Z. Entao,

Logo, a™ = e. O]

Classes Laterais

Definicao 10. Seja H um subgrupo do grupo (G, x). Dadoa € G, axH = {axx/x € H} é
chamada classe lateral & esquerda de H, definida por a. Analogamente, H xa = {z *xa/x €
H} é chamada classe lateral a direita de H, definida por a. Se G é um grupo comutativo,
entdao ax H = H xa,Va € G.

Exemplo 6. Dado o grupo G = {1,i,—1, —i} e seu subgrupo H = {1, —1}. Temos que:
1-H={l,-1}=H-1
(=) -H={-11} =H-(-1)
i H={i,—i}=H-i
(—i) - H={—i,i} = H - (—1).
Totalizando duas classes laterais.

Teorema 2.2.4. A unido de todas as classes laterais a esquerda (ou a direita) mdédulo H

é igual a G.

Demonstragao: Seja e o elemento neutro de G, entao e € H. Logo, todo elemento a € G
pertence a classe aH, pois a = a - e. Agora, se cada elemento de GG estd em uma classe

lateral & esquerda, mddulo H, entao a uniao de todas elas é igual a G. n

Teorema 2.2.5. aHH = bH < b la € H,Va,b e G.

Demonstracao: (=) Suponhamos que aH = bH,Va,b € G
a = a-ecad=bH=a€cbH =a=>bhi,hy e H=b"a=b"'bh; =h, € H.

Portanto, b='a € H.
(<) Suponhamos que b~'a € H, entdo existe hy € H tal que b~'a = hy, logo a = bh;.

Seja y € aH, entao y = ahso, para algum h, € H. Logo, para hy,hy € H, y =
(bhl)h2 =Y = b(hth) =y € bH.

Portanto, aH C bH.

Seja y € bH, logo y = bhy, para algum hy € H. Dai, para hy, hy € H, y = ah] hy =
y=a(h'hy) =y € aH.

Assim, bH C aH.
Portanto, aH = bH. O]
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Teorema 2.2.6. Sejam aH e bH duas classes laterais mddulo H. Entao, aH NbH = () ou
aH =bH.

Demonstracao: Suponhamos que exista x € aH NbH. Entao existem hq, ho € H tal que
x = ah, = bhsy. Disso segue que b~la = hghl_l € H.
Pelo Teorema 2.2.5, temos que aH = bH. O

Definigao 11. Seja G um grupo finito. O ntmero de classes laterais mddulo H em G é
chamado de indice de H em G e denotado por (G : H).

Teorema 2.2.7. (Teorema de Lagrange) Seja H um subgrupo de um grupo finito G.
Entao o(H)|o(G) e o(G) = o(H) - (G : H).

Demonstragao: Suponhamos que (G : H) = r e seja G/H = {a1H,axH,...,a,H} o
conjunto de todas as classes laterais a esquerda. Sabemos que G = a1 H UasH U ... Ua, H.
Como cada elemento de G pertence a apenas uma dessas classes laterais (Teoremas 2.2.5 e
2.2.6) e o namero de elementos de cada uma dessas classes ¢ o mesmo de H, ou seja, é

dado por o(H), temos que
aiHUaHU...Ua,H=G=0(H)+o(H)+ ..+ 0o(H)=0(G)

= r-0o(H) = o(G) = o(H)|o(G)

o(G)=r-o(H)=(G:H) o(H).

2.2.2 Anéis

Definigao 12. Um conjunto nao vazio A, munido de duas operagoes (soma e produto) é

um anel, se satisfaz as seguintes propriedades:

1. (A,+) é grupo abeliano;
2. (A,-) é associativa,

3. A multiplicagao é distributiva em relacao a adigao, ou seja, Va, b € A, a(b+c) = ab+ac
e (a+b)c = ac+ be.

Nestas condigoes, o anel é denotado por (A, +,-). Se além disso,

4. ab = ba,Va,b € A, dizemos que A é um anel comutativo (ou abeliano);
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5. dleAtalquel-a=a-1=a,Va € A, dizemos que A é um anel com identidade

(ou unidade).
Exemplo 7. (Z,+,"),(Q,+,), (R, +,-), (C, +,-) sdo anéis abelianos.

Definicao 13. Seja (A, +, ) um anel. Dizemos que um subconjunto nao vazio L € A, é

um subanel de A se:

(i) L é fechado para ambas as operagoes de A, isto é, Va,b € L,a+b€ Leab€ L;
(ii) (L,4+,-) é anel.

Teorema 2.2.8. Sejam (A, +,-) um anel e L C A um subconjunto nao vazio. Entao L é
um subanel de A se, e somente se, para todo a,b € L,a—be€ Lea-bé€ L, ouseja, L é

fechado para a subtracao e multiplicacao de A.

Demonstragao. (=) Suponhamos L é subanel nao vazio de A. Sejam a,b € L, por defini¢ao
de subanel, a - b € L, entao resta mostrar que a — b € L.

Como L é anel, entao (L, +) é grupo, logo V b € L, temos que —b € L. Dai, a + (—b) € L.
Logo a — b € L. Portanto, Va,b € L,a-be Lea—b€ L.

(<) Suponhamos que Ya,b € L, a—b € L e a-b € L. Vamos mostrar que L é

subanel.

(i) (L,+) é grupo abeliano
De fato:

Tomando a = b, obtemos a — a = 0 € L (elemento neutro);

Tomando a = 0, obtemos a — b = —b € L (simétrico) ;

Dados a, —b € L, entdo a — (—b) = a + b € L (fechado para adigao);
e Va,bcelL. Sea,bce A, entdo a+ (b+c) = (a+b) + ¢ (associativa);
e Vabe L. Sea,be A, entdo a+ b= b+ a (comutativa).

(ii) (L,-) é associativa.
Va,b,ce L. Seabce Ayentaoa-(b-c)=(a-b)-c

(iii) ¥ a,b,c € L, a,b,c € A, logo a(b+ ¢) = ab+ ac e (a + b)e = ac + be. Logo, a
multiplicacao é distributiva em relacao a adigao em L.
Portanto, L é subanel de A.
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Definigao 14. Sejam (A, +,) um anel e L C A um subanel. Se o elemento neutro de A
¢é igual ao elemento neutro de L para a multiplicagao, entao o subanel L é chamado de

subanel unitdrio.

Exemplo 8. Os anéis Z,, das classes de resto, médulo m, também sao anéis comutativos
com unidade, pois o resto da divisao de ab por m é igual ao resto da divisao de ba por m,

e a unidade é a classe I, poisa-1=a=1-a, com a@,b € Z,,.

Anéis de integridade

Definigcao 15. Um anel A comutativo com unidade é denominado anel de integridade, se

satisfaz: V a,b € A, a-b=0=a =0 ou b =0 (lei do anulamento do produto).

Se a e b sao elementos nao nulos de um anel A tais que a-b=0oub-a =0, a e b sao

chamados de divisores prdprios do zero em A.
Exemplo 9. Os anéis Z,Q, R e C sao anéis de integridade.

Exemplo 10. No anel Zg os elementos 2 e 3 sao divisores proprios do zero, pois sao nao

nulos e, contudo, 2 -3 = 0. Logo, Zg nao ¢ anel de integridade.

Teorema 2.2.9. Um anel de classes de restos Z,, ¢ um anel de integridade se, e somente

se, m ¢ um ndmero primo.

Demonstragao. (=) Suponhamos que Z,, ¢ anel de integridade e vamos mostrar que m
é primo. Vamos supor por absurdo que m nao é primo, entao existem a,b € Z tal que
l<a,b<mem=a-b Assim, @,b € Z,,, a,b#0, mas a-b=m = 0 (Absurdo).

Portanto, m é primo.

(<) Suponhamos que m é primo e vamos mostrar que Z,, ¢ um anel de integridade
Sejam @, b € Zy,, tal que @-b = ab = 0. Entdo, @-b = mq (com q € Z), ou seja, m|ab. Como
m é primo, m|a ou m|b. Assim, temos que @ = 0 ou b = 0. Ou seja, se m é primo, entdo

Z., nao possui divisores de zero. Portanto, por defini¢ao, Z,, é um anel de integridade. [

2.2.3 Corpos

Definigao 16. Se K é um anel comutativo com unidade que satisfaz: Va € K,a # 0,3 b €

K/ab = 1, ou seja, todo elemento ndo nulo é invertivel, K é chamado corpo.

Exemplo 11. Os anéis Q,R e C, sao corpos, mas o anel Z nao é um corpo, pois os

elementos 1 e -1 sdo os Gnicos invertiveis.

Teorema 2.2.10. Todo corpo K é um anel de integridade.
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Demonstracao. Sejam a,b € K tais que ab = 0. Se a = b = 0 esta provado. Suponhamos
que a # 0, entao existe a~! € K invertivel. Multiplicando a igualdade ab = 0 por a™! € K,
tal que

at-(ab)=at-0=0=b=0.

Logo, a multiplicacao de dois elementos de K ¢é nula apenas se um dos elementos é nulo.

Portanto K é um anel de integridade. O]

Quando o anel de integridade é finito a reciproca do teorema 2.2.10 é verdadeira.
Definigao 17. Seja K um corpo. Um subconjunto nao vazio M C K é subcorpo de K se:
(i) 1 e M;
(i) Va,beM,a—beMea-b' € M.

Exemplo 12. QQ é subcorpo de R.

2.2.4 Extensdes de Corpos

Para qualquer primo p existe um corpo finito de p elementos. De fato, para qualquer
inteiro positivo m, é possivel estender o corpo primo GF'(p) para um corpo de p™ elementos,
o qual é chamado de uma eztensao do corpo GF(p) e é denotado por GF(p™). Além disso,

a ordem de qualquer corpo finito é uma poténcia de um primo.

Defini¢ao 18. Um corpo de Galois (nome em homenagem ao seu descobridor) é um corpo

com ndmero finito de elementos e é representado por GF(p), onde p é nimero primo.

Usando a aritmética binaria, podemos construir codigos a partir de GF(2) ou
GF(2™).

Definigao 19. Um polinémio p(z) sobre GF(2) de grau m ¢é dito ser irredutivel, se ele
nao ¢é divisivel por qualquer polinémio sobre GF(2) de grau menor que m, mas maior que

Zero.

Para qualquer m > 1, existe um polinémio irredutivel de grau m.

Exemplo 13. O polinémio z* + z + 1 é um polinémio irredutivel de grau 4, pois nao é

divisivel por qualquer polinémio sobre GF'(2) de grau menor que 4, mas maior que zero.

Definigao 20. Um polinémio p(z) de grau m é dito ser primitivo, se 0 menor inteiro

positivo n para o qual p(z) divide 2™ +1 é n =2™ — 1.

Exemplo 14. O polinémio x* 4+ x + 1 ¢ irredutivel e primitivo, pois p(z) divide 25 + 1,

mas nao divide nenhum z" + 1,1 <n < 15.
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Exemplo 15. O polindmio z* + 2® + 22 + x + 1 é irredutivel, mas nao é primitivo, pois

p(z) divide ' + 1, mas também z° + 1(5 # 2™ — 1,Vm € N).

Analisando um método para construir Corpos de Galois de 2™ elementos (m > 1)
do corpo binario GF'(2), serao utilizado os elementos 0 e 1 de GF(2) e um novo simbolo

«, definindo a multiplicacao "-" da seguinte forma:

0-0=0
0-1=1-0=0

o =a-a--a (] vezes).
A partir da defini¢ao anterior de multiplicagao, segue que:

00/ =a?-0=0
l-ad=ad-1=0d!

o ad = ad - of = oiti

Portanto, dispomos de um conjunto de elementos no qual a operacao de multiplica-

2 a0 )

Para garantir que o conjunto F' tenha 2™ elementos e seja fechado em relagao a

cao esta estabelecida: F' = {0,1, a, «

operacao de multiplicacao definida anteriormente, introduziremos uma condigao relativa
ao elemento . Seja p(x) um polindmio primitivo de grau m em GF(2) e considere ov uma,

raiz de p(x), ou seja, p(a) = 0. Como p(z) divide 22" 1 + 1, temos que:
2?41 = q() - p(2).
Substituindo = por «, obtemos:
" P+ l=¢g(a) pla)=a*"T+1=qla) 0= 1+1=0

Portanto, a?" ! = 1.
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Assim, sob a condigao que p(a) = 0, o conjunto F' se torna finito e contém os

2

elementos F' = {0, 1, «,a?, ..., a*" 72}, que é um corpo de Galois de 2™ elementos, denotado

por GF(2™).

No processo de construgao de GF(2™) a partir de GF(2), os elementos nao nu-
los de GF(2™) podem ser representados por poténcias, polindmios ou vetores, sendo
as representacoes por poténcia e polinomial convenientes para multiplicacao e adicao,

respectivamente.

Exemplo 16. Seja m = 4 e considere o polinémio p(x) = 1 + x + 2* primitivo sobre

GF(2). O conjunto F sera dado da seguinte maneira:
F=1{0,1,a,a? ...,oz24*2} = F={0,1,a,a?,...,a'}.

Seja p(a) =0, temos que 1 +a+a?=0= o’ =1+a. Assim, 0> =a-a* =a-(1+a) =

a + a?. Com base nessa relagiao, podemos construir GF(2?), conforme a Tabela 2.

Tabela 2 — Representacio dos elementos de GF'(24)

Poténcia Polinomial Vetorial
0 0 0000
1 1 1000
« o 0100
a? a? 0010
o’ a’ 0001
at 14+« 1100
a’® a+ o? 0110
ab o +ao? 0011
af 1+a+a? 1101
a® 1+a? 1010
o’ a+ o’ 0101

a'Y l1+a+a? 1110
all a+a’+a? 0111
al? l+a+a?+a? | 1111
a®? 1+ a*+a? 1011
a't 1+a? 1001

Sejam os corpos L e K onde K C L. Um elemento o € L é denominado elemento
algébrico sobre K se for solu¢ao de um polinémio com coeficientes em K. Dizemos que L é

algébrico sobre K se todo elemento de IL é algébrico sobre K.

Definigao 21. Sejam K e L corpos. L é uma extensao algébrica de K se, e somente se, K

é um subcorpo de L.
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Neste caso, K C L, K é um corpo mantendo as mesmas operacgoes mateméticas defi-

nidas em IL, e com a identidade multiplicativa de K sendo igual a identidade multiplicativa

de L.

Todo corpo K é uma extensao de si mesmo, e as seguintes extensoes sao chamadas

de extensoes naturais: Q CR, Q c Ce R C C.

Definicao 22. Dado um corpo K e um subconjunto S C K, o subanel de K gerado por S
é a intersecao de todos os subanéis de K que contém S. O subcorpo de K gerado por S é a

intersecao de todos os subcorpos de K que contém S.
Exemplo 17. O subanel de R gerado por {1} é Z e o subcorpo de R gerado por {1} é Q.

Lema 2.2.11. Sejam K um corpo e S um subconjunto de K, onde 1x é a identidade
multiplicativa. Se R é o subanel de K gerado por S, entao R é um dominio e [F, o subcorpo

de K gerado por S, é o corpo de fragoes de R.

Demonstracao. Por hipotese, R é um subanel, entao R C F pois todo subcorpo é um
subanel. Agora, como 1lgx € S C R, temos que 1g = 1x = 1. Mais ainda, como R C K,

temos que R é um dominio.

Seja ' = {a-b"Ya,b € R,b # 0} o corpo de fracoes de R. Desde que RC FeF ¢ o
menor corpo que contém R, temos que ' C F. Mas temos S C R C F' C K, ou seja, F' é

um subcorpo de K que contém S. Entao, por definicao, F C [F’. Assim, F/ = F. O

Definigao 23. O corpo primo de K, subcorpo de K gerado por {1k}, é a intersegao de

todos os subcorpos de K.

Definicao 24. Dada L uma extensao do corpo K, o grau da extensdao, ou grau de IL sobre
K, denotada por [L : K] é a dimensao de L sobre K. Se o grau de L. sobre Q é finito, entao

L é um corpo de nimeros.

Exemplo 18. Q(1/2)/Q ¢é uma extensio finita de grau 2. De fato, {1, v/2} gera Q(v/2) =
{a +bv2;a,b € Q} como Q-espaco vetorial. Suponhamos que a + by/2 = 0, com a,b € Q.
Se b0, entdo V2 = —a-b~' € Q, 0 que é um absurdo. Logo, b = 0 e, consequentemente,
a = 0. Portanto, {1,/2} ¢ linearmente independente sobre Q. Entdo, [Q(v/2) : Q] = 2.

A extensao de grau 2 sobre o corpo (Q dos ntimeros racionais do Exemplo 18 é
chamada corpo quadrdtico. Todo corpo quadratico é da forma Q(\/;l), onde d é um inteiro

livre de quadrados, ou seja, d Z 0 ( mod 4).

Seja A C R um anel. O conjunto dos elementos de R que sao inteiros sobre A é

chamado anel dos inteiros de A em R ou fécho inteiro de A em R, denotado por Ig.

Teorema 2.2.12. Seja K = Q(v/d) um corpo quadratico, onde d é um inteiro livre de

quadrados. Além disso, se
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(i) d # 1 ( mod 4), entdo o anel dos inteiros Ix ¢ Z[vd] e {1,/d} & base de Z[/d]

como um Z-mddulo.

(ii) d =1 ( mod 4), entdo o anel dos inteiros Ik ¢ Z[1+2\/&] e {1, 1+2\/g} é base de Z[HQ‘/a]

como um Z-modulo.

Uma demonstragao do Teorema 2.2.12 pode ser encontrada em [21].

2.3 Cédigos Corretores de Erros

Nesta se¢ao serao apresentados os conceitos fundamentais referentes aos coédigos
corretores de erros, utilizados neste trabalho, sendo as referéncias utilizadas [3|, [16], [17],
[18], [19] e [20].

Um codigo corretor de erros (CCE) consiste, em sua esséncia, em uma abordagem
organizada para incorporar informagoes adicionais em qualquer dado que precisa ser
transmitido ou armazenado, possibilitando a detec¢ao e/ou corre¢ao de erros ao recupe-
rar a informagao. Os CCEs desempenham um papel fundamental em nosso dia a dia,
manifestando-se em diversas situagoes, como quando lidamos com informacoes digitalizadas,

ao assistir a televisao ou navegar na internet, por exemplo.

Em um sistema de comunicacao a fonte de informacao produz a mensagem que
seré enviada, sendo o transmissor responsavel por enviar a mensagem com sinal adequado.
O codificador de fonte realiza a conversao do sinal da saida da fonte em uma sequéncia
de digitos, que sao os codigos. Através do canal, que € o meio utilizado para enviar a
mensagem do transmissor para o receptor, onde podem ser introduzidos os ruidos, o
codificador de canal transforma a sequéncia da saida do codificador de fonte em uma
palavra-codigo (digitos binérios), através da redundancia para eliminar os efeitos ruidosos
adquiridos no canal. O decodificador de canal realiza uma tentativa de corrigir alguns erros
que possam aparecer, estimando os digitos na saida do codificador da fonte. O receptor
representa o usuario que vai receber a informagao, onde o decodificador de fonte transforma
a sequéncia estimada na saida do decodificador de canal em uma estimativa na saida da
fonte, chegando a mensagem ao destinatario. Esse processo pode ser esquematizado através

do diagrama da Figura 10.

Os CCEs sao classificados como codigos de arvores, sendo divididos nas classes dos
codigos de blocos e dos codigos de trelicas, que podem ser lineares ou nao lineares, sendo
a primeira a mais aplicada na prética, baseada nas estruturas algébricas de grupo, anel,
corpos finitos e suas extensoes, sistematizando os processos de codificacao, decodificacgao e

analise de desempenho dos codigos.

Os elementos basicos para se construir um coédigo sao o alfabeto, que é um conjunto

finito de elementos, sendo que cada um deles chama-se digito e as palavras-cidigo que
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° Transmissor

Fonte Codificador Codificador
— defonte | deCanal

Ruido —»  Canal

TP Decodificador Decodificador .~
Destinatario «— ™ 4o ropte de Canal
Receptor .

Figura 10 — Diagrama do funcionamento de um sistema de comunicagao.

Fonte: Proprio autor.

sao uma sequéncia finita de digitos, tal que o nimero de digitos de uma palavra-cédigo

denomina-se comprimento.

Definicao 25. Codificacao é o processo de mapeamento, ou seja, é uma conversao de
uma dada sequéncia de digitos (alfabeto fonte) em outra sequéncia de digitos (alfabeto do

codigo).

2.3.1 Codigos de Bloco Lineares

Os codigos de bloco caracterizam-se pelo fato do processo de codificacao ocorrer
através da transformacao de conjuntos de bits ou simbolos, chamados blocos. Em outras
palavras, uma sequéncia de bits ou simbolos é dividida em blocos compostos por k bits ou

simbolos, a partir dos quais sao geradas palavras-codigo com n bits ou simbolos.

Um coédigo de bloco linear é construido com base em uma estrutura algébrica,
como corpo, anel ou grupo, e sua identificagao envolve principalmente trés parametros:

seu comprimento finito, sua dimensao e sua distancia minima, ou seja, (n, k, dyin)-

Definigao 26. Um cddigo de bloco C' de comprimento n sobre um alfabeto A é qualquer

subconjunto do conjunto A™ das sequéncias ¢ = {¢;|1 < i < n}.

Definigao 27. A dimensao de um cddigo C é dada por k = log|A||C], onde | - | denota a

cardinalidade do conjunto.

2.3.2 Codigos de Hamming

Os cddigos de Hamming, desenvolvidos por Richard Hamming, sao codigos de blocos
lineares que se fundamentam na inclusao de bits de paridade, sendo possivel detectar erros
ao adicionar bits de paridade a um conjunto especifico de bits de dados. O seu uso permite

a transferéncia e armazenamento de dados de forma segura.
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Definicao 28. O peso de Hamming de um vetor v, cuja notagdo é w(v), é o nimero de
elementos nao-nulos em v. Para um vetor binério, o peso de Hamming é igual ao ntimero

de digitos "1" contidos em v.
Exemplo 19. Seja a palavra-codigo z = (0011010). O peso de Hamming é w(x) =3

Definigao 29. A distdancia de Hamming entre dois vetores codigos v e x, cuja notagao é
d(v,x), ¢ o nimero de posi¢oes em que os digitos dos dois vetores sao diferentes entre si.
Para o caso binario, a distdncia de Hamming pode ser determinada por d(v, z) = w(v @ z),

tal que @ denota a soma direta para o caso binario moédulo 2.

Exemplo 20. A distancia de Hamming entre os vetores v = 11001 e x = 10111 seré dada
por d(v,z) = w(v & ) = w(11001 & 10111) = w(01110) = 3.

Definicao 30. A distdncia minima de um codigo de bloco C, denotada por d,;,, é a

menor distincia de Hamming entre dois vetores distintos quaisquer desse codigo. Ou seja,
dmin = {d(m,y) RPN TS O7$ 7£ y}

Exemplo 21. A distancia minima do codigo C' = {(01011), (11110)} e {(01101)} & dada
por dyin = {d((01011), (11110), (01101))} = w(01011 + 11110 + 01101) = w(11000) = 2.

Definicao 31. A taxa de codificacio R. de um c6digo de bloco é a razao entre o nimero
de bits de informacao k e o nimero de bits da palavra-codigo n, ou seja, R, = % Este é

um importante parametro de caracterizacao de um coddigo, indicando seu desempenho.

Um cédigo de bloco divide a sequéncia continua de digitos de informagao na entrada
do codificador em blocos de k simbolos e processa esses blocos de forma independente,
conforme o cédigo utilizado. Cada possivel bloco de informagao é associado a uma n-upla
de simbolos de canal, onde n > k. O resultado é transmitido, sujeito a ser corrompido pelo
ruido, e decodificado independentemente dos outros blocos. A principal classe dos codigos

de bloco é a dos codigos lineares.

As capacidades de detecgao de erros e de corre¢ao de erros de um coddigo de bloco
(n, k, dyin), estao relacionados com a distancia minima, denotadas, respectivamente, por
o et, sendo dadas por p =d;y — 1l et = [%J Isso significa que quanto maior for a
distancia minima do c6digo, maior serd a sua capacidade de corrigir e de detectar erros.
Os codigos eficazes costumam ser longos, o que torna impraticavel descrevé-los através de
listas extensas de palavras-codigo. Logo, os codigos de blocos lineares podem facilitar as

operacoes de codificacao e decodificacao, através da associagao de estruturas matematicas.

Definicao 32. Um cddigo de bloco de comprimento n com 2* palavras-cédigo é um codigo
linear se, e somente se, as suas 2 palavras-cidigo formam um subespaco de dimensdo k do

espaco vetorial formado pelas 2% n — uplas possiveis em GF(2).
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Seja B = {1, vg, ..., ux } uma base do subespago vetorial C' de dimensao k. Assim,
qualquer palavra-codigo v = (ay, as, ...,a;) € C pode ser escrita como combinagao linear
dos vetores da base: v = a1 + agvy + ... + agvk, em que a; € {0,1,...,¢ — 1} e a soma é

realizada em modulo q.

A matriz geradora do codigo (n, k,d) é formada por esses vetores que compoem
uma base para o subespago C, sendo organizados em linhas. Essas linhas na matriz G
constituem o coédigo linear C', no qual cada palavra-codigo é uma combinagao linear das
linhas de G. Portanto, se a dimensao do espago vetorial C' é k, o nimero de linhas em G ¢é
igual a k, uma vez que as linhas em G sao linearmente independentes. Assim, a matriz G

¢ dada por:
V11 Viz -+ Uin

Ukl Vg2 - Ugn

Qualquer correspondéncia que relacione uma k — upla a uma palavra-cédigo pode

servir como um método de codificagao, expresso pela formula
v=u-G,

em que u representa a k —upla de simbolos de informacao a serem codificadas e a n — upla

v ¢ a palavra-codigo correspondente.

Além disso, podemos escrever a palavra-cédigo v como:

v-H' =0, (2.1)

onde H representa a matriz verificagao de paridade de C', sendo de ordem n — k. Qualquer
vetor que seja ortogonal as linhas da matriz geradora G esta contido no espago vetorial
gerado por essas linhas. Com a equagao 2.1, podemos verificar se uma palavra-codigo v

pertence a um codigo C'.

Definicao 33. Seja um codigo C' com matriz de verificacao de paridade H, a sindrome de

um vetor v € F, é o vetor v- H = s.

O argumento sindrome ¢é utilizado para corrigir erros em codigos lineares, sendo
fundamental em um processo de decodificagao, para detectar erros e possivelmente corrigi-
los. A expressao padrao de erro designa a diferenca entre a palavra-codigo recebida e a
palavra-codigo enviada. Um codigo de bloco linear C'(n, k) com capacidade de corregao de

t erros é capaz de corrigir um total de 2"~* padrdes de erros.
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Na subsecao 2.3.3 serao ilustrados os conceitos apresentados anteriormente por

meio da construcao do codigo C(6,3).

2.3.3  Construgdo do Cédigo C'(6,3)

Seja o subespago vetorial formado pelos oito vetores:
{(000000), (110101), (101100), (011110), (011001), (101011), (110010), (000111)}.

Ao escolher trés vetores LI (Linearmente Independentes), como (101100), (011110)
e (000111), estes geram todo o subespago vetorial e formam uma base do subespago

vetorial, conforme apresentado a seguir.
Os vetores sao LI, pois:
«(101100) + £(011110) + §(000111) = (000000),

a=0
a+p+6=0=0=0.

Além disso, os trés vetores geram todo o subespago vetorial:

000 = 0(101100) + 0(011110) + 0(000111) = (000000)
001 = 0(101100) + 0(011110) + 1(000111) = (000111)
010 = 0(101100) + 1(011110) + 0(000111) = (011110)
011 = 0(101100) + 1(011110) + 1(000111) = (011001)
100 = 1(101100) + 0(011110) + 0(000111) = (101100)
101 = 1(101100) + 0(011110) + 1(000111) = (101011)
110 = 1(101100) + 1(011110) + 0(000111) = (110010)
111 = 1(101100) 4+ 1(011110) + 1(000111) = (110101).

A partir da base do subespaco vetorial, obtém-se a matriz geradora G, em que cada

vetor da base equivale a uma linha da matriz geradora. Dessa forma, a matriz G sera:

% 101100
G=|g|=1011110
9 000111

Esta matriz encontra-se na forma ndo sistemdtica. Para se obter uma G’, chamada
de sistemdtica, efetua-se operacgoes com as linhas da G de modo que a matriz fique da

forma: G, = [ka(n—k)|jk><k]

Neste caso, tem-se n =6 e k = 3, logo G’ = [Psx3|I3x3]. Assim, G’ pode ser obtida

realizando-se as seguintes operagoes:
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9o = g0 = (101100)
g, = go + g1 = (101100) + (011110) = (110010)

95 = g1 + g2 = (011001)

ah 101100
G=lgl=|110010
g 011001

Os vetores mensagens e seus respectivos vetores codigos sao apresentados na Tabela

Tabela 3 — Palavras-codigo do codigo C(6, 3) na forma sistematica

m m-G' c=m- -G
000 | 0(101100) + 0(110010) + 0(011001) | (000000)
001 | 0(101100) + 0(110010) + 1(011001) | (011001)
010 | 0(101100) + 1(110010) + 0(011001) | (110010)
011 | 0(101100) + 1(110010) + 1(011001) | (101011)
100 | 1(101100) + 0(110010) + 0(011001) | (101100)
101 | 1(101100) + 0(110010) + 1(011001) | (110101)
110 | 1(101100) + 1(110010) + 0(011001) | (011110)
111 | 1(101100) + 1(110010) + 1(011001) | (000111)

A partir de G', obtém-se a Matriz Verificadora de Paridade que serd da forma
H = [Iin-kyx(n-i)|PT], ou seja, H = [I3,3| P"].

=

I
o O =
o = O
_ o O
=
S =
—_— = O

3x6

Ao calcular a distdncia minima, obtém-se os resultados apresentados na Tabela 4,

onde verifica-se que, para este codigo, a distdncia minima € igual a 3, logo o cédigo seréd

da forma C'(6, 3, 3).

As capacidades de correcao (t) e detecg@o () de erros do codigo serao dadas por:
0=dpin—let=|%2=l] ouseja, p=3—-1=2et=[33] =1
Portanto, o codigo C(6,3,3) tem capacidade de detectar até dois erros e corrigir

apenas um.

A sindrome de erros do codigo C(6,3,3) dada por s = v - H' serd apresentada na

Tabela 5, lembrando que:
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Tabela 4 — Distancia minima do codigo C(6, 3).

m 1 w
000 | (000000) | O
001 | (011001) | 3
010 | (110010) | 3
011 | (101011) | 4
100 | (101100) | 3
101 | (110101) | 4
110 | (011110) | 4
111 | (000111) | 3
1 00110
H=|01 0011
001101
3x6
Logo,
(1 0 0
010
T 001
1 01
110
011
L J46x3

Tabela 5 — Sindrome de erros do codigo C(6, 3, 3).

e(t=1)1| s

100000 | 100
010000 | 010
001000 | 001
000100 | 101
000010 | 110
000001 | 011

2.3.4 Codigos BCH

Os codigos ciclicos representam uma categoria fundamental dentro dos codigos de
blocos lineares. Um c6digo de bloco C' é considerado ciclico quando qualquer deslocamento
de uma palavra codigo resulta em outra palavra cédigo. Esse processo é conhecido como
deslocamento ciclico de v, quando considerado um codigo linear C' e um vetor v associado

aC.

O co6digo de Hamming é um coédigo de bloco linear utilizado no processamento

de sinal e nas telecomunicagoes. Uma extensao dos codigos de Hamming sao os codigos
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BCH (Bose, Chaudhuri e Hocquenghen) binarios, que destacam-se pela capacidade de
corrigir multiplos erros. Todavia, a eficicia desses codigos é notavel em situagoes em
que o comprimento das palavras-codigo é relativamente curto, caso contrario, quando as
palavras-codigo sao extensas, a performance desses codigos é comprometida devido as
taxas de transmissao mais baixas. Os cédigos BCH constituem uma significativa categoria
ciclica de codigos corretores de erros. Em sua formulacao, empregam corpos finitos e sao
representados por meio de polindmios sobre GF(p), onde p é um niamero primo. O codigo

BCH é originado a partir de um polinémio, cujas raizes sao expressas no corpo finito

GF(2™).

Definigao 34. Para todo inteiro m > 3 et < 2™ —1, é possivel encontrar um céodigo BCH

binario com a capacidade de corrigir até ¢ erros, caracterizado pelos seguintes parametros:

e Comprimento do bloco: n = 2™ — 1;
e Quantidade de digitos de verificacao de paridade: n — k < mt;

e Distancia minima: d,,;, > 2¢ + 1.

Defini¢ao 35. Seja g(z) = 1+ g1 + gz + -+ - + g p 12" ¥ L+ g gz *

um polinémio
nao nulo de grau minimo n — k de um codigo ciclico binario C'(n, k). O polinémio g(x) é

denominado de polindmio gerador de C(n, k).

Defini¢ao 36. Seja f(z) um polinémio com coeficientes em GF(2). Se um elemento
pertencente a GF(2™) é uma raiz de f(z), entdo o polindémio f(z) também tem como

raizes BQl para qualquer [ > 0. Esse elemento é designado como o conjugado de (.

O polindémio gerador de um cédigo BC'H é o polindémio de menor grau sobre o corpo

de Galois GF(2™) que possui a, ?, a3, - - -, a? e seus conjugados como raizes. Quando «

¢ um elemento primitivo de GF(2™), o codigo BC'H resultante ¢é classificado como um

coddigo BC'H primitivo.
Definigao 37. O polinémio minimo ¢(z) de um elemento 5 em GF(2™) é dado por:
o(z) = TTim (@ + 5*).

Seja ¢(x) o polinémio minimo de o', entao o polinémio gerador g(z) ¢ dado pelo

minimo multiplo comum dos polindémios minimos {¢1 (), ¢2(x), - - -, doy(x)}:

g9(x) = MMC{¢1(x), ¢2(), - - -, P ()}

Definigao 38. O polinémio gerador g(z) de um cédigo BC'H binario com comprimento

2™ — 1 e capacidade de correcao de t erros é dado por:
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g(x) = MMC{p1(x), ¢3(x), - - -, Par—1 (%)}

Um coédigo BCH de comprimento 2™ — 1, com capacidade de corre¢ao t = 1 (um
tnico erro) é gerado por g(x) = ¢1(x), no qual ¢;(z) é um polindémio primitivo de grau m,

e é um codigo de Hamming.

Essa construgao mencionada anteriormente seréd importante para o processo da
codificagao que serd estudado. No préoximo capitulo seréd utilizada a construgao de codigos
BCH primitivos e nao primitivos, ambos sobre o anel local Z, de ordem n = (p" — 1),
onde ¢ = p*, p =k =2 er é&o grau da extensio de Galois e as raizes do polinémio
gerador estao na extensao do anel Z,. Se a ordem do corpo base, p, e o comprimento das
palavras-codigo, n, sdo primos entre si, isto é, mde(p,n) = 1, entdo 2™ — 1 ndo possui

multiplicidade de raizes.
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3 Algoritmo de Codificacio

Neste capitulo serao apresentados os principais resultados deste trabalho, sendo
feita inicialmente uma analogia entre os sistemas de comunicagao e de informacao genémica
como esquematizado na Figura 11, em que o DNA representa o transmissor da mensagem,
o canal sao os processos de transcri¢ao e tradugao, onde podem ocorrer os erros, que seriam

as mutagcoes, e as proteinas representam o receptor.

TRANSMISSOR CANAL ( RECEPTOR

ra

PROTEINA

TRANSCRIGAO

TRADUGAO

Figura 11 — Analogia entre o sistema de informagao gendémica e o sistema de comunicagao

simplificado.
Fonte: Préprio autor.
A palavra-cédigo serd denotada pela sequéncia de digitos a = (ay, a9, - -, a,), a
sequéncia de DNA do NCBI (National Center for Biotechnology Information) - Seq, seré
denotada por b = (b, by, - -, b,), onde a.s, bls € Zy4, € 0s padroes de erros dados pela

diferenca entre a palavra-codigo e a sequéncia de DNA do NCBI, serao denotados por
D(a,b).

O passo a passo do algoritmo de codificacao para geracao de sequéncias de DNA,
que descreve a construgao de codigos BC'H sobre o anel de Galois Z4, desenvolvido por [4]

e 6], é descrito a seguir:

Passo 1 - Especificar a estrutura matemaética e o alfabeto do cédigo;

Passo 2 - Determinar a extensao de Galois;

Passo 3 - Determinar todos os polinomios primitivos p(z), relacionados & extensao de
Galois;

Passo 4 - Determinar a extensao do corpo GF(2);

Passo 5 - Determinar a extensao do anel Zy;

Passo 6 - Determinar o grupo das unidades para o cdédigo BC'H primitivo, quando o
comprimento da sequéncia de DNA for igual a n = (2" — 1), ou, determinar o subgrupo
das unidades para o cédigo BC'H nao primitivo, quando o comprimento da sequéncia de
DNA for um submiltiplo de n = (2" — 1);
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Passo 7 - Determinar o polinémio gerador da matriz G, g(z):

1°) Célculos das raizes dos polindmios minimais;
2°) Calculos dos polindmios minimais M;(z), para todo i = 1,2,....,n — 1;

3°) Calculos dos polinémios geradores para todos os valores de ¢ relacionados a distancia
de Hamming dy > 2t + 1;

Passo 8 - Determinar o polindémio gerador da matriz H, h(x);

Passo 9 - Determinar a matriz G e a sua transposta G

Passo 10 - Determinar a matriz H e a sua transposta H7;

Passo 11 - Rotular a sequéncia de DNA usando o Passo 1;

Passo 12 - Verificar se a sequéncia de DNA é palavra-codigo de acordo com os padroes
de erros estabelecidos: D(a,b) =0, D(a,b) =1 e D(a,b) = 2;

Passo 13 - Comparar todas as palavras-codigo armazenadas no Passo 12 com a sequéncia
de DNA do NCBI e mostrar onde os erros ocorreram;

Passo 14 - Voltar para o Passo 7 e determinar outro g(x);

Passo 15 - Repetir os Passos 8 ao 12 para o g(z) obtido no Passo 14, até que se esgotem
todas as possibilidades de g(x);

Passo 16 - Voltar para o Passo 3 e escolher outro p(z), e, entdo, repetir os Passos 4 ao 14
até esgotar todos os p(x) do Passo 3;

Passo 17 - Fim.

A seguir sera apresentado um exemplo, analisando uma sequéncia de DNA contendo
63 nucleotideos, por ser este o menor comprimento de uma sequéncia de DNA que satisfaz

as condigoes dos codigos BC'H.

Exemplo 22. Vamos analisar a sequéncia de DNA do sinal interno, SI, de uma proteina
mitocondrial, GI ntiimero 832917, com um comprimento de n = 63 nucleotideos (Seq.36),

dada por
{6/ = GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTTGGTGGGGAACT ATCGCGGCCACCACCATCCTCATT — 3'}

Essa sequéncia de DNA pode ser obtida através da busca no banco de dados do
NCBI, um website oficial do governo dos Estados Unidos, acessando o enderego eletronico
<https://www.ncbi.nlm.nih.gov/>, cuja estrutura da home page pode ser vista na Figura
12. Como o exemplo analisado seré da sequéncia especifica com nimero de identificacao
832917, basta realizar a busca através dessa numeragao. Porém, apesar de ter sido utilizada
neste trabalho a mesma sequéncia de [4], a sequéncia foi atualizada no banco de dados
no NCBI e ja nao possui o comprimento de 63 nucleotideos. Uma sequéncia com esse
comprimento pode ser obtida realizando-se a busca conforme mostra a Figura 13. Para
isso, seleciona-se a opcao “Gene” e insere-se “63|Gene Lenght|”, o que resulta em 13.779

possibilidades.
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Fonte: [30]
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O codigo BC'H primitivo sobre a estrutura de anel com parametros (n, k, dy) =
(63, k,dy) tem a capacidade de produzir e replicar sequéncias de DNA de comprimento
n=(2"—1) = (25—-1) = 63, com D(a,b) = 1 e D(a,b) = 2, permitindo até dois
nucleotideos diferindo da sequéncia de DNA do NCBI, onde r é o grau da extensao de
Galois.

Passo 1 - Especificar a estrutura matematica e o alfabeto do coédigo:
O conjunto de nucleotideos denotado por N = {A,C,G,T/U}, representando Adenina,
Citosina, Guanina e Timina ou Uracila, esta relacionado ao alfabeto quaternério do
coddigo genético. Por essa razao, serda adotado o alfabeto quaternario representado por
Z4y =0,1,2,3}, seguindo as operagoes de adigao e multiplicacdo modulo 4 (conforme as

Tabelas 6 e 7), conferindo-lhe uma estrutura algébrica de anel.

Tabela 6 — Adigao modulo 4. Tabela 7 — Multiplicagao modulo 4.
+]10|1]2/3 101123
0|01 2/3 0,00 0
11230 110123
21213101 210121012
313/011/2 3/0(3]2|1

Passo 2 - Determinar a extensao de Galois: Para garantir a unicidade da
fatoragdo de ™ — 1 no grupo das unidades, GR*(4, ), é necessario que o comprimento da,
sequéncia de DNA seja impar, expresso como n = (2" — 1), onde n representa o nimero de
elementos nao nulos no corpo de Galois, GF(2"), ou, de forma equivalente, os elementos
que possuem inverso. 2" indica a cardinalidade do conjunto GF'(2"), enquanto r denota o
grau de extensao do corpo de Galois. Os valores de r serao empregados na extensao do
corpo GF(2) no Passo 4.

Sera analisada a sequéncia de DNA do sinal interno, SI, de uma proteina mitocon-
drial, GI ntimero 832917, com um comprimento de n = 63 nucleotideos (Seq.36). Portanto,
o grau 7 do polindémio primitivo utilizado na extensao de Galois do corpo GF(2) é r = 6,
visto que n = 2" — 1 = 26 — 1 = 63. Assim, esse valor de r = 6 sera aplicado na extensao
do corpo GF(2) no Passo 4.

Passo 3 - Determinar todos os polindmios primitivos p(x), relacionados
a extensao de Galois: os p(z) relacionados ao grau de extensdo de Galois r = 6 podem
ser encontrados em [20]:
e pi(x)=a5+z+1
e ;o) =a+at+ 2P+ +1

o p3(z) =20+ 2% +1
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o pa(x) =2+ 2+ 22+ +1

o ps(x) =2+ 2%+ 23+ 22+ 1

o ps(zv)=aS+ 25+t +2+1
Passo 4 - Determinar a extensao do corpo GF'(2): o corpo GF(2") é construido
através da divisao do anel de todos os polindmios com coeficientes em GF(2), denotado

por GF(2)[z], por um ideal gerado por qualquer polinémio primitivo de grau r = 6. Esse

processo constitui a extensao do corpo GF'(2) da seguinte forma:

Seja o corpo de Galois GF(2") = GF(2°%) = GF(64) = Fy definido por

Fg[$] ~ FQ[CB]
plr) 25+zx+1

= {ao + a1z + agr® + ... +asx’ s als € Fg} ,

onde p(x) é o polindémio primitivo p;(x) do Passo 3.

6 = a+1, pois

Seja o uma raiz de 2°+x+1 = 0, logo a®+a+1 = 0, implicando em «
os coeficientes dos polindmios que compoem o conjunto dos elementos de Fg4 pertencem a

F5. Os elementos de Fgy estao representados na Tabela 8.

Tabela 8 — Elementos de Fgy em notagao de r-uplas com p ().

Elementos de Fgq (a0, al,a?, a3, a%, a’) Elementos de Fgq (a®, ol a?, a3, at,ab)
0 (000000) a?=1+a> (100100)
1 (100000) o =a+a? (100100)
a (010000) o =a?+a® (001001)
a? (001000) a® =1+a+a’ (110100)
a’ (000100) a3 =a+a?+at (011010)
ot (000010) ¥ =a?+ad+a’ (001101)
a’ (000001) o =T+a+a®+a? (110110)
af=1+a (110000) P =a+a?+at+a® (011011)
a” =a+a? (011000) a=1T+a+a?+a®+a (111101)
af=a?+a3 (001100) a'=1+a2+a%+a? (101110)
o =a+ ot (000110) o =a+a+at+a® (010111)
ol =at +ab (000011) aB=1T+a+a?+at+a (111011)
all=1+a+a® (110001) aF=1+a?+a3+a’ (101101)
al?=1+a?2 (101000) aB® =1+a%+a? (100110)
a3 =a+a? (010100) a®® =a+at+a’ (010011)
oIt =02+t (001010) "=1+a+a?>+a (111001)
a® =a3 +ab (000101) B =1+a%+a3 (101100)
al®=1+a+a? (110010) a¥=a+ad+at (010110)
al"=a+a?+a’ (011001) aP0 =a? a4+ a’ (001011)
a8 =1+a+a?+a3 (111100) oAl =1+a+a’>+a® (110101)
P =a+a?+ad+at (011110) a2 =1+a%+a? (101010)
a2V =a?2+a+at+ad (001111) a®=a+a’+a’ (010101)
aT=1T+a+a®>+at+a (110111) aPT=1T+a+a?+a? (111010)
a??=1+a%2+at+ab (101011) P =a+a?+a®+a’ (011101)
aB=1+a3+a’ (100101) o =1+a+a?+a’+a? (111110)
a?t=1+a% (100010) T =a+a®+a+at+a® (011111)
a® =a+a’ (010001) a®=1+a+a?+a®+at+a’ (111111)
o =1+a+a? (111000) P =1+a2+a+at+ab (101111)
" =a+a?+a’ (011100) o =1+a%+at+ad (100111)
a®=0a?2+a3+a (001110) ol =1+a%+a’ (100011)
o =a3 +at+a’ (000111) a®?=1+a° (100001)
a3 =1+a+at+a’ (110011) a% =1 (100000)

Bl =1+a%2+a’ (111001)
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Passo 5 - Determinar a extensao do anel Z4: o anel GR(p*,r) = GR(4,6) ¢
construido através da divisao do anel Z4 (conjunto de todos os polindmios com coeficientes
em Z4) pelo ideal gerado pelo mesmo p(x) utilizado para realizar a extensao do corpo no
Passo 4, ou seja,

i‘z—g] ~ xﬁzjﬁrl {bo + bz + box® + ... + bs2® : Uis € Zy}, onde p(x) é o polindmio

primitivo p;(z) do Passo 3.

Tanto na extensao do corpo quanto na do anel, a € uma raiz do polinémio primitivo,
logo a® = —a — 1, mas como os coeficientes dos polindmios estao em Z4, o® = 3o+ 3. Seja
f = a = (010000), todos os elementos nao nulos e inversiveis do grupo ciclico de GR*(4, 6)

sao obtidos por meio da potenciagao de f, conforme ilustrado na Tabela 9.

Tabela 9 — Elementos do grupo ciclico do grupo GR*(4,6) em notacao de r-uplas com

().
GR*(4,6) (@, at,a?, 02,0, a”) GR*(4,6) (@, at,a?, a®, ot a’)
1 (100000) =2 =0a"" =3a"+3a° (000033)
f=z=a (010000) fA=zT=al=1+a+3a° (110003)
fF=2"=0" (001000) =2 =a"=1+07 (101000)
fP=2*=a° (000100)
fAf=azT=d? (000010) 2T — 2T — 121 (331313)
ff=2"=a" (000001) e e (103131)
ff=2°=a"=3+3a (330000) 125 — p128 — 1% (300313)
ff=2"=a" =3a+3a° (033000) [P = = (100031)
fF=a%=0a%=3a"+3a° (003300) 125 — g1 — /% (300003)
P =2"=0a" =3a°+ 3a" (000330) 120 =120 =% (100000)

Passo 6 - Determinar o grupo das unidades: A partir do Passo 5, conclui-se
que f gera um grupo ciclico de ordem n - d em GR*(4,6), onde d > 1 € Z, e f¢ gera o
subgrupo ciclico cuja ordem é 63 em GR*(4,6). Assim, temos que n-d =63 -d = 126, o
que implica que d = 2. Como resultado, f = (001000) = o gera um subgrupo ciclico de
ordem 63 em GR*(4,6). Portanto, 8 = a? é o elemento primitivo que gera o subgrupo

ciclico G,, = Gg3. Assim, temos que:

B = a?— (001000)
()2 — (000010)
3 = ab =34 3a — (330000)
o®-a%=a?- (34 3a) =3a* + 30® — (003300)
B = (@) =a'%=a%-a® =0 (3a% + 303) = 32’ + 3a° — (000033)
B0 = (@) =a?=0a% a'®=a% (30" +3a°) =3a° +3a" =3 (3+3a)+3a-(3+3a)
= 94+ 9a+9a+9a% =1+ 2a+ a? — (121000)
BT = ()" =a"=0a?-a? =0 (1+2a+0a?) =a®+2a° +a* = (001210)

«

)
B = (a%)
gt o= (o)
)
)

[S

ot
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B = (@) =a%=a?-a=a? (a2 +20% +at) = o + 207 + ab =
= 3+3a+a’+2a° — (330012)
B = (@) =a®=0a?-a%=0?- 3+3a+a*+2°) =3 +3a>+ab +2a" =
= 30> +3®+3+3a+2a+2a%=3+a+a®+3a° = (311300)
B = ()0 =a"=a* a® =0 3+a+a’+3a) =32 +a®+a* 4+ 3a° — (003113)
892 = ()P =o' =a?.a® =02 (14302 +a® +3a' +a%) =a? +3a* +a +3a° + o

= o?+3' +a® +1+a+3a+3a%=1+3a*+a® — (100031)
663 _ (a2)63=a126:a2-a124:a2-(1+3a4+a5):a2+3a6+a7=

= o> +1+a+3a+3a®=1- (100000)

como mostrado na Tabela 10. Este elemento primitivo sera utilizado na construcao de um
codigo BC'H de comprimento n = 63 sobre Z,. Quando o comprimento n da palavra-codigo
desejada for igual & cardinalidade de G,,, procederemos a construgao de um cédigo BCH

primitivo, onde f gera um grupo ciclico de ordem n - 2 em GR*(4,r).

Tabela 10 — Elementos de Ggs

Gz — dlala?a’ata’ | Ggs — alataa’ata® | Ggs — alala’ala’a®
£ — (001000) £* — (303101) £ — (100303)
A% — (000010) (% — (032031) B — (012003)
3% — (330000) [ — (103320) B — (011120)
B — (003300) (% — (221033) B9 — (220111)
3% — (000033) (% — (123210) B — (321201)
£° — (121000) B — (331232) % — (032212)

" — (001210 3?8 — (131312 B4 — (312322
BT = ( )
% — (330012) 5% — (313313) B0 — (201123)
32 — (311300) B30 — (300133) B — (233011)
B — (311300) B3 — (120001) (%2 — (321330)
s — (301031) (%2 — (030200) (%3 — (113213)
B — (102010) %3 — (000302) B2 — (302132)
B — (331020) £33 — (022003) £ — (131021)
B — (223310) (% — (011220) $°% — (210310)
B — (332233) (% — (220112) B2 — (332103)
B — (120322) B3 — (310201) (%% — (010321)
B — (203203) (%8 — (032102) B2 — (213103)
B8 — (013032) (%9 — (022321) £ — (013131)
B — (132130) B — (213223) [%1 — (103131)
% — (111321) pH— (233132) £%2 — (100031)
B — (210113) £ — (130331) 9 — (100000)

Passo 7 - Determinar o polindmio gerador da matriz G, g(x): serao calculados

os polindmios geradores g(x) das matrizes geradoras G dos codigos. Os polindmios geradores
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dos codigos de comprimento n, tem como raizes os elementos na sequéncia,
. . . o .3 i\ " —1(mod n)
{(8°), (B°)", (B, (B°), -+ (B)P }-

Estes polinoémios sdo dados por g(z) = mme(My(z), My(z), - - -, M,,_1(x)), onde
M;(x) é o polinébmio minimal associado ao elemento f3;, {i = 1,2,---,n — 1}, sendo  um
elemento primitivo em G,,.

Na palavra-codigo, cujo comprimento é n = 63, serao analisados os valores de
1 <t < 31, sendo que para cada valor, teremos uma distancia equivalente, bem como seus

respectivos polindmios minimais envolvidos nos céalculos dos g(x).

12 Calculo das raizes dos polindmios minimais: para cada polindmio minimal
M;(z) = M;, com i =1,2,---,62, temos:

Mi(z) = {(BY, (8%, (BH" ") = My = {8, 82 84, 55, 55, 52},
My(z) = {(8%),(8%% -, (B ™"} = My = {82, 8%, 3%, 5'°, 52, 5},
Ma(z) = {(8%), (8% (8"} = My = {8,685, 8%, 6%, 5, 5%,

Mea(z) = {(B8%), (B2)%, -, (827"} = Mg = {8%2, 5%, 5%, 5%, 517, 51},

As raizes dos polindémios minimais sobre Ggz podem ser vistas na Tabela 11,
observando-se que alguns possuem as mesmas raizes. Portanto, estes polindmios minimais

sao iguais, como mostrados na Tabela 12.

29 Calculo dos polindmios minimais M;(z), para todo i = 1,2,--- 62: como
alguns polindmios sao iguais, ja que possuem as mesmas raizes, sao calculados com o

auxilio do Magma:

M (z) = My(z) = My(z) = Mg(z) = Mig(x) = Mss(z) =
(= B)(w — 5)(w — )z — B — F0)(x — 572) = a® + 207 + 30+ 1

M3(x) = Meg(x) = Mlz( ) = May(z) = Myg(w) = My3(x) =
(z = B°) (@ — %) (z = BP)(z — B*")(z — B%) (@ — %) = 2 + 32" + 22" + 2° + = + 1;
Ms(x) = Mig(z) = Mi7(z) = Mao(w) = Mza(x) = Myo(z) =

(z = B°) (@ — BY)(z — B'7)(x — )z — B*)(z — ) =% + 32" + 22" + 2® + o + 1;

Mz (x) = Miy(x) = Mas(z) = Mas(x) = Mse(x) = Mag(z) =
(= B")(x = ") (x = B%)(x — B%)(x — ) (x — B°°) = 2b + 2% + 1
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My(z) = Myg(x) = Msg(z) = (z — 8°)(x — B18)(x — 83°) = 23 + 322 + 22 + 3;

My (x) = Mag(z) = Mas(z) = Myz(x) = Mys(x) = Mso(z) =

(x — B (x — B2 (z — %) (x — %) (z — ) (z — B0) = 2% + 32 + 2% + 2% + 22 + 1;
Miz(x) = Mig(z) = Mag(z) = Mzs(w) = My () = Msa(z) =

(x — B3 (x — B (z — %) (x — %) (z — ) (z — B52%) = 2% + 22° + 2% + 23 + 3z + 1;
Mis(x) = Mzo(z) = Mzo(z) = Ms1(x) = Msz(x) = Meo(z) =

(
(.’L’ _ Bl5)<x _ ﬁ30)(x _ ﬁ39)( _ 551)( _ 657)(1. _ 560) — $6 + x5 + 31.4 + 3.’!32 + 20 + 17
Ma (2) = Myg(2) = (x — B*')(x — %) = 2® + o + 1

Mas(z) = Mag(z) = Myz(x) = Mys(x) = Msz(x) = Mss(w) =
(x — %) (x — 82)(x — ) (z — B9 (x — B853)(z — $°8) = 2® + 2° + 2t + 222 + 3w + 1;

Mar(x) = Mas(x) = Msa(w) = (z — *7)(x — ¥)(x — ) = 2® + 22" + 2 + 3;

M3y (x) = Myz(x) = Mss(x) = Msg(x) = Mgy (z) = Mega(z) =
(@ = B)o = 7)o — 57) (& — B7)(@ — B) o — 6%) = 2 +30° + 20° + 1

Tabela 11 — Raizes dos polindmios minimais sobre Ggs.

(6 ,6 ,6 ,68 ,8167ﬂ32) M22 — (ﬁ227/8447/6257ﬂ507 6377 511) — ,643 ,623 ﬂ46 629 ﬁSS 553)

(6 6 68 ﬂ16 632 6) M23 — (623,,8467,629,ﬂ58, 6537 643) — /644, 25 ﬂ50 637 ﬁll BQQ)
Ms = (53,56 B, B, B, 533) May = (877, B, B, B°, %, B™%) M45 = (87,57, 87
M4 — ( S B8 516 632 ﬁ B ) M25 — (ﬁ25,,6507,637,611, 5227 644) M46 — ,846 /629 ﬂ58 553 643 ﬂZS)

(55 BIO B ﬁ40 ,817 /334) M26 — (ﬁ26,5527,6417ﬁ197 5387 613) M47 — ,847 531 ﬂ62 561 659 655)
M6 — (56’ BIQ7 ﬁ24 ﬁ4875337ﬂ3) M27 — (ﬁ27>ﬂ547/345) M48 — 648 533 ,33 136 /312 ﬁ24)
]\47 — (57,51475287ﬁ567ﬂ497,@35) — (62875567ﬁ497ﬁ35a57a514) M49 — ﬂ49,ﬂ357ﬂ77ﬂ147ﬁ28,556)
MS (ﬁ 616 532 6752 ﬁ4) M29 (BZQ 558 /353 ﬁ43 ﬁQS 546) M50 — 550 537 /311 622 544 625
M9 — (59’51876367) ’ M30 BSO 5776513539:515) 1‘451 — ﬂ512639:515:6303660:557

Mlo_(ﬁlo ﬁQO ﬂ40 517 634 5 ) M31

)
ﬁBl ﬂ62 /861 659 555’547) M52 — 552,ﬂ417519,638,5137ﬁ26§
)

]\411 511 522 525 550 BB’?) M32

M12 /812 524 548 533 63 56) ]\433 533 53 56 512 524 548) M54 — 554 645 B?'?)

M13 /813 526 ﬁ41 519 BSS) ]\434 /834 55 ﬂ107520 ﬁ40 517) ]\455 ﬂ55 ﬁ47 B31 562 BGI 559)
M14 514 /828 ﬁ56 ﬁ49 535 B ) ]\435 /835 57 ﬁ1475287ﬁ56,549) M56 ﬂ56 ﬁ49 ﬁ35 57 514 BQS)

M17 517 /834 [_}5 /310 ﬁZO ﬁ40) M38— /838 /313 ﬁ26 ﬁaZ ﬁ41 519) M59

M18 618 /336 59) M39 /839 610 ﬁ30 ﬁGO /307 551) MGO

M19 619 /338 513 BZG ﬂlG 541) M40 /840 517 534 ﬂo ﬁlO ﬁZO) M61 — 561:659:ﬁ555ﬁ477ﬁ31:662

(
(
(
(
(
(
(
(
E
532 ﬂ /82 B4 58 516) M53 — E5537ﬁ43752376467ﬂ297ﬁ58
(
(
(
(
(
(
(
(

M20 /320 540 517 634 ﬁlG BlO) M41 ; /841 619 538 ﬂlB /826 ﬁ52) M62

(

(

( (

( (

E E
M15 (515 /830 BGO ﬁ57 ﬁSl BBQ) M36 (/336 59 /818) M57
M16 Eﬂlﬁ /832 /B 52 54 B ) M37 E/BB? 511 ﬁ22 ﬁ44 ﬁZS 550) M58

( (

( (

( (

( (

Mo = (87, %) M2 B*, 3%

Tabela 12 — Polinomios minimais que sao iguais sobre Ggs.

My, = My = My = Mg = Mg = M3 Mz = Mg = Mg = Msg = My = Mso

Mz = Mg = My = May = M3z3 = Mg Mys = M3y = Msg = Ms1 = Ms7; = Mg

M5 — MIO — M17 — M20 — M34 — M40 M21 — M42

M7 - M14 - M28 = M35 = M56 = M49 M23 = M29 = M43 = M46 = M53 = M58

MQ - M18 — M36 M27 = M45 = M54

Mll = M22 = M25 = M37 = M44 = M50 M31 = M47 = M55 = M59 = M61 = M62
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32 Calculo dos polindémios geradores para 1 <t < 31 : o polinomio gerador

para cada valor de t é dado por

g(l’) = mmc(Ml(x),Mg(x), 7Mn—1(x))7

formado pelos polindmios minimais que sao distintos entre si e possuem raizes /3 - - - 3%,

como pode ser visto na Tabela 13.

Tabela 13 — Polinémios geradores.

t dg >2t+1 (B, ..., 8%) g(z) = MMC(M;i(z), ..., Mp_1(z)) C(n,k,dg)

1 dr >3 (8L, 5% g(x) = MMC (M) C(63,57,03)
2 dg =5 (BT, 8%, 83, %) g(x) = MMC (M, M3) C(63,51,05)
3 dg =7 BT, ..., 5% g(x) = MMC (M, M3, Ms) C(63,45,07)
4 dg 29 (BT, ..., B®) g(z) = MMC (M1, M3, M5, M7) C(63,39,09)
5 dg > 11 8L, ..., B19) g(x) = MMC(My, Ms, M5, M7, My) C(63,36,11)
6 dg > 13 81, ..., B12) g(x) = MMC(My, Ms, M5, M7, Mg, M11) C(63,30,13)
7 dg > 15 8T, ..., B™) g(z) = MMC(My, M3, Ms, M7, Mg, M1, M13) C(63,24,15)
8 dg > 17 (8T, ..., BT9) g(x) = MMC(My, M3, Ms, M7, Mg, M1, M3, Mys) | C(63,18,17)
9 dyg > 19 8L, ..., B®) g(x) = MMC(My, M3, Ms, M7, My, M11, M13, M1s) | C(63,18,19)
10 dyg > 21 (ﬁl,...,ﬁzo) g(z) = MMC (M1, M3, Ms, M7, Mg, M11, M1z, Mis) C(63,18,21)
11 dy > 23 8L, ..., B%) g(x) = MMC (M, M3, Ms,--- , My3, M15, Ma1) C(63,16,23)
12 dg > 25 8T, ..., %% g(x) = MMC(My, M3, Ms,--- , M5, Ma1, Ma3) (63,10, 25)
13 dp > 27 8L, ..., B%) g(x) = MMC(My, M3, Ms,--- , M15, M21, M23) C(63, 10, 27)
14 dp > 29 8L, ..., B%®) g(x) = MMC(My, M3, Ms,- - , Ma1, Ma3, Ma27) C(63,07,29)
15 dy > 31 (BT, ..., B°9) g(x) = MMC(My, M3, Ms,- - , Ma1, Ma3, Ma7) C(63,07,31)
16 dm >33 8L, ..., B3?) g(x) = MMC (M, M3, Ms, -, Mag, Ma7, M31) C(63,01, 33)
17 dy > 35 8L, ..., %% g(x) = MMC(My, M3, Ms,--- , Ma3, M2z, M31) C(63,01, 35)
18 dg > 37 8L, ..., B%9) g(x) = MMC (M, M3, Ms, -, Mag, Moz, M31) C(63,01,37)
19 dy > 39 (BT, ..., %) g(x) = MMC(My, M3, Ms,- - , Ma3, Ma7, M31) C(63,01, 39)
20 dyg > 41 (ﬁl,...,,@40) g(x) = MMC(My, Ms, Ms,--- , Mag, Ma7, M31) C(63,01,41)
21 dp > 43 8L, ..., B%2) g(x) = MMC (M1, M3, Ms, -, Mag, Ma7, M31) C(63,01,43)
22 dyg > 45 (ﬁl,...,,@44) g(x) = MMC(My, Ms, Ms,--- , Mag, Ma7, M31) C(63,01,45)
23 dy > 47 (8L, ..., B) g(x) = MMC (M1, M3, Ms, -, Mag, Ma7, M31) C(63,01,47)
24 dyg > 49 (ﬁl,...,,@48) g(x) = MMC(My, Ms, Ms,--- , Mag, Ma7, M31) C(63,01,49)
25 dy > 51 8L, ..., B°Y) g(x) = MMC (M1, M3, Ms, -, Mag, Ma7, M31) C(63,01,51)
26 dy > 53 8L, ..., B°?) g(x) = MMC(My, M3, Ms, -, Mas, Ma7, M31) C(63,01,53)
27 dp > 55 (BT, ..., B54) g(x) = MMC(My, M3, Ms, -+, Mas, Ma7, M31) C(63,01,55)
28 dg > 57 (B, ..., B56) g(z) = MMC(My, M3, Ms,- - , Ma3, M2z, M31) C(63,01,57)
29 dp > 59 (BT, ..., B58) g(x) = MMC(My, M3, Ms, -, Mas, Ma7, M31) C(63,01,59)
30 dy > 61 (67, ..., B60) g(x) = MMC(My, M3, Ms,- - , Ma3, M2z, M31) C(63,01,61)
31 dp > 63 (BT, ..., B62) g(x) = MMC(My, M3, Ms, -, Mas, Ma7, M31) C(63,01,63)

Considerando que a distancia minima do codigo seja dyg = 3, entao o polindémio
gerador do co6digo é dado por gi(z) = 2% + 223 + 3z + 1, que gera o codigo desejado e
estéa associado & matriz geradora G' do codigo BC'H sobre Z4 com parametros (n, k,dy) =
(63,57,3).

Passo 8 - Determinar o polinémio gerador da matriz H, h(z): o polindmio
gerador h(x), cujos coeficientes pertencem a Zg4, da matriz verificagdo de paridade H é

obtido através da relacao:

_ox=1 _ 2631
h(l’) - g(x) T 264223 432+1
23T+ 203° 4203 4 33 4 132 4 303 +- 2020 + 228 4+ 2020 4 3020 + 2024 +- 30 B + 122 + 202 +- 3220+
a4 4310 4321 4201 4203 4 2+ 30 429 + 228 + 32T + 2 + 3t + 3+ 322+ 30+ 3
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Passo 9 - Determinar a matriz G e a sua transposta G': o polinomio
gerador g;(z) = 2° + 223 + 3z + 1 esta relacionado a matriz geradora G. Ao realizar os
deslocamentos dos coeficientes do polindémio g(x) da esquerda para a direita, obtemos a

matriz G com dimensao 57 X 63:

130200100000000000000000000000000000000000000000000000000000000
013020010000000000000000000000000000000000000000000000000000000
001302001000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000130200100000000000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000000000000000000000000000000000000000000001302001000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000130200100
000000000000000000000000000000000000000000000000000000013020010
000000000000000000000000000000000000000000000000000000001302001

Sua transposta GT de dimensao 63 x 57 ¢ obtida trocando-se as linhas por colunas.

Passo 10 - Determinar a matriz H e a sua transposta H': a matriz H
de dimensao 6 x 63 é obtida através do deslocamento dos coeficientes da direita para a

esquerda do polindmio gerador h(z) determinado no Passo 8:

000001002013000121203133010221130210232312311033221301230131333
000010020130001212031330102211302102323123110332213012301313330
000100201300012120313301022113021023231231103322130123013133300
001002013000121203133010221130210232312311033221301230131333000
010020130001212031330102211302102323123110332213012301313330000
100201300012120313301022113021023231231103322130123013133300000

Sua transposta HT de dimensao 63 x 3 ¢ obtida trocando-se as linhas por colunas.

Passo 11 - Rotular a sequéncia de DN A utilizando o Passo 1: o codigo BCH
primitivo sobre GR(4,6) sera analisado se é capaz de reproduzir a sequéncia de sinal interno
(ST = Seq.36) de uma proteina mitocondrial - GI namero 832917, com um comprimento
de n = 63 nucleotideos. Serao determinadas as 24 permutagoes entre o alfabeto do codigo
genético N = {A,C, G, T/U} e o alfabeto do codigo BCH Z4 = {0, 1,2, 3} da sequéncia de
DNA a ser analisada. Dado que o mapeamento entre N — Z, é desconhecido, consideramos
todas as permutagoes entre esses dois conjuntos. As 24 linhas da matriz P correspondem
as 24 permutacoes da SI. Seja a SI do NCBI igual a

{5/ = GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTTGGTGGGGAACTATCGCGGCCACCACCATCCTCATT —3'}

entao
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211233103233301313222332113322322220013031212211011011031131033
311322102322201212333223112233233330012021313311011011021121022
122133203133302323111331223311311110023032121122022022032232033
322311201311102121333113221133133330021012323322022022012212011
233211301211103131222112331122122220031013232233033033013313011
133122302122203232111221332211211110032023131133033033023323022
200233013233310303222332003322322221103130202200100100130030133
300322012322210202333223002233233331102120303300100100120020122
022033213033312323000330223300300001123132020022122122132232133
322300210300012020333003220033033331120102323322122122102202100
033022312022213232000220332200200001132123030033133133123323122
233200310200013030222002330022022221130103232233133133103303100
100133023133320303111331003311311112203230101100200200230030233
300311021311120101333113001133133332201210303300200200210010211
011033123033321313000330113300300002213231010011211211231131233
311300120300021010333003110033033332210201313311211211201101200
033011321011123131000110331100100002231213030033233233213313211
133100320100023030111001330011011112230203131133233233203303200
100122032122230202111221002211211113302320101100300300320020322
200211031211130101222112001122122223301310202200300300310010311
011022132022231212000220112200200003312321010011311311321121322
211200130200031010222002110022022223310301212211311311301101300
022011231011132121000110221100100003321312020022322322312212311
122100230100032020111001220011011113320302121122322322302202300

As linhas da matriz P estao associadas as 24 permutacoes entre N — Z4, onde

cada uma dessas permutacoes foi estabelecida como um caso, conforme ilustrado na Tabela

14.

Tabela 14 — Relacao entre as linhas da matriz P e as 24 permutacoes

Linha = Caso N — Z4 Linha = Caso N — Z4

L1 = Caso 01 (A,C,G,T)=(0,1,2,3) | L13 = Caso 13 (A,C,G,T)=(2,0,1,3)
L2 = Caso 02 (A,C,G,T)=(0,1,3,2) | L14 = Caso 14 (A,C,G,T)=(2,0,3,1)
L3 = Caso 03 (A,C,G,T)=(0,2,1,3) | L15= Caso 15 (A,C,G,T)=(2,1,0,3)
L4 = Caso 04 (A,C,G,T)=(0,2,3,1) | L16 = Caso 16 (A,C,G,T)=(2,1,3,0
I5=Caso 05 | (A,C,G,T)=(0,3,2,1) | L17 = Caso 17 | (A,C,G,T) = (2,3,0,1)
L6 = Caso 06 (A,C,G,T)=(0,3,1,2) | L18 =Caso 18 | (A,C,G,T) =(2,3,1,0)
L7 =Caso 07 | (A,C,G,T) = (1,0,2,3) | L19 = Caso 19 | (A,C,G,T) = (3,0,1,2)
I8 = Caso 08 | (A,C,G,T) =(1,0,3,2) | L20 = Caso 20 | (A,C,G,T) = (3,0,2,1)
L9 = Caso 09 (A,C,G,T)=(1,2,0,3) | L21 =Caso21 | (A,C,G,T)=(3,1,0,2)
L10 = Caso 10 | (A,C,G,T) = (1,2,3,0) | L22 = Caso 22 | (A,C,G,T) = (3,1,2,0)
L11 =Caso 11 | (A,C,G,T)=(1,3,0,2) | L23 =Caso 23 | (A,C,G,T)=(3,2,0,1)
L12=Caso 12 | (A,C,G,T)=(1,3,2,0) | L24 =Caso24 | (A,C,G,T)=(3,2,1,0)

Passo 12 - Verificar se a sequéncia de DNA é palavra-cédigo de acordo

com os padroes de erros estabelecidos: D(a,b) =0 e D(a,b) = 1 - o procedimento
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utilizado para determinar quais das sequéncias (com 0 e 1 nucleotideo de diferenca da

sequéncia original) sdo palavras-codigo dos codigos (63, k, dy), segue a seguinte abordagem:

As linhas da matriz geradora do cédigo (n, k,dy) do Passo 9 formam uma base
do espago vetorial conhecido como o cédigo linear C'. Portanto, as combinagoes lineares
das linhas de G resultam em palavras-codigo de C. Assim, o processo de codificacao
pode ser expresso como v = u - (G, onde u representa a informagao e v é a palavra-codigo
correspondente, neste caso, as sequéncias de DNA a serem analisadas. Para todas as

palavras-codigo v, a relacao a seguir é valida: v - HT = 0.

A capacidade de correcao de erros de um codigo esté relacionada ao ntumero
de palavras-codigo: no caso em questdo, temos 4* palavras-codigo, onde k = n —r. E
importante observar que quanto maior o valor de k, maior ser4 o niimero de palavras-
codigo, o que implica em uma maior complexidade computacional para gerar todas as 4"
palavras-codigo. Para lidar com esse problema, ao invés de gerar todas as palavras-codigo
para comparar com a sequéncia de DNA, consideramos que a sequéncia sob a aplicacao
de cada uma das 24 permutagoes do Passo 11 é uma palavra-codigo, correspondendo
ao padrao de erro denotado por D(a,b) = 0, ou seja, a diferenca entre a palavra-codigo
e a sequéncia de DNA do NCBI é nula. Assim, para determinar se cada uma dessas
24 possibilidades ¢ de fato uma palavra-codigo, usamos a relacao v - H = 0, onde v
¢ a possivel palavra-codigo e HT é a transposta da matriz de verificacao de paridade

determinada no Passo 10.

Neste mesmo passo, determinaremos quais das sequéncias de DNA apresentando o
padrao de erro D(a,b) = 1 nucleotideo de diferenca da sequéncia de DNA do NCBI sao

palavras-codigo dos codigos (n, k,dy).
a) D(a,b) =1 nucleotideo de diferenca

Para analisar as sequéncias de DNA com até 1 nucleotideo de diferenga da sequéncia
de DNA do NCBI, representada por D(a,b) = 1, consideramos as outras trés possibilidades
de nucleotideos em cada posi¢ao na sequéncia de DNA para cada permutacao. Isso resulta
em um total de trés possibilidades de nucleotideo em cada posicao, multiplicado pelo
comprimento da sequéncia n e pelas 24 possibilidades de permutacoes. Portanto, para cada
sequéncia de DNA, temos 3 - 63 - 24 = 4536 possibilidades. Utilizando a relacao v- HT = 0,

as palavras-codigo identificadas sao entao armazenadas.

Como resultado da geragao com 1 nucleotideo de diferenca (D(a,b) = 1), obtemos

a matriz R, onde cada linha representa uma palavra-coédigo encontrada.
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122133203133302323111331223111311110023032121122022022032232033
322311201311102121333113221333133330021012323322022022012212011
033022312022213232000220332000200001132123030033133133123323122
233200310200013030222002330222022221130103232233133133103303100

R =
100133023133320303111331003111311112203230101100200200230030233
300311021311120101333113001333133332201210303300200200210010211
011022132022231212000220112000200003312321010011311311321121322
211200130200031010222002110222022223310301212211311311301101300
Para encontrar a matriz R, foi utilizado o software Magma, seguindo a seguinte
rotina:

1. Determinagao da matriz H e sua transposta:

>H:=Matrix(IntegerRing(),6,63),
[0,0,0,0,0,1,0,0,2,0,1,3,0,0,0,1,2,1,2,0,3,1,3,3,0,1,0,2,2,1,1,3,0,2,1,0,2,3,2,3,1,2,3,1,1,0, 3,3, 2, 2,
1,3,0,1,2,3,0,1,3,1,3,3,3,
o,0,0,0,1,0,0,2,0,1,3,0,0,0,1,2,1,2,0,3,1,3,3,0,1,0,2,2,1,1,3,0,2,1,0,2,3,2,3,1,2,3,1,1,0,3,3,2,2,1, 3,
0,1,2,3,0,1,3,1,3,3,3,0,
o,0,0,1,0,0,2,0,1,3,0,0,0,1,2,1,2,0,3,1,3,3,0,1,0,2,2,1,1,3,0,2,1,0,2,3,2,3,1,2,3,1,1,0, 3,3,2,2,1, 3,0,
1,2,3,0,1,3,1,3,3,3,0,0,

0,0,1,0,0,2,0,1,3,0,0,0,1,2,1,2,0,3,1,3,3,0,1,0,2,2,1,1, 3,0,2,1,0,2,3,2,3,1,2,3,1,1,0, 3, 3,2,2,1, 3,0, 1,
2,3,0,1,3,1,3,3,3,0,0,0,
0,1,0,0,2,0,1,3,0,0,0,1,2,1,2,0,3,1,3,3,0,1,0,2,2,1,1,3,0,2,1,0,2,3,2,3,1,2,3,1,1,0,3,3,2,2,1,3,0, 1, 2,
3,0,1,3,1,3,3,3,0,0,0,0,
1,0,0,2,0,1,3,0,0,0,1,2,1,2,0,3,1,3,3,0,1,0,2,2,1,1,3,0,2,1,0,2,3,2,3,1,2,3,1,1,0,3,3,2,2,1,3,0,1, 2, 3,
0,1,3,1,3,3,3,0,0,0,0,0]);

> Transpose(H);

2. Determinacao da palavra-codigo v:

No exemplo apresentado a seguir é testada a terceira linha da matriz P trocando-se

o nucleotideo 3 da 28 posicao por 1, ou seja, Guanina no lugar de Timina:

> v := Matriz(IntegerRing(), 1, 63),
(1,2,2,1,3,3,2,0,3,1,3,3,3,0,2,3,2,3,1,1,1,3,3,1,2,2,3,1,1,1,3,1,1,1,1,0,0,2,3,0,3,2,1,2,1,1,2,2,0, 2,2,
0,2,2,0,3,2,2,3,2,0,3,3]);

> v * Transpose(H );

Ao realizar a multiplicacao de v por H, obtemos o seguinte resultado:
[152 156 136 144 136 152]

Como a operag¢ao ¢ modulo 4, este é o vetor nulo [000000] = 0, portanto é palavra-

codigo e serda armazenada na primeira linha da matriz R.

O processo ¢é repetido para todas as linhas da matriz P, trocando-se as bases
nitrogenadas e realizando-se a relacao v- H”, ou seja, 4536 operacoes, a fim de se encontrar

as oito palavras-codigo armazenadas em R.
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Passo 13 - Comparar todas as palavras-cdédigo armazenadas no Passo 12
com a sequéncia de DNA do NCBI e mostrar onde os erros ocorreram: todas
as palavras-codigo armazenadas na etapa anterior estao rotuladas no alfabeto do c6digo
Z4 =40,1,2,3}, e serdo convertidas em nucleotideos usando o alfabeto do codigo genético
N ={A,C,G,T}. Apos a conversao, as palavras-codigo sao comparadas, uma a uma, com
a sequéncia de DNA original, mostrando onde os nucleotideos diferem e armazenando os

resultados.

Passo 14 - Voltar ao Passo 7 e determinar outro g(z): a seguir, mostram-se
outros polindémios geradores e seus respectivos polinémios primitivos, que podem ser

utilizados para construir codigos com parametros (63,57, 3):

p()l(fﬂ) ::c6+9c+1
- go1(z) =20+ 203 +3x+1

poo(z) =ab +at + a3+ +1
- goo(x) = 2b + 2% + 2t + 2P + 3z + 1

pog(%) :$6+l’5+1
-gos(x) =2 +a® + ' + 222 + 3 + 1

poa(z) =28+ 2>+ a2+ +1
-gu(x) =2+ 3% + 22 + ¥+ x4+ 1

pos(z) = 2® + 2% + 2% + 22 + 1
-gos(x) =2+ 3% + 2P + a2 + 22 + 1

pos(z) =2+ 25+t + 2 +1
-gos(x) =2 +2® + 2t + 222 + 3z + 1

Passo 15 - Repetir os Passos 8 ao 12 para o g(z) obtido no Passo 14, até

que se esgote todas as possibilidades de g(z).

Passo 16 - Voltar ao Passo 3 e escolher outro p(x) para entao repetir os

Passos 4 ao 14 até que se esgote todos os p(x) do Passo 3.
Passo 17 - Fim.

A partir do caso analisado, com a utilizacao dos passos do algoritmo, pode-se
observar na Tabela 15 que as oito palavras-codigo obtidas e armazenadas na matriz R sao
distintas em termos do alfabeto do codigo Z, = {0, 1,2, 3}, porém sdo as mesmas quando
rotuladas através do alfabeto do codigo genético N = {A,C,G,T}, ou seja, resultam
em uma unica sequéncia de DNA, destacando-se ainda que, nas oito palavras-codigo, a
diferenca do digito correspondente ao nucleotideo da sequéncia de DNA ocorre na mesma

posicao.
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Tabela 15 — As 24 permutagoes para D(a,b) = 1.

~ Palavras-codigo Quantidade de Sequéncia de DNA

24 casos de permutagoes P .
n =63 palavras-cédigo reproduzida

01: (A,C,G,T)=(0,1,2,3) 00000 - - - 00000 0 -
02: (A,C,G,T)=(0,1,3,2) 00000 - - - 00000 0 -
03: (A,C,G,T) =(0,2,1,3) 122133 ---232033 1 GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTG - - -
04: (4,C,G,T) =(0,2,3,1) | 322311---212011 1 GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTG - - -
05: (4,C,G,T) = (0,3,2,1) 00000 - - - 00000 0
06: (A,C,G,T)=(0,3,1,2) 00000 - - - 00000 0
07: (A,C,G,T) =(1,0,2,3) 00000 - - - 00000 0
08: (A,C,G,T) = (1,0,3,2) 00000 - - - 00000 0
09: (A,C,G,T)=(1,2,0,3) 00000 - - - 00000 0
10: (A,C,G,T) = (1,2,3,0) 00000 - - - 00000 0 -
11: (A,C,G,T) = (1,3,0,2) | 033022---323122 1 GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTG - - -
12: (A,C,G,T) = (1,3,2,0) 233200 - - - 303100 1 GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTG - - -
13: (A,C,G,T) = (2,0,1,3) 100133 --- 030233 1 GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTG ---
14: (A,C,G,T) = (2,0,3,1) 300311 ---010211 1 GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTG - - -
15: (A,C,G,T) = (2,1,0,3) 00000 - - - 00000 0
16: (A,C,G,T) = (2,1,3,0 00000 - - - 00000 0
17: (A,C,G,T) =(2,3,0,1) 00000 - - - 00000 0
18: (A,C,G,T) = (2,3,1,0) 00000 - - - 00000 0
19: (A,C,G,T) = (3,0,1,2) 00000 - - - 00000 0
20: (A,C,G,T) = (3,0,2,1) 00000 - - - 00000 0 -
21: (A,C,G,T) = (3,1,0,2) 011022 ---121322 1 GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTG - - -
22: (A,C,G,T) = (3,1,2,0) | 211200---101300 1 GCCGTTCATGTTTACTCTGGGTTGCCTG - - -
23: (A,C,G,T) = (3,2,0,1) 00000 - - - 00000 0
24: (A, C,G,T) = (3,2,1,0) 00000 - - - 00000 0

Assim, basta analisar uma sequéncia, como o caso 03 mostrado na Tabela 16, em

que aaQ sao os aminoécidos originais, NtO os nucleotideos originais, RtO o rotulamento

original, RtG o rotulamento gerado, NtG os nucleotideos gerados e aaG' os aminoacidos

gerados. Percebe-se que houve uma substituicao de nucleotideo na décima trinca, resultando

na mudanga do aminoécido nessa posi¢ao, onde o Triptofano (Tri) foi trocado por Glicina,

(Gli), ou seja, houve uma mutagao de ponto de sentido trocado, porém nao sabemos se,

biologicamente, as sequéncias com alteragoes nos aminoacidos continuarao desempenhando

suas respectivas funcoes.

Tabela 16 — Sequéncia de DNA de sinal interno com 63 nucleotideos e D(a,b) = 1.

aa0 | Ala Val His Val Tir Ser Gli Leu | Pro Tri Tri Gli The Ile Ala | Ala | The | The Ile Leu Ile
NtO | GCC | GTT | CAT | GTT | TAC | TCT | GGG | TTG | CCT | TGG | TGG | GGA | ACT | ATC | GCG | GCC | ACC | ACC | ATC | CTC | ATT
RtO | 122 | 133 | 203 | 133 | 302 | 323 111 331 223 | 311 311 110 | 023 | 032 | 121 122 | 022 | 022 | 032 | 232 | 033
RtG | 122 | 133 | 203 | 133 | 302 | 323 111 331 | 223 111 311 110 | 023 | 032 | 121 122 | 022 | 022 | 032 | 232 | 033
NtG | GCC | GTT | CAT | GTT | TAC | TCT | GGG | TTG | CCT | GGG | TGG | GGA | ACT | ATC | GCG | GCC | ACC | ACC | ATC | CTC | ATT
aaG | Ala Val His Val Tir Ser Gli Leu | Pro Gli Tri Gli The Ile Ala | Ala | The | The Ile Leu Ile

Dessa forma, percebemos que as sequéncias de DNA tém uma estrutura matematica,

o que permite que sejam identificadas, reproduzidas e classificadas por meio de codigos

corretores de erros. O software Magma, que possui uma linguagem de programacao propria,

com uma interface que permite a definicao e manipulacao de estruturas matemaéticas,

possibilitou trabalhar com os anéis dos niimeros inteiros, matrizes e multiplicacao de

vetores por matrizes, poupando tempo nas operagoes.
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4 Conclusio

Os codigos corretores de erros desempenham um papel fundamental na detecgao
de erros que, em muitos casos, podem ser corrigidos durante o processo de transmissao
da informacao em um sistema de comunicacao. Estes erros podem comprometer o recebi-
mento correto da informagao enviada. Os coédigos BC' H mostraram-se significativos, pela
simplicidade nos processos de codificacao e decodificagao, apesar da limitacao relacionada

aos comprimentos das sequéncias.

Com a implementagao do algoritmo foi possivel identificar e reproduzir uma
sequéncia de DNA com 63 nucleotideos, resultando em palavras-cédigo com um nucleotideo
de diferenca da sequéncia original. O software Magma foi fundamental para a realizacao
das operacgoes matematicas mais complexas, que apesar de demandar esforco, reduziu

significativamente o tempo empregado em comparagao ao método manual.

Observou-se que os codigos corretores de erros sao eficientes na localizacao de
mutacoes na molécula de DNA, porém estudos bioldgicos sao necessarios para analisar
consequéncias resultantes da troca de bases nitrogenadas nas sequéncias de DNA. Em
pesquisas futuras, sequéncias mais longas poderao ser exploradas, permitindo a analise

das caracteristicas biologicas e das possiveis consequéncias resultantes das mutagoes.

Com o estudo de conceitos fundamentais de algebra e dos codigos corretores de
erros, bem como elementos de biologia, foi possivel complementar a formagao matematica,
contemplando éreas fora da grade curricular, possibilitando uma abordagem interdisciplinar
e ampliando conexdes entre diferentes campos do conhecimento. Além disso, possibilitou a
participagao em eventos académicos de destaque, como o Congresso Nacional de Matematica
Aplicada e Computacional (CNMAC), realizado em setembro de 2023, no Centro de
Convengoes de Bonito/MS, onde um resumo do trabalho intitulado “Anélise de mutagoes
genéticas e genomicas através de codigos corretores de erros” foi apresentado e publicado

nos Anais do evento, ampliando assim o alcance e o impacto do estudo realizado.
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