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Resumo

A série de Fourier, é bastante aplicada em diversos campos do conhecimento, como Enge-
nharias, Fisica e Matematica, também sendo utilizada, em particular, para a modelagem
do som. Nesse trabalho, o estudo das ondas sonoras com a utilizacdo da modelagem
matematica, como aplicacao da série de Fourier. Para isso foi necessario compreender
como funcionam as séries de Fourier que modelam fungoes peridédicas utilizando uma série
de senos e cossenos. E discutir alguns resultados que envolvem a expansao em séries de
Fourier, como a diferenciabilidade e a integrabilidade termo a termo, sem se aprofundar
na teoria de Séries de Fourier, como o estudo da convergéncia. Deste modo, o objetivo é
apresentar a resolucao da equagao da onda, uma equacgao diferencial parcial de segunda
ordem, utilizando os métodos de separacao de variaveis e da superposicao de solugoes, em
séries de Fourier. Ao aplicar condi¢oes iniciais, que sdo dadas pelas cordas do instrumento
musical com extremidades fixas de comprimento fixo, com posicao inicial e velocidade
inicial dadas, obtemos a solucao que modela o som. Apresentando ao final a estrutura do

som, numa escala harmonica.

Palavras-chave: Série de Fourier; Modelagem Matematica; Instrumentos musicais; Ondas

sonoras.



Abstract

The Fourier series is widely applied in various fields of knowledge, such as engineering,
physics and mathematics, and is also used in particular for modelling sound. In this work,
sound waves are studied using mathematical modelling as an application of the Fourier
series. To do this, it was necessary to understand how Fourier series, which model periodic
functions using a series of sines and cosines, work. And to discuss some results involving
expansion in Fourier series, such as differentiability and term-by-term integrability, without
delving into the theory of Fourier series, such as the study of convergence. The aim is
therefore to present the solution of the wave equation, a second-order partial differential
equation, using the methods of separation of variables and superposition of solutions, in
Fourier series. By applying initial conditions, which are given by the strings of the musical
instrument with fixed ends of fixed length, with given initial position and initial velocity,
we obtain the solution that models the sound. In the end, we present the structure of the

sound on a harmonic scale.

Keywords: Fourier series; Mathematical Modeling; Musical instruments; Sound waves.
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1 Introducao

A historia da musica com a Matematica se inicia na Escola Pitagorica por Pitagoras,
século VI a.C. no observando o som produzido por uma corda solta que produzia um
som mais agudo em comparacao quando posicionava a haste na metade da corda. Assim,
se deu o inicio ao estudo das cordas vibrantes, formulando a lei das cordas vibrantes,
também conhecida por Musica das Esferas, na Grécia Antiga (KANDUS et al, 2006).
Segundo Rodrigues (1999), o som produzido era representado por uma fragao cujo o seu
denominador era doze que reproduzia um som harmonico. Ainda, de acordo com Abdounur
(2006), no desenvolvimento do estudo matemético da musica nos primérdios no periodo
classico grego, Arquitas de Tarento (430-360 a.C) possivelmente tenha mudado o termo

de média subcontraria para media harmonica.

Rocha (2015) apresenta que levando em consideragao a unido da Fisica com a teoria
musical que explica os fendomenos da natureza do som e de como tal é emitido em diferentes
instrumentos. Para Pitagoras em seus estudos por meio de um monocérdio o fez vibrar
em varias fragoes do comprimento de corda. Notou-se que quando a corda se dividia em
duas partes, o som produzido no primeiro acorde era bem parecido com a do segundo s6
que mais agudo. E assim Pitagoras formolou a lei das cordas vibrantes, pois associava a

cada oOrbita planetaria um respectivo som.

Na Idade Média a 800 d.C. até o Renascimento segundo Abdounur (2006) apresenta
que a musica ocidental passa por diversas mudancgas e dentre elas destaca-se exclusivamente
melédico para uma percepcao harmonica. Também foi nessa que criou as notas musicais e

a teoria musical que conhecemos até os dias de hoje.

Covo (2016), destaca as amostragens padrao precisa seguir os sinais coletados, onde
deve-se seguir a frequéncia de 44, 1kH z, visto que a frequéncia maxima que o ouvido
humano capta é de 20kH z, dessa forma o dobro disso, que seria 40kH z ja é suficiente,
para emitir sons que nao agridam os ouvidos. Uma explicagdo também que é bastante
notoria é o padrao que se segue dessa forma, onde os quatro primeiros nimeros primos
sao elevados ao quadrado, ou seja, (2-3-5-7)? facilitando assim o “fracionamento dos

conjuntos de dados mostrado” e com isso remover frequéncias que ultrapassem os 20k H z.

Ao captar um som que é reproduzido por um instrumento musical, o som que é
coletado possui algumas caracteristicas que fazem parte do seu desenvolvimento. Quando
tocamos uma corda de violao, por exemplo, o som acaba fazendo um som mais intenso, ou
seja, um volume maior que no inicio é mais alto e depois ele diminui de forma gradativa o
som. Covo (2016), define esse processo como um envelopamento dindmico, que se define

“como uma forma de retratar o desenvolvimento dindmico, do nascimento até a sua morte”.
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Esses envelopamentos dindmicos, podem ser definidos em quatro (COVO, 2016),

em que

(I) determina o ataque inicial do som, em que a amplitude chega ao ponto maximo;

(IT) o som passa por um decaimento que se caracteriza pela perda de energia que ocorre

no ataque inicial;

(ITI) o som possui um equilibrio que o acompanha durante um tempo, e isso é chamado

de sustentagao;

(IV) é caracterizado pela diminui¢ao de intensidade, chegando até sua tltima etapa, a

extincao.

Ramalho et al., 2014, destaca que as ondas sonoras sao ondas mecanicas que
possuem caracteristicas mecanicas longitudinais, que sao associadas a aquelas que possuem
uma variagao de pressdo, ou seja, compressoes e rarefacoes. Elas se originam a partir de

vibragoes que sao captadas pelo timpano, com frequéncia e amplitudes definidas.

As ondas s@o conhecidas como perturbagoes que se caracterizam através de varios
meios, como: materiais, no caso da onda sonora; as ondas eletromagnéticas, que nao
precisam de um material para se propagar, como por exemplo a luz e o Raio-X. Wisnik
(2014), enfatiza que o fato de ser uma onda significa que ela possui um periodo, ou seja,
ha uma frequéncia que se repete por determinado intervalo de tempo. As ondas mecéanicas

sao definidas seguindo a sua direcao, vibragao, em transversais e longitudinais.

As ondas transversais sao definidas como aquelas que possuem o meio de propagacao
do movimento perpendicular a propagagao do movimento na mesma dire¢ao. As ondas

possuem algumas caracteristicas préprias, dentre as quais Pereira (2013) cita:

o Frequéncia (f): representada pelo grau de oscilagdo dos pontos, onde estas ondas se
propagam, definidas, como o niimero de oscilagoes que elas completam por segundos
(Figura 1);

SiMatural

|

Figura 1 — Gréfico da Nota Si Natural: Frequéncia.
Fonte: Autor.

e Periodo (T): o tempo minimo que a fonte precisa para gerar uma onda completa

(Figura 2;
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dh b A, A L
7

s
Figura 2 — Gréfico da Nota Si Natural: Periodo.
Fonte: Autor.

« Velocidade (v): é a distancia que a onda percorre por unidade de tempo, ou seja, o

comprimento da onda por seu periodo, também é chamada de velocidade de fase;

o Comprimento da onda: definida como o tamanho que essa onda possui e seu
comprimento que pode ser medido de “crista a crista”, conhecida como a parte mais
alta da onda, ou de “vale a vale”, conhecida como a parte mais baixa da onda (Figura
3;

Figura 3 — Grafico da Nota Si Natural: Comprimento.
Fonte: Autor.

o Amplitude: metade da distancia entre a parte mais baixa (vale) e a parte mais alta

(crista), conhecida popularmente como a “altura da onda” (Figura 4.

Figura 4 — Gréfico da Nota Si Natural: Amplitude.
Fonte: Autor.

As ondas ainda podem ser definidas, segundo a sua relacao, direcdo, propagacao
em unidimensionais, bidimensionais ou tridimensionais. Para se obter o timbre é preciso
conhecer a soma de ondas senoidais, que estas representam, os sons puros, que sao

conhecidos por sons harmonicos. A soma dessas ondas, sdo obtidas através das séries de
Fourier (DEPIZOLI, 2015).

Nascimento et al. (2015), enfatiza que o som é dado por uma determinada nota,

onde ele é composta por uma série de harmonicos, que possui diferentes intensidades,
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representando-se pela forma de fungoes senoidais através das séries de Fourier. E possivel
apurar que estas aproximacoes, relacionadas com os trés primeiros harmonicos, obtém-se

boas aproximagoes, ja que alguns harmonicos possuem poucas influéncias.

A onda é o resultado da soma de uma nota musical que possui por si s6 um timbre
caracteristico, que depende da soma dos harmoénicos escolhidos. Os harmonicos e suas
amplitudes, podem ser escolhidas de formas diversificadas, obtendo-se assim resultados de
varios timbres. Cada um desses timbres obtidos faz relacdo com uma determinada tecla
de sintetizador, que ao ser acionada, toca o timbre musical. Uma forma de modelar nas

ondas ¢ se utilizar a Série de Fourier. Mas o que ¢ uma Série de Fourier e como ela surgiu?

A ideia de séries de Fourier é decompor uma func¢ao qualquer em uma série de senos
e cossenos. Essa ideia se iniciou com Euler em 1750, tendo obtido a forma dos coeficientes
de tal série por volta de 1977 (GANDUFO, 1990). Entretanto, foi apenas em 1822, que ao
estudar sistematicamente tais séries infinitas na tentativa de resolver a equacao do calor
e observou durante o estudo da propagacao de calor em corpos solidos, Fourier admitiu
que essa propagacao deveria ser por ondas de calor, levando em consideragao que a forma

mais simples de uma onda é uma funcao senoidal (PIFER, 2015).

Fourier demonstrou que qualquer fungao periédica pode ser decomposta em uma
combinacao infinita de senoides, dividida como uma soma de senos e cossenos. Portanto, no
trabalho Théorie Mathématique de la Chaleur (Teoria Matematica de Condugao do Calor)
Fourier (1822) explicitou os coeficientes de tais séries. No entanto, seu foco de pesquisa
nao era compreender o calor enquanto entidade da fisica, mas sim em dar uma explicagao
matematica de como a conducgao do calor se daria como radiagao. Desta forma, para ele
o importante era descrever matematicamente o comportamento do calor (GANDUFO,
1990).

Os estudos de Fourier, inspiram P. G. Dirichlet (1805-1859) que, ao estudar tais
séries, observou que nem toda fungao poderia ser representada por uma série de Fourier
obtendo uma condigao suficiente para a validade da representacao a partir da série estudada.
Vale ressaltar que Fourier ja conjecturava que isso acontecia. Assim, em 1829, Dirichlet
demonstrou rigorosamente que a Série de Fourier de uma funcao f converge nos pontos x
em que a fungao é continua e, nos pontos x em que se tem descontinuidade, ele converge
para a média aritmética dos limites laterais (GANDUFO, 1990).

De acordo com Riskedal (2002) confirma que nessas ideias e dos resultados fundamen-
tais das Transformadas de Fourier de Equacao da Onda visando aplicagoes a instrumentos
musicais. As propriedades pode ser expresso como a amplitude (ou volume) das suas notas
constituintes. Essa abordagem pode ser possivel por a Transformada de Fourier de uma
funcao temporal cujo o valor absoluto representada por soma das frequéncias presentes na
fase de deslocamentos com base de ondas senoidais em tal frequéncia. Simas (2014) afirma

que em particular sao encontradas em instrumentos musicais pode-se fazer a aplicacao de
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modelos simples para corda e membranas vibrantes da frequéncia.

Nussenzveig (2018) destaca a pesquisa desenvolvida por um som produzido por
uma corda vibrante de violao ou guitarra utilizando Equagao da Onda para promover
as vibragoes da corda elastica. Usando a Equacao da Onda, uma aplicacao de Séries de

Fourier, o autor descreveu os sinais advindos da vibragao de instrumentos.

Kandus et al. (2006) afirma que em uma andlise de modelagem tedrica do mecanismo
produzido pelo som por instrumentos de corda pode ser muito complexa. Ja Donoso et al.
(2008) apresenta o instrumentista quando comega uma perturbacao usado uma palheta ou
o proprio dedo que se propaga pela dilatagao da corda. Que por sua vez, é descrita como
a energia transmitida para o corpo do instrumento como um todo, e em particular os
fendmenos ondulatorio em um instrumentos de corda podem ser escritos em uma equagao
diferencial. Viola e Piovesan (2022) destacam que essas areas estabelecem uma conexao
eficaz entre a onda gerada no instrumento musical e o ar, resultando na criagdo do som
que percebemos. Uma andalise espectral é expressar, a fim de estabelecer uma soma de

elementos de uma série.

Ao discutir a analise do som do violao e da guitarra, sao resultados semelhantes, ao
observar a vibragao, frequéncias agudas ou graves ou também de forma equivalente quanto
menor a corda menor a sustentagao do som produzido. Isto implica que a dissipacao de
energia da corda é maior quanto mais alta a frequéncia. Para a identificacao das frequén-
cias harmonicas por meio da série de Fourier os resultados experimentais demostraram
concordam com um modelo linear para o violao e a guitarra. As propriedades usada no tal
experimento foi a densidade linear, velocidade, tensao e comprimento na onda da corda
sdo menores no violao em comparagao ao da guitarra (SANTOS, MOLINA & TUFAILE,
2013).

Esse trabalho estd organizado da seguinte maneira:

apresentamos as séries trigonométricas, pois como ja dissemos anteriormente, se-
gundo Fourier toda fungao f(t) com periodo 27 pode ser representada por uma série
trigonométrica infinita. Em seguida definimos formalmente a série de Fourier, apresentando
como sao determinados seus coeficientes. Apos apresentarmos o Teorema de Convergéncia
de séries de Fourier, utilizamos resultados do Calculo Diferencial e Integral para estabelecer

a diferenciacdo e integragao termo a termo dessas séries.

Capitulo 2: apresenta sucintamente as séries trigonométricas e, a partir delas, discutimos
que toda func¢ao periddica de periodo 27 pode ser representada por uma série infinita,
ou seja, definimos formalmente uma Série de Fourier, explicitando como calcular
seus coeficientes. Em seguida, estendemos esse resultados para qualquer funcao
periédica. Finalmente apresentamos o Teorema de Convergéncia de Séries de Fourier,

para em seguida, utilizarmos resultados do Calculo Diferencial para estabelecer
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a diferenciagdo e integracao termo a termo dessas séries. Finalizamos o capitulo
apresentando um algoritmo para resolver problemas de contorno utilizando séries de

Fourier.

Capitulo 3: é dedicado ao estudo dos problemas das cordas vibrantes, neste capitulo
estudamos a equacgao da onda considerando uma corda tangida, apresentando um

exemplo.

Capitulo 4: apresenta uma aplicagdo da Equacao da Onda para modular as ondas gerada
por um instrumento de corda, com as extremidades fixas, apresentando o significado
fisico de cada uma das fungdes com y(z,t), na modelagem do som com tempos fixos

e discutindo a solucao geral.

Capitulo 5: o ultimo capitulo desta monografia é dedicado as consideragoes finais deste
trabalho.
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2 Séries de Fourier

Neste capitulo discutiremos sobre Séries de Fourier, sua defini¢cao, expansao em
séries de Fourier de fungoes periddicas, diferenciagdo e integragdo termo a termo de séries
de Fourier, finalizamos o capitulo com o procedimento de como utiliza-las para resolver
problemas de contorno. As notas deste capitulo sdo baseadas em Boyce e Diprima (2006)
e Edwards e Penney (1995).

Como problema inicial para discutirmos o que sao séries de Fourier, iniciemos

considerando a equacao diferencial

— F+wir = f(t). (2.1)

que modela o comportamento de um sistema massa-mola com frequéncia natural circular
wp, movendo-se sob a influéncia de uma forga externa de magnitude f (¢) por unidade de
tempo. Se esta forga for, por exemplo, uma funcao cosseno, ou seja,
2
d°x 9

e + wir = Acos(wt). (2.2)

com w? # w3 tem solucio particular
A
xp(t) = ——— cos(wt) (2.3)

Agora, suponhamos que a fungao f (t) na Equacao Diferencial (2.1) seja uma combinagao
linear de func¢oes harmonicas simples. Assim, com base na solu¢ao particular dada pela
Equagao (2.3), podemos aplicar o Principio da Superposi¢ao de Solugoes para construir
uma solugao particular da Equagao (2.1). Considerando, por exemplo, a equagao

d*x

N
T +wiz =Y A, cos (wat), (2.4)

n=1

na qual w? nao é igual a nenhum w?. Desse modo, a equagao (2.4) tem solugao particular
R (wnt), (2.5)

obtida adicionando-se as solugdes dadas em pela Equagao (2.3), correspondentes aos n

termos no lado direito da Equagao (2.4).

Em geral, sistemas mecanicos e elétricos possuem fungoes periédicas que nao sao
simplesmente combinagoes lineares finitas de senos e cossenos. Assim, nosso objetivo aqui
é mostrar que qualquer fungdo periédica continua por partes f (t) pode ser representada

por uma série infinita de termos trigonométricos. Sendo assim, a Equagdo (2.1) pode ser
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resolvida pela superposicao de solugoes particulares dadas por func¢oes trigonométricas,
também conhecidas como “blocos construtores” trigonométricos, com a soma finita dada

na Equagao (2.5) substituida por uma série infinita.

Lembremos apenas que a fungao f (¢) definida para todo ¢ é periddica se existir um
nimero positivo p tal que
fE+p)=[(1t),
para todo t € R. Neste caso, o nimero p é chamado um periodo da funcao f. O periodo
de uma funcao periédica nao é tinico, por exemplo, se p é um periodo de f (t), entdao os
numeros 2p, 3p e dai por diante, também sao.
Com isso, ao considerarmos as fungoes g (t) = cos(nt) e h(t) = sen (nt), com n

. . . . Vé ~ / 7T .
sendo um inteiro positivo, teremos que o periodo destas fungoes é —. Para verificarmos
n

isto basta observarmos que

cos {n (t + 2;;)} = cos (nt + 2m) = cos(nt)
sen {n (t + 2;;)] = sen (nt + 27) = sen (nt).

Como g e h tem periodo 2w qualquer combinagao linear de senos e cossenos de multiplos

inteiros de ¢, como por exemplo
f(t) =5 —2cost + senbt — 4 cos 2t + 3sen 3t,

também tem periodo 27. Podemos ver a representagao grafica na Figura 5

2

Periodo 27

Periodo 27

Figura 5 — Gréfico da funcao f (t) =5 — 2cost + sen 5t — 4 cos 2t + 3sen 3t.
Fonte: Autor.
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Em 1822, Fourier afirmou que toda fungao f (¢) com periodo 27 pode ser represen-

tada por uma série trigonométrica infinita da forma

% + i (an cos(nt) + bysen (nt)),
n=1
ou seja,
f)= % + > (an cos(nt) + bysen (nt)) . (2.6)
n=1

A série dada na Equagao (2.6) é chamada de série de Fourier e a representagao de fungoes
através de séries de Fourier é uma das técnicas da Matematica mais aplicada na solucao

de Equacoes Diferenciais Parciais.

2.1 Séries de Fourier de Funcoes de Periddicas

Nosso objetivo nesta se¢do sera compreender como podemos expressar uma funcao
peridédica qualquer em séries de Fourier. Para isso iniciaremos seu estudo com fungoes
cujo periodo ¢é 27 e determinaremos como calcular os coeficientes na série de Fourier dada
na Equagdo (2.6) para que ela convirja para esta fungdo, para depois estenderemos o

resultado para func¢oes periddicas quaisquer.

Para que atinjamos nosso objetivo inicialmente calcularemos o valor das integrais
/ cos(mt) cos(nt)dt, / sen (mt)sen (nt)dt e / sen (mt) cos(nt)dt.

Para calcular as duas primeiras integrais precisaremos separar cada um em dois casos:

Caso 1 m # n. Neste caso temos que
1
cos(mt) cos(nt) = 5 (cos (mt + nt) + cos (mt —nt)),
dai

/Tr cos(mt) cos(nt)dt = /7T ; (cos (mt + nt) + cos (mt — nt)) dt

—T —T

1 7 1 7
25/ cos(mt—l—nt)dt—l—§/ cos (mt — nt) dt

- ;/icos((m—kn)t)dt%—;/:cos((m—n)t)dt

1 /= 1 /=
= 5/ cos (kt) dt+§/ cos (kot) dt

1sen (kit) "

1sen (kat)|”
+7sen( ot)
2 Kk

2 ke

—T —T

2 ]ﬁ k’l k2 k2

0,

1 (sen (ki) sen (-k@) +; <sen (kyw)  sen (—kor)

)
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em que ki =m+n e ko

Caso 2 m = n. Aqui temos que

cos(mt) cos(mt) =

=m—n.

1
5 (cos (mt + mt) + cos (mt — mt))

dai
T T ]
/ cos(mt) cos(mt)dt = / 5 (cos (mt + mt) + cos (mt — mt)) dt
1 ™
= 5/ (cos (2mt) 4 cos(0)) dt
_ /ﬂ (2mt)dt + 1/” 1dt
= 5 cos(2m 5]
~ lsen(2mt) i N lt "
2 2m 2
1 {(sen(2mm) sen (—2mm) 1
- 2( om  2m Tyt
27
— 04+ =
+ 2
= .
Portanto
™ 0
/ cos(mt) cos(nt)dt = { se m#n (2.7)
— T se m=n
Agora, para determinarmos o valor da segunda integral, temos que
Caso 1 m # n. Neste caso temos que
1
sen (mt)sen (nt) = ) (cos (mt — nt) — cos (mt + nt))
dai
™ 1 ™
/ sen (mt)sen (nt)dt = 5 / cos (mt — nt) — cos (mt + nt) dt
1 7 1 =
= 5/ cos (kit) dt — 5/ cos (kot) dt
B 1 sen ( /ﬁ 1 sen kot "
2 2 ko
~ 1 (sen ( k17r _ sen (—ki) 1 (sen (kom)  sen (—kom)
S22 ki 2 ko ks
= 0,
onde ki =m —neky=m-+n.

)
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Caso 2 m = n. Aqui temos que

sen (mt)sen (mt) = ; (cos (mt — mt) — cos (mt + mt)),

dai
™ 1 ™
/ sen (mt)sen (mt)dt = 5/ cos (mt — mt) — cos (2mt) dt
1 = 1 g7
= 5/ cos(0)dt — 5/ cos(2mt)dt
1/ 1 /=
= [ 1at—-= 2
2Lﬂ dt 2[ﬂcos( mt)dt
B lt i 1sen (2mt) "
2 2 2m
1
=5 (m4+m) =0
= 7.
Portanto,

0 se m#n (2.8)

-7 T se Mm=n

/ sen (mt)sen (nt)dt = {
Agora, para calcularmos a terceira integral, temos apenas um caso, pois
1
sen (mt) cos(nt) = 5 (sen (mt — nt) 4+ sen (mt + nt)),
dai

/7r sen (mt) cos(nt)dt = = /Tr sen (mt —nt) + sen (mt + nt) dt

—Tr —Tr

™ 1 s
/ sen (kqt) dt + 5/ sen (ko) tdt

’ 1 kot)|
cos (kit) || L (_cos(kat)

]{31 /{31 2 k2 kQ

onde k; = m —n e ks = m + n. Portanto, para quaisquer m,n € N temos que

/7T sen (mt) cos(nt)dt = 0. (2.9)

—Tr

Agora, suponhamos que a fungao f (¢) seja continua por partes e que tenha periodo

2w, a afirmacao representacao em série de Fourier seja dada por

50 + > (ay, cos(mt) + bysen (mt)) . (2.10)
m=1

- <cos (ki) cos(—m)» N (_ (Cos (ko) cos (ko)

)
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entao, ao integrarmos termo a termo obtemos

/_7; f@)dt = /_7; <a20 + i (@, cos(mt)) + (b,sen (mt))) dt

m=1

— j 90 a4 /j (i A Cos(mt)> dt + j (i b,sen (mt)> dt

™

/1dt+2am/ cosmtdt+2b / sen (mt)dt

e, como, _
C;O/trldt:a;(t ):C;)(W+7r):ao7r,
€ - s
/Tr cos(mt)dt = (sen(mt) ) =
- mo|
nos leva a

™

> am/ cos(mt)dt = 0.
m=1

):o

Além disso, o fato de

/7r sen (mt)dt = — (COS(mt)

- m
nos da
Z b, / sen (mt)dt = 0.
Logo,
/ ft)dt =apm+ 0+ 0 = agm.
Portanto,

/ﬂf(t)dt:aow

—T

deste modo obtemos a primeira constante que é dada por

aozi/:;f(t)dt

Agora, nosso objetivo é determinar os coeficientes a,, da Equagao (2.10), para isto,

multiplicamos cada lado da Equagao (2.10) por cos (nt), ou seja,

cos (nt) f (t) = cos(nt) <a2 Z_: am cos(mt)) + (bp,sen (mt)))

— aocog(nt) + i (am cos (nt) cos (mt) 4 by,sen (mt) cos (nt)) .

m=1
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e integrando termo a termo, obtemos

/7r cos (nt) f (t)dt = %0 /_7; cos(nt)dt + i A /_7; cos(mt) cos(nt)dt+

T m=1
+> bm/ sen (mt) cos(nt)dt
m=1 -
Observemos, pela Equagao (2.9), que

/7r sen (mt) cos(nt)dt = 0

—T

e, com isso,
> by /7T sen (mt) cos(nt)dt = 0.
m=1 -
Além disso,
/ cos(nt)dt =0

e, assim,

% /7r cos(nt)dt = 0.

Com isso
v

/7r f (t) cos(nt)dt = il am/ cos(mt) cos(nt)dt. (2.11)

—T -7

e, pela Equacao (2.7), temos que / cos(mt) cos(nt)dt é nao nula apenas se m = n, logo,

J(jrf(t)cos(nt)dt:: anj(f

cos?(nt)dt = way,.

Portanto,
1 ™
%:7/ £ (1) cos(nt)dt
™ J—7
Agora, nosso objetivo é determinar os coeficientes b,,. Para isto, multiplicamos cada

lado da Equagdo (2.10) por sen (nt), assim

f (t)sen(nt) = sen (nt) <a0 + i (@, cos(mt) 4 by,sen (mt)))

2 m=1
apsen (nt)

= + i (@, cos(mt)sen (nt) + b,sen (mt)sen (nt))

m=1
que, integrando termo a termo nos da

/_7; f (t)sen (nt)dt = % /_7; sen (nt)dt + i A, /_7; cos(mt)sen (nt)dt+

m=1

+ > bm/ sen (mt)sen (nt)dt.
m=1

Aqui, podemos ver, pela Equagao (2.9), que

/7T cos(mt)sen (nt)dt = 0,

—T
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dai

™

> am/ cos(mt) sen(nt)dt =0
m=1 -

e, do fato de
/ sen (nt)dt = 0,

™

0 que nos leva a
%/ sen (nt)sen (nt)dt = 0.
Logo,
/ f (t)sen (nt)dt = Z b, / sen (mt)sen (nt)dt

™

Pela Equagao (2.8), temos que / sen (mt)sen (nt)dt é ndo nula apenas se m = n, assim

—T

/7r f (t)sen (nt)dt = b, /j sen (nt)dt = b,

—T
Portanto,

b, = 1 /7r f (t)sen (nt)dt

T J—7

Com isso temos o seguinte resultado

Teorema 2.1 Suponhamos que f (t) seja uma fungao continua por partes de periodo 2w

que esteja definida para todo t. Entdo, a série de Fourier de f (t) € a série

+ Y (an cos(nt) + b,sen (nt)) (2.12)

m=1

o
2
onde os coeficientes de Fourier a, e b, sao definidos por

—/ ) cos(nt)dt (2.13)

1 s
_— / £ (1) sen (nt)dt (2.14)
™ J—7
paran =0,1,2,3,....

Nosso objetivo agora é estender o resultado do Teorema 2.1 para uma funcgao
periddica qualquer. Desta forma, consideraremos uma f (¢) uma fungao continua por
partes para todo t e que tem periodo arbitrario p > 0, ou seja, tomando p = 2L, temos

que L é o meio-periodo da funcao peridédica f. Assim, definamos

g(u)=f<Lu>,

entao,
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ou seja, g (u) também é periddica cujo periodo é 27 e, com isso, possui representagdo por

série de Fourier dada por

= 50 Z a, cos(nu) 4 bysen (nu)) ,
em que
—/ ) cos(nu)du
¢ 1
b, = —/ g (u) sen (nu)du.
™ J—m

Com isso, se fizermos a seguinte mudanca de varidvel

t=",
™

teremos que

u =

e, como f (t) = g (u), segue que

ft)=g (7;5) R~ % + i <an cos (nzt) + b,sen (nzt)) , (2.15)

n=1
com _
a, = 71r/ g (u) cos(nu)du
1 L mt nmt
= = ng (L) coS (L) —dt
1 (L mt nmt
A 9<L>COS< L >dt
Portanto,

an L/ cos(f)dt.

De maneira analoga, temos que

t
by, L/ ) sen (n;r )dt.

Definicao 2.1 Diremos que uma funcao f é seccionalmente continua em um intervalo
a <t <b se o intervalo puder ser particionado em um numero finito de pontos a =ty <

ty <---<t,=0bde modo que

(i) f seja continua em cada subintervalo aberto t; 1 <t < t;.

(ii) f tende a um limite finito nas extremidades de cada subintervalo, quando se aproxima

pelo interior do intervalo.
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A notagao f (¢™) é usada para denotar o limite de f (¢) quando ¢t — ¢ pela direita e

f (¢7) denota o limite de f (t) quando ¢ — ¢ pela esquerda.

Com isso, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Suponhamos que f e f' sejam fungoes seccionalmente continuas no intervalo
—L <t < L. Suponhamos, também, que f esteja definida fora do intervalo —L <t < L

de modo a ser periodica com periodo 2L. Entdo f terda uma série de Fourier

ft)= 5 0 4 Z (an cosnT + b, sen T) , (2.16)

cujos coeficientes estao relacionados a f (t) pelas férmulas de Euler-Fourier

nmt
an —dt 2.17
L/ ) cos (2.17)
‘ t
b, L/ f(t) sen Ealt (2.18)
paran =1,2,.... Além disso, a série de Fourier convergz’rd para f em todos os pontos
fa)+r@)

onde f for continua e convergird para em todos os pontos onde f for

2
descontinua.

Para compreendermos melhor como isso acontece, vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.1 Considere a fungdo da onda quadrada

0 se —m<t<O
ft) = 1 se 0<t<m
05 se t=-m, 0, 7.

Primeiramente calculemos ag

1 ™
= — t)dt
% 7T/—7rf()
1 /0 1 =
- f/ 0dt+—/ 1dt
mwJ—7 mwJo
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Utilizando a Equacdo (2.13) para calcular a,, temos que

Qn

i/j; f(t) cos(nt)dt

1 so 1
— / 0 - cos(nt)dt + —/ 1 - cos(nt)dt
—m ™ Jo

1 (sen (nt) W)

0.

Agora, utilizamos a Equagao (2.14) para calcular b,, e obtemos

dat,

Logo,

Portanto

bn

i/z f(t)sen (nt)dt

71T _Oﬂo . sen (nt)dt + 71T /07r 1 - sen (nt)dt
1 —cos(nt) "

T on .
—71T (:L cos (nm) — icos(O))

1/1 1

- (n cos (nm) — n>

1 n

EIREe

2

— para n  impar
™

0 para n par

Y + Y (an cos(nt) + b,sen (nt))
n=1

+ Y —sen(nt)

2
1, &2
2 nmw

n=1
n impar

1 2 sen (nt
L

n impar

1 2 1 1
5t (sen (t) + gsen(Bt) + gsen(St) + - ) .
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Y/ t

aN = T— S — Vo m/2 m

n=1 n==>5 n=15 05

Figura 6 — Aproximagao da fungdo f(x) por série de Fourier com n = 1,5, 15.

Fonte: Autor.

2.1.1 Séries de Fourier em Senos e em Cossenos

Entre os casos interessantes ao se estudar a representacao em séries de Fourier
ocorrem quando a funcao a ser representada é uma func¢ao par ou uma funcao impar, pois
o primeiro caso reduz a série de Fourier a uma série de cossenos, enquanto que o segundo

uma série de senos. Veremos como isso acontece detalhadamente nesta subsecao.

Notemos que, se f é par, entdo f (—t) = f () e, assim

/af@)ﬁ::/if(ﬂdﬁ+sz@)ﬁ::ZAaf@)ﬁ'

—a

Enquanto que, se f é impar, entao f (—t) = —f (¢), e, dai

jf@ﬁ:—jfmﬁ+ff@ﬁ:0

Além disso, o produto de duas fungoes pares é par e o produto de fung¢oes impares também
¢é par. Enquanto o produto de uma func¢ao par e uma funcdo impar é impar. Com tudo

isso, ao analisarmos a série de Fourier, temos que se f(t) for uma fungao periddica par de
, . nmt , - nrt ,
periodo 2L, entao f(t) cos 7 serd uma fungao par enquanto que f (¢) sen 7 serd uma

funcao fmpar. Logo, quando calculamos os coeficiente de Fourier, obtemos
1 (L t 2 (L t
e [t ()= 2 [ ren (5

1 L nmt
bn— E[Lf(t)seant—O

Portanto, a série de Fourier de uma funcao par de periodo 2L tem apenas termos em

COSSeno . .
ft) = % +nz::1 (ancosn;j) :

Assim temos o seguinte resultado:
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Teorema 2.3 (Série de Fourier em Cossenos) Suponhamos que f e f' sejam seccio-
nalmente continuas em —L <t < L e que f seja uma fungao periddica par com periodo

2L. Entdo os coeficientes de Fourier de f sdo dados por

t
n L/ ) cos (mr )dt,

paran=0,1,2,..., €

paran =1,2,.... Portanto, a representacio de f(t) em série de Fourier é

—I— Z ancos( m)

Deste modo, esta série é chamada de Série de Fourier em Cossenos.

t t
Agora, se f (t) é impar, entao f (t) cos (nZ) é impar e f (x) sen (m) é par, ou

L
an L/ cos<L>dt—O
bn—i/_LLf(t)sen (T)dt—i/(ff(t)sen (nzt)dt

e, com isso, a série de Fourier de uma funcao impar de periodo 2L tem apenas termos em

seja,

Seno
o9

f)y=> <bnsen (T)) :

n=1

Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 2.4 (Série de Fourier em Senos) Suponhamos que f e f' sejam seccional-
mente continuas em —L <t < L e que f seja uma funcao periodica impar com periodo

2L. Entao os coeficientes de Fourier de f sdo dados por

Qp = 07
paran=0,1,2,..., ¢
/ (nmﬁ) &t
by, ) sen ,
L
para n = 1,2,.... Portanto, a representacao de f(t) em série de Fourier é

e nmt
= b — .
> nsen( L)

Deste modo, esta série é chamada de Série de Fourier em Senos.
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2.2 AplicacGes de Série de Fourier

Nesta secao veremos dois exemplos de aplicagoes das Séries de Fourier Para visuali-

zarmos melhor como essa teoria pode ser aplicada.

Apresentaremos primeiramente a aplicacado de um sistema massa mola, mais pre-
cisamente o movimento de uma massa m numa mola com constante de Hooke k, sob a
influéncia de uma forga externa periédica f(t). Seu deslocamento z(¢) a partir do ponto
de equilibrio satisfaz a equagao

ma” + kx = F(t) (2.19)

cuja solucao geral é da forma
x(t) = ¢1 cos(wot) + cosen (wot) + (1), (2.20)
em que wy = 1/k/m é a frequéncia natural do sistema e x,(t) é uma solugao particular da

equagao (2.19). Os valores ¢; e ¢y seriam determinados pelas condigoes iniciais.

Nossa intencao aqui ¢ utilizarmos séries de Fourier para encontrarmos uma solugao
particular periédica do problema apresentado na Equacao (2.19), que nés denotaremos

por z,(t) e a chamaremos de solugdo periddica estacionaria.

Assumiremos que F'(t) seja sempre uma fungao impar com periodo 2L de modo que

sua série de Fourier é da forma

F(t) = :i Bysen (T) (2.21)

nmwo .. . . .. .
No caso em que T nao seja igual a w, para nenhum inteiro positivo n, podemos determinar

uma solucao perioddica estacionaria da forma

zp(t) = ::z: bysen (nzt) (2.22)

simplesmente substituindo as Séries (2.21) e (2.22) na Equacao (2.19) e, desta forma,

encontrar os coeficientes em (2.22).
- < Nt - :
Agora, quando existir um termo nao-nulo Bysen (L) na série de Fourier de

T o e
F(t) para o qual < = wo, este termo causa uma ressonancia pura. A razao disto é que a
equacao

mz” + kx = Bysen (wyt)
tem a solucao de ressonéancia

By

() = - 2muwy

t cos (wot) .
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A solugao correspondente a solucao estacionaria apresentada na Equagao (2.22). Neste

caso, a solucao é dada por

B
2(t) = ——2t cos (wot) + > g’ 5 (2.23)
2muwy ”7’£Nm<w2—n7r>
0
12

Existe ainda o caso em que ocorre uma ressonancia proxima, que ¢ quando um unico
termo na série-solucao é amplificado porque sua frequéncia é préxima a uma frequéncia

natural wy.

2.2.1 Oscilacbes Forcadas Amortecidas

Consideremos o movimento de uma massa m presa tanto a uma mola com constante
de Hooke k£ quanto a um amortecedor com constante ¢, sob a influéncia de uma forca
externa periodica F(t). O deslocamento x(t) da massa de sua posigao de equilibrio satisfaz
a equacao

ma” + cx' + kx = F(t). (2.24)

Observe que a solugao periddico estacionaria da equacao (2.24) com F(t) = Fysen (wt) é

K
x(t) = 0 sen (wt — ), (2.25)
\/(k — mw)? + (cw)?
onde
a = arctan (k—C:W) , 0<a<m. (2.26)

Se F(t) for uma funcao impar de periodo 2L com série de Fourier

F(t) = :i Bysen (T) ) (2.27)

entao as férmulas acima fornecem, por superposicao, a solucao periddica estacionaria

2o(t) = Bysen (wpt — o) (2.28)

V= maw2)? + (cw,)?

nm
em que w, = T e a;, é o angulo determinado pela Equagao (2.26) com este valor de w.

2.3 Diferenciacao e Integracdao Termo a Termo de Séries de Fourier

Nosso objetivo nesta se¢ao é mostrar que diferenciar uma func¢ao f(¢) é o mesmo
que diferenciar cada um dos termos da série de Fourier correspondente. Do mesmo modo
que integrar a fun¢ao f(¢) é o mesmo que integrar cada um dos termos da série de Fourier
correspondente. Ao fim desta secao apresentamos como resolver um Problema de Valor

Inicial utilizando as ideias de Fourier.
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Teorema 2.5 (Diferenciagdo Termo a Termo de Séries de Fourier) Suponhamos que
a funcgao f seja continua para todo t, periddica com periodo 2L e que na derivada f' seja

suave por partes para todo t. Entdo a série de Fourier de f' serd a série
> t nmw nrt
0-E (o () o () e
() ngl 7 ansen { — 7 bncos(— (2.29)

obtida por diferenciacdo termo a termo da série de Fourier
=20y i (a cos (mrt) + b, sen (mrt)) (2.30)
2 —\" L " L '

Demonstracgao: Sabemos pelo Teorema de Convergéncia que a Série de Fourier de f’
converge para f'(t), ou seja, que
t

fi(t) = %—i‘ Z (an cos ("z ) + Bpsen (RZ)) : (2.31)

Nosso objetivo é mostrar que as séries nas Equagoes 2.29 e 2.31 sao idénticas. Para isso,

suponhamos que f’ seja continua em toda parte, entao

pois, por periodicidade, f (L) = f (—L). Agora, para calcularmos

t
o, L/ ) cos (mr ) dt.

utilizaremos o Método de Integragao por Partes, para isto, tomemos

t
u = cos (HZ) e dv=f'(t)dt

e, obtemos
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da
1 L 1 (L
L/ ) cos (mrt) dt = I {f(t) cos (T)}_L — (—T) E/—L f(t)sen <nzt
1 nmL —nmL
= 7 (f (L) cos (L > — f(=L)cos (L >) +
nm\ 2 (L nmt
() 7 ) fwen (777 ) a
1
= Z[f (L) cos(nm) — f (L) cos(nm)] + %bn
nm
=0 fbn
nm
= fbn.
Da mesma forma,
/ t)sen n—ﬂdt
Fn L
novamente utilizando o Método de Integragao por Partes, com
t
u = sen n% e dv=f(t)dt
obtemos ;
nm nm
du = - cos Tdt e v=f(t)
e, assim

L/ t)sen <n7rt> dt = ! {f(t)sen <nzt>}iL — (T) i/_LL f(t) cos<

L
1 L —nmL
= L(f(L)sen <n7£)+f(—[,)sen TZT )_
()2 o)
- ll; (f (L)sen (nm) + f (L)sen (nm)) — %an
— g
= 0-—a,
_onm
= — 7

Portanto, as séries 2.29 e 2.31 sao iguais.

L

>dt

mrt) &t

Teorema 2.6 (Integracdo Termo a Termo de Séries de Fourier) Suponhamos que

a fungdo f seja uma funcao periodica continua por partes com periodo 2L e série de Fourier

> t t
~ 5+ X (e (7 ) een (777,

que pode nao convergir. Entao

tf (u) du = a;t + i L {ansen (nzt) — by (COS (anf) - 1>} ;

(2.32)
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com a série do lado direito convergente para todo t. Note que a série em (2.33) € o

resultado da integragdo termo a termo da série em (2.32).

Como consequéncia dos resultados desta secao podemos resolver problemas de

contorno de forma geral

az” +bx' +cx = f(t), 0<t<L; (2.34)
z(0) =x (L) =0, (2.35)

onde a funcdo f(t) é dada, utilizando solugbes em Séries de Fourier.

Precisamos relembrar como resolver este tipo de problema, assim

1. Primeiro estender a definigdo da fungao f(t) ao intervalo —L < t < 0, de um modo

adequado. Entao, a funcao f se é suave por partes, tem uma série de Fourier
A > t t
f(t) = 20 Z (An coS (mr) + B,sen <n7r)> : (2.36)
2 n=1 L L

2. Calcular os coeficientes A,, e By;

3. Assumir que a equagao diferencial em (2.34) tem a solugao z(t) com uma série de

Fourier
nnt

ad t
z(t) = % + ngl (an cos % + b, sen L) (2.37)

que pode ser diferenciada termo a termo duas vezes;

4. Tentar determinar os coeficientes na Equacao (2.37), primeiro substituindo as séries
das Equagoes (2.36) e (2.37) na Equagao Diferencial (2.34) e dai igualando os

coeficientes de termos semelhantes;

5. E, por ultimo, se a série da Equacao (2.37) satisfizer as condigoes de contorno dadas
pela Equagao (2.35), temos uma “solugao de série de Fourier formal” do problema

de contorno original.
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3 Cordas Vibrantes e a Equacao da Onda

Bidimensional

Esta secao é dedicada a resolver o problema da corda vibrante. As notas deste

capitulo sdo baseadas em Boyce e Diprima (2006) e Edwards e Penney (1995).

Para deduzir a EDP que modela as vibragoes de uma corda, comegamos com uma
corda uniforme flexivel com densidade linear p (em gramas por centimetro ou slugs por
pé) esticada sob uma tensao 7' (dinas ou ongas, ou grama vezes centimetro por segundo ao
quadrado) entre os pontos fixos * = 0 e z = L. Suponhamos que quando a corda vibra no
plano xy em torno de sua posicao de equilibrio, cada ponto se move paralelo ao eixo y, de
modo que podemos denotar por y (z,t) o deslocamento no instante ¢ do ponto = da corda.
Entao, para qualquer valor fixo de ¢, a forma da corda no instante ¢t é a curva y = y (z,1).
Assumimos também que a deflexdo da corda permanece tao pequena que a aproximacao
senf = tgf = y; (z,t) seja bastante precisa. Finalmente, assumimos que, em acréscimo as
forcas de tensao internas que agem tangencialmente a corda, ela receba a acao de uma
forga vertical externa com densidade linear F' (z) em unidades como dinas por centimetro

ou ongas por pé ou grama por segundo ao quadrado.

Queremos aplicar a Segunda Lei de Newton do Movimento, F' = ma, ao pequeno
segmento da corda de massa pAx correspondente ao intervalo [z, x + Az], com a sendo a

aceleragao vertical y, (Z,t) de seu ponto médio. Observe que
T (z+ Az, t)cos (0 + AO) — T (x,t) cosf = 0,

pois nao existe aceleragao horizontal.

Além disso, temos que H = T cosf é a componente horizontal de T'e V' = T'sen 6 é

a componente vertical de T'. As componentes verticais satisfazem

82
T (x+ Ax,t)sen (0 + AO) — T (x,t)senf = pA:Ba—tg (7, 1),
que nada mais é do que F' = ma.

Deste modo, obtemos que

Vz+Ax,t) - V(z,t) 0%y _
AZE —p8t2 (I7t)

Fazendo limite com Az — 0e 7 —

0%y
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V(x,t):H(t)tgezﬂ(t)g?Z

0 dy\ 0%y
or (H a;;;) =P op

porque H ¢é independente de z. Dali,

(1)

assim,

0%y 0%y

o>~ o

Para movimentos pequenos, H = T cosf pode ser H =T, entao

Py Py
a2~ "o
Assim,
Py T 0%
o pox?
Logo, obtemos a equagao de onda unidimensional
2 2
an;; = gtg, (3.1)

T
que modela as vibracoes livres de uma corda flexivel, onde a? = 12 ou ainda,

2
Yt = Q@ Yzo

As extremidades fixas da corda nos pontos x = 0 e x = L, sobre o eixo x correspondem as

condicoes de contorno
y(0,6) =y (L,1) = 0. (3.2)

O que diz nossa intuicao? Fisicamente sugere que o movimento da corda sera

determinado se especificarmos tanto sua fungao posicao inicial

y(x,0) = f(z), (3.3)
para todo z € (0, L), quanto sua fungao velocidade inicial
ye (2,0) = g (z), (3.4)
para todo x € (0, L). Combinando-se as Equagoes (3.1) - (3.4), obtemos o Problema de
Contorno oy L
5 =% o2 (3.5)
y(0,t) =y (L,t) =0, (3.6)
y(z,0) = f(x) (3.7)
ye (2,0) = g () (3.8)

para todo =z € (0,L) e todo t > 0, para a fungao deslocamento y (x,t) de uma corda

livremente vibrante com extremidades fixas, posigao inicial f (x) e velocidade inicial g (x).
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3.1 Superposicdo de Solucoes

Notemos que a Equacao da Onda (3.5) é linear, ou seja, qualquer combinacao linear
y = c1y1 + coyo de duas solugdes da Equagao (3.5) também é solugdo da Equacao (3.5)
isto segue diretamente da linearidade da diferenciagao parcial. Além disso, se y; e yo
satisfizerem separadamente as condigoes da Equacgao (3.6), entdo qualquer combinagao
linear y = ¢1y1 + coy2 também a satisfard. As Condigdes de Contorno (3.6) sdo chamadas
de Condigoes de Contorno Homogéneas, embora um termo mais descritivo fosse Condigoes
de Contorno Lineares. Em contraste, as Condigoes de Contorno (3.7) e (3.8) que nao sao

homogénea, ou seja, sdo Condi¢oes de Contorno Nao-Homogéneas.

Nossa estratégia global para resolver o problema de contorno apresentado pelas
Equacoes (3.5)-(3.8) serd encontrar fungoes y1, 2, s, ... que satisfagam tanto a EDP
(3.5) quanto as Condigoes de Contorno Homogéneas (3.6) e, entdo, combinar estas solugoes
por superposi¢ao como se elas fossem blocos de construcgao, na esperanca de encontrar
uma solucdo y = c1y; + c2y2 + ... que também satisfaga as Condigoes de Contorno
Nao-Homogéneas (3.7) e (3.8).

Exemplo 3.1 Por substituicao direta, podemos verificar rapidamente que cada uma das
funcoes

y1(x,t) = cos(2t)sen (z),

ya(x,t) = cos(6t)sen (3z),
satisfaz a equagcao u; = ug,. Utilizaremos estas fungoes para construir uma solu¢ao do

problema de contorno, com 0 < x <7 et >0, dado por

9 _ 0%y,
o2 ox?
y(07t) :y(ﬂ-at) =0,

1
y(z,0) = 2sen3z = gSene = 2—()367133:
y(2,0) =0

Notemos que, qualquer combinacao linear da forma

y(r,t) = cayi(r,t) + cya(r,t) + cays(w, t)
= ¢y cos(2t)sen(x) + co cos(6t)sen (3x)

¢ solucao da Equacao da Onda, pois

. (;925 (y(x,t)) = —2cisen(2t)sen (x) — 6easen (6t) sen (3z)

. 88252 (y(x,t)) = —4cy cos(2t)sen (x) — 36¢2 cos(6t)sen (3x)

. gx (y(z,t)) = c1 cos(2t) cos(x) + 3cy cos(6t) cos(3z)
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o2
* o (y(x,t)) = —cq1 cos(2t)sen (x) — 9eg cos(6t)sen (3x)
x
o A
a7 = da cos(2t)sen (x) + 36¢ cos(6t)sen (3x)
=4 - (—cq cos(2t)sen (x) — 9cq cos(6t)sen (3z))
_ 49
a2
Agora,
y (z,0) = c1senx + cosen 3z,
donde,
3 1
c1senx + cosen2x + cssendr = isenm — %sen?)x,
l _3 = ——. Mais aind
090, &1 = 5 € €2 = — 5. Mais ainda,
y (—m,t) = ¢y cos(2t)sen (—m) + co cos(6t)sen (3 - (—m)) =0
e

y (m,t) = c1 cos(2t)sen (m) 4 ¢y cos(6t)sen (3 - (7)) = 0.
Portanto, uma solucao do problema de contorno dado é

u(z,t) = gcos(%)sen () + 210 cos(6t)sen (3x).

O problema de contorno no exemplo acima é excepcionalmente simples no sentido
de que apenas um numero finito de solu¢des homogéneas é necessario para satisfazer por
superposicio a condicdo de contorno nao-homogénea. E mais comum que seja necessaria
uma sequéncia infinita yi, yo, ys, . . . de fungodes satisfazendo a Equagao (3.5) e as Condigoes

de Contorno Homogéneas (3.6). Neste caso, escrevemos a série infinita

y(x,t) = zjcnyn(x,t), (3.9)

E entao tentamos determinar os coeficientes ¢y, o, ¢3, . .. de modo a satisfazer as Condigoes
de Contorno Nao-Homogéneas (3.7) e (3.8). O seguinte principio resume as propriedades
desta série infinita que devem ser verificadas para garantir que tenhamos uma solucao do
problema de contorno (3.5)-(3.8).

Teorema 3.1 (Principio da Superposicao de Solugdes) Suponhamos que cada uma
das fungées yi,Ya, ys, - . . satisfazem tanto a EDP (3.5), como as condigoes de contorno
homogéneas em (3.6). Suponha também que os coeficientes da Equagio (3.9) sejam

escolhidos de modo a satisfazerem os trés critérios a sequir:



Capitulo 3. Cordas Vibrantes e a Fquacio da Onda Bidimensional 36

1. Para —L <x < L et >0, a série converge e a funcio que ela determina € continua

e diferencidvel termo a termo (uma vez em relagao a t e duas vezes em relagio a x);

“+o0
2. Z CnlYn (QT,O) = f(x)y

3. A fungdo y(x,t) determinada pela equacao (3.9) no interior da faira 0 < z < L
et >0, e pelas condicoes de contorno em (3.6), (3.7) e (3.8) na sua fronteira, é

continua.

Entao y(x,t) é uma solugao do problema de contorno em (3.5) - (3.8).

No método de separacao de variaveis descrito a seguir, concentramos nossa atencao
em encontrar as solucoes v, Y2, 43, . . . satisfazendo as condi¢bes homogéneas e em determi-
nar os coeficientes de modo que a série em (3.9) satisfaga as condigoes ndo-homogéneas.
Neste ponto, temos apenas uma solugao em série formal do problema de contorno - que
esta sujeita a verificagao das condi¢oes de continuidade e diferenciabilidade discutidas
na Secao 2.3 juntamente com o Principio de Superposicao de Solugoes. Se as funcoes
f(z) e g(x) na Condigoes de Contorno Nao-Homogéneas (3.7) e (3.8), respectivamente,
forem suaves por partes, teremos uma solugao em série formal que sempre satisfaz estas

restrigoes e, além disso, é a tinica solugao do problema de contorno.

3.2 Separacio de Variaveis

A equagao da onda em (3.5) é linear, qualquer combinagao linear de duas solugoes é
novamente solugao., para observarmos isso, basta considerarmos y; (z,t) e y;(z,t) solugdes
da Equagéo (3.5), entéo

Py 0% Pyp 0%y

oz~ Yoz ¢ o T Y o

dai, ao considerarmos a y = ay;, + (19, teremos que

Py 0 (o + Pua)

o2 ot2
0 (o) N 9% (Bya2)
ot ot2

Py 9y
_a<8t2>+5<8t2
>y Oy

=« ((12 8:1:'2> +p <a2 52

>y 9y
= g2 ((x 8x2> +a? (ﬁ 50
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e, com isso,
5729 — 2 0” (ay1) 4 9 (Bya)
ot? 0x? 0x?
— a2 d° (Ozyl + By2>
0x?
0%y
=

Infelizmente, as condi¢oes de contorno em (3.7) e (3.8) sdo ndo homogéneas, ou

seja, devemos lidar com duas condi¢oes de contorno nao-homogéneas.

O método de separacao de variaveis envolve superposicao de solugoes, satisfazendo
as condigoes homogéneas para obter uma solu¢ao que também satisfaz uma tnica condigao
de contorno nao-homogénea. Para adaptar a técnica a situacao presente, adotamos a
estratégia “dividir para vencer”, ou seja, dividimos o problema de contorno (3.5)-(3.8) nos

dois problemas de contorno separados:

Problema A Problema B

Yt = @Yoo Yt = @Yo

y(0,2) =y(L,t) =0, y(0,8) =y (L, 1) =0,
y(x,0) = f(z), y(z,0) =0,

yi (z,0) = 0. yi (2,0) = g ().

Se pudermos encontrar separadamente uma solugao y4 (z,t) do Problema A e uma solugao
yp (z,t) do Problema B, sua soma y(x,t) = ya (z,t) + yp (z,t) serd uma solu¢ao do

problema original em (3.5) - (3.8) pois

y(2,0) =ya(2,0)+yp(z,0)=f(2)+0=[(z)
Yt ($70) = (yA)t ($,0) + (yB)t ($,O) =0+yg (%) =g (ﬁ) .

Portanto, ataquemos o Problema A utilizando o método de separacao de varidveis. A
substituicao
y(z,t) =X (2)T (1), (3.10)
em vy = a’yy, 1os leva a
XT" = a*X"T;
novamente dividimos ambos os lados por a>XT o que implica em
X// T//

= = a7 (3.11)

Aqui, temos do lado direito uma funcao que depende de z e do lado esquerdo uma funcgao
que depende de t, elas s6 podem ser iguais para todo x e todo t se cada uma for igual a

uma constante. Consequentemente, podemos concluir que

X// T//
X a7 -

— (3.12)
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para alguma constante A; como podemos observar, o sinal de menos aqui foi inserido
apenas para facilitar o reconhecimento do problema de autovalor na Equagao (3.15), dado

abaixo. Assim, nossa EDP separa-se em duas equagbes diferenciais ordindrias

X" (z) + AX (z) =0, (3.13)
T" (t) + Xa®T (t) = 0. (3.14)
As condigdes de contorno
y(0,t) = X (0)T'(t) = 0, y(L,t) = X (L)T (t) = 0.

exigem que X (0) = X (L) = 0, se T'(t) for uma fun¢ao nao-trivial. Entao X (z) deve

satisfazer o problema de autovalor agora familiar

X" (x) 4+ AX (x) =0,

(3.15)
X (0) =0, X (L) =0.

Assim chegamos a um Problema de Autovalor e, este tipo de problema admite solugao

nao trivial se, e somente se, A for um dos autovalores

22
A:"LZ, n=1,23,..., (3.16)

e a autofuncao associada a A, é
X, () :sen?, n=1,23,..., (3.17)

Agora voltamos nossa atengao para a equagao (3.14).A condigao inicial homogénea

ye (2,0) = X (2) T (0) = 0

implica que 7" (0) = 0. Portanto, a solugao T,, (t) associada ao autovalor A\, = n;jj deve
satisfazer as condicoes
T + "222‘”2 T, =0, T (0) =0, (3.18)
cuja solucao geral ¢ dada por
T, (t) = A, cos nmal + Bysen m;at) (3.19)
que possui derivada
T! (t) = m;at (—Ansen nmat + B,, cos m;at)

que satisfaz a condi¢ao T, (0) = 0 se B,, = 0. Assim, uma solugdo nao-trivial de (3.18) é

nmat

T, (t) =
(t) = cos 7

(3.20)
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Combinando os resultados em (3.17) e (3.20) para obter a sequéncia infinita de fungdes-

produto .
Y (2,8) = X, (2) Ty (1) = cos L sen ”zi (3.21)
n=1,2,3,.... Cada uma destas func¢oes blocos de construcao satisfaz tanto a equacao

de onda uy = a’ug,,, como as condi¢oes homogéneas no Problema A. Por superposicao,

obtemos a série infinita

+oo t
=3 AX, (2) Z A, cos T sen ? (3.22)

Agora falta apenas escolher os coeficientes { A, } para que seja satisfeita as condi¢ao de

contorno nao-homogénea

nmx

Z Ansen — = f(2), (3.23)

para todo 0 < x < L. Mas isto serd a série de Fourier de senos de f (z) em [0, L], desde

que escolhamos
An== / ) sen —dx (3.24)

para cada n = 1,2,3,.... Assim, vemos finalmente que uma solu¢do do Problema A é

nmat nmwe

Z A, cos sen ——, (3.25)

com os coeficientes {A4,,}3° calculados utilizando a Equacao (3.24). Note que a série em

(3.25) é obtida da série de senos de Fourier de f (z) simplesmente se inserindo o fator

nnt , . , N .
cos (L) no n-ésimo termo. Note também que este termo tem frequéncia (circular)

nrwa
Wy = —.

L

Exemplo 3.2 Consideremos o problema de contorno, com —nm < x <m et >0, dado por

Y = 4ymm
y(Oat) = y(ﬂ-7t) = 07

y(z,0) = 2sen3r = 5ent — 5867131’,

Yt (z,0) = 0.

Observemos que aqui temos L = m e a = 2. Além disso, pelo fato de jd termos as

séries de Fourier de senos dada explicitamente no proprio problema com coeficientes
3 1

A =

37 Az = —5 ¢ A, =0 nos demais casos. Assim, obtemos a solugao do problema de
contorno, que € dada por

3 1
y(z,t) = 5 cos 2tsenx — 5 cos 6tsen 3.
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Na Figura 7 verificamos o que acontece para alguns valores de t.

: :
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Figura 7 — Grafico da fungdo y(z,t) para alguns valores de t.

Fonte: Autor.
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4 Séries de Fourier em Miisica

Nesse capitulo apresentaremos uma aplicacao da Equacao da Onda para modelar as
ondas geradas por um instrumento cujas extremidades estao fixas. As notas deste capitulo
sdo baseadas em Errede (2012).

Ao modelarmos o som produzido por um instrumento de corda como arpa, bandolim,
viola, violao, violino, entre outros, nos deparamos com uma aplicacao da equacao da onda,

que ¢ modelada a partir das condigoes de contorno

Py 0%
a2~ ¢ ar?
y(0,t) =y (L, t) =0,
y(x,0) = f(z)

Y (2,0) = g ()

para todo x € (0, L), em que L é o comprimento da corda, e t > 0 é o tempo decorrido a
partir do momento em que o som é produzido. Para a fungao deslocamento y (x,t) de uma

corda livremente vibrante com extremidades fixas, posi¢ao inicial f (z) e velocidade inicial

-
g (z). Considerando a = , /| — representa a velocidade de propagacao da onda considerando

uma onda com densidade linear uniforme x (massa por unidade de comprimento) e sujeita

a uma tensao p.

Ao fazermos y(z,t) = X(z) - T(t), como vimos anteriormente, recaimos em dois

problemas de contorno, um dependente do espago

X" =-)\X
X(0)=0
X(L)=0
e outro do tempo
T" = —\a*T
T(0) = f(x)
T'(0) = g(x)
O primeiro problema ja foi discutido anteriormente e possui solugdes da forma
Xn(z) = Aysen <nzm>

Discutiremos aqui o significado dessa solugdao para compreendermos melhor o

problema geral.

Para isso, precisamos conhecer uma propriedade importante ao se modelar o som,

que sao as frequéncias normais f,, denominadas frequéncias normais produzidas pelo som,
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que formam o espectro de vibracao das cordas. Elas sdo dadas por

em que )\, sao os autovalores, n =1,2,..., e, com isso

f=na_n T
oL 2L\

Também é importante observar as energias préprias que sao dadas por

1
E, = ZMwZAi

No caso da corda, todas as frequéncias sao multiplos inteiros de uma frequéncia

bésica (n = 1), o modo fundamental ou primeiro modo harmoénico.

O modo de vibragao mais baixo, também conhecido como fundamental, ocorre

quando n = 1 e, com isso, o modo proprio desta onda é chamado de primeiro harmonico

1
com f; = % e, como Ay = 2L, ou seja, L = > a solugao correspondente é X;(zr) =

T )
Ajsen T )» como mostramos na Figura 8:

n=1

2
/\9_3
=0 =L

Figura 8 — Primeiro Harménico.

Fonte: Autor Adaptado de Errede (2012) .

Como podemos observar ao analisar o grafico, o primeiro harménico nao tem nos

na sua fungao de onda X ().

O proéximo modo préprio mais elevado, n = 2, é conhecido como segundo harmonico,

2
i = % e, assim, A\ = L, ou seja,

T
L = )\, a solugao correspondente é X;(z) = Ajsen (L)’ como mostramos na Figura 9:

também conhecido como primeiro sobretom, com fy; =
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Figura 9 — Segundo Harmonico.

Fonte: Autor Adaptado de Errede (2012) .

Como podemos observar na Figura 9, o segundo harmonico tem um né em sua

funcao de onda Xs(x) em x = 5

Ja o proximo harmonico mais elevado, quando n = 3, é conhecido como terceiro
3a
harmonico, também conhecido segundo sobretom, com frequéncia f3 = 3
3L

2A 3
A3 = R ou seja, L = 3 a solucao correspondente é X3(z) = Agsen (?), como

= e, assim,

mostramos na Figura 10:

Figura 10 — Terceiro Harmonico.

Fonte: Autor Adaptado de Errede (2012) .

Como podemos observar na Figura 10, o terceiro harmonico tem dois né em sua

funcao de onda X5(z) em x = 5
Com raciocinio andlogo temos n — 1 nds na funcao de onda espacial X, (z).

Agora, ao analisarmos as solugoes da Equagao temporal. Como as extremidades
da corda nos impdem restrigoes diretas as solugdes permitidas T'(t) da equagao temporal,
assim, solugbes em ambas as formas sen (wt) ou cos(wt). Além disso, uma vez que os
comprimentos de onda espaciais e as frequéncias temporais sao intimamente relacionados

. V4 a/ A . /7 .
entre si através de f = 3o deste modo, as frequéncias proprias

f a n-a
n = — = —
An 2L

e, com isso
nwa
w=ak, = —
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temos que as solugbes permitidas para a equagao temporal T'(t) e, consequentemente,

T, (t), com ambas as solugoes sen (wt) ou cos(wt).

Observemos também que

n-a

a
fn_ﬁ_nﬁ_afla

A
paran =1,2,.... Portanto, A\, = —1, com A\ = 2L.
n

Assim, ao observamos a forma explicita da corda vibrante num determinado instante
de tempo conseguimos inferir a quantidade relativa de senos e cossenos permitida, isso
porque especifica para cada modo préprio qual é a sua fase e quao longo esta do seu
ciclo de oscilagao nesse tempo. Por conveniéncia tomaremos ¢t = 0 aqui, pois sdo nossas
condicOes iniciais.

Como T deve satisfazer a equacio T” = —\a*T', para cada valor \,, as solucoes a
informagao da fase temporal nas solu¢ées préprias permitidas, 7,,(¢), da equagdo temporal
¢é dada por

T, (t) = bysen (wyt) + ¢, cos(wyt),

em que b2 + ¢2 = 1. Deste modo, as solugoes das equagoes temporais tem a forma:
T, (t) = sen (wpt + 6,,) ou T, (t) = sen (wpt + ¢n)
em que
b
0, = arctan (Cn> , ¢, = arctan | — | , On = ©n + T
bTL Cn 2

Com tudo isso, a solugao é dada por

= A,sen (WL'I) [busen (wyt) + ¢, cos(wpt)]

T nmat nmat
= A,sen (L) b,sen ( 7 > + ¢, cos( T )
= A,sen (T) sen (wyt + dy)
= A, sen (WLx) sen (wpt + dy)

ou, se preferirmos,

mg) [bnsen (wyt) + ¢y, cos(wnt)]

(
= A, sen ( x) sen (wpt + 0,)
(

:1:) (mrat i >
— | sen n
L L
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ou ainda,

Yn(z,t) = Xpn(2)T'(2)
= A,sen (;) [bpsen (wyt) + ¢, cos(wpt)]

= A,sen (T) cos (wnt + ©n)

T nmat
= A,sen () cos ( + gon)

L L

mas também podemos representar da seguinte forma

Yn(z,t) = Xpn(2)aT'(2)

= A,sen (7?) [bpsen (wyt) + ¢, cos(wpt)]

= A,sen (m;) sen (mmt + 5n>

L L

Os coeficientes de amplitude do deslocamento, A,,, sdo também formalmente de-
terminados pelas condi¢oes iniciais, ou seja, pelo contetido harmdnico da corda vibrante
no tempo t = 0. Fisicamente, Isto significa que, fisicamente, a configuracao detalhada
da corda vibrante no tempo t = 0, por exemplo, um triangulo, dente de serra ou onda
quadrada, utilizando Séries de Fourier, especifica completamente o conteiido harmonico
exato, ou seja, os valores f, permitidos, as amplitudes harmodnicas, valores de A,, e as
fases, d,, ou ,. Por exemplo, para uma onda estacionaria simétrica de tipo triangular, cuja
simetria de reflexdao ocorre em torno do seu ponto médio, apenas os coeficientes impares,
Ao, _1, sdo diferentes de zero, enquanto que uma onda estacionaria assimétrica do tipo
triangular, sem simetria de reflexao em torno do seu ponto médio, tanto os coeficientes
pares como os coeficientes impares, A, sao diferentes de zero, ja para uma onda quadrada
que também tem simetria de reflexdo em torno do seu ponto médio, mais uma vez sé os

coeficientes impares, As,_1, sdo diferentes de zero.

Assim, para conseguirmos modelar adequadamente a solugao precisamos conhecer

as condigoes iniciais dadas no problema.

Por exemplo, se tivermos as condigoes iniciais posicionais forem as cordas estarem
presas em ambas as extremidades e se as condigdes iniciais temporais forem o y(z,0) =

2sen?(x), com y;(z,0) = 0, recaimos no caso apresentado no Exemplo 3.2.
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5 Consideracoes finais

Neste estudo, uma introducéo ao Célculo Diferencial e Integral, Algebra linear e
Geometria Analitica foi desenvolvida inicialmente com o objetivo de estudar Séries de
Fourier com énfase em equagoes de onda utilizando métodos de separacao de variaveis.
Normalmente esse topico nao é abordado nos cursos de licenciatura em Matematica, no
entanto a Equagao da Onda fornece o aprofundamento de algumas disciplinas, tais como
Matematica Elementar I e II, Geometria Analitica, Algebra Linear, além de Célculos
Diferenciais e Integrais, além disso, também sao discutidas as Equagoes Diferenciais
Ordinarias (EDO’s), vistas na disciplina de Célculo IV, e as Equagoes Diferenciais Parciais

(EDP’s) nao abordada no curso.

E também digno de nota que neste estudo de Equagdes Diferenciais e suas aplicagoes,
a importancia das Equagoes de Onda foi prontamente reconhecida nao apenas para a
Matematica, mas também para a Fisica e a Engenharia, em particular no estudo de
dindmica de fluidos. Este trabalho proporciona, portanto, a oportunidade de adquirir
conhecimentos que serao uteis durante estudos de pods-graduacdo em diversas areas,

incluindo: Matematica Pura e Aplicada.

Como licencianda em Matemaética, este curso foi a base da minha formacao pro-
fissional. Ao concluir alguns estudos durante a graduacgao, poderei retomar e ampliar
meus conhecimentos matemaéticos, e relembrando alguns dos assuntos menores que foram
aprofundados durante este estudo. Também realizar um estudo mais aprofundado da
modelagem de instrumentos de corda como discutido aqui e também de outros que nao sao
modelados da mesma forma, como o piano, que devido a prépria estrutura de dispersao

do som envolvem uma derivada de quarta ordem. Isso serd um estudo muito interessante.



47

Referencias

ABDOUNUR, Oscar Joao. Matematica e musica: o pensamento analégico na

construcao de significados. 4. ed. Sao Paulo: Escrituras, 2006.

BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C. Equacoes diferenciais elementares e
problemas de valores de contorno. Rio de Janeiro: LTC, Traducao de Valéria de
Magalhaes I6rio 2006.

CERVO, A. L; BERVIAN, P. A.; SILVA, R. Metodologia Cientifica. 6 ed. Sao Paulo:
Pearson Prentice Hall, 2007.

DE CARVALHO COVO, Carlos Cesar. Modelagem Matematica Computacional de
Efeitos em Ondas Sonoras. 2016. 78 f. Trabalho de Conclusao de Curso (PROFMAT)

— Universidade Federal do Parana — Departamento de Matemaética, Parana, 2016.

DEPIZOLI, Carlos Antonio. Matematica e misica e o ensino de fungoes
trigonométricas. 2015. 87f. Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica) -
Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Curitiba, 2015.

DONOSO J. P. et al.A fisica do violino, Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v.
30, n. 2, 2305-1-2305-21, 2008.

EDWARDS, C. H.; PENNEY, D. E. Equacgoes diferenciais elementares com

problemas de contorno. 3. ed. Rio de Janeiro: Prentice-Hall do Brasil, 1995.

ERREDE, S. Mathematical Musical Physics of the Wave Equation. PHYS 406
Acoustical Physics and Physics of Musical Instruments Lecture Notes. 2012.
Disponivel em: <https://courses.physics.illinois.edu/phys406/sp2017/Lecture_ Notes
/P406POM __ Lecture Notes/Mathematical Musical Physics of The Wave Equation
.pdf> acesso em 12 ago 2023.

FOURIER, Jean Baptiste Joseph. Théorie Analytique de la Chaleur. Paris: Firmin
Didot, 1822. Disponivel em <http://www.e-rara.ch/doi/10.3931/e-rara-19706> Acesso em
20 nov 2022.

GANDULFO, Roberto Oscar. Séries de Fourier e convergéncia. Matematica
Universitaria, v. 11, p. 27-52, 1990.

GEOGEBRA. GeoGebra: Aplicativos Matematicos. Disponivel em
<https://www.geogebra.org/?lang=pt>. Acesso em: 7 dez 2022.



Referéncias 48

KANDUS, Alejandra; GUTMANN, Friedrich Wolfgang; CASTILHO, Caio Mario Castro
de. A fisica das oscilagbes mecénicas em instrumentos musicais: exemplo do berimbau.
Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 28, n. 4, 427-433, 2006.

NASCIMENTO, S. A. Espectro Sonoro da Flauta Transversal. Revista Brasileira de
Ensino de Fisica, v. 37, n. 2. p. 2305-1-2305-5, 2015.

NUSSENZVEIG, Herch Moysés. Curso de Fisica Basica: Fluidos, Oscilagoes e Ondas,
Calor. v. 2. Sao Paulo: Editora Edgard Bliicher, 2018.

PEREIRA, Marcos do Carmo. Matematica e Musica: De Pitdgoras aos dias de hoje.
2013. 91f. Dissertagao (Mestrado Profissional em Matemadtica) - Universidade do Estado

do Rio de Janeiro. Programa de Mestrado Profissional em Matematica Rede Nacional -
PROFMAT, Rio de Janeiro, 2013.

PIFER, Anderson; AURANI, Katya Margareth. A teoria analitica do calor de Joseph
Fourier: uma analise das bases conceituais e epistemologicas. Revista Brasileira de
Ensino de Fisica, v. 37, p. 1603-1-1603-9, 2015.

RAMALHO JR., F.; FERRARO, N.G.; SOARES, P.T. Os fundamentos da fisica. v. 2.
6. ed. Sao Paulo: Moderna, 1996.

RISKEDAL, Espen. Drum Analysis. 2002. 97f. Thesis (PHD). Departament of

Informatics, University of Bergen, 2002.

ROCHA, José Fernando (Ed.). Origens e evolugao das ideias da fisica. 2. ed.
Salvador: EDUFBA, 2015.

RODRIGUES J. F. A Matemadtica e a Musica. Revista Coléquio/Ciéncias, n. 23, 1999,
p. 17-32.

SANTOS, Eduardo de Melo dos; MOLINA, C.; TUFAILE, Adriana Pedrosa Biscaia.
Violao e guitarra como ferramentas para o ensino de fisica. Revista Brasileira de
Ensino de Fisica, v. 35, n. 2, p. 2507-1-2507-7, 2013.

SIMAS, C. M. C. Consonance in Music and Mathematics: Application to
Temperaments and Orchestration, Instituto Superior Técnico, Lisboa, 2014. Disponivel
em: <https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/1689244997255368 /Extended20
Abstract.pdf> acesso em 10 mai 2023.

VIOLA, Olavo; PIOVESAN, Erick. Musica: um estudo fisico matematico sobre o som
através da série de Fourier e do nicleo de Fejér com o uso de ferramentas espectrais.
Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 44, n. €20220175-1-e20220175-9, 2022.

WISNIK, J. M. O som e o sentido. 2. ed. Sdo Paulo: Companhia das Letras, 2014.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	Séries de Fourier
	Séries de Fourier de Funções de Periódicas
	Séries de Fourier em Senos e em Cossenos

	Aplicações de Série de Fourier
	Oscilações Forçadas Amortecidas

	Diferenciação e Integração Termo a Termo de Séries de Fourier

	Cordas Vibrantes e a Equação da Onda Bidimensional
	Superposição de Soluções
	Separação de Variáveis

	Séries de Fourier em Música
	Considerações finais
	Referências

