Universidade Federal de Alfenas

Nicoli Prosperi Pereira

Contribuicoes da programacao linear para o

ensino de matematica

Alfenas/MG
2023



Nicoli Prosperi Pereira

Contribuicoes da programacao linear para o
ensino de matematica

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de Licenciado em Matematica, pelo
Instituto de Ciéncias Exatas, da Universidade
Federal de Alfenas. Area de concentracio:
Pesquisa Operacional e Ensino. Orientacao:
Anderson José de Oliveira. Co-orientagao:
Andréa Cardoso.

Alfenas/MG
2023



Nicoli Prosperi Pereira

Contribui¢oes da programacgdio linear para o ensino de
matemdtica

A Banca examinadora abaixo-assinada, aprova a Monografia
apresentada como parte dos requisitos para obtencio do titulo
de Licenciado em Matematica, pelo Instituto de Ciéneias Exa-

tas, da Universidade Federal de Alfenas. Area de concentracio:
Pesquisa Operacional e Ensino.

Aprovado em: 29 ¢ 11 /2023

Banca Examinadora;

Bocuments prsmado dgiaiments

ANDERSOHN JOSE DE SLIVEIRA
Data: 117131023 I5 37520000
Werilique e BHps: | fvalider it gov. br

Prof. Dr. Anderson José de Oliveira
Instituto de Citneias Exatas
n[lﬂ"tﬂllﬂ[ Documents assinadn dgitaiments

JOSE CLAUDINE] FERREIRA
Diaia: L3/137 0023 85340000003
Weriligue e Bttps: | alidar i gow, b

Prof. Dr. José Clandinei Ferreira

Instituto de Citneias Exatas

Avaliador 1 Bacumenta sxsiradn dgitmiments

Dt 11123/ 1023 1621510303
Werilique e Billps: ! fvalicler it gaw. bie

Profa. Dra. Catia Regina de Oliveira Quilles
Queiroz

Instituto de Citneias Exatas
Avaliadora 2

Profa. Dra. Angela Leite Moreno
Instituto de Ciéncias Exatas
Suplente



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, por Sua graca e cuidado que estiveram sempre

presentes em minha vida e que me fortaleceram ao longo desta jornada académica.

Gostaria de expressar também, minha sincera gratidao a todas as pessoas que
contribuiram para a realizacao deste Trabalho de Conclusao de Curso. Este projeto nao

teria sido possivel sem o apoio, orientagao e encorajamento de muitas pessoas incriveis.

Primeiramente, quero agradecer ao meu orientador, Anderson José de Oliveira e a
minha co-orientadora, Andréa Cardoso, pela orientacao valiosa e paciéncia demonstrada
ao longo deste processo. Suas orientagoes foram fundamentais para a construcao deste
trabalho.

Também quero agradecer a minha familia, em especial aos meus pais, por seu
amor incondicional, apoio e encorajamento ao longo de toda a minha jornada académica.
Agradeco aos meus amigos e colegas de curso, que compartilharam suas ideias e experiéncias,
tornando esta jornada mais rica e significativa. Juntos, enfrentamos desafios e celebramos

conquistas, e estou profundamente grata por ter compartilhado esses momentos com voceés.

Por fim, quero também estender meus agradecimentos aos professores e funcionarios
da Universidade Federal de Alfenas, que proporcionaram um excelente ambiente de

aprendizado e os recursos necessarios para a realizagao deste trabalho.

Este TCC representa nao apenas a minha dedicacao e esfor¢co, mas também a
generosidade e apoio daqueles ao meu redor. Estou profundamente grata por todas as

contribui¢oes que tornaram este projeto uma realidade.

Obrigada a todos.



Resumo

A Pesquisa Operacional (PO) é uma drea da Matemética Aplicada que utiliza elementos
de Algebra Linear, de programacao, entre outros, para solucionar problemas envolvendo
a tomada de decisao, com base em argumentacoes cientificas, através da programacgao
linear e da programacao nao-linear. Por ter aplicabilidade nas mais diversas areas, como
Administragao, Economia, Biologia, Logistica, entre outras, tem se mostrado uma area
promissora e com muitas questoes a serem respondidas. Este trabalho tem como objetivos:
estudar as contribuicoes da Algebra Linear e da programacio em problemas de programacao
linear e, devido a proximidade de alguns casos particulares associados a esses assuntos, com
os conteidos de Geometria Plana, Geometria Analitica e fungoes, estudados na Educagao
Baésica, apresentar algumas contribui¢oes da Programacao Linear no ensino, além de uma
proposta de intervencao educativa usando a Programagao Linear e a tendéncia resolucao
de problemas, com o intuito de colaborar para o processo de ensino e aprendizagem de
Matematica. A metodologia utilizada foi de natureza quantitativa e qualitativa, dado
que foram realizadas revisdes bibliograficas de livros, artigos, entre outros documentos,
que tratam dos assuntos de Pesquisa Operacional ou de sua aplicabilidade na Educacao
Basica, além de um relato de experiéncia associado a aplicagao de uma intervencao
relacionada a aplicabilidade da Pesquisa Operacional no ensino. Dentre os resultados deste
trabalho estao a elaboragao de um material que contribua para os proximos estudos na
area de Pesquisa Operacional e sua aplicabilidade no ensino e um planejamento de uma
aplicacao da Pesquisa Operacional no ensino, usando a tendéncia resolucao de problemas,
como proposta de atividade que contribua para o processo de ensino e aprendizagem de

Mateméatica.

Palavras-chave: Matematica; Pesquisa Operacional; Educagao Matematica.



Abstract

Operational Research (OR) is an area of Applied Mathematics that uses elements of linear
algebra, programming, among others, to solve of involved in decision making, based on
scientific arguments, through linear programming and non-linear programming . As it
has applicability in the most diverse areas, such as Administration, Economics, Biology,
Logistics, among others, it has proven to be a promising area with many questions to be
answered. This work aims to: study the contributions of linear algebra and programming in
linear programming problems and, due to the proximity of some particular cases associated
with these subjects, with the contents of plane geometry, analytics geometry and functions,
studied in Basic Education, present some contributions of Linear Programming in teaching,
in addition to a proposal for an educational intervention using Linear Programming and
the Problem Solving trend, with the aim of contributing to the process of teaching and
learning Mathematics. The methodology used will be quantitative and qualitative, given
that bibliographical reviews of books, articles, among other documents will be carried out,
which deal with Operational Research subjects or their applicability in Basic Education,
in addition to an experience report associated with the application of an intervention
related to the applicability of Operational Research in Teaching. Among the results of
this work is the elaboration of a material that will contribute to future studies in the area
of Operational Research and its applicability in teaching and planning an application of
Operational Research in teaching, using the Problem Solving trend, as an activity proposal

which contributes to the process of teaching and learning Mathematics.

Keywords: Mathematics; Operational Research; Mathematics Education.
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1 INTRODUCAO

Antes de explorarmos as propostas deste trabalho, considera-se importante com-
preender a trajetéria da Pesquisa Operacional (PO), desde suas raizes até sua aplicagao
no contexto do ensino. Nesse sentido, sera apresentado um relato histérico embasado na

referéncia [1].

Ao se buscar dados sobre a origem da PO, encontra-se no trabalho do fisico e
matematico grego Arquimedes, um dos prentuncios da PO, a idealizagdo da defesa de
Siracusa baseada em estudos cientificos. Essa é uma das influéncias precursoras da PO,
entretanto, muitos séculos depois, durante a Primeira Revolugao Industrial, é que surgiram

os primeiros problemas que mais tarde seriam seu foco de estudos.

Mesmo que hoje esses ensaios, durante a Primeira Revolucao Industrial, sejam
considerados estudos de PO, sabe-se que existem ensaios preliminares que nem sempre
sao incorporados a nova disciplina. Além disso, o nome Pesquisa Operacional, com o
significado de emprego da pesquisa cientifica para auxiliar o dirigente, é relativamente

novo, sendo usado pela primeira vez na Gra-Bretanha, durante a Segunda Guerra Mundial.

Entretanto, durante a Primeira Guerra Mundial, Lanchester, na Inglaterra e Thomas
Edison, nos Estados Unidos, desenvolveram estudos sobre a guerra por meio de simulagoes
através de modelos matematicos e apesar desses estudos nao terem sido usados durante a
Primeira Guerra Mundial, pode-se afirmar que foram os primeiros ensaios da Pesquisa

Operacional.

Em 1934, na Inglaterra, com a criacdo do Comité para o Estudo Cientifico da Defesa
Aérea, e um ano depois com o surgimento do radar e os estudos envolvendo a detecgao
de avioes inimigos, foram formadas equipes constituidas por cientistas e militares, para
trabalhar com atividades dessa natureza. Entao, pouco antes da Segunda Guerra Mundial
ja haviam equipes como essas, trabalhando com o objetivo de localizar objetos no espago

por meio da nova tecnologia de radar.

Apéds a Segunda Guerra Mundial, os exércitos dos Estados Unidos e do Reino Unido
estabeleceram divisoes permanentes de PO, principalmente focadas em tarefas classificadas
como Defesa do Estado. Antes do fim da guerra, alguns militares americanos queriam
continuar o trabalho cientifico realizado por pesquisadores e cientistas no contexto militar.
Entao, os Estados Unidos investiram em um projeto, que ficou conhecido como RAND

(Research and Development), que futuramente tornou-se a RAND Corporation.

A partir de entao, fisicos e matematicos introduziram técnicas de PO para resolver

problemas de comando, controle, comunicacao e transmissao de informagoes, influenciando
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economistas neoclassicos e tendo um impacto duradouro na teoria econdémica do pos-guerra.
A PO emergiu como um campo interdisciplinar que se expandiu para além das aplicagoes
militares, sendo utilizada no governo para planejamento social e econémico, bem como
no setor privado para otimizar processos de negbcios e apoiar a tomada de decisdoes com
base em dados quantitativos e computadores ageis. A partir dai, era inevitavel que a PO

gradualmente se estabelecesse nas universidades.

Sendo assim, aos poucos a PO foi sendo incorporada a diversos cursos de formacao
superior. Essa area de pesquisa foi se desenvolvendo e dentre suas ferramentas, hoje estao a
programacao linear, a programacao inteira, a programacao dindmica, a otimizacao de redes
e a programagao nao-linear. Particularmente no que diz respeito a programacao linear,
embora seja um tema de estudo no ambito da matematica académica, dedicada a producao
de resultados e teorias, e seja abordado em instituigdes de Ensino Superior, ele se vale de
ferramentas da matematica escolar que sao comumente ensinadas no nivel educacional
bésico [2]. Essas ferramentas incluem fungoes, sistemas de equagoes e Geometria Analitica,

que fazem parte do estudo da Algebra Linear em niveis mais elementares.

Portanto, é possivel introduzir topicos relacionados a programacao linear, como a
resolugao de problemas simples de programacao linear, utilizando recursos como o software
GeoGebra ou a ferramenta Solver, do Ezcel, no curriculo escolar, além de constituir uma
opcao, considerando a importancia de buscar métodos diversos, com o proposito de otimizar
o processo de aprendizagem dos estudantes [3]. Isso tem o propésito de familiarizar os
estudantes com o campo da PO, que representa uma disciplina relativamente recente
no ambito da Matematica, oferecendo um amplo campo de pesquisa. Além disso, essa
abordagem visa estreitar a conexao entre a Matematica ensinada nas escolas e a Matematica

Cientifica, proporcionando uma visao mais abrangente da disciplina.

Sendo assim, ¢ importante o estudo e a andlise de problemas envolvendo a progra-
macao linear, visando a compreensao das possiveis contribuicoes da Algebra Linear para o
assunto, além da investigacao de possiveis recursos que possam ser utilizados para resolver
problemas de programacao linear desde os aspectos e conceitos tedricos, até a pratica,
utilizando o software GeoGebra ou a ferramenta Solver, do Ezcel, buscando contribuir em

uma aprendizagem significativa de alguns conceitos da Algebra Linear.

Diante do exposto, o objetivo deste trabalho consiste em investigar as contribuicoes
da programacao linear para o desenvolvimento de habilidades no ensino de Matematica.
Para tanto, esta pesquisa segue as seguintes etapas: em um primeiro momento, foram
realizados estudos dos conceitos tedricos por meio de artigos cientificos, capitulos de livros,
dissertacoes e teses. Em um segundo momento, foram analisadas as contribuigoes de
conceitos de programacao linear na Educagao Basica. O terceiro momento envolveu a
elaboracao de um caderno de acompanhamento e duas sequéncias didaticas, uma aplicada
em uma turma de Geometria Analitica, na Universidade Federal de Alfenas - UNIFAL-MG,
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a fim de apresentar um relato de experiéncia acerca das potencialidades da Pesquisa
Operacional na Educagao Basica, e a outra como proposta para o Ensino Bésico. Na
proposta para o Ensino Béasico sao contemplados os conteiidos de equagoes e inequacgoes
lineares, sistemas de equacoes e de inequagoes lineares, representacao grafica de sistemas
de equacgoes e de inequagoes lineares e Problemas de Programagao Linear do tipo simples,
envolvendo apenas duas variaveis, buscando desenvolver as habilidades: (EFO8MAOS),
(EM13MAT301) e (EM13MAT302) da Base Nacional Comum Curricular [4].

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: no primeiro capitulo, encontra-se a
introducao, seguida pelo segundo capitulo, que aborda os principais topicos relacionados a
uma das ferramentas da PO, a programacao linear, o terceiro capitulo dedica-se a revisao de
literatura sobre as aplicagdes da programacao linear, abrangendo tanto o Ensino Superior
quanto o Ensino Basico. Ele também inclui um relato de experiéncia e uma proposta
para o Ensino Basico, com énfase na resolucao de problemas. No quarto capitulo sao
apresentadas as consideragoes finais deste estudo. Por fim, sdo apresentadas as referéncias
bibliograficas utilizadas neste estudo, além dos apéndices, com a sequéncia didatica GA, o

caderno de acompanhamento e a sequéncia didatica para o Ensino Médio.
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2 PROGRAMACAO LINEAR

Neste capitulo serao apresentados os principais elementos da programacao linear
utilizados neste trabalho. Os resultados, propriedades e exemplos apresentados no decorrer
do capitulo foram baseados em [5], [6], [7], [9], [8], [10], [11], [12] e [13], em que informagoes

adicionais podem ser obtidas.

2.1 Pesquisa Operacional

A PO é uma éarea da Matematica, estudada na Matematica Cientifica, que integra
modelos matematicos, estatisticos e algoritmicos, que possibilitam e dao suporte na tomada
de decisoes. Portanto, entende-se que PO ¢é a ciéncia aplicada a problemas de decisao,
que permite a busca pela melhor decisao no sentido prescrito pelo objetivo. Dentre as
ferramentas da PO estao a programacao linear, a programacao inteira, a programacao

dindmica, a otimizacao de redes e a programacao nao-linear, conforme resumo apresentado

Ferramentas

na Figura 1.

Programacio Inteira Otimizaciio de Redes
t *
Programacio PESQUISA Programacio Nio-
DinAmica OPERACIONAL Linear

Programacio Linear

Figura 1 — Ferramentas da Pesquisa Operacional.
Fonte: A autora.

Quando se trata de problemas de tomada de decisao, a Matematica Cientifica é
amplamente utilizada, pois ela fornece os conceitos e ferramentas matematicas necessarios
para compreender e resolver esses problemas. Um problema de tomada de decisao ocorre
quando é necessario selecionar uma alternativa, de forma a atender o objetivo, além de

respeitar o conjunto de restrigdes impostas pelo problema.

Para obter a solucao de um problema envolvendo a tomada de decisao pode ser
necessario efetuar a construcao do modelo matematico, “um conjunto de simbolos e
relagoes matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado” , a partir

dos dados retirados da interpretacao do problema através da modelagem matemaética,
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“processo dinamico utilizado para a obtencao e validagao de modelos matematicos”. O
modelo matematico de um problema de tomada de decisao pode consistir em uma funcao,
chamada fungdo objetivo, e um sistema de equagoes/inequagbes que representam as

restricoes do problema.

Uma decisdo é chamada solugao viavel, quando satisfaz todas as restrigoes e é
chamada soluc¢ao 6tima se além de viavel, resultar no melhor valor da fungdo objetivo. A
fungdo objetivo, a ser otimizada (minimizada ou maximizada), é utilizada para descrever
como as variaveis de decisao afetam o problema, respeitando as restri¢coes, que sao expressas
em forma de igualdades ou desigualdades envolvendo as variaveis.

Sejam as variaveis do problema representadas por z;(j =1,...,n), b;(i =1,...,m) a
quantidade disponivel de determinado recurso, f : R” — R, a funcao objetivo, g; : R — R,
as restrigoes do problema e o sinal ~, podendo ser substituido pelos sinais <,> ou =. O

modelo matematico é representado da seguinte forma:
otimizar z = f(x1,29,...7,)

gl(ZL‘l,IQ, In) ~ b1
92(1'1,372, ajn) ~ b2

sujeito a =

G (T1, Ta, .oy) ~ by,

T1,Lo, ..., Ty > 0

Existem varias formas para tentar resolver estes problemas, portanto, o tipo e a
complexidade do modelo é que determinam a natureza do método de solugao e se a solugao
é possivel. A técnica mais utilizada de PO é a programacéao linear, utilizada quando a

funcao objetivo e as restricoes sao funcdes lineares, que serao apresentadas na Secao 2.2.

2.2 Problemas de Programacao Linear

A programagao linear tem como objetivo obter a melhor solug¢ao para problemas
que admitem modelos compostos por fungoes, equacoes e inequagoes lineares. Os modelos
de programacao linear, sao aqueles em que tanto a funcao objetivo quanto as fungoes
presentes nas restrigoes se encontram na forma linear, aqxq + aoxs + azrs + ... + @z, + 5,

em que aq, Qa, ..., 4y, € 3 sao valores reais conhecidos.

Sendo x1, xa, ..., T, as variaveis de decisao do problema, o modelo de um Problema

de Programacao Linear (PPL) é representado da seguinte forma:
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min ou max z = Chixy + Coxo, ...CLxy,

a11T1 + a19xo + ... + a1, T, ~ by

a91T1 + a92T9 + ...+ Aon Ly ~~ bg

sujeito a =
Am1T1 + ApmaZ2 + . Qpp Ty ~ bm
T1,T9, ...y Ty > 0
em que os coeficientes a;; e C; sao constantes para¢=1,--- ,m, j=1,--- ,n e o sinal ~
pode ser substituido por “ < ”7,“ > " ou “ =".

A solugao 6tima de um PPL pode ser obtida de diversas maneiras, dentre elas esta
a solucao grafica, quando o problema possui duas ou trés variaveis apenas. De modo
geral, a solucao é obtida por meio da programacao computacional, utilizando softwares
desenvolvidos para a solu¢ao de PPL’s e também por meio do método simplex, algoritmo
que fornece regras de calculos fixas, que sao aplicadas repetidas vezes ao problema, com

um numero finito de iteracoes.

2.3 Resolucao Grafica de PPL’S

Apos a construcao do modelo matematico, é preciso se preocupar com a resolucao
do problema de otimizacao. Problemas de Programacao Linear envolvendo duas variaveis
permitem a visualizacdo geométrica, tornando possivel a obtencao da solugdo pelo método
grafico, que consiste em primeiramente, determinar o conjunto de possiveis solu¢des para
o problema, determinado pelo sistema de restri¢oes, e dentre essas, identificar aquela em
que ocorre o valor 6timo, avaliado pela func¢ao objetivo. O conjunto de soluc¢oes de um

problema de duas varidveis estd no espago R? (plano).

Dois pontos distintos A = (24,¥,) € B = (24, %) do plano determinam uma reta, e
pelas condigdes de alinhamento, um ponto P = (x,y) € R?, qualquer, pertence a reta @ ,
que passa por A e B, se e somente se a inclinagdo da reta jﬁ , for a mesma inclinagao da
reta Zﬁ

Teorema 1. Toda reta no plano tem equacao geral: ax + by = ¢, em que a,b,c € R.

Yo — Ya _ Y —Ya N
Tp— Ty T — Tg
(Yo — Ya) (@ — 2a) = (Y — Ya) (T — T0) =

(W = ¥a) (@) = (U6 — Ya) (a) = (25 = 2a)(y) = (26 — 2a) (Ya) =
(W = ya) (@) = (26 — 2a)(y) = — (26 — 2a) (Ya) + (Y6 — Ya)(%a)
Como,

Demonstracao.
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a = (yb_ya) ERv

b= (zp—z,) €ERe

¢ = (2 — 7a) (Ya) + (Y6 — ¥a)(7a) €R
segue que ax + by = c,

em que a,b,c € R.

]

Uma reta divide o plano em duas regioes, denominadas semiplanos, e as inequagoes:
ar + by < c e axr + by > c, representam semiplanos abertos distintos, enquanto que
ar + by < c e axr + by > ¢ determinam semiplanos fechados cuja intersecao é a reta

ar + by = c.

A representacao grafica de um sistema de inequacoes lineares em duas variaveis
serd a intersecao dos semiplanos correspondentes a cada inequacao. Entao, as restrigoes
de um PPL juntamente com as condi¢oes de nao negatividade representam um conjunto
de semiplanos cuja intersecao determina um conjunto de pontos de R?, denominado regiao

das solugoes vidveis, ou simplesmente regidao vidvel (RV).

Fungoes lineares da forma z = f(x1,x2) = Cizy + Cozy, com duas varidveis, sao
representadas graficamente como planos em R?. Essas funcoes sé admitem méaximos ou
minimos se estiverem sujeitas a restricoes, como no caso de PPL’s. Suas curvas de nivel !

sao retas paralelas que crescem monotonamente na dire¢ao do gradiente, dado por:

0 0
Vf(l"hxz) = ((%17 8:@) .

Sendo assim, cada ponto do conjunto de solucoes viaveis estd associado a uma tinica
reta, do conjunto de retas paralelas correspondente a funcao objetivo. Além disso, todos
os pontos extremos da funcao objetivo devem estar necessariamente na fronteira da regiao

vidvel.

Entao, para solucionar graficamente um PPL é preciso determinar quais pontos da
regiao viavel retornam o melhor valor para a funcao objetivo e para encontrar tais pontos
é preciso percorrer o conjunto de retas paralelas no sentido do gradiente, como ilustrado

na Figura 2.

Em um PPL de maximizagao, por exemplo, seja P € RV e a reta z = ¢ passando
por P. Se P for um ponto no interior do poligono, serd possivel melhorar o valor da
funcao objetivo, visto que existem mais valores da regiao vidvel a direita do semiplano

determinado por z = c e pelo gradiente. Entretanto, se P estiver posicionado de maneira

L As curvas de nivel de uma funcio f de duas varidveis sio aquelas com equacio f(z,y) = k, em que k é

uma constante [8].
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N
. zmax
<

Nz=c¢c

Figura 2 — Solucdo do PPL.
Fonte: A autora.

que nao exista nenhum outro ponto de RV situada no semiplano a direita, entdo nao sera

possivel melhorar o valor da fung@o objetivo, entdao a solugao 6tima foi encontrada.

Sendo assim, a solu¢ao do problema foi determinada tangenciando a direita de
RV, implicando que a solucao 6tima, quando existe, esta localizada em ao menos um dos
vértices de RV .

Portanto, solucionar graficamente um PPL significa procurar o vértice de RV que
otimize a funcao objetivo, e as condigdes para que exista solugao para um PPL é garantida

pelo seguinte teorema:

Teorema 2. (Teorema Fundamental da Programacio Linear) Seja f : Q@ C R* — R
uma fungao definida na regiao poliedral convexa V' do R™ dada por f(xi,za,...,x,) =
171 + Qoo + azxrs + ... + apx, + b,a;,b € R para i = 1,2,...,n. Suponha que f assuma
um valor mdzimo (minimo) nesta regido. Entdo, se V' possui vértice(s), este valor mdximo

(minimo) serd assumido num vértice.
A seguir, serd apresentada uma ideia de demonstracao, para n = 2.

Demonstragio. Seja V' C R?. Suponhamos que o valor maximo (minimo) de f seja
assumido em um ponto P € V', considerando todas as regioes poliedrais convexas possiveis

de R? | pode-se ter:

[) P é um vértice, neste caso, o teorema ja estd provado;

IT) P estd numa aresta, neste caso, f assumird este valor maximo (minimo) em toda
a aresta. Como a regiao V possui vértice(s), esta aresta conterd um vértice V'
obrigatoriamente, portanto f(P) = f(V);

IIT) P estd no interior de V. Neste caso, f serd constante em toda regiao V.

De fato, seja A um outro ponto de interior de V. Como V é poliedral convexa, o segmento
1@ estd contido em V'; além disso, como P é interior pode-se considerar AA’ que contém, P

deste ainda contido em V. Entao segue que f é constante em AA’ e, portanto, f(P) = f(A).
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]

Ao resolver graficamente um PPL em duas variaveis, trés situagdes podem ocorrer:

1. A regiao viavel ser um conjunto vazio, como ilustrado na Figura 3:
a) nesse caso, as restrigoes sao conflitantes, entdo o PPL nao possui solugao.

2. A regiao viavel é nao vazia e limitada, sendo assim o PPL tem solugao 6tima tnica
ou nao, conforme ilustrado nas Figuras 3:
b) em que o PPL possui solugdo 6tima tnica;
c) em que o PPL possui infinitas solugoes 6timas, ou seja, infinitos pontos do
segmento de reta sao solugoes 6timas.

3. A regiao vidvel é nao vazia e ilimitada, como ilustrado nas Figuras 3:

d) em que o PPL nao tem solugdo étima finita, ou seja, o valor da func¢do objetivo

cresce indefinidamente no sentido favoravel.

e) em que o PPL pode ter solugao 6tima tnica, ou nao ter solugao.

o | 0 | 5 /

d | e)

Figura 3 — Representagdes graficas de PPL’s.
Fonte: A autora.

Para problemas com trés ou mais variaveis, é importante considerar as seguintes

defini¢oes e resultados:

Definicao 1. A equacio ayx1 + asws + ... + a,x, = b, com ay,as...a, eb € R define um
hiperplano em R™, que divide o espagco R™ em dois semi-espacos disjuntos: a;xy + asxo +

v+ apT, < beayxy + asrs + ...+ apx, > 0.
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Isso significa dizer que, em conformidade ao que foi visto para PPL’s de duas
variaveis, neste caso a funcao objetivo representa uma familia de hiperplanos paralelos

entre si.

Definicao 2. A intersecio de um numero finito de semiplanos fechados é denominado

politopo

n
P = {x e R": Zaijxj < b1 = 1,2,...,m},
j=1
ou seja, o conjunto de solugoes viaveis de um PPL é um politopo, visto que é obtido

através da intersecao finita de restrigoes.

Definicao 3. Sejam x1,x9,...,x, vetores de R"™ e aq,aq, ..., numeros reais, r =
Zle a;x; € uma combinagdo linear conveza, se oy > 0,¥i € {1,2,....k} esex = Zle o =

1, sea; > 0,Vi € {1,2,....,k}, dizemos que é uma combinagao linear conveza legitima.

Definicao 4. Um conjunto M é convexo se toda combinagao linear convexa de qualquer
par de pontos do conjunto também for elemento de M, ou seja, M é convero se todo

segmento de reta definido por dois pontos quaisquer de M estiver inteiramente contido em
M.

Teorema 3. A regido vidvel de um PPL é um politopo convezo.

Demonstracao. Sabemos, por definicao, que a regiao viavel de um PPL é um politopo.
Resta mostrar que este politopo é convexo. Sejam y,z € RV. Para ser uma solucao
viavel y e z devem satisfazer todas as restrigoes e condi¢des de nao negatividade, assim
tem-se: Ay = b, Az =b,y,z > 0, pela condi¢cao de nao negatividade. Seja ay + Sz uma

combinagao linear convexa, isto é, a, 3 > 0 e a4+ = 1. Entao,

a) ay+ Bz >0, pois o, B, y,z = 0;

b) A (ay + 2) = ady + BAz =ab+ Bb= (a+ B)b=1b =1,
ou seja, ay + Bz € RV e, portanto, RV é um politopo convexo. O

A seguir, sera apresentado um exemplo de PPL e sua resolugao pelo método grafico:

Exemplo 1. Problema de Producgdao: Uma fibrica produz dois produtos, A e B. Cada
um deles deve ser processado por duas maquinas, M1 e M2. Devido a programacao de
outros produtos, que também utilizam essas maquinas, a mdquina M1 tem 24 horas de
tempo disponivel para os produtos A e B, enquanto a mdquina M2 tem 16 horas de tempo

disponivel. Para produzir uma unidade do produto A, gastam-se 4 horas em cada uma
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das mdquinas M1 e M2. Para produzir uma unidade do produto B, gastam-se 6 horas
na maquina M1 e 2 horas na mdquina M2. Cada unidade vendida do produto A gera
um lucro de R$80,00 e cada unidade do produto B, um lucro de R$60,00. FExiste uma
previsao mdzima de demanda para o produto B de 3 unidades, nao havendo restrigoes
quanto a demanda do produto A. Deseja-se saber quantas unidades de A e de B devem
ser produzidas, de forma a mazximizar o lucro e, ao mesmo tempo, obedecer a todas as

restricoes desse problema.

Solucgao:

O modelo matematico associado a esse problema é apresentado da seguinte forma:

max z = 80z + 60x,

4y 4 629 < 24 (1)
Adxy + 229 <16 (I1)
xy >0 (111)
0<zy,<3(IV)

sujeito a =

Sua representacao gréafica é apresentada na Figura 4:

Figura 4 — Gréfico associado ao problema de produgéo.
Fonte: A autora.

Dessa forma, pode-se observar que a solugao para o problema é x; = 3,215 = 2
retornando z = 360, ou seja, a produgao do produto A deve ser de 3 unidades e do produto

B deve ser de 2 unidades, para retornar o lucro maximo de R$360, 00.
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2.4 Resolucao Algébrica de PPL’S

Para implementar métodos de solucao algébrica, como o método Simplex, é ne-
cessario estabelecer uma formulagao matematica conhecida como forma padrao, em que
as restricoes deixam de ser desigualdades, se tornando igualdades. Para isso, é preciso

adicionar (ou subtrair) varidveis as restrigoes.

Sendo assim, quando a restricio é uma desigualdade do tipo menor ou igual,
adiciona-se uma variavel, conhecida como variavel de folga, e quando a restricdo é uma
desigualdade do tipo maior ou igual, subtrai-se uma variavel, conhecida como variavel de
excesso. Introduz-se ao problema tantas varidveis de excesso quantas forem as restrigoes

envolvendo desigualdades presentes no modelo original.

Desta forma, um novo conjunto de variaveis sera formado pelas variaveis de decisao
originais, juntamente com as varidveis de excesso ou de folga, sendo o modelo de PPL na

forma padrao representado da seguinte forma:

min ou max z=Cix1 4+ Coxg+ ... + Cpxy,

111 + A19T9 + ... + ATy = bl

A91X1 + A22T2 + ... + Q2 Ty = b2
sujeito a =

Am1T1 + AmaXo + ... + Gmn Ty, = b,

Para dar inicio ao algoritmo Simplex, ainda é preciso obter a forma tabular do

problema, conforme o Quadro 1:

Quadro 1: Forma tabular do problema.

T cee Ty Tp4l -+ Tpgm | D
ail “ee A1n 1 N 0 b]_
: : : : : 0 :
¢, ... C, 0 0 z= f(x)
Desta forma, considerando 7 = 1[0 ,0 ,..., by, ..., b,] como solugao bésica vidvel

inicial, a forma tabular pode ser reescrita, adicionando a informagao das variaveis bésicas

escolhidas, para obter o quadro simplex inicial conforme o Quadro 2:

Quadro 2: Quadro simplex inicial.

Base | 23 R Tp4l -+ Tpgm | D
Ln41 a1 NN A1n 1 PN 0 b1
: : : 0

Tn+1 am1 NN e 0 e 1 bm
z -y ... —-C, 0 0 0
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Para compor o quadro simplex, a fun¢ao objetivo z = Ciz1 + Coxs + ... + Cpxy,

necessitou da seguinte transformacao:
z=Cix1 + Coxg + ... + Crozyy, + 0201 + ... + 021, 0 que implica em
z — 011'1 — 021'2 — ... Cnxn — Ol'nJrl — ... Oilj'ner =0.

A partir do quadro simplex inicial, considerando inicialmente PPL’s de maximizacao,
cujo modelo original apresenta restricoes somente do tipo “<", para solucionar o problema

é preciso executar as etapas do Algoritmo Simplex, apresentadas a seguir:

1. Determine uma solugao basica inicial viavel;

2. Selecione uma variavel para entrar na base usando a condi¢do de otimalidade.
Selecione a variavel que retorna a maior contribuicao para a fungao objetivo. Pare
aqui se nao houver nenhuma variavel para entrar na base; a tltima solucao ¢é a 6tima.

Se nao, passe para a etapa 3;

3. Determine qual das variaveis basicas do quadro inicial deve sair da base, usando a

condicao de viabilidade;

4. Aplique o método de Gauss-Jordan para resolucao de sistemas lineares, cujo detalha-

mento ¢ apresentado na observacao a seguir;

5. Verifique se existe contribuicao individual para a funcao objetivo, expressos na tltima

linha do quadro simplex, negativa.

Em problemas de minimizacao, as condigoes de otimalidade exigem a selecao da
variavel que entra na base como a variavel nao bésica que tenha o coeficiente mais positivo
na fungdo objetivo. Isso porque maz(z) é equivalente a min(—z). Quanto a condicao de

viabilidade para selecionar a variavel que sai, a regra permanece a mesma.
Observagoes:

Atencao as operagoes de linha por Gauss-Jordan:

1. Linha do pivo

(a) substitua a varidvel que sai da base na coluna Base pela variavel que entra na
base;
(b) nova linha do pivd é igual a linha do pivd atual dividida pelo elemento pivo.

2. Todas as outras linhas, incluindo z: nova linha = (linha atual)-(coeficiente da coluna

do pivo) x (nova linha do pivo).
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b2

Em PPL’s que envolvem restricoes do tipo “ =" ou “ < ”, o procedimento para
iniciar a resolucao ¢é usar variaveis artificiais, que desempenham o papel de folgas na
primeira iteragao e entao descarta-las legitimamente em iteragoes posteriores. O método

do M-grande e o método das duas fases sao métodos usados para esses problemas.

O método do M-grande comega com um PPL na forma de equagoes. Se a equagao
i nao tiver uma folga (ou varidvel que possa desempenhar o papel de uma folga), uma
variavel artificial, R;, é adicionada para formar uma solugao inicial semelhante a solugao
bésica na qual todas as variaveis sao de folga. Contudo, como as variaveis artificiais nao
sao parte do modelo original, recebem puni¢oes muito altas na fun¢ao objetivo, o que (a
certa altura) as forga a ter valor igual a zero na solugao 6tima. Isso sempre ocorrera se o

problema tiver uma solugao viavel.

Para a penalizacao das variaveis artificiais, dado M, um valor positivo suficientemente
alto (em termos matematicos, M — 00), o coeficiente na fungiao objetivo de uma varidvel
artificial representa uma punigdo adequada, se: coeficiente na funcao objetivo da varidvel

artificial é igual a -M, em problemas de MAX e M, em problemas de MIN.

No método do M-grande, a utilizagdo da punicao do M, que, por defini¢ao, deve
ser grande em relagao aos coeficientes da funcao objetivo, pode resultar em erros de
arredondamento que podem comprometer a precisao dos calculos simplex. O método das
duas fases ameniza essa dificuldade, eliminando totalmente a constante M. Como o nome
sugere, o método resolve o problema de PL em duas fases: a Fase I tenta achar uma
solugao basica viavel inicial e, se ela for encontrada, a Fase II é invocada para resolver o

problema original.

o Fase I: Expresse o problema na forma de equagoes e adicione as varidveis artificiais
necessarias as restrigdes (exatamente como no método do M-grande) para garantir
uma solucao basica inicial. Em seguida, determine uma solucao bésica com as
equagoes resultantes que, independentemente do problema ser de maximizacao ou
minimiza¢ao, sempre minimizara a soma das variaveis artificiais. Se o valor minimo
da soma for positivo, o problema de PL nao tem nenhuma solucao viavel, o que

encerra o processo. Caso contrario, passe para a Fase II.

o Fase II: Use a solugao viavel da Fase I como uma solugao bésica viavel inicial para o

problema original,

Contudo, é importante ressaltar que nao serao apresentados exemplos relativos ao
"Método do M-grande"nem ao "Método das Duas Fases", uma vez que tais abordagens
nao se enquadram nos objetivos especificos deste estudo. A mencao a esses métodos visa,

sobretudo, fornecer uma perspectiva ampla acerca das diferentes abordagens disponiveis
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para resolver esses problemas. Sendo assim, apresentaremos um exemplo da resolugao de

um problema usando o Método Simplex para problemas de maximizagao.

Exemplo 2. Considere o sequinte PPL:
mazx z = 40x1 + 602,

221 + 1ay < 70
11‘1 + 11’2 < 40
1%1 + 31‘2 S 90

sujeito a =

x1,22 >0

A forma padrao é dado da seguinte forma:

max z = 4021 + 6029 + 0x3 + Ox4 + Ox5

25(]1 + 11’2 + ]_3173 =70

11’1 + 11’2 + ]_1‘4 =40
sujeito a =
lz1 4+ 329 + 125 = 90

X1,T2,T3,T4,Ts 2 0

Para resolvé-lo, é preciso obter sua forma tabular, dada pelo quadro inicial Simplex

conforme o Quadro 3.

Quadro 3: Quadro simplex inicial do Exemplo 2.

Base | ©11 x9 x3 x4 x5 | b
T3 2 1 1 0 0 70
T4 1 1 0 1 0 40
s 1 3 0 0 1 90
Z -40 -60 O 0 0 0

1. Como podemos observar, a solucao basica inicial viavel, x3 = 70, x4 = 40, z5 = 90
nao ¢ otima, uma vez que todas as variaveis da linha z sao negativas ou nulas,

caracteristica de um problema de maximizacao;

2. Entao x,, a variavel de maior contribuicao individual na linha z entra na base;

3. Usando a condicao de viabilidade, min {?, %, %0}, temos que x5 sai da base;

4. Na intersecao da linha do elemento que sai, x5, com a coluna do elemento que entra,

Zo, estd o elemento pivo que tem valor igual a 3;

5. E preciso fazer agora as operagoes de pivoteamento para que a coluna da variavel

que entra fique igual a coluna da variavel que sai.
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A linha pivotal, L3, é dividida pelo pivo, gerando a nova linha Lj:

Ly — éz /1§
Ly — Ly = Ly;
z+60L = 2.

Sendo assim, obtemos o segundo quadro, conforme o Quadro 4:

Quadro 4: Segundo quadro.

Base | z1 To T3 T4 s b
x3 5/3 0 1 0 —1/3 | 40
Ty 2/3 0 0 1 -1/3 | 10
To 1/3 1 0 0 1/3 30
Z 20 0 0 20 1800

Pela condi¢ao de otimalidade, como ainda hé variaveis negativas na linha z’, note
que a solugao ainda nao é 6tima, sendo assim, é necessario executar mais uma etapa do

algoritimo.

1. Entao x1, a variavel de maior contribuicao individual na linha z entra na base;

2. Usando a condicao de viabilidade, temos que x, sai da base;

3. Entao, o elemento pivo tem valor igual a %;

4. E preciso fazer agora as operacoes de pivoteamento para que a coluna da variavel

que entra fique igual a coluna da variavel que sai.

A linha pivotal, L}, é dividida pelo pivo gerando a nova linha L3:

/ Srr _ 1.
L1_§ — 1
/ 177 _ 711,
L3_§ 2_L3a

2+ 20L5 = 2"

Sendo assim, obtemos o terceiro quadro, conforme o Quadro 5:

Quadro 5: Terceiro quadro.

Base | ©1 o x3 x4 T5 b

T3 0 0 1 —-5/3 1/2 15
T1 1 0 0 3/2 —-1/2 | 15
Ta 0 1 0 -1/2 1/2 25
P 0 0 0 30 10 2100

Como nao ha contribuicdo negativa na linha referente a funcao objetivo, temos que

a solugdo: x1 = 15;x9 = 25;x3 = 15, retornando z = 2100, obtida no Quadro 5, é étima.
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2.5 Resolucao Computacional de PPL’S

Existem varias aplicativos e softwares para a solu¢ao de um PPL de forma compu-

tacional.

Podemos, por exemplo, resolver um PPL usando a planilha do Ezcel. A Figura 5
apresenta como sao inseridos os dados do Problema de Producao, apresentado no Exemplo

1, anteriormente.

» BN < | B |

1 | Variaveis 1 | Variaveis
2 | x1 2 | x1

3 x2 3 x2
4] _4
~ 5 | Objetivo ~ 5 | Objetivo
| 6 | =80*B2+60*B3 6 z max 0

7 I
_ 8 | Restrigdes _ 8 | Restricoes

9 9 0 <= 24
10 | KR =#82+2"83 <= 16
11| 1l 0 <= 3
12 12

Figura 5 — Resolucao de PPL’s pelo Solver.
Fonte: A autora.

Apo6s inserir os dados, a ferramenta Solver que esta localizada na aba de Ferramentas
precisa ser aberta. Na barra de opgoes da ferramenta, a condi¢ao de nao negatividade e o

algoritmo Solver Linear precisam ser habilitados, conforme a Figura 6.

Salver *
_ Colula objetn || = | -C"'W"O"";“"'" >< Bl
| cpjp CFEOES

- Otimizarpars @ Maximo 1 Oty
_ Algoritma do solver  Solver linear do LibreOffice w
) Minima | T
= | Configuragdes
I valor de = LIt EE

Assumir varidveis come inteiros

q - = - =
Células varidveis B Assumir variaveis como ndo negalivas

Conjunto de restrigies
Limite de tempo de resolucie (segundos): 100 T
Nivel Epsilan (0-3): 0

| €on [ lLimitar & profundidade do branch-and-bound

Referéncia de célula Operador  Valor &

4

"

3
e

|
"

1]

"

[
4|0

Tl | Ajuda Cancelar
Ajuda Redefinir tudo Opgoes.. Fechar | Ajuda

41

i
Ei]
<

Redefinir tudo Opgdes... Fechar Resolver

Figura 6 — Ferramenta Solver.
Fonte: A autora.

Em seguida, deve-se preencher o Solver com os dados da planilha e, por fim, clicar

em resolver. A solucao do problema sera exibida na planilha, conforme ilustrado na Figura
7.

Sendo assim, verifica-se que a solucao para o problema é 1 = 3, x5 = 2, retornando
z = 360.
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Solver

- Célula objetvo  SBSE
Otimizar para & Magimo

O Minime
O valor de
Células varidweis  $B52:1B33
Conjunto de restrigies

Referéncia de célula

A59

$A510

A5

Ajuda BRedefinir tudo

Dperador

Valor -
5039
B
i

30510
30311

A |a |-

W

A

Variaveis
x1
X2

Objetivo
Z max

Restricoes
24
16
2

-
=]

-
=

-t
%]

Figura 7 — Solucdo do PPL na planilha.

360

Fonte: A autora.

24
16

Outra ferramenta, também muito utilizada para para solucionar PPL’s, é o software

Linear, Interactive end Discrete Optimizer - LINDO. Essa ferramenta, é um software

desenvolvido pela Lindo Systems Inc. de Chicago, Illinois - EUA, para resolucao de

modelos de programacao linear, quadratica, ou inteira, que roda no ambiente Windows e

esta disponivel em varias versoes, aceitando os formatos de entrada de dados LP e MPS.

A Figura 8 apresenta como fica a solu¢ao do Problema de Producao, resolvido no

Exemplo 1, por meio do software LINDO.

5 unpo
File Edit Solve Reports Window Help
Dl A& »%(dvR(e= A O] X

m| FE

-

L= - %4 Reports Window
mnax 80x1+60=2
. 1P OPTIMUM FOUND AT STEP 2
=.0.
dxl+6x2¢=24 OBJECTIVE FUNCTION VALUE
4x142x2¢=16
x1l>=0 1) 360.0000
=2>=0
x2¢=3 VARIABLE VALUE REDUCED COST
i1 3.000000 0.000000
end H2 2.000000 0.000000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 0.000000 5.000000
3) 0.000000 15.000000
4) 3.000000 0.000000
5) 2.000000 0.000000
6) 1.000000 0.000000
NO. ITERATIONS= 2

Figura 8 — Solucao do PPL pelo software LINDO.
Fonte: A autora.

Observa-se que na primeira aba sao apresentados os dados do problema e na segunda

aba é apresentada a solugao do mesmo, em que obteve-se x1 = 3,15 = 2, retornando

z = 360.

Percebe-se que foi obtida a mesma solucao 6tima de formas distintas.

A obtengao da Resolucao Grafica de um PPL também pode ser realizada de maneira
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computacional, utilizando programas de software especializados em criar graficos. Um

exemplo desses softwares é o GeoGebra.

A Figura 9 apresenta como os dados do problema sao inseridos no software, digitando

cada restricdo no campo de entrada.

7 GeoGebra Classic 5 - O X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

k] &1 B OJO) 4N

° v v v v
» Janela de Algebra X isualizacao
®a:4dxt+by<24
®b:4x4+2y<16
®ec:x>0
ed:0<y<3

a=2
—
v

"

v

v

Entrada: ‘ B

Figura 9 — Representacdo da RV pelo software GeoGebra.
Fonte: A autora.

Depois de obter a RV, usando um controle deslizante, para poder percorrer a
RV com a curva de nivel da fungao objetivo na direcdo do gradiente, a solu¢ao 6tima é

determinada, conforme ilustrado na Figura 10.

€2 GeoGebra Classic 5 - O x

Arquivo Editar Exibir Opc8es Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 10 — Solugdo do PPL pelo software GeoGrbra.
Fonte: A autora.

Sendo assim, verifica-se que a solucao para o problema é x; = 3,z = 2, retornando
z = 360.
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3 PROGRAMACAO LINEAR E
ENSINO

Neste capitulo sera apresentada uma revisao de literatura das aplica¢oes de elementos
de Pesquisa Operacional no Ensino de Matemaética, tanto no Ensino Médio quanto no
Ensino Superior, um relato de experiéncia de uma aplicagdo da Pesquisa Operacional no
Ensino Superior e uma proposta de intervencao no Ensino Basico usando elementos da

Pesquisa Operacional.

3.1 Experiéncias de Pesquisa Operacional no Ensino

O termo Matematica pode ser concebido de diferentes formas, dentre estas destacam-
se, no ambito deste estudo, a Matematica Cientifica e a Matematica Escolar. “[..]
entendemos a Matematica Cientifica e a Matematica Escolar como resultantes, ‘em tltima
instancia’, das praticas respectivas do matematico e do professor de Matematica da escola.”
[2] Assim, a primeira é dedicada & producao de resultados e teorias com énfase nas
estruturas abstratas, no processo logico-dedutivo e na precisao de linguagem. Enquanto
a segunda produz saberes associados ao processo de escolarizacao bésica, como uma

disciplina.

Na Matematica Cientifica, a Modelagem Matemaética e a Pesquisa Operacional estao
relacionadas na resolucao de problemas. A Modelagem Matematica envolve a representacao
de situagoes reais usando equagoes e formulas matematicas, ou seja, tem como objetivo
converter problemas do mundo real em problemas matematicos e em seguida, resolvé-los,
interpretando as solugbes em termos compreensiveis no contexto da realidade [14]. Assim,
um modelo matematico representa o objeto de estudo por meio de um conjunto de simbolos
e relacdes matematicas. A relevancia dos modelos esta na capacidade de oferecer uma

linguagem precisa que expressa ideias de forma clara e sem ambiguidades.

A Pesquisa Operacional por sua vez é uma area de estudos que utiliza técnicas
matematicas e algoritmos para dar suporte na tomada de decisoes e resolver problemas de
alocagao de recursos, programacao de producao, logistica e muitos outros. Sendo assim,
a modelagem fornece a base tedrica necessaria para formular problemas matematicos
da Pesquisa Operacional permitindo encontrar solugoes eficientes para os problemas

modelados.

No campo da Educacao, a aprendizagem baseada na modelagem permite a fusao

dos elementos atrativos da Matematica com suas aplicacoes praticas. Especificamente no
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campo da Matematica Escolar, é essencial adotar abordagens alternativas para seu ensino
e aprendizagem, tornando mais acessivel sua compreensao e utilizacao. A Modelagem
Matemaética, é um processo que integra a teoria com a prética, inspirando os estudantes a
compreenderem o mundo ao seu redor e a desenvolverem métodos para interagir com ele

de forma significativa [14].

Muitos desafios matematicos encontrados na ciéncia ou na industria requerem, em
algum momento, a resolucao de sistemas lineares. A programacao linear é um exemplo
dessa abordagem, que tem sido usada para lidar com problemas em varias areas do
conhecimento [15]. Atualmente, a programagcao linear é uma das aplicagoes que vem
se destacando no campo da Matematica. Desta forma, pode-se afirmar que otimizar é
fundamental para o progresso de uma sociedade. O conceito de otimizagao é usado para
buscar resultados mais eficientes, como reduzir o uso de recursos, maximizar os lucros,
minimizar o tempo, entre outros. Essas ideias simples podem se tornar parte do cotidiano

dos estudantes.

Pode-se observar que um problema de programacao linear mesmo sendo objeto
de estudo da Matematica Cientifica, utiliza em alguns métodos de solucao contetudos

abordados na Matematica Escolar. Sendo eles:

1. O conceito de fungao real, particularmente a funcao linear e afim.
2. Resolugao de sistemas lineares e matrizes.

3. Elementos de Geometria Analitica, como localizacdo de pontos no plano cartesiano,

equacgoes da reta e semiplano.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [4], por meio das habilidades: (EFO6MA16),
(EFO8MAOQ7) (EFOSMAO8) e (EF09MAO0G) institui que os estudantes precisam aprender a
associar pares ordenados de niimeros a pontos do plano cartesiano a partir do 6° ano Ensino
Fundamental, associar uma equacao linear de 1° grau com duas incognitas a uma reta no
plano cartesiano e resolver sistemas de equagoes do primeiro grau com duas incégnitas no
82 ano do Ensino Fundamental e sobre fungoes a partir do 9° ano do Ensino Fundamental.

E apesar de a BNCC [4] ndao abordar inequagdes em suas habilidades, ao descrever a
finalidade da Algebra como unidade tematica da 4rea da Matematica é declarado, entre os
requisitos para o desenvolvimento do pensamento algébrico, que é necessario "interpretar e
transitar entre as diversas representagoes graficas e simbolicas, para resolver problemas

por meio de equagoes e inequagoes, com compreensao dos procedimentos utilizados".

Na presente discussao é relevante destacar que matrizes atualmente nao estao
presentes no curriculo do Ensino Médio, conforme indicagdo da BNCC [4]. Contudo,
acredita-se que esses temas constituem requisitos significativos para os estudantes que

almejam prosseguir seus estudos em cursos de graduacao, principalmente na area de
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Ciéncias Exatas. Sendo assim, o professor pode incluir esses assuntos, com o intuito de

contribuir para melhor formagao dos estudantes.

Sendo assim, uma aplicacao de topicos de Pesquisa Operacional, como a solugao
de alguns problemas de programacao linear simples com ou sem o auxilio de softwares
como o GeoGebra ou o Solver, do Ezcel, pode ser implementada no ensino. O objetivo da
programacao linear no ensino deve ser apresentar a Pesquisa Operacional aos estudantes
como uma area recente da Matematica e campo vasto de pesquisa que possui elementos que
podem potencializar o ensino da Matematica, pensando na aproximacao da Matemética

Escolar com a Matemética Cientifica.

E interessante utilizar os contetidos e as abordagens previstas nos curriculos. Por
exemplo, a modelagem e o estudo de sistemas de equacoes lineares podem ser utilizados
para ensinar otimizacao no Ensino Médio. Alguns métodos que os estudantes podem
usar para resolver sistemas lineares incluem a substituicao, a adig¢ao, a solucao grafica e,
no caso de sistemas com trés variaveis e trés equagoes, o método de Gauss-Jordan [15].
Além disso, a abordagem para trabalhar com programacao linear, baseada na resolucao
de sistemas de equacoes lineares simples e direta, proporciona uma metodologia que nao
introduz novos conceitos, tornando-a facilmente compreensivel para os estudantes, que ja

estao familiarizados com esses conceitos durante o Ensino Médio [15].

Ao avaliar os topicos essenciais necessarios para resolver problemas usando a
programacao linear, torna-se evidente que esses topicos estao alinhados as propostas
curriculares ao se trabalhar com a resolucao de problemas, uma das tendéncias propostas
nos Parametros Curriculares Nacionais [16]. Sendo assim, o educador pode apresentar
desafios de otimizacao com o objetivo de estimular o interesse do estudante, promovendo
uma participagdo mais ativa durante as aulas de Matematica e permitindo que os estudantes
reconhecam como os conceitos matematicos que estdao aprendendo podem ser aplicados na

pratica.

Para [17], as expressoes graficas, particularmente, sdo importantes na formagao do
individuo, sendo capazes de estimular as capacidades mentais e promover o desenvolvimento
de uma inteligéncia intuitiva. Sendo assim, em uma aplicacdo da Pesquisa Operacional,
os autores optaram por usar uma abordagem envolvendo a expressao grafica, que era a
forma de se comunicar por meio de desenhos e esbogos na Antiguidade. Inicialmente,
foi feita a alusao histérica sobre essas formas de comunicagao, que se davam por meio
de pinturas rupestres. Notou-se na aplicacao, que as atividades desenvolvidas em sala
de aula despertaram nos estudantes o interesse pelo contetido e que se for utilizado o
software GeoGebra, a parte algébrica nao é necessaria, mostrando que se pode resolver
situacoes reais também no Ensino Médio, ndo somente no Ensino Superior. Sendo assim,
acredita-se que ao trabalhar as solugoes de problemas de programagao linear utilizando o

método grafico os estudantes tém mais possibilidades de desenvolvimento intelectual, seja
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construindo os graficos no caderno ou consultando-os com o auxilio do software GeoGebra.

No Ensino Médio, merecem destaque duas experiéncias realizadas. A experiéncia
realizada em [16] mostra que ha uma variedade de conteidos que podem ser trabalhados
de forma interligada em um tnico problema. Uma alternativa para o entendimento dos
estudantes é comecar o estudo com problemas simples e, aos poucos, apresentar problemas
mais complexos. Com o auxilio de softwares graficos, é possivel explorar uma variedade
de problemas envolvendo até trés variaveis em pouco tempo e a resolucao grafica facilita o
entendimento dos principios basicos do método analitico. No entanto, mesmo com apenas

duas varidveis, é possivel explorar diversos problemas [16].

Na proposta de [15] busca-se “abordar a modelagem matematica, compreender a
situacao problema, criar modelos, abordar a resolucao de sistemas de equagoes lineares e
obter a solugao do modelo” com o intuito de introduzir a programacao linear no Ensino

Médio para ensinar a resolver problemas envolvendo duas ou trés variaveis.

Devido a dificuldade de aprendizado apresentada pelos estudantes dos cursos de
Engenharia de Producao e Administracao na disciplina de Pesquisa Operacional, numa
experiéncia no Ensino Superior, [3] relata a utilizacgdo de um método de resolucao de PPL’s
com o suporte do software GeoGebra para potencializar a compreensao, e consequentemente
proporcionar uma aprendizagem de forma dinamica, estimulando os estudantes a interpretar
e a desenvolver problemas de programacao linear com duas variaveis. Além disso, dada
a individualidade no processo de assimilagao do conteido que cada estudante apresenta,
acredita-se que é fundamental buscar métodos diversos no intuito de efetivar o aprendizado
dos estudantes. Em um questionario aplicado para que os estudantes dessem um feedback
sobre o novo método, constatou-se que 95% dos estudantes considerou a intervengao como

excelente ou boa, também verificou-se um aumento de 24% no aproveitamento da turma
3].

Na revisao de literatura constatou-se que ha escassos trabalhos envolvendo uma
aplicacao de topicos da PO no Ensino Bésico. Sendo assim, foi realizada uma experiéncia
didatica no Ensino Superior sobre problemas de programacao linear como aplicacao de
sistemas lineares na disciplina de Geometria Analitica. Os estudantes estavam no inicio
do curso de graduagao, desta forma acredita-se que estejam suficientemente préximos
cognitivamente do estudante do Ensino Médio, entao os resultados da experiéncia podem
fornecer dados importantes para a formulagdo de uma proposta de intervencao no Ensino

Basico.
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3.2 Relato de Experiéncia

A experiéncia didatica foi realizada com 25 estudantes de uma turma de Geometria
Analitica, composta por discentes de primeiro e segundo periodos de dois cursos de
graduacao diferentes. O objetivo da Sequéncia Didatica (Apéndice A) foi resolver situagoes-
problema envolvendo a resolucao grafica de sistemas lineares com duas variaveis. Para tanto,
foi elaborado um um caderno de acompanhamento (Apéndice B), abordando os seguintes
temas: equacao linear, representagao grafica de equacao linear, sistemas de equacgoes e de
inequagoes lineares, solucao grafica e algébrica por escalonamento de sistemas de equagoes

e de inequagodes lineares e programagcao linear.

Como objetivos especificos tem-se: conhecer aplicagoes da Pesquisa Operacional
e resolver problemas de programacao linear, entdao foi imprescindivel trabalhar com a
representacao grafica da equagao da reta, encontrar graficamente a solugao de sistemas
lineares e comparar com a resolucao algébrica, para enfim aplicar tais técnicas na resolugao

de sistemas em PPL.

A turma divide-se em dois grupos com caracteristicas particulares. Um dos grupos
(Grupo M) é composto por 12 estudantes que ja cursaram outras disciplinas de Matematica
Baésica e estao no segundo periodo de um curso. O segundo grupo (Grupo Q) é formado
por 13 estudantes de primeiro periodo de outro curso, em suas primeiras semanas de aula

no Ensino Superior.

As principais informagoes relacionadas a avaliagao da experiéncia didatica sao

apresentadas no Quadro 6.

Quadro 6: Observagoes acerca dos grupos M e Q.

Momentos Grupo M Grupo Q

Apresentaram uma defasagem de
aprendizagem.

Apresentaram dificuldades com ope-
ragOes basicas na resolugdo de equa-
coes, para encontrar os interceptos,
por isso a execucdo do grafico fi-
cava prejudicada, e dificuldade em
compreender as etapas do escalona-
mento.

Como as retas eram as mesmas,
nao precisavam fazer operagoes para
achar os interceptos, mas também
apresentavam duvidas para identifi-
car o semiplano de cada inequacao.

1. Equagoes da reta Apresentaram facilidade com o tema.

Apresentaram facilidade com a solu-
¢do grafica, mas alguns estudantes
tinham duvidas referentes ao esca-
lonamento, as vezes multiplicando
uma linha com a outra.

2. Solugao de sistemas
lineares

Apresentaram duvidas para identifi-
car o semiplano de cada inequacao.

3. Resolugdo grafica de
sistemas de inequagoes

4. Programacao linear

A partir do modelo e da revisdo, con-
seguiram construir o grafico das res-
tricoes do PPL.

Nao conseguiram executar a ativi-

dade.
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A medida que o conteido avancava, a dificuldade do Grupo Q tornou-se mais
evidente. As atividades de revisao de conteido e de consolidacao, projetadas para serem
realizadas com relativa facilidade, tiveram que ser explicadas passo a passo, inclusive
a resolucao de equagoes simples, e todas as etapas do escalonamento. As necessidades
particulares dos estudantes do Grupo Q forma atendidas, porém afetou consideravelmente a
execucao das atividades programadas no tempo disponivel para a realizacao do experimento
didatico.

Sendo assim, o quarto momento da sequéncia didatica destinado ao estudo, analise e
interpretacao de PPL’s ficou com tempo reduzido. Originalmente, o objetivo era apresentar
um exemplo, acompanhar a resolucao de um problema em sala de aula, a fim de dar suporte
aos estudantes, e solicitar que realizassem o segundo problema sozinhos e entregassem na
aula seguinte. Contudo, s6 foi possivel apresentar o exemplo e solicitar que os estudantes
realizassem um dos dois exercicios como tarefa para entregar ao professor da disciplina na

aula seguinte, como atividade avaliativa.

A avaliacdo mostrou que os estudantes precisavam de orienta¢ao para chegar ao
modelo do PPL; alguns estudantes mandaram mensagem solicitando ajuda para interpretar
e modelar o problema. Disto, conclui-se que hé a necessidade de mais exemplos, antes que
os estudantes consigam modelar e resolver PPL’s de forma independente. Observou-se,
porém, que a partir do auxilio na construgao do modelo matematico, alguns estudantes
conseguiram construir o grafico de cada inequacao das restricbes do problema e identificar
corretamente a regiao viavel. Contudo, nenhum estudante apresentou a solugao 6tima
do PPL, faltou o grafico da curva de nivel da funcao objetivo e, consequentemente a
identificacao do ponto 6timo no poligono. Uma possivel explicagao para o fato foi o tempo

menor disponivel na tultima aula de uma sexta-feira a noite.

Entretanto, a énfase dada na compreensao de cada processo necessario para identi-
ficar a aplicabilidade da programacao linear se mostrou benéfica, especialmente para os
estudantes do Grupo Q, que chegaram a relatar que s6 durante essa aplicacdo comegaram a
entender os conteudos de matrizes e resolucao de sistemas de equagoes, assuntos que fazem
parte dos contetudos tratados na disciplina de Geometria Analitica. Com isso, acredita-se
que a representacao grafica, por meio da analise dos interceptos e a solucao grafica de
sistemas de equagdes e inequagoes lineares, foram abordadas de maneira satisfatoria.
Quanto ao escalonamento, que era um conceito recente para esses estudantes, acredita-se
que tenha contribuindo como um reforgo 1til. No entanto, os problemas de programacao

linear exigiriam mais tempo para serem adequadamente explorados.

A partir da experiéncia realizada, acredita-se que uma introducao a PPL’s requer
mais tempo na modelagem para ser eficaz. O Grupo M, constituido por estudantes que
ja cursaram Matematica Elementar no primeiro periodo, poderia alcancar os objetivos

com apenas mais uma aula. No entanto, o Grupo Q necessitaria de mais aulas. Portanto,
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considerando o Grupo Q como um panorama de como essa aplicagao funcionaria no Ensino
Médio, em que o escalonamento nao seria abordado, acredita-se que uma abordagem
de problemas de programacao linear possa ser satisfatéria como aplicacao de funcgoes,
elementos de Geometria Analitica e resolugao de sistemas lineares, desde que disponha de

maior numero de aulas.

3.3 Proposta de Intervencao Educativa no Ensino Médio

O conceito de intervengao educativa é apresentado por [18], como uma mediagao
pedagogico-didatica, numa dupla perspectiva: uma empirica, operacional e pragmatica,
que remete ao agir operacional constitutivo de toda atividade relacional e que visa a
modificacdo de um processo ou sistema; outra conceitual, como construto tedrico que visa
a uma modelizacao, até mesmo a uma teorizacao da pratica de ensino. Naquela perspectiva,
a intervencao educativa tem a vantagem de estar centrada na agao do professor orientada

para uma relacao interativa com os sujeitos aprendentes.

Neste trabalho, o objeto de estudo ¢é a resolu¢ao de PPL’s e o propdsito dessa secao

¢é apresentar uma proposta de intervencao utilizando a resolugao de problemas.

Resolucao de problemas é uma tendéncia em Educagio Matematica. Para [19],
resolver um problema significa encontrar um caminho que ainda nao é conhecido, pelo
estudante, e que supere obstaculos para alcancar o objetivo tracado por meios adequados.
Ele ainda sugere quatro fases para resolver um problema de Matematica de forma eficiente,

sendo elas:

1. Compreender o problema (CP): Nessa fase, o estudante deve identificar as partes
principais do problema, varidveis, dados, objetivo. E importante também que o
estudante deseje resolver o problema, por isso ele deve ser selecionado de modo que

nao seja muito facil nem muito dificil e o enunciado precisa ser bastante claro.

2. Designar um plano (DP): Nessa fase, o estudante precisa designar um plano e para
que isso ocorra o papel do professor é muito importante no sentido de fazer indagagoes

e dar sugestoes para provocar ideias e direcionar o estudante.

3. Executar o plano (EP): Nesta fase, é importante que o estudante execute cada passo
de seu plano atento a sua execucao. Neste momento ¢ interessante que o professor
auxilie o estudante a verificar se cada passo esta sendo executado de maneira correta

e se é possivel demonstrar se esse passo esta correto.

4. Retrospecto do problema(RP): Nessa fase, o estudante volta-se ou trabalho realizado
verificando se o resultado encontrado ¢ satisfatorio, o argumento usado esta correto

e se este método é cabivel para outros problemas.
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Sendo assim, percebe-se que a proposta de [19] para resolugdo de um problema de
Matemaética consiste em um método bem planejado. E se for bem executado pode levar

aos resultados esperados.

Nesse contexto, considerando-se as conclusoes da experiéncia didatica relatada na
secao anterior, é possivel propor uma sequéncia didatica (Apéndice C) para o Ensino
Médio cujo objetivo seja introduzir elementos da Pesquisa Operacional como aplicacao de

conceitos matematicos presentes no curriculo.

A experiéncia mostrou que é muito importante fazer a revisao dos conceitos consi-
derados basicos para a compreensao efetiva de PPL’s no Ensino Bésico e planejar mais
tempo para a modelagem do problema. A seguir serao apresentados detalhes da proposta

de intervencao educativa.

Na primeira aula e na segunda aula, é preciso abordar uma revisao dos seguintes
contetudos: equagoes lineares, representacao grafica de equacdes lineares, inequagoes
lineares, representacao grafica de inequagoes lineares, os método grafico de solugao de

sistemas de equacoes e inequacoes lineares com duas incégnitas.

Apés a revisao desses conceitos, na terceira aula os PPL’s podem ser apresentados
através de uma contextualizacao histérica da Pesquisa Operacional, evidenciando sua
aplicabilidade na vida real e suas ferramentas até iniciar o conceito de Programacao Linear
e em seguida propor um problema para que os estudantes tentem resolver. Nessa aula é
importante auxiliar os estudantes a interpretar os problemas, identificar as variaveis e o

objetivo do problema, procurando aplicar a primeira fase do método de [19].

Na quarta aula, apés identificar os dados mais importantes do problema, o estudante
precisa revisitar os conceitos aprendidos anteriormente buscando ferramentas para tracar
um plano para solucionar o problema. Nessa etapa é importante que o professor ofereca
suporte e direcionamento através de indagacoes e sugestoes. Apés tracar o plano, é hora
de executéa-lo, verificando cada passo. Nesse aula, é importante utilizar a segunda e a

terceira fase do método de [19].

Na quinta aula, pode-se aplicar a quarta fase do método de [19], ou seja, é feita a
verificagdo da solugao obtida e a revisao do plano usado, a fim de averiguar se o resultado
estd correto e se o plano executado é aplicavel para outros problemas. Apds essa verificacao,
o professor pode apresentar o modelo com a fun¢ao objetivo, as restricoes e o conceito de

solugao 6tima.

Para a implementacao desta proposta, é possivel utilizar o caderno de acompanha-
mento (Apéndice B). Nesse sentido, é necessario que o professor proceda com a devida
adaptacdo do mesmo, excluindo a se¢ao que trata da solugao algébrica de sistemas e a
resolucao do problema das trufas. Estas alteragdes devem ser feitas para que os estudantes

tentem resolver o problema a partir da terceira aula. Contudo, se o professor optar por
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explorar os conceitos relacionados a matrizes, visando enriquecer ainda mais a formacao

dos estudantes, nao ¢é necesséario excluir a secao que aborda a solucao algébrica de sistemas.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, o principal objetivo foi investigar as contribui¢oes da programacao
linear para o Ensino de Matematica. Sendo assim, apds os estudos e resultados obtidos,
acredita-se o que professor pode se beneficiar de uma abordagem com PPL’s no Ensino
Médio.

De fato, os trabalhos estudados, mostram a importancia de se buscar novos métodos
e tecnologias para melhorar o processo de ensino e aprendizagem. Mais especificamente no
ambito da programacao linear, a aplicacao do software GeoGebra se apresenta como uma
ferramenta que pode potencializar o ensino, pois possibilita a abordagem do problema de
maneira dindmica, o que pode ajudar a despertar o interesse pelo contetido. Além disso, o
processo de ensino e aprendizagem do contetido acontece de maneira mais efetiva, visto

que ha a possibilidade de se interpretar o problema algebricamente e graficamente.

Além disso, uma abordagem com problemas de programagcao linear no ensino, pode
contribuir para que os estudantes percebam as inter-relagoes existentes entre os diferentes
conceitos abordados na disciplina de Matematica contribuindo para o desenvolvimentos de
habilidades como a capacidade de resolver problemas e de continuar aprendendo. Nesse
sentido, o trabalho com a resolucao de problemas, uma das tendéncias propostas pela
BNCC, pode auxiliar na consecucao de objetivos educacionais como: permitir que cada
individuo alcance seu potencial critico e criativo, estimulando e facilitando sua participacao

na sociedade de forma efetiva e exercendo sua cidadania.

Sendo assim, como um dos objetivos do trabalho foi o de investigar as contribui¢oes
da programacao linear para o ensino e aprendizagem de Geometria Analitica, acredita-
se que a solucao de PPL’s; principalmente pelo método grafico, pode ser introduzida
de maneira eficaz no Ensino Médio, proporcionando uma oportunidade valiosa para
reforcar as bases matematicas dos estudantes. Além disso, o uso de software, como o
software GeoGebra, proporciona uma experiéncia pratica e dindmica que pode estimular
o pensamento criativo e intuitivo dos estudantes. Ademais, ao abordar a resolugao de
sistemas de equagoes lineares e a otimizacao de problemas do mundo real, os estudantes
nao apenas adquirem uma compreensao mais profunda de conceitos matematicos, mas
também tem acesso a uma Matematica contextualizada ao ter acesso a sua aplicabilidade

na vida real.

Adicionalmente, no que diz respeito a formacgao académica, este trabalho visou
consolidar os conhecimentos adquiridos nas disciplinas de Algebra Linear, Geometria Ana-
litica e Elementar, proporcionar uma compreensao pratica de uma aplicacao matematica

e aprimorar as habilidades necessarias para a futura atua¢do como professora de Mate-
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matica. Este trabalho foi divulgado durante o XLIT CNMAC 2023 - Congresso Nacional
de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC), por meio de uma apresentagao na

sessao de posteres, na cidade de Bonito-MS.
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APENDICE A — Sequéncia Didatica de GA

Identificacao:

Tema:

Metodologia:

Objetivo geral:

Objetivos especificos:

Conteudos:

Desenvolvimento:

Avaliacao:

Recursos didaticos:

Bibliografia:

Disciplina de Geometria Analitica (Graduagao);

4 aulas de 50 minutos.
Programacao Linear.
Aulas expositiva-dialogadas.

Resolver graficamente situagao-problema envolvendo sistemas

lineares com duas varidveis.

1. Reconhecer a representagao grafica da equacgao da reta;
2. Encontrar a solucao de sistemas lineares gréafica e algebricamente;
3. Aplicar a resolucao de sistemas em PPL;

4. Conhecer os objetivos e aplicagoes da Pesquisa Operacional.

Resolugao de equagoes e inequacoes lineares;
Resolucao de sistemas de equagoes e de inequagoes lineares;

Problemas de Programagao Linear com duas variaveis.

Primeiro Momento: Equagoes da reta;
Segundo Momento: Solugao de sistemas lineares;
Terceiro Momento: Resolucao grafica de sistemas de inequacoes;

Quarto Momento: Programacao Linear.

Observagao de desempenho;

Resolugao de situagoes-problema.

Quadro e projetor;

Caderno de acompanhamento.

ARENALES, M. N. Pesquisa operacional. Rio de Janeiro:
Elsevier. 2007. BOLDRINI, J. L. Algebra linear. 3. ed. ampl.
rev. Sao Paulo: Harbra, 1986. :

DANTE, L. R. Matematica: contexto e aplicagoes. Sao Paulo::
Atica, 2010.
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Desenvolvimento Detalhado:

1. Primeiro momento: Iniciar a abordagem com a revisao de alguns conceitos,
comecando com equacgoes lineares e representagao grafica de equagoes lineares,
ilustrada na Figura 11, a seguir, com o intuito de que os estudantes percebam que
uma equacdo linear representa uma reta no plano cartesiano. E preciso evidenciar
que uma das maneiras mais faceis de se tracgar essa reta é através dos interceptos.
Além disso, é importante que o professor dé um tempo para que os estudantes
resolvam todos os exercicios propostos no caderno logo apés a explicagao oferecendo

suporte e executando os mesmos na lousa quando achar necessario.

Uma equacio linear é aquela que apresenta todas as variaveis na poténcia I, e que ndo
ha multiplicacdo nem divisdo entre elas.

-~

Geral Ponto-inclina¢io
ax+by=c¢ _v-y|=m(x-xl)
Reduzida _tl L~ b
y=ax+b ¢ /
y=ax + h\
coeficiente coeficiente
angular lincar

Figura 11 — Equacéo linear.
Fonte: A autora.

2. Segundo momento: Revisar os sistemas de equagoes, apresentar sua representacao
matricial e o método grafico de obter a solucao do sistema, apresentando um
exemplo, além de apresentar os tipos de sistemas, destacando sobre a existéncia ou

nao existéncia da solugao, ilustrada na Figura 12.

) SISI[ MAS “ N EAR [S KS"“S equagdes devem ser

&lum\nuduﬁ conjuntamente.

Um sistema de equacdes lineares € um conjunto com duas
ou mais equacodes associadas entre si, podendo ter duas ou mais
incognitas, por exemplo:

Sua representacao matricial:

.. 20+y=23
Sistema 1: 21 3
r—3y=—-2 | .9 9

Figura 12 — Sistemas de equacoes.
Fonte: A autora.
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Em seguida deve ser apresentado o método algébrico por escalonamento para obter

a solucao do sistema de equagoes lineares, através de exemplos e da generalizagao,

ilustradas nas Figuras 13 e 14.

Uma outra forma para sc obter a
solugio de sistemas lincares ¢ por |

meio do chamado e:u«llon;lmy > [SCALONAMENTO

Para fazer o escalonamento. precisamos usar a forma matricial de um sistema e
transforma-lo em uma matriz escalonada.

ayy ayy apzib
O~a99 asg by
0 0 I;;;;:[):;

% Exemplo: Vamos escalonar a matriz do Sistema 1:

2 1 3
1 3 2

> (ENERALIZANDO

Agora podemos observar que um sistema de equagdes 3 X 3 genérico pode ser
representado da seguinte forma:

a4 appy + ayzz = by
S3.3= 4 agx + any + axz = by

agir + agpy + azzz = by

Figura 14 — Generalizagao.

Fonte: A autora.
Figura 13 — Escalonamento.
Fonte: A autora.

3. Terceiro momento: Revisar os sistemas de inequagoes lineares, apresentar a sua
representagao grafica e evidenciar que sua solugao ¢é a interse¢ao de semiplanos no

grafico, ilustrada na Figura 15.

E se trocarmos as cq\mqﬁh
por mequagdes? j
} ).

SISTEMAS DE INEQUACDES LINEARES

Se substituirmos equacdes do Sistema 1 por inequagdes, neste caso por =, obtemos o
Sistema 4:

Sistemay = {

O grafico de uma inequagéo linear é um semiplano, entdo a solucdo grafica do Sistema
4 ndo sera um ponto como na solucdo do sistema linear, mas sim uma regido que € a
interseccéo dos dois semiplanos. Qualquer ponto nesta regido € solucao desse sistema.

20 +y <3
r—3y <=2

Figura 15 — Sistemas de inequagoes.
Fonte: A autora.

4. Quarto momento: Apds a revisao desses conceitos, os PPL’s podem ser apresenta-
dos através de uma contextualizacao historica da Pesquisa Operacional, ilustrada na

Figura 16.
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PROGRAMACAD LINEAR

aplicado para solucsonar,

Aula 2 problensas reads?

Objetivo: aplicor a resolugdo de sistemas em PPLs

Existe uma subdrez da matematica chamada Pesguiza Operacional, que s dedica em
mtagrar modelos matematicos para dar supeorte na tomada de decizdes.

Ezza denominacio surgmn durante a2 Segunda Guerrz Mundial, pois as principais
atrvidades formal: de Pesgmsa Operzcional (PO} foram miciadas nz Inglaterra durante z
Segunda Guerra Mundizl, quando uma squipe de ciemfistas britinicos decidiu por tomar
decisdes embasadas clentificaments, sobre 2 melhor utilizagio de matenial de gusrra.

Figura 16 — Programacao Linear.
Fonte: A autora.

Evidenciar suas caracteristicas, aplicabilidade e ferramentas, até chegar ao conceito

de programacao linear apresentando o modelo e evidenciando que no modelo as

restrigoes sao representadas em um sistema de inequagoes, conforme ilustrada na

Figura 17.

Sendo assim o modelo é representado de seguinte forma:

minoumax z = C_lx_l + szz + w + Cx

nn
ax +a x + . +ax~Db
1 1 12 2 in n 1
ay% + a,,%, T “annmbz / E ai, reconhece -\.‘
\ alguma coisa?
sujeito a -

a x +a x + . +a x ~b
ml 1 m2 2 mn n 1

Figura 17 — Modelo de PPL.
Fonte: A autora.

Em seguida, é importante resolver o exemplo do problema das trufas, ilustrado na

Figura 18. O professor pode projetar o Caderno de Acompanhamento para auxilid-lo

em sua explicacao ou ainda projetar o Software GeoGebra, resolvendo o exemplo na

aula.
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-~ ~, maxz= 30x + 35x_
 lba come fica o modelo ! -
‘“"j““;‘l_”;':-‘"*' ), sa 03x +03x, 26
- 2
I B,

01x +01x =5

1
0.4x + 0,5x,2 20
0,2x + 0x,= 10
0x +01x =1

xl.z‘EO

Eum problemz com apenas duas vari@vels, VOCE CONSeZuUS DENSAr eml UMA MAnelra
pratiea da soluciond-lo”
Podemos msar o Geozebra & ver o que aconteca.

Figura 3: Grifico do PPL

Figura 18 — Modelo e grafico do exemplo.
Fonte: A autora.

Apés a resolucao do exemplo, deixe que os estudantes resolvam PPL’s. E importante

oferecer suporte nesse momento, ajudando-os a interpretar e modelar o problema.

Detalhamento da Avaliagao:

Avaliacao feita de forma continua, com base na observacao da participagao dos
estudantes nas atividades propostas, identificando as dificuldades, o progresso, e se os

objetivos propostos sao alcancados.



APENDICE B - Caderno de

Acompanhamento

CADERNO DE ACOMPANHAMENTO

Micoli Prosperi Pereira
Aula 1
Objetivo: resolver sistemas lineares

4! Prameiramente,
vumes refomar alguns

Comceilos

> [QUACID LINEAL

Uma equagdo linear & aquela que apresenta todas as varidveis na poténeia 1, e que nio
ha multiplicagio nem divisio entre elas.

Geral Panto-inclinacio
ax by =¢ Y-y Smix-x )

Reduzida b i

y=ax+h f}/

+ +
}';’IX +h
cocficinte \Tvmﬂ.clmo

anpular linesar

%+ Exemplos:
1) y=3x+2 2) 4x -By =8 3) Determine a equagio da reta:

46
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= SHIEMAS HN EAI[S Essas equagdes devem ser

olucionndas conjuntomente.

Um sistema de equacdes lineares é um conjunto com duas
ou mals equacdes assoctadas entre s1, podendo ter duas ou mais
medgnitas, por exemplo:

S representacio matricial:
=23

Sistama 1: {4 1 )
Sistema 1; ’ 3
r—Jdy=-2 [_ L o ]

I -3 -2

0 sistema apresentado anteriormente tem como solugdo ¥ = ¥ = 1, ou simplesmente,
(1,1}, e & um sistema dois por dois, pois temos duas incognitas e duas equactes, também
denotado por 2 ® 2.

WVejamos a representacio grafica do Sistema 1:

" oeqliZm+y=l
" oeqlia-dy=-2
® A=11]

Outro exemplo de sistema linear:

Sua representacan matricial:

x4 2_I_,l 4 1 -
Sistema 2: e Ay =18 -3 4 18
2g—-py=T 2 -1 7
que tem como solugio ¥ = 2 ey =— 3, ou simplesmente, (2,-3), ¢ € um sistema 3 x 2.
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%+ Exercicio:
1} Agora é sua vez, construa o grafico associado ao Sistema 2.

Temos também sistemas lineares com mais imcognitas, como por exemplo o sistema
3 x 3, apresentado a seguir:

Sua representaciao maticial:

x4+ 2y 44z=1 32 41
Sistema 3: r+y+2zm2 11 2 2
dr+3y—2: =3 13 -23

Esse sistema tem como solugio x =— 3, ¥ = S ez = 0, ou simplesmente, (-3,5,0).

(5I)
Sistema Impossivel

Todos os sistemas

apresentados possuem

uma tmca solugio, Mas,

existem sislemas s¢m ou

com infinitas solugdes.

(SPI)

Sistema Possivel Indeterminado

(SPD)
Sistema Possivel Determinado
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Uma outra forma de se obter
o solugdio de sistemas lmeares

> [SCALONAMENTO

& por meio do escalonamento,

Para fazer o escalonamento, precisamos usar a forma matnicial de um sistema e
transformé-lo em uma matnz escalonada.

% Exemplo: Vamos escalonar a matriz do Sistema 1:

2 1 3
1 3 -2

Para escalonar uma matnz, operamos usando os elementos de uma linha para anular os

elementos de outra linha. Por exemplo, se subtrairmos duas vezes a linha 2 na linha | ou seja,
Ll' = .[.1 — ZLZ obtemos a matniz:

0 T 7
1 3 2
Agora basta trocar a linha Ll' de lugar com a linha ch nossa matriz estara escalonada,
1 3 L2
o 7 7
Agora, voltando para a notagio de sistema temos:
r—3y=-2
0+Ty=7

Dai, obtemos ¥ = 1 e substituindo na primeira equagdo obtemos x = 1.

veja:
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Para o Sistema 2, temos:

1 2 -4 1 2 -4

-3 4 .18 [L2+3L1=L2") 0 10 -30

2 a1 7 2 -1 7 |L3-2L1=L¥
1 2 4 1 2 4
0 10 -30 0 10 -30

0 5 15| 3+ %L2=L3" 0 0 0

Voltando para o sistema, temos:
r+2y=-—4
4 10y = =30
Dai, obtemos ¥y =— 3 e substituindo na pnmeira equagdo, obtemos x = 2.

%+ Exercicio:
2} Apora ¢ sua vez, resolva por escalonamento o Sistema 3.
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o1

I/ Agora vamos ver como

> CINERALIZANDO @i‘?ﬁ?ﬂfﬁ |

Agora podemos observar que um sistema de equagbes 3 % 3 genérico pode ser
representado da seguinte forma:
) + gy +apgs =y
H-;_;; = & (2] + gl + dagz = fb_]

g + agay + agg: = by
,

onde (x,y,z) sdo as incognitas e a” representa os coeficientes da equacao, onde [ representa a

equagdo e j é referente a incognita que o coeficiente acompanha.

Definigio: Sejam au, b! SRecomi=1,... mej=1,...,n Um sistema de equagies

lineares, também conhecido simplesmente por sistema linear (5.1L.), de m equagdes ¢ com n

incognitas, denotadas por XX, & a seguinte lista de equacdes:

ayry +aipra+... +agptn = b
a9]1T] + axmrs + ... + ATy =
12|+ s+ b dgpte = by

Ji a representagio matricial, € dada por A - X =B, sendo:

Ty gz ... g rp b]
I"I-;-l My ... g dna !!M
A= 2 22 2 Vo 9 B - 3
] Bygyd - .. 01 Ty
|l w2 mnl e o i onl e ﬁ..” m. 1

Entio, a um sistema linear esta associado a matnz:

ap @y ..oy by
a0 ... day by
[Pl Mm2 .- mn b,
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E 3¢ trocarmos us ;:u?upﬂel
M > SISTEMAS DE INEQUACDES LINEARES

Se substituirmos equagdes do Sistema | por inequacdes, neste caso por <, obtemos o

Sistema 4:
2r4+y =<3
fate = -

Sisteray {:r:— 3y < -2

0O grifico de uma inequagio linear é um semiplano, entiio a solugio grifica do Sistema
4 nio serd um ponto como na solugio do sistema linear, mas sim uma regido que é a
interseccdo dos dois semiplanos. Qualquer ponto nesta regido € solugiio desse sistema.

#a:adyEd
LA EEEE LR

% Exercicio:
3) Faga o grifico do Sistema 2,

substituindo as igualdades
por =, i
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Vook imagina cotno

PROGRAMACAD LINEAR

esse tema pode ser
aplicado parn solucionar)

problemas reais?

Aula 2
Objetivo: aplicar a resolugdo de sistemas em PPLs

Existe uma subdrea da matematica chamada Pesquisa Operacional, que se dedica em
integrar modelos matematicos para dar suporte na tomada de decisbes.

Essa denominagio surgiu durante a Sepunda Guerra Mundial, pois as principais
atividades formais de Pesquisa Operacional (PO) foram mmiciadas na Inglaterra durante a
Segunda Guerra Mundial, quando uma equipe de cientistas britdnicos decidin por tomar
decisbes embasadas cientificamente, sobre a melhor utilizagio de material de guerra.

A Pesquisa Operacional € a ciéncia aplicada a problemas de decisdo, que permite a
busca pela melhor decisdo no sentido prescrito pelo objetivo.

Uma decisdo é chamada solugido vidvel, quando satisfaz todas as restrigtes ¢ € solugio

dtima se além de vidvel, resultar no melhor valor da fungio objetivo. A fungéo objetivo, a ser
otimizada, minimizada ou maximizada, ¢ utilizada para descrever como as varidveis de
decisfio afetam o problema respeitando as restrigbes, que sdo expressas em forma de

igualdades ou desigualdades envolvendo as varidvens.

Ferramentas

Programagio Inteira Otimizagio de Redes

Programagio PESQUISA Programacio Nio-
Dinémica OPERACIONAL Linear

A lbimica man
ufilzzada de PO,

Um Problema de Programagdo Linear (PPL) pode ser representado da seguinte

forma: sendo f{rl, L x::} = E'lx_l + C'zxz + . + Enxn
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glx, X, o, x) ~a.x + ax, + . +ax,

em que os coeficientes a, e C; sioconstantes para i = 1, ., i=m, =1, .,j=neo

sinal ~ pode ser substituido pelos sinais < ou 2 ou =.

Sendo assim o modelo é representado de seguinte forma:

mnoumax 2= Cx + Cx + .. + Cx
11 2 non

a x a_x - +a x ~bh
111+ 122+ In n 1

" T,
E ai, reconhece A

l\ alguma coisa? L

sujeito a -

a x a x - a x ~h
mll+m.22+ +Jmtr1 1

ax +ax+ . + aznxn~b2 /

X)Xy, X 20

% Exemplo:

Urna aluna do ensino médio deseja abrir um pequeno negdcio de produgao de trufas,
para juntar dinheiro para sua formatura. A principio ela esta considerando produzir dois tipos
de trufas: morango e nozes. Na producdo sao utilizados trés ingredientes: leite, chocolate,
aglcar, morango & nozes. A doceira tem em estoque 10 kg de morange, 5 kg de agucar, 20
kg de chocolate, 1kg de nozes e 6l de leite. A composigdo da trufa de morango & 30% de
leite, 10% de agdcar, 20% de morango e 40% de chocolate, e para as trufas de nozes a
composicdo & de: 30% de leite, 10% de agucar, 50% de chocolate e 10% de nozes. Cada
quilo de trufa de morango pode ser vendido a R$30, 00 enguanto um quilo de trufa de nozes
pode ser vendido por RE35.00. Qual deve ser a produgao de cada tipo de trufa para obter a
maior receita?
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maxz=  30x + 35x
Olha como fica o modela ! 2
matematico desse
=
problema. 54 0, 31’1 + 0, 312 = h

l]l,ilJ::1 + 0, er =5
0,41:1 + 0, Eurz = 20
0, 23::1 + sz = 10
l:l:r1 + 0, il.'vr2 =1
X, X, =0

E um problema com apenas duas varidvels, vocé consegue pensar em uma maneira
pritica de soluciona-lo?

Podemos usar o Geogebra e ver o que acontece.

Figura 3: Gréafico do PPL

Ol wah mrvssa TegEl
de miersecglio, agom
chamaress de regific

Lembre-se que queremos obter a mailor receita possivel, entio dentre os pontos que

satisfazem o sistema, procuramos o que nos da o maior resultado, respeitando as restrigdes.

E ai, qual € a melhor decisdo a ser tomada?

10
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% Exercicio:
4}y Resolva os seguintes PPL's:

a) Uma fibrica possui trés tipos de maguinas (M1,M2 M3), as quais devem ser
usadas na manufatura de seus produtos p,ep, Sabendo que o lucro por umdade

de P ep, 580 de 40 um. e 60 um. respectivamente, decida quanto deve ser

fabricado de cada produto por semana a fim de maximizar os lucros de acordo

com a tabela a seguir:
M1 2 1 T0

M2 1 1 40
M3 1 3 90

b) Um nutricionista receitou banana e abacaxi a um paciente com baixas taxas das
vitaminas A ¢ B, visando, assim, suprir uma deficiéneia didna de 500 Ul de
vitamina A, ¢ 0,7 mg de vitamina B. Como o paciente possul uma alimentacao
de 2000 Keal ao dia, é recomenddvel que o consumo desses dois itens ndo
gumente o seu consumo calonco em mais de 1000 Keal. Em cada quilograma, a

banana e o abacaxi contém as seguintes quantidades de vitaminas A e B e de

calorias:
| Abci | Banama |
Vitamina A 260 Qoo
(Ulikg)
Vitamina B 0,4 05
(mg/lg)

Sabendo que lkg de banana custa RS§3,00 e que lkg de abacaxi custa R$4,50,
qual seria a quantidade dessas frutas que deve ser consumida para suprir a

deficiéncia de vitaminas, e, 20 mesmo tempo, gastar o minimo possivel?
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Serd que podemos resolver
esse problema pelo método
do escalonamento?

Entdo, o escalonamentio como
conhecemos, nao. Mas, existe um

métado algébrico para solucionar

gsses problemas, ¢ um algoritmo
bem parecido com o escalonamento,
porém com algumas regras
especificas. Esse algoritmo &
conhecido como Simplex.
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APENDICE C - Sequéncia Didatica para o

Identificacgao:

Tema:

Metodologia:

Objetivo geral:

Objetivos especificos:

Conteudos:

Habilidades:

Desenvolvimento:

Ensino Médio

Disciplina de Matematica
Ensino Médio

5 aulas de 50 minutos.

Programacao Linear.

Resolugao de problemas utilizando o método de Polya.
Resolver Problemas de Programacao Linear com duas variaveis.

1. Revisar conceitos de equacoes lineares e sua representagao
grafica e sistemas de equacoes e de inequagdes lineares;

2. Resolver sistemas lineares grafica e algebricamente;

3. Conhecer a Pesquisa Operacional como uma das aplicagoes
da Matematica;

4. Aplicar a resolucao grafica em situagoes problema envolvendo

sistemas lineares.

Equacoes e inequacoes lineares;

Sistemas de equacoes e de inequagdes lineares;

Representagao gréafica de sistemas de equacoes e de inequagoes
lineares;

Problemas de Programagao Linear do tipo simples, envolvendo

apenas duas variaveis.

Parcialmente contempladas,
EFO08SMAO08, EM13MAT301, EM13MAT302.

Primeiro Momento: Revisao;
Segundo Momento: Primeira fase do método de Polya;
Terceiro Momento: Segunda e terceira fase do método de Polya;

Quarto Momento: Quarta fase do método de Polya.



APENDICE C. Sequéncia Diddtica para o Ensino Médio 59

Avaliacao: Avaliacao feita de forma continua, com base na observacao da
participagao dos estudantes nas atividades propostas, identifi-
cando as dificuldades, o progresso, e se os objetivos propostos

sao alcancgados.

Recursos didaticos: Quadro;
Caderno de Acompanhamento;

Projetor.

Bibliografia: ARENALES, M. N. Pesquisa operacional. Rio de Janeiro:
Elsevier. 2007.
BOLDRINI, J. L. Algebra linear. 3. ed. ampl. rev. Sdo Paulo:
Harbra, 1986.
DANTE, L. R. Matematica: contexto e aplica¢des. Sao Paulo::
Atica, 2010.

Descricao das Habilidades da BNCC:

(EFO8MAOS8) Resolver e elaborar problemas relacionados ao seu contexto proximo, que
possam ser representados por sistemas de equagoes de 12 grau com duas
incognitas e interpreta-los, utilizando, inclusive, o plano cartesiano como

recurso.

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas, usando

técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 12 ou 2° graus,
para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.
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