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Os problemas motivadores da teoria

> Informagao original: sequéncia
...8j-1 8 8j41 842 843 8j14 ...

de elementos de um “alfabeto” A.
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Os problemas motivadores da teoria

> Informagao original: sequéncia
...8j-1 8 8j41 842 843 8j14 ...

de elementos de um “alfabeto” A.

> Erros:
...8j-1 8j 8j+1 8j+2 8j43 @j+4 ...

U

= bj aj41 a,-+2b,-+3 ajt4...
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Os problemas motivadores da teoria

» Informagéo original: sequéncia
...8j-1 8j 8j+1 djy2 8j43 @j+4 ...

de elementos de um “alfabeto” A.
> Erros:
... 8j-1 8 8j+1 @j+2 8j+3 j+4 - - -
U

- X aj41 aj+2X aj+4...
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Os problemas motivadores da teoria

Problemas: sem ter acesso a informacéo original,
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Os problemas motivadores da teoria

Problemas: sem ter acesso a informacéo original,

» como detectar a ocorréncia de erros ?
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Os problemas motivadores da teoria

Problemas: sem ter acesso a informacéo original,

» como detectar a ocorréncia de erros ?
» havendo erros, como corrigir e obter a informagao original?
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Alguns precursores

» Richard Hamming, “Error Detecting and Error Correcting
Codes” ((1947) 1950)

> Marcel Golay, “Notes on Digital Coding” (1949)

» Claude Shannon, “A Mathematical Theory of Communication”
(1948)

> Irving Reed, Gustave Solomon “Polynomial Codes over
Certain Finite Fields” (1960)

» Raj Chandra Bose, D. K. Ray-Chaudhuri “On A Class of Error
Correcting Binary Group Codes”(1960);
Alexis Hocquenghem (1959), “Codes correcteurs d’erreurs”.
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Codificacao por blocos

A “alfabeto”.
Mensagem é dividida em sequéncias de comprimento k.

...8j-1 8 8j+1 8j42 843 . .-
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Codificacao por blocos

A “alfabeto”.
Mensagem é dividida em sequéncias de comprimento k.

.8j-1 8j 8j+1 8j42 843 . - -
aiaz - - - ak-18k

b1bo - - - bx_1bx
C1C2 - -+ Ck-1Ck
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Codificacao por blocos

A alfabeto.
Codificagao: acrescentamos redundancias para “afastar” as
seguéncias entre si.

...8j-1 8 8j41 842 8j+3 - ..

aidag - --ag-18k aidp ++* 8k-18kak418k+2 " dn
biby - - - bx-1bx +— biby - bx_1bkaki1aki2---an
C1Co -+ Ck-1Ck C1C2 -+ Ck—1Ckak18k42 """ an
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Codificacao por blocos

Codificagao: n > k, fungao injetora

Ak—f>An
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Codificacao por blocos

Codificagao: n > k, fungao injetora
Ak —f> AN
Deteccéo de erros:

v e A" estad em f(AK)?
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Codificacao por blocos

Codificagao: n > k, fungao injetora
Ak —f> AN

Deteccéo de erros:

v e A" estad em f(AK)?

Correcao de erros:

g:A"— —=f(AK), gof=H.
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Codificacao por blocos

Codificagao: n > k, fungao injetora
Ak —f> AN

Deteccéo de erros:

v e A" estad em f(AK)?
Correcao de erros:
g:A"— —=f(AK), gof=H.
Correcao e decodificagao:
AT - = f(AK) L Ak
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Deteccao de erros: ISBN-10
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Codificacdo para o ISBN-10

» International Standard Book Number (ISBN)
a4 dz az. 44 as ag. a7 g A9 — aio

aj€1{0,1,2,...,9).
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Codificacdo para o ISBN-10

» International Standard Book Number (ISBN)
a4 dz az. 44 as ag. a7 g A9 — aio

g €1{0,1,2,...,9).
> Calculo de aqg:
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Codificacdo para o ISBN-10

» International Standard Book Number (ISBN)
a4 dz az. 44 as ag. a7 g A9 — aio

g €1{0,1,2,...,9).
> Calculo de aqg:
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Codificacdo para o ISBN-10

» International Standard Book Number (ISBN)
a4 dz az. 44 as ag. a7 g A9 — aio

g €1{0,1,2,...,9).
> Calculo de aqg:
D =10a +9az +--- +2ay = 37 (11 - )3
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Codificacdo para o ISBN-10

» International Standard Book Number (ISBN)
a4 dz az. 44 as ag. a7 g A9 — aio

g €1{0,1,2,...,9).
> Calculo de aqg:
D =10a +9az +--- +2ay = 37 (11 - )3

r = resto da divisdo de D por 11
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Codificacdo para o ISBN-10

» International Standard Book Number (ISBN)
a4 dz az. 44 as ag. a7 g A9 — aio

aje{0,1,2,...,9}.
> Calculo de aqg:
D =10a + 98, + - + 28 = X7, (11 - )3
r = resto da divisdo de D por 11

apg=11-r ser>1;
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Codificacdo para o ISBN-10

» International Standard Book Number (ISBN)
a4 dz az. 44 as ag. a7 g A9 — aio

a €{0,1,2,...,9}.
> Calculo de aqg:
D =10a + 98, + - + 28 = X7, (11 - )3
r = resto da divisdo de D por 11
apg=11-r ser>1;

r=0 —= ajo =0,
r=1 = ajg=X.
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Codificacdo para o ISBN-10

> |deia: o numero aig é escolhido de modo que

10
> (11 -))g
j=1

seja multiplo de 11 (interpretando “X” como 10).
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Codificacdo para o ISBN-10

> |deia: o numero aig é escolhido de modo que

10
> (11 -))g
j=1

seja multiplo de 11 (interpretando “X” como 10).
| 4

9

10
D(M-ja = >(11-j)aj+an
j=1

=1
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Codificacdo para o ISBN-10

> |deia: o numero aig é escolhido de modo que

10
> (11 -))g
j=1

seja multiplo de 11 (interpretando “X” como 10).
| 4

9

10
D(M-ja = >(11-j)aj+an
j=1

=1
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Codificacdo para o ISBN-10

> |deia: o numero aig é escolhido de modo que

10
> (11 -))g
j=1

seja multiplo de 11 (interpretando “X” como 10).
| 4

10 9
D(M-ja = >(11-j)aj+an
= =

j=1
= 11g+r+a
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Codificacdo para o ISBN-10

> |deia: o numero aig é escolhido de modo que

10
> (11 -))g
j=1

seja multiplo de 11 (interpretando “X” como 10).
| 4

10 9
D(M-ja = >(11-j)aj+an
j=1 =1

J
= 11g+r+a

= M1g+r+(11=-r)=11(q+1).
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Codificacdo para o ISBN-10

> A “mensagem” do ISBN-10 é a sequéncia

a1 ao az. a4 as ag. ay ag Aog.
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Codificacdo para o ISBN-10

> A “mensagem” do ISBN-10 é a sequéncia

a1 ao az. a4 as ag. ay ag Aog.
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Codificacdo para o ISBN-10

> A “mensagem” do ISBN-10 é a sequéncia
a1 ao az. a4 as ag. ay ag Aog.
A mensagem codificada é o ISBN completo
dy dg dz. d4 ds dg. A7 dg dg — ai1o.

O digito ayg é o digito verificador.
> Alfabeto: A =1{0,1,2,...,9} U {X}
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Codificacdo para o ISBN-10

> A “mensagem” do ISBN-10 é a sequéncia
a1 ao az. a4 as ag. ay ag Aog.
A mensagem codificada é o ISBN completo
dy dg dz. d4 ds dg. A7 dg dg — ai1o.

O digito ayg é o digito verificador.
> Alfabeto: A =1{0,1,2,...,9} U {X}
» k=9;n=10.
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Codificacado para o CPF

» Cadastro de Pessoa Fisica

dy do az. dq4 ds dg. A7 Ag dg — Aip a1
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Codificacado para o CPF

» Cadastro de Pessoa Fisica
dy do az. dq4 ds dg. A7 Ag dg — Aip a1

> Calculo de aqg:
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Codificacado para o CPF

» Cadastro de Pessoa Fisica
dy do az. dq4 ds dg. A7 Ag dg — Aip a1

> Calculo de aqg:
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Codificacado para o CPF

» Cadastro de Pessoa Fisica
dy do az. dq4 ds dg. A7 Ag dg — Aip a1

> Calculo de aqg:
D1 =10ay +9az + - + 28 = Y7, (11 - j)g;
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Codificacado para o CPF

» Cadastro de Pessoa Fisica
dy do az. dq4 ds dg. A7 Ag dg — Aip a1

> Calculo de aqg:
D1 =10ay +9az + - + 28 = Y7, (11 - j)g;

r = resto da divisédo de Dy por 11
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Codificacado para o CPF

» Cadastro de Pessoa Fisica
dy do az. dq4 ds dg. A7 Ag dg — Aip a1

> Calculo de aqg:
Dy =10a; +9as + --- +2ag = 2?21(11 —j)aj
r = resto da divisédo de Dy por 11

r>1 = ajp=11-r
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Codificacado para o CPF

» Cadastro de Pessoa Fisica
dy do az. dq4 ds dg. A7 Ag dg — Aip a1
> Calculo de aqg:
Dy =10a; +9as + --- +2ag = 2?21(11 —j)a,-
r = resto da divisédo de Dy por 11
r>1 = app=11-r

r=0oul = aj=0.

» Para a;1 faz-se 0 mesmo, mas comecando de a», ndo de ay
(e portanto usa-se ayg):
D> = 10as + 9a3 + - - - + 2ajyg, etc.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Codificacado para o CPF

> A “mensagem” do CPF é a sequéncia

a1 ao az. a4 as ag. ay as Aog.
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Codificacado para o CPF

> A “mensagem” do CPF é a sequéncia

a1 ao az. a4 as ag. ay as Aog.
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Codificacado para o CPF

> A “mensagem” do CPF é a sequéncia
a1 ao az. a4 as ag. ay as Aog.
A mensagem codificada ¢ o CPF completo
dy dp dz. d4 ds dg. A7 dg dg — A1 aii.

Os digitos aig € ay1 sao os digitos verificadores.
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Codificacado para o CPF

> A “mensagem” do CPF é a sequéncia
a1 ao az. a4 as ag. ay as Aog.
A mensagem codificada ¢ o CPF completo
dy dp dz. d4 ds dg. A7 dg dg — A1 aii.

Os digitos aig € ay1 sao os digitos verificadores.
> Alfabeto: {0, 1,...,9}.
>» k=9,n=11.
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Deteccao de erros

Em ambos os casos, a codificagdo

» Detecta 1 erro em qualquer posi¢ao;
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Deteccao de erros

Em ambos os casos, a codificagdo

» Detecta 1 erro em qualquer posi¢ao;
> Detecta permuta de dois digitos.
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Deteccao de erros

Em ambos os casos, a codificagdo

» Detecta 1 erro em qualquer posi¢ao;
> Detecta permuta de dois digitos.
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Deteccao de erros

Em ambos os casos, a codificagdo

» Detecta 1 erro em qualquer posi¢ao;
> Detecta permuta de dois digitos.

N&o é possivel corrigir erros.
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Deteccao de erros

Em ambos os casos, a codificagdo

» Detecta 1 erro em qualquer posi¢ao;
> Detecta permuta de dois digitos.

N&o é possivel corrigir erros.

Questao: por que divisdo por 11 e nao por 10?
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Congruéncia médulo m
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Congruéncias

Dado m natural positivo e a, b inteiros, dizemos que a € b sao
congruentes modulo m se

a — b é multiplo de m.
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Congruéncias

Dado m natural positivo e a, b inteiros, dizemos que a € b sao
congruentes modulo m se

a — b é multiplo de m.
De modo equivalente,

a e b deixam o mesmo resto na divisdo por m.
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Congruéncias

Dado m natural positivo e a, b inteiros, dizemos que a € b sao
congruentes modulo m se

a — b é multiplo de m.
De modo equivalente,
a e b deixam o mesmo resto na divisdo por m.

Notacgao:
as=b modm.
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Congruéncias

Resto na divisdo e congruéncia:
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Congruéncias

Resto na divisdo e congruéncia:

a = gm+r
b = gdm+r

comr >r’. Entao
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Congruéncias

Resto na divisdo e congruéncia:

a = gm+r
b = gdm+r

comr >r’. Entao
a-b = (g-q)m+(r-r)

comm>r—-r >0.
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Congruéncias

Resto na divisdo e congruéncia:

a = gm+r
b = gm+r

comr >r’. Entao
a-b = (g-q)m+(r-r)
comm>r—-r >0.

Pela unicidade do quociente e do resto,

a=sb modm < mj|(a-b) = r=r".
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Congruéncias

Prova-se que se
’

a=a modm, b=b" modm

entao
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Congruéncias

Prova-se que se

a=a modm, b=b" modm
entao

» at+b=a +b modm
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Congruéncias

Prova-se que se

’

a=a modm, b=b" modm
entao

» at+b=a +b modm
» a-b=a’-b’ modm
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Congruéncias

Prova-se que se

’

a=a modm, b=b" modm
entao

» at+b=a +b modm
» a-b=a’-b’ modm

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Congruéncias

Prova-se que se
a=a modm, b=b" modm
entéo

» at+b=a +b modm
» a-b=a’-b’ modm

Em particular, se r € Z entéao

» a=a modm = ra=ra’ mod m.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Congruéncias

Reduzindo médulo m: podemos “zerar” multiplos de m em
qualquer célculo médulo m, ja que km =0 mod m.
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Congruéncias

Reduzindo médulo m: podemos “zerar” multiplos de m em
qualquer célculo médulo m, ja que km =0 mod m.

Exemplo: qual o resto de 234 - 457 na divisao por 4?
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Congruéncias

Reduzindo médulo m: podemos “zerar” multiplos de m em
qualquer célculo médulo m, ja que km =0 mod m.

Exemplo: qual o resto de 234 - 457 na divisao por 4?
234 -456 = (200 +32+2) - (400 + 40+ 16+ 1) =

=(0+0+2)-(0+0+0+1)=2 mod 4.
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Congruéncias

Reduzindo médulo m: podemos “zerar” multiplos de m em
qualquer célculo médulo m, ja que km =0 mod m.

Exemplo: qual o resto de 234 - 457 na divisao por 4?
234 -456 = (200 +32+2) - (400 + 40+ 16+ 1) =

=(0+0+2)-(0+0+0+1)=2 mod 4.

Portanto o resto é 2.
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Congruéncias

O Teorema de Bezout diz que se mdc(a, b) = d entéo existem
r, s € Z tais que
ar+bs = d.
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Congruéncias

Seja p primo e a inteiro tal que p t a. Entao existe r tal que

ar=1 modp.
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Congruéncias

Seja p primo e a inteiro tal que p t a. Entao existe r tal que

ar=1 modp.

» péprimo,pta = mdc(a,p) =1.
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Congruéncias

Seja p primo e a inteiro tal que p t a. Entao existe r tal que

ar=1 modp.
» péprimo,pta = mdc(a,p) =1.

> Bezout: existem r, s tais que

ar+ps=1.
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Congruéncias

Seja p primo e a inteiro tal que p t a. Entao existe r tal que

ar=1 modp.

» péprimo,pta = mdc(a,p) =1.
> Bezout: existem r, s tais que

ar+ps=1.

» ar—-1=p(-s) = ar=1 mod p.
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

» D= 2?21(11 _j)aj
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

> D:Z?:1(11 _j)aj
» aio=11-r=11-D=-D mod 11
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

> D:Z?:1(11 _j)aj
» aio=11-r=11-D=-D mod 11
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

> D:Z?:1(11 _j)aj
> ao=11-r=11-D=-D mod 11
— aio+D=0 mod 11
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

> D:Z?:1(11 _j)aj
> ag=11-r=11-D=-D mod 11
—_—>a1o+D—0 mod 11

:>Z11—j :9

j

(11-j)ai+ain=0 mod 11
1
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

> D:Z?:1(11 _j)aj
> aio=11-r=11-D=-D mod 11
—_—>a1o+D—0 mod 11

:>Z11—j :9

j

(11-j)ai+ain=0 mod 11
1

ajo foi escolhido de modo a obtermos

10

D>(11-j)ai=0 mod 11.

=
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

a1 a2 az. dq4 as 8. dy Ag dg — aio
U

ay az az. as4 b5 dg. d7 dg dg — aio
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

> Suponha que a; foi trocado por b; e que b; > a;.
Vamos denotar a nova sequéncia por

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

> Suponha que a; foi trocado por b; e que b; > a;.
Vamos denotar a nova sequéncia por

’ ’ ’ ’ ’ 4 4 ’ ’ 4
> Vamos mostrar que o erro é detectado, provando que

10

> (11-j)a’ 20 mod 11,
=1

0 que diz que a sequéncia acima nao corresponde a um
ISBN.
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

10

> (1114 =

=
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

10

D11 -ja =

=
10

= Y (11=ja + (11 -ia-(11-)a

=
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

10
311 j)al =
=1
l10
= Y (11=ja + (11 -ia-(11-)a
11101
= > (11 -ja+ (11 -i)(b-a)

=
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

10
D11 -ja =
=1
l10
— 2(11—j)aj’—i-(11—i)a,-—(11—i)a,-
11101
= > (11 -ja+ (11 -i)(b-a)
j=1
(11 — i)(b,' — a,-) mod 11.
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

» mdc(11-i,11) =1
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

» mdc(11-i,11) =1
> existe r talque r(11 —i) =1 mod 11
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Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

» mdc(11-i,11) =1
> existe r talque r(11 —i) =1 mod 11
» se (11 —i)(bj—a)) =0 mod 11 entdo, multiplicando por r,

bi—-a =0 mod 11

ou seja, 11 divide b; — a;, 0 que é impossivel.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Detecgéo de 1 erro no ISBN-10

» mdc(11-i,11) =1
> existe r talque r(11 —i) =1 mod 11
» se (11 —i)(bj—a)) =0 mod 11 entdo, multiplicando por r,

bi—-a =0 mod 11

ou seja, 11 divide b; — a;, 0 que é impossivel.
» Portanto

10

D>.(11-j)a = (11 -i)(a—a)%0 mod 11.
=1
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Deteccao de 2 erros no ISBN-10: permutagao

Suponha que a; e a; foram permutados.
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Deteccao de 2 erros no ISBN-10: permutagao

Suponha que g; e a; foram permutados. Para a nova sequéncia
obtida, temos

10

> (11 -na =

I=1
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Deteccao de 2 erros no ISBN-10: permutagao

Suponha que g; e a; foram permutados. Para a nova sequéncia
obtida, temos

10 10
D (M =ha = > (11-Da+(11-))(a-a)+ (11 -i)(a-a)
=1 =1
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Deteccao de 2 erros no ISBN-10: permutagao

Suponha que g; e a; foram permutados. Para a nova sequéncia
obtida, temos

10 10
D (M =ha = > (11-Da+(11-))(a-a)+ (11 -i)(a-a)
=1 =1

= (M1-j)-(11-i)(a—a) mod 11
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Deteccao de 2 erros no ISBN-10: permutagao

Suponha que g; e a; foram permutados. Para a nova sequéncia
obtida, temos

10 10
D (M =ha = > (11-Da+(11-))(a-a)+ (11 -i)(a-a)
=1 =1

= (M1-j)-(11-i)(a—a) mod 11
= (i—j)(a,-—a,-) mod 11.
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Deteccao de 2 erros no ISBN-10: permutagao

Suponha que g; e a; foram permutados. Para a nova sequéncia
obtida, temos

10

10
D (M =ha = > (11-Da+(11-))(a-a)+ (11 -i)(a-a)
=1

1=1
= (M1-j)-(11-i)(a—a) mod 11
= (i—-j)(a—a) mod 11,

11 ndo divide i — j, logo

mdc(11,i—j) =
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Deteccao de 2 erros no ISBN-10: permutagao

Suponha que g; e a; foram permutados. Para a nova sequéncia
obtida, temos

10

10
D (M =ha = > (11-Da+(11-))(a-a)+ (11 -i)(a-a)
=1

1=1
= (M1-j)-(11-i)(a—a) mod 11
= (i—-j)(a—a) mod 11,
11 ndo divide i — j, logo
mdc(11,i—j) =

Assim, se
(i-j)(a—a)=0 mod 11
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Deteccao de 2 erros no ISBN-10: permutagao

Suponha que g; e a; foram permutados. Para a nova sequéncia
obtida, temos

10 10
D (M =ha = > (11-Da+(11-))(a-a)+ (11 -i)(a-a)
=1 1=1

= (M1-j)-(11-i)(a—a) mod 11

= (i—-j)(a—a) mod 11,
11 ndo divide i — j, logo

mdc(11,i—j) =
Assim, se
(i-j)(a—a)=0 mod 11

obtemos
a—a=0 mod 11,

contradigdo.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Deteccgéo de 2 erros no ISBN-10

O ISBN-10 detecta 90% dos casos em que ocorrem dois erros
[Egghe, Rousseau 2000 ]
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Deteccgéo de 2 erros no ISBN-10

O ISBN-10 detecta 90% dos casos em que ocorrem dois erros
[Egghe, Rousseau 2000 ]

010.000.000 — 2

U
000.000.030 -2
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Deteccgéo de 2 erros no ISBN-10

O ISBN-10 detecta 90% dos casos em que ocorrem dois erros
[Egghe, Rousseau 2000 ]

010.000.000 — 2

U
000.000.030 -2

Neste caso, dois erros levaram a um novo ISBN valido (e com
mesmo digito verificador).
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Correcéao de erros no ISBN-10

Veremos mais adiante, que se um cédigo corrige 1 erro entdo ele
necessariamente detecta pelo menos 2 erros (sempre).

Portanto, ndo ha correcéo de erros para o ISBN-10.
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Correcao de erros: codigo de repeticao
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Cédigo de Repeticao

Alfabeto:

A =1{0,1}
Cédigo:

C =1{000,111}

Codificagao:

A— A3

0~ 000

1 111
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Cédigo de Repeticao

01001 ...~ 000|111]000/000|111]...
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Cédigo de Repeticao

> Detecgao de erros: as mensagens codificadas sdo 000 e 111.
Se a mensagem recebida tiver tanto 0 quanto 1, sabemos
que ha erros.

Detectam-se até 2 erros.

Introducéo a Teoria dos Codigos
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Cédigo de Repeticao

> Detecgao de erros: as mensagens codificadas sdo 000 e 111.
Se a mensagem recebida tiver tanto 0 quanto 1, sabemos
que ha erros.

Detectam-se até 2 erros.

> Correcao de erros: substitui-se pelo “mais préximo” (= o que
envolve o0 menor numero de erros em coordenadas).

000,100,010,001 +~ 000

111,110,101,011 — 111
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Cédigo de Repeticao

» Exemplo...

Enviado 000[111]000/000]|111
3
Recebido 010]011]000/010]111

3
Corrigido 000/111]000/000|111
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Cédigo de Repeticao

Este codigo
» temk=1,n=3;
> detecta até 2 erros;
> corrige 1 erro.
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Codigo de Repetigao, n = 4

Cadigo:
C4 = {0000, 1111}
Codificagao:
A — A4
0 — 0000
1 1111
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Codigo de Repetigao, n = 4

> Correcao:
0000 1111
1000 0111
0100 — 0000 1011 - 1111
0010 1101
0001 1111
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Codigo de Repetigao, n = 4

> Corregao:
0000 1111
1000 0111
0100 ~— 0000 1011 - 1111
0010 1101
0001 1111
> 0011 7
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Codigo de Repetigao, n = 4

>» k=1,n=4;
> detecta até 3 erros;
» corrige 1 erro.
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Cédigo de Repeticdo, n =5

» k=1,n=275;
> detecta até 4 erros;
> corrige 2 erros.
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Cédigo de Repeticdo, n =2m + 1

» k=1,n=2m+ 1;
> detecta até 2m erros;
> corrige m erros.
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Cébdigos Corretores de Erros:
fundamentos
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Formalizando & Generalizando

> Alfabeto: corpo finito I.
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Formalizando & Generalizando

> Alfabeto: corpo finito IF.
> Codigo: subespaco vetorial C de IF".
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Formalizando & Generalizando

> Alfabeto: corpo finito IF.
> Codigo: subespaco vetorial C de IF".
» Corregao pelo “mais proximo”: métrica de Hamming em IF".
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Corpos Finitos

> Um anel (comutativo) € um conjunto com soma e produto que
tem propriedades analogas as de Z ou R|[x]
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Corpos Finitos

> Um anel (comutativo) € um conjunto com soma e produto que
tem propriedades analogas as de Z ou R|[x]

> Um corpo é um conjunto com soma e produto com as
“melhores propriedades possiveis”; tem propriedades basicas
analogas as de Q, R e C.
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Corpos Finitos

> Um anel (comutativo) € um conjunto com soma e produto que
tem propriedades analogas as de Z ou R|[x]
> Um corpo é um conjunto com soma e produto com as
“melhores propriedades possiveis”; tem propriedades basicas
analogas as de Q, R e C.
> Em especial, todo elemento ndo-nulo em um corpo tem
Inverso.
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Corpos Finitos

» Dado me IN, m > 2, o anel dos inteiros médulo m é
Zm=1{0,1,2,....m—1}
com operagoes
a+m b = resto de a + b na diviséo por m

a-m b = resto de ab na divisédo por m
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Corpos Finitos

» Equivalente: dados a,b,r,s € Z,
a+tmb=r < a+b=r modm

amb=s < ab=s modm
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Corpos Finitos

» Equivalente: dados a,b,r,s € Z,
a+tmb=r < a+b=r modm

amb=s < ab=s modm

> Zm é corpo < m é primo.
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Corpos Finitos

> Zm é corpo < m é primo.
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Corpos Finitos

> Zm é corpo < m é primo.
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Corpos Finitos

> Zm é corpo < m é primo.

Sejam p primo, 0 # a € Z,.
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Corpos Finitos

> Zm é corpo < m é primo.

Sejam p primo, 0 # a € Z,.

pta = mdc(a,p) =1
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Corpos Finitos

> Zm é corpo < m é primo.

Sejam p primo, 0 # a € Z,.
pta = mdc(a,p) =1

(Bezout) Existem r, s € Z tais que ar + ps = 1
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Corpos Finitos

> Zm é corpo < m é primo.

Sejam p primo, 0 # a € Z,.
pta = mdc(a,p) =1

(Bezout) Existem r, s € Z tais que ar + ps = 1

ar=1 modp = a-pr=1.
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Corpos Finitos

> tabelas de Z»

+10]1 - 101
001 0|00
111]0 1101
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Corpos Finitos

> tabelas de Z»

+ 101 - 1011
0|01 0j0]|0
111|0 1/0]1
> tabelas de Z3
+1011|2 -1011]2
0|0|1]|2 0j0|0]|0
11|20 11012
21201 210121

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Corpos Finitos

> multiplicagdo em Z4 - nao é corpo!

[ellelieolielNo]
NDIOINO|IN
= NN Wolw

1
0
1
2
3

WIN=Of -
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Corpos Finitos

Inversos em Zq1
> mdc(2,11) =1
2:6-1-11=1 = 2.(11)6:1emZ11
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Corpos Finitos

Inversos em Z.14
> mdc(2,11) =1
2:6-1-11=1 = 2416 =1emZy;
> mdc(3,11) =1
3-4-11=1 = 3-11)4=1em Z;
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Corpos Finitos

Inversos em Z.14
> mdc(2,11) =1
2:6-1-11=1 = 2416 =1emZy;
> mdc(3,11) =1
3-4-11=1 = 3-11)4=1em Z;
» mdc(5,11) =1
5:9-4-11=1 = 5-4;)9=1emZy
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Corpos Finitos

Inversos em Z.14

> mdc(2,11) =1

2:6-1-11=1 = 2416 =1emZy;
> mdc(3,11) =1

3-4-11=1 = 3-11)4=1em Z;
» mdc(5,11) =1

5:9-4-11=1 = 5-4;)9=1emZy
» mdc(10,11) =1

10-10-9-11=1 = 10-41) 10 =1 em Z;
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Corpos Finitos

> Teorema de Galois : para todo primo p e todo natural n > 1
existe essencialmente um Unico corpo com p" elementos.
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Corpos Finitos

> Teorema de Galois : para todo primo p e todo natural n > 1
existe essencialmente um Unico corpo com p" elementos.

» Um corpo com 4 elementos: 4 = {0,1,a,1 + @}, com

P =a+1.
+ 0 1 a 1+«
0 0 1 a 1+a
1 1 0 1+a a
a a 1+ a 0 1
14+a|1+a a 1 0
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Distancia de Hamming

» TF corpo finito de g elementos.
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Distancia de Hamming

» TF corpo finito de g elementos.

» Distancia de Hamming entre dois elementos em IF" = nimero de
coordenadas distintas.

d(u,v) = I{i; u; # v}

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Distancia de Hamming

» TF corpo finito de g elementos.

» Distancia de Hamming entre dois elementos em IF" = nimero de
coordenadas distintas.

d(u,v) = I{i; u; # v}

» Peso de u € IF" = nimero de coordenadas ndo-nulas de u

w(u) = I{i; u; # O}
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Distancia de Hamming

» TF corpo finito de g elementos.

» Distancia de Hamming entre dois elementos em IF" = nimero de
coordenadas distintas.

d(u,v) = I{i; u; # v}

» Peso de u € IF" = nimero de coordenadas ndo-nulas de u

w(u) = I{i; u; # O}

> d(u,v) = w(u-v)
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Distancia de Hamming

» TF corpo finito de g elementos.

» Distancia de Hamming entre dois elementos em IF" = nimero de
coordenadas distintas.

d(u,v) = I{i; u; # v}

» Peso de u € IF" = nimero de coordenadas ndo-nulas de u

w(u) = I{i; u; # O}

> d(u,v) = w(u-v)

> Numero de erros = distancia de Hamming.
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Cédigos em I"

> Um cddigo de comprimento n & um subconjunto nao vazio de
F".
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Cédigos em I"

> Um cddigo de comprimento n & um subconjunto nao vazio de
F".

> Os elementos de C sao as palavras de C, ou as
palavras-cédigo (“codewords”).
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Cédigos em "

> Um cddigo de comprimento n & um subconjunto nao vazio de
F".

> Os elementos de C sao as palavras de C, ou as
palavras-cédigo (“codewords”).

> A distancia minima de um cédigo é

d(C) = min{d(c,c¢’);c,¢’ € C,c # ¢'}.
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Cédigos em "

> Um cddigo de comprimento n & um subconjunto nao vazio de
F".

> Os elementos de C sao as palavras de C, ou as
palavras-cédigo (“codewords”).

> A distancia minima de um cédigo é
d(C) = min{d(c,c¢’);c,¢’ € C,c # ¢'}.

> A capacidade de correcdo de C é
. d-1
|2

(maior inteiro menor ou igual a (d — 1)/2)
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Parametros - capacidade de correcao

ceCrsrel”

comd(c,r) <t.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Parametros - capacidade de correcao

ceCrorel”
comd(c,r) <t.

> Suponhaquec’ € C,c’ #ce

d(c’,r) <t
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Parametros - capacidade de correcao

ceCrorel”
comd(c,r) <t.

> Suponhaquec’ € C,c’ #ce

d(c’,r) <t
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Parametros - capacidade de correcao

ceCrorel”
comd(c,r) <t.
> Suponhaquec’ € C,c’ #ce
d(c’,r) <t
Entéo

d(c,c’) < d(c,r) + d(c’,r)
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Parametros - capacidade de correcao

ceCrorel”
comd(c,r) <t.
> Suponhaquec’ € C,c’ #ce
d(c’,r) <t
Entéo

d(c,c¢’) < d(c,r) +d(c’,r) <2t
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Parametros - capacidade de correcao

ceCrsrel”

comd(c,r) <t.
> Suponhaquec’ € C,c’ #ce
d(c’,r) <t
Entéo
d(c,c¢’) < d(c,r) +d(c’,r) <2t <d=d(C),

contradigao.
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Parametros - capacidade de correcao

ceCrorel”
comd(c,r) <t.
> Suponhaquec’ € C,c’ #ce
d(c’,r) <t
Entéo
d(c,c¢’) < d(c,r) +d(c’,r) <2t <d=d(C),

contradicao.
> ¢ € a Unica palavra em C tal que d(c,r) < t.
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Cédigos Lineares

> Operagdes em IF":

soma
(Uty..osUn) 4+ (Viy.. oy vn) = (U1 + Vi,. .., Un + V)
produto por escalar
a-(Uy,...,Up) = (au1,...,aup)

Com estas operagdes, IF" é um espaco vetorial sobre IF.
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Cédigos Lineares

> Cadigo linear em IF":
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Cédigos Lineares

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u+vedC;
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Cédigos Lineares

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u+vedC;
» ueC,aelF = aueC.
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Cédigos Lineares

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u+vedC;
» ueC,aelF = aueC.

> Os cbdigos de repeticao sao codigos lineares sobre Z,.
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Cédigos Lineares

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u+vedC;
» ueC,aelF = aueC.

> Os cbdigos de repeticao sao codigos lineares sobre Z,.
» O ISBN-10 nao ¢ linear,
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Cédigos Lineares

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u+vedC;
» ueC,aelF = aueC.

> Os cbdigos de repeticao sao codigos lineares sobre Z,.
» O ISBN-10 nao ¢ linear,
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Cédigos Lineares

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u+vedC;
» ueC,aelF = aueC.
> Os cbdigos de repeticao sao codigos lineares sobre Z,.
» O ISBN-10 nao é linear, mas esta contido em um cédigo
linear sobre Z11: as solu¢des da equagao

10

> (11 -j)x =0

=
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Cédigos Lineares

> Todo subespaco de IF" é imagem de uma fungéo injetora
f:FK > F"
que é linear, isto é,
dados u,v e FK, o € IF,

flu+v) = f(u)+ f(v)

flau) = a - f(u)
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Cédigos Lineares

> Todo subespaco de IF" é imagem de uma fungéo injetora
f:FK > F"
que é linear, isto é,
dados u,v e FK, o € IF,

flu+v) = f(u)+ f(v)

flau) = a - f(u)

» A dimensao de C é k.
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Parametros

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
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Parametros

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
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Parametros

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
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Parametros

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
> d =d(C) = distancia minima = min{w(c);c € C, ¢ # 0}.
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Parametros

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
> d =d(C) = distancia minima = min{w(c);c € C, ¢ # 0}.

» Parametros “derivados”:

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Parametros

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
> d =d(C) = distancia minima = min{w(c);c € C, ¢ # 0}.

» Parametros “derivados”:
> k/n = taxa (de informagao) do codigo
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Parametros

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
> d =d(C) = distancia minima = min{w(c);c € C, ¢ # 0}.

» Parametros “derivados”:
> k/n = taxa (de informagao) do codigo

-1
> t= {dT = capacidade de corre¢édo do codigo
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Parametros

No caso do cddigo de repeticao temos
» comprimento n =3

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Parametros

No caso do cddigo de repeticao temos
» comprimento n =3
» dimensédo k = 1
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Parametros

No caso do cddigo de repeticao temos
» comprimento n =3
» dimensédo k = 1
> distancia minima d = 3
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Parametros

No caso do cddigo de repeticao temos
» comprimento n =3
» dimensédo k = 1
> distancia minima d = 3
> taxa k/n=1/3
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Parametros

No caso do cddigo de repeticao temos
» comprimento n =3
» dimensédo k = 1
> distancia minima d = 3
> taxa k/n=1/3
> capacidade de corregao t = 1
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Parametros

O codigo de repeticao de comprimento 2m + 1 tem parametros:
> comprimento 2m + 1
» dimensédo k = 1
> distancia minima d = 2m + 1

taxa 1/(2m+1)

capacidade de correcao t = m

v

v
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Parametros

O cdbdigo linear associado ao ISBN-10 tem parametros:
> comprimento 10
» dimensédo k =9
> distdncia minima d = 2
» taxa 9/10
> capacidade de corregao t = 0.
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Codigos de Hamming
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

> Todo subespaco C de IF"" com dimensé&o k pode ser escrito
como o conjunto de solugdes de um sistema linear

Hv =0

em que H é matriz de ordem n — k x n, de posto maximo: ha
um subdeterminante ndo-nulo de ordem n — K.
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

> Todo subespaco C de IF"" com dimensé&o k pode ser escrito
como o conjunto de solugdes de um sistema linear

Hv =0

em que H é matriz de ordem n — k x n, de posto maximo: ha
um subdeterminante ndo-nulo de ordem n — K.
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

> Todo subespaco C de IF"" com dimensé&o k pode ser escrito
como o conjunto de solugdes de um sistema linear

Hv =0

em que H é matriz de ordem n — k x n, de posto maximo: ha
um subdeterminante ndo-nulo de ordem n — K.

Dizemos que C é o nlcleo da matriz H.
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

> Todo subespaco C de IF"" com dimensé&o k pode ser escrito
como o conjunto de solugdes de um sistema linear

Hv =0

em que H é matriz de ordem n — k x n, de posto maximo: ha
um subdeterminante ndo-nulo de ordem n — K.
Dizemos que C é o nlcleo da matriz H.

H é uma matriz de paridade de C (“parity check matrix”).
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Cédigo de repeticao

> O cdédigo de repeticao de comprimento 3 é o nlcleo da matriz

1 0 1
01 1
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Cédigo de repeticao

> O cdédigo de repeticao de comprimento 3 é o nlcleo da matriz
1 0 1
0 1 1

> O cdbdigo de repeticao de comprimento 2m + 1 é o nucleo da

matriz cujas colunas s&o todos os elementos de 5™ de
peso par.
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Cédigos de Hamming (R. Hamming, 1947)

> Seja Hz c (IF2)” o nlcleo da matriz
0001111
0110011
101010

cujas colunas s&o todos os elementos n&o-nulos de (IF2)3,
sem repeti¢des.
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Cédigos de Hamming (R. Hamming, 1947)

> Seja Hz c (IF2)” o nlcleo da matriz
0001111
0110011
101010

cujas colunas s&o todos os elementos n&o-nulos de (IF2)3,
sem repeti¢des.

> posto(H) =3 — k =4.
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Cédigos de Hamming

> Seja Hz c (IF2)” o ndcleo da matriz

0001111
01100 11
101010 1

cujas colunas s&o todas os elementos ndo-nulos de (FF2)3,
sem repeticoes.
> d=3.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Cédigos de Hamming

> Seja Hz c (IF2)” o ndcleo da matriz

0001111
01100 1 1
101010 1
cujas colunas s&o todas os elementos ndo-nulos de (IF2)3,
sem repeticoes.
> d=3.
> O elemento (1,1,1,0,0,0,0) esta no cédigo — d <3
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Cédigos de Hamming

> Seja Hz c (IF2)” o ndcleo da matriz

0001111
01100 11
101010 1

cujas colunas s&o todas os elementos ndo-nulos de (FF2)3,
sem repeticoes.
> d=23.
> O elemento (1,1,1,0,0,0,0) esta no cédigo — d <3
> Nao ha duas colunas iguais = néao h4 elemento de peso 2
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Cédigos de Hamming

> Seja Hz c (IF2)” o ndcleo da matriz

0001111
01100 11
101010 1

cujas colunas s&o todas os elementos ndo-nulos de (IF2)3,
sem repeticoes.
> d=23.
> O elemento (1,1,1,0,0,0,0) esta no cédigo — d <3
> Nao ha duas colunas iguais = néao h4 elemento de peso 2
> Nao ha coluna nula = nao ha elemento de peso 1.
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Cédigos de Hamming

> Seja Hz c (IF2)” o ndcleo da matriz

0001111
01100 11
101010 1

cujas colunas s&o todas os elementos ndo-nulos de (IF2)3,
sem repeticoes.
> d=23.
> O elemento (1,1,1,0,0,0,0) esta no cédigo — d <3
> Nao ha duas colunas iguais = néao h4 elemento de peso 2
> Nao ha coluna nula = nao ha elemento de peso 1.

> Este é o codigo de Hamming H3 de parametros [7,4,3].
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Cédigos de Hamming

Processo de decodificagdo/correcao:

> vetor recebido com 1 erro: r = € + e,
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Cédigos de Hamming

Processo de decodificagdo/correcao:

> vetor recebido com 1 erro: r = € + e,
>
Hr = Hc + He; = h;
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Cédigos de Hamming

Processo de decodificagdo/correcao:

> vetor recebido com 1 erro: r = € + e,
>
Hr = Hc + He; = h;

> a j-ésima coluna é a expansao binaria de j
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Cédigos de Hamming

Processo de decodificagdo/correcao:

> vetor recebido com 1 erro: r = € + e,
>

Hr = Hc + He; = h;
> a j-ésima coluna é a expansao binaria de j
> correcdo: r—r—ej =c.
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Cédigos de Hamming de comprimento maior (M.Golay,

1949)

> H, é uma matriz cujas colunas sao os elementos ndo-nulos
de (o)™

» d=3,logot="1

> n=2"-1

> k=2"-m-1.
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Cédigos de Hamming de comprimento maior (M.Golay,

1949)

> H, é uma matriz cujas colunas sao os elementos ndo-nulos
de (o)™
» d=3,logot="1
> n=2"-1
> k=2"-m-1.
> taxg 2 —mM-1___m
2m —1 2m —1
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Cédigos de Hamming nao-binarios (M.Golay, 1949)

»

Corpo IFy

v

Matriz Hgm: bijecao
colunas de Hym < retas em (IFg)"

» d=3,logot="1
m
q-1
m_
>k:q 1—m.
q-1
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Cédigos de Hamming nao-binarios (M.Golay, 1949)

»

Corpo IFy

v

Matriz Hgm: bijecao
colunas de Hym < retas em (IFg)"

» d=3,logot="1
m

> n=4d —1
q-1
m

| -1_
q-1

> : m

taxa: 1 — o
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