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Códigos perfeitos
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Códigos Lineares - revisão

▶ Código linear em Fn:

▶ u, v ∈ C =⇒ u + v ∈ C;
▶ u ∈ C, α ∈ F =⇒ αu ∈ C.

▶ Os códigos de repetição são códigos lineares sobre Z2.
▶ O ISBN-10 não é linear,

mas está contido em um código
linear sobre Z11: as soluções

(a1, a2, . . . , a10) ∈ (Z11)
10

da equação
10∑

j=1

(11 − j)xj = 0.
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Códigos Lineares - revisão
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Códigos Lineares - revisão

▶ Todo código linear em Fn é imagem de uma função injetora

f : Fk → Fn

que é linear, isto é,
dados u, v ∈ Fk , α ∈ F,

f(u + v) = f(u) + f(v)

e
f(αu) = α · f(u)

▶ A dimensão de C é k .
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dados u, v ∈ Fk , α ∈ F,

f(u + v) = f(u) + f(v)

e
f(αu) = α · f(u)

▶ A dimensão de C é k .
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Códigos Lineares - revisão

▶ Código do ISBN-10:

f : Z9
11 → Z10

11, (a1, . . . , a9) 7→ (a1, . . . , a9,

9∑
j=1

jaj)

10∑
j=1

(11 − j)aj = 0 =⇒ a10 = −
10∑

j=1

(11 − j)aj =
10∑

j=1

jaj

Dimensão 9 sobre Z11.
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▶ Código do ISBN-10:

f : Z9
11 → Z10

11, (a1, . . . , a9) 7→ (a1, . . . , a9,

9∑
j=1

jaj)

10∑
j=1

(11 − j)aj = 0 =⇒ a10 = −
10∑

j=1

(11 − j)aj =
10∑

j=1

jaj

Dimensão 9 sobre Z11.
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Códigos lineares - revisão

▶ Parâmetros fundamentais de um código linear C ⊂ Fn:

▶ n = comprimento do código
▶ k = dimensão do código (subespaço vetorial)
▶ d = d(C) = distância mı́nima = min{ω(c); c ∈ C , c , 0}.

▶ Parâmetros “derivados”:

▶ k/n = taxa (de informação) do código

▶ t =
⌊
d − 1

2

⌋
= capacidade de correção do código
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▶ Parâmetros fundamentais de um código linear C ⊂ Fn:
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▶ d = d(C) = distância mı́nima = min{ω(c); c ∈ C , c , 0}.
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▶ n = comprimento do código
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Matriz geradora

Matriz de paridade
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Códigos Lineares: Matriz geradora

▶ Código C dado por f : Fk → Fn linear.

▶ Matriz geradora:

G =


f(e1)
...

f(ek )


k×n

onde ej = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0).
▶

f(v) = v · G.
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Códigos Lineares: Matriz geradora
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Códigos Lineares: Matriz geradora

v = (a1, . . . , ak )

= (a1, 0, . . . , 0) + (a1, 0, . . . , 0) + . . .+ (0, 0, . . . , ak )

= a1e1 + · · ·+ ak ek

logo

f((a1, . . . , ak )) =

= f(a1e1 + · · · ak ek )

= a1f(e1) + · · · ak f(ek )

= v · G
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Códigos Lineares: Matriz geradora

Exemplo: ISBN-10
▶

f : Z9
11 → Z10

11, (a1, . . . , a9) 7→ (a1, . . . , a9,

9∑
j=1

jaj)

▶ Matriz geradora 9 × 10 :

1 1
1 2

1 3
1 4

1 5
1 6

1 7
1 8

1 9
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Códigos Lineares: Matriz geradora

Exemplo: ISBN-10
▶ Veja que o formato é

G = [I9 | v],

I9 a matriz identidade de ordem 9,
v é a matriz 9 × 1

vT =
[
1 2 3 4 5 6 7 8 9

]

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIII Semana da Matemática UNIFAL 6, 8 e 9 de maio de 2025Introdução a Teoria dos Códigos



Códigos Lineares - matriz de paridade

▶ Todo código linear C em Fn com dimensão k pode ser escrito
como o conjunto de soluções de um sistema linear

Hx = 0

em que H é matriz de ordem n − k × n, de posto máximo: há
um subdeterminante não-nulo de ordem n − k .

Dizemos que C é o núcleo da matriz H.

H é uma matriz de paridade de C (“parity check matrix”).
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em que H é matriz de ordem n − k × n, de posto máximo: há
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Códigos Lineares - matriz de paridade

▶ O código de repetição de comprimento 2m + 1 é o núcleo da
matriz [

U I2m
]

em que U é a matriz coluna A = [11 . . . 1]T .

Para m = 1, [
1 1 0
1 0 1

]

▶ O código do ISBN-10 tem a matriz de paridade 1 × 10[
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

]
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Códigos Lineares - matriz de paridade

Para o ISBN-10, que tem k = 9 e n = 10, logo n − k = 1,
▶ Uma matriz geradora é da forma

G = [I9 | v]

▶ Uma matriz de paridade é

H =
[
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

]
=
[
−1 −2 −3 −4 −5 −6 −7 −8 −9 1

]
= [−vT | I1]
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Códigos Lineares - matriz de paridade

Para o ISBN-10, que tem k = 9 e n = 10, logo n − k = 1,
▶ Uma matriz geradora é da forma
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Códigos Lineares - matriz de paridade

Teorema
C código linear.
▶ Se G é matriz geradora e H é matriz de paridade então

H · GT = 0.

▶ G = [Ik | A ] é matriz geradora de C
⇐⇒

H = [−AT | In−k ] é matriz de paridade de C.
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Códigos Lineares - Decodificação por sı́ndrome

▶ Fixada matriz de paridade H, a sı́ndrome de v ∈ Fn é

H · v.

▶ Se existe r ∈ Fn tal que

H · r = H · v, ω(r) ≤ t

então tal r tem o menor peso com essas condições, e é único.
▶ De fato, se r′ satisfaz as mesmas duas condições,

Hr = Hr′ =⇒ H(r − r′) = 0 =⇒ r − r′ ∈ C .

▶ Logo

ω(r − r′) = d(r, r′) ≤ ω(r) + ω(r′) ≤ 2t < d(C),

contradição.
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contradição.
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Códigos Lineares - Decodificação por sı́ndrome
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Códigos Lineares - Decodificação por sı́ndrome

Decodificação por sı́ndrome: dado v ∈ Fn,
▶ Calcule Hv.

▶ Se Hv = 0 então v ∈ C.
▶ Se Hv , 0 mas existe r ∈ Fn tal que

Hv = Hr, ω(r) ≤ t ,

faça c = v − r.
▶ Se Hv , 0 e

Hv = Hr =⇒ ω(r) > t ,

ocorreram erros além da capacidade de correção de C.
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Marcelo Muniz Alves - UFPR VIII Semana da Matemática UNIFAL 6, 8 e 9 de maio de 2025Introdução a Teoria dos Códigos
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Códigos de Hamming
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Códigos de Hamming (R. Hamming, 1947)

▶ Seja H3 ⊂ (F2)
7 o núcleo da matriz

H3 =

 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


cujas colunas são todos os elementos não-nulos de (F2)

3,
que também são as expansões binárias dos números de 1 a
7.
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Códigos de Hamming

1 = 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20
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Códigos de Hamming

1 = 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20

2 = 0 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20

3 = 0 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20

4 = 1 · 22 + 0 · 21 + 0 · 20

5 = 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20

6 = 1 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20

7 = 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20
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Códigos de Hamming

▶ Seja H3 ⊂ (F2)
7 o núcleo da matriz

H3 =

 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


cujas colunas são todos os elementos não-nulos de (F2)

3,
que também são as expansões binárias dos números de 1 a
7.

▶ posto(H) = 3 =⇒ k = 4.

▶ d = 3.
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Códigos de Hamming

▶ Observe que se as colunas de uma matriz H são

h1,h2, . . . ,hn

e v = (a1, . . . , an), então

HvT = a1h1 + · · ·+ anhn.

▶ O elemento (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0) está no código =⇒ d ≤ 3
▶ Não há duas colunas iguais =⇒ não há elemento de peso 2
▶ Não há coluna nula =⇒ não há elemento de peso 1.
▶ H3 é o código de Hamming H3 de parâmetros [7, 4, 3].
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Marcelo Muniz Alves - UFPR VIII Semana da Matemática UNIFAL 6, 8 e 9 de maio de 2025Introdução a Teoria dos Códigos
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Códigos de Hamming

Processo de decodificação/correção (decodificação por sı́ndrome):

▶ vetor recebido com 1 erro: r = c + ej

▶

Hr = Hc + Hej = hj

▶ a j-ésima coluna é a expansão binária de j
▶ correção: r 7→ r − ej = c.
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Códigos de Hamming

Processo de decodificação/correção (decodificação por sı́ndrome):

▶ vetor recebido com 1 erro: r = c + ej

▶

Hr = Hc + Hej = hj
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Códigos de Hamming de comprimento maior (M.Golay,
1949)

▶ Hm é uma matriz cujas colunas são os elementos não-nulos
de (F2)

m

▶ d = 3, logo t = 1
▶ n = 2m − 1
▶ k = 2m −m − 1.

▶ taxa:
2m −m − 1

2m − 1
= 1 −

m
2m − 1

.
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Códigos de Hamming não-binários (M.Golay, 1949)

▶ Corpo Fq

▶ Matriz Hq,m: bijeção

colunas de Hq,m ⇐⇒ retas em (Fq)
m

▶ d = 3, logo t = 1

▶ n =
qm − 1
q − 1

▶ k =
qm − 1
q − 1

−m.

▶ taxa: 1 −
m

qm − 1
.
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Matriz geradora e forma sistemática
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Matriz geradora

Os códigos C e C ′ são equivalentes se C ′ é obtido de C por

1. permutação de coordenadas;

2. multiplicação de coordenadas por escalares.

Dois códigos equivalentes têm os mesmos parâmetros n, k , d.
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Matriz geradora

Teorema
1. Todo código linear é equivalente a um código com matriz

geradora da forma [
Ik | A

]

2. G = [Ik | A ] é matriz geradora de C
⇐⇒

H = [−AT | In−k ] é matriz de paridade de C.

O código está na forma sistemática se tomamos G como em (1).
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O código está na forma sistemática se tomamos G como em (1).
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Forma sistemática para H3

▶ Permutação de coordenadas corresponde a permutação de
colunas na matriz de paridade.

▶  0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

 7→
 0 1 1 1 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1


▶ A segunda matriz está na forma

H = [B | I3].
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Forma sistemática para H3

▶

H =

 0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

 = [B | I3].

▶ G = [I4|BT ],

G =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1
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Forma sistemática para H3

▶ G = [I4|BT ],

G =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1



▶ Codificação sistemática:

(d1, d2, d3, d4) 7→

(d1, d2, d3, d4 | d2 + d3 + d4︸          ︷︷          ︸, d1 + d3 + d4︸          ︷︷          ︸, d1 + d2 + d4︸          ︷︷          ︸)
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Forma sistemática para H3

Codificação sistemática:

(d1, d2, d3, d4) 7→

(d1, d2, d3, d4 | d2 + d3 + d4︸          ︷︷          ︸, d1 + d3 + d4︸          ︷︷          ︸, d1 + d2 + d4︸          ︷︷          ︸)

(https://en.wikipedia.org/wiki/Hamming_code)
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Códigos perfeitos
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Códigos perfeitos

Um código C com capacidade de correção t é perfeito se

v ∈ Fn =⇒ d(v, c) ≤ t para algum c ∈ C .

(c é necessariamente único)

contra-exemplo: o código de repetição de comprimento 4.
▶ t = 1
▶ d((0, 0, 1, 1), c) > 1 para todo c ∈ C.
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v ∈ Fn =⇒ d(v, c) ≤ t para algum c ∈ C .
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contra-exemplo: o código de repetição de comprimento 4.
▶ t = 1
▶ d((0, 0, 1, 1), c) > 1 para todo c ∈ C.
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Códigos perfeitos

Geometricamente:
▶ Dado r ≥ 0, u ∈ Fn,

B(u, r) = {v ∈ Fn; d(u, v) ≤ r}.

▶ Pela definição de capacidade de correção (e pela
desigualdade triangular), se C tem capacidade de correção t
então

B(c, t) ∩ B(c′, t) = ∅

quando c, c′ são palavras distintas de C.
▶ C é perfeito se

Fn =
⋃
c∈C

B(c, t).
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Códigos perfeitos

Geometricamente:
▶ Dado r ≥ 0, u ∈ Fn,

B(u, r) = {v ∈ Fn; d(u, v) ≤ r}.

▶ Pela definição de capacidade de correção (e pela
desigualdade triangular), se C tem capacidade de correção t
então

B(c, t) ∩ B(c′, t) = ∅

quando c, c′ são palavras distintas de C.
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Códigos perfeitos

O código binário de Hamming Hm é perfeito.
▶ t = 1

▶ v = (v1, . . . , vn) ∈ F
n
2 vetor de peso r , v < Hm.

Hmv = hi1vi1 + · · ·+ hir vir = hi1 + · · ·+ hir , 0

▶ Cada elemento não-nulo de F2m aparece como uma coluna
de Hm.

Logo, existe um ı́ndice s tal que

Hmv = hi1 + · · ·+ hir = his = Hmeis

=⇒ Hm(v − eis ) = 0

=⇒ v = (v − eis ) + eis

com c = v − eis ∈ C, e d(v, c) = 1.
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O código binário de Hamming Hm é perfeito.
▶ t = 1
▶ v = (v1, . . . , vn) ∈ F

n
2 vetor de peso r , v < Hm.

Hmv = hi1vi1 + · · ·+ hir vir = hi1 + · · ·+ hir , 0

▶ Cada elemento não-nulo de F2m aparece como uma coluna
de Hm.

Logo, existe um ı́ndice s tal que

Hmv = hi1 + · · ·+ hir = his = Hmeis

=⇒ Hm(v − eis ) = 0

=⇒ v = (v − eis ) + eis

com c = v − eis ∈ C, e d(v, c) = 1.
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▶ t = 1
▶ v = (v1, . . . , vn) ∈ F

n
2 vetor de peso r , v < Hm.

Hmv = hi1vi1 + · · ·+ hir vir = hi1 + · · ·+ hir , 0

▶ Cada elemento não-nulo de F2m aparece como uma coluna
de Hm. Logo, existe um ı́ndice s tal que

Hmv = hi1 + · · ·+ hir = his = Hmeis

=⇒ Hm(v − eis ) = 0

=⇒ v = (v − eis ) + eis

com c = v − eis ∈ C, e d(v, c) = 1.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIII Semana da Matemática UNIFAL 6, 8 e 9 de maio de 2025Introdução a Teoria dos Códigos
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Códigos perfeitos

Teorema
Os códigos lineares perfeitos binários são
▶ Os códigos triviais (nulo, Fn

2, repetição [2n + 1, 1, 2n + 1]);
▶ Os códigos de Hamming Hm [2m − 1, 2m −m − 1, 3];
▶ O código binário de Golay G24 [23, 12, 7].
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Códigos perfeitos

Teorema
Os códigos lineares perfeitos q-ários são
▶ Os códigos triviais;
▶ Os códigos de Hamming Hq,m

[qm − 1/q − 1, qm − 1/q − 1 −m, 3]q;
▶ O código ternário de Golay G11 [11, 6, 5]3.
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references

▶ L. Egghe, R. Rousseau, The Detection of Double Errors in
ISBN- and ISSN-like Codes. Mathematical and Computer
Modelling 33 (2001) 943-955.

▶ Abramo Hefez e Maria L.T. Vilela, Introdução aos Códigos
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