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Cédigos Lineares - revisao

> Cadigo linear em IF":
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Cédigos Lineares - revisao

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u-+vedC;
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Cédigos Lineares - revisao

> Cadigo linear em IF":

» uuve C —= u+veCcC;
»ueC,aeF — aueC.
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Cédigos Lineares - revisao

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u-+vedC;
»ueC,aeF — aueC.

> Os cbdigos de repeticao sao codigos lineares sobre Z,.
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Cédigos Lineares - revisao

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u-+vedC;
»ueC,aeF — aueC.

> Os cbdigos de repeticao sao codigos lineares sobre Z,.
» O ISBN-10 nao é linear,
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Cédigos Lineares - revisao

> Cadigo linear em IF":

» uuveC = u-+vedC;
»ueC,aeF — aueC.

> Os cbdigos de repeticao sao codigos lineares sobre Z,.
» O ISBN-10 nao é linear,
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Cédigos Lineares - revisao

> Cadigo linear em IF":

» uuve C —= u+veCcC;
»ueC,aeF — aueC.

> Os cbdigos de repeticao sao codigos lineares sobre Z,.

» O ISBN-10 nao é linear, mas esta contido em um cédigo
linear sobre Z11: as solugdes

(a1,a,...,a10) € (Z11)"°

da equacao
10

> -j)x=o.

=
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Cédigos Lineares - revisao

» Todo codigo linear em IF" € imagem de uma fungéo injetora
f:FK > F"
que é linear, isto é,
dados u,v e FK, o € IF,

flu+v) = f(u)+ f(v)

flau) = a - f(u)
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Cédigos Lineares - revisao

» Todo codigo linear em IF" € imagem de uma fungéo injetora
f:FK > F"
que é linear, isto é,
dados u,v e FK, o € IF,

flu+v) = f(u)+ f(v)

flau) = a - f(u)

» A dimensao de C é k.
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Cédigos Lineares - revisao

> Cdbdigo do ISBN-10:

9
f:Z?1 - Z}?, (a1,...,a9) 4 (31,...,39,Zjaj)
=
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Cédigos Lineares - revisao

> Cdbdigo do ISBN-10:

9
f:Z?1 - Z}?, (a1,...,a9) 4 (31,...,39,Zjaj)
=

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Cédigos Lineares - revisao

> Cdbdigo do ISBN-10:
9
f: Z?1 - Z}?, (a1,...,a9) 4 (31,...,39,Zjaj)
j=1

10

D (11=j)a=0

=
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Cédigos Lineares - revisao

> Cdbdigo do ISBN-10:

9
f:Z?1 - Z}?, (a1,...,a9) 4 (31,...,39,Zjaj)
=

10 10 10
D(M-jaj=0 = ap=- ) (11-))a =) ja
j=1 j=1 j=1
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Cédigos Lineares - revisao

> Cdbdigo do ISBN-10:

9
f:Z?1 - Z}?, (a1,...,a9) 4 (31,...,39,Zjaj)
=

10 10 10
D(M-jaj=0 = ap=- ) (11-))a =) ja
j=1 j=1 j=1

Dimensao 9 sobre Z1.
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Cédigos lineares - revisao

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
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Cédigos lineares - revisao

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
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Cédigos lineares - revisao

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
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Cédigos lineares - revisao

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
> d =d(C) = distancia minima = min{w(c);c € C, ¢ # 0}.
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Cédigos lineares - revisao

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
> d =d(C) = distancia minima = min{w(c);c € C, ¢ # 0}.

» Parametros “derivados”:
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Cédigos lineares - revisao

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
> d =d(C) = distancia minima = min{w(c);c € C, ¢ # 0}.

» Parametros “derivados”:
> k/n = taxa (de informagao) do codigo
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Cédigos lineares - revisao

» Parametros fundamentais de um cédigo linear C c IF":
> n = comprimento do cédigo
> k = dimensao do cddigo (subespaco vetorial)
> d =d(C) = distancia minima = min{w(c);c € C, ¢ # 0}.

» Parametros “derivados”:
> k/n = taxa (de informagao) do codigo

-1
> t= {dT = capacidade de corre¢édo do codigo
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Matriz geradora

Matriz de paridade
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Cédigos Lineares: Matriz geradora

» Cédigo C dado por f : FX — F" linear.
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Cédigos Lineares: Matriz geradora

» Cédigo C dado por f : FX — F" linear.

» Matriz geradora:
f(er)
G=| :

f(ek) kxn

onde e; = (0,0,...,1,0,...,0).
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Cédigos Lineares: Matriz geradora

» Cédigo C dado por f : FX — F" linear.

» Matriz geradora:
f(er)
G=| :

f(ek) kxn

onde e; = (0,0,...,1,0,...,0).

flv)=v-G.
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Cédigos Lineares: Matriz geradora

v=(ai,...,ax)
=(a+,0,...,0) + (a1,0,...,0) +... 4+ (0,0,...,a)
= aieq + -+ ake
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Cédigos Lineares: Matriz geradora

v=(ai,...,ax)
=(a+,0,...,0) + (a1,0,...,0) +... 4+ (0,0,...,a)
= aieq + -+ ake

logo

f((a,...,ak)) =

= f(aies + - - - axex)
= a1f(e1) +---akf(ek)
=v-G
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Cédigos Lineares: Matriz geradora

Exemplo: ISBN-10
>

9
f:Z?1 - Z}?, (81,...,39) - (a1,...,ag,Zja,-)
j=1
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Cédigos Lineares: Matriz geradora

Exemplo: ISBN-10
>

9
f:Z?1 - Z}?, (81,...,39) - (a1,...,ag,Zja,-)
j=1

» Matriz geradora9 x 10 :

1

—
O© O NO O hWN =

—_
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Cédigos Lineares: Matriz geradora

Exemplo: ISBN-10
> Veja que o formato é

G= [I9|V],

lg a matriz identidade de ordem 9,
v é a matriz 9 x 1

vT:[123456789]
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

» Todo codigo linear C em IF"” com dimensao k pode ser escrito
como o conjunto de solugdes de um sistema linear

Hx =0

em que H é matriz de ordem n — k x n, de posto maximo: ha
um subdeterminante ndo-nulo de ordem n — k.
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

» Todo codigo linear C em IF"” com dimensao k pode ser escrito
como o conjunto de solugdes de um sistema linear

Hx =0

em que H é matriz de ordem n — k x n, de posto maximo: ha
um subdeterminante ndo-nulo de ordem n — k.
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

» Todo codigo linear C em IF"” com dimensao k pode ser escrito
como o conjunto de solugdes de um sistema linear

Hx =0

em que H é matriz de ordem n — k x n, de posto maximo: ha
um subdeterminante ndo-nulo de ordem n — k.

Dizemos que C é o nlcleo da matriz H.
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

» Todo codigo linear C em IF"” com dimensao k pode ser escrito
como o conjunto de solugdes de um sistema linear

Hx =0

em que H é matriz de ordem n — k x n, de posto maximo: ha
um subdeterminante ndo-nulo de ordem n — k.
Dizemos que C é o nlcleo da matriz H.

H é uma matriz de paridade de C (“parity check matrix”).
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

> O cddigo de repeticao de comprimento 2m + 1 é o nucleo da

matriz
em que U é a matriz coluna A = [11...1]".
Param =1,

110

1 0 1
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

> O cddigo de repeticao de comprimento 2m + 1 é o nucleo da

matriz
em que U é a matriz coluna A = [11...1]".
Param =1,

110

1 0 1

> O cbdigo do ISBN-10 tem a matriz de paridade 1 x 10

[10987654321]
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

Para 0 ISBN-10, quetem k =9en=10,logon—k =1,
» Uma matriz geradora é da forma

G:[I9|V]
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

Para 0 ISBN-10, quetem k =9en=10,logon—k =1,
» Uma matriz geradora é da forma

G=l|V]
» Uma matriz de paridade é
H=[10 9 8 7 6 5 4 3 2 1]
=[-1 2 -8 -4 5 -6 -7 -8 -9 1]

=[-v | h]
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

Teorema
C caodigo linear.

> Se G é matriz geradora e H é matriz de paridade entao

H-G" =o0.
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Cédigos Lineares - matriz de paridade

Teorema
C caodigo linear.

> Se G é matriz geradora e H é matriz de paridade entao
H-G"=o0.
» G = [Ix | A] é matriz geradora de C

=
H = [-AT | I,_x] é matriz de paridade de C.
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Cédigos Lineares - Decodificacao por sindrome

> Fixada matriz de paridade H, a sindrome de v € IF" é

H-v.
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Cédigos Lineares - Decodificacao por sindrome

> Fixada matriz de paridade H, a sindrome de v € IF" é
H-v.
> Se existe r € IF" tal que
H-r=H-v, w()<t

entdo tal r tem 0 menor peso com essas condigdes, e € Unico.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Cédigos Lineares - Decodificacao por sindrome

> Fixada matriz de paridade H, a sindrome de v € IF" é
H-v.
> Se existe r € IF" tal que
H-r=H-v, w()<t

entdo tal r tem 0 menor peso com essas condigdes, e € Unico.
> De fato, se r’ satisfaz as mesmas duas condicdes,

Hr=H — H(r-r)=0 = r-r' eC.
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Cédigos Lineares - Decodificacao por sindrome

> Fixada matriz de paridade H, a sindrome de v € IF" é
H-v.
> Se existe r € IF" tal que
H-r=H-v, w()<t

entdo tal r tem 0 menor peso com essas condigdes, e € Unico.
> De fato, se r’ satisfaz as mesmas duas condicdes,

Hr=H — H(r-r)=0 = r-r' eC.
> Logo
w(r—r)=d(rr) <o) +w’) <2t <dC),

contradigao.
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Cédigos Lineares - Decodificacao por sindrome

Decodificagdo por sindrome: dado v € ",
> Calcule Hv.
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Cédigos Lineares - Decodificacao por sindrome

Decodificagdo por sindrome: dado v € ",
> Calcule Hv.
» SeHv=0entdov e C.
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Cédigos Lineares - Decodificacao por sindrome

Decodificagdo por sindrome: dado v € ",
> Calcule Hv.
» Se Hv=0entdov e C.
> Se Hv # 0 mas existe r € IF" tal que

Hv =Hr, w(r)<t,

facac=v-r.
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Cédigos Lineares - Decodificacao por sindrome

Decodificagdo por sindrome: dado v € ",
> Calcule Hv.
» Se Hv=0entdov e C.
> Se Hv # 0 mas existe r € IF" tal que

Hv =Hr, w(r)<t,

facac=v-r.
» SeHv+0e
Hv =Hr = w(r)>t,

ocorreram erros além da capacidade de corregao de C.
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Codigos de Hamming
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Cédigos de Hamming (R. Hamming, 1947)

> Seja Hz c (IF2)” o nicleo da matriz

Hs =

- O O

00 1 1 1
1100 1 1
01010

cujas colunas s&o todos os elementos ndo-nulos de (F2)3,
que também sao as expansoes binarias dos nimeros de 1 a
7.
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Cédigos de Hamming

1=0-22+4+0-2"4+1.20
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Cédigos de Hamming

1=0-2240-2"41.2°
2=0-224+1.2"4+0.2°
3=0-224+1.2"4+1.2°
4=1.2240-2"+0-2°
5=1.2240.2" +1.20
6=1-224+1.2"4+0.2°
7=1.-2241.2"41.2°
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Cédigos de Hamming

> Seja Hz c (IF2)” o nlcleo da matriz

Hy =

0001111
01100 11
101010 1

cujas colunas s&o todos os elementos n&o-nulos de (IF2)3,

que também sao as expansoes binarias dos nimeros de 1 a
7.

> posto(H) =3 — k =4.
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Cédigos de Hamming

> Seja Hz c (IF2)” o nlcleo da matriz

Hy =

0001111
01100 11
101010 1

cujas colunas s&o todos os elementos n&o-nulos de (IF2)3,
que também sao as expansoes binarias dos nimeros de 1 a

7.
> posto(H) =3 — k =4.
» d=3.
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Cédigos de Hamming

> Observe que se as colunas de uma matriz H sao
h1’h2""9hn

ev=(ai,...,an), entdo
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Cédigos de Hamming

> Observe que se as colunas de uma matriz H sao
h1’h2""9hn

ev=(ai,...,an), entdo
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Cédigos de Hamming

> Observe que se as colunas de uma matriz H sao
h1,h2,...,hn
ev=(ai,...,an), entdo
Hv' = aihy +--- + aph,.

» O elemento (1,1,1,0,0,0,0) estd no cédigo — d <3
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Cédigos de Hamming

> Observe que se as colunas de uma matriz H sao
h1,h2,...,hn
ev=(ai,...,an), entdo
Hv' = aihy +--- + aph,.

» O elemento (1,1,1,0,0,0,0) estd no cédigo — d <3
> N&o ha duas colunas iguais = nao ha elemento de peso 2
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Cédigos de Hamming

> Observe que se as colunas de uma matriz H sao
h1,h2,...,hn
ev=(ai,...,an), entdo
Hv' = aihy +--- + aph,.

» O elemento (1,1,1,0,0,0,0) estd no cédigo — d <3
> N&o ha duas colunas iguais = nao ha elemento de peso 2
> N&o ha coluna nula = nao ha elemento de peso 1.
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Cédigos de Hamming

Observe que se as colunas de uma matriz H séo

v

h1,h2,~--’hn
ev=(ai,...,an), entdo
HvT = athy +--- + ash,.

» O elemento (1,1,1,0,0,0,0) estd no cédigo — d <3

> N&o ha duas colunas iguais = nao ha elemento de peso 2
> N&o ha coluna nula = nao ha elemento de peso 1.

> Hs é o codigo de Hamming Hs de parametros [7, 4, 3].
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Cédigos de Hamming

Processo de decodificagao/corregao (decodificagao por sindrome):

> vetor recebido com 1 erro: r = € + e,
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Cédigos de Hamming

Processo de decodificagao/corregao (decodificagao por sindrome):

> vetor recebido com 1 erro: r = € + e,
>
Hr = Hc + He; = h;
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Cédigos de Hamming

Processo de decodificagao/corregao (decodificagao por sindrome):

> vetor recebido com 1 erro: r = € + e,
>
Hr = Hc + He; = h;

> a j-ésima coluna é a expansao binaria de j
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Cédigos de Hamming

Processo de decodificagao/corregao (decodificagao por sindrome):

> vetor recebido com 1 erro: r = € + e,
>

Hr = Hc + He; = h;
> a j-ésima coluna é a expansao binaria de j
> correcdo: r—r—ej =c.
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Cédigos de Hamming de comprimento maior (M.Golay,

1949)

> H, é uma matriz cujas colunas sao os elementos ndo-nulos
de (o)™

» d=3,logot="1

> n=2"-1

> k=2"-m-1.

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Cédigos de Hamming de comprimento maior (M.Golay,

1949)

> H, é uma matriz cujas colunas sao os elementos ndo-nulos
de (o)™
» d=3,logot="1
> n=2"-1
> k=2"-m-1.
> taxg 2 —mM-1___m
2m —1 2m —1
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Cédigos de Hamming nao-binarios (M.Golay, 1949)

»

Corpo IFy

v

Matriz Hgm: bijecao
colunas de Hym < retas em (IFg)"

» d=3,logot="1
m
q-1
m_
>k:q 1—m.
q-1
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Cédigos de Hamming nao-binarios (M.Golay, 1949)

»

Corpo IFy

v

Matriz Hgm: bijecao
colunas de Hym < retas em (IFg)"

» d=3,logot="1
m

> n=4d —1
q-1
m

| -1_
q-1

> : m

taxa: 1 — o
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Matriz geradora e forma sistematica
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Matriz geradora

7

Os coédigos C e C’ sao equivalentes se C’ é obtido de C por
1. permutacéo de coordenadas;
2. multiplicagdo de coordenadas por escalares.
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Matriz geradora

7

Os coédigos C e C’ sao equivalentes se C’ é obtido de C por
1. permutacéo de coordenadas;
2. multiplicagéo de coordenadas por escalares.

Dois codigos equivalentes tém os mesmos parametros n, k, d.
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Matriz geradora

Teorema

1. Todo cddigo linear é equivalente a um cédigo com matriz
geradora da forma

k4]
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Matriz geradora

Teorema

1. Todo cddigo linear é equivalente a um cédigo com matriz
geradora da forma

k4]

2. G = [Ix | A] é matriz geradora de C
—
H=[-AT | I,_x] é matriz de paridade de C.
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Matriz geradora

Teorema

1. Todo cddigo linear é equivalente a um cédigo com matriz
geradora da forma

k4]

2. G = [Ix | A] é matriz geradora de C
—
H=[-AT | I,_x] é matriz de paridade de C.

O codigo esta na forma sistematica se tomamos G como em (1).
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Forma sistematica para Hs

» Permutagao de coordenadas corresponde a permutagao de
colunas na matriz de paridade.
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Forma sistematica para Hs

» Permutagao de coordenadas corresponde a permutagao de
colunas na matriz de paridade.

|

>

o = O
- = O
o O =
—_ O =
O = =
-
- = O
O
-
o O =
o = O
- O O
-

[ T
—

—
- O O
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Forma sistematica para Hs

» Permutagao de coordenadas corresponde a permutagao de
colunas na matriz de paridade.

|

> A segunda matriz esta na forma

>

- O O
O O =
o =+ O

o011 11 0o 1 1
11001 1|—=|1 0 1
01010 1 110

- O O
—_—

H=[B]Hh].
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Forma sistematica para Hs

| 2
011 1100
H=|1 01 1[0 1 0|=[B]|k]
110 1|0 0 1
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Forma sistematica para Hs

| 2
011 1]1 00
H=|1 01 1[0 1 0/|=[B|k]
110 1[0 0 1
> G = [l4IBT],
100 0[0 1 1
G_|0 100101
“]lo o0 1 o0[1 10
000 1|1 11
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Forma sistematica para Hs

> G = [LIB],

O oo =
oo =0
o = OO
- O O o
- = 2 O
_ A O -
—_ O = -
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Forma sistematica para Hs

> G = [LIB],

O oo =
oo =0
o = OO
- O O o
- = 2 O
_ A O -
—_ O = -

> Codificacao sistematica:
(di, do, d3, ds) =

(di, 0o, 03, ds | do+ d3 + dy, di +d3+ ds, di + do + ds)
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Forma sistematica para Hs

Codificacao sistematica:
(di, do, d3,ds) -

(di,0do,d3,ds | do+ d3 + dy, di +d3+ ds, dy + do + dy)

(https://en.wikipedia.org/wiki/Hamming_code)
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https://en.wikipedia.org/wiki/Hamming_code

Cddigos perfeitos
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Cédigos perfeitos

Um cédigo C com capacidade de correcao t é perfeito se

veF" — d(v,c) < tparaalgumc e C.
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Cédigos perfeitos

Um cédigo C com capacidade de correcao t é perfeito se

veF" — d(v,c) < tparaalgumc e C.

(c é necessariamente Unico)

Marcelo Muniz Alves - UFPR VIIl Semana da Matematica UNIFAL  Introducao a Teoria dos Codigos



Cédigos perfeitos

Um cédigo C com capacidade de correcao t é perfeito se

veF" — d(v,c) < tparaalgumc e C.

(c é necessariamente Unico)

contra-exemplo: o codigo de repeticdo de comprimento 4.
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Cédigos perfeitos

Um cédigo C com capacidade de correcao t é perfeito se

veF" — d(v,c) < tparaalgumc e C.

(c é necessariamente Unico)

contra-exemplo: o codigo de repeticdo de comprimento 4.
> =1
» d((0,0,1,1),¢) > 1 paratodoc € C.
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Cédigos perfeitos

Geometricamente:
> Dador>0,uel",

B(u,r) ={veF" d(u,v) <r}.
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Cédigos perfeitos

Geometricamente:
> Dador>0,uel",

B(u,r) ={veF" d(u,v) <r}.

> Pela definicdo de capacidade de correcao (e pela
desigualdade triangular), se C tem capacidade de corregao t

entao
B(c,t)nB(c¢',t) =2

quando ¢, ¢’ sdo palavras distintas de C.
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Cédigos perfeitos

Geometricamente:
> Dador>0,uel",

B(u,r) ={veF" d(u,v) <r}.

> Pela definicdo de capacidade de correcao (e pela
desigualdade triangular), se C tem capacidade de corregao t

entdo
B(c,t)nB(c¢',t) =2
quando ¢, ¢’ sdo palavras distintas de C.

> C é perfeito se

F" = U B(c, t).

ceC
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Cédigos perfeitos

O cadigo binario de Hamming H, é perfeito.
> =1
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Cédigos perfeitos

O cadigo binario de Hamming H, é perfeito.
> =1
> v =(vy,...,Vn) € IF] vetor de peso r, v ¢ Hp.

HiV = hi,viy + -+ hivi = hy 4+ h; £ 0
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Cédigos perfeitos

O cadigo binario de Hamming H, é perfeito.
> =1
> v =(vy,...,Vn) € IF] vetor de peso r, v ¢ Hp.

Hiv = hj Vi, + -+ hjvi, = hi + -+ h; #0

» Cada elemento nao-nulo de 2™ aparece como uma coluna
de Hp.
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Cédigos perfeitos
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Cédigos perfeitos

O cadigo binario de Hamming H, é perfeito.
> =1
> v =(vy,...,Vn) € IF] vetor de peso r, v ¢ Hp.

Hiv = hj Vi, + -+ hjvi, = hi + -+ h; #0

» Cada elemento nao-nulo de 2™ aparece como uma coluna
de Hp,. Logo, existe um indice s tal que

Hpv = h,‘1 —|—~~—i—h,‘, = h,‘S = Hme,'S
— V= (v—e;s)+e;5
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Cédigos perfeitos

O cadigo binario de Hamming H, é perfeito.
> =1
> v =(vy,...,Vn) € IF] vetor de peso r, v ¢ Hp.

Hiv = hj Vi, + -+ hjvi, = hi + -+ h; #0

» Cada elemento nao-nulo de 2™ aparece como uma coluna
de Hp,. Logo, existe um indice s tal que

Hpv = h,‘1 —|—~~—i—h,‘, = h,‘S = Hme,'S
— V= (v—e;s)+e;5

comc=v-ej€C,ed(v,c)=1.
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Cédigos perfeitos

Teorema
Os cédigos lineares perfeitos binarios sao

> Os cddigos triviais (nulo, IFJ, repeticao [2n + 1,1,2n + 1]);
» Os codigos de Hamming Hpy, [27 - 1,2™ — m —1,3];
» O codigo binario de Golay G4 [23,12,7].
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Cédigos perfeitos

Teorema
Os codigos lineares perfeitos g-arios sao

> Os cédigos triviais;

> Os codigos de Hamming Hy m
[@"-1/9-1,9"-1/g-1-m,3]g;

» O cédigo ternario de Golay G11 [11,6, 5]3.
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