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Alguns problemas da álgebra diferencial

Problema 1: exp(t2) tem como primitiva uma função elementar?

Problema 2: a equação diferencial y ′ = t−y2 tem solução?

Problema 3: quais são as soluções de y = ty ′+ (y ′)2?
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Álgebra diferencial

Objeto de estudo

Um anel diferencial é um anel comutativo R ao qual está associada
uma derivação δ.

Um operador δ : R −→R é uma derivação se

δ(a+b)= δ(a)+δ(b) e δ(ab)= δ(a)b+aδ(b)

para todo a,b ∈R .
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Exemplos

Examplo 1: corpo F das funções elementares com δ= d/dt;

Examplo 2: F[x ,y ] com δ= ∂/∂t+x2y∂/∂x + (xy +1)∂/∂y .

Um corpo que é um anel diferencial e chamado de corpo diferencial.
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Anel de polinômios diferencial

Seja K um corpo diferencial com derivação δ e seja

K {y } =

K [y0,y1,y2, . . . ]

o anel de polinômios em infinitas variáveis sobre K . Seja

∆ : K {y } −→K {y }

um operador que satisfaz as regras de derivação do produto e da
soma, além de

∆(a)= δ(a), para todo a ∈K
∆(yi )= yi+1 para todo i ∈N.
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Exemplo

Seja F o corpo das funções elementares com δ= d/dt.

∆(y0− ty1−y2
1 )=

=∆(y0)−∆(ty1)−∆(y2
1 )

=∆(y0)−∆(t)y1− t∆(y1)−2y1∆(y1)

=∆(y0)−δ(t)y1− t∆(y1)−2y1∆(y1)

= y1−y1− ty2−2y1y2

=−ty2−2y1y2

=−(t+2y1)y2
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Solução

Seja L uma extensão diferencial de K . Se

f (y)= f (y0, . . . ,yn) ∈K {y } e g ∈ L,

definimos

f (g)= f

(
g ,

dg

dt
,
d2g

dt2
, . . . ,

dng

dtn

)
.

Quando f (g)= 0, dizemos que g é solução de f . Por exemplo, et
2

é solução dey1−2ty0, já que

d

dt
(et

2
)−2tet

2

= 0.
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Part II

Para que serve?
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Um exemplo

Considere a equação
y0− ty1−y2

1 = 0,

em F{y }.

0=∆(y0− ty1−y2
1 )=−y2(t+2y1).

Logo,

y2 = 0 ou y1 =− t

2
.

Integrando,
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Classificando as soluções

Solução geral: y0 = ct+c2;

Solução singular: y0 =−t2/4.

A solução geral é, normalmente, uma família.
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Alexis Clairaut (1713–1765)
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Ideal diferencial

Dado S ⊂K {y }, denotamos por [S ] o menor ideal diferencial que
contém S . No anel R(t){y },

[y0]= (y0,y1,y2, . . .).
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Ideal radical e ideal primo

Definição
Um ideal diferencial J de K {y } é

radical se f k ∈ J, para algum inteiro k > 0, então f ∈ J;

primo se fg ∈ J implica que f ∈ J ou g ∈ J.

Todo ideal primo é radical.

O ideal
[y0]= (y0,y1,y2, . . .)

é primo.
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Teorema de decomposição para ideais

Teorema
Todo ideal diferencial radical em K {y } pode ser escrito como
interseção finita de ideais diferenciais primos.

"

Nem todo ideal diferencial de K {y } é finitamente gerado

,

porém
todo ideal diferencial radical de K {y } é finitamente gerado.
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Conjunto solução

Seja L uma extensão diferencial de K . O conjunto solução de
um ideal diferencial J de K {y } é

V(J)= {g ∈ L | f (g)= 0 para todo f ∈ J}.

em que

f (g)= f

(
g ,

dg

dt
,
d2g

dt2
, . . . ,

dng

dtn

)
.
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Teorema de decomposição para conjuntos solução

Teorema
Se J é um ideal diferencial radical, então

V(J)=V(P1)∪·· ·∪V(Pn),

em que P1, . . . ,Pn são ideais diferenciais primos.

Demonstração.
Aplique, recursivamente, a igualdade

V(I1∩ I2)=V(I1)∪V(I2),

ao Teorema de Decomposição para ideais,

J =P1∩·· ·∩Pn.
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Notação

Sejam K um corpo diferencial com derivação δ e

Y= {u,v , . . . ,z}

um número finito de variáveis diferenciais. Escrevemos

K {Y} =K [u0,u1, . . . ,v0,v1, . . . ,z0,z1, . . . ]

para o anel diferencial cuja derivação ∆ satisfaz

∆(a)= δ(a) se a ∈K ;

∆(yj)= yj+1 se y ∈Y e j ∈N.
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Aplicação

Objetivo
Deduzir a lei de gravitação universal de Newton a partir das leis de
Kepler.
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Leis de Kepler

Primeira lei os planetas descrevem órbitas elípticas com o Sol em
um dos focos;

Segunda lei o raio vetor que vai do sol a um planeta descreve
áreas iguais em tempos iguais.
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Leis de Kepler

Primeira lei r = p+ex ;

Segunda lei o raio vetor que vai do sol a um planeta descreve
áreas iguais em tempos iguais.
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Leis de Kepler

Primeira lei r = p+ex ;

Segunda lei x1y −xy1 = h ∈R.

(conservação do momento angular).
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Gravitação universal

A lei:

A aceleração:
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Gravitação universal

A lei:
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mM

r2

A aceleração:
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Gravitação universal

A lei:

a=G
M

r2

A aceleração:
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Gravitação universal

A lei:

a · r2 =GM

A aceleração:
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Gravitação universal

A lei:

a1 · r2+arr1 = 0

A aceleração:
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Gravitação universal

A lei:

a1 · r +ar1 = 0
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Gravitação universal

A lei:

a1 · r +ar1 = 0

A aceleração:
−→r = (x ,y)
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Gravitação universal

A lei:

a1 · r +ar1 = 0

A aceleração:
d

dt
(−→r )= (x1,y1)
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Gravitação universal

A lei:

a1 · r +ar1 = 0
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d2

dt2
(−→r )= (x2,y2)
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Gravitação universal

A lei:

a1 · r +ar1 = 0

A aceleração:

d2

dt2
(−→r )= (x2,y2)=⇒ a2 = x2

2 +y2
2

23



Juntando tudo

As hipóteses

Raio vetor raio= r2−x2−y2;

Aceleração aceleracao= a2−x2
2 −y2

2 ;

Primeira lei kepler1= r −p−ex ;

Segunda lei kepler2= x1y −xy1−h;

Constantes p,e,h ∈R.

A conclusão

Lei de gravitação newton= a1r +2ar1.
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Estratégia
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Mostrar que

newton= g1 ·raio+g2 ·aceleracao+g3 ·kepler1+g4 ·kepler2.
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