Algebra diferencial: o que é e para que
serve?

Severino Collier Coutinho

Universidade Federal do Rio de Janeiro

VIl SeMat 2025
UNIFAL - MG



Alguns problemas da algebra diferencial



Alguns problemas da algebra diferencial

Problema 1: exp(t?) tem como primitiva uma funcdo elementar?



Alguns problemas da algebra diferencial

Problema 1: exp(t?) tem como primitiva uma funcdo elementar?

Problema 2: a equacio diferencial y’ =t — y? tem solucdo?



Alguns problemas da algebra diferencial

Problema 1: exp(t?) tem como primitiva uma funcdo elementar?
Problema 2: a equacio diferencial y’ =t — y? tem solucdo?

Problema 3: quais sdo as solucdes de y = ty’ + (y')??



Alguns problemas da algebra diferencial

Problema 1: Algoritmo de Risch.
Problema 2: a equacio diferencial y’ =t — y? tem solucdo?

Problema 3: quais sdo as solugdes de y = ty’ + (y')??



Alguns problemas da algebra diferencial

Problema 1: Algoritmo de Risch.
Problema 2: Teoria de Galois diferencial.

Problema 3: quais sdo as solucdes de y =ty + (y')??



Alguns problemas da algebra diferencial

Problema 1: Algoritmo de Risch.
Problema 2: Teoria de Galois diferencial.

Problema 3: Algoritmo de Rosenfeld-Grobner.



Algebra diferencial



Algebra diferencial

Objeto de estudo



Algebra diferencial

Objeto de estudo
Um anel diferencial é um anel comutativo R ao qual esta associada
uma derivacdo 0.



Algebra diferencial

Objeto de estudo

Um anel diferencial é um anel comutativo R ao qual esta associada
uma derivacdo 0.

Um operador § : R— R é uma derivacdo se



Algebra diferencial

Objeto de estudo

Um anel diferencial é um anel comutativo R ao qual esta associada
uma derivacdo 0.

Um operador § : R— R é uma derivacdo se

8(a+b)=5(a) +8(b)



Algebra diferencial

Objeto de estudo

Um anel diferencial é um anel comutativo R ao qual esta associada
uma derivacdo 0.

Um operador § : R— R é uma derivacdo se

6(a+b)=056(a)+8(b) e &(ab)=35(a)b+ad(b)



Algebra diferencial

Objeto de estudo
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uma derivacdo 0.

Um operador § : R— R é uma derivacdo se
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Examplo 2: F[x,y] com § =8/0t +x%yd/dx + (xy +1)d/dy.

Um corpo que é um anel diferencial e chamado de corpo diferencial.
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Seja K um corpo diferencial com derivagdo & e seja
Kiyt=Klyo y1,y2,-.]
o anel de polindmios em infinitas variaveis sobre K. Seja
A Kiyt — Kiy}

um operador que satisfaz as regras de derivacdo do produto e da
soma, além de

A(a)=46(a), para todo ae K
A(y;) =yi+1 para todo i€ N.
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Considere a equagdo
Yo—tyr —)/12 =0,

em F{y}. Como vimos,

0=A(yo—ty1 —y7) = —ya(t +2y1).

Logo,
t
:O = ——.
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Integrando,
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Ideal diferencial

Definicdo
Um subconjunto J do anel K{y} é um ideal diferencial se

1. J é um ideal do anel K{y};

2. A(f)eJ, para todo f € J.

Dado S < K{y}, denotamos por [S] o menor ideal diferencial que
contém S.  No anel R(t){y},

ol = (Yo, y1,¥2,---)-
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radical se f¥ € J, para algum inteiro k >0, entdo f € J;

primo se fg € J implica que fe J ou ge J.

Todo ideal primo é radical.

O ideal
[vol = (Yo, y1,¥2,--.)

é primo.
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Teorema
Todo ideal diferencial radical em K{y} pode ser escrito como

intersecdo finita de ideais diferenciais primos.

/\ Nem todo ideal diferencial de K{y} é finitamente gerado, porém
todo ideal diferencial radical de K{y} é finitamente gerado.
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Conjunto solucao

Seja L uma extens3o diferencial de K. O conjunto solugao de
um ideal diferencial J de K{y} é

V(J)={gelL|f(g)=0 paratodo feJ}.
em que

dg d’g d'g
f(g):f g,E,F,...,dtn .
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Teorema
Se J é um ideal diferencial radical, entdo

V(J)=V(P1)u---uV(Pp),

em que P1,..., P, sdo ideais diferenciais primos.

Demonstracao.
Aplique, recursivamente, a igualdade

V(hnhk)=V(h)uV(h),
ao Teorema de Decomposicio para ideais,
J=Pin---nPy,.
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Sejam K um corpo diferencial com derivacdo d e
Y=1u,v,...,z}
um namero finito de variaveis diferenciais. Escrevemos
K{Y} = K[uo, u1,..., V0, V1,..-,20,21,-.-]
para o anel diferencial cuja derivacdo A satisfaz
A(a)=06(a) se aeK;

A(yj)=yj+1 se yeY e jeN.
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MM Research Preprints, 53-59
KLMM, AMSS, Academia Sinica
Vol. 1, Feb 1987

Mechanical Derivation of Newton’s
Gravitational Laws from Kepler’s Laws

Wu Wen-tsun
Institute of Systems Science, Academia Sinica
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Leis de Kepler

Primeira lei r=p+ex;

Segunda lei x;y —xy; = heR. (conservagdo do momento angular).
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Gravitacao universal

A lei:

ai-r+ann=0

A aceleracio:

d? 5

F(_f)) =(x2,y2)=a =X22 +Y22
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Juntando tudo

As hipdteses
Raio vetor raio=r?-x2—-y?;

Aceleracdo aceleracao = a?

o
Primeira lei keplerl=r—p—ex;
Segunda lei kepler2=xy—xy; —h;

Constantes p,e,heR.

A conclusao

Lei de gravitacdo newton = ajr+2ar.
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Estratégia

Mostrar que
newton =gy -raio+gr-aceleracao + g3 -keplerl + g4 -kepler2.

Supondo que g =(¢,1,p,a) € L satisfaz as hipéteses,

newton(q) = gi1(q) -0+ g2(q) -0+ g3(q) -0+ ga(q) -0 = 0.

Portanto, Kepler = Newton.
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