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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma modelagem do crescimento populacio-
nal da cidade de Varginha-MG utilizando processos fuzzy autocorrelacionados. Para tanto, foi
realizado o estudo do modelo cléssico de Malthus, sendo que o valor da populacio inicial foi
considerado incerto, representado por um numero fuzzy. Pode-se observar que o processo fuzzy

autocorrelacionado € uma ferramenta adequada para avaliar a incerteza ao longo do tempo.

Palavras-chave: Modelo cldssico de Malthus, Processos fuzzy autocorrelacionados, L-derivada.



ABSTRACT

The present work aims to present a modeling of population growth in the city of Varginha-MG
using autocorrelated fuzzy processes. For this purpose, the study of the Malthus model was
carried out, with the initial population value being considered uncertain, represented by a fuzzy
number. It was observed that the autocorrelated fuzzy process is an adequate tool to assess the

uncertainty over time.

Keywords: Malthus model, autocorrelated fuzzy processes, L-derivative.
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1 Introducao

A modelagem matemadtica surgiu como um mecanismo de descri¢ao ou previsao futura
de um certo evento natural da sociedade através de estudos de certos padrdes. Cada vez mais,
busca-se um aprimoramento dos modelos deterministicos, procurando retratar, de uma forma

mais coerente, incertezas que podem ser encontradas em alguns parametros.

Um exemplo de aplicacdo de modelos matematicos € na dindmica do crescimento po-
pulacional, sendo que € de grande importancia entender o crescimento populacional de uma
localidade, podendo prever como serd a populagdo futura, permitindo, por exemplo, desenvol-

ver politicas econdmicas e sociais adequadas.

Um modelo matemadtico referente ao crescimento populacional foi desenvolvido por
Thomas Robert Malthus, no século XVIII. Posteriormente, no século XX, os neomalthusianis-
tas surgiram trazendo novas premissas para a modelagem do crescimento populacional. Em
contrapartida, os Marxistas ou Reformistas, surgiram com o contraponto as teorias de Malthus
e dos neomalthusianos (DAMIANI, 1991).

No modelo matematico desenvolvido por Malthus, considera-se que a populagdo cresce
a uma taxa constante no decorrer dos anos e também que a populag¢do no tempo ¢ anos depende
da populagio inicial (¢t = 0). Porém, pode ser que exista uma certa incerteza na populagdo

inicial. Uma das alternativas utilizadas para modelar incertezas € a légica fuzzy.

A logica fuzzy foi baseada na teoria de conjuntos fuzzy, apresentada por Lofti A. Za-
deh (ZADEH, 1965), sendo uma generalizacdo da l6gica cldssica que busca quantificar as ex-
pressdes linguisticas imprecisas e/ou ambiguas, como “em torno de”. Dessa maneira, pode-se
considerar a légica fuzzy como uma ferramenta que lida com a incerteza. Portanto, percebe-se
uma potencial aplicac¢ao da l6gica fuzzy nos modelos de crescimento populacional, uma vez que

pode existir, por exemplo, imprecisdo na taxa de crescimento e na populagdo inicial.

O presente trabalho tem como objetivo, apresentar uma modelagem do crescimento
populacional da cidade de Varginha-MG utilizando processos fuzzy autocorrelacionados. Para
tanto, foi realizado o estudo do modelo classico de Malthus, sendo que o valor da populacao

inicial foi considerado incerto, representado por um nimero fuzzy.



2 Referencial Tedrico

2.1 Modelo Classico de Malthus

O crescimento populacional € uma preocupacao de cientistas de diversas dreas, que ha
tempos, buscam ferramentas matematicas para entender sua dindmica, € com isso, planejar o
uso correto de recursos publicos. O pioneiro na tentativa de estimar o crescimento populacional
mundial foi o economista e demégrafo Thomas Robert Malthuss (MALTHUS, 1798). Em seu
modelo, foi considerado que a populacao crescia de acordo com uma progressao geométrica,
se ndo fosse controlada. Malthus observou que, na auséncia de restricdes ambientais, a popu-
lagdo aumentaria numa propor¢éo fixa. Em termos matematicos, se P(t) denota o nimero de

individuos em uma certa drea geogréfica, no instante ¢ > (, entdo:

dP(t
aPt) _ . P(t)
dt ; (2.1)
P0) =P
em que P denota a populagdo inicial e £ € R € a taxa de crescimento.
A solucdo de (2.1) é dada por:
P(t) = Py, (2.2)

0 que mostra que o crescimento populacional € dado de forma exponencial, dependendo da
populacio inicial (Fy) e da taxa de crescimento (k). Porém, em uma retrospectiva, o modelo
ndo se mostra eficiente em paises de primeiro mundo. Sua estimativa se torna eficiente para

paises em desenvolvimento e em um curto espago de tempo.

A dinamica de crescimento de Malthus falha pelo fato de estimar crescimentos popu-
lacionais cada vez maiores, 0 que ndo representa a realidade, uma vez que existe fatores que

limitam o crescimento de uma populagao.

2.2 Conjuntos Fuzzy

Logica fuzzy, também conhecida como difusa ou nebulosa, foi desenvolvida por Lofti
A. Zadeh, da Universidade da Califérnia em Berkeley, na década de 60. O objetivo da légica
fuzzy € tentar refletir o pensamento humano subjetivo, tentando modelar o nosso senso de pa-
lavras, tomada de decisdo, na qual um elemento pode pertencer a um conjunto com grau de

pertinéncia no intervalo [0, 1]. A seguir, serdo apresentados conceitos preliminares sobre 16gica

Suzzy.
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Definicao 2.2.1 (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017) Seja U um espaco topolégico. Um
subconjunto fuzzy A de U é caracterizado por uma funcdo de pertinéncia jis - U — [0,1].
Denota-se pa(x) = A(x), em que A(x) representa o grau que o elemento x pertence ao sub-

conjunto fuzzy A.

Definicao 2.2.2 (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017) Os «-niveis de um subconjunto
fuzzy A sdo definidos por
[A* ={x €U : Alx) > a} para0) < a < 1, (2.3)

sendo que [A]° representa o fecho do suporte de A.

Definicao 2.2.3 (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017) Um subconjunto fuzzy A de R é

um nuimero fuzzy quando satisfaz as propriedades:

o Todos os a-niveis de A sdo ndo vazios;
o Todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados de R;

o supp A= {z € R: A(x) > 0} é limitado.

Os a-niveis de um nimero fuzzy A serdo denotados por [A]* = [a%, a}].

Os numeros fuzzy mais comuns sao os triangulares, trapezoidais e em forma de sino

(gaussianos). Um numero fuzzy seré dito triangular se sua fun¢do de pertinéncia € dada por:

0 se x < a;
ﬁ sea <z < b
Alz) = (2.4)
= seb<x<c
\ 0 sex > b.
Os a-niveis de um nimero fuzzy triangular sdo dados por:
[A]* = [a(b—a) +a,a(b—c) + ], (2.5)

para todo « € [0, 1].

Com a intenga@o de conhecer a imagem de um subconjunto fuzzy A de X, Zadeh (1965)
desenvolveu o principio de extensdo, que estende um ndmero fuzzy através de uma fungao,

conforme defini¢do a seguir.
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Definicao 2.2.4 (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017) Sejam f uma funcdo tal que | :
X — Z e A um subconjunto fuzzy de X. A extensdo de Zadeh de f e a funcdo f que, aplicada

a A, fornece um subconjunto fuzzy f (A) de Z, cuja funcdo de pertinéncia é dada como:

sup  A(z)  se f7H(z) #0;
f(A)(z) = { =@ (2.6)

0 se f7Hz) = 0.

em que f~1(2) = {x: f(z) = 2} denomina-se a pré-imagem de Z.

As operacoes da logica intervalar também podem ser estendidas para o caso fuzzy,

considerando como casos particulares do principio de extensao de Zadeh.

Definicao 2.2.5 (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017) Sejam A e B dois niimeros fuzzy.

Se ® denota um operador bindrio em R, entdo

sup min{A(z), B(y)} se 0(z) # ¢;
(A® B)(2) = { @w)eo) 2.7)
0 se 0(z) = ¢.

emque 0(z) = {(z,y) 2@y = z}.

Definicao 2.2.6 (BARROS; PEDRO, 2017) Dois niimeros fuzzy A e B sdo ditos linearmente
correlacionados quando existem q,r € R tais que, em niveis, obtem-se [B]* = q|A]* + r, para
todo o € [0, 1].

No caso, os processos fuzzy sdo fungdes fuzzy do tipo F' : [a,b] — Rg , isto é,
funcdes que a cada nimero real associa um ndmero fuzzy. Os a— niveis da fungdo F' serdo
denotados por [F'(t)]* = [f*(t), f¢(t)] para todo o € [0,1]. Além disso, esses processos sdo
autocorrelacionados, ou seja, para todo h com valor absoluto suficientemente pequeno, [F'(t +
h)|* = q(h)[F(t)]* + r(h). Em outras palavras, considera-se que o presente estd linearmente

correlacionado com o futuro.

Definicio 2.2.7 (BARROS; PEDRO, 2017) Seja F : [a,b] — Ry um processo fuzzy e para
cada h com valor absoluto suficientemente pequeno, sejam F(to + h) e F(ty) com ty € [a, b
nimeros fuzzy linearmente correlacionados. A funcdo F é dita ser L-diferencidvel no ponto t

se existir um niimero fuzzy F; (to) tal que o limite

lim F(to+h) —1 F(to)
h—0 h

existe e € igual a F;(ty). Adicionalmente, F;(ty) é chamado de derivada fuzzy linearmente

correlacionada de F no ponto t.
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Definicio 2.2.8 (BARROS; PEDRO, 2017) Seja F : [a,b] — Rz L-diferencidvel em t, e
[F(to)]™ = [f%(to), [ (to)] para todo o € [0, 1]. Entdo f* e f sdo diferencidveis em t, e para

todo h com valor absoluto suficientemente pequeno, tem-se que

[(f2) (to), (f9) (to)]  seq(h) > 1
[Fp (o))" = [(f9) (t), (f2) (to)]  se0 < q(h) < 1; (2.8)
[(f), ()] se q(h) <0

sendo F; (ty) a L-derivada de I em t,,

Em processos fuzzy, tém-se os métodos de defuzificagdo, que permitem representar um
conjunto fuzzy por um valor cldssico (nimero real). Existem vérios métodos de defuzzificacdo
na literatura, sendo que os mais utilizados sdo: Centréide, Centro de Maximos, Média dos
Maximos e Menor dos Maximos. A seguir, € apresentado a definicdo do método do Centréide

para o caso continuo.

Definicao 2.2.9 (BARROS; BASSANEZI; LODWICK, 2017) O Centréide do subconjunto fuzzy

B é o numero real

_ Jzpr.B(x)dx

I e

(2.9)

em que R é a regido de integragado.



13

3 Metodologia

3.1 Dados

Para a modelagem do crescimento populacional da cidade de Varginha-MG, foi consul-
tada a base de dados do Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil (Atlas Brasil), que inclui
o Atlas de Desenvolvimento Humano nos Municipios e o Atlas do Desenvolvimento Humano

nas Regides Metropolitanas.

No Atlas Brasil, pode-se encontrar de uma forma fécil e dindmica, diversos indicado-
res, como o Indice de Desenvolvimento Humano (IDH), Indice de Desenvolvimento Humano
Municipal (IDHM) e mais de 200 indicadores socioecondmicos. Através desses indicadores.
pode-se verificar a evolucao dos municipios brasileiros nos tltimos 20 anos em educagao, saide,
trabalho, renda populacdo, demografia, habitacdo e vulnerabilidade social, tendo assim, um
quadro de desenvolvimento humano e da desigualdade dentro dos municipios, estados e regides

metropolitanas.

O Atlas Brasil foi utilizado para extrair informagdes demograficas da cidade de Vargi-
nha, em Minas Gerais, como os nimeros de habitantes dos anos de 2013 a 2017, como apre-

sentado na Tabela 1.

Tabela 1 — Numeros de habitantes dos anos de 2013 a 2017 para o municipio de Varginha-MG.

Ano Populagdo
2013 130.139
2014 131.269
2015  132.353
2016  133.384
2017  134.364

3.2 Processo fuzzy

Com base no modelo cldssico de Malthus, apresentado na secdo 2.1, tem-se que a po-
pulacdo cresce de forma exponencialmente a uma taxa crescente (k), sendo que sua populagio

no tempo ¢ depende da populagdo inicial (P,), conforme equacao a seguir:

P(t) = Pye™. (3.1)

Nesse modelo, a populagdo inicial F serd considerada incerta, sendo representada por

um ndmero fuzzy triangular (a; b; ), com pertinéncia maxima no ponto b e base no intervalo
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[a, b]. Dessa maneira, o modelo de Malthus com condi¢do inicial fuzzy é dado por

o = kP(1)
P0)=F, b eRr

(3.2)

Admitindo que a solu¢do do modelo de Malthus com condicdo inicial fuzzy é um
processo fuzzy linearmente correlacionado e optando por ¢ > 1 na L-derivada, pois espera-se

que a incerteza aumente com o passar do tempo, tem-se o modelo

[(P2)(t), (P2) ()] = [kP(t), kP2 (1)]
[Fo]* = [P(0)]* = [P2(0), P (0)]

(3.3)

sendo que a solugdo é dada por [P(t)]* = [P*(0)e*!, P2(0)e™].

Foi utilizado o método de defuzzificacdo do Centrdide para transformar os conjuntos

fuzzy num valor cldssico (nimero real).

O processo fuzzy foi implementado na linguagem de programagdo C++, sendo que as

andlises graficas foram realizadas por meio do software GNUPLOT.
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4 Resultados

Para obter a taxa de crescimento £ do modelo cldssico de Malthus para a cidade de
Varginha-MG, foi utilizado o ano de 2013 com populacdo igual a 130.139 habitantes, e 0 ano
de 2017, com populacdo igual a 134.364 habitantes. Dessa forma, obteve-se a taxa de cresci-
mento k igual a 0,00799. Pelo modelo classico, pode-se constatar que a populacdo da cidade
de Varginha-MG cresce de forma exponencial a uma taxa constante de 0, 799% ao ano, consi-

derando a linha temporal utilizada.

No processo fuzzy, foram considerados dois cendrios, conforme a incerteza atribuida a
populagdo inicial P(0). No cendrio 1, foi considerado um niimero fuzzy triangular, representado
por (P(0) —0,1P(0); P(0); P(0) + 0,2P(0)) e no cendrio 2, foi considerado o niimero fuzzy
triangular (P(0) — 0,2P(0); P(0); P(0) + 0,1P(0)), sendo que P(0) = 130.139.

As Figuras 1 e 2 apresentam as solugdes do processo fuzzy para os cendrios 1 e 2,
respectivamente. A escala representativa mostra que quanto mais claro for, menor o grau de
pertinéncia. Em contrapartida, quanto mais escuro, maior o grau de pertinéncia, sendo que,
grau de pertinéncia igual a 1 equivale a solugdo cldssica. Pode-se observar que o processo fuzzy

autocorrelacionado é uma ferramenta adequada para avaliar a incerteza ao longo do tempo.

A Tabela 2 apresenta os resultados da populacao pelo modelo cldssico de Malthus e os
valores aproximados das solucdes defuzzificadas pelo método do Centrdide para os cendrios 1
e 2.
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Figura 1 — Representagdo gréfica da solu¢do do processo fuzzy referente ao cendrio 1.
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Figura 2 — Representacdo grafica da solugdo do processo fuzzy referente ao cendrio 2.

Tabela 2 — Resultados da populacao pelo modelo cldssico de Malthus e os valores aproximados
das solucdes defuzzificadas do processo fuzzy.

Ano Dados originais

Modelo classico

Processo fuzzy Processo fuzzy

Cenario 1 Cenario 2
2013 130.139 130.139 132.286 127.992
2014 131.269 131.187 133.347 129.018
2015 132.353 132.235 134.417 130.053
2016 133.384 133.295 135.496 131.097
2017 134.364 134.364 136.582 132.148
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5 Consideracoes Finais

O presente trabalho apresentou a modelagem do crescimento populacional da cidade
de Varginha-MG utilizando processos fuzzy autocorrelacionados, considerando o valor da popu-
lagdo inicial incerto, representado por um ndmero fuzzy. Pode-se observar que o processo fuzzy
autocorrelacionado é uma ferramenta adequada para avaliar a incerteza ao longo do tempo.
Como trabalho futuro, propde-se a utilizacdo de outros modelos para avaliar o crescimento
populacional, como por exemplo, o modelo de Verhulst, que ¢ uma modificacdo do modelo

proposto por Malthus, levando em conta fatores inibidores.
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