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RESUMO

Uma epidemia impacta a humanidade de forma intensa e, ao longo da histdria, houve grandes
esforcos para criar maneiras de diminuir a incidéncia dessas doencgas. Apesar dos progressos,
nio ha como evitar o surgimento de novas doencas infecciosas, como € o caso da pandemia
que marcou o ano de 2020. A COVID-19, que foi declarada uma pandemia em 11 de marco de
2020, é causada pelo coronavirus denominado SARS-COV-2. A transmissdo ocorre por meio
da disseminacdo de goticulas e aerossois, além do contato com superficies contaminadas, e
o diagnostico € feito por exames laboratoriais. A ideia deste trabalho foi contribuir na com-
preensdo da evolucdo temporal da COVID-19 nas cidades de Varginha-MG, Belo Horizonte-
MG e Sao Paulo-SP. O caminho para fazer isso foi através da implementacdo computacional
do sistema de equacdes diferenciais ordindrias que compde o modelo SIR. O modelo SIR (
Suscetiveis-Infectados-Recuperados) é capaz de descrever a propagagao de doengas infecciosas
cuja transmissdo acontece de forma direta, via contato pessoa a pessoa. Ele divide a popula-
¢do em trés compartimentos (ou classes) e cada um deles indica o estado atual da doenga nos
individuos. Dessa maneira, cada individuo pode pertencer a apenas um compartimento por uni-
dade de tempo. Neste trabalho foi utilizada uma versao modificada do modelo SIR, em que nao
se considera a populacdo constante nem a homegeneidade dos individuos numa mesma classe,
hipéteses bésicas do modelo SIR clédssico. Os dados utilizados para calibrar o0 modelo foram
retirados dos boletins epidemioldgicos emitidos pelas secretarias de satide dos estados de Sao
Paulo e Minas Gerais. O critério adotado na calibragem do modelo foi o de minimizar a soma
do quadrado da distancia entre os valores do modelo e das observacdes. Pode-se perceber, a par-
tir do ajuste feito, que quanto maior € a oscilagdo de dados obtidos em intervalos regulares de
tempo durante um periodo especifico, houve maior dificuldade para encontrar bons parametros

para o modelo SIR foi experimentada.

Palavras-chave: COVID-19, Modelo SIR, Varginha-MG, Belo Horizonte-MG, Sdo Paulo-SP.



ABSTRACT

An epidemic has an intense impact on humanity and, throughout history, there have been great
efforts to create ways to reduce the incidence of these diseases. Despite progress, there is no
way to prevent the emergence of new infectious diseases, such as the pandemic that marked
the year 2020. COVID-19, which was declared a pandemic on March 11, 2020, is caused
by the coronavirus called SARS-COV-2. Transmission occurs through the spread of droplets
and aerosols, in addition to contact with contaminated surfaces, and the diagnosis is made by
laboratory tests. The idea of this work was to contribute to the understanding of the temporal
evolution of COVID-19 in the cities of Varginha-MG, Belo Horizonte-MG and Sao Paulo-
SP. The way to do this through the computational implementation of the system of ordinary
differential equations that makes up the SIR model. The SIR (Susceptible-Infected-Recovered)
model is able to describe the spread of infectious diseases whose transmission occurs directly,
via person-to-person contact. It divides the population into three compartments (or classes)
and each of them indicates the current state of the disease in us. In this way, each individual
can belong to only one district per unit of time. In this work, a modified version of the SIR
model was used, in which neither a constant population nor a homogeneity of them in a class is
considered, basic assumptions of the classic SIR model. The data used to calibrate the model
were taken from epidemiological bulletins issued by the health departments of the states of Sdo
Paulo and Minas Gerais. The criterion adopted in the calibration of the model was to minimize
the sum of the square of the distance between the values of the model and the tools. It can be
seen, from the adjustment made, that the greater the oscillation of data at regular intervals of
time during a specific period, there was greater difficulty in finding good parameters for the SIR

model was experienced.

Keywords: COVID-19, Model SIR, Varginha-MG, Belo Horizonte-MG, Sdao Paulo-SP.
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1 INTRODUCAO

O ano de 2020 entra para a histéria como sendo aquele em que se teve inicio uma
pandemia que mudou a forma das pessoas interagirem [14]. A COVID-19 teve seu primeiro
caso registrado em 31 de dezembro de 2019, na cidade de Wuhan na China e, em 11 de marco

de 2020, ela ja era declarada pela Organizacdo Mundial da Saide como uma pandemia [9].

A partir daf a seguranca para "ir e vir'sem contagiar-se pelo novo coronavirus tornou-
se cada vez mais escassa e as cidades passaram a adotar protocolos sanitdrios a fim de impedir
que o nimero de casos da doenca alcancgasse patamares que pudesse colapsar o sistema de saide
[13].

Antever, com certa margem de seguranca, o nimero de infectados ao longo do ano
sO foi possivel gracas ao conhecimento - por parte da comunidade cientifica - acerca da forma
de evolucdo das doencgas epidemioldgicas. Neste sentido, a Epidemiologia Matematica, através
dos modelos matemdticos em epidemiologia, contribuiram para "jogar luz"num cendrio de in-
certezas produzido por uma doenga nova, cujos sintomas, passados mais de 10 meses desde seu

inicio, ainda nao sao todos conhecidos [4].

Os modelos epidemioldgicos sao modelos matematicos que buscam traduzir, por meio
de equagdes, as principais caracteristicas da evolugdo temporal da doenga estudada [35]. Como
mencionado no pardgrafo anterior, uma das utilidades destes modelos € sua capacidade de pre-
visdo. No entanto, ela ndo € a unica. A constru¢do e/ou manipulacdo dos modelos epidemio-
l6gicos também sdo uteis para auxiliar na identificagdo de quais sdo os principais fatores que

impactam na evolugdo e/ou controle de uma epidemia [35].

Se, por um lado, os modelos epidemioldgicos vem sendo utilizados, desde o inicio da
pandemia, para descrever a dinamica temporal da COVID-19 [20], por outro lado, tem-se que
(no que diz respeito ao inicio da fase em que o aumento no nimero de casos se tornou mais

intenso) diferentes regides tiveram evolugdo temporal distintas [8].

O presente trabalho insere-se neste contexto, ou seja, o objetivo aqui €, através do
modelo epidemioldgico SIR, descrever a evolucao da pandemia da COVID-19 em trés cidades
distintas: Sao Paulo/SP; Belo Horizonte/MG; e Varginha/MG. A escolha destes trés municipios
ndo foi aleatéria. Neste sentido, um primeiro fato a ser destacado é que todas elas pertencem a

regido Sudeste, uma das mais afetadas pela pandemia.

No caso da cidade de Sao Paulo, em particular, 17 foi o local onde houve o primeiro
registro da doenca no pais [24]; Ja Belo Horizonte, € a cidade mais populosa de Minas Ge-
rais, estado vizinho ao de Sdo Paulo; ja Varginha é uma cidade de porte médio, situada na
macroregido Sul de Minas, equidistante dos outros dois municipios. Adicionalmente, apesar de

vizinhos, os estados de Sao Paulo e Minas Gerais, segundo os registros oficiais, exibem conti-



gente de infectados muito distintos [24]. Assim, justifica-se um estudo em que estes municipios

sejam tomados como objetos centrais.

O texto do presente trabalho foi construido obedecendo a seguinte estrutura:

e Capitulo 2: Referencial Teorico. Neste capitulo sdo abordados trés grandes temas: pri-
meiro sdo abordadas as principais caracteristicas da COVID-19; depois sdo apresentados
os modelos epidemioldgicos, mencionando alguns dos mais utilizados; e, na sequéncia,
sdo destacados alguns dos principais trabalhos em que os modelos epidemiolégicos foram

utilizados para descrever a pandemia ocasionada pelo novo coronavirus.

e Capitulo 3: Modelo SIR. Este capitulo foi dedicado a descrever o modelo determinis-
tico SIR. Nesta etapa foram determinados os pontos de equilibrio do modelo cldssico
e analisada a estabilidade desses pontos. Na sequéncia, foi apresentado o modelo SIR

modificado, que é o que considera algumas hipéteses distintas da versao cldssica.

e Capitulo 4: Calibragem do Modelo SIR. Nesta etapa sao tratados dois topicos: inicia-se
com a descri¢do do banco de dados utilizado na pesquisa; e segue com a discussdo sobre

a estratégia para determinagdo dos parametros do modelo SIR.

e Capitulo 5: Resultados e Discussdo. Este capitulo traz os resultados para a dinAmica
temporal da COVID-19 nas trés cidades de interesse e, adicionalmente, faz uma discussao

acerca dos resultados obtidos.

e Capitulo 6: Consideracoes Finais. A etapa final destaca as principais conclusdes da
pesquisa, apresenta os desafios a serem superados para a elaboracdo de um estudo que
traduza de forma mais precisa a realidade, e também descreve as perspectivas para traba-

Ihos futuros.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O objetivo deste capitulo € apresentar as principais caracteristicas da COVID-19, cuja
evolucdo temporal € objeto de estudo neste trabalho; descrever o que sdo modelos (matemati-
cos) epidemioldgicos; e, numa ultima etapa, fazer um apanhado geral do que tem sido pesqui-
sado/desenvolvido em relacdo a modelagem da dinamica da COVID-19 via modelos epidemio-

légicos.

2.1 COVID-19

A COVID-19 é uma doenca causada pelo novo coronavirus. A expressao coronavirus
(CoV) refere-se a uma familia de virus que pode infectar animais e seres humanos, causando
doencas respiratdrias, hepdticas, gastrointestinais e neuroldgicas [34]. Dos diversos j4 iden-
tificados, ¢ o SARS-CoV-2 o responsavel pela COVID-19 [31], sendo que o seu periodo de

incubacdo € de 5 dias, com intervalo que pode variar de 2 a 24 dias [5].

Em relacdo aos sintomas da COVID-19 o espectro é amplo, sendo que os observados
com mais frequéncia foram os respiratérios como febre, tosse e fraqueza, alem de sintomas

digestivos como perda de apetite, diarreia e vomitos [16].

No entanto, uma das razdes para que esta doenca tenha se transformado em um pro-
blema de satide publica foi porque uma parcela significativa dos infectados ndo apresentaram
quaisquer sintomas (sdo assintomdticos ou oligossintomdticos') [31], o que fez com que a do-
enca tenha se espalhado de forma mais rdpida. Uma alternativa para contornar este problema

poderia ter sido a testagem massiva da populagio?.

A suscetibilidade a infec¢do € universal, isto €, qualquer individuo pode ser infectado,
sendo que a transmissdo ocorre por meio da disseminacdo de goticulas e aerossois, além do
contato com superficies contaminadas [5]. Em razdo disso € que, na auséncia de vacina e de
tratamento especifico, uma forma de controlar a disseminagdo da doenca € via distanciamento
social [35].

Cerca de 10% a 20% dos pacientes graves tem seu quadro de saide evoluindo para
sindrome do desconforto respiratério agudo (SDRA) que resulta em edema pulmonar ndo car-
diogénico e na necessidade de ventilacio mecanica [25]. O grupo de risco (para um mau prog-
noéstico da doenga) é composto por idosos e por pessoas com hipertensao arterial sist€mica,
cardiopatias, diabetes mellitus, doengas respiratdrias cronicas, doencas imunodepressoras, den-

tre outros [36].

1
2

apresentam poucos sintomas.
este trabalho estd sendo escrito em out/2020, logo, imunizar a populacdo ndo era (e ndo €é) uma alternativa
vidvel, haja vista que ainda ndo se tem disponivel vacina aprovada pelos 6rgaos sanitdrios.
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Em 22 de outubro de 2020, no Brasil, constavam no registro oficial 5.519.528 infecta-
dos pela doenca, dos quais 159.562 haviam evoluido para obito [24], ou seja, de acordo com os
registros oficiais a COVID-19 levou a 6bito 2,9% dos infectados. A taxa de letalidade, apesar de
ser conceitualmente simples, pode ser imprecisa a medida que haja subnotificacido no registro

de casos e obitos causados pela doencga [35].

Desde o inicio da contaminacao pelo novo coronavirus em que foi observado o seu alto
potencial de espalhamento [3], pesquisadores de diferentes paises tém trabalhado no desenvol-
vimento de uma vacina para controlar o avango da doenca [19]. Sabe-se, no entanto, que pode
levar meses até que se tenha doses disponiveis para toda a populagdo mundial, inclusive porque
ainda se tem muitas perguntas sobre a resposta de imunidade ao virus, o que pode se colocar

como um obstadculo para o desenvolvimento de uma vacina segura e eficaz [35].

Neste sentido, a modelagem matemaética continua se colocando como uma ferramenta
potencialmente util, pois através dela € possivel, por exemplo, simular computacionalmente di-
ferentes estratégias de vacinacao (a fim de identificar qual seria a escolha 6tima), especialmente

num contexto de dispor de recursos limitados para a imunizagao.

A préxima secdo € dedicada a apresentagdo dos modelos matematicos em epidemiolo-

gia.

2.2 Modelos Matematicos em Epidemiologia
De acordo com [30], a Epidemiologia € a

"ciéncia que estuda o processo saide-doenca em coletividades humanas, ana-
lisando a distribui¢do e os fatores determinantes das enfermidades, danos a
saude e eventos associados a saude coletiva, propondo medidas especificas de
prevencdo, controle, ou erradicagc@o de doengas, e fornecendo indicadores que
sirvam de suporte ao planejamento, administragdo e avaliacdo das acOes de

saude".

Ja a Epidemiologia Matemdtica é uma drea multidisciplinar, formada por epidemio-
logistas, bi6logos, matematicos e fisicos que, através da constru¢do de modelos matematicos,

trabalham unidos para descrever e compreender a dindmica das doencas epidemioldgicas [28].

Os modelos epidemioldgicos compartimentais sdo aqueles em que se admite que a
populacdo total pode ser dividida em compartimentos que refletem o momento, ou o estado, em
que os individuos se encontram no desenvolvimento da doenga. Nestes modelos um mesmo

individuo ndo pode fazer parte, simultaneamente, de dois compartimentos diferentes [35].

Trabalhar com modelagem matematica para descrever problemas reais significa ele-
ger, dependendo do problema e do propdsito da solugdo, algumas caracteristicas para serem

representadas pelas equacdes e outras para serem ignoradas. Assim, sdo hipéteses dos modelos
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compartimentais [35]:

¢ Homogeneidade dos individuos: considera-se que os individuos que se encontram num

mesmo compartimento possuem a mesma chance de ficar doentes.

e Homogeneidade do fluxo: considera-se que o contato entre os individuos de comparti-

mentos distintos se d4 de forma igual entre todos os elementos do compartimento.

Se, por um lado, pode-se dizer que ao assumir as hipdteses anteriores produz-se um
modelo que ignora aspectos que impactam no desenvolvimento de epidemias®*, por outro lado,
ao introduzir mais compartimentos ao modelo matematico, estas limitacdes podem ser contor-

nadas.

Na literatura podem ser encontrados modelos compartimentais famosos [35], como é
o caso de: SI (suscetivel-infectado)’, SIS (suscetivel - infectado - suscetivel).’, SIR (suscetivel
- infectado - recuperado)’ A partir destes derivam-se outros, como é o caso do modelo SIRS,
que permite que os individuos recuperados voltem as ser suscetiveis; o modelo SEIR, em que
contempla um compartimento para os individuos considerados expostos (E) a doenca; o MSIR,
que inclui a classe de imunes (M)®; MSEIR, que é o modelo SEIR adicionado da imunidade
(M); ou o MSEIRS, que pode descrever as doencas em que parte dos recuperados tornam-se

novamente suscetiveis [29].

As caracteristicas da doenga determinam o tipo de modelo a ser escolhido. Os mode-
los epidemioldgicos podem ser elaborados de forma a traduzir o cardter estocastico ou deter-
ministico do problema. Neste trabalho, o modelo escolhido para ser aplicado a modelagem da
COVID-19 foi o modelo deterministico SIR.

A préxima secdo € dedicada a trazer um compilado do uso de modelos epidemiol6gicos

compartimentais para descrever a doenca ocasionada pelo novo coronavirus.

3 nem todos os individuos tém a mesma probabilidade de ficar doentes: ji que esta probabilidade varia de acordo

com as caracteristicas bioldgicas (idade, estado do sistema imunolégico, predisposi¢do genética) e sociais
(hébitos, grau de exposic¢do) do individuo.

contato entre os individuos das populacdes de doentes e saudaveis ndo ocorre por igual: no caso de populagdes
fechadas e pequenas esta hipétese estd de acordo com o observado, mas nao € verdadeira em uma populagio
grande e com pouca mobilidade.

Exemplo de doenga descrita pelo modelo: AIDS. Este modelo descreve o comportamento de doengas sem cura
conhecida.

A Dengue pode ser um exemplo de doenca a ser descrita por este modelo. Aqui, o destaque a ser feito, é que
a dengue € uma doenca de transmissdo indireta, ou seja, € necessario um vetor (mosquito) para contaminar, a
partir de um individuo doente, outro que esteja saudavel.

este ¢ um bom modelo para descrever, por exemplo, as doengas infantis (sarampo, rubéola, etc), bem como, até
onde se sabe, a COVID-19.

que pode ser interessante, especialmente para aqueles casos em que a imunidade, obtida ao recuperar-se da
doenga, ndo € definitiva.
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2.3 Uso de Modelos Epidemiolégicos Aplicados a COVID-19

Diferentes modelos matematicos em epidemiologia t€ém sido utilizados para entender
a dinAmica da COVID-19 e prever qual seria sua evolugdo temporal. E importante destacar
que o uso dos modelos epidemioldgicos, dependendo do estdgio da evolugcdo da doenca, tem

propositos distintos.

Na fase inicial, objetiva-se utilizar seus resultados como um alerta do que pode vir
a ocorrer, caso nenhuma medida de controle seja utilizada. Em se tratando de epidemias /
pandemias, esta € a fase em que o “objetivo” do pesquisador € que suas previsdes ndo se con-
cretizem. Na fase intermedidria, em que se tem informacdes mais solidas sobre a dindmica da
doenca, os pesquisadores podem prover previsdes mais realisticas. Ja na fase final, ou apds o
término da pandemia, € momento de estudar quais foram os aspectos que precisam ser melho-

rados/ajustados, a fim de que seus modelos gerem melhores prognésticos.

Em especial, para o modelo SEIR, o mesmo foi utilizado tanto na sua abordagem es-
tocdstica, ou seja, quando o estado € indeterminado e também em sua versdao deterministica
afim de determina os resultados, exatamente, a partir das condi¢des iniciais. Os autores em [6]
simularam, utilizando abordagem estocdstica, em abril/2020, diferentes cendrios para a dina-
mica da COVID-19 na India. Na ocasido, suas simulag¢des indicaram que o pico da doenga no
pais ocorreria em julho e que, se nada fosse feito, em maio o sistema de saide no pais estaria
sobrecarregado. Acredita-se que, a exemplo de outros paises que viveram o inicio da pandemia
tardiamente (em relacdo a China e Europa), a India também teve a trajetéria da doenga modi-
ficada a partir do conhecimento técnico, pois o “pico” do nimero de casos ocorreu em 17 de

setembro de 2020, com o registro de 97.894 novos casos da doenca no pais’ [22].

Pesquisadores de outros paises também utilizaram o modelo SEIR em seus estudos.
O autores em [15] aplicaram o modelo SEIR para estudar estratégias de controle da pandemia
para a provincia Hubei na China. Os autores utilizaram, neste trabalho, inteligéncia artificial
(PSO algorithm) para determinar os parametros do modelo. Os autores em [26] subdividiram
o compartimento de infectados no modelo SEIR em infectados sintomaticos e infectados as-
sintomdticos. Com estas hip6teses, o0 modelo mostrou que medidas de controle, tais como,
distanciamento social, uso de mascaras em publico, lavagem frequente das maos, bem como

evitar viagens nao essenciais, sdo medidas eficientes para o controle da COVID-19.

Um grupo de pesquisadores brasileiros utilizaram o modelo SEIR para analisar a efi-
cécia do distanciamento social vertical para o controle da evolu¢do da COVID-19. No trabalho
desenvolvido por [12], eles consideraram a populacdo total dividida em faixas etdrias. Ao fa-
zerem isso, constataram que o distanciamento social vertical ndo era uma estratégia de controle
eficiente. Outra equipe brasileira utilizou o modelo SIR para gerar previsdes do nimero de

infectados pelo SARS-CoV-2 para metrépoles brasileiras [33]. Esta equipe considerou que

®  Em 22 de outubro de 2020 o pafs acumulava 7.761.312 de casos e 117.306 6bitos.
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nenhuma medida de controle seria aplicada para conter a doencga. Considerando uma taxa de le-
talidade de 1%, as simula¢des indicavam que o Rio de Janeiro seria a capital com maior nimero

de contaminados, enquanto Floriandpolis seria a com contigente menor.

Outras pesquisas utilizando o modelo SIR foram desenvolvidas com dados do Brasil.
Os autores em [21] utilizaram o modelo para prever a ocorréncia de COVID-19 em uma cidade
de médio porte no interior do estado do Parand. Ja Ribeiro (2020), fez projecdes da populacao

de contaminados para todos os estados brasileiros.

Os autores em [2] utilizaram o modelo SIR como forma de saber como a pandemia
poderia evoluir no tempo e, assim, tentar refletir/responder qual seria o impacto econdmico da
COVID-19 nos Estados Unidos.

De forma geral, pode-se afirmar que os modelos compartimentais foram amplamente
utilizados no sentido de dar ideia do que se esperar da pandemia (tanto no que diz respeito ao

tempo de duragdo dela, quanto em seu impacto social).

Dando sequéncia ao tema, € descrito no proximo capitulo, o0 modelo epidemioldgico

compartimetal SIR, base dos estudos desenvolvidos neste trabalho.



15

3 MODELO SIR

3.1 Modelo Classico

Dentre os modelos (epidemiolégicos) compartimentais, o0 modelo SIR, proposto pelos
autores em [18] no ano 1927, € um dos mais simples. Apesar disso, ele é bastante eficiente
ao representar a dinamica de doengas infecciosas. Neste modelo a populagdo é considerada
constante, o que significa que as taxas de natalidade e mortalidade sdo as mesmas. Para o

modelo SIR um individuo faz parte, obrigatoriamente, de um tinico compartimento.

No modelo SIR a populagdo total estd dividida em trés compartimentos distintos: sus-
cetiveis (S), infectados (I) e recuperados (R). A primeira destas categorias (S) é formada pelos
individuos que ainda ndo tiveram contato com o virus e podem vir a ficar doentes; a segunda (I)
€ constituida por pessoas que ja tiveram contato com o virus e agora sao agentes transmissores
da doenca; ja a terceira (R) refere-se aos individuos que ja estiveram doentes e agora apresentam

imunidade.

A Figura 1 mostra como funciona a dindmica do modelo, sendo que as setas indicam
a dire¢@o do movimento dos individuos. Nele considera-se que todo individuo que nasce € sus-
cetivel a contrair o virus (ou seja, nao hd nenhum tipo de imunidade que a mae possa transmitir
ao bebé). As taxas de natalidade e mortalidade sao representadas por i (1 > 0), enquanto que
a populacdo total € designada por N (N > 0). Assim, o total de nascimentos é representado

por uN. Por outro lado, tem-se que S + I + R = N, entdo o total de mortes € representado por

N = pS + pl + pR.
uN @ ST IR
.;13 \ul

Figura 1 — Esquema representativo da dinamica do Modelo SIR Cldssico, em que os parame-
tros positivos u, A e 7y representam as taxas de natalidade (e mortalidade), taxa de
infeccdo e taxa de recuperacdo, respectivamente.

1R

O termo A\I representa a forca da infeccdo. Existem diferentes possibilidades de se
traduzir matematicamente esse conceito. Neste trabalho optou-se por, como € frequente na
modelagem cléssica, considerar o principio da acdo das massas que diz que a forca de trans-

missdo/infeccdo depende da taxa de contato entre individuos suscetiveis e infectados.
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A dinamica do modelo SIR € descrita pelo conjunto de equagdes diferenciais:

5 = N —\SI—puS

dl —  \ST —~I — pl (3.1)

dat

Cil—lf = vl —uR

com condig¢des iniciais R(0) = 0, I(0) = Iy, S(0) = Sg = N — I e A\, > 0. O termo AST
representa a parcela de suscetiveis que torna-se infectados e [ refere-se a parcela de infectados

que recupera-se da doenga.

3.2 Equilibrios e Estabilidade Local

Consideremos a equagdo diferencial ordindria::

¥ = f(x), (3.2)
em que f : R — R™ ¢ um campo de vetores de classe C'*.

z

Definicao 3.2.1. Uma funcio diferencidvel ¢ : I — R"™ € uma solucdo da equacio diferencial

ordinaria

no intervalo [ se

dp

o (t) = f(p(t)) paratodo t € 1.

Na literatura existem diversas definicdes de estabilidade, nesse texto utilizaremos a

definicao de estabilidade no sentido de Lyapunov.

A grosso modo, uma solugdo ¢(t) para um sistema de equagdes diferenciais é estdvel
quando toda solucdo com valores iniciais proximos aos de ¢(t) estd definida para todo ¢ > 0 e

permanece préxima de ¢(t) para todo ¢ > 0. Formalmente temos a seguinte defini¢éo:

Definicio 3.2.2 (Estabilidade [32]). Seja ¢(t) uma solucdo de (3.2) definida para t > 0. Diz-
se que ¢(t) é estavel se para todo € > 0 existir § > 0 tal que se ¢(z) € solugdo de (3.2) e
|| (z) —¢(x)|| < entdo 1)(x) estd definida paratodot > Oe |[¢)(x) —¢(z)|| < € paratodo t >
(@) —(x)]| < 01implicalim, o || (2) —d(x)[| =0,
entdo ¢(x) diz-se assintoticamente estdvel.

0. Se além disso existir J; > 0 tal que |

Um caso especial de solugdes que apresentaremos a seguir sdo os pontos de equilibrio.

E para este tipo de solucio que estamos interessados em estudar estabilidade.
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Defini¢io 3.2.3 ([32]). Um ponto z* € R™ é um ponto de equilibrio do sistema (3.2) se f(z*) =
0.

Se z* € R™ € um ponto de equilibrio do sistema (3.2), entdo a solucdo ¢ de (3.2)

iniciando em x* no tempo ¢t = 0 é a fungdo constante, ou seja, ¢(t) = z* para todo ¢t € R.

Os conceitos propostos a seguir caracterizam a estabilidade de pontos de equilibrio.

Definicao 3.2.4 ([32]). Um ponto de equilibrio z* de (3.2) € estdvel se, para cada ¢ > 0,
existir um 0 > 0 tal que, para toda condi¢do inicial z, satisfazendo ||xy — 2*|| < J tem-se
||p(t, o) — x*|| < € para todo ¢t > 0.

Proposicao 3.2.1 (Pontos de equlibrio[35]). O modelo (3.1) admite dois pontos de equilibrio:
(St,17) = (N, 0), chamado de equilibro livre da infecgdo; e (53, I3) = (3£, % — &), deno-
minado equilibrio endémico.

Demonstragdo. Como N = S + [ + Rtem-se que R = N — (S + I). Logo, a solucdo de
equilibrio do Sistema (3.1) podera ser obtida resolvendo o sistema
0 = uN—AST —puS
g a (3.3)
0 = ANST —~I —pl

A solucdo de equilibrio de um sistema € aquela que faz com que as varidveis de estado

ds _ dI _

ndo variem, ou seja, procura-se (S*, I*) tais que &> = % = 0. Ou seja,

Da segunda equacdo do Sistema (3.3) tem-se que

0=AST =yl —pul = 0=IAS—~v—p)

ou seja,
I"=0 (3.4)
ou
S* — WT“ (3.5)

Substituindo a Equacgdo (3.4) na primeira equagio do Sistema (3.3) tem-se:
0=uN—-AST—uS = 0=puN —pus.

Logo,
S* = N, (3.6)

€, portanto, mostramos que
(ST, 17) = (N, 0). (3.7)
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Ao substituir a Equacdo (3.5) na primeira equagdo do Sistema (3.3) obtem-se:

0= uN —AST—puS = O:MN—A%LTMI—u% N (7+M)I:/¢N—u¥.
Logo temos:
N
=R (3.8)
0 o T
Portanto: N
x Tk YR B K
L)y=(—————=1]. 3.9
(27 2) ( )\ ’7+/L )\) ( )
|

Segundo [1] a taxa bésica de reprodu¢do de uma epidemia, Ry, que € um dos principais
conceitos em epidemiologia matemadtica, € o parametro que expressa o nimero de casos secun-
darios que um caso primario € capaz de produzir em uma populacgdo totalmente suscetivel. Esse

parametro € dado por:

A
Ry= 2. (3.10)
Dt

Note que substituindo a Equacdo (3.10) em (3.9) obtem-se que:

1 1
s5=1F 5 si= = si-
A 2 Ry
Y+u
© N A NRy—1
AN N ];:H<_N_1) Lo MR 1)
YHpoA A\ +p A
ou seja,
1 u(NRy—1)
L) =(—,— . 3.11
O parametro R, determina se uma doenca epidemioldgica tende a ser erradicada ou
nao.

e Se Ry > 1, entdo, em média, cada individuo infectado contamina mais de um membro da

populacdo, e assim um grupo auto-sustentado de infectados propagara.

e Se Ry < 1, entdo a epidemia ndo pode se manter por muito tempo porque, em média,

cada individuo doente contaminaria menos de um membro da populagdo.

3.2.1 Estabilidade local dos pontos de equilibrio

Uma questdo importante para qualquer sistema dindmico diz respeito a maneira pela
qual um equilibrio estdvel é eventualmente considerado. Por exemplo, podemos estar interes-
sados se as trajetérias sofrem oscilacdes conforme se aproximam do estado de equilibrio ou

tendem a atingir o estado estaciondrio suavemente. O modelo SIR é um exemplo de oscilador
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amortecido, o que significa que a dindmica inerente contém um forte componente oscilatorio,

mas a amplitude dessas flutuagdes diminui com o tempo a medida que o sistema se equilibra.

Aqui, vamos apresentar as ideias e métodos necessarios para determinar a estabilidade
dos pontos de equilibrio. Embora estejamos, especificamente, preocupados com o modelo SIR
aqui, a descri¢do dos conceitos serd feita de forma generalizada, podendo inclusive ser aplicada
a outros modelos. Suponha que tenhamos n varidveis de interesse, N;(i = 1,2,...n). Seja f
definida por f : 2 C R” — R em que (2 é um aberto de R". A dinamica do sistema &

governada por n equagdes diferenciais ordindrias acopladas (No modelo SIR, n = 3 ):

dN;
dt

= £i(N1,Na, ..., Ny) i = 1,2, ... m. (3.12)

Para explorar a dindmica de equilibrio, devemos primeiro determinar o estado (ou
estados) de equilibrio do sistema. Isso foi feito apresentagd em (3.9) ao mostrar o equlibrio
endémico, nesta generalizacdo € preciso resolver para as Ny, N, ..., N, varidveis de interesse,
observando que podem existir vérias solucdes. Sabemos que se o sistema estd em equilibrio, ele
permanecera em equilibrio. Vamos investigar o que acontece quando o sistema € (inevitavel-
mente) perturbado por esse estado. Matematicamente, estamos interessados em determinar as
consequéncias de pequenas perturbagcdes no estado de equilibrio. Isso é obtido observando as
taxas de variacdo dessas varidveis quando cada varidvel € ligeiramente deslocada de seu valor
de equilibrio. Fazendo as substituicdes N; = N; + e;, em que e; denota a perturbacio, nas
equagdes em (3.1) e explorando o crescimento ou declinio dos termos de perturbagao, e;, ao
longo do tempo. Em qualquer caso especifico, podemos realizar cada uma dessas etapas, mas

existe uma metodologia mais genérica.

Para um sistema de n equacdes diferenciais, haverd n autovalores e a estabilidade
serd garantida se a parte real de todos os autovalores for menor que zero, esses autovalores
geralmente sao nimeros complexos. Tendo estabelecido a utilidade dos autovalores, precisamos
explicar como calcular esses termos. Antes de fazermos isso, vamos apresentar uma matriz, J,

conhecida como Jacobiana:

of o .. i
ON1  ON» ONy,
of, of3 .. Ofs
N N Np,
J= | oA (3.13)
ofn, ofn ... Of;
ON1 0N ONnp,

A matriz Jacobiana representa a melhor aproximagdo linear de uma funcao F' diferen-
cidvel nas vizinhangas de um ponto. Semelhante a aproximacgdo de fun¢des de uma varidvel

pela derivada, uma funcdo vetorial diferencidvel num ponto zy pode ser aproximada por

F(x) ~ F(x0) + Jp(xo) - (z — 20)"
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sendo x um ponto préximo de zy. Essa aproximacgdo € de grande importancia no cidlculo numé-
rico, onde a Jacobiana e o seu determinante sdo utilizados para resolver sistemas ndo-lineares

pelo método de Newton (ou método do Gradiente Iterativo).

Os termos f; referem-se as fungdes f;(Ni, N, ..., N,,) calculadas no equilibrio, ou
seja, fi(N7, N3, ...,N¥). Os autovalores a;(i = 1,2,...,n) sdo as solu¢des do determinante
(J - AI) =0, em que I é a matriz de identidade. Esta operacdo dard origem a um polindmio em
a de ordem n. Este polindmio é chamado de polindmio caracteristico, que, quando definido

como igual zero e resolvido, d4 origem aos autovalores (ay, as, ..., Gy, ).

Agora, vamos aplicar essas ideias ao sistema de equagdes do modelo SIR. A matriz

Jacobiana associada ao modelo SIR é dada por:

—\*—p Y
J= A* AS* —(n+7) 0 |. (3.14)
0 gl —H

Logo, o polindmio caracteristico sera:

A —p—a)AS"— (p—7) —a+ A["AS*(p—a)] = 0. (3.15)

Observe que (u — A) pode ser fatorado imediatamente, fornecendo um autovalor a; =
—u que € negativo. As duas solucdes restantes ay € az sdo encontradas resolvendo a seguinte

equagdo quadratica:

A" —p—a)[AS* — (n—7) —a+ A["AS*] = 0. (3.16)

Vamos primeiro considerar o equilibrio livre de doencas. Com as substitui¢des apro-

priadas (S} = N e I;* = 0), temos:

(= —a)[AN = (p+~) —a] =0. (3.17)

Equacéo (3.17) tem duas solugdes, a; = —p e a3 = AN — (u + ). Para que esse
equilibrio seja estdvel, precisamos garantir que todos os autovalores sejam negativos, portanto,

o critério de estabilidade torna-se AN < u + v, o que se traduz em garantir Ry < 1.

Para explorar o equilibrio endémico, novamente substituimos as expressdes de S; e
15 no sistema (3.3) e exploramos a condi¢cdo necessdria para que os dois autovalores restan-
tes sejam negativos. Depois de fazer algumas simplificacOes, chegamos a seguinte equacao

quadratica:

a® + pRoa + (u+y)u(Ry — 1) = 0, (3.18)
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cujas solucdes resultam:

1y — B0 E V(R0 — (R — 1)t +7)] (3.19)
| 5 . .

Podemos progredir um pouco mais com (3.19) para alcancarmos um possivel resultado
que nos traga um pouco mais de informagdoes. Para isto, basta notar que (uR2y)* é pequeno o

bastante para ser ignorado e, portanto, podemos aproximar as solugdes a3 para:

—[LRU 1
2 (R —1D)(p+7)

em que ¢ = y/—1. Portanto, o equilibrio endémico € vidvel apenas quando R, é maior do

(3.20)

@23 ~

que um, mas é sempre estavel. Sejam \;,7 = 1,2,...,n o conjunto de autovalores calculados
tal que um deles seja dominante, ou seja, |A1| > |Ao| > |A3] > ... > |A,] > 0. Como os
autovalores dominantes que calculamos sdo complexos, o equilibrio € alcangado por meio de
dindmica oscilatdria, isso porque ele depende de um periodo, que é o tempo necessdrio para
completar uma oscilagdo. O periodo dessas oscilacdes amortecidas, P, é determinado pelo

inverso da parte imagindria dos autovalores multiplicado por 27:

P~ 2my/u(Ro — 1) (i + 7). (3:21)

3.3 Modelo SIR modificado

Quando se objetiva utilizar um modelo matemadtico para descrever a evolucdo tem-
poral de uma doenca, é importante se perguntar se as principais caracteristicas da doenga sdao
contempladas pelas equagdes. No caso da COVID-19, algumas caracteristicas a conduziram
ao status de pandemia. Ou seja, em se tratando da doenca causada pelo novo coronavirus a
densidade populacional, alta transmissibilidade, alta mobilidade dos individuos, ndo homoge-
neidade da populacdo, além da indisponibilidade de uma vacina adequada, sdo caracteristicas

que precisam ser consideradas na formulacao.

Nesta secdo estd a descricdo do modelo SIR, modificado em relagao a sua forma clas-

sica, e proposta por [8]. Esta serd a versdo utilizada nesta monografia.

Uma das principais suposicoes do modelo SIR clédssico € que hd uma mistura homo-
génea das populacdes infectadas e suscetiveis e que a populacdo total é constante no tempo.
No modelo SIR cléssico, a populagdo suscetivel diminui monotonicamente, conforme vimos na
secdo anterior, para zero. No entanto, essas suposi¢des ndo sdo validas no caso da dissemina-
¢do do virus COVID-19, uma vez que novos epicentros surgem em épocas diferentes. Para dar
conta disso, a proposta feita pelos autores para a modificacdo do modelo SIR ndo considera a

populacdo total ao ivés disso toma a populagdo suscetivel como uma varidvel a ser ajustada em
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varios momentos para afim de contabilizar novos individuos infectados que se espalham por
uma comunidade, resultando em um aumento na populagdo suscetivel, ou seja, aos chamados

surtos.

O modelo SIR modificado que usaremos aqui herda algumas semelhangas de seu pre-
cursor, ja que também é dado por um sistema de trés equacdes diferenciais ordindrias além
disso, pode ser usado para obter uma melhor compreensao de como o virus se espalha dentro de
uma comunidade de populagio varigvel [8]. E importante ressaltar que ele pode ser usado para
fazer previsdoes do nimero de infec¢des e mortes que podem ocorrer no futuro e fornecer uma
estimativa da escala de tempo para a duracdo do virus dentro de uma comunidade. Ele também
nos fornece pistas sobre como podemos diminuir o impacto do virus, o que é quase impossivel
discernir apenas pelos dados registrados. Consequentemente, o modelo SIR modificado que
vamos reutilizar para as cidades estudadas neste trabalho pode fornecer uma estrutura tedrica e
previsdes que podem ser usadas por autoridades governamentais para controlar a disseminagao
de COVID-19.

A modificagdo proposta pelos autores em [8] tem sua utilidade destacada pois possi-
bilita que o novo modelo seja implementado e usado para obter uma melhor compreensdo de
como o virus COVID-19 se espalha dentro de comunidades de vdrias populagdes no tempo,
incluindo a possibilidade de picos nas populacdes suscetiveis. Assim, o modelo SIR modifi-
cado € projetado para remover muitas das complexidades associadas a evolu¢do em tempo real
da propagacdo do virus, de uma forma que seja util tanto quantitativa quanto qualitativamente.
Além de continuar com trés equagdes diferenciais ele também preserva as caracteristicas dos
individuos da populacéo sendo os individuos suscetiveis, S(t), aqueles que ndo estdo infec-
tados, mas podem ser infectados. Um individuo suscetivel pode ser infectado ou permanecer
suscetivel. Conforme o virus se espalha de sua fonte ou novas fontes ocorrem, mais individuos
serdo infectados, portanto, a populagdo suscetivel aumentard por um periodo de tempo (periodo
de pico), individuos infectados, I(t), Sdo aqueles individuos que ja foram infectados pelo virus
e podem transmiti-lo aqueles individuos suscetiveis. Um individuo infectado pode permanecer
infectado e pode ser removido da populagdo infectada para se recuperar ou morrer, individuos
removidos, R,,(t), sdo aqueles individuos que se recuperaram do virus e sdo considerados imu-
nes, R,,(t) ou morreram, D(t). Além disso, presume-se que a escala de tempo do modelo seja
curta o suficiente para que nascimentos e mortes (exceto mortes causadas pelo virus) possam
ser negligenciados e que o nimero de mortes pelo virus seja pequeno em comparacao com a

populacdo viva.

Com base nesses pressupostos e conceitos, as taxas de mudanca das trés populacdes

sdo regidas pelo seguinte sistema de de equacdes diferenciais, o que constitui o modelo SIR
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modificado que iremos utilizar

BO - — a8t
a0 = qSE)I(t) — bI(t) (3.22)
Bmlt) bI(t)

em que a e b sdo parametros reais, positivos, do crescimento exponencial inicial e decadéncia

exponencial final da populagado infectada /.

A evolucdo da populagdo infectada [ € governada pela segunda equacao diferencial
de (3.22), em que a € uma constante que representa a taxa de transmissdo e b a constante da
taxa de remogdo. Os autores definem em [8] a taxa reprodutiva efetiva basica R. = aS(t)/b,
pois dela depende o destino da evolucao da doenga. Se R, for menor do que um, a populagdo
infectada / diminuird monotonicamente para zero e se for maior do que um, aumentard, ou seja,
sedl(t)/dt <0= R. <lesedl(t)/dt >0= R.> 1. Assim, a taxa reprodutiva efetiva R,
atua como um limite que determina se uma doenga infecciosa morrerd rapidamente ou se levara

a uma epidemia.

Os dados utilizados sdo o total de casos I¢,, nimero de individuos infectados 7¢ e

ébitos D?. Consequentemente, o nimero de remogdes pode ser estimado a partir dos dados por

R: =18 — 14— D? (3.23)

m

Uma vez que queremos ajustar as solucdes numéricas para o novo modelo SIR para os
dados obtidos em [17], para cada conjunto de dados (Sao Paulo, Belo Horizonte e Varginha),
também consideramos as condigdes iniciais no intervalo [0, 1] e escalonamos por uma escala
fator f para ajustar os dados registrados por inspe¢do visual. Em particular, as condi¢des iniciais
para as trés populacdes sdo definidas de modo que S(0) = 1 (ou seja, todos os individuos sdo
considerados suscetiveis inicialmente), I(0) = R,,(0) = I¢_ /f < 1, onde I% € o nimero

maximo de individuos infectados /?. Consequentemente, os pardmetros a, b, f e I%  sdo
calibrados manualmente para ajustar os dados registrados da melhor forma possivel, com base

em uma abordagem de tentativa e erro e inspecoes visuais.

Neste contexto, S, I e R, > 0 em qualquer ¢ > 0. O sistema (3.22) pode ser resolvido
numericamente para obter como as populacdes escalonadas (por f) suscetiveis S, infectadas

e It,,, removidas evoluem com o tempo, em boa concordancia com os dados registrados.

Notoriamente, o que é importante ao estudar a propagacdo de um virus € o nimero de
mortes D e as recuperagdes 2 no tempo. Como esses niimeros ndo sdo fornecidos diretamente
pelo modelo SIR, estimamos primeiro, plotando os dados para mortes D? versus as remogdes

R, onde RY = D4+ R? = [?. — 4 e, entdo, ajustar os dados tragados com a fungdo ndo



24

linear:

D = Dy(1 — e Fim), (3.24)

em que Dy e k s@o constantes estimadas pelo ajuste ndo linear. A funcdo € expressa apenas em
termos de valores do modelo e € ajustada a curva dos dados. Assim, tendo obtido D do ajuste
ndo linear, o nimero de recuperagdes I, pode ser descrito no tempo pela simples observacao
que € dado pelas remog¢des escalonadas, [?,, do modelo SIR modificado, menos o nimero de

mortes, D:

R=R, —D. (3.25)
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4 CALIBRAGEM DO MODELO SIR

De acordo com Bassanezi ([4]):

"A calibragdo de um modelo matemadtico se refere ao processo de ajuste de
parametros deste modelo para que ele seja capaz de representar a drea em
estudo de uma forma adequada, coerente com a realidade observada. Nesse
processo, em geral, necessita-se dispor de um conjunto de dados medidos,
correlacionados. A partir do ajuste que leva a reproducdo de um evento, o
modelo passa a ser testado para outros eventos e seu comportamento avaliado
de forma a verificar a adequacg@o dos ajustes, para situacdes diversas daquela

para a qual os parametros foram definidos é a chamada validagdo."

Assim, o objetivo deste capitulo é determinar, com base nos registros da COVID-19
disponibilizados pelas Secretarias Estaduais de Satde!, os pardimetros a e b para o Modelo SIR
modificado (3.22).

4.1 Observacoes Utilizadas no Ajuste dos Parametros

Os parametros a e b do Modelo SIR modificado (3.22) foram determinados a partir do

ajuste entre a saida do modelo e os registros de novos casos de COVID-19.

As informacdes observadas, utilizadas no ajuste, foram extraidas dos boletins epide-
mioldégicos emitidos pelas Secretarias Estaduais de Satde dos estados de Sdo Paulo e Minas
Gerais [17]. Estes continham informacgdes didrias sobre o nimero total de casos da doenca,
para cada uma das cidades do referido estado, e também o ndmero total de 6bitos ocasionados

pelo novo coronavirus.

Para facilitar a anélise e utilizacdo destes dados, eles foram agrupados por semanas
epidemioldgicas. Ou seja, semanas que passaram a ser contabilizadas a partir do registro do
primeiro caso de COVID-19 no Brasil. Este primeiro caso foi registrado na cidade de Sao
Paulo no dia 26 de fevereiro de 2020.

A Figura 2 exibe os dados utilizados para o ajuste do modelo SIR. Nela € possivel
visualizar a evolu¢do da pandemia, desde o seu inicio, nas cidades de Sao Paulo (SP), Belo
Horizonte (MG) e Varginha (MG).

Esta mesma figura (Figura 2) evidencia, por um lado, o momento em que a pandemia

ganha forca em cada uma das cidades; e, por outro lado, mostra a diferenca na dimensao das

' os dados das Secretarias Estaduais de Satide foram obtidos através do repositério BRASIL.IO (2020) que é

uma plataforma que, por meio de voluntdrios, compila diariamente as informacdes divulgadas pelos boletins
epidemioldgicos dos 6rgaos oficiais de saude.
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Figura 2 — Dados sobre COVID-19 para: Sdo Paulo (sdo os dois graficos SUPERIORES),
Belo Horizonte (sdo os dois grificos CENTRAIS) e Varginha (sdo os dois graficos
INFERIORES). Coluna a ESQUERDA exibe os valores semanais de novos casos e
novos 6bitos em cada cidade. Coluna a DIREITA exibe os valores acumulados de
casos e Obitos para cada municipio. Em AZUL estdo as informagdes sobre novos
casos, com valores no eixo a esquerda; e em VERMELHO estdo as informacdes
sobre 6bitos, com quantitativo no eixo a direita.

populacdes que foram contaminadas pelo coronavirus em cada um dos municipios. No caso

de Sao Paulo o acumulado estd na casa de centenas de milhares de pessoas; Belo Horizonte

tem total de contaminados que somam dezenas de milhares de individuos; ja em Varginha, o

acumulado atinge milhares de pessoas.

Enquanto Sao Paulo e Belo Horizonte, na 33* semana, ja ddo sinais de desacelerag¢do no

crescimento da curva de contaminados, Varginha parece ainda estar em expansao deste quadro

- apesar da sua curva de 6bitos acumulados nao seguir esta tendéncia (o que é um fato possitivo,

pois sinaliza uma possivel diminui¢do da letalidade da doen¢a no municipio).



27

Apesar dos casos de COVID-19 e mortes causadas pela doengas estarem esbogadas
num mesmo grafico, é importante destacar o grau de magnitude destas duas informacdes. Aqui
cabe o destaque que a escala de valores associada aos 6bitos numa localidade € 10 (dez) vezes
menor (valores constantes no eixo a direita) que a escala de valores associada ao nimero de

casos.

Finalmente, um ultimo aspecto que merece destaque em relacao aos dados diz respeito
a variabilidade nas informagoes. E importante perceber que a variabilidade torna-se, proporci-
onalmente, maior a medida que o contingente de casos for menor. Esta € a razdo, por exemplo,
para perceber em relacdo aos 6bitos, uma variabilidade acentuada nos registros em Varginha.
Trata-se de uma localidade que soma, ao final do periodo considerado® 42 mortes. Assim,
quando na 28 semana nao houve registro de 6bitos na cidade (sendo que na semana anterior
havia ocorrido 5 casos, e na posterior 2 casos) pareceu que a letalidade havia sofrido uma queda
brusca. No entanto, quando se analisa os valores absolutos nota-se, por exemplo, que na 25%
semana em Belo Horizonte houve uma variacdo no nimero de ¢bitos muito maior do que em
VArginha (na 24* semana foram 138 casos; na 25* 74 casos; e na 26 96 casos), mas que num
contexto de ter um total de 1465 mortes, a diferenca de 74 casos da 24" para a 25* semana nao

foi tdo perceptivel.

A préxima secdo traz a forma com que, a partir dos dados recém apresentados, os

parametros do modelo SIR foram determinados.

4.1.1 Meétodo de Ajustes dos Parametros

Como mencionado anteriormente no texto, o objetivo do ajuste dos parametros do
modelo SIR consiste em determinar a e b de tal forma que o modelo epidemiolégico consiga
reproduzir da melhor forma possivel o que € visto nas observacdes (registros de COVID-19). A

Figura 3 exemplifica isso.
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Figura 3 — (A ESQUERDA) Registros semanais dos casos de COVID-19 em Belo Horizonte.
(A DIREITA) Exemplo (hipotético) do que poderia ser I(t) depois de ajustados os
parametros do modelo SIR.

2 os dados foram considerados até 30 de outubro de 2020, término da 33* semana epidemiolégica no Brasil.
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Existem diversas formas de se realizar o ajuste tal como € o necessério aqui. Se, por um
lado, existem alternativas que produzem resultados mais (ou menos) precisos, por outro lado,
tem-se que o preco pago por um eventual ganho de precisdo, geralmente, envolve um aumento

na complexidade da resolu¢do numérica e implementacao computacional.

Levando em consideracdo a estrutura dos dados da COVID-19 optou-se por, neste
trabalho, considerar que o melhor ajuste para a curvas () é aquele cujo quadrado da distancia
entre a funcdo (solu¢do do modelo SIR) e os pontos de observagdo € a menor possivel. A Figura
4 exibe a estrutura desta ideia para a curva I (t).

Casos Semanais
8000
7000
6000
5000

4000

3000
2000
1000 "M
0 et eEld —

Figura 4 — Esquema explicativo da ideia do ajuste implementado neste trabalho para determi-
nacao dos parametros a e b

Numericamente, o problema a ser resolvido consiste em determinar a € b que minimize
F(a,b) definida por:

N
F(a,b) = (Inova(a, b, ;) — Obs(x;)), (4.1)

=1
com N sendo o nimero de dias com observagdes disponiveis; 1,04 (a, b, ;) a fungdo de infec-
tados, solu¢dao do modelo SIR, e que depende dos parAmetros a e b; e Obs;(x;) a quantidade de

infectados nos pontos ;.

. 0000

0000 0002 0004 0008 0008 0010

Figura 5 — Varginha - MG. Relagado entre os Infectados Observados € os Infectados Previstos
pelo modelo SIR para os pardmetros a e b 6timos.
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A Figura 5 ilustra (para a cidade de Varginha-MG) os parametros a € b que minimizam
a F'(a,b). Na 5 ¢é possivel identificar os pontos em que o modelo SIR sub e/ou superestima os
infectados, se comparado com as observagdes. Apesar de intuitivo o critério de escolha dos pa-
rametros (como estando associado a minimizac¢do do quadrado da distancia entre as obervacoes
e o modelo), na pratica, trata-se de um método que esconde um complicador: o de ndo se saber,
com antecedéncia, qual € a faixa de valores que deve ser considerada para a e b, uma vez que a

Unica restri¢do assumida para estes parametros € que eles precisavam ser valores positivos.

Isso significa que € necessdrio fazer uma varredura nos parametros em questao verifi-
cando se, para o intervalo considerado, F'(a, b) foi minimizada. Caso ndo tenha sido, é neces-
sdrio que uma faixa maior de valores seja investigada. Ou seja, a estratégia adotada consistiu
em investigar os valores de /' em fun¢@o de (a, b). A Figura 6 exibe uma cole¢ao de pontos que

minimizam F'(a,b) e a Figura 7 exibe quando a solugdo é encontrada.

LN(1+distancia)

Figura 6 — Grafico de In(1 + F'(a,b)). Tlustracdo da andlise exploratéria dos pardmetros a e b
do modelo SIR modificado (dados de Varginha-MG).
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Figura 7 — Candidatos a minimo de F'(a,b). Ilustracdo da andlise exploratéria dos parimetros
a e b do modelo SIR modificado (dados de Sao Paulo-SP).

A solucdo do modelo SIR foi encontrada numericamente através do método Euler
Modificado, com passo de tempo % = 0.2 de dia, e implementa¢do computacional realizada

utilizando o software livre R, via plataforma R - Studio (R, 2015).
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Este capitulo traz os resultados gerados, a partir do modelo SIR modificado 3.22, para
a evolugdo temporal da pandemia de COVID-19 nas cidades de Varginha-MG, Belo Horizonte-
MG e sao Paulo-SP.

Com base na estratégia de ajuste dos parametros apresentada no capitulo anterior, tem-
se que os valores de a e b que fazem com que o modelo SIR melhor se ajuste aos dados obser-
vados sdo exibidos na Tabela 1.

Tabela 1 — Parametros a e b do modelo SIR modificado 3.22, associados a descricao da COVID-
19 nas cidades de Varginha-MG, Belo Horizonte-MG e Sao Paulo-SP.

a b
Sédo Paulo-SP 3,6018 3,5644
Belo Horizonte-MG  4,3286 4,2906
Varginha-MG 0,3762 0,3202

O modelo SIR ajustado para a cidade de Sao Paulo indica que o pico de contaminacao,
ao menos em relacdo a primeira onda de contagios, ja ocorreu. A Figura 8 exibe a comparagao

entre as observacoes (registros de COVID-19) e a curva descrita pelo modelo.

INFECTADOS - Casos Semanais - 530 Paulo/SP INFECTADOS - Casos Acumulados - S8o Paulo/SP

40 0 50 100 150

——Modelo SIR @ Observactes ——Modelo SIR + Observagbes

Figura 8 — Infectados na cidade de Sao Paulo. (A ESQUERDA) Novos infectados semanais.
Em preto estdo as Observacdes, e em vermelho estd a previsio feita pelo SIR; (A
DIREITA) Infectados Acumulados (dados diarios). Em preto estio as observacoes e
em vermelho estd a previsao do modelo.

O gréfico a esquerda, na Figura 8, exibe a comparacio entre 0s novos casos semanais
de COVID-19, disponibilizados pela Secretaria de Saide do estado de SP, e a previsao feita pelo
modelo SIR. E possivel notar que de uma forma geral o modelo tende a subestimar o nimero de
infectados. Até a vigésima semana os valores previstos pelo modelo estavam diferindo pouco
do observado. No entanto, a partir deste marco o modelo passou e as observacdes comegaram a
se distanciar ainda mais. Através do grafico a direita, da Figura 8, é possivel identificar melhor

0o momento em que o modelo passa a informar menos infectados que o observado.
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Nota-se (pela Figura 8 que em torno do 170 dia, o ndmero de regsitros de COVID-19
exibe um pequeno salto. E interessante observar que isso coincide com o momento (24 de maio

de 2020) a partir do qual a taxa de isolamento social em Sao Paulo passa a ficar abaixo de 55%
(101’

Modelo SIR - S&o Paulo/SP Modelo SIR - Sdo Paulo/SP

50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

——Suscetivel ——Recuperados ——Infectados

Figura 9 — Evolucdo temporal (diaria) da COVID-19, descrita pelo modelo SIR, para a cidade
de Sdo Paulo. (A ESQUERDA) Populagio de sucetiveis; (A DIREITA) Populagdes
de Infectados (vermelho, eixo secundéario) e Recuperados (verde).

A Figura 9 exibe a dinamica temporal da COVID-19 modelada pelas equagdes do
modelo epidemioldgico SIR, considerando os pardmetros a e b determinados com as técnicas
descritas no capitulo anterior. E importante destacar que a populacio de sucetiveis, apesar de
diminuir, ndo tende para zero. E isso é bom e estd totalmente de acordo com a realidade, uma
vez que o valor 1 (um) representa a populacao total da cidade de Sao Paulo, ou seja, em torno
de 12,3 milhdes de pessoas. De acordo com a Secretaria de Saide da cidade de Sdo Paulo [11],
até 30 de outubro de 2020 quase 512 mil pessoas receberam alta apds passarem pelos hospitais

de campanha instalados na cidade.

Neste sentido € interessante observar que, de acordo com as observacdes exibidas na
Figura 2, ou seja, de acordo com os dados oficiais, o numero total (acumulado) de infectados
até 30 de outubro de 2020 somava cerca de 300 mil, isto €, menos que os 512 mil liberados dos
hospitais de campanha. Este destaque € importante pois ele revela que ainda existe uma falta de
atualizacdo nos dados oficiais, o que € essencial para poder entender de forma mais acertada a

dinamica da doencga.

No caso de Belo Horizonte-MG, o ajuste entre as observagdes e a saida do modelo pode
ser vista da Figura 10. E possivel notar que até a 15 semana (término 03 de junho de 2020) o
modelo e os dados praticamente coincidiam. No entanto, a partir do 110° dia a diferenca entre
os valores destas duas séries comegou a aumentar. E interessante perceber que isso coincide
com os dias seguintes a divulgagcao da primeira fase de flexibiliza¢do da quarentena na cidade

(25 de maio) que teve inicio em 08 de junho de 2020 [23].

1

apesar da Organizacdo Mundial da Saide (OMS) recomendar uma taxa de isolamento social de 70% para que
o espalhamento do novo coronaviruos diminua de velocidade, entende-se que 55% ¢é o minimo aceitavel para
que a pandemia esteja sob controle ([31]).
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INFECTADOS - Casos Semanais - Belo Horizonte/MG INFECTADOS - Casos Acumulados - Belo Horizonte/MG

——Modelo SIR  ® Observacgtes —Modelo SIR » Observactes

Figura 10 — Infectados na cidade de Belo Horizonte. (A ESQUERDA) Novos infectados sema-
nais. Em preto estdo as ObservacOes, € em vermelho esta a previsao feita pelo SIR;

(A DIREITA) Infectados Acumulados (dados didrios). Em preto estdo as observa-
¢coes e em vermelho esta a previsao do modelo.

Através das Figuras 10 e 11 pode-se concluir que o pico de contaminac¢des na cidade
de Belo Horizonte jd ocorreu e que valores maiores que os observados na 24 semana (em torno

do 160° dia) s6 devem ser registrados caso ocorra uma segunda onda de contaminacao.

Modelo SIR - Belo Horizonte/MG Modelo SIR - Belo Horizonte/MG

50 100 150 200 250 300 o 50 100 150 200 250 300

—— Suscetiveis ——Recuperados ——Infectados

Figura 11 — Evolucdo temporal (didria) da COVID-19, descrita pelo modelo SIR, para a cidade
de Belo Horizonte. (A ESQUERDA) Populagdo de sucetiveis; (A DIREITA) Po-
pulacdes de Infectados (vermelho, eixo secundario) e Recuperados (verde).

Vale destacar que o valor 1 (um) para a Belo Horizonte representa um valor em torno
de 2,5 milhdes de habitantes. De acordo com o modelo SIR, em torno de 40 mil individuos
deixaram de ser sucetiveis. J4 em Varginha (Figura 13), o pico ocorreu entre a 20* e a 25¢

semana epidemioldgica, ou seja, durante o més de julho.

Pela Figura 12 nota-se que o modelo SIR estd com tendéncia a superestimar os valores

de infectados, afetando a estimativa das populagdes de susctiveis e recuperados.

Das 3 (trés) cidades analisadas, Varginha era a que exibia séries temporais com maior
variabilidade nos valores de infectados. Varginha foi também a cidade cuja curva ajustada ficou
mais distante dos dados observados. Apesar disso, hd um aspecto interessante na evolucao tem-

poral da doenca na cidade. Das trés localidades estudadas foi a menor delas a que teve o menor
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INFECTADOS - Casos Semanais - Varginha/MG INFECTADOS - Casos Acumulados - Varginha/MG

35 o 50 100 150 200 250

——Modelo SIR  ® Observacgtes —Modelo SIR » Observactes

Figura 12 — Infectados na cidade de Varginha. (A ESQUERDA) Novos infectados semanais.
Em preto estio as Observagdes, e em vermelho est a previsio feita pelo SIR; (A
DIREITA) Infectados Acumulados (dados didrios). Em preto estdo as observacoes
e em vermelho estd a previsao do modelo.

Modelo SIR - Varginha/MG Modelo SIR - Varginha/MG

100 200 300 400 500 o 100 200 300 400 500
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Figura 13 — Evolucao temporal (didria) da COVID-19, descrita pelo modelo SIR, para a cidade
de Varginha. (A ESQUERDA) Populacgao de sucetiveis; (A DIREITA) Populacdes
de Infectados (vermelho, eixo secundario) e Recuperados (verde).

tempo de quarentena®. Apesar disso, de acordo com os dados oficiais, a doen¢a permaneceu

sob controle.

2 O comércio reabriu a partir de 20 de abril de 2020.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

As respostas a pandemia do novo coronavirus sdo um desafio gigantesco. A especifici-
dade do conhecimento e das intervengdes deve estar articulada a construcao de um pensamento

epidemioldgico abrangente.

Tem-se que a COVID-19 € uma das doenca que mais mata por dia no Brasil € no mundo
[7]. Esta doenga trouxe mudancgas radicais nos habitos da populacdo mundial, principalmente
com a ado¢do de medidas de distanciamento e/ou isolamento social, com foco em tentar conter

a expansdo das contaminacdes.

Apoiado em conhecimentos de matematicos (tedricos e de cédlculo numérico) e em
programacdo, este trabalho de monografia usou o modelo epidemiolégico SIR para descrever o
comportamento da pandemia ocasionada pelo novo coronavirus nas cidades de Sdo Paulo-SP,
Belo Horizonte-MG e Varginha-MG.

Percebeu-se que foi possivel determinar, com base nos registros obtidos dos boletins
epidemioldgicos para cada uma das cidades, os parametros a e b do modelo SIR que descreviam

as taxas de infeccdo e recuperacgdo, respectivamente.

Com posse destes parametros foi feito o ajuste do modelo para cada uma das localida-
des. Através da simulacdo do modelo SIR ajustado foi possivel inferir que o pico de contagios
nas cidade de Sdo Paulo, Belo Horizonte e Varginha ja ocorreu. Ainda com base nas simula-
¢oes, o modelo SIR para as cidades de Sao Paulo e Belo Horizonte exibiram uma tendéncia a

subestimar os infectados, enquanto que em Varginha foi verificado o oposto.

Houve indicios de que os dados referentes a pandemia sdo diferentes a depender da
fonte que os divulga e que, possivelmente, tal qual foi mencionado por Prado et. al. [27], pode

haver um cendrio de subnotificagdo nos registros de casos de COVID-19.

Adicionalmente, foi possivel constatar que quanto mais oscilam os registros de COVID-
19, mais dificuldade se tem para determninar (bons) pardmetros que facam com que as solucdes

do SIR reproduzam o comportamento dos dados observados.

Entende-se que o trabalho pode se tornar ainda mais interessante e com resultados
significativos se forem introduzidas a mortalidade como uma varidvel de estado, e as taxas de
infeccdo e recuperagdo como fungdes que considerem distanciamento social e condi¢do socio-
econdmica. Estas alteracdes mencionadas fazem parte dos trabalhos a serem desenvolvidos no

futuro.
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