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RESUMO

O presente artigo oferece uma analise aprofundada do ensino de progressdes geométricas,
explorando, a0 mesmo tempo, conceitos de fungdes exponenciais e a propriedade das poténcias
de logaritmo. Para tornar o aprendizado mais envolvente e pratico, o estudo empregou a
metodologia de Modelagem Matematica e integrou a disciplina com a Biologia, conduzindo um
experimento simulando a despolui¢do de um lago. O objetivo primordial consistia em desenvolver
um modelo matematico capaz de determinar a quantidade de poluentes no lago-modelo ao longo
do tempo. Os resultados obtidos destacaram a importancia da abordagem por meio da modelagem
matematica, capacitando os estudantes a adquirirem habilidades valiosas e compreender a
utilidade da matematica em suas vidas cotidianas. A aplicacdo da modelagem matematica no
contexto educacional demonstrou-se notavel, proporcionando aos alunos a aquisi¢do de
competéncias cruciais que transcendem a matematica em si. Isso incluiu a aplicagdo pratica da
matematica no dia a dia, o estimulo ao pensamento critico e ao raciocinio l6gico, bem como a
promog¢do da interdisciplinaridade e o aprimoramento das habilidades de comunicacdo. A
abordagem também estimulou a curiosidade dos estudantes, resultando em um aprendizado
genuinamente significativo e duradouro.

Palavras-Chave: Modelagem Matematica. Modelo Matematico. Progressdao Geométrica

ABSTRACT

The present article offers an in-depth analysis of the teaching of geometric progressions,
simultaneously exploring concepts of exponential functions and the property of logarithm powers.
To make learning more engaging and practical, the study employed the methodology of
Mathematical Modeling and integrated the subject with Biology, conducting an experiment
simulating the decontamination of a lake. The primary objective was to develop a mathematical
model capable of determining the amount of pollutants in the model lake over time. The results
highlighted the importance of the mathematical modeling approach, enabling students to acquire
valuable skills and comprehend the utility of mathematics in their everyday lives. The application
of mathematical modeling in the educational context proved to be remarkable, providing students
with the acquisition of crucial competencies that go beyond mathematics itself. This included the
practical application of mathematics in daily life, stimulating critical thinking and logical
reasoning, as well as promoting interdisciplinary approaches and enhancing communication
skills. The approach also sparked students' curiosity, resulting in genuinely meaningful and
enduring learning.

1. INTRODUCAO

No século XXI, a énfase se direciona para aprofundar e disseminar as pesquisas

no campo da Educagdo Matematica. Um exemplo notavel ¢ a realizacdo de encontros
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internacionais sobre Educacdo Matematica, que teve seu marco inaugural com o primeiro
Semindrio Internacional de Pesquisas em Educa¢cdo Matematica (SIPEM) em novembro

de 2000, tornando-se um evento trienal desde entdo. (CRMG, 2023)

As mudancas nos métodos de avaliacao do sistema educacional t€m motivado os
professores a repensarem suas praticas. A qualidade da educacdo ¢ um tema constante em
diversos grupos e segmentos sociais (ALARVASE, BRAVO e MACHADO, 2013). Neste
artigo, discutiremos a importancia da modelagem matematica e da interdisciplinaridade
no processo de ensino e aprendizagem de matematica. Conforme indicado por Valente
(2016), metodologias de ensino fundamentadas em tecnologias da informacdo e
comunicagdo (TICs), a abordagem de resolucao de problemas, a incorporagao da histéria
da matematica, a promog¢ao da matematica inclusiva na escola, a aplicagdo da modelagem
matematica e o aprimoramento da formac¢do de educadores de matematica, entre outros,

estdo emergindo como tendéncias proeminentes no campo da Educagdo Matematica.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), descreve as 10 competéncias gerais

da educacdo basica. Entre elas, a competéncia 2,

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias,
incluindo a investiga¢do, a reflexdo, a analise critica, a imagina¢do ¢ a
criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e
resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas. (BRASIL, 2018, p. 11).

A presente pesquisa propde o uso da modelagem matematica como fator
motivador em sala de aula para trazer o aluno para o centro do processo de ensino e
aprendizagem, tornando-o ativo no processo. Além disso, as 5 competéncias especificas

de matematica e suas tecnologias para o ensino médio estdo estreitamente relacionadas a

modelagem matematica. Ratificando, a competéncia 3 recomenda,

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados ¢ a adequagdo das solugdes
propostas, de modo a construir argumentacdo consistente. (BRASIL, 2018,
p-533).

Corroborando, a competéncia 5 aconselha,

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, COmo
observacdo de padrdes, experimentagdes e diferentes tecnologias,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstra¢do cada vez mais
formal na validagdo das referidas conjecturas. (BRASIL, 2018, p. 533).
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Isso mostra como a modelagem matematica como metodologia de ensino tem sido
cada vez mais utilizada nas aulas de matematica. Ela consiste em utilizar situagcdes do
mundo real para desenvolver modelos matematicos que possam ser utilizados para
resolver problemas. A modelagem matematica pode ser utilizada em conjunto com outras
disciplinas, como biologia, fisica e quimica, para tornar o ensino mais interdisciplinar e
contextualizado. A interdisciplinaridade ¢ uma abordagem que busca integrar diferentes

areas do conhecimento para enriquecer o processo de aprendizagem.

A pesquisa envolveu a realizagdo de um experimento em uma turma de alunos do
2° ano do ensino médio, contando com a participagao de 29 estudantes. O experimento se
concentrou na simulag¢do do processo de despoluicao de um lago. Seu objetivo principal
foi desenvolver um modelo matematico que pudesse descrever a evolugao da quantidade
de poluentes presentes no lago ao longo do tempo. O problema que motivou essa
investigacdo foi a andlise das contribuigdes da modelagem matematica como uma
metodologia de ensino. Além disso, essa experiéncia proporcionou oportunidades para
discutir topicos relevantes no contexto escolar dos alunos, como progressoes geométricas,
funcdes exponenciais e logaritmos.

Os resultados evidenciaram que a integragdo da modelagem matematica com a
disciplina de Biologia representa uma contribui¢cdo substancial para aprimorar o processo
de ensino e aprendizagem, ao colocar o estudante no cerne desse processo. Isso promove
uma abordagem educacional que transcende a simples transmissdo de formulas e
conceitos matematicos isolados, permitindo ao aluno a aplicacao pratica na resolucao de

desafios do mundo real.

2. APLICACAO DA MODELAGEM MATEMATICA EM PROCESSOS
BIOLOGICOS

2.1. Por que usar a Modelagem Matematica em sala de aula?

O ensino de Matematica passa constantemente por processos de revisdo e
transformagdo. Existem diversas orientagdes e metodologias que podem servir de suporte
para o professor em sala de aula que servem de facilitadores na medi¢do do conhecimento
entre professor e aluno. Algumas ganham destaque nas discussdes da Educagdo
Matematica, como: jogos Matematicos, Resolu¢do de Problemas, Modelagem
Matematica, Investigacdo Matematica, Etnomatematica, Tecnologias de Informacado e

Comunicacdo (TICs) e Historia da Matematica. Ensinar Matematica de forma



Nome do Aluno e Nome do Orientador 4

descontextualizada, com aulas expositivas e exercicios repetitivos ¢ uma pratica que nao
faz muito sentido para os alunos na era digital, nem atende as exigé€ncias da legislagdo em
vigor.

E preciso discutir metodologias que promovam um ensino contextualizado. A
Modelagem Matematica permite uma abordagem interdisciplinar que permite, a partir de
hipéteses simplificadas, transformar um problema complexo numa investigacao

matematica simples.

O conhecimento matematico tem sido construido principalmente dentro do terreno
da matematica, sem muita preocupacdo com a aplicagdo pratica. No entanto, essa
abordagem tem sido criticada por muitos, que acreditam que a matematica aplicada ¢ tao
importante quanto a matematica pura. Esses defensores da matematica aplicada
argumentam que ela ¢ uma producdo valiosa e elegante, capaz de resolver problemas do

mundo real. (BASSANEZI, 1999).

A Modelagem Matematica na educagdo brasileira teve um grande avango no final
da década de 70 e inicio da década de 80. O movimento teve como principais percursores
os pesquisadores Aristides C. Barreto, Ubiratan D’ Ambrosio, Rodney C. Bassanezi, Jodao
Frederico Mayer, Marineuza Gazzetta e Eduardo Sebastiani. (BIEMBEMGUT, 2009). A
Modelagem, como metodologia de ensino, pode ser entendida como uma estratégia
utilizada para obter explicagdes de problemas reais. Ela permite aliar teoria e pratica de

tal modo que o processo de ensino e aprendizagem tenha significados para os alunos.

Para Bertone, Bassanezi & Jafelice (2014, p. 9), “a modelagem ¢é o processo de
criacdo de modelos onde estao definidas as estratégias de acao sobre a realidade carregada
de interpretagdes e subjetividades proprias de cada modelador.” Ainda, segundo os
autores, “a modelagem matematica consiste na arte de transformar problemas da realidade
em problemas matematicos e resolvé-los, interpretando suas solugdes na linguagem do

mundo real.” (BERTONE, BASSANEZI & JAFELICE, 2014, P. 18).

A Modelagem Matematica ¢ um processo dinamico que busca estudar um
problema real, utilizando ferramentas matematicas adequadas. Ela permite determinar um
modelo matematico que pode descrever o comportamento de um fendmeno no futuro,
possibilitando a simulagdo de possiveis cenarios e o entendimento de comportamentos.
(MALAGUTTI e GIRALDO, 2010).

O esquema a seguir exemplifica as etapas da Modelagem Matematica,
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Figura 1: Etapas da Modelagem Matematica.

Compreensdo
do problema do
mundo real

Resolugio
do modelo
matemitico

Fonte: MALAGUTTI e GIRALDO, 2010, p. 28).

A primeira etapa do processo de modelagem matemaética consiste em realizar
investigagdes e pesquisas para compreender o problema. Nessa etapa, as dificuldades e
variaveis serao previstas, € o objetivo ¢ conhecer e estudar o problema a ser resolvido. Na
segunda etapa do processo de modelagem matematica, formulamos uma representacao
para o problema levando em consideracao as diversas variaveis e leis envolvidas. Em
seguida, simplificamos e traduzimos a representacdo para a linguagem matematica,
criando um modelo matematico que pode descrever o comportamento do fendmeno

estudado.

A terceira etapa ¢ a fase se obtengdo da solucao através da aplicacao de métodos
numéricos. Existem diversas técnicas de resolu¢do, mas destacam-se as algébricas e as
geométricas. (MEYER, CALDEIRA e MALHEIROS, 2010). A tltima etapa do processo
de modelagem matematica ¢ a validacdo ou refutagdo do modelo matematico a partir da
confrontagdo com os dados da realidade. A modelagem ¢ um processo dindmico, € se o
modelo atende e descreve a realidade, entdo ele ¢ validado. Caso contrario, ele ¢
abandonado e substituido por outro mais elaborado.

A metodologia de Modelagem Matematica foi utilizada em uma pesquisa para
investigar e modelar um problema da vida real. O problema consiste em determinar como
despoluir um lago. Para isso, foram utilizadas hipoteses simplificadoras e, em sala de
aula, o problema inicial foi substituido por outro similar e pratico capaz de descrever o

processo de despoluicao de um lago.

2.2. Conhecimentos basicos sobre progressao geométrica (P.G.)
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O estudo de progressdes ¢ um dos contetidos mais marcantes da vida escolar do
estudante. O motivo pode estar relacionado as dificuldades, facilidade com o contetido,
ou simplesmente pelos termos associados a cada tipo de progressao (P.A. para progressao
aritmética e P.G. para progressao geométrica). De qualquer modo, o ensino de progressoes
deve acontecer de tal modo que tenha significado para os alunos. Segundo Lima et al.
(2016), nao convém encher a cabeca dos alunos com varios casos particulares, pois isso
pode obscurecer as ideias gerais e dificultar o aprendizado. Uma sugestdo de abordagem
do conteudo de progressdes geométricas ¢ associacado com outras areas do conhecimento,
como por exemplo, Biologia. Todavia, no campo da matematica, pode ser associado com
problemas que envolvam taxa de crescimento, tais como, matemadtica financeira,
crescimento populacional, etc.

Uma progressao geométrica ¢ uma sequéncia em que cada termo, a partir do
segundo, ¢ igual ao produto do termo anterior por uma constante real. Essa constante ¢

chamada de razdo e ¢ indicada por q. (IEZZI et al., 2013). Considere a sequéncia

(alr az, a3z, ", p-1,An, Any1, """ )
em que cada termo ¢ obtido multiplicando o termo anterior por uma constante q. E facil
ver que,

a,

a =a;q=—=¢q
a
as

az =0 q=—=¢q
a

Segue que,

a, as an

== o= eee — = q
a ap-1

Portanto, dada uma progressdo geométrica qualquer, temos que a razdo ¢ igual ao

an

quociente entre cada termo e seu antecessor. Entdo, g = para todo n natural com

an—1’
n=2.
Considere a progressao geométrica a seguir,
(alﬂ az,as, **,Qn-1,An, Apnt1, " )

Temos que,
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a, =a;"q
as=a,"q=(a;"qQ) ' q=a,-q°

a4=a3-q=(a1-q2)-q=a1-q3

an =0n-1-q=(a,-q" ) q=a,-q""
Dizemos que a, = a, - q" ! é o termo geral da P.G, em que a,, ¢ o termo geral (enésimo
termo), a; € o primeiro termo, n € o nimero de termos e q € a razao.

Analogamente, uma progressao geométrica (a, a,, as, "+, Ap_1, Ap, Apy1, =+ ) de
razdo q e primeiro termo a; = a pode ser definida por recorréncia. De fato, se a; = a,
entdoa, = a,_1-q,vn € N,n=>2. (IEZZl e HAZZAN, 2013) e (DANTE, 2016).

Considere o seguinte problema adaptado de Morgado e Carvalho (2015, p. 54),
“Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa 1 grao de trigo pela
primeira casa, 2 graos de trigo pela segunda, 4 pela terceira, 8 pela quarta e assim por
diante, sempre dobrando a quantidade a cada casa nova. Qual o total de graos de trigo que
o inventor do xadrez terd direito”?

Note a sequéncia que representa a quantidade de graos de trigo pedidos por cada
casa ¢ uma progressao geométrica. De fato, (1,2, 4,8, ---) ¢ uma P.G. em que o primeiro
termo é 1 e a razdo é 2. E trivial encontrar todos os termos dessa P.G., mas somar todos
os termos pode ser algo trabalhoso.

Considere o problema 79 do Papiro de Rhind extraido de Dante (2016, p. 227),
“Ha sete casas; em cada casa ha sete gatos; cada gato mata sete ratos; cada rato comeu
sete graos de cevada; cada grao teria sete ‘hekats’ de cevada. Qual ¢ a soma de todas as
coisas enumeradas?”. Os problemas anteriores servirdo de motivagao para determinar um
método mais pratico para encontrar os respectivos resultados.

Seja a, = (aq,a,,a3,**+,Ap_1,ay, Anyq1,-++) uma P.G. finita. Conhecendo os
valores de a, e q, podemos encontrar uma formula para calcular a soma S, dos n termos
da progressdo geométrica (se ¢ = 1, a soma ¢ trivial). Note que,

a, = (ay,a;,a3,°, a1, ay)
= (a1,a:9,a,G% ++,a:9"%,a:q4" ")
Se g # 1, entdo,
Sp=a1+ a1q+aiq* + -+ a,q" 7 +a q" (1)

Multiplicando ambos os membros por g, obtemos:
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ASn = mq+a19° + -+ a1q" + arq" (2)
Subtraindo as equagdes (1) e (2),
D-@)=4qSh—Sp=aq"—a; = S, (q—1) = a,q" — a;.
Por hipotese g # 1, resulta:

— a.(q"-1)
q-1

n
Respectivamente, as solugdes dos problemas anteriores sao:

_a(@"-1) 1-2%-1)
S e |

=264 -1

S, = 18446 744 073 709 551 615

Analogamente,

a1(q"-1) _ 7-(75-1) _ 716806
q-1 7-1

= 19607.

Sp =

O que surpreende ¢ que no papiro com mais de 3500 anos de idade, os egipcios
resolviam o problema anterior da seguinte maneira:

7-16806

= 19607
6

Existe evidéncia de que pelo menos um egipcio antigo conhecia um célculo
equivalente a formula da soma dos termos de uma progressdo geométrica que

conhecemos hoje. (DANTE, 2016).

Para finalizar o embasamento tedrico basico sobre progressdes geométricas,
considere o seguinte problema extraido de Morgado e Carvalho (2015, p. 55): “Calcule o

limite da soma da progressao geométrica
1,1 ,1, 1
e e e e ST
2 4 8 16
Para resolver o problema anterior, observe que a sequéncia representa uma
~ r, . . . ~ 1 ~ y, . . .
progressdo geométrica infinita de razdo q = > Dada uma progressdo geométrica infinita
. . ’ a
qualquer em que |q| < 1, a soma s, dos infinitos termos ¢ s,, = ﬁ. De fato, se |q| < 1,

entdao

a1(qn_1)_a1'(0_1)_ aq
n—oo q—l q—1 1—q
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Segundo Morgado e Carvalho (2015, p. 55), o resultado do problema anterior

admite uma interessante parafrase. “Suponha que Salvador deva correr 1 km. Inicialmente

T | ) oA
ele corre metade dessa distancia, isto € 3 km; em seguida ele corre metade da distancia

. , 1 . A . . , 1 .
que falta, isto ¢ " km; depois, metade da distancia restante, isto &, 3 km, e assim por
diante”. Depois de n etapas, Salvador terd corrido
1 1 1 1
—+-+-++—km.
2 4 8 2n

Se n for muito grande, essa soma sera aproximadamente 1 km. De fato,

. _ar _ _
llmSn—IT— T =

oo _1
n q >

Considere outro problema adaptado, exercicio para o leitor, extraido de Morgado

e Carvalho (2015, p. 59): “Larga-se uma bola de uma altura de 5 cm. Ap6s cada choque
com o solo, ela recupera apenas % da altura anterior. Determine a distancia total percorrida

pela bola e o tempo gasto pela bola até parar”.

2.3. Procedimentos metodologicos

Esta pesquisa apresenta uma proposta de sequéncia didatica baseada em uma
atividade sugerida por Malagutti e Giraldo (2010) em um trabalho realizado para o “Curso
de Especializagdo para Professores do Ensino Médio de Matematica na modalidade de
Educagao a Distancia”. O curso, chamado de “Matematica na Pr@tica”, integra o Plano
de Ac¢des Articuladas do Ministério da Educacao.

A pesquisa foi realizada a partir de um estudo de caso numa turma do 2° ano do
ensino médio. E importante ressaltar que, de acordo com o professor, os alunos ja tinham
estudado os contetdos necessarios para realizar a atividade. Adotou-se métodos
quantitativos e qualitativos no desenvolvimento e analise do material.

A atividade, aplicada em sala de aula, envolve a simulagdo da despoluicao de um
lago. Em uma abordagem interdisciplinar com a Biologia, foi elaborado um modelo
matematico que explorou os seguintes conceitos matematicos: recursividade, progressao
geométrica, fung¢do exponencial, logaritmo, limite intuitivo € comportamento assintético.

A sequéncia didatica propde um cenario de um acidente ambiental. Um lago foi
contaminado com um certo poluente e a vida de todos os seres que dependem da agua

desse lago estd em risco. Por isso, € preciso tomar medidas urgentes para despoluir o lago.
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Sabendo que a 4gua s6 serd potavel novamente quando houver uma quantidade »
de poluente, como determinar a quantidade de poluente ao longo do tempo? Para
solucionar essa e outras questdes, os alunos fizeram um experimento no qual simulam a
poluicao e despoluig¢dao de um lago.

Para Malagutti e Giraldo (2010, p.15),

A simulagdo é uma técnica de modelagem, utilizada para entender o
comportamento de um sistema complexo. Por meio de uma simulagdo, ¢
possivel representar apenas as caracteristicas essenciais deste sistema.

7

Portanto, uma simulagdo ¢ a reproducdo parcial da realidade usando um
modelo artificial que permite a compreensdo do fendmeno natural de forma
simplificada.

4

Como bem observado pelos autores, a natureza ¢ um sistema complexo, e
representa-la fielmente através de paisagens, organismos e ecossistemas ¢ muito dificil
de ser feito. Todavia, é possivel realizar um experimento capaz de simular a quantidade
de poluente presente no lago ao longo do tempo.

Os alunos receberam um questiondrio com algumas questdes sobre progressao
geométrica, fungdo exponencial e logaritmo. Essas questdes foram resolvidas ao longo
do desenvolvimento da atividade.

A sequéncia didatica durou 2h30min (trés aulas de 50min consecutivas). O
primeiro momento foi uma aula explicativa para revisar conceitos importantes de
matematica que ajudariam os alunos a entender melhor. Os conceitos abordados foram:
caracteristica da fun¢do exponencial, grafico da fungdo exponencial e propriedade do
logaritmo, especialmente, a propriedade da poténcia.

Para a realizagdo do experimento foram necessarios os seguintes materiais:

e Duas garrafas PET transparentes com capacidade de 2 litros;

e Dois copos transparentes com capacidade de 200 ml cada;

e Um copo (200 ml) de café preparado;

o Uma tigela/balde transparente com capacidade superior a 2 litros para
simular o lago;

e Um balde com capacidade superior a 4 litros para descarte da agua
poluida;

e (alculadora para realizacao de calculos.

As etapas da simulagdo sdo as que seguem:

e Preencha uma garrafa PET com &gua limpida. Este representa o

reservatorio, e agua limpa nele contida iré abastecer o nosso lago-modelo;
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e Numa garrafa PET, misture um copo (de 200 ml) de café em
aproximadamente um litro de agua limpa;
e Na tigela/balde, coloque 9 copos (200 ml cada) de agua limpa. Acrescente
um copo (200 ml) de poluente (café) ao lago-modelo;
As etapas sao exemplificadas na figura abaixo,

Figura 2: Etapas do experimento de despoluicao

® . ¥

Agdo d
St B 2t -
24 horas 24 horas
mL mL mL
te nte sluente
Purificagao Purificacao
de 1/5 da de 1/5 da
quantidade de quantidade de
poluente poluente
I 1 I 1 1T

SN S e e
(MALAGUTTI e GIRALDO, 2010, p.31)

Observe que o lago-modelo ¢ composto por 1800 ml de dgua limpa e 200 ml, ou

seja, 80% de agua limpa e 20% de poluente. Para simular a despolui¢do, vamos supor que
os organismos vivos do lago purificam %, ou seja, 20% da quantidade de poluente no lago
durante um periodo de 24 horas.

O processo de despoluicdo consiste em retirar dois copos (400 ml) de dgua do lago
(perceba que a mistura ¢ homogénea), e seguida acrescentar a mesma quantidade de dgua
limpa. Com o questionario em maos, os alunos deveriam responder as perguntas a partir
dos questionamentos do professor e da compreensdo do experimento. Uma pergunta
pertinente nessa etapa €: “Qual a quantidade de poluente retirada nessa etapa (ap6s 1 dia)?
Esse processo de retirada e reposi¢ao se repetiu por varias vezes. As anotagdes foram
feitas numa tabela.

Em determinado momento do experimento, espera-se que o (os) aluno (os)
identifique (m) o padrdo da quantidade de poluente retirada, sendo possivel encontrar um
modelo para representar a quantidade retirada no enésimo periodo (cada periodo

corresponde a 24h).
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2.4. Analise de dados

O questionario aplicado aos 29 alunos que participaram da pesquisa tinha um total
de 7 questdes. As respostas para cada uma das questdes serdo examinadas a seguir.

As duas primeiras questdes foram discutidas com os alunos a fim de que a
proposta de atividade fosse entendida por todos. A primeira pergunta refere-se ao periodo
de 24 horas. O enunciado ¢ o que segue: “Considerando que a mistura de agua ¢
perfeitamente homogénea, quantos mililitros de poluente foram retirados do lago-modelo
neste procedimento?” A pergunta era de multipla escolha e as opg¢des foram: “(A) 40 ml;
(B) 80 ml; (C) 100 ml; (D) 200 ml”. Enquanto o enunciado da segunda questao ¢€: “Depois
de fazer isto, quantos mililitros de poluente ainda ficaram no lago-modelo?”. As

alternativas foram: “(A) 200 ml; (B) 180 ml; (C) 160 ml; (D) 120 ml; (E) nenhum”.

Observe que as duas primeiras questdes estao relacionadas, ou seja, 0 sucesso na
primeira sugere que o aluno acerte a segunda questdo. A analise apontou que 100% dos
alunos acertaram a questdo 1, enquanto a questdo 2 teve uma taxa de acerto de
aproximadamente 93,10% (27 alunos) e uma taxa de erro de 6,9% (2 alunos). Todavia, ¢
importante notar que o questionario foi entregue ao final de todas as discussdes, o que
implica que alguns alunos podem ter corrigido suas respostas. As marcas deixadas nos
questionarios sugerem isso. No entanto, o objetivo principal ndo ¢ discutir os erros dos
alunos sob a perspectiva de Cury (2009), nem estamos interessados em analisar os
métodos de resolucao de problemas dos alunos, como sugerido por Polya (1978). A
pesquisa consiste em ministrar trés aulas utilizando a metodologia de modelagem
matematica para abordar alguns conceitos de matematica, como progressoes geométricas,
funcdo exponencial, logaritmos, entre outros. Em vérios momentos da discussdo, foi
necessario auxiliar os alunos no manuseio da calculadora e em conceitos triviais, como
porcentagem e propriedades das poténcias.

A figura abaixo mostra revisdes realizadas para facilitar o entendimento dos

alunos em relagdo ao trabalho realizado.

Figura 3 — Revisdo de contetido durante o experimento

Figura 3 — Fonte propria
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Ao término da andlise de todas as questdes, espera-se obter mecanismos para
avaliar a eficiéncia da abordagem por meio da metodologia de modelagem matematica e

confronta-la com a abordagem que utiliza aula expositiva.

Dando continuidade as andlises, o enunciado da questdo 3 ¢ o que segue: “Calcule
a quantidade de poluente restante no lago-modelo, apos a segunda troca de dgua. Faca

seus calculos e anote o resultado no espago a seguir”.

Dos 29 alunos participantes, 26 ndo entregaram solugdo por escrito. E fato que o
professor ao propor determinada atividade, espera que os alunos cometam erros e acertos.
No entanto, ¢ comum que surjam solugdes inesperadas. Por exemplo, o aluno 3 (os
questionarios foram numerados de 1 a 29 para representar todos os alunos) observou que
ao final do primeiro dia a quantidade restante de poluente era de 160 ml. Assim, ele
apresentou a seguinte solug¢do: “160 - 0,8 = 128 ml”. Em outras palavras, a quantidade

de poluente ¢ 80% da quantidade do dia anterior.

Os alunos 21 e 24 apresentaram a solugdo a seguir,

Figura 4 — Solucao apresentada pela aluna 24

3) Calcule a quantidade de poluente restante no lago-modelo, ap6s a segunda troca de agua. Faca seus
calculos e anote o resultado no espago a seguir. J ¥
1 ( K4 < n'y
3
o §9&
A T o NS N 4 N , e

Y

¥ C X0 g
4) Organizando dados 7

Figura 4 — Fonte propria

Como mencionado anteriormente, ndo ¢ possivel afirmar em qual momento o
aluno resolveu a questdo. Se a resolucao foi desenvolvida quando foi proposta, ou apos
todas as discussoes.

Um dos objetivos da questdo 3 ¢ desenvolver nos alunos competéncias para inferir
e propor modelos que descrevam comportamentos, no caso especifico, encontrar um
modelo matematico que possa estimar a quantidade exata de poluente ao longo do tempo
(em dia). O enunciado da questdo ¢é: “Organizando dados. Organize os dados na tabela
abaixo, calculando a quantidade de poluente restante em cada periodo de 24 horas até o
5° dia do nosso experimento.

Tabela 1 — Anotacdes para a questdo 5 do questiondrio

Periodo de 24 horas (n) Quantidade de poluente no recipiente a(n)
1° periodo n=1 a(l) = a(6) =
2° periodo n=2 a(2) = a(7) =

3° periodo n=3 a(3) = a(8) =



4° periodo
5° periodo

enésimo periodo
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a(4) = a(9) =
a(5) = a(10) =

a(n-) =

Tabela 1 — Fonte propria

Quando, afinal, o lago estara despoluido?”.

Durante a atividade, o professor auxiliou os alunos em todas as duvidas. Alguns

pontos relevantes merecem destaque nessa questdo, sdo eles:

1. Apos 5 trocas de agua (5 dias), é possivel determinar um modelo capaz de

descrever o comportamento da despolui¢do do lago-modelo?

2. Se ndo foi possivel, continue os calculos. E possivel inferir sobre a

aparéncia desse modelo?

3. Por fim, o que seria um “lago despoluido”? Sera que podemos repetir o

processo até que o lago seja completamente limpo?"

Segue a tabela com a solugao esperada,

Tabela 2 — Quantidade de poluente apds os primeiros periodos do experimento

Periodo de 24 horas (n)
1° periodo n=1
2° periodo n=2
3° periodo n=23
4° periodo n=4

n=>5

5° periodo

enésimo periodo

Quantidade (ml) de poluente no recipiente a(n)
a(l) =160
a(2) =128
a(3) =102,4
a(4) = 81,92
a(5) = 65,536

a(n) =200-0,8"

Tabela 2 — Fonte propria

Note que ao retirar dois copos (100 ml) de d4gua do lago modelo, apenas i =0,2=

20% corresponde a quantidade de poluente. E possivel que o aluno pense “se apds 24h

serdo retirados 40 ml de poluente, entdo, ap6s 120 horas (5 periodos) o lago-modelo sera

completamente descontaminado. Todavia, observe que a quantidade de poluente subtraida

a cada periodo ndo ¢ linear. Assim, sabendo que inicialmente tem-se 200 ml, a figura 2 a

seguir mostra um raciocinio desenvolvido para determinar a quantidade de poluente

restante no lago-modelo.
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Figura 5 — ela

.
) ot T
Figura 5 — Fonte propria

Inicialmente foi proposto para que os alunos determinassem a quantidade de
poluente apds ldia, 2 dias, ..., 5 dias. Diante da dificuldade, foi apresentado (figura 2)
uma solugdo genérica, a, = a; - 0,8""1, para o problema. Durante o debate foi
necessario abordar e revisar conceitos de potenciagao (propriedades das poténcias), bem
como multiplicagcdo usando niimeros decimais.

Ap6s sugerir que a, = a, * 0,8"1 é 0 modelo que descreve o processo de
despolui¢do do lago, foram realizados alguns testes para validagao do modelo. Os alunos
foram questionados se o0 modelo fazia recordar algum contetido estudado em matematica.
O debate prosseguiu até associarem o modelo a formula do termo geral da progressao
geométrica, a,, = a; - q" 1, onde,

e a, ¢ o enésimo termo da progressao geométrica (P.G.);
e q, ¢ o primeiro termo da P.G;
e g¢arazaodaP.G;
e 7 ¢ onumero de termos da P.G.
A tabela 3 a seguir oferece um exemplo de um raciocinio que os estudantes
poderiam empregar para calcular a quantidade de poluentes ao longo do tempo.

Tabela 3 — Férmula recursiva para determinar a quantidade de poluente
Periodo de 24 horas (n)  Quantidade (ml) de poluente no recipiente a(n)

1° periodo n=1 a(l) =200

2° periodo n=2 a(2) = a(1) — %a(l) = ga(l) =160
3° periodo n=3 a(3) = a(2) - %a(z) = ga(Z) = 128
4° periodo n=4 a(4) = a(3) — %a(3) = ga(3) =102,4
5° periodo n=>5 a(5) = a(4) — %a(4) — fa(4) = 81,92

5

n + 1 periodo n+l agm+1) =am) - %a(n) = %a(n), n=12734 ..
Tabela 3 — Fonte propria
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Mesmo com a orientagdo e calculos realizados pelo professor, 9 (nove) alunos
apresentaram solug¢des incompletas para a pergunta, o que sugere incompreensao do
raciocinio utilizado na resolugdo da questdo.

Prosseguindo com a analise das questdes, o enunciado da questdo 5 ¢ o que segue:
“O lago ficara totalmente isento de poluicdo em algum momento? Reflita sobre a resposta
desta questdo com base nos dados da tabela acima.” A questdo refere-se a “tabela 17
acima. A resolucdo da pergunta permitiu a investigacdo da ideia intuitiva de limite. O
didlogo com os alunos e as respostas apresentadas permitem inferir que os objetivos foram
alcangados. E possivel que a compreensio tenha se tornado mais satisfatoria apds as
discussodes das questdes 6 e 7. Veja algumas justificativas apresentadas pelos alunos:

Aluno 21: “N3o. Pois, de acordo com a tabela demonstrada nunca o rio ira se torna

limpo de no qual representa pela fungao exponencial” [SIC]

Aluno 22: “Nunca. Mesmo trocada infinitas vezes, a 4gua nunca sera 100%

limpa.” [SIC]

As justificativas, transcritas fielmente, apresenta alguns pontos que podem ser
discutidos. O argumento da aluna 21, possivelmente fundamentado nas discussdes das
questdes 6 e 7, mostra que ela consegue interpretar o grafico de uma funcao exponencial
(Figura 8). Para esses alunos, a quantidade de poluente serd tdo pequena quanto eu queira,
mas nunca igual a zero.

Seguindo com a analise das questdes, o enunciado da questao 6 ¢: “Quanto tempo
se passara até o lago estar limpo? Vamos admitir que, em nosso experimento, o lago estara
despoluido quando a quantidade de poluente for inferior a 40 ml. Ou seja, nossa hipotese
de trabalho ¢ que, com a concentragdo de poluente menor que 40 ml, o lago estara
despoluido. (Atengdo, nesse caso o valor de 40 ml ¢ uma escolha arbitraria. Isto &,
poderiamos escolher outro valor qualquer, maior ou menor, como referéncia de
despoluicao aceitdvel. Essa escolha depende do grau de despoluicdo que desejamos
atingir. Como nesse caso nosso objetivo ¢ puramente pedagdgico, fixamos o valor em 40
ml). A partir dos resultados obtidos ao longo do exercicio 4, quantos dias, no minimo,
deverdo se passar para que esse patamar seja atingido? (A) 1 dia; (B) 7 dias; (C) 8 dias;
(D) 9 dias; (E) 10 dias.”

Note que o enunciado foi bem especifico ao destacar que “o objetivo ¢ puramente
pedagogico”. Como esperado, a estratégia adotada pela maioria dos alunos foi dar
continuidade ao preenchimento da tabela da questdo 4, que inicialmente foi preenchida

até o a(5).
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Figura 6 — Resolucao da questao 6

e | ——
Figura 6 — Fonte propria

A resolugdo completa do exercicio €,

40 = 200-0,8"1 = 200-0,8""1 =40

= 0,8""1 = 20
200
= 0,8""1 = 1
5

= 10g 0,81 =10g0,2
= (n—1)10g0,8 =1o0g0,2

= n = 8,21 dias

Considerando que a unidade de tempo utilizada na questao ¢ dia completo, apds 9
dias, a quantidade de poluente no lago-modelo sera a que atende ao enunciado da questao.
Embora o contetido abordado nao fosse novo para os alunos, ficou evidente a dificuldade,
principalmente em compreender de onde foi “tirada” a propriedade das poténcias
envolvendo logaritmos. No entanto, a curiosidade e o interesse em calcular o tempo
necessario para que houvesse outras quantidades de poluentes tornaram a aula mais
dindmica. Nesse momento, foi possivel discutir a ideia intuitiva de limite. A discussao foi
reforgada pela questao 7.

O enunciado da ultima questdo ¢é: “Ficando um pouco mais exigente... Na
atividade anterior, admitimos que em nosso experimento o lago estaria despoluido quando
a quantidade de poluente fosse inferior a 40 ml. Agora esta na hora de ficarmos um pouco
mais exigentes. Imagine que em nosso experimento o lago s6 poderd ser considerado
despoluido quando a quantidade de poluente for inferior a I ml. Nestas condi¢des, quantos

dias, no minimo, deverdo se passar a partir da situacdo inicial (200 ml de poluente) para
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que esse patamar seja atingido? (A) 11 dias; (B) 12 dias; (C) 20 dias; (D) 25 dias; (E) 30
dias”.

A resolu¢do da questdo 7 pode ser feita semelhante a questdo 6, todavia, na
expectativa de explorar mais conceitos matematicos, a solugdo apresentada a seguir
envolve uma desigualdade.

Fi questao 7

ura 6 — Resolugdo da

Figura 6 — Fonte propria

A interpretacao e desenvolvimento da questdo possibilita a exploracao de diversos
conteudos matematicos, tais como propriedades dos logaritmos, inequacdes e calculos
complexos que podem ser realizados com o auxilio da calculadora do celular. E
importante ressaltar que para as questdes 6 e 7, a metodologia de resolu¢do de problemas
proposta por Polya (1978) ¢ altamente recomendada.

Por fim, convém citar que ao final do questionario havia uma malha milimetrada
para que os alunos pudessem marcar os pontos da Tabela 1. Uma representacdo fiel da
situagdo ¢ a que segue,

Figura 7 — Representacao, no GeoGebra, dos pontos da Tabela 2
TR ne30
L2415
ek Lt

= (4,1
-D (4,102.4)

E=(5,81.92
it ( )

F = (30, 0.3094850088213)
o H 4 ] 8 10 12 14 16 18 o 2 24 2% 28 k1 32 34 £ 38 20

Figura 7 — Fonte propria
A figura mostra a quantidade de poluente que fica no lago depois de trocar a agua

varias vezes. Os pontos A, B, C, D, E e Frepresentam os dias1, 2, 3, 4, 5 e 30,

respectivamente. O gréfico mostra que a quantidade de poluente diminui de 200 ml para
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cerca de 0,31 ml depois de 30 trocas de &gua. Isso pode surpreender o aluno que
intuitivamente supde que a quantidade de poluente pode ser tdo pequena quanto se queira.
O aluno pode se perguntar se existe um momento em que o poluente sera igual a zero. O
grafico pode ajuda-lo a explorar essa questdo e entender melhor o fenémeno.

Figura 8 — Representa¢do grafica da fungdo f(x) = 200-0,8*" 1, x e Rex > 1

o0{ @ g

n=30

\B=(2 160)
L ]

C =(3,128)
L]

D = (4,102.4)
o

E = (5, 81.92)
L]

F = (30, 0.3094850098213)
.

2 4 11 8 10 12 14 16 18 20 22 24 % 28 30 2 34 36 36

Figura 8 — Fonte propria

A representagdo grafica da figura 7 ilustra o decaimento da quantidade de poluente
no lago-modelo. O grafico pode ser utilizado para diversas investigagdes, incluindo a
apresenta¢ao de uma “solu¢do visual” para o aluno.

Em poucas palavras, a discussdo sobre a sequéncia didatica desenvolvida com
alunos do 2° ano do Ensino Médio mostrou-se uma oportunidade para abordar varios
conceitos matematicos com os alunos. A modelagem matematica ¢ uma metodologia que
permite trabalhar de forma contextualizada e estudar problemas reais por meio do uso de
ferramentas matematicas. E um processo ciclico que envolve as seguintes etapas, em
ordem: construcao do problema, constru¢ao do modelo matematico, resolu¢do do modelo

matematico e validagao do modelo matematico. (MALAGUTTI e GIRALDO, 2010).

3. CONCLUSOES

O experimento demonstrou sua relevancia ao capacitar os estudantes no
desenvolvimento de habilidades valiosas e ao iluminar a utilidade da matematica em suas
vidas. As aplicagdes da modelagem matemadtica no ambiente de ensino foram notéveis,
propiciando a aquisi¢do de competéncias cruciais, que abrangem desde a aplicabilidade
da matematica no quotidiano até o estimulo do pensamento critico e raciocinio logico,
passando pela promog¢do da interdisciplinaridade e a melhoria das capacidades de

comunicag¢do. A abordagem também instigou a curiosidade dos estudantes, resultando em
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um aprendizado genuinamente significativo. A implementagdo bem-sucedida da
modelagem matematica demanda planejamento meticuloso, porém, os frutos colhidos sdo

altamente satisfatorios para todos os envolvidos no processo de ensino e aprendizagem.

Resumidamente, a estratégia que envolveu a utilizagdo da modelagem
matematica, ao simular a despoluicao de um lago, capacitou o estudante a desempenhar
um papel ativo no processo de ensino e aprendizado. Esse envolvimento foi alcancado
por meio da exploragao matematica, que estimulou a formulagdo de questionamentos, a
resolu¢do de problemas e o estabelecimento de hipoteses. Como resultado, o aluno foi
conduzido a reunir dados, realizar experimentos, simulagdes e testes, na tentativa de

generalizar a questdo com base em um modelo matematico.

A abordagem com base na modelagem matematica demonstrou ser bem-sucedida
ao alcangar os objetivos e desafios que impulsionaram esta pesquisa. Foi vidvel
estabelecer um modelo matematico capaz de representar o processo de despoluicdo do
lago, a0 mesmo tempo que promoveu o aprimoramento das competéncias durante a
validagdo desse modelo. Além disso, vale ressaltar que a estratégia adotada nesta pesquisa
estd em conformidade com as cinco competéncias delineadas na Base Nacional Comum
Curricular e ao Curriculo Referéncia de Minas Gerais (CRMG).

Por ultimo, ¢ nossa expectativa que esta pesquisa inspire educadores a adotarem
a modelagem matematica como uma ferramenta valiosa na sala de aula. Além disso,
planejamos, em um momento oportuno, compartilhar as experiéncias deste estudo por
meio de um minicurso destinado a professores da educacdo basica, com o proposito de
destacar as oportunidades para efetuar impactos significativos no ambiente de ensino.
Reconhecemos que o trabalho dos professores ¢ desafiador, porém, a incorporagdo de
novas estratégias ¢ a interacdo com outros educadores t€ém o potencial de provocar
transformagoes notaveis na forma como abordam tdpicos como progressdes geométricas,

matematica financeira, fungdes exponenciais, logaritmos, entre outros.
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