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RESUMO

O estudo de dindmica de populacdes é um tema recorrente na biologia matematica. As
caracteristicas centrais a serem consideradas em problemas deste tipo sdo o
comportamento do crescimento seguido por determinada populacdo no tempo e a
descricao dos aspectos espaciais. O problema abordado neste trabalho resume-se em
descrever uma populagdo movendo-se no espago sujeita a uma taxa de crescimento
contida por uma saturacdo. Pressupde-se um modelo dindmico com difusdo espacial
fikiana em uma dimensdo. Neste modelo, representado pela equagdao de Fisher-
Komolgorov-Petroviski-Piskunov  (FKPP), introduz-se algumas heterogeneidades
espaciais, gerando descontinuidade no modelo. Tal descontinuidade pode ser
interpretada em termos biolégicos como uma fragmenta¢cdo do espaco. Estamos
interessados em encontrar a solu¢do para o tamanho critico minimo que um
fragmento deve ter para que seja préspero em sistemas de um ou dois fragmentos,
todos de mesmo tamanho. Verifica-se com isso uma diferenca entre o tamanho critico
dos fragmentos, que depende do grau de favorabilidade a vida, assim como a distancia
entre fragmentos. Verificou-se ainda a influéncia exercida pelo isolamento do sistema
do meio externo aumentando significativamente o tamanho critico de cada um dos

fragmentos nos casos de isolamento.

Palavras-chave: Fragmentacdo de sistemas. FKPP. Dindmica de populacdes. Fragmento

nao isolado.



ABSTRACT

The study of population dynamics is a frequent topic in mathematical biology. The
most important points to consider in these type of simulations are the growth
behaviour of a specific population over time and the description of the spatial aspects.
The addressed problem in this work is to describe a population moving in space subject
to a growth rate contained by a saturation. A dynamic one-dimensional Fickian
diffusion model was adopted. In order to introduce discontinuity in the model,
described by the Fisher-Komolgorov-Petroviski-Piskunov (FKPP) equation, some spatial
heterogeneities were added. In biological terms, this discontinuity can be understood
as a space fragmentation. The aim of this work is to determine the minimum critical
size that a fragment must have so it can be prosperous in systems of one or two
fragments, all of the same size. It was found that the minimum critical size depends on
the number of fragments, the degree of life favorability, as well as the distance
between the fragments. It was also found that the higher the isolation from the

external environment , the higher the critical size of each fragment in case of isolation.

Keywords: Fragmentation. FKPP. Population dynamics. Fragmentation of sistems.
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1 INTRODUCAO

A Biomatematica ou biologia matematica se caracteriza por ser uma das interfaces entre
a Biologia e a Matematica (BASSANEZI, 2002) e consiste no uso da modelagem matemdtica
para descrever problemas reais através de um conjunto de simbolos e relagdes matematicas.
O modelo matematico tem muitas vezes como meta descrever uma determinada situacao
da forma mais abrangente possivel, levando em consideracdo algumas simplificacbes
(hipbteses), com o objetivo de entender e muitas vezes atuar sobre a situacdo em estudo.

A Biomatematica pode ser classificada atualmente em trés grandes ramos: a tradicional,
a gendmica e a dinamica de populacGes. A tradicional esta relacionada a problemas que
abordam a biofisica e biomecanica. A segunda, um ramo mais recente dedicado a analise
gendmica, que conta com um amplo uso da matematica computacional. A terceira, que sera
objeto de estudo deste trabalho, denominaremos aqui como Dindmica de PopulacGes, que
trata de problemas relacionados a populacdes e suas interacdes com o meio que esta
inserido. Este ultimo ramo envolve desde o estudo de microorganismos como células e
bactérias, até organismos superiores como os seres humanos (BARROS, 2002).

O estudo de dinamica de populacdes é um tema recorrente na biologia matematica. Este
tipo de problema, que envolve uma infinidade de varidveis, pode ser descrito com algumas
simplificacbes, de forma satisfatdria, gerando resultados relevantes. As caracteristicas
centrais a serem consideradas em problemas deste tipo sdo o comportamento do
crescimento seguido por determinada populacdo no tempo e a descricdo dos aspectos
espaciais. E crescente o interesse pelo estudo da fragmentacdo do habitat de uma dada
espécie e as implicacGes desta fragmentacdo (VANCE, 1984).

Neste sentido, pretende-se com este trabalho fornecer uma ferramenta matemadtica na
descricdo da dinamica de uma populacdo, considerando aspectos como crescimento,
mortalidade, mobilidade, difusdao, competi¢do, entre outros, buscando encontrar a solugao
para a condicdo minima para que prospere a populacdo em determinados sistemas
especificos.

A dinamica de uma populacdo em um dominio finito apresenta significantes diferencas
guando comparada a de um dominio infinito, assim como existéncia de recursos em

guantidade limitante e ndo limitante para o desenvolvimento de uma dada populacido



(ARTILES, 2008). No caso de existéncia de regides ndo propicias a vida de uma determinada
populagdo, o grau de dificuldade a vida também deve ser considerado, pois uma regidao
pouco imprépria a vida é diferente de uma onde a vida é impossivel. A influéncia, nas mais
diversas populacdes, destas heterogeneidades espaciais é de grande importancia em muitas
areas de interesses como a biologia, saude, ecologia entre outras. (RHODES, 1996; BRAUER,
2008)

Porém, resultados relevantes podem ser obtidos, sem que seja necessario considerar a
interacdo entre a populacdo e o espaco em que ela estd inserida. Este tipo de modelo
considera, muitas vezes, as taxas de nascimento, imigracdao, mortalidade e emigragao (do
inglés: birth, imigration, death, emigration-BIDE) (COHEN, 1969; PULLIAM, 1988). Alguns
outros resultados podem requerer grandes esforgos tedricos e computacionais, tais como
invasdo biolégica (MELBOURNE, 2007), competicdo ente espécies invasoras e nativas
(AMARASEKARE, 2003) entre outras (AZEVEDO, 2012).

Para um bom entendimento dos modelos abordados aqui, é importante definir alguns
termos constantemente empregados, embora alguns ja tenham aparecido, doravante seu
entendimento sera crucial para que nao se fagam confusdes. Entende-se por populagdo um
conjunto de individuos de uma determinada espécie, onde as caracteristicas individuais ndo
sdo levadas em conta, importando apenas o comportamento coletivo dos individuos,
descrito por sua densidade. O crescimento ou taxa de crescimento descreve a variagao da
populacdo no tempo, sendo considerado neste termo a taxa de natalidade, mortalidade.
Fragmento, ilha populacional ou simplesmente ilha é definido como uma regiao do espago
propicia a vida cercada por regides ndao propicias. Mover-se no espaco deve ser entendido
por movimentos individuais aleatdérios que, no coletivo, geram uma difusdo macroscopica
bem comportada. A taxa de saturacdo estd relacionada com a capacidade finita do meio
onde a populacdo estd inserida. Este limite estd ligado a existéncia de recursos em
quantidade limitada e/ou relagdes ecoldgicas entre os individuos, tais como alimento,
espago e competicao.

Para considerar a difusdo que a populacdo sofre no meio em que esta inserida, é
importante descrever este meio com maior riqueza de detalhes possivel, que seja
comportada pelo modelo. Estudos mostram que uma populacio que obedeca a uma
dindmica de difusdo fickiana e uma lei de crescimento linear ndo pode subsistir se o

tamanho do dominio no qual esta inserida for menor que um determinado tamanho critico
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(SKELLAM, 1951; KIERSTAED, 1953). Logo, se o dominio for menor do que o tamanho critico,
a populagdo decrescera assintoticamente a zero para grandes intervalos de tempo. Tal
tamanho critico depende das condi¢bes para a vida da populacdo na regido interna e nas
proximidades da ilha (condi¢cdes que refletem diretamente na taxa de crescimento da
populacdo) e da difusdo da populagdo no meio inserido (KRAENKEL, 2010).

Estamos interessados entdo em determinar o menor fragmento em que a vida seja
possivel, levando em consideracdo 2 tipos de sistemas. O primeiro é referente a um sistema
formado por um Unico fragmento e seu entorno. O segundo tipo de sistema que
estudaremos é formado por 2 fragmentos espagados entre si por uma distancia em que seja
possivel a difusdo. Todo o estudo estd baseado em sistemas de uma Unica dimens3do, mas
para ilustrar a situagao descrita, utilizaremos um sistema 2D para facilitar o entendimento
do problema de estudo.

Trabalhos anteriores sugerem a existéncia de um tamanho minimo (4,,;,) para uma ilha
populacional que proporcionasse viabilidade a vida, tamanho esse abaixo do qual uma dada
populacdo inicial qualquer ndo pode prosperar, tendendo a zero no tempo (SKELLAM, 1951).

Seja Afrqg 0 tamanho do fragmento de estudo. Se Agrqg = Amin, @ populagdo cresce até
a capacidade do meio e se estabiliza. Ja se Af.q5 < Apin, €M algum momento no tempo a

populacdo se extinguira.

Amin ’ \\

A S
S el __/'

Figura 1 - Esquema do tamanho minimo que um fragmento deve ter para que seja
possivel a vida e um fragmento menor do que o minimo.
Fonte: Do autor.

Outros estudos evoluiram no sentido de entender o que aconteceria com o tamanho
critico minimo do fragmento quando nas proximidades deste fosse inserido outro fragmento
a uma distancia s de modo que fosse possivel ocorrer difusdo entre os fragmentos. Estes

trabalhos mostram que o tamanho minimo de cada um dos fragmentos pode ser menor do
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que o tamanho minimo de um sistema composto por um unico fragmento (PAMPLONA DA

SILVA, 2012).

N*h—"-'

So U

Figura 2 - Esquema de dois fragmentos préximos, espagados por uma distancia s, onde
ambos sdo menores do que o tamanho minimo que um fragmento isolado
deve ter para que possibilite a vida.

Fonte: Do autor.

As diversas populacdes sejam elas microscépicas como bactérias, ou macroscopicas,
como macacos ou aves, estdo inseridas nos mais diversos dominios. Poucos sdo os que
podem ser descritos por uma regidao simples e completamente isolada do meio externo
como o estudado e testado (SKELLAM, 1951; KENKRE, 2008). Com isso, estudos foram feitos
considerando os mais diversos tipos de heterogeneidade do meio. Estudos mostram que
uma populacdo inserida em uma ilha (propicia a vida), separada de outra ilha por uma regido
imprépria, pode subsistir em fragmentos com tamanhos menores do que se estivesse em
uma regido com um unico fragmento (PAMPLONA DA SILVA, 2012). Outros estudos mostram
gue em um sistema composto de infinitos fragmentos idénticos intercalados com regides
improéprias pode apresentar tamanho critico menor ainda para cada fragmento (KRAENKEL,
2010).

O problema abordado neste trabalho resume-se, de forma geral, em descrever uma
populacdo movendo-se no espaco sujeita a uma taxa de crescimento contida por uma
saturacgao.

O presente trabalho esta dividido basicamente em duas partes. A primeira parte
consiste na apresentacdo da evolugcdo histérica dos modelos que descrevem dindamicas
populacionais mais simples, basicamente a evolucado da populacdo no tempo, sem levar em

consideracao aspectos espaciais. Este tipo de modelo descreve bem como uma populagado
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varia quantitativamente no tempo. Nesta parte serd feita basicamente uma revisdo e
reproducao de resultados conhecidos e ja apresentados em diversos trabalhos.

Na segunda parte do trabalho, acrescentaremos aspectos espaciais no modelo, que
levem em consideracdo como uma populacdo se difunde no meio em que esta inserida e
como isso pode influenciar na dinamica populacional. Aqui estaremos interessados, ndo em
numero de individuos e sim no tamanho minimo que um fragmento ou ilha populacional
deve ter para que seja vidvel a vida de uma espécie em seu interior. Este trabalho também ja
foi bastante estudado, porém, alguns parametros ainda necessitam de maior atencao

(PAMPLONA DA SILVA, 2008).
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2 OBJETIVOS

Estudar diversos modelos de dinamicas populacionais e suas principais aplicacdes e
restrigdes.

Resolver a equacgao FKPP linearizada para quatro casos particulares.

Apresentar a solucdo analitica para os modelos e uma analise detalhada dos mesmos.

Encontrar uma condicdo minima para que possa haver vida em um dado fragmento, ou
conjunto de fragmentos, em termos dos parametros que caracterizam o sistema.

Comparar os comprimentos minimos dos fragmentos em casos de fragmentagao e
heterogeneidades encontrados na literatura.

Esgotar a analise de parametros nos problemas de sistemas compostos por apenas um
fragmento unidimensional.

Apresentar a influéncia do grau de favorabilidade a vida dentro do fragmento, no
tamanho critico minimo, para diversos casos.

Apresentar a influéncia da distancia entre fragmentos, nos casos de sistemas de dois

fragmentos, no tamanho critico que eles apresentam.



14
3 FERRAMENTAL MATEMATICO E MODELOS

Assim como qualquer problema real, na modelagem matematica de dinamicas
populacionais ndo é possivel representar matematicamente todas as variaveis envolvidas no
sistema de estudo. Sendo assim, o modelo deve ser apenas uma representa¢ao do
fendmeno objeto de estudo e para que tenha solucdo analitica e computacional serdo
necessarias algumas consideracdes e aproximacoes.

Em nosso modelo, é importante destacar que nao serdao levadas em consideragao
caracteristicas de cada individuo da populagcdo em estudo e sim do resultado coletivo. Deste
modo, quando tratamos de uma populacdo, muitas vezes, este termo aparecerd como sendo
uma densidade espacial de populagdo e sua variagdo aparecera de forma continua, o que é

bastante razoavel para grandes densidades em grandes intervalos de tempo.

3.1 EQUACOES AUTONOMAS E DINAMICA POPULACIONAL

Na matematica existe uma classe importante de equac¢des diferenciais de primeira
ordem, nas quais a variavel independente ndo aparece explicitamente, denominadas

equacgdes autébnomas (BOYCE, 2006),

dx

2= f, (3.1.1)
no problema em questdo x pode ser, por exemplo, a quantidade de individuos de uma
determinada espécie, a sua densidade, a massa total (biomassa) ou seu tamanho e o tempo
é representado por t.

Tais equacgbes sdo separdveis, ou seja, podemos utilizar o método de separacdo de
varidveis para encontrar solucdes para o problema. Os modelos de crescimentos isolados
estudados neste trabalho seguem este tipo de equacao.

Os modelos aqui estudados foram formulados para tempo continuo, onde se supde que
os individuos se reproduzem a todo instante, o que na realidade é um boa aproximacdo para
grandes intervalos de tempo ou popula¢des muito grandes.

Seja x o numero de individuos em uma populagdo animal ou vegetal. Este niUmero é

dependente do tempo e assim podemos escrever x = x(t).
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Como x(t) admite somente valores inteiros (ndo existe meio individuo), deve ser tratada
como uma fungao discreta do tempo. Entretanto, para populagdes relativamente grandes,
x(t) pode ser aproximado por uma fungdo continua.

As mudancas quantitativas no nimero de elementos que ocorrem em uma determinada
espécie sdao ocasionadas por trés fatores: natalidade, mortalidade e migra¢cdo, onde
migracdo envolve tanto imigracdo, quando emigracao. Este tipo de abordagem para uma

dindmica populacional, aparece muitas vezes na literatura como sendo modelo do tipo BIDE.

dx

I é proporcinal a: natalidade — mortalidade + migracao.

Em geral, para simplificar a modelagem matematica, ndo consideramos o processo
migratdrio, ou seja, a populacdo é tratada isoladamente embora existam também modelos
que abordem este tipo de fenémeno. (BOYCE, 2006)

Uma condi¢do indispensavel para nossos modelos é que se a fungdo x(0) = 0, ou seja, a
populacdo é nula no tempo t = 0, esta populagdo também serd nula paratodot # 0, uma
vez que assume-se a hipdtese de que ndo existe geracdo espontadnea e a partir de uma
populagdo nula ndo é possivel o surgimento de novas geragées. Outra condi¢ao que deve ser
levada em consideragdao em todos os casos estudados aqui é que ndo existe x(t) < 0, para
qualquer valor de t. Condi¢do essa conhecida como positividade, ja que nao é possivel a

existéncia de um numero negativo de individuos de qualquer espécie.

3.2 EVOLUGAO DOS MODELOS DE DINAMICAS POPULACIONAIS PARA UMA ESPECIE

Como dito anteriormente, Dinamica de Populagdes no seu sentido mais amplo engloba o
estudo de populacdes de moléculas, células, micro-organismos, organismos superiores,
enfermidades, sociedades humanas, dentre outras possibilidades.

Apesar de a maioria das dinamicas ndo ocorrerem em sistemas isolados e sem interagdo
com outras espécies ou mesmo com a propria espécie, em uma primeira aproximacado estes
modelos servem para descrever a dindmica desta populagdo. Quando inserimos em nossos
modelos mais parametros e mais fatores, as equagdes ficam muito complexas e muitas vezes
ndo apresentam solucdo analitica.

Apresenta-se na sequéncia do trabalho a evolucdo dos modelos de dinamicas

populacionais para sistemas isolados.
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Modelo 1: Malthus

A proposta de utilizacdo da matematica para descrever quantitativamente o
comportamento do crescimento de uma populacdo, mais especificamente dos humanos,
comegou com o economista inglés T. R. Malthus (An Essay on the Principle of Population -
1798). Em seu modelo, Malthus assume que o crescimento da populacdo é proporcional a
populacdo em cada instante de tempo. Em seu modelo, Malthus chegou ao resultado de que
a populacdo humana deveria crescer sem nenhum tipo de inibicdo (espaco fisico, alimento,
guerras, epidémicas, etc) de forma exponencial e em determinado momento existiria mais
pessoas no mundo do que a oferta de alimentos. Desta forma em seu trabalho Malthus
descrevia que o crescimento populacional humano ocorria em uma progressao geométrica
(BASSANEZI, 2011).

Neste modelo, admite-se ainda que a quantidade de reprodutores cresce
proporcionalmente ao crescimento da populacdo e que as taxas de natalidade n e de
mortalidade m sejam constantes positivas, gerando uma taxa da variacdo da populacdo r
constante no tempo. Este tipo de hipdtese é razodvel quando analisamos grandes
populacdes que variam em condicGes ideais, isto é, quando todos os fatores inibidores do
crescimento estdo ausentes, ou seja, a espécie tem recursos ilimitados e ndo interage com
competidores ou predadores (BASSANEZI, 2006).

Feitas as consideragGes matematicas, o modelo de Malthus pode ser descrito pela

equacdo diferencial

dx(t) _
2l = rx(t), (M1.1)

onde x(t) é a populagdo no instante qualquer de tempo t, x, = x(0) é a populagdo no
instante inicial (t = 0), r é a taxa de crescimento da populacdo, ou seja, a diferenca entre a
taxa de natalidade n e de mortalidade m

r=n—-m

Como dito anteriormente, ndo é possivel o surgimento de individuos a partir de uma
populacdo nula (geracdo espontanea), assim como ndo existe populacdes menores do que

zero, ou seja, o limite inferior de qualquer populagdo é a extingao total. Temos para o inicio
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de qualquer estudo de populagdes que considerar x(0) = x, com x5 > 0, tendo assim um
PVI (problema de valor inicial),

{dz_(tt) =rx(t) (M1.2)
x(0) = x, >0,

gue apresenta solu¢do analitica para quantidade de individuos em qualquer instante de

tempo x(t) que pode ser expressa por,
x(t) = xge™. (M1.3)
Paraocasoder =n—m < 0, temos a populacao decrescendo assintoticamente para O,

ou seja sera extinta no tempo.

Populagao x(t)

Figura 3 - Curva malthusiana para um caso genérico, r > 0.
Fonte: Do autor.

Verificamos que de acordo com este modelo, para r =n—m > 0 a quantidade de
individuos da populacdo deveria crescer de forma geométrica, ou seja tende a valores muito
grandes para tempos relativamente pequenos, visto que de acordo com ele a populacido
cresce indefinidamente e exponencialmente (Figura 3). Em uma primeira andlise, este tipo
de resultado parece absurdo e o é para tempos longos, porém muitas espécies passam por
um momento de crescimento exponencial em algum instante de seu crescimento,
principalmente quando a populacdo é relativamente pequena. Apesar de apresentar uma

série de aplicagGes, inclusive para crescimentos populacionais em determinados intervalos



18

de tempo, verifica-se na pratica que o crescimento de uma populacdo ndo se da de forma

exponencial e indeterminada.

Modelo 2: Verhulst (logistico)

Observa-se na pratica é que a taxa de crescimento relativa tende a diminuir com o
tempo. Desta forma é preciso incorporar ao modelo matematico a queda de crescimento da
populacdo, ou seja, que a populacdo estd sujeita a fatores inibidores, tais como competicao,
espaco finito, alimento limitado, entre outros (BASSANEZZI, 2011).

Observando isso, em 1838, Pierre F. Verhulst prop6s um novo modelo de crescimento
populacional para uma espécie que leva em consideracdo a capacidade do ambiente de
suportar um numero maximo de individuos, devido as limita¢des de, por exemplo, espaco e
disponibilidade de alimentos.

Podemos partir do modelo de Malthus para chegar ao modelo proposto por Verhulst. No
modelo proposto por Malthus a taxa de crescimento é constante, independente da
populagdo. Basta inserirmos uma taxa de crescimento varidvel e dependente da populagdo

de modo a diminuir quanto maior for a populacdo, ou seja,

dx(t) _

—— = B0)x(0), (M2.1)
com
BG) =r (1 - %) (M2.2)

onde, k é uma constante positiva e r > 0 uma constante que representa a taxa de

crescimento logistico, ou seja, substituindo M2.2 em M2.1 temos,

dx(t t
O =7 (1 -2 x(o). (M2.3)

Antes de resolver o problema analiticamente e encontrar a solugdo para x(t), vamos
analisar alguns casos interessantes que a taxa de crescimento varidvel implica.
e Quando x(t) K k =>f — r, ou seja, em baixas densidades populacionais, o

crescimento da populagdo segue um crescimento Malthusiano.



19

e Quando x(t) < k, temos > 0, ou seja, uma populagdo crescente.

e Quando x(t) >k, B < 0 e a populagdo passa a ser decrescente.

e Quando x(t) = k, ou seja, a populacdo atinge a capacidade de suporte do meio,
B = 0 e populagdo se estabiliza e tem uma variagdo nula no tempo. Logo, quando
x(t) = k tem-se um equilibrio estavel.

Como vimos, neste modelo, a taxa de variacao da populacdo tende a zero para grandes
intervalos de tempo ja que quando a populacdo é menor do que a capacidade de suporte ela
cresce e quando é maior que a capacidade de suporte ela diminui, ou seja, em ambos os
casos a populacdo tende a um valor de suporte representado no modelo pela constante k.
Estamos interessados em resolver o PVI apresentado pela equacao logistica:

{d);—(tt)= rx(©) (1-57). (M2.4)

x(0) =x,>0
Este PVI apresenta solucdo analitica, que pode ser encontrada facilmente por separacdo

de varidveis e fra¢Oes parciais.

Solugdes triviais:
e x(t) = 0: populagdo nula
e x(t) = k: populacdo limite
Solugao para o caso geral:

Reescrevendo a equagdo M2.3 e tomando x(t) = x, temos

dx r
E = Ex(k —x).

Separando as varidveis e integrando,

ax(t) _ r
f prommte ) -dt. (M2.5)

Para resolver a integral do lado esquerdo da equagao M2.5 é necessdria a utilizacao de
fracBes parciais. Sejam A e B a serem determinadas tais que:
1 A B A(k —x) + Bx
k-0 x k=n xk—x»
Da identidade de polindbmios podemos escrever

Ak=1;A=1/k
—~A+B=0;B=1/k

Alk—x)+Bx=1=> {

Logo,
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1 1 1 11 1
x(k—x)‘E’Lk(k—x)‘E( )

Retornando a integral de M2.5, temos

j‘dx(l_}_ 1 )—frdt
k\x k—-x) Jk "~

ou seja,
dx dx
f—+f = frdt.
X k—x

Resolvendo as integrais temos:

—+
x k—x

Inx +c; —Inlk — x| +c, =rt + c3,

com ¢4, ¢, e c3 constantes de integragdo. Tomando agora ¢ = ¢3 — ¢1—C,

X
(k—x)

In | | =rt+c. (M2.6)

Da condigdo inicial x(0) = x,, podemos determinar a constante de integragdo c.

Xo
In |(k—x0)

Substituindo M2.7 em M2.6 obtendo

= c. (M2.7)

In—r 20
n —In =
(k—x) (k —xq)

rt.

Simplificando,
x(k — xp)
n— —=
xo(k — x)
o que nos leva a
x(k — xg) B
xo(k — x) B

rt,

rt

Precisamos isolar x(t) para encontrar a solugdo analitica do problema
X _ Xo ert

(k—x) (k—xo)

Invertendo ambos os lados temos,

(k—x) (k—xo) -~
P '

ou seja,
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E—l— (k_xO) —rt
X0
. . . K . .
Para isolar finalmente x(t), deve-se isolar o termoE e inverter novamente os dois
lados da equacgdo obtendo:
K
x(t) = —2—— (M2.8)

xo+(k—xp)eTt’

ou também, podemos expressar como encontramos na literatura por (MURRAY, 2002):

t

kxge”
x(t) =———
® k+xq(e™t-1)"’

(M2.9)
onde novamente x(t) é a populagdo em um instante de tempo t qualquer, X é a populagao
no instante de tempo inicial e v € uma constante vinculada ao crescimento da populagao.
Neste modelo temos ainda a constante k que representa o valor de suporte das populagées

de acordo com os fatores inibidores da mesma. A andlise das concavidades e do ponto de

inflexao da curva da fungdao encontram-se no apéndice A.

~ - . ) . k . ~
A fungdo apresenta um grafico do tipo sigmoidal para x, < > com ponto de inflexdo em

k—XO

como mostra a Figura 4.

x(ty) = Scom tm = %ln|

Xo

]

o

T

(228

Figura 4 - Curvas logisticas genéricas para 0 < xo< k/2, k/2 < xo< ke k < x,.
Fonte: Do autor.
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K . . . ~
Se 0 <xy < > x(t) cresce sigmoidalmente para k, com ponto de inflexdo da curva

emk/2.

k ~ . .
* Se-<x < k, a populagdo cresce assintoticamente para k.

e Sek < xy, a populagdo decresce assintoticamente para k.

Verificamos que no caso deste modelo, independentemente da populagdo inicial, ndo
nula, que se coloque no inicio do processo, para longos intervalos de tempo a populacdo
sempre tendera a capacidade de suporte do meio.

Podemos obter também um grafico comparativo entre o modelo de Malthus e o Modelo
logistico de Verhulst de onde evidenciamos uma maior verossimilhanca do modelo de
Verhulst que o de Malthus. Neste gréfico, apresentado na Figura 5, consideramos a mesma

taxa de crescimento e a mesma populagao inicial para ambos os casos.

Ko
Q
]
on
5
=
o
Q
2 k2
Logistico
Malthus
Xo
1

: |
. tempo

Figura 5 - Grafico comparativo entre a curva logistica e a curva malthusiana com taxas

de crescimentos iguais e partindo da mesma populagao inicial.
Fonte: Do autor.

Verificamos aqui que apesar de ndo ser completamente realista, 0 modelo Malthusiano
apresenta resultados muito préximos do modelo logistico para tempos e populagdes
pequenos, podendo ser uma ferramenta importante na modelagem de crescimentos no

inicio do processo. Isso porque a sua solucdo é extremamente mais simples do que a do

modelo de Verhulst.
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Modelo 3: Gompertz

Por completeza, analisaremos neste trabalho um outro modelo que descreve um
crescimento populacional, mas com algumas considera¢ées diferentes em relagdo ao
modelo logistico, € o modelo de Gompertz, menos explorado na literatura em geral.
Faremos aqui uma andlise detalhada do modelo, resolvendo a EDO para alguns casos
especificos.

Com o intuito de descrever o crescimento de tumores sélidos, o matematico Benjamin
Gompertz, em 1938, desenvolveu uma equagao que denominaremos aqui Equagdao de
Gompertz (DETHLEFSEN, 1968; DOMINGUES, 2011).

Em seu modelo, diferentemente do modelo logistico ja discutido, Gompertz afirma que a
taxa de inibicdo da populacdo estudada é proporcional ao logaritmo da populagdo, o que
significa que a taxa de crescimento é maior no inicio do processo e rapidamente se altera
para um crescimento mais lento.

Este modelo é bastante utilizado para crescimentos celulares no geral, tais como plantas,
bactérias, tumores entre outros (BASSANEZZI, 2011). A equacdo de Gompertz é encontrada

na literatura com a seguinte forma (OLINICK, 2009):

&0 = x(t)(a - bin[x(®)], (M3.1)
onde x(t) é a populagdo de uma dada espécie no instante de tempo t, a e b constantes
positivas.

Para encontrar os pontos de estabilidade da equacdao M3.1 é necessario iguald-laa a0,
ou seja,

dx
i 0 = x(a — binx).

A solucdo trivial x(t) = X, = 0, ndo é interessante, logo a — bin(x) = 0, ou seja,
a = bln(x,,4,), OU ainda X, = e’/b = k, com k sendo a capacidade de suporte do meio.

Substituindo a na equacdo M3.1 temos:

dx
i x(t)(blnk — bilnx),

ou seja,
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{ % = bxin (%) . (M3.2)

O PVI do modelo de Gompertz (M3.2) apresenta solucdo analitica simples utilizando o

métodos de separacao de varidveis e integrando, ou seja,

f -

X

. ez . k dx
Introduzindo a mudanca de varidveis u = In (—) e—du= ~ temos

x(t)
du
- — = bt + Cl'
u

com cysendo uma constante de integracao. Resolvendo a integral do lado esquerdo temos:
—lnu + ¢, = bt + ¢4,
com c,sendo outra constante de integragao. Introduzindo ¢ = ¢, — ¢4, temos:

—Inu + ¢ = bt.

Voltando as variaveis originais do problema, ou seja, u = In (;), temos

—1In (ln (g)) + ¢ = bt. (M3.3)

Mas sabemos que x(0) = x, , logo

k
In (ln (—)) =c.
Xo
Substituindo ¢ na equacdo M3.3 ficamos com
k k
—In{In (—) +In(In (—) = bt,
X Xo
gue, reagrupando nos fornece
k
k
in ()

No intuito de isolar x(t) faz-se necessario aplicar a exponencial de ambos os lados o que

In = bt.

implica em

In (;—O) = ebtin (2) ou In (g) = e Ptip (;—O)

ou ainda,
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E _ ee‘btln(f—o)
X

resultando finalmente em,

x(t) = kee_btln(xfo)’
ou
— k
() = ke * &) (M3.4)

Onde novamente x(t) é a populagdo no instante de tempo t, x, é a populagdo no
instante de tempo inicial, b é a taxa de crescimento da populacdo e k a capacidade de
suporte da populacdo no meio.

Podemos ainda escrever a relagdo da seguinte forma:

Partindo de

x(t) = ke (#) = & (el"(%’)) ,

finalmente obtendo

-bt
X0\

x(t) = k (7)

Analisando:

limke

t—oo

lim ke_e_btln(%) = X

t—0
temos que no inicio do tempo, a populacdo é igual a populacao inicial, de acordo com a
condicdo inicial colocada e para grandes intervalos de tempo a populacdo tende a
capacidade do meio, independentemente da populagdo inicial x,. A analise da concavidade
da funcdo e a determinacdo do ponto de inflexdo presentes no grafico da Figura 6,

encontram-se no apéndice B.



Populagao

tm

Tempo

Figura 6 - Curva genérica de Gompertz com ponto de inflexao em t,.
Fonte: Do autor.

Verifica-se que a curva deste modelo se assemelha muito com a ja discutida curva

logistica (Figura 7). A diferenca basica entre esses modelos no entanto é onde ocorre a

inflexdo da curva e também a facilidade em encontrar solucdo analitica para o problema.

populagao

Logistico
Malthus
Gompertz

tempo

Figura 7 - Grafico comparativo entre as curvas geradas a partir dos modelos de

Malthus, Verhulst (logistico) e Gompertz.
Fonte: Do autor.
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Como é possivel verificar no grafico comparativo acima, tanto a curva logistica, quanto a
curva de Gompertz tendem a capacidade de suporte k para tempos grandes. Por apresentar
um ponto de inflexdo em um valor de populagdo menor do que a curva logistica, a curva
gerada pelo modelo de Gompertz apresenta um crescimento maior no inicio do tempo e
chega ao equilibrio mais rapidamente. Dependendo da populagdo estudada, este modelo

pode ser o mais adequado.
3.3 EQUACAO DE DIFUSAO — 1 DIMENSAO

Passemos agora a estudar o comportamento de popula¢des levando em consideracdo a
varidvel espacial. Muitos trabalhos utilizam-se de equacdes de difusdo para expressar o
comportamento coletivo do movimento de uma popula¢cdo como veremos a seguir.

A difusdo é um fendbmeno fisico de transporte no qual se observa a propagacao de
matéria ou energia pela matéria. Existem as mais diversas formas de difusao e essas podem
ser modeladas a partir de equagdes denominadas equacdes de difusdo.

Neste trabalho, consideramos populagdes macroscopicas. Sendo assim utilizarmos como
hipotese que sua dindmica espacial seja fickiana, ou seja, se produz um fluxo que tende a
homogeneizar e uniformizar a distribuicdo de individuos. Evidentemente este tipo de
abordagem ndo é universalmente aplicdvel quando se trata de dinamica de popula¢des. No
entanto, esta hipotese pode ser utilizada sem restricdes j3 que uma gama grande de
populacdes biolégicas obedece leis fickianas de difusdo (CARVALHO, 2007).

Para entender a lei geral de conservagao, consideremos inicialmente a difusdao em trés
dimensdes espaciais. Seja S uma superficie arbitraria que envolve um volume V. Partindo da
equacdo geral de conservacdao que diz que a taxa de variacdo da quantidade de material u
emV é igual a taxa de fluxo de material que atravessa S mais o material criado em V

(MURRAY, 2002). Utilizaremos aqui negrito para diferenciar vetor de escalar.
= [u(x,t)dv = — [J.ds + [ fdv, (3.3.1)
em que J é o fluxo de material e f o termo de fonte, que pode ser uma fungdo de u, x e t. Se

aplicarmos o teorema de divergéncia a superficie integral e admitindo u(x,t) constante,

temos

[5+vI-fexn]av =0, (3.3.2)
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onde V é um operador e V.J é o divergente do fluxo.

Desde que o volume V seja arbitrario, o integrando deve ser igual a zero e com isso
temos a equagao de conservagao para u,

4V = floxt). (3.3.3)

A equacdo 3.3.3 é valida para um transporte de fluxo J geral, quer por difusdo ou algum
outro processo. Estamos aqui interessados em estudar o fendmeno de difusdo e no caso de

um processo de difusdo classico ou fikiano, temos J] = —DVu, onde D pode ser uma funcao

de x e u que se substituirmos em 3.3.3 teremos:
S+ 7.(=DVu) = f(c, x,t). (3.3.4)

Como estamos interessados na situacdao unidimensional e em todos os casos que

trabalharemos D é constante, matematicamente podemos escrever que

ou
at

=DZ% 4 (e, x0), (3.3.5)
0x?

em que, a principio, o termo de fonte f pode ser uma fung¢do de qualquer tipo. Nos capitulos

que seguem, discutiremos um caso particular de f conhecido como equagdo de Fisher-

Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (FKPP), a qual é corriqueiramente chamada na literatura de

Fisher-Kolmogorov, ou simplesmente equag¢ao de Fisher.
3.4 EQUACAO DE FISHER — 1 DIMENSAO

Nos modelos discutidos até aqui, ndo foi considerada a interacdo da populagdo com o
meio em que ela estd inserida, pelo menos no que diz respeito a como essa populacdo se
locomove ou se distribui por esse meio. Neste trabalho, ndo estamos interessados em
estudar como essa populagdo interage com o meio, mas sim os efeitos disso no que diz
respeito a existéncia ou ndo de vida em determinadas regides.

Tomemos a partir de agora a populacdo como sendo uma densidade populacional u e

nao mais em numero de individuos absolutos.

ou %u

- Dot/ (3.4.1)
onde, y é a coordenada espacial, T o instante de tempo, D o coeficiente de difusao
constante e f o termo de fonte. Mudamos aqui os simbolos das varidveis espacial e

temporal por conivéncia de notacao futura.
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O problema mais simples que podemos trabalhar é o caso de inserir no termo de fonte
uma funcgdo linear, ou seja, introduzir f(u) proporcional a u. Isso implicaria em inserir um
termo de fonte malthusiano, o que ndo resultaria uma boa equacdo para descrever uma
populagdo em equilibrio uma vez que, ou a densidade populacional cresceria
indefinidamente, ou diminuiria até a extingdo como vimos anteriormente. Essa fun¢do seria

descrita pela equacdo a seguir.

ou _
at

Dziyl: + cu, (3.4.2)
onde ¢ é uma constante positiva relacionada com a taxa de crescimento da populagao.
Porém, iniciaremos o nosso modelo utilizando a equagdo de Fisher com uma funcao
f(u) ndo linear logistica no intuito de descrever a dinamica de uma densidade populacional
estavel, evitando assim que para grandes intervalos de tempo a populagao modelada sofra
de um crescimento ilimitado. Basta acrescentarmos um termo de saturacdo (—u?) na nossa
funcdo limitando assim o crescimento da populacdo. Como vimos anteriormente, neste caso
em que o termo de saturacdo é logistico a populacdo sempre tendera a um valor de
saturacao independentemente do seu valor inicial desde que nao seja nula. Substituindo o

termo de fonte da equacgao 3.4.1 por um termo logistico, temos
(3.4.3)

Ou ainda em uma notacdo mais simplificada a equacao FKPP (FISHER, 1937; LIN, 2004),
em uma dimensao espacial, pode ser escrita na forma

u; = Duyy, + cu — bu? (3.4.4)

onde u = u(y,t) é a densidade populacional e os sub-indices as derivadas parciais, T o
tempo, y a coordenada espacial, D é o coeficiente de difusdo, c(y) termo relacionado ao
crescimento e b uma constante de saturacdo. A equacgdo FKPP — 3.4.4 pode ser reescrita com
algumas mudancas de varidveis adequadas que nos levam para a seguinte forma ndo linear.

Up = Uy + a(X)u — u?, (3.4.5)
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D
c(x/ /b>
onde a(x) = , X=7Y /b/D e t=bt . Esta mudanca de varidvel estd

detalhada no apéndice C.

A equagdo 3.4.5 pode ser classificada como equacao diferencial parcial de segunda
ordem parabdlica e foi resolvida por Kenkre para o caso geral (KENKRE, 2003). Pode-se,
porém retirar o termo n3o linear (—u?) e a equacdo resultante passa a apresentar solug3o
analitica simples. Este termo ndo linear esta associado a saturacdo do meio em questdo e se
em uma primeira aproximagdo considerarmos um crescimento sem limitagdo de saturagao e
a populagdo ndo prosperar, isso implicara que se considerarmos o termo ndo linear a
populacdo ndo prosperard também. A técnica de linearizacdo da equagcao FKPP aqui
empregada ja foi validada experimentalmente e teoricamente (LIN, 2004; NELSON 1998).
Logo, pretende-se resolver a equagao FKPP linearizada que apresenta a forma:

U = Uy +a(x)u (3.4.6)

Este problema pode facilmente ser resolvido levando em consideracdo o principio de
superposicdo e o método de separacdao de variaveis (ARFKEN, 1985), que nos garantem
existir uma solugdo do tipo u(x, t) = ¥ k, X, (x)e’nt onde X,,(x) satisfaz:

LX, = A1,X,, sendo L = aa_; + a(x), (3.4.7)
ou ainda para 0 nosso caso

Xex (1) = (A — a(x)X (3.4.8)
onde a(x) é a fungdo que descreve o meio (fragmento e suas vizinhangas), com 4,, e k,
constantes, ou seja, tem-se aqui um problema de autovalores para ser resolvido, onde
estamos interessados em encontrar o menor autovalor ndo negativo para 4,,.

Estudar-se-d4 a seguir 4 casos particulares de perfis, ou seja, 4 fun¢des a(x), que

compdem o cerne deste trabalho.
Caso 1 — Um fragmento isolado do meio externo
O caso onde a populacdo habita uma ilha populacional totalmente isolada do meio

externo é o caso mais simples que conhecemos. Este problema, ja profundamente estudado,

foi resolvido de maneira completa, ou seja, utilizando a equagao FKPP com a ndo linearidade



31

qguadrdtica, onde foi encontrado um valor para o tamanho minimo de fragmento abaixo do
qual seria impossivel a vida em longos intervalos de tempo (KENKRE, 2003).

Neste trabalho, reproduziremos o resultado encontrado na literatura (PAMPLONA DA
SILVA, 2008), usando apenas a parte linear da FKPP a fim de encontrar a condicdo minima
para existéncia de vida. Faremos essa revisdo a fim de comparar este resultado com os

demais encontrados aqui neste trabalho.

Aa(x)
(- 7}
(Regiéol: — 00, se—£>x
-L/2 0 L/2 > z .
a(x) = zRegiéo II: a,, se -5 <x<3
—o0 —00 Regiao I11: —oo, Seg <x

Figura 8 - Representacdao de um fragmento isolado: uma ilha de tamanho L, com uma
taxa de propiciedade a vida a, cercada por uma regido totalmente
impropria a vida.

Fonte: Do autor.

Queremos entdo resolver a equacdo 3.4.8 para o perfil a(x) descrito na Figura 8 em cada
uma das regioes.
Regides | e lll
Nas regides | e Il temos que a vida é completamente impossivel, ou seja,

Xi(x)=0

X (x) = 0.
Regiao ll
Na regido Il onde a vida é possivel, a equacdo 3.4.8 tome a forma:
Xux(x) = (A — o)X = —y?X, comy? = ay — 4, > 0,
ou simplesmente,

X (0) = —y%X. (C1.1)
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Precisamos encontrar uma funcdo Xj;(x), cuja a segunda derivada é igual a uma
constante vezes a propria fungdo. Logo

X;;(x) = Asen(yx) + Bcos(yx).
onde A e B sdo constantes arbitrarias.

Este tipo de solugdo nos gera como implicagao direta que ay > A,, 0 que poderia
gerar estranheza em um primeiro momento, porém como estamos interessados na minima
condi¢do necessaria para a existéncia de vida, utilizaremos apenas em 4,, = 1, = 0. Neste
caso, para qualquer valor de a, > 0, temos a relagao satisfeita.

Utilizando as condicdes de contorno:

X( L)—O—X( L)—A L+B L
1 5) =V T An 5) = sen( VZ) cos( VZ)

() = 0 = 2 () = asen (y5) + 5eos 1 5)
m\5) = —112—5371)’2 COS)’Z

Como L,y # 0, podemos dizer que
L L
0 = —Asen(y E) + Bcos(y E)

0 = dsen(y3) + Beos 3)
= Asen|y > cos |y >
Somando e subtraindo uma equacao da outra ficamos com
L
2Bcos (y E) =0
L
2Asen (yz) =0

Levando em consideracdo a positividade do problema e a simetria imposta, temos

queA=0eB # 0, jaquepara— < P < 0,sen(@) < 0, fere essas condicdes. Logo,

L ~ L 1
cos (iy5> =0 =>y§ = (n +E>n,comn =0,12,..

Novamente a positividade do problema nos limita a utilizacdo do estado fundamental

(n = 0), ja que para qualquer valor de n > 0 teremos valores negativos de X(x) na regido

L L .
entre —> < x <7, ou seja,

=L i
YD =3ZT = —
2 2 y

Para que u(x,t) ndo va a zero para t - o, é necessario que Ay =0, ja que

u(x,t) =Y k,X,(x)e’nt. Essas condigdes nos fornecem que:

T
A=20=>y=\a -1, < Jay=>L=2—

N
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No limite, onde 4, = 0, temos o valor critico para o tamanho do fragmento,

Ly = \/La_o (C1.2)

Onde o indice si significa simples isolado, referéncia a um fragmento isolado. Este
resultado utilizando as aproximacdes ja foi validado anteriormente em diversos trabalhos
(LIN, 2004; NELSON, 1998; PAMPLONA DA SILVA, 2008).

Verificamos com isso que o tamanho minimo critico que um fragmento deve ter para
gue seja possivel a existéncia de vida para grandes intervalos de tempo, no caso dele estar
completamente isolado do meio externo depende exclusivamente do grau de favorabilidade
a vida do fragmento. Assim, se L < Lg;, a densidade populacional no fragmento tende a

zero em longos intervalos de tempo.

Caso 2 — Um fragmento nao isolado do meio externo

Uma fungdo a(x) que representa um fragmento, em que a vida é possivel, inserido em

uma regido imprdpria a vida, porém ndo impossivel é descrito na Figura 9.

Ak
(-7}
(Regiéol: —h, se—§>x
L/2 0 L/2 N 7 L
’ a(x) = { Regido II: a,, se -5 <x<g
kRegiéo II: —h, seX<x
h A 2

Figura 9 - Representagao de um fragmento nao isolado: uma ilha de tamanho L, com
uma taxa de propiciedade a vida ap cercada por uma regido imprépria a
vida, onde o parametro h representa o grau de dificuldade a vida.

Fonte: Do autor.

Observa-se de imediato que no caso de h — o, retorna-se ao problema classico de um
fragmento totalmente isolado do meio externo, ou seja, em que o fragmento ndo apresenta

interagdo com o meio externo, problema descrito anteriormente no caso 1.
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Pretende-se resolver a equagdo 3.4.8 com a fungdo a(x) descrita na Figura 9 para o caso
de h finito, para isto, consideraremos as regides I, Il e IIl descritas também na Figura 9
separadamente, obtendo-se a solucdo em cada regido, utilizando as condi¢cGes de contorno e
continuidade nas fronteiras. A parte espacial da fungdo densidade populacional X (x) ndo é

nula nas fronteiras, como no caso de um sistema isolado, ademais a funcdo e sua derivada
o , L ., . R -
sdao continuas em x = i;. Além disso, tém-se como condicdo de contorno deste problema

as restricdes X (+o0) = 0.

Substituindo a(x) em 3.4.8 e utilizando as condi¢Ges descritas temos:

Regides | e lll
Xox(®) = (A, + W)X =y?X ondey = /A, + h,
ou ainda,

X;(x) = AeV* + Be™V*

X”I(X) = Ce)/x + De_yx

onde A, B, C e D sdo constantes arbitrarias.
Regido ll
Xex —B?X =0o0ndef =./ag— 1,1, =0
X;;(x) = Esen(Bx) + Fcos(Bx)

onde E e F sdo constantes arbitrarias.
De X(—) = X(o0) = 0 temos
X, (x) =Ae"* e X;;;(x) = De™ V™

Da continuidade em + % temos:

Ae™"% = —Esen (ﬁ %) + Fcos (ﬁ %) (C2.1)

De™¥% = Esen (ﬁ g) + Fcos (,B %) (C2.2)

- . L
Da continuidade da derivada em iE temos que

yAe_Vg = BEcos (ﬂ %) + BFsen (,B g) (C2.3)
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e

—yDe“yé = BEcos (ﬁ %) — BFsen (ﬁ %) (C2.4)

Multiplicando (C2.1) e (C2.2) por y e substituindo respectivamente em (C2.3) e (C2.4)

obtemos

—YEsen (,8 %) + yFcos (ﬁ %) = BEcos (ﬁ %) + fFsen (,8 %) (C2.5)
e

—yEsen (,8 %) —yFcos (ﬁ %) = SEcos (,8 %) — PFsen (ﬁ %), (C2.6)

em que se somarmos e subtrairmos C2.5 de C2.6 e isolarmos y chegamos a duas relagdes,

gue ndo podem ser satisfeitas simultaneamente.

condicao 1: ftan (,8 %) =y

condicao 2: f cot (ﬁ %) =-y

Como estamos tratando de um problema bioldgico, existe a obrigatoriedade de que a
densidade de populacdo sé apresente valores positivos, ja que ndo é possivel a existéncia de
uma quantidade negativa de individuos, condicdo essa conhecida como positividade. Logo,

temos como solugdo Unica do problema a condicdo 1.

Podemos concluir, portanto que

2 Y
L=- tan—. c2.7
5 arctan g (C2.7)

Estamos interessados em encontrar o menor autovalor ndo negativo para A,, ou seja,

/1020,oquenosgera,8S./OLOeyZ\/ﬁﬂy/’B2\/aZ
0

2 h
> = /— : :
L> \/a_oarctan o (C2.8)

Assim como no Caso 1 discutido anteriormente, no limite onde 4, = 0 temos um valor

critico para o tamanho da ilha.

2 h
Lgp, = \/T_oarctan\go, (C2.9)

onde o indice sn significa simples ndo isolado.
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Caso 3 — Sistema de 2 fragmentos idénticos isolados do meio externo

Estudamos até aqui o caso particular, mais simples que existe onde o sistema estudado é
formado por apenas um fragmento onde a vida é possivel e no seu entorno um ambiente
desfavoravel.

Neste caso particular estudaremos o que acontece com o tamanho minimo do
fragmento quando é introduzido outro fragmento idéntico que interaja com o primeiro, ou
seja, que esteja a uma distancia s do primeiro fragmento que seja possivel a difusdao entre
fragmentos. Estamos interessados aqui no caso mais simples que é quando o segundo
fragmento é idéntico ao primeiro, ou seja, o tamanho (L; = L, = L) e a favorabilidade a vida
(a; = a, = a,) dos dois fragmentos sao iguais. O caso mais geral ja foi estudado para alguns
parametros (PAMPLONA DA SILVA, 2008). Um perfil que descreve este sistema pode ser

representado pela fungdo a(x) da Figura 10.

F e
Qo o
-L 0 s L+s
o (Regidaol: — o, se—L>x
- |Regiéoll: ap, se—L<x<0
a(x) = 4Regiéo II:—p, se0<x<s
lRegiéo IV:ay, ses<x<L+s
RegidaoV: — o, seL+s<x
—o¢ -

Figura 10 - Representa¢ao de um sistema de dois fragmentos nao isolados entre si, porém
isolados do meio externo: duas ilhas idénticas de tamanho L e com uma taxa
de propiciedade a vida a,, espagadas por uma distancia s, com taxa de
desfavorabilidade a vida p cercadas por uma regidao totalmente improépria a
vida.

Fonte: Do autor.

Estamos interessados em resolver a equagdo 3.4.8 para o perfil a(x) apresentado na
Figura 10, o que faremos inicialmente para cada regido separadamente.

Regides le V

Nas regides | e V temos que a vida é completamente impossivel, ou seja,
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Xi(x)=0

Xy(x)=0

Regides Il e IV

Nas regides Il e IV onde a vida é possivel a equa¢do toma a forma:

Xy () = (A — ag)X(x) = —y?X, comy? = a5 — 1, >0

Precisamos encontrar uma func¢do Xj;(x), cuja a segunda derivada é igual a uma
constante vezes a propria fungdo. Logo

X;;(x) = Asen(yx) + Bcos(yx)

Xy (x) = Esen(yx) + Fcos(yx)
onde A, B, E e F sdo constantes arbitrarias a serem determinadas.

Regiao lll

X () = (A +p)X =p?Xonde f = /A, +p

X (x) = CeP* + De P~
com C e D constantes arbitrarias.

Precisamos determinar agora as constantes A,B,C,D,E e F para que seja possivel
encontrar uma relagdao geral do tamanho L do fragmento com as demais varidveis do
problema. Para isso, utilizamos as condi¢des de contorno e continuidade a seguir:

A. Continuidade de X (x)

1. x=-L

X;(—L) = 0 = Asen(—yL) + Bcos(—yL) = X;;(—L)
0 = —Asen(yL) + Bcos(yL)

B = A:%((YVLL)) = Atan(yL), (C3.1)
ou seja,
X, (x) = A(sen(yx) + tan(yL)Bcos(yx))
2. x=0

X;;(0) = Asen(0) + Bcos(0) = X;;;(0) = Ce® + De®
de onde obtemos

B=C+D. (C3.2)

De C3.1 e C3.2 obtemos a relagao.
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Atan(yL) = C + D. (C3.3)

3. x=L+s
Xyy(L+s)=Esen(y(L+5s))+ Fcos(y(L+s))=0=X,(L+s),

ou ainda,

F = —Etan(y(L + s)), (C3.4)
logo
X1y (x) = E(sen(yx) — tan(y(L + s))cos(yx)). (C3.5)
4, x=s

Xi11(s) = CePs + De s = Esen(ys) + Fcos(ys) = Xy (s).

Utilizando a relagdo encontrada para X, (x) em C3.5, temos

X,y (s) = E(sen(ys) — tan(y(L + s))cos(ys)) = X;;;(s) = CePs + De=Ps

Utilizando as relagdes trigonométricas e algumas recombinac¢ées (apéndice C) podemos
chegar na relacdo que é mais adequada para nossa andlise:

—Esen(yL) = (CeP* + De™P%)cos(y(L + 5)) (C3.6)

B. Continuidade de X'(x)

Calculando inicialmente a derivada de X(x) para cada uma das regides, obtemos as
seguinte relacdes:

X'11(x) = Aycos(yx) — Bysen(yx);

X'111(x) = CBeF* — DBe~F¥;

X'1y(x) = Eycos(yx) — Fysen(yx).

A continuidade nas fronteiras entre as regides, fornece:

1. X=0

Aycos(y0) — Bysen(y0) = CBeP° — Dpe=PO,

Do qual obtemos uma relagdao para 4,C e D.

Ay = B(C —D) (C3.7)
2. X=s
Eycos(ys) — Fysen(ys) = CBefS — DBe™Ps,
ou ainda,
Eycos(yL) = B(CePs — De™P%)cos(y (L + s)). (C3.8)

Para eliminar E e A, podemos substituir as equacdes C3.3 em C3.7 e C3.6 em C3.8



C+D
) =P —D)
_ (cePs+pe=BS)cos(y(L+s))

ycos(yL) = ,B(Ceﬁs - De‘ﬁs)cos(y(L +5))

sen(yL)

Simplificando, podemos escrever

(Ce55+De Bs)

P——— = ﬁ(CeﬁS — De™ BS)

(ﬁ_tan(yL)) _ﬁ_tan(yL) cy\ _ (0
(B+tan(yL)) ﬁs ('B_tan(yL)) _35 (D) (0)
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(C3.9)

(C3.10)

(C3.11)

Temos como objetivo obter uma solucdo ndo trivial para este sistema. Logo, impomos

que o determinante da matriz C3.11 seja nulo, o que fornece:

(o= ) 0= ) 02 ) 0+ ) -0

ou seja,

- (8- m)z e+ (p+ tanym)z s =,

ou ainda,

(6= m6m) = rmgm) o

que realizando a distributiva fornece,
g _ 2y +( Y )2 s = (g2 4 2By +( Y )2 oBs
tan(yL) \tan(yL) tan(yL) = \tan(yL) '

Realizando o rearranjo dos termos, temos que

ps( g2 Y\ s p2 Y N\ 2BY ps ops
e <’B +<tan(yL)> ) e <B +(tan(yL)> >_ tan(yL) (e +e™)

2Py —
(’82 t (tan(yL)) )(e Po— eﬁs) tan(yL)( 'BS+e 53)

(C3.12)
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Dividindo ambos os lados da equacdo C3.12 por (e65+e"35) e usando a relacdo

_ et
tanh(Bs) = (eForepsy teMOs
2
2 Y _ 2By
('B + (tan(yL)) )tanh(ﬁs) " tan(yL) (C3.13)

Estamos interessados, assim como nos casos anteriores, no menor fragmento onde seja
possivel a existéncia de vida, sem que na solucdo haja a possibilidade de populac¢Ges
negativas. Esse resultado sera expresso quando A, =0, ou seja y =.,/ay e B=./p.

Substituindo e rearranjando os termos em C3.13 obtemos

pao
< tan? (\/— )) tanh(y/ps) = tan(\/_ L)
ou ainda
ptan®(\/aoLy;) tanh(s\/p) + aq tanh(s\/p) = 2\/pagtan(\/asLa;) (C3.14)
onde temos uma relagao implicita entre Lg;, p, ag € s. O indice di refere-se ao sistema duplo
isolado. Existe uma outra forma de encontrar L,; isolado em fung¢do das demais variaveis,

vide apéndice E.
Caso 4 — Sistema de 2 fragmentos idénticos nao isolados do meio externo

Muito semelhante ao caso 3 discutido anteriormente, no caso 4 temos um sistema
composto por 2 fragmentos, porém estes além de ndo estarem isolados entre si, eles nao
estdo isolados do meio externo. Uma fungdo a(x) que descreve essa situacdo pode ser

definida pela fungdo a(x) descrita na figura 11.
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i o (0
Qo Qo
L 0 s L+s (Regidol: —h, se—L>x
- |Regiéoll: ap, se—L<x<0
- a(x) = {Regido Ill: —p, se0 < x < s
Regiao IV:ay, ses<x<L+s
RegiaoV: — h, seL+s<x
-k -A

Figura 11 - Representacdao de um sistema de dois fragmentos nao isolados entre si nem do
meio externo: duas ilhas idénticas de tamanho L e com uma taxa de
propiciedade a vida a,, espagadas por uma distancia s, com taxa de
desfavorabilidade a vida p cercadas por uma regiao desfavoravel a vida com
taxa de desfavorabilidade h.

Fonte: Do autor.

Assim como no caso 3, estudaremos aqui um caso particular em que o sistema é
formado por dois fragmentos de mesmo tamanho L; =L, =L e mesmo fator de
favorabilidade a vida (a; = a, = ag). Além disso, consideraremos muitas vezes que o fator
de desfavorabilidade a vida dentro e fora dos fragmentos seja Unico, ou seja, p = h.

Assim como nos casos anteriores, estamos interessados apenas no menor autovalor
Ao =0, cujo o caso critico 4;g =0 que gera a situagdo tamanho critico para o qual o
tamanho do fragmento L seja minimo para a existéncia de vida. Portanto utilizaremos esta
condicdo desde o comeco da analise.

Assim como nos casos anteriores, estamos interessados em resolver a equacdo 3.4.8.
para todas as regides descritas por a(x).

Regides l e V

Nas regides | e V temos regides imprdprias a vida, ou seja, temos:

X (x) = 02X, 0nde 82 =1y +h =h

X;(x) = Aeb*

Xy(x) = Be %

onde A e B sdo constantes arbitrarias e ja aplicamos a condi¢3o assintdtica X(+o0) = 0.



Regides Il e IV
Nas regides Il e IV onde a vida é possivel a equagdo toma a forma:

X () = (A — ag)X(x) = —y2X,comy? =ay— Ay < ay, >0
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Precisamos encontrar uma fungdo X;;(x), cuja a segunda derivada é igual a uma

constante vezes a prépria fungdo. Logo

X;;(x) = Csen(yx) + Dcos(yx)

X1y (x) = Gsen(yx) + Hcos(yx)
onde C, D, G e H sdo constantes arbitrarias.

Regiao lll

X)) = (A +p)X =p?Xonde f = /Ay +p = \/Z
com solugdo dada por

X (x) = EeP* + FeF*

onde E e F sdo constantes arbitrarias.

Para encontrar a relagdo entre os parametros, vamos utilizar a continuidade de X(x) e

sua derivada nas fronteiras entre as regioes.
A. Continuidade de X (x)
1. x=-L

X;(=L) = Ae™ = Csen(—yL) + Dcos(—yL) = X;;(—L)
Ae 0L = —Csen(yL) + Dcos(yL)
2. x=0

X;;(0) = Csen(0) + Dcos(0) = X;;;(0) = Ee® + Fe®

D=E+F

X;1(s) = EePs + Fe B = Gsen(ys) + Hcos(ys) = Xy (s)

4. x =L+s
XL +5) = Gsen(y(L + s)) + Hcos(y(L + 5)) = Be 00+S) = X, (L + 5)

(Ca.1)

(C4.2)

(C4.3)

(C4.4)



43

B. Continuidade da derivada de X(x)

Primeiramente, precisamos calcular as derivadas das fun¢des em cada regiao.
X' (x) = AGe?*

X'11(x) = Cycos(yx) — Dysen(yx)

X'111(x) = EBeP* — FpeF~

X'y (x) = Gycos(yx) — Hysen(yx)

X'y(x) = —Be~%*

1. x=-L
ABe =0 = Cycos(—yL) — Dysen(—yL)),
ou seja,
Afe % = Cycos(yL) + Dysen(yL). (c4.5)
2. x=0

Cycos(y0) — Dysen(y0) = EBef® — Fpe=FO

Cy = B(E — F) (C4.6)
3. x=s

Gycos(ys) — Hysen(ys) = EfefS — FBe™Fs (C4.7)
4. x=L+s

Gycos(y(L + s)) — Hysen()/(L + s)) = —Bfe 0UL+s) (C4.8)

C. Associando as relagdes que encontramos da continuidade obtemos:
1. Emx = —L, associando C4.1 com C4.5, temos

Cycos(yL) + Dysen(yL) = —COsen(yL) + D6cos(yL),

ou ainda,

Clycos(yL) + 8sen(yL)] = D[Bcos(yL) — ysen(yL)]

donde extraimos:

_ p [Bcos(yL)-ysen(yL)]
€=D [ycos(yL)+0sen(yL)] (C4.9)

2. x = 0, associamos C4.2 com C4.6,
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Dp =B(E+F)
Cy = B(E — F).
Somando e subtraindo as relagdes acima podemos escrever
2BE =Cy +Dp
2BF =Df — Cy.

Substituindo C, obtido com C4.9, nas equacdes acima obtemos

_ py [Bcos(yL)—ysen(yL)] _ [8cos(yL)—ysen(yL)]

2PE =D [ycos(yL)+8sen(yL)] y+Df=D ([YCOS(]/L)+95en(yL)] Yy + ,B) (C4.10)
— _ n[Bcos(yL)—ysen(yL)] _ [8cos(yL)—ysen(yL)]

2pF=DF-D [ycos(yL)+8sen(yL)] " ('8 [ycos(yL)+8sen(yL)] ) (C4.11)

3. Emx = s,temos C4.3 e C4.7

Gycos(ys) — Hysen(ys) = EfePS — FBe s
BGsen(ys) + fHcos(ys) = EBePS + FBeFs.

Subtraindo e somando as relagdes acima obtemos:

2EBePs = G(ycos(ys) + ﬁsen(ys)) + H(,Bcos(ys) — ysen(ys)) (C4.12)
2F Befs = G(,Bsen(ys) — ycos(ys)) + H(ﬁcos(ys) + ysen(ys)). (C4.13)

4. Emx =L + s, de C4.4 e C4.8, encontramos que
Gycos(y(L + s)) — Hysen(y(L + s)) = —Be 00+
GOsen(y(L + s)) + HOcos(y(L + s5)) = BOe 9(L+s)

Se substituirmos uma relagdao encontrada em 4 na outra, podemos escrever

GOsen(y(L + s)) + HOcos(y(L + s)) = —[Gycos(y(L + s)) — Hysen(y(L + s))],

ou ainda,

G = — [Ocos(y(L+s))—ysen(y(L+s))]
o [ycos(y(L+s))+0sen(y(L+s))]

Substituindo C4.14 nas relagdes C4.12 e C4.13 temos

(C4.14)
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Bs — _ [8cos(y(L+s))—ysen(y(L+5))]
2Epe [ycos(y(L+s))+8sen(y(L+s))]

()/cos()/s) + Bsen(ys)) + H(cos(ys) —
ysen(ys)) (C4.15)

Bs — _ [0cos(y (L+s))-ysen(y(L+s))]
2Fpe H [ycos(y(L+s))+6sen(y(L+s))]

)/sen(ys)). (C4.16)

(,Bsen(ys) — ycos(ys)) + H(cos(ys) +

Vamos introduzir a notacao:

_ _ _ __[Bcos(yL)—ysen(yL)] __ [Bcos(y(L+s))—ysen(y(L+s))].
V=4 Ao, B = \/5’0 - \/ﬁ’ Ry = [ycos(yL)+6sen(yL)]’ R, = [ycos(y(L+s))+0sen(y(L+s))]

—my = (ycos(ys) + Bsen(ys)); mp = Bcos(ys) — ysin(ys), ms = Bsen(ys) —ycos(ys),
my, = Bcos(ys) + ysen(ys). Substituindo C4.15 e C4.16 em C4.10 e C4.11 respectivamente,
podemos eliminar E e F escrevendo um sistema para D e H, como segue.

2BE = D(Ryy +B)

2BF =D(B — Ryy)

2EB = H(myR, + my)e™Ps

2FB = H(m3R, + my)ePs.

Ou ainda,

D(Ryy + B) = H(myR, + my)e™Fs;

D(B — Ryy) = H(m3R, + my)ePs;

gue na forma matricial pode ser escrito como:

((mle +my)e P —(Ryy + ﬁ)) (H) _ (O)
(m3R, + my)ePs  (Ryy — B) 0/

Para solucdo nado trivial, o determinante da matriz dos coeficientes deve ser nulo,
gerando a equacgao secular nos parametros L, ag,p,h e s,

(myR, + my)e PS(Ryy — B) + (Ryy + B)(m3R; + my)ePs = 0. (C4.17)

Esta relagdo pode ser utilizada para determinar L, onde o indice dn refere-se a sistema
de fragmentos duplo nao isolados porém, encontramos aqui uma equac¢ao onde é impossivel
isolar Ly, em funcao dos outros parametros. Para obtermos os valores numéricos de Ly,
gue satisfazem a equacdo C4.17, utilizaremos aqui o método numérico da bisseccdo para

encontrar as raizes da fungao implicita.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Este problema envolve uma grande gama de varidveis que podem ser estudadas
separadamente. Focaremos nosso estudo no que diz respeito ao tamanho minimo dos
fragmentos, tendo como parametros a favorabilidade a vida dentro do fragmento e quando
for o caso a distancia entre os fragmentos e as dificuldades a vida entre os fragmentos e fora

do sistema.

e Caso 1: Fragmento simples isolado (Lg;)
Obtivemos para o caso de um fragmento completamente isolado do meio externo um
tamanho minimo que depende exclusivamente do grau de favorabilidade a vida do

fragmento.
T
v Qo

Para comparagdes futuras, adotaremos arbitrariamente o caso especifico onde a; =1

Lgi(ao) =

gue nos resulta um resultado bastante interessante

Lg(1) =m.

Como estamos tratando aqui de um comprimento de fragmento e o numero m é
irracional, é interessante considerar o caso onde a, = m? que resulta em

Lgi(m?) = 1.

e Caso 2: Fragmento Simples ndo isolado (Lg;,)

No caso do fragmento analisado ndo estar completamente isolado do meio externo, o

mesmo depende do quado isolado ele esta (h) e do grau de favorabilidade a vida (a,).

Lo (ag ) 2 . h 2 - h
a, = ——arctan |— = —tan —
sn\“0 \/a—o ao \/a—o ao

Assim como no caso 1, podemos adotar arbitrariamente a, = 1, obtendo como
resultado um tamanho minimo de fragmento que depende exclusivamente do grau de

desfavorabilidade & vida h

Len(1,h) = 2arctanvh
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Uma forma simples de validar esta relagdo é verificar o que acontece quando h — oo.
Neste caso, teriamos que retornar ao problema discutido no caso 1 de um sistema formado

por um fragmento completamente isolado do meio externo. Calculando o limite

h 2 T T

}lll_)rzlo\/—_arctan a—o \/_ 5 \/—a_o = Ly,
temos

limLsn = LSi
h—oo
Temos aqui uma solucdo é coerente com o encontrado para o fragmento isolado da

literatura (SKELLAM, 1951; KENKRE, 2008).

e Caso 3: Sistema de 2 fragmentos isolados do meio externo (Lg;)

Quando temos 2 fragmentos idénticos, conectados entre si, porém isolados do meio
externo, a relagao que encontramos para o menor fragmento possivel é:

ptan®(ayLg;) tanh(s\/g) + a, tanh(sﬁ) = ZMtan(\/a_oLdi).

Neste caso, o tamanho minimo do fragmento depende da distancia entre os fragmentos,
a dificuldade a vida que existe no espaco que os separa, do grau de favorabilidade a vida em
cada um dos fragmentos que no caso é unico.

Encontramos também para este caso a relagdo explicita para Lg; (s, p, ay) (Apéndice E):
T 1

J/p tanh <@>
Ly; = — — —arccotan
“Va Va Vo

Pretendemos aqui estudar a relacdo entre o grau de favorabilidade a vida dentro dos
fragmentos com o tamanho minimo que ele deve ter, fixando-se os parametros

desfavorabilidade a vida e distancia entre os fragmentos.
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Ldi; p=1; =0 8;

= Ldi; p=5; s=05;
Ldi; p=10; s=0 8;

Ldi

Figura 12 - Grafico comparativo entre o tamanho minimo de fragmentos L;; em
relagao a taxa de favorabilidade a vida no mesmo, no caso de um sistema
com dois fragmentos conectados entre si e isolados do meio externo.

Fonte: Do autor.

Quando observamos o comportamento do tamanho L, em fung¢do da favorabilidade a
vida dentro do fragmento, podemos verificar que a medida que a condicdo é melhorada
dentro do fragmento, o tamanho minimo do fragmento tende a diminuir, mas nunca
assintoticamente para zero, o que é bastante razoavel, pois um fragmento de tamanho nulo
significaria a auséncia de fragmento.

O menor tamanho que obtivemos para L,;, aconteceu quando o grau de
desfavorabilidade a vida entre os fragmentos era o menor possivel, visto que até aqui

fixamos aqui a distancia entre os fragmentos.
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1k — Ldi; al=p=1

— Ldi; a0=1; p=5
— Ldi; a0=1; p=10
0aF
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Figura 13 - Grafico comparativo entre o tamanho minimo de fragmentos L;; em
relagao a distancia entre os fragmentos.
Fonte: Do autor.

De imediato, podemos observar que independente do grau de desfavorabilidade a vida
empregado entre os fragmentos, quando a distancia entre os fragmentos é zero (s = 0),
cada fragmento assume o valor de metade de um fragmento simples isolado, ou seja,

Lg(ap =1 T
Ldi(szo,a0=1)=%=§.

Para o caso de ay = 1, obtivemos o valor de Ly; = g, quando s = 0, ou seja, retomamos
aqui o problema de um fragmento simples isolado, visto que ndo existe espagamento entre
os fragmentos e para fora do sistema, temos uma condi¢do infinitamente dura que gera
isolamento dos fragmentos com o meio externo descrito na Figura 8 e resolvido no caso 1.

Observamos no grafico da Figura 13 que, em relacdo a distancia s entre os fragmentos, o
tamanho minimo L;; atinge um valor limite para pequenos valores de s, estabilizando
rapidamente neste valor. Observamos ainda que ndo importa o qudo longe um fragmento
estd do outro, eles nunca atingem o valor encontrado para o sistema de um fragmento
isolado. Este resultado é bastante razoavel, visto que mesmo isolando um fragmento do
outro pela distancia entre eles, temos aqui que cada fragmento é completamente isolado do
meio externo por uma das extremidades e a outra fronteira apresenta uma condicdo ndo tao

dura. Uma fung¢do que poderia apresentar este resultado encontra-se na Figura 14.
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tRegiéo I1]; —oo, sel < x
-h 2
-0

Figura 14 - Representac¢ao de um sistema de um fragmento isolado de um lado, porém nao
completamente isolado do outro lado, com grau de desfavodabilidade a vida p.
Fonte: Do autor.

Observamos na Figura 14 um fragmento em um sistema de uma unica ilha isolada por
um lado e desfavoravel a vida pelo outro lado com grau de desfavorabilidade p. Neste caso,
temos um sistema intermediario entre os sistemas estudados no caso 1 e no caso 2.

A predicdao do tamanho minimo que um fragmento deve ter em um sistema, descrito
pela Figura 14, foi obtida neste trabalho exclusivamente pelo distanciamento entre os
fragmentos de um sistema duplo isolado. Para trabalhos futuros, a busca pela solucdo
analitica do problema é um bom objeto de estudo, podendo validar ou ndo o resultado aqui
encontrado.

Observamos ainda que quando o grau de favorabilidade e desfavorabilidade sdo ambos
iguais a unidade temos o tamanho minimo do fragmento aumentando, conforme aumenta-
se a distancia entre os fragmentos, porém de forma muito menos acentuada. Este resultado
levanta uma questdo; se isso ocorre sempre que a razao entre a, e p for igual a unidade.

Uma continuagdo natural do estudo deste caso seria o estudo de um parametro d(p, s)
que atrele os parametros p e s, sendo este um parametro de dificuldade de difusdo entre os

fragmentos.
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e Caso 4: Sistema de 2 fragmentos ndo isolados, nem entre si, nem do meio
externo (Lgp).

Para o caso de 2 fragmentos ndo isolados entre si, obtivemos uma relagdo onde é
impossivel explicitar L4, em fungdo dos outros parametros do problema. Porém, utilizando
métodos computacionais é possivel encontrar o tamanho minimo em func¢do dos
parametros do problema.

(myR; + my)e PS(Ryy — B) + (Ryy + B)(m3R, + my)efs =0,

R. = [6cos(yL)—ysen(yL)] _ [Bcos(y(L+s))—ysen(y(L+s))].
1= 2

onde, ycosGL)+0sen]’ "2 T [ycos(y(Lts)tsentyLrs)l T (veos(ys) +

Bsen(ys)); m, = fcos(ys) — ysen(ys), ms = Bsen(ys) —ycos(ys), m, = Bcos(ys) +
ysen(ys).

Quando observamos agora o comportamento do tamanho L;, em fun¢do da
favorabilidade a vida a, dentro do fragmento (Figura 15), podemos verificar que, assim
como no caso anterior, a medida que a condicdo é melhorada, o tamanho minimo do
fragmento tende a diminuir, porém desta vez os fragmentos tendem a valores mais
proximos de zero, uma vez que nao existe uma barreira brusca entre o sistema de

fragmentos e seu entorno.

—Lanh=p=1
- — L h=p=5
Tah=p=10

Figura 15 - Grafico comparativo entre o tamanho minimo de fragmentos L;, em
relagao a taxa de favorabilidade a vida no memso, no caso de sistema
com dois fragmentos isolados do meio externo.

Fonte: Do autor.
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Assim como no caso 3, conforme aumentamos o grau de favorabilidade a vida dentro do
fragmento, menor ele precisa ser para possibilitar a existéncia de vida em seu interior para
grandes tempos. Notamos aqui que o tamanho minimo neste caso é menor do que o caso
anterior (caso 3), o que é razoavel, visto que no caso 4 ndo temos nenhuma regido com
condi¢Bes de vida tao duras quanto no caso 3.

Notamos ainda uma grande variagdo no tamanho do fragmento na regido 0 < ay < 2,

para todos os valores de p = h analisados.

3_

2581
2 —
E 15
1
— Ldn; p=h=al=1
05- — Ldn; p=h=5;a0=1
— Ldn; p=h=10;a0=1
0 1 1 1 | | |
0.5 1 15 2 25 3

Figura 16 - Grafico comparativo entre o tamanho minimo de fragmentos L,;, em
relagdo a distancia entre os fragmentos.
Fonte: Do autor.

Como forma de resumir os resultados aqui obtidos, sintetizamos todos os casos em uma
tabela. Para efeito de comparagdo, se adotarmos arbitrariamente ovalordep =h =gy =1
nos problemas de fragmentos ndo isolados do meio externo, p = a; = 1 e h = o0 nos casos
de fragmentos isolados e s = 0,8 nos casos de problemas de 2 e infinitos fragmentos, pode-
se comparar os diferentes casos analisados neste trabalho, obtendo assim um valor

numeérico para o tamanho minimo do fragmento em todos os casos analisados.
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Tabela 1: Comparativo entre os tamanhos minimos dos fragmentos para que seja
viavel a vida nos casos de uma e duas ilhas isoladas e nao isoladas e infinitas ilhas de

mesmo

tamanho.*R, =———*——= R,

_ [Bcos(yL)—ysen(yL)]

_ [6cos(y(L+s))-ysen(y(L+s))],

[ycos(yL)+8sen(yL)]’

" [ycos(y(L+s))+0sen(y(L+s))l

—m, = (ycos(ys) +

Bsen(ys)); my = Bcos(ys) — ysen(ys), mg = Bsen(ys) — ycos(ys), my = Bcos(ys) + ysen(ys). **
resolvido numericamente para o caso de infinitos fragmentos

Situagao

Tamanho minimo do fragmento

caso particular

Tamanho minimo

(analitico) do fragmento
1 fragmento L T h=o
si = T — Li=1
isolado Vv %o a, =1 *
1 fragmento ndo 2 h h=1
Ly, = —arctan |[—
isolado o Jag o a, =1 Ly = 1,57
2 fragmentos
ptg?*(aoLq;) tanh(s\/f) h = o
nao isolados entre
+ a, tanh(s,/p) ap =1 Ly = 1,93
si, isolados do meio
=2/ / . p=
externo 2y/paotg(Vaola)
h =
2 fragmentos (miR, + my)e PS(Ryy — B) +
ag = 1 Ldn = 1;15
ndo isolados (Ryy + B)(m3R, + my)ebs = 0*
p =
Infinitos
fragmentos ag =1
** Ly =0,74
(KRAENKEL, p=1
2010)

Fonte: Do autor.
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Com base na tabela 1, plotemos inicialmente um grafico que compara os tamanhos
minimos de fragmentos em todos os casos estudados aqui e o caso estudado por Kraenkel
de infinitos fragmentos idénticos, em relacdo ao grau de desfavorabilidade a vida p entre os

fragmentos (Figura 17).
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Figura 17 - Relagdao entre o tamanho minimo critico dos fragmentos e o grau de nao

propiciedade a vida. Comparagao entre os tamanhos criticos para os

diferentes casos: uma ilha isolada (SKELLAN, 1951), uma ilha ndo isolada

com os casos de duas ilhas ndo isoladas (PAMPLONA DA SILVA, 2012), duas

ilhas isoladas (PAMPLONA DA SILVA, 2008) e o caso de infinitas ilhas de

mesmo tamanho espagadas por regies hostis a vida (KRAENKEL, 2010).
Fonte: Do autor.

O grafico da Figura 17 traz que, no caso particular de ag = 1; para um fragmento nao
isolado tém-se um tamanho minimo Lg, (h) (caso 2) que depende basicamente do grau de
isolamento do meio externo a que ele esta sujeito. Verifica-se que a introdugdao de um outro
fragmento idéntico e préximo a este (s = 0,8 ) gera uma difusdo entre eles, de modo que o
tamanho minimo de cada um deles seja menor que o caso em que temos apenas um
fragmento, ou ainda, Lg, (p,h) < Lg, (h). Pode-se verificar ainda que a introdugdo de
mais fragmentos préximos a estes (no caso infinitos fragmentos distanciados s = 0, 8 entre
si) permite um tamanho minimo a cada fragmento Lis (p) (o indice if refere-se a infinitos
fragmentos) ainda menor, de modo que L (p) < Lgn (p,h) < Lg, (h), como pode ser
verificado na tabela 1, salvo quando p = o0, pois neste limite, todos os casos se reduzem ao

de um fragmento isolado, ou seja, Lif (00) = Lg, () = Lg, (0) = Lg = T
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O caso de infinitos fragmentos ndo apresenta solucdo analitica e foi calculado a partir da
solugdo numérica introduzindo periodicidade para a(x) para infinitos fragmentos de mesmo

tamanho, mesmo grau de favorabilidade e espacados de uma mesma distancia s entre si.

4.1 COMPARAGAO ENTRE OS CASOS 1 E 2

Nos casos 1 e 2, tratamos de sistemas compostos apenas por um fragmento e ja vimos
que no limite para grandes graus de desfavorabilidade a vida fora do fragmento estamos
falando do mesmo problema. Com isso, pretendemos esgotar os parametros destes
problemas buscando a relagdo entre o grau de favorabilidade e desfavorabilidade a vida do
sistema com o tamanho minimo que o fragmento deve ter para prosperar vida no mesmo.

Vamos comparar como se comporta o tamanho minimo de um fragmento quando este
fragmento esta completamente isolado do meio externo com o caso em que ele esta imerso
em uma regido pouco propicia a vida, mas ndo impossivel. Vamos considerar inicialmente o
caso onde o grau de favorabilidade a vida em ambos os casos seja fixo, ou seja, a; = 1. No
caso do fragmento isolado, temos que ele depende exclusivamente do grau de
favorabilidade a vida, ou seja, ao fixar este valor teremos como resultado uma constante no
tamanho minimo do fragmento. Ja o fragmento quando nao esta isolado, depende além do
grau de favorabilidade, também do grau de dificuldade a vida fora do fragmento.

Plotemos inicialmente um grafico que relaciona o tamanho critico do fragmento com o
grau de dificuldade a vida fora do mesmo, reproduzindo um resultado apresentado por

PAMPLONA DA SILVA (2008).
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Figura 18 - Tamanho critico para um fragmento nao isolado em fung¢ao da resisténcia a
vida fora do mesmo.
Fonte: Do autor.

Analisando o grafico da Figura 18, confirma-se a afirmacdo de que no caso de um
fragmento ndo isolado, quando h — o temos a reproduc¢do do problema de um fragmento
isolado, pois nesse limite Ly, = Lg;; = m. Nota-se ainda que temos uma regido de transicao
bem acentuada e que para valores de h maiores que 102, L, apresenta pequena variag3o,
aproximando-se assintoticamente de Tr.

Podemos ainda verificar este resultado, quando analisamos o tamanho que um
fragmento deve ter para que seja possivel a vida quando analisado em func¢do da

favorabilidade a vida que o mesmo possui.
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Lrnin

Figura 19 - Relagcao entre o tamanho minimo de um fragmento e o grau de
favorabilidade a vida para varios graus de desfavorabilidade fora do
mesmo.

Fonte: Do autor.

Podemos verificar do grafico da Figura 19 que, no caso de um fragmento ndo isolado,
conforme aumenta-se o grau de desfavorabilidade a vida fora do fragmento, mais préxima a
curva fica da curva encontrada para um fragmento isolado. Esse resultado é esperado e
apenas confirma o resultado anterior do grafico da Figura 18.

Verificamos ainda que para baixos graus de desfavorabilidade fora do fragmento (h = 1),
temos um tamanho minimo de fragmento muito pequeno para grandes graus de

favorabilidade a vida dentro do fragmento, aproximando-se de zero o seu tamanho.

4.2 COMPARAGAO ENTRE OS CASOS 3 E 4: DISTANCIA ENTRE OS FRAGMENTOS

Verificamos em todos os casos analisados que a partir de s = 3, a variacdo do tamanho
dos fragmentos minimos passa a ser insignificante para maiores distancias entre eles.
Verificamos ainda que no caso de dois fragmentos ndo isolados, quando ap = h=p =1, ao
distanciar os fragmentos em grandes quantidades, ocorre o isolamento entre eles, ou seja, o

tamanho minimo que cada fragmento admite é o mesmo de um fragmento ndo isolado,
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discutido no caso 1 para h = a; = 1. Verificamos ainda que a medida que a dificuldade a
vida fora dos fragmentos h aumenta para o caso do sistema nao isolado, a curva gerada se
aproxima da curva gerada para o modelo de sistema de dois fragmentos isolados do meio.
Com os resultados discutidos até aqui, podemos inferir que a partir do modelo descrito
para o caso 4, onde temos 2 fragmentos ndo isolados, é possivel determinar o tamanho
minimo dos fragmentos em todos os casos discutidos neste trabalho, ou seja, variando os
parametros p,h,s e a, no modelo descrito para este caso é possivel aferir tamanhos

minimos de fragmentos em sistemas de 1 ou 2 fragmentos, isolados ou nao.

26
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Figura 20 - Tamanho minimo do fragmento em fungao da distancia que ele esta de
outro fragmento idéntico para varios graus de desfavorabilidade fora do
sistema.

Fonte: Do autor.

4.3 COMPARACAO ENTRE OS CASOS 1, 2, 3 E 4: GRAU DE FAVORABILIDADE

Em relacdo ao grau de favorabilidade, assim como o resultado obtido no grafico da
Figura 17, em que relaciona-se o tamanho minimo com o grau de desfavorabilidade entre os
fragmentos, notamos que quando no sistema existe uma regidao com condi¢des muito duras

a vida, ou ainda, impossiveis a ela, que sdao os casos dos fragmentos isolados, o tamanho
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minimo que o fragmento deve admitir é sempre maior do que nos caso de ndo haver este

tipo de regido.

Lsi; n=1; h=-ox

Lsn; n=1; k=1
—Ldi; n=2; h=; p=1 =038
Ldn; n=2; h=p=1, s=08

Lrnin

Figura 21 - Grafico comparativo que relaciona o tamanho minimo de um fragmento e o
grau de favorabilidade a vida para todos os casos estudados.
Fonte: Do autor.

Como podemos verificar no grafico da Figura 21, as curvas de Ly; e Lg apresentam
sempre valores superiores aos das curvas de Lg, e L;, 0 que mostra que a existéncia de
regides duras a vida influenciam mais no tamanho minimo do fragmento do que o fato de
ter mais de um reflgio no sistema, por onde a espécie possa se difundir. O fato de Ly;
apresentar um valor superior a Ly, para as mesmas condigdes comprova isso e nos traz que
se em um sistema de 2 fragmentos, cada fragmento apresenta valor superior ao tamanho
minimo de um sistema de um fragmento ndo isolado, o sistema em si apresenta um

tamanho muito superior, ja que é formado na sua totalidade por Lg; + s + Lg;.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, obtivemos a relagao entre o tamanho minimo de ilhas populacionais
(fragmentos) em diversos casos de heterogeneidade espacial. Verificamos que este tamanho
critico depende basicamente de um fator (ay) quando o sistema é formado por um Unico
fragmento isolado, porém a partir do momento que se introduz uma possibilidade, mesmo
gue remota e tempordria de vida fora do fragmento, este tamanho minimo passa a
depender de dois fatores (ag, h), em que h é grau de dificuldade a vida. Esgotamos estes
parametros e comparamos 0s casos, apresentando analiticamente e numericamente, que no
limite em que a desfavorabilidade fora do fragmento (h) ndo isolado tende a infinito,
voltamos ao problema de um fragmento isolado. Estes resultados estao de acordo com os
resultados encontrados na literatura para a solugdo do problema geral considerando o
termo ndo linear da FKPP (KENKRE, 2003; PAMPLONA da SILVA, 2008).

Pode-se concluir com este trabalho que ao inserir a possibilidade de vida nos arredores
de um fragmento simples, mesmo esta possibilidade sendo em um ambiente hostil a vida,
obtém-se uma reducdo do tamanho minimo de um unico refugio no qual a vida possa
prosperar sem se extinguir para grandes intervalos de tempo. Particularmente para
h=ay, =1 o tamanho critico do fragmento se reduz préximo da metade do valor
encontrado para um fragmento isolado, como podemos verificar na tabela 1.

Observa-se ainda que ao inserirmos um segundo refugio proximo ao primeiro (s = 0,8)
com uma regido hostil entre eles, sem que eles estejam isolados do meio externo, houve
mais uma reducdo no tamanho minimo de cada um dos fragmentos (KRAENKEL, 2010),
porém ndo tdo drastica. J& quando ocorre a insercdo de infinitos fragmentos idénticos,
espacados s = 0,8 entre si, ocorre uma nova diminuicdo do tamanho minimo do fragmento,
sendo este aproximadamente metade do fragmento minimo encontrado no caso de uma
Unica ilha ndo isolada.

Pode-se identificar ainda que um sistema ndo isolado do meio externo apresenta um
tamanho minimo de fragmento sempre menor do que o sistema isolado por completo.
Tanto no caso de um fragmento, quanto no de dois fragmentos, ao isolar o sistema do meio
externo, percebe-se um aumento no tamanho minimo necessdrio para cada fragmento, o

que leva-se a concluir que estas interrupg¢des abruptas trazem mais influéncia ao tamanho
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minimo do fragmento do que o fato de ter-se mais de um fragmento no sistema espacados
por regides hostis.

Em relacdo ao parametro referente a distancia entre os fragmentos s, pudemos verificar
gue este prevé o isolamento total entre os fragmentos quando o elevamos para grandes
valores. O mesmo sofre uma grande variagdo para valores pequenos, préximos aos valores
de a, e p, mas estabiliza rapidamente em um valor idéntico ao encontrado para o sistema
de um fragmento simples. Este resultado nos leva a crer que este modelo consegue prever
de maneira completa os efeitos da distancia entre os fragmentos, ja que é verossimil do
ponto de vista biolégico o afastamento das ilhas por distancias grandes ndo permitir a
difusdo entre elas.

Para o caso 4, em que tinhamos um sistema formado por dois fragmentos nao isolados o
meio externo em que foi determinado L,,, ao afastar um fragmento do outro, ou seja ao
aumentar o valor de s significativamente, realizamos o isolamento entre os fragmentos,
retornando ao resultado encontrado para L;,. Da mesma forma, ao separarmos os
fragmentos no caso 3 em que tinhamos duas ilhas isoladas do meio externo e determinamos
Lg4;i, encontramos um valor de tamanho minimo de fragmento que deve ser compativel com
o fragmento minimo para o caso do perfil habitacional descrito na Figura 14 em que
teriamos um fragmento isolado apenas por uma das extremidades, mas com possibilidade
de difusdo, mesmo que temporadria, pela outra extremidade. Apesar de nao resolver este
problema analiticamente, a consisténcia encontrada nos outros resultados nos levam a
concluir que este seja o resultado encontrado para a solugao analitica do problema.

Com o intuito de dar continuidade ao estudo de dindmica de popula¢bes em sistemas
fragmentados temos, como continuidade natural, para trabalhos futuros:

a) esgotamento dos parametros dos sistemas de dois ou mais fragmentos, para o
caso geral.

b) estudo da relagdo entre a desfavorabilidade a vida entre os fragmentos p e a
distancia entre os fragmentos s, com a criacdo de um parametro dificuldade
d(p,s).

c) resolver analiticamente o problema de um sistema de um unico fragmento
isolado de apenas um dos lados e verificar a predicdo feita neste trabalho do

tamanho minimo que este tem.
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d) introduzir um termo de fonte ndo logistico na FKPP, buscar solucdo analitica para

o problema e comparar com os resultados obtidos aqui.
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APENDICES

APENDICE A - Modelo Logistico: Analise da concavidade da curva

O modelo logistico caracteriza-se por descrever a variagdo da populagdo de uma

determinada espécie que siga a seguinte equacao:

dx(t) x(t)
a r(l _T>x(t)

Para que seja possivel realizar a analise de concavidade da curva gerada pela solugao

analitica para x(t), vamos reescrever a equa¢do de uma forma conveniente com x = x(t).

dx rx?
a YTk

i dx , . . ,
Temos como grafico para - XX uma pardbola com a concavidade para baixo com raizes

emx = 0 e x = k e o ponto central seria 0 maximo valor atingido pela func¢ao.

dx/dt

x(lt)

Figura 22 - Determinagao do ponto de inflexdao a partir do ponto de maximo da fungao
dx/dt.
Fonte: Do autor.
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Logo,

dx , k
- € crescenteem 0 < x < >

dx , k
ks decrescente em: <x<k

L. ~ . dx .
Temos o ponto de maximo dessa fungdo em x(t) = k/2, ou seja, nesse ponto a p deixa
de ser crescente e passa a ser decrescente.
Da mesma maneira, é possivel determinar o instante de tempo em que a populacdo

deixa de crescer de forma exponencial e passa a crescer assintoticamente para k. Este
momento acontece quando a populagdo atinge x(t,,) = k/2.
Xok

t = —=
x(Em) 2 xg+ (k—xp)eTtm
ambos os lados da

€ necessario inverter equagao.

Para determinar t,,
xo + (k — xg)e™"tm

Xo

ou ainda,
o—Ttm — 2x9 — Xo _ X
(k—x0) (k—x0)
ou seja,
1 k—x
tm =—In——.
T X0

Temos ent3o o ponto de inflexdo da funcdo em (t, x) = G In —,3
0

k—xO k)
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APENDICE B - Modelo de Gompertz: Analise da concavidade da curva

Assim como o modelo logistico, a curva gerada pelo modelo de Gompertz tem um ponto
de inflexdo, porém este acontece em um ponto diferente. Vamos apresentar aqui outra
forma de determinar o ponto de inflexdao de uma funcao.

1. Determinacdo do ponto de inflexdo da curva de Gompertz

Para a determinacdo do ponto de inflexdo é necessdrio encontrar a derivada da fungao

proposta por Gompertz e igualar a zero (ZWIETERING, 1990).

dx(t) Kk
a W"( (t))
d2

(9] ()5 ()2 o
PTRR T ad P A Tk k2 )ar T

X
d—2x=bdx[ln( )—1] =0

dt? dt X

Ou seja, ou b = 0, 0 que representa uma taxa de crescimento nula e ocorre quando o

. . s k T . ~ k
sistema atinge o equilibrio, ou In (;) — 1 = 0 o que implica um ponto de inflexdo em x = ~

2. Analise da concavidade da curva.

d*x dx
—=ph— [ln(x)—l]b>0

de2 " dt
k d*x
Para 0 <x <= => -5 >0 => concavidade da curva voltada para cima.
k da*x
Para - <x <k => —— <0=> concavidade da curva voltada para baixo.

Para x > k => curva decrescente assintoticamente para k.
3. Determinagao de t,, no ponto de inflexado.

Ja vimos que o ponto de inflexdo desta curva acontece quando

x(t) = ke_e_btmln(f_o) - k
e

Simplificando e extraindo o [n de ambos os lados da equacao.

_e—btmln(f_o) — e

k
e Ptmin (—) =-1
Xo

e -1



bt +inin(£)) =
o <ln (9%))

tm b

Temos entdo o ponto de inflexdo da funcdo em
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APENDICE C - Mudanca de variavel da FKPP
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A mudanca de variavel apresentada para a Equacdo FKPP ndo se da de forma trivial.

Logo, vale a abertura das consideracgdes feitas nesta mudanca.
Partimos da equagao FKPP com termo nao linear expressa pela relagao
u; = Duy,y, + c(y)u — bu?,
onde b e D sdo constantese b > 0.
Dividindo toda a equacdo por b
10u Dd*u c(y)
bor  bay: ' b

e introduzindo as variaveis
c(x /D/b>
a(x) = b,x=y/bDet=bT,

temos:

a) Primeiro termo

10u t >1 u bou

_—_— T == —_—— = = = U+.

bot’ b ba(t\ bot ¢
2 (5)

b) Segundo termo

Dazu' _Ip, __D 0%u _Dbazu_
D i i S i ¥ Fia

a<xm>2_bDﬁ

c) Terceiro termo

b b b

Enfim, obtemos a equacgao

U = Uy, + alx)u — u?.

clx ’D/> c(x D/ )
@u;yzx/D/b;a(x)z < b/ => —buza(x).
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APENDICE D - Continuidade da fungdo X (x) para o caso de sistema de 2 fragmentos

Para maior entendimento, explicitamos as passagens que foram realizadas determinacao
da continuidade de X (x) nos casos do sistema com 2 fragmentos
E(sen(ys) — tan(y(L + s))cos(ys)) = CePS + De Fs

sin(y(L + s))cos(ys)
cos(y(L +5))

g (sen(ys)cos(y(L +5)) —sen(y(L + s))cos(ys)
cos(y(L + s))

E (sen(ys)cos(y(L + s)) — sen(y(L + s))cos(ys)) = (Ceﬂs + De‘ﬁs)cos(y(L +5))

E (sen(ys) — ) = CePs + De=Ps

) = CePS+ De P

Trataremos os termos dentro do parénteses do lado esquerdo da relacdo isoladamente e
utilizaremos as seguinte relagdes trigonométricas

sen(A — B) = senAcosB — senBcosA

sen(ys)cos(y(L + s)) — sen(y(L + s))cos(ys) = sen(ys —y(L+ s)) = sen(—yL).

Substituindo de volta na relagao, obtemos

—Esen(yL) = (Ceﬁs + De‘ﬁs)co s(y(L + s)).
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APENDICE E - Solug3o analitica explicita alternativa para Lg;
Outra possibilidade que nos leva a uma relagdo onde L(s,p, ay) fique explicito é a partir

da relacdo:

—(ﬁ—mym)ze—ﬁs - -(mw;m)zeﬁs,

multiplicando por (-1) e extraindo a raiz, temos:
14 ) _Bsy ( 14 ) Bsy
_ 2 = + —- 2,
('8 tan(yL) ¢ B tan(yL) €

Reagrupando os termos,

oFSla_ o P

—ss s+ Podemos reescrever a relagdo na forma
e /2+e /2

Reconhecendo tanh (‘BS/2> =

compacta

A —ftanh ([35/2>

tan(yL)

ou seja, isolando L,

| \

1
L = ——arctan 14 |

(7))

Substituindoy = \/ap e B = ﬁ na expressao anterior temos

o m )

L = ———arctan |

()

A partir da relagao arccotan A = arctan( ), podemos escrever a relacao da seguinte

1
A

(e (1P

forma:

L= ——arccotan|

Ja_o\da—o/"
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Das relagdes trigonométricas, temos que o periodo da funcdo arccotan é m, ou seja,
cotan(x) = cotan(x + nm), comn € N, logo,

)

nm 1 |
L = ————arccotan |

Ja Ja \ %

Estamos interessados em 0 < L < m, o0 que nos leva a n = 1, ou seja, temos uma relagao

onde conseguimos isolar L;; em fungdo de p, s eay.

)

1
Lg; = ————=arccotan |

Ve e L /'




