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ALFENAS, MG

2015



LISLAINE CRISTINA CARDOSO
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porto seguro.



AGRADECIMENTOS
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RESUMO

A bovinocultura é um dos principais ramos do agronegócio brasileiro ocupando a lide-
rança nesse setor desde 2004. Como qualquer outro segmento, a pecuária também sofre
prejúızos financeiros, já que os bovinos podem ser acometidos por várias enfermidades,
como: Febre Aftosa, Brucelose, Tristeza Parasitária Bovina (TPB), sendo esta a mais
comum. A Babesiose Bovina pertence ao complexo de enfermidade denominada Tristeza
Parasitária Bovina (TPB). É causada pelo protozoário Babesia e é transmitida pela pi-
cada de carrapatos R. Microplus, como o vetor de bovinos. Uma análise da dinâmica
da doença se faz necessária para gerar programas e poĺıticas de prevenção e controle da
doença. Para avançar neste sentido, estudamos um modelo matemático, encontrado na
literatura, para a doença da Babesiose. Esse modelo baseia-se na estratégia de modelos
compartimentados, onde a interação entre as populações de bovinos e carrapatos são con-
sideradas no processo de modelagem. O resultado é um sistema de equações diferenciais
não-linear que descreve a dinâmica da transmissão da doença da Babesiose. A proposta
principal do trabalho foi escrever um novo modelo que generaliza o modelo anterior para
a Babesiose usando derivadas de ordem não inteira de Caputo. O foco principal foi o
estudo da estabilidade local e global dos pontos de equiĺıbrio livre da doença e pontos de
equiĺıbrio endêmico para esse novo modelo.

Palavras-chave: Epidemiologia. Modelagem matemática. Cálculo Fracionário.



ABSTRACT

The bovine culture is one of the main branches of Brazilian agribusiness taking up the
lead in this sector since 2004. As any other segment, livestock also suffers losses financial,
since the bovines may be affected by various diseases such as: FMD, Brucellosis, Sadness
Parasitary Bovine (TPB), this being the most frequent. The Bovine Babesiosis belongs
to the disease complex known Bovine Parasitary Sadness (TPB). It is caused by the
protozoan Babesia and is transmitted by tick bites R. Microplus as a vector of bovines. the
principal symptoms are fever, diarrhea, anemia, weakness, and abortions. An additional
analysis is necessary to generate new programs and policies for prevention and control of
disease. To advance this sense, we study a mathematical model, found in the literature,
for Babesiosis disease. This model is based on the in strategy compartmented models,
where the interaction between the populations bovines and ticks are considered in the
modeling process. The result is a system of nonlinear differential equations that describes
the dynamic of the transmission of the disease Babesiosis. The main purpose of work was
to write a new model that generalizes the model previous to Babesiosis using derived from
non-integer order of Caputo. The main focus was the study of local and global stability
of equilibrium points Free disease and Endemic equilibrium points to the new model.

Key-words: Epidemiology. Mathematical modeling. Fractional Calculus.
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INTRODUÇÃO

A pecuária brasileira é um setor em ascensão no comércio internacional, especialmente

o ramo bovino. No Brasil o rebanho comercial é composto por cerca de 200 milhões de

cabeças, segundo o Ministério da Agricultura e Pecuária [1], o que faz com que dois

segmentos sejam altamente lucrativos: a produção de carne e de leite. Estima-se que o

valor bruto da produção de ambos seja de aproximadamente R$ 67 bilhões anuais.

A criação de bovinos é favorecida pelo clima tropical e pela extensão territorial do páıs,

mas como qualquer outro segmento também sofre prejúızos, já que os animais podem ser

acometidos por várias enfermidades, como: Febre Aftosa, Brucelose, Mastite, Tristeza

Parasitária Bovina (TPB), sendo esta a mais comum.

A Tristeza Parasitária Bovina é composta por duas enfermidades distintas, Babesiose

e Anaplasmose. A Babesiose é transmitida pela picada de um carrapto. Recentemente

[2], estimou que os prejúızos atribúıdos ao carrapato situam-se próximo a oito dólares por

bovino no ano, podendo dessa forma ultrapassar um bilhão de dólares anuais.

Neste trabalho, estudamos a dinâmica da transmissão da Babesiose em bovinos uti-

lizando um modelo compartimentado proposto por [3]. Esse modelo inclui as classes de

suscet́ıvel, infectado e controlado para os bovinos e suscet́ıvel, infectado para os carra-

patos. Além disso, a proposta principal do trabalho foi escrever o modelo descrito por

[3] usando derivadas de ordem não inteiras e fazer o estudo da estabilidade do modelo

fracionário.

O cálculo fracionário tem sua origem em 30 de Setembro de 1695, em uma carta

escrita por L’Hospital ao seu amigo Leibniz [4], na qual o significado de uma derivada de

ordem meio é proposto e discutido. A partir dáı, vários outros matemáticos deram sua

contribuição para o desenvolvimento dessa teoria, como Laplace, Lacroix, Fourier, entre

outros.

Em 1823, Abel foi o primeiro a encontrar uma aplicação para o cálculo de ordem

não inteira. Por meio do cálculo fracionário resolveu o problema da tautócrona, ou seja,

determinou a curva tal que o tempo de descida de um corpo abandonado sobre ela e

sujeito a ação da gravidade seja o mesmo independentemente do ponto onde este seja

abandonado. Para solucioná-lo não usou diretamente o cálculo fracionário, mas mostrou

que era posśıvel escrever a solução em termos de derivadas fracionárias [48]. Em 1969,

Caputo propôs uma nova definição para a derivada de ordem não inteira que aplicou a

problemas de viscoelasticidades e sismologia [50].

A utilização de conceitos e técnicas do Cálculo Fracionário tem possibilitado impor-

tantes resultados em várias áreas do conhecimento [5, 56, 40, 43]. Além disso é uma
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ferramenta importante para refinar a descrição de fenômenos naturais, em particular

aqueles que possuem dependência temporal. Assim como a resolução de uma equação

diferencial ordinária com coeficientes constantes tem sua solução dada, em vários casos,

em termos da função exponencial, uma equação diferencial de ordem não inteira tem, em

muitos casos, sua solução dada em termos de funções de Mittag-Leffer [47], dáı surge a

importância em se estudar tais funções. Com isso, ao entender a forma que a função

de Mittag-Leffer generaliza a função exponencial estamos, de certa forma, entendendo o

porquê de, em alguns casos, uma equação diferencial de ordem não-inteira fornecer uma

descrição mais fina de um dado fenômeno do que a respectiva equação de ordem inteira.

Para mais detalhes sobre aplicações veja [45, 59, 60, 61] e as referências contidas nesses

trabalhos.

Este trabalho contém 4 caṕıtulos dispostos da seguinte maneira. No Caṕıtulo 1 é

apresentada uma visão geral da doença da Babesiose Bovina, os meios de transmissão, a

patogenia e algumas medidas de controle da doença.

No Caṕıtulo 2, inicialmente introduzimos alguns conceitos de teoria qualitativa de

equações diferenciais e usando sistemas compartimentados, apresentamos o modelo não

linear de equações diferenciais ordinárias para a Babesiose. Mostramos a estabilidade

local e global dos pontos cŕıticos do modelo. Fizemos algumas simulações numéricas

reproduzindo o que foi feito por [3].

No Caṕıtulo 3 é feito um estudo sobre o cálculo de ordem não inteira. Definimos as

funções Gama e Beta, introduzimos a transformada de Laplace, formalizamos a definição

da integral fracionária, apresentamos técnicas para o seu cálculo, bem como um exemplo,

formalizamos a definição de derivada fracionária segundo Riemann-Lioville e Caputo,

bem como alguns lemas que mostram a relação entre ambas as derivadas. Para finalizar

introduzimos as funções de Mitagg-Leffer e alguns teorema indispensáveis para o estudo

do próximo caṕıtulo.

No Caṕıtulo 4 apresentamos e discutimos o modelo fracionário para a Babesiose. Mos-

tramos a estabilidade local e global dos pontos cŕıticos do modelo fracionário e fizemos

simulações numéricas com finalidade de comprovar os resultados teóricos.



Caṕıtulo 1

BABESIOSE BOVINA

Ao longo do tempo, as doenças parasitárias tem sido associadas a história da huma-

nidade. Diversas culturas antigas como gregos, eǵıpcios e chineses, ja faziam referência

a tais enfermidades [7]. Alguns parasitas foram encontrados em fósseis de foramińıferos

(protozoários) que possuem mais de 530 milhões de anos [8]. Assim, os parasitas têm

coexistido com a humanidade e as doenças produzidas por eles afetam a saúde e a eco-

nomia das regiões [9]. Isto pode ser observado especialmente em páıses tropicais, onde a

propagação de doenças entre humanos e animais está se tornando um problema de saúde

pública, com altas taxas de morbidade e mortalidade, decorrentes de péssimas condições

sociais e econômicas da população nesses páıses [7].

Algumas doenças parasitárias são consideradas relevantes devido a dificuldade de con-

trolá-las, como a Malária, Esquistosomose, Leishmaniose, Doença de Chagas, Toxoplas-

mose, Babesiose Bovina e a Parasitose Intestinal são alguns exemplos [10].

A Babesiose bovina pertence ao complexo de enfermidades denominado de Tristeza

Parasitária Bovina (TPB), a qual pertence, além da Babesiose, a Anaplasmose. Os agentes

causadores são dois protozoários (Babesia bovis e Babesia bigemina) e uma rickettsia

(Anaplasma marginale), sendo que a doença pode ser causada por um, dois ou os três

agentes juntos [13, 11, 12].

As babesias são transmitidas aos bovinos única e exclusivamente pela picada do car-

rapato R. microplus. Já o Anaplasma pode ser transmitido não só pelo carrapato mas

também por insetos hematófagos como moscas, mosquitos e mutucas [14]. Devido ao prin-

cipal agente transmissor ser o carrapato, a intensidade de sua presença no meio ambiente

está relacionada ao aparecimento e gravidade da doença.

Para compreender os vários fatores que levam ao surgimento da Tristeza Parasitária

em um rebanho, deve-se fazer um estudo epidemiológico para que se conheça o complexo

inter-relacionamento entre os agentes causadores, vetores, meio ambiente e o hospedeiro

13
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[14, 8, 21]. Após inúmeros estudos considerando cada um destes fatores e suas interações,

foi posśıvel criar um modelo epidemiológico que descreve a dinâmica da doença [3, 16].

O surto de Tristeza Parasitária Bovina gera prejúızos elevados, já que se considera as

perdas por morte, que é de aproximadamente 5% dos animais doentes e as perdas nos

animais sobreviventes, que incluem: perda de peso, queda na produção de leite, abortos

e infertilidade (temporária ou não), altos custos com tratamentos e manejos especiais

[2, 23, 14].

Neste trabalho será feito o estudo somente para a doença da Babesiose Bovina. Apre-

sentaremos os meios de transmissão, sintomas, patogenia, sinais cĺınicos, controle. Esse

caṕıtulo é fundamental para o desenvolvimento dos caṕıtulos seguintes, onde introduzire-

mos as hipóteses para o modelo que descreve a doença.

1.1 Transmissão

A transmissão da Babesia ocorre pela picada do carrapato R. micropolus. As fêmeas

do carrapato fixadas na epiderme dos bovinos se ingurgitam de sangue, ingerindo com

ele, certo número de parasitos intraglobulares. A figura (1.1) mostra o ciclo parasitário

do carrapato R. Micropolus e foi retirada de [17].

Figura 1.1 – Ciclo Parasitário do Carrapato
Fonte: PEREIRA; SOUZA; BAFFI. (2010, p. 276)

1. Na fase inicial a larva está infectando o hospedeiro.
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2. Fêmea iniciando o repasto sangúıneo;

3. Fêmea (teleógina) totalmente ingurgitada;

4. Fêmea no solo, após desprendimento do animal;

5. Ovoposição no solo das pastagens; transmissão aos novos carrapatos os parasitos

babeśıdeos.

6. Larvas de carrapato prontas para infectar o hospedeiro.

O ciclo parasitário dura em média 21 dias, podendo aumentar ou diminuir dependendo

da taxa de inoculação e da sensibilidade do hospedeiro [18].

Parte do ciclo de vida do parasita babesia, inclusive a reprodução sexuada ocorre

no carrapato vetor. No intestino do carrapato os parasitos se transformam em gametas

que se fundem dando origem a merozóıtos, que invadem a hemolinfa e iniciam ciclos de

fissão múltipla nos diversos órgãos da fêmea ingurgitada, inclusive no ovário. Quando

as larvas infectadas começam a se alimentar nos bovinos, a multiplicação continua nas

células epiteliais das glândulas salivares, originando os esporozóıtos que são inoculados

pela saliva. Os esporozóıtos invadem os eritrócitos e transformam-se em trofozóıtos que

por fissão binária dão origem a dois merozóıtos que rompem a célula e invadem outras

[13, 14, 19].

1.2 Patogenia

Para os bovinos a patogenia está ligada à espécie (B. bovis é mais patogênica que a

B. bigemina), cepa, taxa de inoculação, idade, estresse e raça [14].

A partir do momento que o animal se infecta pela Babesia, ocorre uma multiplicação

dos protozoários nos vasos periféricos (B. bigemina), ou nos vasos viscerais (B. bovis), o

que provoca a destruição das hemácias. Quando a multiplicação do protozoário alcança

seu pico, ocorre o desenvolvimento de uma hemólise clinicamente detectável. A hemólise

resulta em uma anemia grave, icteŕıcia e hemoglobinúria, podendo levar a morte por uma

anoxia anêmica [12, 2, 18].
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1.3 Sinais Cĺınicos

A partir do 8o dia após a infecção, começa a aparecer os primeiros sinais cĺınicos da

enfermidade. Esses sinais caracterizam-se por hipertermia, anemia, fraqueza, depressão,

hemaciação, elevação da temperatura até 41oC, pêlos arrepiados e icteŕıcia, entre outros

[14, 19].

Além disso, a Babesia bigemina provoca anemia hemoĺıtica progressiva, levando vários

dias para causar a morte do animal, como consequência, parte da hemoglobina ultrapassa

o filtro renal já lesado pela anóxia e toxinas. A urina assume coloração avermelhada, de

forma que a hemoglobinúria é caracteŕıstica da babesiose por B. bigemina [14].

1.4 Diagnóstico

Conforme [21], o diagnóstico da doença pode ser feito através de observações no próprio

animal, verificando se há alguns sinais cĺınicos, como icteŕıcia, hemoglobinúria e febre.

Em alguns casos, para a confirmação da enfermidade, é necessário realizar esfregaços

sangúıneos corados pelo método Giemsa, que ajuda na visualização de hemácias infectadas

por Babesia [13].

Na fase aguda ou crônica quando há uma parasitemia baixa, o diagnóstico pode ser

feito com pesquisa de anticorpos, utilizando-se provas sorológicas e imunofluorescência

indireta [19].

1.5 Controle

Para fazer o controle ao carrapato é necessário cuidados tanto nas áreas onde ocorrem

grandes infestações durante todo o ano, quanto em áreas com baixa infestação em algumas

épocas do ano. Em ambas as áreas de infestação, os danos diretos e indiretos produzidos

pelo carrapato assumem grandes proporções.

Em função do ciclo biológico, existem duas alternativas para o controle do carrapato:

fora do hospedeiro e sobre o hospedeiro [2].
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1.5.1 Controle do Carrapato fora do hospedeiro

O controle do carrapato fora do bovino pode ser realizado por meio de rotação de

pastagens, que consiste na retirada dos animais até que todas, ou pelo menos a maioria

das larvas, sejam eliminadas por causas naturais. Um bom descanso seria em torno de 40

dias na primavera/verão e 60 dias no outono/inverno. Outra alternativa é a queima e a

aplicação de acaricida nas pastagens. Por causarem grandes danos à fauna e flora, estas

opções são pouco recomendadas [2]. É posśıvel também realizar a introdução de pastagens

com poder de repelência e ação letal ao carrapato, alteração de microclima, implantação

de lavoura, uso de agentes biológicos, etc.

A rotação de pastagens e a implantação de lavoura, apesar de serem utilizadas com

o objetivo de recuperação ou renovação de pastagens, é uma prática que indiretamente

auxilia o controle do carrapato.

1.5.2 Controle do Carrapato sobre o hospedeiro

O controle sobre o hospedeiro pode ser realizado por meio de feromônios, carrapati-

cidas, substâncias tóxicas, machos e fêmeas estéreis, mecanismos imunológicos e agentes

qúımicos [2].

A aplicação dos carrapaticidas ocorre por meio de pulverização, imersão, dorsal e

outras formas. Para as propriedades com poucos animais, as pulverizações manuais são

mais indicadas, enquanto que os banheiros de imersão e aspersão são mais viáveis para

aquelas com grande número de animais [14, 13].

A única forma capaz de retardar por tempo considerável o surgimento de populações

de carrapatos resistentes aos agentes de controle se dá pela aplicação correta dos carrapati-

cidas, quanto à concentração, dose, época, intervalo, respeitando todas as recomendações

técnicas [2, 21, 1].

A aplicação utilizando processo mecânico ou dorsal irá depender do número de animais,

do grau de tecnologia da propriedade, assim como avaliação do custo/ benef́ıcio.

Em qualquer método de controle empregado é importante respeitar o peŕıodo residual

do produto, ou seja, as aplicações devem ser feitas com intervalos de 14 ou 21 dias, para

que o resultado pós aplicação seja favorável.
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1.6 Tratamento

O tratamento de animais doentes deve ser feito por meio de medicação espećıfica para

a Babesiose, que são os derivados da diamidina [21, 23, 22].

Os animais tratados antes do aparecimento de sintomas graves, como alto grau de

anemia e distúrbios do sistema nervoso, normalmente se recuperam com o tratamento

espećıfico.

Para os animais com sintomas graves, é importante o tratamento de suporte que inclui

a soroterapia, protetor hepático e transfusão de sangue.

Em todos os casos é importante o cuidado de manter os animais calmos, com água e

comida à sua disposição, pois esta doença leva a um quadro de anemia muito grave, que

compromete a oxigenação dos tecidos e faz com que os animais, se submetidos a estresse

ou movimentos bruscos e de esforço, entrem em choque cárdio-respiratório e tenham morte

súbita [2].



Caṕıtulo 2

DINÂMICA DA BABESIOSE EM BOVINOS E CARRAPATOS

Nesse caṕıtulo iremos introduzir noções, resultados e métodos que permitem discutir as

propriedades qualitativas de soluções de uma equação diferencial ordinária sem conhecer

explicitamente estas soluções. Este é precisamente o propósito da teoria qualitativa de

equações diferenciais ordinárias. Devido ao fato de que muitos tipos de fenômenos naturais

são descritos por equações diferenciais, razão pela qual a teoria desempenha um papel

importante em muitas áreas do conhecimento, é fundamental obter informação, mesmo

que apenas qualitativa, acerca do comportamento das soluções [24, 26, 25].

No ińıcio desse caṕıtulo, introduzimos alguns resultados básicos da teoria de equações

diferenciais ordinárias, designadamente no que diz respeito a existência e unicidade de

soluções. Prosseguimos apresentando o conceito de estabilidade de Lyapunov e o Teorema

de Invariância de La-Salle, que são resultados indispensáveis para o desenvolvimento dessa

seção.

Após a parte introdutória, analisamos a dinâmica de transmissão da Babesiose em

populações de bovinos e de carrapato, onde os carrapatos desempenham o papel de agente

infeccioso e vetor do protozoário Babesia hemo-parasita [3].

O modelo da Babesiose é constrúıdo usando teoria de modelagem através de modelos

compartimentados. A construção de um modelo compartimentado é a maneira de estudar

o comportamento de doenças em populações de um ponto de vista epidemiológico [16].

Conforme [16] um sistema de compartimentos consiste, essencialmente, de um número

finito de subsistemas interligados, chamados de compartimentos, que trocam entre si e

com o meio ambiente, quantidade de concentração de materiais. Cada compartimento é

definido por suas propriedades f́ısicas.

Os pioneiros em modelagem de sistemas compartimentados foram Kermack e McKen-

drick. Em 1927 eles propuseram um modelo que subdividia a população total N em três

populações distintas, a população S que representa os ind́ıviduos suscet́ıveis à doença, a

19
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população I que representa os infectados com a doença e a população R que são os que se

recuperaram da doença [27]. Eles assumiram o tamanho da população fixo, nascimentos

e mortes (natural ou causada pela doença) são desconsiderados, o peŕıodo de incubação

do agente infeccioso é instantâneo e que a população é completamente homogênea. Esse

modelo foi proposto para explicar a rápida ascensão e queda no número de pacientes

infectados observados em epidemias como a peste e a cólera [28].

O modelo Kermack-McKendrick foi publicado na forma de artigo e citado inúmeras

vezes [27]. Hoje algumas versões mais complexas do modelo Kermack-McKendrick que

refletem melhor a biologia real de uma determinada doença são freqüentemente utilizados

pelos estudiosos.

Para o modelo da Babesia, nos estágios iniciais, o sistema é composto por cinco

equações diferenciais ordinárias, o que explica a influência dos parâmetros epidemiológicos

considerados na evolução da doença [3]. Uma vez que o modelo é indicado, são calculados

os pontos de equiĺıbrio endêmico e livre da doença e é apresentada a razão de reprodução

básica R0, [29]. Em seguida, provaremos que a existência do ponto de equiĺıbrio endêmico

depende do valor de limiar do parâmetro (R0) e mostraremos que este mesmo parâmetro

determina a estabilidade local e global do ponto de equiĺıbrio livre da doença e do ponto

de equiĺıbrio endêmico. Para mais detalhes sobre estabilidade local e global veja [24, 30].

A razão de reprodução básica é um conceito extremamente importante na epidemio-

logia e há sobre ela uma abundante literatura [29, 38, 31].

2.1 Teoria Qualitativa de Equações Diferenciais Or-

dinárias

Nesta seção, apresentaremos os resultados matemáticos indispensáveis ao desenvolvi-

mento desse caṕıtulo. Informações adicionais podem ser vistas em [24, 30, 35, 39].

Seja D ⊆ Rn+1 um conjunto aberto e seja f : D → Rn uma função cont́ınua em D.

Uma relação da forma

x′(t) = f(t, x(t)),

é chamada uma equação diferencial ordinária. Uma função vetorial x : I → Rn, definida

em algum intervalo I ⊂ R tal que

(t, x(t)) ∈ D,
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para todo t ∈ I e que satisfaz

x′(t) = f(t, x(t)),

em I é chamada uma solução de x′(t) = f(t, x(t)) em I.

Quando n = 1, a equação diferencial x′(t) = f(t, x(t)) é dita escalar. Para um n > 1

qualquer, a equação diferencial x′(t) = f(t, x(t)) é, na verdade, um sistema de equações

diferenciais escalares, pois se, x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), vemos que

f(t, x(t)) = (f1(t, x1(t), · · · , xn(t)), · · · , fn(t, x1(t), · · · , xn(t)),

deste fato temos,

x′
1(t) = f1(t, x1(t), . . . , xn(t)),

...

x′
n(t) = fn(t, x1(t), . . . , xn(t)).

(2.1)

Dado (t0, x0) ∈ D, uma função x : I → Rn definida em algum intervalo I ⊂ R que

contém t0 tal que x′(t) = f(t, x(t)) e x(t0) = x0 é chamada uma solução do problema

de valor inical (P.V.I) e (t0, x0) é denominado dado inicial. Este problema também é

conhecido como problema de Cauchy.

Definição 2.1.1 Uma função f : D → Rn definida num aberto D ⊂ Rn+1 é dita lo-

calmente Lipschitz em relação a segunda variável se para cada vizinhança U ⊂ D existe

L > 0 tal que

||f(t, x)− f(t, y)|| ≤ L||x− y||, (2.2)

para quaisquer (t, x), (t, y) ∈ U.

Teorema 2.1.1 [30] Suponha que a função f : D ⊂ Rn+1 → Rn seja cont́ınua e local-

mente Lipschitz. Então, dado (t0, x0) ∈ D, existe uma única solução y = ϕ(t), ϕ : I → Rn,

t0 ∈ I satisfazendo

x′(t) = f(t, x(t)), (2.3)

x(t0) = x0. (2.4)

Definição 2.1.2 Uma solução x : I → Rn de (2.3)-(2.4) chama-se máxima, se para toda

solução y : Iy → Rn tal que I ⊂ Iy e x(t) = y(t) para t ∈ I então I = Iy, consequentemente

x(t) = y(t). Neste caso I, chama-se intervalo maximal.
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Proposição 2.1.1 [30] Seja f : D → Rn cont́ınua e localmente Lipschitziana em relação

a segunda variável. Então, dado (t0, x0) ∈ D, existe uma única solução maximal x =

ϕ(t, t0, x0) satisfazendo (2.3)-(2.4).

Proposição 2.1.2 [30] Suponha que f : D ⊂ Rn+1 → Rn seja cont́ınua e Lipschiziana.

Dado (t0, x0) ∈ D, então existe uma única solução do sistema x′ = f(t, x) passando por

(t0, x0) que pode ser prolongada até o gráfico encontrar a fronteira de D.

Se x(t), A(t) e F (t) denotam, respectivamente, as matrizes

x(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 , A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)

a21(t) a22(t) · · · a2n(t)
...

...
. . .

...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 , F (t) =


f1(t)

f2(t)
...

fn(t)

 ,

então o sistema de equações diferenciais lineares de primeira ordem

dx1(t)

dt
= a11(t)x1(t) + a12(t)x2(t) + ...+ a1n(t)xn(t) + f1(t),

dx2(t)

dt
= a21(t)x1(t) + a22(t)x2(t) + ...+ a2n(t)xn(t) + f2(t),

...
...

...
dxn(t)

dt
= an1(t)x1(t) + an2(t)x2(t) + ...+ ann(t)xn(t) + fn(t),

pode ser escrito na forma matricial

dx(t)

dt
= A(t)x+ F (t). (2.5)

Quando F (t) = 0 para todo t ∈ I, o sistema

dx(t)

dt
= A(t)x (2.6)

é dito homogêneo. As equações (2.5) e (2.6) também se escrevem como x′(t) = A(t)x+ F (t)

e x′(t) = A(t)x, respectivamente.

Proposição 2.1.3 [30] Sejam A(t), b(t) matrizes n×n, n×1 respectivamente de funções

cont́ınuas num intervalo I. Para todo (t0, x0) ∈ I × Rn existe uma única solução de{
x′(t) = A(t)x+ b(t),

x(t0) = x0

definidos em I.
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Em seguida vamos enunciar resultados que explicam o comportamento geométrico das

soluções de um sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares autônomo, isto é,

quando a função f ao lado direito da equação abaixo não depende de t. A dinâmica local

das soluções do sistema

x′(t) = f(x(t)) (2.7)

é determinada pelos seus pontos de equiĺıbrio e pela Linearização da função f em torno

dos pontos de equiĺıbrio. Com efeito, veremos que o problema não linear se comporta de

forma semelhante a um sistema linear da forma

x′(t) = Ax(t), (2.8)

em uma vizinhança do ponto de equiĺıbrio.

Definição 2.1.3 Uma solução maximal do sistema (2.7) de forma que x(0) = x0 é dita

uma trajetória de f passando por x0.

Definição 2.1.4 Um ponto x0 ∈ Rn é chamado ponto de equiĺıbrio ou ponto cŕıtico de

(2.7) se f(x0) = 0. Um ponto de equiĺıbrio x0 é dito ponto de equiĺıbrio Hiperbólico de

(2.7) se nenhum dos autovalores da matriz Df(x0) tem parte real igual a zero.

Definição 2.1.5 Seja f : D ⊂ Rn → Rn. Para cada para (t, x) tal que t ∈ I(x) (intervalo

maximal da solução de (2.7) passando por x ∈ Rn), definimos φ(t, x) = φt(x) = x(t),

em que x : I(x) → D é a trajetória de (2.7) passando por x. Desta forma podemos

definir uma aplicação φ : I(x)×D → Rn, denominada fluxo. A derivada parcial temporal

do fluxo satisfaz a equação ∂φ(t,x)
∂t

= x′(t) = f(x(t)) = f(φ(t, x)), para cada (t, x) ∈
I(x)×D. Desse modo, a função fluxo φ(t, x) de um campo nos dá uma informação global

do comportamento de todas as trajetórias do campo.

Introduziremos a seguir a noção de estabilidade de uma solução. Essencialmente, uma

solução do problema de Cauchy{
x′ = f(t, x),

x(t0) = x0,

onde x(t) = x0 é uma solução de equiĺıbrio. A solução de equiĺıbrio é estável se todas as

soluções que partem suficientemente próximas de x0 se mantém próximas dessa solução.

Definição 2.1.6 Seja f : D → Rn, D ⊆ Rn. Seja P um ponto de equiĺıbrio de x′ = f(x).

Dizemos que a solução será
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(i) estável: se para toda vizinhança U ⊂ D de P, existe uma vizinhança V ⊂ U tal

que, para todo x ∈ V, a solução de (2.7) está definida para todo t ≥ 0 e φ(t, x) ∈ U,

t ≥ 0;

(ii) assintoticamente estável se é estável e limt→∞ φ(t, x) = P.

O próximo teorema dá a condição para a estabilidade de uma equação x′ = Ax com

coeficientes constantes.

Teorema 2.1.2 [24] Seja A uma matriz quadrada. Então a solução da equação

x′(t) = Ax(t) é

(a) assintoticamente estável, se e só se, A tem apenas valores próprios com parte real

negativa;

(b) instável, se e só se, A tem pelo menos um valor próprio com parte real positiva.

Definição 2.1.7 [37] Seja f : D → Rn, D ⊆ Rn uma função que possui derivadas parciais

continuas em todos os pontos do seu domı́nio D, diz-se então que f é uma função de classe

C1 e representaremos esse conjunto por C1(D).

O próximo teorema mostra que perto de um ponto de equiĺıbrio hiperbólico x0, o

sistema não linear (2.7) tem a mesma estrutura qualitativa que o sistema linear associado

(2.8), onde A = Df(x0). A demonstração pode ser encontrada em [24]. O resultado será

enunciado como o ponto de equiĺıbrio sendo a origem no Rn, entretanto por mudança de

coordenada é posśıvel mostrar que o resultado continua válido para qualquer ponto de

equiĺıbrio fora da origem.

Teorema 2.1.3 [24] (Hartman-Grobman) Seja E um subconjunto aberto de Rn contendo

a origem, seja f ∈ C1(E) e φt o fluxo do sistema não linear (2.7). Suponha f(0) = 0

e que a matriz A = Df(0) não possua nenhum autovalor com a parte real nula. Então,

existe um homeomorfismo H de um conjunto aberto U contendo a origem em um conjunto

aberto V , contendo a origem, tal que para cada x0 ∈ U, existe um intervalo aberto I0 ∈ R
contendo 0 tal que todo t ∈ I0

H ◦ φt(x0) = eAtH(x0)

ou seja, as trajetórias próximas de (2.7) próximas a origem são levadas em x′ = Ax

próximas a origem e o tempo é preservado.

A próxima definição fornece o segundo método de Lyapunov que estuda a estabilidade

de sistemas (2.7), em que f é de classe C1 e x0 é o ponto de equiĺıbrio de f. Para mais

detalhes veja [24].
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Definição 2.1.8 Dado x0 ∈ D com f(x0) = 0, dizemos que uma função diferenciável

V : D → R é uma função de Lyapunov para x0 se existe um aberto U ⊂ D contendo x0

tal que:

1. V (x0) = 0 e V (x) > 0, para x ∈ U\{x0}

2. V ′(x) ≤ 0, para x ∈ U.

Uma função de Lyapunov diz-se uma função de Lyapunov estrita se podemos substituir a

segunda condição por V ′(x) < 0 para x ∈ U\{x0}.

A existência de uma função de Lyapunov (respectivamente, função Lyapunov estrita)

para um ponto da equação (2.7) permite estabelecer a estabilidade (respectivamente,

estabilidade assintótica) desse ponto cŕıtico [24].

Teorema 2.1.4 [30] Seja f : D → Rn uma função localmente Lipschitz num conjunto

aberto D ⊂ Rn e seja x0 ∈ D tal que f(x0) = 0.

a) Se existe uma função de Lyapunov para x0, então x0 é estável.

b) Se existe uma função de Lyapunov estrita para x0, então x0 é assintoticamente estável.

Definição 2.1.9 Um conjunto E ⊆ Rn diz-se positivamente invariante em relação a

(2.7), se para qualquer x ∈ E, φ(t, x) ∈ E, para t ≥ 0.

Teorema 2.1.5 [30] (Prinćıpio de Invariância de La Salle) Seja W ⊂ Rn um conjunto

compacto que é positivamente invariante com respeito a x′ = f(x). Seja V : W → R uma

função continuamente diferenciavel tal que V ′(x) ≤ 0 em W e E = {x ∈ W : V ′(x) = 0}.
Se M é o maior conjunto invariante em E, então toda solução que começa em W tende

a M quando t → ∞.

2.2 Modelo da Babesiose Bovina

O modelo da Babesiose é formulado utilizando as hipóteses a seguir. Para mais in-

formações veja [3].

• A população total de bovinos NB(t) é dividida em três subpopulações:

– bovinos que podem ser infectados, (suscet́ıveis SB(t));
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– bovinos infectados pelo parasita da Babesia, (infectados IB(t));

– bovinos que foram tratados para a doença da Babesiose, (controlados CB(t)).

• O parâmetro µB é a taxa de natalidade dos bovinos. Esse parâmetro é assumido

igual ao parâmetro da taxa de mortalidade natural dos bovinos.

• O total da população de carrapatos NC(t) é dividida em duas subpopulações:

– carrapatos que podem tornar-se infectados pela doença SC(t);

– carrapatos que já estão infectados pela doença IC(t).

• O parâmetro µC é a taxa de natalidade dos carrapatos. Esse parâmetro é assumido

igual ao parâmetro da taxa de mortalidade natural do carrapato.

• Um bovino suscet́ıvel pode ser enviado a subpopulação de infectados IB(t) devido a

eficácia da transmissão da doença, por meio da picada de um carrapato infectado,

a uma taxa βB.

• Um carrapato suscet́ıvel pode ser enviado a subpopulação de infectados IC(t) devido

a infecção de um bovino, à uma taxa βC .

• Assumimos a transmissão vertical de cem por cento na população bovina µB e as po-

pulações de carrapatos ocorrem com probabilidade (1−p), onde p é a probabilidade

de que um carrapato suscet́ıvel nasceu a partir de um animal infectado.

• A fração λB dos bovinos infectados são controlados, isto é, tratados contra Babesia.

• A fração αB dos bovinos controlados, retornam ao estado de suscet́ıvel.

• É assumida mistura homogênea, ou seja, todos os bovinos suscet́ıveis têm a mesma

probabilidade de serem infectados e todos os carrapatos suscet́ıveis têm a mesma

probabilidade de estarem infectados.

Observação 2.2.1 A transmissão vertical é aquela que é transmitida de mãe para o filho.

Para mais detalhes veja [13, 14].

Usando as hipóteses anteriores e teoria de modelagem através de modelos comparti-

mentados, obtemos o sistema de equações diferenciais ordinárias para a doença da Babe-
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siose [3, 38, 16].

S
′
B(t) = µB(SB(t) + CB(t)) + αBCB(t)− µBSB(t)− βBSB(t)

IC(t)

NC(t)
,

I
′
B(t) = µBIB(t) + βBSB(t)

IC(t)

NC(t)
− µBIB(t)− λBIB(t),

C
′
B(t) = λBIB(t)− [µB + αB]CB(t),

S
′
C(t) = µC(SC(t) + pIC(t))− βCSC(t)

IB(t)

NB(t)
− µCSC(t),

I
′
C(t) = βCSC

IB(t)

NB(t)
+ (1− p)µCIC(t)− µIC(t).

(2.9)

O sistema acima é consequência do seguinte diagrama descrito na figura (2.1).

Figura 2.1 – Dinâmica da doença da Babesiose Bovina e população de carrapatos
Fonte: ARANDA, et al.

Simplificando o sistema (2.9) temos

S
′
B(t) = (µB + αB)CB(t)− βBSB(t)

IC(t)

NC(t)
,

I
′
B(t) = βBSB(t)

IC(t)

NC(t)
− λBIB(t),

C
′
B(t) = λBIB(t)− [µB + αB]CB(t),

S
′
C(t) = µCpIC(t)− βCSC(t)

IB(t)

NB(t)
,

I
′
C(t) = βCSC

IB(t)

NB(t)
− pµCIC(t).

(2.10)

Dado que a população de bovinos e de carrapatos são constantes, segue que

N
′
B(t) = S

′
B(t) + I

′
B(t) + C

′
B(t) = 0 e N

′
C(t) = S

′
C(t) + I

′
C(t) = 0. (2.11)
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Todos os parâmetros desse modelo são não-negativos. Usando a teoria clássica de

equações diferenciais ordinárias, é posśıvel provar que o sistema acima é bem posto em

relação as condições iniciais, isto é, admite uma única solução que depende continuamente

e passando por cada dado inicial em R5
+, então as soluções (SB(t), IB(t), CB(t), SC(t), IB(t))

estão definidas para todo t ≥ 0 e permanecem nesta região.

Introduzindo as proporções

SB(t) =
SB(t)

NB(t)
, IB(t) =

IB(t)

NB(t)
, CB(t) =

CB(t)

NB(t)
, SC(t) =

SC(t)

NC(t)
, IC(t) =

IC(t)

NC(t)
,

no sistema (2.10) e dividindo (2.11) por NB(t) , NC(t), respectivamente, temos

SB(t) + IB(t) + CB(t) = 1 e IC(t) + SC(t) = 1

Usando as igualdades anteriores e substituindo no sistema (2.10), obtemos

S ′
B(t) = (µB + αB)(1− SB(t)− IB(t))− βBSB(t)IC(t)

I ′B(t) = βBSB(t)IC(t)− λBIB(t),

−(S ′
B(t) + I ′B(t)) = λBIB(t)− (µB + αB)(1− SB(t)− IB(t)),

−I ′C(t) = µCpIC(t))− βCSC(t)IB(t),

I ′C(t) = βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t).

(2.12)

Note que a terceira equação é combinação linear das duas primeiras equações e a

quarta equação é múltipla da quinta, então temos um sistema equivalente que descreve a

dinâmica da população de bovinos e carrapatos, dado por
S ′
B(t) = (µB + αB)(1− SB(t)− IB(t))− βBSB(t)IC(t),

I ′B(t) = βBSB(t)IC(t)− λBIB(t),

I ′C(t) = βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t),

(2.13)

definido na região Ω = {(SB(t), IB(t), IC(t)) : 0 ≤ SB(t) + IB(t) ≤ 1 , 0 ≤ IC(t) ≤ 1}.

Proposição 2.2.1 A região Ω = {(SB(t), IB(t), IC(t)) : 0 ≤ SB(t) + IB(t) ≤ 1 , 0 ≤
IC(t) ≤ 1} é um conjunto positivamente invariante para o sistema (2.13).

Demonstração: Vamos mostrar que se (SB(0), IB(0), IC(0)) ∈ Ω, então (SB(t), IB(t), IC(t)) ∈
Ω, para todo t ≥ 0.
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De fato, do sistema (2.13) temos

S ′
B(t) + I ′B(t) = (µB + αB)(1− SB(t)− IB(t))− λBIB(t),

= (µB + αB)− (µB + αB)(SB(t) + IB(t))− λBIB(t),

≤ (µB + αB)− (µB + αB)(SB(t) + IB(t)).

Para facilitar os cálculos, faremos a substituição (µB + αB) = a, dáı

S ′
B(t) + I ′B(t) ≤ a− a(SB(t) + IB(t)). (2.14)

Multiplicando ambos os lados da equação (2.14) pelo fator integrante eat, vem

eat(S ′
B(t) + I ′B(t)) + eata(SB(t) + IB(t)) ≤ eata,

disto segue que

d

dt

[
eat(SB(t) + IB(t))

]
≤ eata

Integrando ambos os lados, dessa última desigualdade∫ t

0

d

ds
eas(SB(s) + IB(s))ds ≤

∫ t

0

easads,

logo

eas(SB(s) + IB(s))|t0 ≤ eas|t0,

desta forma

eat(SB(t) + IB(t)) ≤ [SB(0) + IB(0)− 1] + eat,

assim pelo fato de e−at ≤ 1, t ≥ 0, segue que

SB(t) + IB(t) ≤ e−at(SB(0) + IB(0)− 1) + 1 ≤ SB(0) + IB(0).

Portanto,

0 ≤ SB(t) + IB(t) ≤ SB(0) + IB(0) ≤ 1.

Mostraremos agora que 0 ≤ IC(t) ≤ 1. Do sistema (2.13), vem

I ′C(t) = βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t),

≤ βC(1− IC(t))− µCpIC(t),

≤ (βC + µCp)− (βC + µCp)IC(t).
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Dáı

I ′C(t) + (βC + µCp)IC(t) ≤ (βC + µCp).

Fazendo (βC + µCp) = a e multiplicando ambos os membros da última desigualdade

pelo fator integrante eat, de forma semelhante ao passo anterior, segue que

0 ≤ IC(t) ≤ 1.

Portanto, pela Definição (2.1.9) segue que Ω é invariante.

2.3 Análise do Modelo

Nesta seção, estudamos a existência e estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do sistema

(2.13). Esta análise nos permite estudar diferentes cenários relativos à propagação da

doença Babesiose na população bovina causada por contato direto com carrapatos infec-

tados [24, 39]. A seguir introduziremos o conceito de razão de reprodução básica que é

muito utilizado em epidemiologia.

2.3.1 Taxa de Reprodução Básica

A transmissão de uma infecção pode ser quantificada por seu número reprodução

básica, R0, que é definido como o número de infecções secundárias produzidas por cada

indiv́ıduo infectado dentro de uma categoria particular de risco, logo após o ińıcio de uma

epidemia [29, 38, 32].

Em alguns casos especiais, pode-se facilmente calcular ou estimar esse número. Várias

hipóteses que envolvem diversas variáveis, como taxa de transmissão, taxa de natalidade,

entre outras, são levadas em consideração [31].

Para processos epidêmicos simples, este parâmetro determina um limite, ou seja,

quando R0 > 1, uma infecção t́ıpica gera, em média, uma infecção secundária, levando

a uma epidemia. Em contraste, quando R0 < 1, infecciosos normalmente dão origem,

em média, a menos de uma infecção secundária, e a prevalência da infecção não pode

aumentar [29, 32].
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Neste trabalho, usamos o parâmetro descrito por [3]

R0 =
βBβC

λBµCp
. (2.15)

A motivação para usar esse parâmetro, está no fato de que o R0 foi considerado de

forma que o ponto de equiĺıbrio livre da doença seja localmente assintoticamente estável.

A seguir apresentaremos os pontos de equiĺıbrio para o modelo da Babesiose.

2.3.2 Pontos de Equiĺıbrio do Modelo

Teorema 2.3.1 O sistema (2.13) tem pontos de equiĺıbrio, F1 = (SB1(t), IB1(t), IC1(t)) =

(1, 0, 0), que é o ponto livre da doença para todos os parâmetros do sistema e F2 =

(SB2(t), IB2(t), IC2(t)), que é o ponto de equiĺıbrio endêmico. Se R0 > 1, então F2 é

único no interior de Ω.

Demonstração: Denotamos por (SBi
(t), IBi

(t), ICi
(t)) para i = 1, 2, os pontos de equiĺıbrio

do sistema (2.13), onde o estado constante é S ′
B(t) = 0, I ′B(t) = 0, I ′C(t) = 0. Então

(µB + αB)(1− SB(t)− IB(t))− βBSB(t)IC(t) = 0,

βBSB(t)IC(t)− λBIB(t) = 0,

βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t) = 0.

(2.16)

Somando a primeira e a segunda equação de (2.16) temos

(µB + αB)− SB(t)(µB + αB)− IB(t)(µB + αB) = λBIB(t),

disto obtemos que

IB(t) =
(µB + αB)(1− SB(t))

(µB + αB) + λB

. (2.17)

Da terceira equação do sistema (2.16), vem

βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t) = 0

IB(t)(βC − βCIC(t)) = µCpIC(t).
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Portanto,

IB(t) =
µCpIC(t)

βC(1− IC(t))
. (2.18)

Substituindo (2.18) na segunda equação de (2.16)

βBSB(t)IC(t)− λB

[
µCpIC(t)

βC(1− IC(t))

]
= 0.

Dessa forma

IC(t)

[
βBSB(t)−

µCpλB

βC(1− IC(t))

]
= 0. (2.19)

Logo, em (2.19) há duas possibilidades

1. IC(t) = 0, disto temos que IB(t) = 0 e SB(t) = 1, assim

F1 = (SB1(t), IB1(t), IC1(t)) = (1, 0, 0).

2. IC(t) ̸= 0

βBSB(t)−
µCpλB

βC(1− IC(t))
= 0,

SB2(t) =
µCpλB

βCβB(1− IC(t))
. (2.20)

Substituindo (2.20) em (2.17) e igualando a (2.18), obtemos

(αB + µB)

µB + αB + λB

− (αB + µB)

µB + αB + λB

.
λBµCp

βCβB(1− IC(t))
− µCpIC(t)

βC(1− IC(t))
= 0,

(αB + µB)βBβC(1− IC(t))− (αB + µB)λBµCp− (αB + µB + λB)βBµCpIC(t)

(αB + µB + λB)βBβC(1− IC)(t)
= 0.

Portanto,

IC2(t) =
(αB + µB)(βBβC − λBµCp)

(αB + µB)βBβC + (αB + µB + λB)βBµCp
. (2.21)
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Para calcular SB2(t), substitúımos (2.21) em (2.20)

SB2(t) =
λBµCp

βBβC

[
1−

(
(αB + µB)(βBβC − λBµCp)

(αB + µB)βBβC + (αB + µB + λB)βBµCp

)] ,
=

λBµCp[(αB + µB)βBβC + (αB + µB + λB)βBµCp]

βBβC(αB + µB + λB)βBµCp+ βBβC(αB + µB)λBµCp
,

=
λB(αB + µB)βC + (αB + µB + λB)λB

βC [βB(αB + µB + λB) + λB(αB + µB)]
.

Logo

SB2(t) =
λB(αB + µB)βC + (αB + µB + λB)λB

βC [αB(βB + λB) + λBµB + βB(λB + µB)]
. (2.22)

Resta ainda calcular IB2(t). Substituindo (2.21) em (2.18) obtemos

IB2(t) =

µCp

[
(µB + αB)(βBβC − λBµCp)

(µB + αB)βBβC + (µB + αB + λB)βBµCp

]
βC

[
1−

(
(αB + µB)(βBβC − λBµCp)

(αB + µB)βBβC + (αB + µB + λB)βBµCp

)] ,

=

µCp

[
(µB + αB)βBβC − (αB + µB)λBµCp

(µB + αB)βBβC + (µB + αB)βBµCp+ λBβBµCp

]
βC

[
(µB + αB)βBµCp+ λBβBµCp+ (µB + αB)λBµCp

(µB + αB)βBβC + (µB + αB)βBµCp+ λBβBµCp

] ,
=

(µB + αB)βCβB − µCp(µB + αB)λB

(µB + αB)βBβC + λBβCβB + (µB + αB)λBβC

.

Então,

IB2(t) =
(µB + αB)(βCβB − λBµCp)

βC [αB(βB + λB) + µBλB + βB(µB + λB)]
. (2.23)

Observe que se R0 > 1, então (βBβC − λBµCp) > 0 e como todos os parâmetros são

positivos, temos que

SB2(t) > 0, IB2(t) > 0, IC2(t) > 0.

Assim, o ponto de equiĺıbrio endêmico F2 é único no interior de Ω.

Agora, vamos demonstrar que se R0 ≤ 1, o único ponto de equiĺıbrio em Ω é o ponto

livre da doença (SB1(t), IB1(t), IC1(t)) = (1, 0, 0). Para isso, há dois casos a considerar

1. R0 < 1

Nesse caso, βBβC − λBµCp < 0. Assim, olhando para as frações que definem as
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coordenadas do ponto endêmico, é fácil verificar que

IB2(t) < 0, IC2(t) < 0,

exceto quando µB+αB = 0. No entanto, isto não é posśıvel pois a taxa de nascimento

de bovinos, µB > 0. Portanto, quando µB + αB ̸= 0 este ponto permanece fora da

região Ω.

2. R0 = 1

Neste caso, βBβC−λBµCp = 0, então temos que IB2(t) = 0, IC2(t) = 0 e SB2(t) = 1.

Observe que este último caso tem sentido real porque, quando R0 = 1, temos IB2(t) =

0, IC2(t) = 0, isto é, o número de infectados é 0 e, por conseguinte, o ponto endêmico não

pode existir.

2.3.3 Análise de Estabilidade

Teorema 2.3.2 Se R0 < 1 então o ponto de equiĺıbrio livre da doença (F1) é localmente

assintoticamente estável.

Demonstração: A matriz Jacobiana para o sistema (2.13) é

J(SB(t), IB(t), IC(t)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−(µB + αB + βBIC) −(µB + αB) −βBSB(t)

βBIC(t) −λB βBSB(t)

0 βC(1− IC(t)) −IB(t)βC − µCp

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
Logo,

J(F1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−(µB + αB) −(µB + αB) −βB

0 −λB βB

0 βC −µCp

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Os autovalores obtidos de det(J(F1)− λId) = 0, são

λ1 = −(µB + αB),

λ2 =
−(λB + µCp) +

√
(λB − µCp)2 + 4βBβC

2
,

λ3 =
−(λB + µCp)−

√
(λB − µCp)2 + 4βBβC

2
.
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É fácil ver que Re(λ1) < 0 e Re(λ3) < 0. Por outro lado, usando a hipótese R0 < 1, para

λ2 temos

λ2 =
−(λB + µCp) +

√
λ2
B + µ2

Cp
2 − 2λBµCp+ 4βBβC

2
,

<
−(λB + µCp) +

√
λ2
B + µ2

Cp
2 + 2λBµCp

2
,

=
−(λB + µCp) +

√
(λB + µCp)2

2
= 0.

Portanto, Re(λ2) < 0. Como a parte real dos autovalores é negativa, então pelo Teorema

2.1.2 o ponto de equiĺıbrio livre da doença F1 é localmente assintoticamente estável.

�

Teorema 2.3.3 Se R0 ≤ 1 então o ponto de equiĺıbrio (F1) é globalmente assintotica-

mente estável.

Demonstração: Inicialmente vamos fazer a mudança de variável no sistema (2.13) para

mover até a origem do sistema de coordenadas o ponto de equiĺıbrio livre da doença.

XB(t) = 1− SB(t),

SB(t) = 1−XB(t),

X ′
B(t) = −S ′

B(t).

Substituindo no sistema (2.13), temos
X ′

B(t) = −(µB + αB)XB(t) + (µB + αB)IB(t) + βB(1−XB(t))IC(t),

I ′B(t) = βB(t)(1−XB(t))IC(t)− λBIB(t),

I ′C(t) = βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t).

(2.24)

Para abreviar, escreveremos (2.24) como

(X ′
B(t), I

′
B(t), I

′
C(t)) = F (XB(t), IB(t), IC(t)).

Por outro lado, considere V : Ω → R+, definida por

V (t) = V (XB(t), IB(t), IC(t)) = βCIB(t) + λBIC(t).

Mostraremos que V é uma função Lyapunov. De fato, é fácil ver que V ∈ C1(Ω), então
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V ′(XB(t), IB(t), IC(t)) = < ∇V (XB(t), IB(t), IC(t)), F (XB(t), IB(t), IC(t)) >

= βCβBIC(t)− βCβBXB(t)IC(t)− βCλBIB(t)

+λBβCIB(t)− λBβCIC(t)IB(t)− λBµCpIC(t),

= (βCβB − µCp)IC(t)− βCβBXB(t)IC(t)− λBβCIC(t)IB(t)

= IC(t)(βCβB − µCp− βCβBXB(t)− λBβCIB(t)).

Usando a hipótese R0 ≤ 1, temos que βBβC − λBµCp ≤ 0, logo V ′(t) ≤ 0 o que implica

que V (t) é uma função Lyapunov, pela Definição (2.1.8).

Por outro lado, com o objetivo de aplicar o Teorema de La-Salle, temos que encontrar

o maior subconjunto invariante contido em V ′(XB(t), IB(t), IC(t)) = 0. Pela conta acima,

vemos que há duas possibilidades, IC(t) = 0 ou βCβB −µCp−βCβBXB(t)−λBβCIB(t) =

0. Como a segunda possibilidade não pode ser zero, então a única opção é IC(t) = 0.

Portanto, obtemos que o conjunto em que

V ′(XB(t), IB(t), IC(t)) = 0

e dado por

{(XB(t), IB(t), IC(t)) : IC(t) = 0}.

Com isso, conclúı-se que o ponto de equiĺıbrio livre da doença (F1) é o maior subconjunto

invariante em {(XB(t), IB(t), IC(t)) : IC(t) = 0}. Portanto pelo Teorema 2.1.5 o ponto de

equiĺıbrio (F1) é globalmente assintoticamente estável.

2.4 Simulação Numérica

Nesta seção, simulamos algumas situações para verificar o efeito que alguns parâmetros

tem sobre a dinâmica da doença Babesiose em populações bovinas e de carrapatos. Isto é

importante do ponto de vista epidemiológico, pois é posśıvel obter as melhores estratégias

em saúde pública e animal para combater a doença [3].

Para realizar as simulações numéricas, levamos em conta que 60% dos carrapatos são

infectados pelo Babesia, aproximadamente 51, 84% da população bovina são infectados

por Babesia, apenas 10% é controlado e a transmissão vertical é de 90% [22]. Assumimos

como condição inicial SB(0) = 0, 3756, IB(0) = 0, 5184, IC(0) = 0, 60.
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2.4.1 Estabilidade Ecológica

Na primeira simulação, consideramos que a propagação da Babesiose na população

bovina e a população de carrapatos está em equiĺıbrio, ou seja, as proporções de bovinos

suscet́ıveis, bovinos infectados e carrapatos infectados são positivas e constantes durante

todo o tempo.

Este quadro é posśıvel tendo os parâmetros µB, µC , αB e p constantes por todo o

tempo. Para realizar as simulações numéricas foram utilizados os parâmetros dados pela

tabela (2.1) e foram retirados de [3].

Tabela 2.1: Parâmetros para simulação

Fonte: Aranda, et al.

Parametros µB µT λB αB p βB βT

V alores 0, 0002999 0, 001609 0, 00265 0.001 0, 1 0.00061 0.00048

A estabilidade ecológica pode ser vista na figura (2.2). A taxa de reprodução básica

usada foi R0 = 6.8.

Figura 2.2 – Estabilidade Ecológica βB = 0.00061, βC = 0.00048, αB = 0.001.
Fonte: Aranda, et al.

Os autovalores da Matriz Jacobiana são todos negativos, (−0, 7489,−0, 7480,−0, 7058).

Portanto, pelo Teorema 2.1.2, o ponto de equiĺıbrio é localmente assintoticamente estável.
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2.4.2 Ponto Livre da Doença

Aqui nós simulamos um quadro em que a transmissão da Babesia é desacelerada com

βB = 0, 0003 λB = 0, 0265 e p = 0, 5 o que indica que a taxa de transmissão vertical é de

50%. Os outros parâmetros permanecem constantes durante todo o tempo de modo que

R0 < 1 e foram retirados da Tabela (2.1). Tomamos R0 = 0.33. A Figura (2.3) mostra

que a solução do sistema se aproxima do ponto de equiĺıbrio livre da doença.

Figura 2.3 – Dinâmica quando λB = 0, 0265 e p = 0, 5
Fonte: Aranda, et al.

Os autovalores da matriz Jacobiana são negativos, (−0, 0265,−0, 0013,−0, 0008). Por-

tanto, pelo Teorema 2.1.2 o ponto de equiĺıbrio livre da doença é localmente assintotica-

mente estável.

2.4.3 Ponto de Equiĺıbrio Endêmico

Nós simulamos o efeito de condições iniciais diferentes em uma situação com alta

transmissão da Babesia na população bovina, com βB = 0, 006, alta transmissão vertical

na população de carrapatos, com p = 0, 1 pelo fato de que tem se uma situação de

epidemia. Foi utilizado R0 = 67, 54. O restante dos parâmetros são constantes para

R0 > 1 e foram retirados da Tabela (2.1). Isso pode ser visto nas figuras (2.4) e (2.5).

Os autovalores da matriz Jacobiana são negativos, J(0, 0498; 0, 7893; 0.70) = (−0, 0014;

− 0, 0014;−0, 0037). Portanto o ponto de equiĺıbrio endêmico é localmente assintotica-

mente estável.
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Figura 2.4 – Dinâmica quando SB(0) =
0, 3756, IB(0) = 0, 5184, IC(0) = 0, 60.

Fonte: Aranda, et al.

Figura 2.5 – Dinâmica quando
SB(0) = 0, 70, IB(0) = 0, 10, IC(0) = 0, 20

Fonte: Aranda, et al.

Observe nas figuras (2.4) e (2.5), que embora as condições iniciais sejam diferen-

tes, a solução do sistema converge para o ponto de equiĺıbrio endêmico (SB, IB, IC) =

(0, 0498; 0, 7893; 0.70), o que verifica os resultados teóricos obtidos.



Caṕıtulo 3

CÁLCULO FRACIONÁRIO

O conceito de cálculo fracionário surgiu a partir de uma questão proposta no ano de

1695 pelo Marquês de L′Hopital. Em uma carta datada de 30 de setembro de 1695, ele

questiona Leibniz sobre a derivada de ordem 1/2 de uma função. A partir dáı, muitos

matemáticos encontraram várias definições que se encaixam na ideia de integral e derivada

de ordem não inteira.

Em 1969, Caputo em seu livro Elasticit‘a e Dissipazione [5], propos uma definição

para a derivada de ordem fracionária, com a qual resolveu problemas de viscoelasticidade.

Pouco tempo depois, algumas interpretações f́ısicas e geométricas para a derivada e a

integral fracionárias foram apresentadas, dentre elas destacamos Podlubny [4] que apre-

senta interpretações f́ısicas e geométricas para integrais e derivadas de ordem arbitrária

para casos particulares e Lorenzo e Hartley, [41, 42], que em 1988, apresentaram uma

interpretação geométrica para a derivada fracionária.

Até pouco tempo, o cálculo de ordem arbitrária era visto apenas como uma teoria

matemática sem muitas aplicações, mas nos últimos anos houve uma expansão do uso

dessa teoria na modelagem de problemas reais em vários ramos da ciência, desde a f́ısica

da difusão à controle de sistemas, finanças e economia [43]. Em epidemiologia é posśıvel

encontrar inúmeras aplicações, dentre elas podemos destacar, os trabalhos de [33], que

propõe um modelo de ordem fracionária para a Dengue e de [38], no qual, o autor escreve

um modelo fracionário para a dinâmica da Influenza (H1N1) e por meio de simulação

numérica, consegue concluir que o modelo de ordem fracionária se ajusta melhor a um

conjunto de dados reais se comparado ao modelo de equações diferenciais ordinárias.

Além dessas situações, é posśıvel encontrar aplicações em outras áreas, como processos

estocásticos, ciências e engenharia.

Além dessas aplicações, quando se tem o interesse em introduzir o efeito de memória no

sistema, as funções de ordem não inteira são um instrumento poderoso para a descrição de

propriedades de memória e hereditárias de diferentes substâncias e até mesmo na memória

com respeito ao aprendizado repetido [62]. Esta é a maior vantagem dos modelos de ordem

40
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fracionária em comparação aos de ordem inteira, nos quais, tais efeitos são negligenciados

[40]. A viscoelasticidade é o campo onde se concentra a sua maior aplicação, isso devido

ao seu fenômeno de tratar de efeitos de memória [43, 45, 44].

Nas últimas décadas, as publicações tem se concentrado em processamento de sinais,

modelagem e controle. A aplicação das técnicas do Cálculo Fracionário tem permitido

generalizações e importantes resultados em diversas áreas do conhecimento, tais como,

finanças, processos estocásticos e em diversas áreas dentro das ciências aplicadas e en-

genharia [41, 61]. Além disso, é uma importante ferramenta para refinar a descrição de

fenômenos naturais, em particular aqueles que possuem dependência temporal.

Assim como a resolução de uma equação diferencial ordinária com coeficientes cons-

tantes tem sua solução dada, em muitos casos, em termos da função exponencial, uma

equação diferencial de ordem não inteira tem, em diversos casos, a solução dada em ter-

mos da função de Mittag-Leffer [48]. Com isso, ao entender a forma que a função de

Mittag-Leffer generaliza a função exponencial estamos, de certa forma, compreendendo o

porque de, em alguns casos, uma equação diferencial de ordem não-inteira fornecer uma

descrição mais fina de um dado fenômeno do que a respectiva equação de ordem inteira.

Neste caṕıtulo serão apresentados conceitos válidos para o cálculo fracionário. Os

tópicos aqui apresentados são fundamentais para o desenvolvimento do próximo caṕıtulo

e foram retirados de [48, 49].

3.1 Conceitos Preliminares

Iniciaremos com as definições de função Gama e função Beta. A função Gama é

utilizada para a definição de integrais de ordem arbitrária e a função Beta é útil para

obtermos algumas identidades algébricas.

Definição 3.1.1 A função gama é a integral imprópria definida para α > 0 dada por

Γ(α) =

∫ ∞

0

e−xxα−1dx.

Quando faz-se referência a função Gama, fica impĺıcito que α > 0, para que a con-

vergência seja garantida.

A função Gama possui algumas propriedades úteis para o cálculo fracionário, dentre

as quais podemos destacar

Propriedade 3.1.1 Para a função Gama são válidas as afirmações:

i - Γ(α + 1) = αΓ(α);
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ii - Γ(1) = 1!;

iii - Γ(n+ 1) = n!, para n ∈ N.

Definição 3.1.2 A função Beta é definida como

B(α, µ) =

∫ 1

0

xα−1(1− x)µ−1dx, para α > 0, µ > 0.

Teorema 3.1.1 As funções Beta e Gama se relacionam por meio da identidade

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

A demonstração pode ser encontrada em [48].

3.2 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um conceito relevante para a resolução de equações

envolvendo derivadas e integrais fracionárias.

Definição 3.2.1 Seja f uma função definida no intervalo t ≥ 0. Então a integral

L[f ] =
∫ ∞

0

e−stf(t)dt

é chamada transformada de Laplace de f , desde que a integral exista e s é chamado
parâmetro da transformada.

A seguir estão listadas algumas propriedades importantes. As demonstrações são

imediatas e podem ser encontradas em [39].

Propriedade 3.2.1 Para a Transformada de Laplace são válidas as afirmações:

i - Seja L[f ] = F (s) e L[g] = G(s), então L[af + bg] = aF (s) + bG(s);

ii - Seja L(f) = F (s), então L[eatf(t)] = F (s− a), para s > a.

iii - L[tnf(t)] = (−1)n
dn

dsn
F (s).

Propriedade 3.2.2 Se f e f ′ são integráveis em [0, b], para todo b > 0, se f for de
ordem exponencial , então existe L[f ′(t)] = sL[f(t)]− f(0).

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas funções não é o produto

das transformadas, porém a seguir será introduzido o conceito de produto de convolução,

que é um produto conveniente para que a propriedade (3.2.3) seja válida, ou seja, a

transformada de Laplace do produto de convolução é igual ao produto das transformadas.
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Definição 3.2.2 Sejam f, g : [0,∞) → R duas funções de ordem exponencial α e β, com
transformadas de Laplace F (s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0,∞). Define-se a
convolução de f(t) e g(t), denotada por (f ∗ g)(t), como

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(t− y)g(y)dy.

Propriedade 3.2.3 Sejam f, g : [0,∞) → R, então, L[(f ∗ g)(t)] = L[f ]L[g].

A demonstração pode ser encontrada em [39].

3.3 Integral Fracionária

Inicialmente será feito a formalização da integral fracionária segundo Riemann-Liouville.

Em seguida, a definição de derivada fracionária será feita a partir das ideias de Riemann-

Liouville e também de Caputo. Ambas necessitam da definição de integral fracionária

para a formulação da derivada fracionária, por esse motivo é necessário definir primeiro

a integral fracionária e depois a derivada fracionária.

A seguir a motivação para a definição de integral fracionária.

Definição 3.3.1 Seja f : [0,∞) → R uma função cont́ınua por partes no intervalo [0,∞)
e integrável em todo subintervalo de [0,∞). Denotamos por Jf(t) o operador integral

Jf(t) =

∫ t

0

f(s)ds

e por Jkf(t) = (JJ...J)f(t).

Observe que

J2f(t) =

∫ t

0

Jf(s)ds.

Utilizando o Teorema de Fubinni, vem

J2f(t) =

∫ t

0

∫ s

0

f(ξ)dξds,

=

∫ t

0

∫ t

ξ

f(ξ)dsdξ,

=

∫ t

0

f(ξ)(t− ξ)dξ.
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Dáı

J3f(t) =

∫ t

0

J2f(s)ds,

=

∫ t

0

∫ s

0

f(ξ)(s− ξ)dξds,

=

∫ t

0

∫ t

ξ

(s− ξ)f(ξ)dsdξ,

=

∫ t

0

(t− ξ)2

2
f(ξ)dξ.

Usando esse procedimento sucessivamente, temos

Jnf(t) =

∫ t

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
f(s)ds.

Como Γ(n) = (n− 1)! para n ∈ Z+, vem

Jnf(t) =
1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1f(s)ds. (3.1)

A equação (3.1) continua bem definida para α > 0. O que motiva a seguinte definição

Definição 3.3.2 Sejam α ∈ R e α > 0 e f uma função cont́ınua por partes em [0,∞) e
integrável em qualquer subintervalo de [0,∞). Então para t > 0 a integral fracionária de
Rieman-Lioville de ordem α é dada por

Jαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)ds. (3.2)

Observação 3.3.1 Definimos C como sendo a classe das funções que satisfazem a De-
finição 3.3.2. Para mais informações veja [48].

Exemplo 3.3.1 De acordo com a Definição 3.3.2 é posśıvel calcular a integral de ordem
arbitrária α, de f(t) = tµ, com µ > −1.

De fato, seja

Jαtµ =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1sµds.

Fazendo u =
s

t
, obtemos

Jαtµ =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− ut)α−1(ut)µtdu,

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

tα−1(1− u)α−1uµtµ+1du,

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

tα(1− u)α−1uµtµdu,

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

tα+µ(1− u)α−1uµdu.
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Então,

Jαtµ =
tα+µ

Γ(α)

∫ 1

0

(1− u)α−1uµdu. (3.3)

Tomando p = α e q = µ+ 1 em (3.3), temos

Jαtµ =
tα+µ

Γ(α)

∫ 1

0

(1− u)p−1uq−1du. (3.4)

Usando a Definição 3.1.2, podemos escrever (3.4) como

Jαtµ =
tα+µ

Γ(α)
B(q, p) , onde B(p, q) = B(α, µ+ 1).

Usando o Teorema 3.1.1, vem

Jαtµ =
tα+µ

Γ(α)

Γ(α)Γ(µ+ 1)

Γ(α + µ+ 1)
, (3.5)

=
tα+µΓ(µ+ 1)

Γ(α + µ+ 1)
. (3.6)

Proposição 3.3.1 Seja Φα(t) =
tα−1

Γ(α)
, t > 0. Então (Φα ∗ f)(t) = Jαf(t).

Demonstração: Pela Definição 3.2.2 e pela definição de produto convolução, vem

(Φα ∗ f)(t) =

∫ t

0

Φα(t− s)f(s)ds,

=

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s)ds,

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)ds.

Portanto,

(Φα ∗ f)(t) = Jαf(t).

Teorema 3.3.1 Sejam α, β ≥ 0 temos que JαJβ = Jα+β, vale também JαJβ = JβJα.

Demonstração: Vamos mostrar que

Φα(t) ∗ Φβ(t) = Φα+β(t).

Usando as funções auxiliares: Φα(t) =
tα−1

Γ(α)
e Φβ(t) =

yβ−1

Γ(β)
, obtemos

Φα(t) ∗ Φβ(t) =

∫ t

0

Φα(t− y)Φβ(γ)dy,

=

∫ t

0

(t− y)α−1

Γ(α)
.
yβ−1

Γ(β)
dy.
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Fazendo u =
y

t
, vem

Φα(t) ∗ Φβ(t) =

∫ 1

0

(t− ut)α−1

Γ(α)
.
(ut)β−1

Γ(β)
tdu,

=
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

(1− u)α−1uβ−1du.

Tomando x = 1− u, temos

Φα(t) ∗ Φβ(t) =
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 0

1

xα−1(1− x)β−1(−dx),

Φα(t) ∗ Φβ(t) =
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx. (3.7)

Multiplicando e dividindo (3.7) por Γ(α + β)

Φα(t) ∗ Φβ(t) =
tα+β−1Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)Γ(α + β)

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx. (3.8)

O integrando de (3.8) é a função B(α, β), logo

Φα(t) ∗ Φβ(t) =
tα+β−1Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)Γ(α+ β)
B(α, β).

Usando o Teorema (3.1.1), vem

Φα(t) ∗ Φβ(t) =
tα+β−1Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
.

Então,

Φα(t) ∗ Φβ(t) =
tα+β−1

Γ(α + β)
.

Logo,

Φα ∗ Φβ(t) = Φα+β(t). (3.9)

Pela Proposição 3.3.1, temos

(Jαf)(t) = (Φα ∗ f)(t). (3.10)

De (3.10), (3.9) e da propriedade associativa da convolução, obtemos

(JαJβf)(t) = Φα(t) ∗ Jβf(t)

= Φα(t) ∗ [Φβ(t) ∗ f(t)],

= Φα+β(t) ∗ f(t).
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Portanto,

(JαJβf)(t) = (Jα+βf)(t).

A comutatividade é imediata.

3.4 Derivada Fracionária

A seguir apresentaremos a definição de derivada fracionária de Riemann-Liouville e

segundo Caputo.

3.4.1 Derivada fracionária segundo Riemann-Liouville

A definição de derivada de ordem fracionária de Riemann-Liouville é consequência

direta do Teorema Fundamental do Cálculo. Sabemos desse Teorema que se f : [0, b] → R
é uma função cont́ınua e se F : [0, b] → R é a função definida por

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt,

então F é diferenciável e F ′ = f.

Usando a notação de integral fracionária para (Jf)(x) =

∫ x

0

f(s)ds e a notação

(Df)(t) = f ′(t) para o operador Derivada, temos pelo Teorema Fundamental do Cálculo

que (DJf)(t) = f(t). De forma geral, é fácil ver por indução finita que para todo m ∈ N
a relação

(DmJmf)(t) = f(t), (3.11)

é verdadeira, em que Dmf = (DD...D)f é a composição m vezes do operador D ou

derivada de ordem m de f . Vale lembrar que o operador Derivada satisfaz a lei dos

expoentes DmDnf = Dm+nf.

Sejam m, n ∈ N tal que m é o menor inteiro maior que n e f : [0, b] → R é uma

função cont́ınua que admite derivadas até ordem n, usando a relação (3.11) temos

Dm−nJm−nf(t) = f(t).
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Por outro lado, aplicando o operador Dn em ambos os lados

DmJm−n = Dnf(t),

como a integral fracionária pode ser definida para números não inteiros α > 0, trocando

n por α na expressão acima obtemos

Dαf(t) = DmJm−αf(t).

Portanto a discussão anterior motiva a seguinte definição formal.

Definição 3.4.1 Sejam β > 0 e n o menor inteiro maior que β, assim a derivada fra-
cionária de Riemann-Liouville de ordem β da função f é dada por

Dβ
Rf(t) = Dn[Jn−βf(t)],

Dβ
Rf(t) =

dn

dtn
f(t), se β = n.

Exemplo 3.4.1 A derivada de ordem β segundo Riemann-Liouville de f(t) = tµ, µ > −1
e µ ̸= 0 é

Dβ
Rf(t) =

Γ(µ+ 1)

Γ(µ− β + 1)
tµ−β. (3.12)

Com efeito, pela Definição 3.4.1, temos

Dβ
Rt

µ = Dn[Jαtµ], onde α = n− β.

De acordo com (3.5),

Jn−βtµ =
tn−β+µΓ(µ+ 1)

Γ(µ+ n− β + 1)
,

Logo,

Dβ
Rt

µ =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ n− β + 1)
Dn[tn−β+µ]. (3.13)

Analisando Dn[tn−β+µ] separadamente, podemos obter as derivadas sucessivas

D[tn−β+µ] = (n− β + µ)tn−β+µ−1,

D2[tn−β+µ] = (n− β + µ)(n− β + µ− 1)tn−β+µ−2,
...

Dn[tn−β+µ] = (n− β + µ)(n− β + µ− 1)...(µ− β + 1)t−β+µ.
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Dessa forma, substituindo em (3.13) e usando a Propriedade 3.1.1, vem

Dβ
Rt

µ =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ n− β + 1)
[(n− β + µ)(n− β + µ− 1)...(µ− β + 1)t−β+µ],

=
Γ(µ+ 1)

(n− β + µ)Γ(µ+ n− β)
[(n− β + µ)(n− β + µ− 1)...(µ− β + 1)t−β+µ],

=
Γ(µ+ 1)

(n− β + µ− 1)Γ(µ+ n− β − 1)
[(n− β + µ− 1)...(µ− β + 1)t−β+µ].

Fazendo esse processo sucessivamente, obtemos

Dβ
Rt

µ =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− β + 1)
t−β+µ. (3.14)

O próximo teorema nos diz como se comporta a composição a direita e a esquerda

entre a derivada e a integral fracionária de Riemann-Liouville.

Teorema 3.4.1

Dβ
RJ

βf(t) = f(t),

JβDβ
Rf(t) = f(t)−

m∑
k=1

1

Γ(β − k + 1)
tβ−kDm−kJm−βf(0).

Demonstração: Temos

Dβ
RJ

βf(t) = DmJm−βJβf(t) = DmJmf(t).

Por outro lado, note que

JβDβ
Rf(t) = DJβ+1Dβf(t) = D[Jβ+1Dβf(t)].

Logo,

JβDβ
Rf(t) =

d

dt

[
1

Γ(β + 1)

∫ t

0

(t− s)βDβf(s)ds

]
,

=
d

dt

[
1

Γ(β + 1)

∫ t

0

(t− s)βDmJm−βf(s)ds.

]
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Integrando sucessivamente por partes, vem que

1

Γ(β + 1)

∫ t

0

(t− s)βDmJm−βf(s)ds =
1

Γ(β + 1)
[(t− s)βDm−1Jm−βf(s)]t0

− 1

Γ(β + 1)

{∫ t

0

β(t− s)β−1Dm−1Jm−βf(s)ds

}
,

=
1

Γ(β + 1)

[
−tβDm−1Jm−βf(0)

]
− 1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1Dm−1Jm−βf(s)ds,

=
1

Γ(β + 1)

[
−tβDm−1Jm−βf(0)

]
− 1

Γ(β)
[(t− s)β−1Dm−2Jm−βf(s)]t0

− 1

Γ(β)

{∫ t

0

(β − 1)(t− s)β−2Dm−2Jm−βf(s)ds

}
,

=
1

Γ(β + 1)

[
−tβDm−1Jm−βf(0)

]
− 1

Γ(β)

[
−tβ−1Dm−2Jm−βf(0)

]
+

1

Γ(β − 1)

∫ t

0

(t− s)β−2Dm−2Jm−βf(s)ds,

=
1

Γ(β + 1)

[
−tβDm−1Jm−βf(0)

]
+

1

Γ(β)

[
−tβ−1Dm−2Jm−βf(0)

]
+

1

Γ(β − 1)

∫ t

0

(t− s)β−2Dm−2Jm−βf(s)ds,

...

=
1

Γ(β + 1)

[
−tβDm−1Jm−βf(0)

]
+− 1

Γ(β)

[
−tβ−1Dm−2Jm−βf(0)

]
+ ...+

+
1

Γ(β + 1− (m− 1))
[−tβ−(m−1)Jm−βf(0)] +

1

Γ(β −m+ 1)

∫ t

0

(t− s)β−mJm−βf(s)ds,

= −
m∑
k=1

1

Γ(β − k + 2)
[tβ−k+1Dm−kJm−βf(0)] +

1

Γ(β −m+ 1)

∫ t

0

(t− s)β−mJm−βf(s)ds,

= −
m∑
k=1

1

Γ(β − k + 2)
[tβ−k+1Dm−kJm−βf(0)] + Jβ−m+1Jm−βf(t),

= −
m∑
k=1

1

Γ(β − k + 2)
[tβ−k+1Dm−kJm−βf(0)] + Jf(t).

Portanto,

JβDβ
Rf(t) =

d

dt

{
−

m∑
k=1

1

Γ(β − k + 2)
[tβ−k+1Dm−kJm−βf(0)] + Jf(t)

}
,

= −
m∑
k=1

1

Γ(β − k + 1)
tβ−kDm−kJm−βf(0)] + f(t).

Disto segue que,

JβDβ
Rf(t) = f(t)−

m∑
k=1

1

Γ(β − k + 1)
tβ−kDm−kJm−βf(0)].
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3.4.2 Derivada fracionária segundo Caputo

A primeira definição de derivada fracionária foi a de Riemann-Liouville, dada em

(3.4.1), mas somente com a definição de Caputo algumas aplicações práticas foram posśıveis.

Para mais informações veja [5, 50, 51]. A seguir, a definição segundo Caputo.

Definição 3.4.2 Tomando β > 0, n o menor inteiro maior que β. Nestas condições, a
derivada de ordem β segundo Caputo é definida por

Dβ
Cf(t) = Jn−β[Dnf(t)].

Com exceção do ı́ndice inferior, o ı́ndice superior tem o mesmo significado que na derivada

fracionária segundo Riemann-Liouville e para β = n ∈ N definimos Dβ
C = Dn, ou seja

Dβ
Cf(t) =


1

Γ(n− β)

∫ t

0

f (n)(s)ds

(t− s)β+1−n
, n− 1 < β < n,

dn

dtn
f(t), se β = n.

Observação 3.4.1 Note que a definição de derivada fracionária segundo Caputo é mais
restritiva que a definição de Riemann-Liouville, uma vez que requer a integrabilidade da
derivada de ordem n da função. Sempre que utilizarmos o operador Dβ

C será considerado
que esta hipótese é satisfeita.

Exemplo 3.4.2 A derivada de ordem β segundo Caputo de f(t) = tµ, µ > −1 e µ ̸= 0 é
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− β + 1)
tµ+β.

Com efeito, note que

Dntµ = µ(µ− 1)(µ− 2)...(µ− n+ 1)tµ−n,

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− n+ 1)
tµ−n.

Por outro lado

Dβ
Cf(t) = Jn−β[Dnf(t)],

= Jn−β

[
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− n+ 1)
tµ−n

]
,

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− n+ 1)
Jn−β[tµ−n],
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Dβ
Cf(t) =

Γ(µ+ 1)

Γ(µ− n+ 1)

Γ(µ− n+ 1)

Γ(µ− β + 1)
tµ−β,

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− β + 1)
tµ−β.

Teorema 3.4.2 Sejam Dβ
Rf(t) a derivada fracionária de f segundo Riemann-Liouville,

Dβ
Cf(t) a derivada fracionária de f segundo Caputo e m o menor inteiro maior que β.

Assim, a igualdade é satisfeita

Dβ
Rf(t) = Dβ

Cf(t) +
m−1∑
k=0

tk−β

Γ(k − β + 1)
Dkf(0).

Demonstração: Pela Definição 3.4.2, temos

Dβ
Cf(t) = Jm−β[Dmf(t)]

Aplicando o operador integral em ambos os lados

JβDβ
Cf(t) = JβJm−β[Dmf(t)].

Pelo Teorema 3.3.1, obtém-se

JβDβ
Cf(t) = Jβ+m−β[Dmf(t)],

= Jm[Dmf(t)].

De acordo com o Teorema 3.4.1,

JβDβ
Cf(t) = f(t)−

n−1∑
k=0

Dkf(0)
tk

k!
.

Aplicando o operador derivada e pelo Teorema 3.4.1

Dβ
RJ

βDβ
Cf(t) = Dβ

R

[
f(t)−

n−1∑
k=0

Dkf(0)
tk

k!

]

= Dβ
Rf(t)−Dβ

R

n−1∑
k=0

Dkf(0)
tk

k!

= Dβ
Rf(t)−

n−1∑
k=0

Dkf(0)

k!
Dβ

Rt
k.

De (3.14) vem

Dβ
Rt

k =
Γ(k + 1)

Γ(k − β + 1)
t−β+µ.
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Então,

Dβ
Cf(t) = Dβ

Rf(t)−
n−1∑
k=0

Dkf(0)

k!

Γ(k + 1)

Γ(k − β + 1)
tk−β

= Dβ
Rf(t)−

n−1∑
k=0

Dkf(0)

k!

k!

Γ(k − β + 1)
tk−β

= Dβ
Rf(t)−

n−1∑
k=0

Dkf(0)

Γ(k − β + 1)
tk−β.

Portanto,

Dβ
Rf(t) = Dβ

Cf(t) +
n−1∑
k=0

Dkf(0)

Γ(k − β + 1)
tk−β.

�

A próxima propriedade fornece a condição suficiente para que a derivada de Riemann-

Liouville de uma função f coincida com a derivada de Riemann-Liouville de uma função

g.

Propriedade 3.4.1 A igualdade Dβ
Rf(t) = Dβ

Rg(t) é válida, se, e somente se,

f(t) = g(t) +
n∑

j=1

cjt
β−j , com t > 0 e n− 1 < β < n. (3.15)

Demonstração: Condição necessária. Para n ∈ N, pode-se induzir do cálculo usual que

Df(t) = Dg(t) ⇔ f(t) = g(t) + a1,

D2f(t) = D2g(t) ⇔ f(t) = g(t) + a1t+ a2.

Assim sucessivamente

Dnf(t) = Dng(t) ⇔ f(t) = g(t) +
n−1∑
i=0

ait
i. (3.16)

Por outro lado,

Dβ
Rf(t) = Dβ

Rg(t) ⇔

Dn[Jn−βf(t)] = Dn[Jn−βg(t)].

Note que n é inteiro, então de (3.16), podemos escrever

Jn−βf(t) = [Jn−βg(t)] +
n−1∑
i=0

ait
i.
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Aplicando o operador derivada em ambos os lados e usando o Teorema 3.4.1

Dn−β
R Jn−βf(t) = Dn−β

R

[
Jn−βg(t) +

n−1∑
i=0

ait
i

]
,

f(t) = Dn−β
R [Jn−βg(t)] +Dn−β

R

[
n−1∑
i=0

ait
i

]
.

Logo,

f(t) = g(t) +
n−1∑
i=0

aiD
n−β
R [ti]. (3.17)

Analisando Dn−β
R [ti] de (3.17) e usando o exemplo (3.4.1), obtemos

Dn−β
R ti =

Γ(i+ 1)

Γ(i− (n− β) + 1)
t−n+β+i

=
Γ(i+ 1)

Γ(i− n+ β + 1)
t−n+β+i.

Substituindo esse último resultado em (3.17)

f(t) = g(t) +
n−1∑
i=0

ai

[
Γ(i+ 1)

Γ(i− n+ β + 1)
t−n+β+i

]
= g(t) +

a0Γ(1)t
β−n

Γ(β − n+ 1)
+

a1Γ(2)t
β−n+1

Γ(β − n+ 2)
+ ...+

an−1Γ(n)t
β−1

Γ(β)

= g(t) + c1t
β−1 + c2t

β−2 + ...+ cnt
β−n

= g(t) +
n∑

j=1

cjt
β−j.

Condição suficiente. Aplicando o operador derivada em ambos os lados de (3.15)

Dβ
Rf(t) = Dβ

Rg(t) +Dβ
R

[
n∑

j=1

cjt
β−j

]
. (3.18)

Então, o segundo termo de (3.18) pode ser escrito como

Dβ
R

[
n∑

j=1

cjt
β−j

]
= Dn

[
Jn−β

(
n∑

j=1

cjt
β−j

)]

= Dn

n∑
j=1

cjJ
n−β[tβ−j].
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De acordo com o exemplo (3.3.1)

Dβ
R

[
n∑

j=1

cjt
β−j

]
= Dn

n∑
j=1

cj

[
tn−jΓ(β − j + 1)

Γ(n− j + 1)

]

=
n∑

j=1

(
cj
Γ(β − j + 1)

Γ(n− j + 1)
Dn[tn−j]

)
.

Mas

Dn[tn−j] = 0,

então, segue que

Dβ
R

[
n∑

j=1

cjt
β−j

]
= 0.

Portanto, de (3.18) conclúımos o resultado

Dβ
Rf(t) = Dβ

Rg(t).

�

A próxima propriedade fornece a condição para que a derivada segundo Caputo da

função f seja igual a derivada segundo Caputo da função g. A demonstração será omitida

pois é semelhante a anterior. Para mais detalhes, veja [51].

Teorema 3.4.3 A igualdade Dβ
Cf(t) = Dβ

Cg(t) é válida, se, e somente se,

f(t) = g(t) +
n∑

j=1

cjt
β−j, com t > 0 e m− 1 < β < m.

Lema 3.4.1 JnDnf(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

Dkf(0)
tk

k!
.

Demonstração: Usando o Prinćıpio da Indução Finita, temos, para n = 1:

JDf(t) =

∫ t

0

Df(s)ds

= f(t)− f(0)

= f(t)−
0∑

k=0

Dkf(0)
tk

k!
.

Agora, suponha que a proprosição seja verdadeira para n = m, ∀m ∈ N, ou seja,

JmDmf(t) = f(t)−
m−1∑
k=0

Dkf(0)
tk

k!
.
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Dáı,

Jm+1Dm+1f(t) = J [JmDm]f(t)

= J

[
D(f)−

m−1∑
k=0

DkDf(0)
tk

k!

]

= J

[
Df(t)−

m−1∑
k=0

Dk+1f(0)
tk

k!

]

= f(t)− f(0)−
m−1∑
k=0

Dk+1f(0)
tk+1

(k + 1)!

= f(t)− D0f(0)

0!
−
(
Df(0)

1!
t+D2f(0)

2!
t2 + ...+Dmf(0)

m!
tm
)

= f(t)−
m∑
k=0

Dkf(0)
tk

k!
.

Portanto pelo Prinćıpio da Indução Finita, vem

JnDnf(t) = f(t)−
m∑
k=0

Dkf(0)
tk

k!
.

3.5 Funções de Mittag-Leffer

As funções de Mittag-Leffer são importantes funções relacionadas ao cálculo de ordem

não inteira. Essas funções generalizam a função exponencial.

Definição 3.5.1 A função de Mittag-Leffer de um parâmetro é dada por

Eα(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
, para x ∈ R e x > 0.

Observação 3.5.1 No caso em que α = 1, temos

E1(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

xk

k!
= ex.

Dessa forma, podemos entender a função de Mittag-Leffer como uma generalização da
função exponencial.

Definição 3.5.2 A função de Mittag-Leffer de dois parâmetros é dada por

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, para x ∈ R e x > 0.
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Observação 3.5.2 Se β = 1, Eα,1(x) = Eα(x).

Propriedade 3.5.1 E2,1(x
2) =

∞∑
k=0

x2k

Γ(2k + 1)
=

∞∑
k=0

x2k

(2k)!
= cosh(x).

Propriedade 3.5.2 E2,2(x
2) =

∞∑
k=0

x2k

Γ(2k + 2)
=

∞∑
k=0

x2k

(2k + 1)!
=

sinh(x)

x
.

Teorema 3.5.1 Considere a função de Mittag-Leffer de dois parâmetros Eα1,α2, para
α1, α2 > 0. A série de potências definida por Eα1,α2(z) é convergente para todo z ∈ C. Em
outras palavras, Eα1,α2 é uma função inteira.

A demonstração pode ser encontrada em [52, 61].

3.6 Transformada de Laplace da Derivada de Riemman-

Liouville e Caputo

Introduziremos agora, os conceitos de transformada de Laplace da para a integral

fracionária e para as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo, bem como a transformada

de Laplace inversa para as derivadas.

Lema 3.6.1 A Transformada de Laplace da integral fracionária é dada por
L[Jαf(t)] = s−αL[f(t)].

Demonstração: Seja Φα(t) =
tα−1

Γ(α)
. Usando a definição de Transformada de Laplace e

integrando, obtemos

L[Φα(t)] = lim
b→∞

[
1

Γ(α)sα

∫ sb

0

e−uuα−1du

]
,

=
1

Γ(α)sα
Γ(α),

= s−α.

Por outro lado, usando a Proposição 3.3.1, vem

L[Jαf(t)] = L[Φα(t) ∗ f(t)]

= L[Φα(t)]L[f(t)]

= s−αL[f(t)].

�

Teorema 3.6.1 Seja f(t) = tβ−1Eα,β(at
α), a Tranformada de Laplace dessa função é

L[f(t)] = sα−β

sα − a
.
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Demonstração: Pela definição de Transformada de Laplace e pelo Teorema 3.5.1, vem

L[f(t)] =

∫ ∞

0

e−sttβ−1Eα,β(at
α)dt

= lim
b→∞

∫ b

0

e−sttβ−1

∞∑
k=0

(atα)k

Γ(αk + β)
dt

=
∞∑
k=0

ak

Γ(αk + β)
lim
b→∞

∫ b

0

e−sttαk+β−1dt

=
∞∑
k=0

ak

Γ(αk + β)
lim
b→∞

∫ sb

0

e−uu
αk+β−1

sαk+β−1

du

s
,

=
∞∑
k=0

ak

Γ(αk + β)sαk+β
lim
b→∞

∫ sb

0

e−uuαk+β−1du

=
∞∑
k=0

ak

sβsαk
,

=
1

sβ

∞∑
k=0

( a

sα

)k
.

Pela convergência da série geométrica, vem

L[f(t)] = sα−β

sα − a
.

�

Teorema 3.6.2 Seja f(t) = tβ−1Eα,β(−atα), a Transformada de Laplace dessa função é

L[f(t)] = sα−β

sα + a
.

A demonstração será omitida pois é semelhante a anterior.

Definição 3.6.1 Seja f(s) =
sα−β

sα − a
, g(s) =

sα−β

sα + a
. A Transformada de Laplace inversa

dessas funções são respectivamente:

L−1[f(s)] = tβ−1Eα,β(at
α) e L−1[g(s)] = tβ−1Eα,β(−atα).

Propriedade 3.6.1 L[Dmf(t)] = smL[f(t)]−
m−1∑
k=0

D(k)f(0)sm−1−k.

A demonstração pode ser encontrada em [48].

Teorema 3.6.3 A transformação de Laplace da Derivada de Caputo de ordem β é dada

por L[Dβ
Cf(t)] = sβF (s)−

m−1∑
k=0

D(k)f(0)sβ−k−1, em que L[f(t)] = F (s).
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Demonstração: Pela Definição 3.4.2 e aplicando a Transformada de Laplace

L[Dβ
Cf(t)] = L[Jm−β(Dmf(t))],

= s−m+βL[Dmf(t)].

Usando a Propriedade 3.6.1, temos

L[Dβ
Cf(t)] = s−m+β

[
smL[f(t)]−

m−1∑
k=0

D(k)f(0)sm−1−k

]
,

= sβL[f(t)]−
m−1∑
k=0

D(k)f(0)sβ−1−k,

= sβF (s)−
m−1∑
k=0

D(k)f(0)sβ−1−k.

�

Teorema 3.6.4 A Transformada de Laplace da Derivada de Riemman-Liouville de ordem

β é dada por L[Dβ
Rf(t)] = sβF (s)−

m−1∑
k=0

D(k)Jm−βf(0)sm−k−1, em que L[f(t)] = F (s).

Demonstração: Pela Definição 3.4.1 e aplicando a Transformada de Laplace vem

L[Dβ
Rf(t)] = L[Dm(Jm−βf(t))].

Usando a Propriedade 3.6.1 e o Lema 3.6.1

L[Dβ
Rf(t)] = sm[s−m+βL[f(t)]]−

m−1∑
k=0

D(k)Jm−βf(0)sm−1−k

= sβF (s)−
m−1∑
k=0

D(k)Jm−βf(0)sm−1−k.

Definição 3.6.2 A Transformada de Laplace inversa de Dβ
Cf(t) e Dβ

Rf(t) é dada por

L−1

[
sβF (s)−

m−1∑
k=0

D(k)f(0)sβ−k−1

]
= Dβ

Cf(t),

L−1

[
sβF (s)−

m−1∑
k=0

D(k)Jm−βf(0)sm−1−k

]
= Dβ

Rf(t).
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3.7 Desigualdades Diferenciáveis Fracionárias

Nesta seção, introduziremos alguns resultados importantes para o estudo do próximo

caṕıtulo.

Seja D ⊂ Rn e f : [0,∞) × U → Rn. Considere o seguinte problema de valor inicial

não-linear de ordem fracionária com 0 < q < 1,

Dq
Cx(t) = f(t, x), (3.19)

x(t0) = x0. (3.20)

Usando a teoria desenvolvida em [61] podemos provar o próximo teorema, mas por se

tratar de um resultado clássico a prova será omitida.

Teorema 3.7.1 Seja f : [0,∞) × D → Rn uma função cont́ınua, limitada e localmente
Lipschitz na segunda variável x. Então existe uma única função x : [t0, t0 + α] → D,
solução do problema (3.19)-(3.20). Além disso essa solução satisfaz a equação integral

x(t) = x0 +

∫ t

t0

(t− s)q−1

Γ(q)
f(s, x(s))ds. (3.21)

Definição 3.7.1 A função f é dita Hölder cont́ınua se existem constantes não negativas
C, ν tais que

∥ f(x)− f(y) ∥≤ C ∥ x− y ∥ν ,

para todo x, y no domı́nio de f. A constante ν é dita expoente de Hölder.

Observação 3.7.1 Vamos denotar por C0,ν(Ω) o espaço das funções Hölder cont́ınuas
definidas em Ω, um subconjunto aberto de Rn com 0 < ν ≤ 1.

Lema 3.7.1 Seja m : R+ → R localmente Hölder cont́ınua com expoente 0 < q < ν < 1,
tal que para qualquer t1 ∈ (t0,∞), temos m(t1) = 0 e m(t) ≤ 0 para todo t0 ≤ t ≤ t1,
então Dq

Rm(t1) ≥ 0.

Demonstração: Pela definição 3.4.1, a derivada de Riemann-Liouville pode ser escrita

como

Dq
Rm(t) =

1

Γ(q)

d

dt

[∫ t

0

(t− s)1−q−1m(s)ds

]
e p = 1− q,

defina H(t) =
∫ t

0
(t− s)p−1m(s)ds.

Seja h > 0. Como (t1 − s)p−1 − (t1 − s− h)p−1 ≤ 0 para 0 ≤ s ≤ t1 − h, obtemos

H(t1)−H(t1 − h) =

∫ t1

0

(t1 − s)p−1m(s)ds−
∫ t1−h

0

(t1 − h− s)p−1m(s)ds

=

∫ t1−h

0

[(t1 − s)p−1 − (t1 − s− h)p−1]m(s)ds

+

∫ t1

t1−h

(t1 − s)p−1m(s)ds

≥
∫ t1

t1−h

(t1 − s)p−1m(s)ds = I2.
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Por outro lado, sabemos que m é localmente Hölder cont́ınua, então existe uma constante

k(t1) > 0 tal que | m(t1)−m(s) |≤ k(t1)(t1 − s)λ assim obtemos que

−k(t1)(t1 − s)λ ≤ m(s) ≤ k(t1)(t1 − s)λ.

Logo,

I2 ≥ −
∫ t1

t1−h

(t1 − s)p−1k(t1)(t1 − s)λds

= −
∫ t1

t1−h

(t1 − s)p+λ−1k(t1)ds

= −
[
(t1 − s)p+λ

p+ λ

]t1
t1−h

k(t1),

=
hp+λ

p+ λ
k(t1).

Portanto,

H(t1)−H(t1 − h)− hp+λ

p+ λ
k(t1) ≥ 0.

Dividindo tudo por h e aplicando o limite vem

lim
h→0+

[
H(t1)−H(t1 − h)

h
− hp+λ−1

p+ λ

]
≥ 0.

De onde obtemos H ′(t1) ≥ 0 assim podemos concluir que Dq
Rm(t1) ≥ 0.

�

O próximo resultado está provado em [54].

Lema 3.7.2 Suponha que β > 0, c(·) uma função não negativa, não decrescente e local-
mente integrável em [0, T ) para algum T ≤ ∞, g(·) é uma função cont́ınua, não negativa,
não decrescente definida em [0, T ) e M > 0 tal que g(t) ≤ M e seja também u(·) uma
função não negativa e localmente integrável em [0, T ) tal que

u(t) ≤ c(t) + g(t)

∫ t

0

(t− s)β−1u(s)ds,

em [0, T ). Então u(t) ≤ c(t)Eβ(g(t)Γ(β)t
β).

Proposição 3.7.1 Seja f(t, x, λ) cont́ınua em (t, x, λ) e localmente Lipschtz em x (uni-
formemente em t e λ) em [t0, t1] × D × {||λ − λ0|| < c} onde D ⊂ Rn é um conjunto
convexo. Seja y(t, λ0) uma solução do problema de valor inical{

Dq
Cx(t) = f(t, x, λ0),

x(t0, λ0) = y0 ∈ D.
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Suponha que y(t, λ0) ∈ D, para todo t ∈ [t0, t1]. Então dado ϵ > 0 existem δ > 0 e única
z(t, λ) solução do problema de valor inical{

Dq
Cx(t) = f(t, x, λ),

x(t0, λ) = z0,

definida em [t0, t1] tal que se ||z0−y0|| < δ e ||λ−λ0|| < δ, temos que ||z(t, λ)−y(t, λ0)|| < ϵ,
para todo t ∈ [t0, t1].

Demonstração: Pela continuidade da solução y(t, λ0) em t e a compacidade do intervalo

[t0, t1], temos que y(t, λ0) é limitada em [t0, t1].

Defina o conjunto U = {(t, x) ∈ [t0, t1] × Rn : ||x − y(t, λ0)|| < ϵ} e suponha que

U ⊂ [t0, t1] × D. Se U * [t0, t1] × D, podemos escolher ϵ1 < ϵ tal que U ⊂ [t0, t1] × D.

O conjunto U é compacto, portanto f(t, x, λ) é Lipschitz em x ∈ U com constante de

Lipschitz L. Pela continuidade de f em λ, para qualquer η > 0 existe β > 0, (β < c) tal

que

||f(t, x, λ)− f(t, x, λ0)|| < η, ∀(t, x) ∈ U e ||λ− λ0|| < β

Seja η < ϵ e ∥ z0 − y0 ∥< η. Considere o problema{
Dq

Cx(t) = f(t, x, λ),

x(t0) = z0,
(3.22)

Pelo teorema de Existência e Unicidade, existe uma única solução z(t, λ) para (3.22)

definida em [t0, t0 + ∆]. Considere o intervalo [t0, τ ] em que (τ < t1), então y(t, λ0) é

solução de {
Dq

Cx(t) = f(t, x, λ0),

x(t0) = y0,

e z(t, λ) é solução de {
Dq

Cx(t) = f(t, x, λ),

x(t0) = z0.

Portanto, y(t, λ) e z(t, λ) são soluções das equações integrais, respectivamente

y(t, λ0) = y0 +

∫ t

t0

(t− s)q−1

Γ(q)
f(s, y(s, λ0), λ0)ds

z(t, λ) = z0 +

∫ t

t0

(t− s)q−1

Γ(q)
f(s, z(s, λ), λ)ds.

Logo, para t ∈ [t0, τ ] e usando o fato que f é Lispchitz obtemos que
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||z(t, λ)− y(t, λ0)||

≤ ||z0 − y0||+
1

Γ(q)

∫ t

t0

(t− s)q−1||f(s, z(s, λ), λ)− f(s, y(s, λ0), λ0)||ds

≤ ||z0 − y0||+
1

Γ(q)

∫ t

t0

(t− s)q−1||f(s, z(s, λ), λ)− f(s, y(s, λ0), λ)||ds

+
1

Γ(q)

∫ t

t0

(t− s)q−1||f(s, y(s, λ0), λ)− f(s, y(s, λ0), λ0)||ds

≤ ||z0 − y0||+
1

Γ(q)

∫ t

t0

(t− s)q−1L||z(s, λ)− y(s, λ0)||ds

+
1

Γ(q)

∫ t

t0

(t− s)q−1||λ− λ0||ds

≤ η +
1

Γ(q + 1)
(t− t0)

qη +
L

Γ(q)

∫ t

t0

(t− s)q−1||z(s, λ)− y(s, λ0)||ds

≤ η

(
1 +

1

Γ(q + 1)
(τ − t0)

q

)
+

L

Γ(q)

∫ t

t0

(t− s)q−1||z(s, λ)− y(s, λ0)||ds.

Pelo Lema 3.7.2, temos

||z(t, λ)− y(t, λ)|| ≤ η

(
1 +

1

Γ(q + 1)
(τ − t0)

q

)
Eq(Lτ

q)

Pelo fato de y(t, λ0) ser limitada em [t0, τ) vem

||z(t, λ)|| ≤ ||z(t, λ)− y(t, λ0)||+ ||y(t, λ0)|| ≤ k(τ).

Utilizando esse fato, podemos estender a solução até τ = t1. TomandoM = 1+
1

Γ(1 + q)
(τ−

t0)
q e η =

ϵ

MEq(1− τ q) + 1
, resulta que ||z(t, λ)− y(t, λ0)|| < ϵ, desde que ||z0 − y0|| < δ

e ||λ− λ0|| < δ para δ = min{η, β}.

�

Lema 3.7.3 Se z(·) é solução do sistema{
Dq

Cz(t) = f(t, z, λ)
z(t0) = u0

(3.23)

então, z(.) ∈ C0,ν .

Demonstração: Inicialmente mostraremos que se 0 < t1 ≤ t2 então (tp2− tp1) ≤ (t2− t1)
p.

Para isso, defina a função f(t) = (t − 1)p − (tp − 1), 0 < p < 1. Pelo fato que f ′(t) ≥ 0

obtemos que f(·) é crescente para t ≥ 1. Portanto se t ≥ 1 temos que f(t) ≥ f(1) = 0. Por

outro lado, se 0 < t1 ≤ t2 então
t2
t1

≥ 1. Logo

(
t2
t1

)
≥ 0, portanto (

t2
t1
−1)p− (

tp2
tp1
−1) ≥ 0,

de onde segue que (tp2 − tp1) ≤ (t2 − t1)
p. Por outro lado a solução do problema (3.23) é
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equivalente a equação integral

z(t, x) = u0 +

∫ t

t0

(t− s)q−1

Γ(q)
f(s, z(s, λ))ds

Seja t1 ≤ t2,

∥ z(t2, λ)− z(t1, λ) ∥

= ∥
∫ t2

t0

(t2 − s)q−1

Γ(q)
f(s, z(s, λ))ds−

∫ t1

t0

(t1 − s)q−1

Γ(q)
f(s, z(s, λ))ds ∥

= ∥
∫ t1

t0

(
(t2 − s)q−1

Γ(q)
− (t1 − s)q−1

Γ(q)

)
f(s, z(s, λ))ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)q−1

Γ(q)
f(s, z(s, λ))ds ∥

≤ M

Γ(q)

∫ t1

t0

[(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1]ds+
M

Γ(q)

∫ t2

t1

(t2 − s)q−1ds.

Fazendo ti − s = ui, i = 1, 2 respectivamente, obtemos

∥ z(t2, λ)− z(t1, λ) ∥

≤ M

Γ(q)

(∫ t2−t0

t2−t1

uq−1
2 du2 −

∫ t1−t0

0

uq−1
1 du1 +

∫ t2−t1

0

uq−1
2 du2

)
=

M

Γ(q)

([
uq
2

q

]t2−t0

t2−t1

−
[
uq
1

q

]t1−t0

0

+

[
uq
2

q

]t2−t1

0

)
=

M

Γ(q + 1)
((t2 − t0)

q − (t1 − t0)
q)

≤ M

Γ(q + 1)
[t2 − t0 − (t1 − t0)]

q

=
M

Γ(q + 1)
(t2 − t1)

q.

�

O próximo resultado é um resultado de desigualdades diferenciáveis para funções es-

calares.

Teorema 3.7.2 Considere o sistema escalar de ordem fracionária

Dq
Cu(t) = f(t, u) , q ∈ (0, 1),

u(t0) = u0,

f é localmente Lipschitz em u(·), para todo t ≥ 0 e todo u(·) ∈ J ⊂ R. Seja [t0, T ) (T ≤ ∞)
o intervalo maximal de existência de u(·), e suponha que u(t) ∈ J, para todo t ∈ [t0, T ).
Seja v(·) ∈ C0,ν com q ≤ ν < 1, satisfazendo

Dq
Cv(t) ≤ f(t, v(t))

v(t0) = u0,

com v(t) ∈ J, para todo t ∈ [t0, T ). Então v(t) ≤ u(t), para todo t ∈ [t0, T ).
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Demonstração: Considere o problema auxiliar{
Dq

Cz(t) = f(t, z(t)) + λ

z(t0) = u0,

onde λ > 0, em qualquer intervalo [t0, t1]. Pela Proposição 3.7.1, dado ϵ > 0, existe δ > 0

tal que se λ < δ então a única solução z(t, λ) definida em [t0, t1] satisfaz

|z(t, λ)− u(t)| < ϵ, ∀ t ∈ [t0, t1]. (3.24)

Inicialmente vamos mostrar que v(t) ≤ z(t, λ), para todo t ∈ [t0, t1]. A demonstração

será feita por redução ao absurdo. Suponha que o fato anterior não acontece, então

existem a, b ∈ (t0, t1] tal que v(a) = z(a, λ) e v(t) > z(t, λ) para a < t ≤ b. Defina m(t) =

v(t)−z(t, λ). É fácil ver quem(t) ≤ 0, para todo t ∈ [t0, a] e quem(a) = v(a)−z(a, λ) = 0.

Logo, pelo Lema 3.7.1

Dq
C(m(a)) = Dq

R(m(t)−m(t0))|t=a,

= Dq
Rm(t)|t=a −m(t0)

(a− t0)
−q

p(1− q)
≥ 0.

Então,

Dq
Cv(a) ≥ Dq

Cz(a, λ) = f(a, z(a, λ)) + λ > f(a, v(a))

Dq
Cv(a) > f(a, v(a)),

o que é uma contradição.

Agora vamos mostrar que v(t) ≤ u(t), t ∈ [t0, t1]. Se a afirmação é falsa, existe

a ∈ (t0, t1] tal que v(a) > u(a). Seja ϵ =
v(a)− u(a)

2

v(a)− z(a, λ) = v(a)− u(a) + u(a)− z(a, λ). (3.25)

Mas por (3.24) temos que u(t)− z(t, λ) > −ϵ, logo de (3.25) vem

v(a)− z(a, λ) = 2ϵ+ u(a)− z(a, λ),

≥ 2ϵ− ϵ = ϵ,

isso contradiz o fato de que v(t) ≤ z(t, λ).

Desde que o resultado é verdadeiro para qualquer intervalo compacto, nós podemos

concluir que a desigualdade acontece para todo t ≥ t0. Com efeito, se a desigualdade não

acontece para todo t ≥ t0, seja T < ∞ o primeiro valor ao qual a desigualdade é falsa

e ∆ > 0. Portanto v(t) ≤ u(t) para todo t ∈ [t0, T ) e por continuidade v(T ) = u(T ) e

v(t) > u(t) para t ∈ (T, T +∆]. Portanto, pelo mesmo argumento usado na discussão de
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[t0, t1] também funciona em [t0, T ].

No próximo teorema enunciamos um resultado de comparação para sistemas de equações

diferenciais de ordem fracionária, para isto, introduzimos a seguinte função.

Definição 3.7.2 Um vetor v é dito não negativo (respectivamente positivo) se toda com-
ponente vi, i = 1, . . . , n, é não negativa (respectivamente positiva). Denotamos um vetor
não negativo (respectivamente positivo) por 0 ≤≤ v (respectivamente 0 << v.)

Observação 3.7.2 Sejam u = (u1, u2, . . . un), v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn, dizermos que
v ≤≤ u, isto é v precede u é equivalente a dizer que ui ≥ vi, 1, 2, . . . n.

Teorema 3.7.3 Considere o problema de valor inicial

Dq
Cx(t) = f(t, x(t)), (3.26)

x(t0) = x0, (3.27)

em que f : [t0, T ) ×M → Rn é uma função cont́ınua em t, M ⊂ Rn é um subconjunto
aberto, 0 ∈ M e existe uma constante L > 0 tal que para todo u′, u′′ ∈ Ω ⊂ M,

∥ f(t, u′)− f(t, u′′) ∥≤ L ∥ u′ − u′′ ∥, t ∈ [t0, T ), (3.28)

Seja u(t), t ∈ [t0, T ) uma solução do sistema (3.26)-(3.27), se existe um vetor v =
(v1, . . . , vm) : [t0, T ) → M tal que vi ∈ C0,ν , q < ν < 1, i = 1, . . . , n, e

Dq
Cv(t) ≤≤ f(t, v(t)), t ∈ [t0,∞),

então v(t0) ≤≤ u0, u0 ∈ M, implica que v(t) ≤≤ u(t), t ∈ [t0, T ).

Demonstração: Considere o seguinte sistema

Dq
Cz(t) = f(t, z(t)) + λE, z(0) = u0, (3.29)

onde λ é uma constante e E = (1, ..., 1)T . Para um intervalo compacto [t0, t1] pela Pro-

posição 3.7.1, para todo ϵ > 0 existe δ > 0 tal que se λ < δ, então existe uma única

solução z(t, λ) definida em t ∈ [t0, t1] e

||z(t, λ)− u(t)||M < ϵ, ∀t ∈ [t0, t1] (3.30)

em que a norma ||·||M := max{|·|, ..., |·|} definido como o valor máximo dos componentes.

Inicialmente vamos mostrar que

v(t) ≤≤ z(t, λ), t ∈ [t0, t1]. (3.31)

Suponha que a afirmação dada em (3.31) seja falsa, então pode haver a, b ∈ [t0, t1] de

tal forma que para pelo menos um i ∈ {1, ...,m}, ocorra vi(a) = zi(a, λ), vi(t) > zi(t, λ)

e vj(t) ≤ zj(t, λ) para todo t ∈ (a, b], j ̸= i e j = 1, ...,m. Seja o conjunto mi(t) =
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vi(t)− zi(t, λ). Pela discussão semelhante ao Teorema 3.7.2, obtemos

Dq
Cvi(a) ≥ Dq

Czi(a, λ) = fi(a, z(a, λ)) + λ > fi(a, z(a, λ)), (3.32)

o que contradiz a desigualdade Dq
Cv(t) ≤≤ f(t, v(t)), desde que zi(a, λ) = vi(a).

Provaremos agora que v(t) ≤≤ u(t) para todo t ∈ [t0, t1]. Novamente, suponha que essa

afirmação é falsa, então pode haver a ∈ (t0, t1] e pelo menos um i tal que vi(a) > ui(a).

Tomando ϵ =
(vi(a)− ui(a))

2
e usando a equação (3.30), temos

vi(a)− zi(a, λ) = vi(a)− ui(a) + ui(a)− zi(a, λ) ≥ ϵ,

o que contradiz o fato de que vi(t) ≤ zi(t, λ) para todo t ∈ [t0, t1]. Assim mostramos que

v(t) ≤≤ u(t) e conclúımos que isso é verdade para t ∈ [t0, t1]. Se não fosse, tomemos

T < ∞ e ∆ > 0. Dáı resulta pela continuidade que v(t) ≤≤ u(t) para todo t ∈ [t0, T ),

vi(T ) = ui(T ) e vi(t) > ui(t), t ∈ (T, T + ∆]. Então a mesma discussão para [t0, t1] vale

para [t0, T ].

�



Caṕıtulo 4

MODELO MATEMÁTICO DA BABESIOSE FRACIONÁRIO

Neste Caṕıtulo, apresentamos o modelo fracionário para a Babesiose Bovina e faremos

o estudo da estabilidade local e global para os pontos cŕıticos do sistema de ordem não

inteira.

4.1 Modelo Matemático

Utilizando as hipóteses citadas no Caṕıtulo 2, o sistema de equações de ordem fra-

cionária para a doença da Babesiose é dado por

Dθ
CSB(t) = µB(SB(t) + CB(t)) + αBCB(t)− µBSB(t)− βBSB(t)

IC(t)

NC(t)
,

Dθ
CIB(t) = µBIB(t) + βBSB(t)

IC(t)

NC(t)
− µBIB(t)− λBIB(t),

Dθ
CCB(t) = λBIB(t)− [µB + αB]CB(t),

Dθ
CSC(t) = µC(SC(t) + pIC(t))− βCSC(t)

IB(t)

NB(t)
− µCSC(t),

Dθ
CIC(t) = βCSC

IB(t)

NB(t)
+ (1− p)µCIC(t)− µCIC(t).

(4.1)

Simplificando o sistema (4.1) temos que

Dθ
CSB(t) = (µB + αB)CB(t)− βBSB(t)

IC(t)

NC(t)
,

Dθ
CIB(t) = βBSB(t)

IC(t)

NC(t)
− λBIB(t),

Dθ
CCB(t) = λBIB(t)− [µB + αB]CB(t),

Dθ
CSC(t) = µCpIC(t)− βCSC(t)

IB(t)

NB(t)

Dθ
CIC(t) = βCSC

IB(t)

NB(t)
− pµCIC(t).

(4.2)

68
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Por outro lado,

SB(t) + IB(t) + CB(t) = NB(t) e IC(t) + SC(t) = NC(t). (4.3)

Como na modelagem do nosso problema estamos considerando a população constante,

segue que

Dθ
C(SB(t) + IB(t) + CB(t)) = Dθ

CNB(t) = 0, (4.4)

e

Dθ
C(SC(t) + IC(t)) = Dθ

CNC(t) = 0. (4.5)

Todos os parâmetros desse modelo são não-negativos, como o campo definido pelo

lado direito do sistema (4.2) é de classe C1 em R5
+, podemos deduzir que é localmente

Lipschitz, usando a teoria de equações de ordem fracionária, pelo Teorema 3.7.1, é posśıvel

provar que o sistema acima possui uma única solução (SB(t), IB(t), CB(t), SC(t), IB(t))

em R5
+ em relação as condições iniciais, além disso, as soluções estão definidas para todo

t ≥ 0 e permanecem nesta região.

Introduzindo as proporções

SB(t) =
SB(t)

NB(t)
, IB(t) =

IB(t)

NB(t)
, CB(t) =

CB(t)

NB(t)
, SC(t) =

SC(t)

NC(t)
, IC(t) =

IC(t)

NC(t)
,

em (4.2) e dividindo as equações (4.3) por NB(t) e NC(t), respectivamente, temos

SB(t) + IB(t) + CB(t) = 1 e IC(t) + SC(t) = 1.

Substituindo no sistema (4.2), vem

Dθ
CSB(t) = (µB + αB)(1− SB(t)− IB(t))− βBSB(t)IC(t),

Dθ
CIB(t) = βBSB(t)IC(t)− λBIB(t),

−Dθ
C(SB(t) + IB(t)) = λBIB(t)− (µB + αB)(1− SB(t)− IB(t)),

−Dθ
CIC(t) = µCpIC(t))− βCSC(t)IB(t),

Dθ
CIC(t) = βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t).

(4.6)

Obtemos um sistema de ordem fracionária equivalente que descreve a dinâmica da po-

pulação de bovinos e carrapatos
Dθ

CSB(t) = (µB + αB)(1− SB(t)− IB(t))− βBSB(t)IC(t),

Dθ
CIB(t) = βBSB(t)IC(t)− λBIB(t),

Dθ
CIC(t) = βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t),

(4.7)
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definido na região Ω = {(SB, IB, IC) : 0 ≤ SB + IB ≤ 1 , 0 ≤ IC ≤ 1}.

Proposição 4.1.1 A região Ω = {(SB, IB, IC) : 0 ≤ SB + IB ≤ 1 , 0 ≤ IC ≤ 1} é um
conjunto positivamente invariante para o sistema (4.7).

Demonstração: Suponha inicialmente que SB(0) + IB(0) ≤ 1 e que IC(0) ≤ 1. No

sistema (4.7), somando a primeira com a segunda equação temos

Dθ
C(SB(t) + IB(t)) = (µB + αB)− (µB + αB)(SB(t) + IB(t))− λBIB(t)

≤ (µB + αB)− (µB + αB)(SB(t) + IB(t)).

Aplicando tranformada de Laplace na desigualdade acima obtemos

λθL[(SB(t) + IB(t))]− λθ−1(SB(0) + IB(0)) ≤ (µB + αB)
1

λ
− (µB + αB)L[SB(t) + IB(t)],

assim

(λθ + µB + αB)L[(SB(t) + IB(t))] ≤ (µB + αB)
1

λ
+ λθ−1(SB(0) + IB(0)),

disto segue que

L[(SB(t) + IB(t))] ≤ (µB + αB)
λθ−(1+θ)

λθ + µB + αB

+
λθ−1

λθ + µB + αB

(SB(0) + IB(0)).

Aplicando a L−1, pela definição (3.6.1) e usando a identidade para a função de Mittag-

Leffer Eα,β(z) = zEα,α+β(z) +
1

Γ(β)
, obtemos

(SB(t) + IB(t))

≤ tθEθ,θ+1(−(µB + αB)t
θ)(µB + αB) + Eθ,1(−(µB + αB)t

θ)(SB(0) + IB(0))

≤ tθEθ,θ+1(−(µB + αB)t
θ)(µB + αB) + Eθ,1(−(µB + αB)t

θ) = 1.

Portanto temos que 0 ≤ SB(t) + IB(t) ≤ 1.

Por outro lado, do sistema (4.7) resta analisar a equação

Dθ
CIC(t) = βB(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t) (4.8)

≤ (βB + µC)− (βB + µCp)IC(t). (4.9)

Procedendo de forma semelhante ao que fizemos no caso anterior, segue que 0 ≤ IC(t) ≤ 1.

Provamos dessa forma que Ω é positivamente invariante.
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4.2 Análise do Modelo

Nesta seção, estudamos a existência e estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do sis-

tema (4.7). Esta análise nos permite estudar diferentes cenários relativos à propagação

da doença Babesiose na população bovina causada por contato direto com carrapatos

infectados. Para isso, vamos usar o seguinte parâmetro, dado por [3].

R0 =
βBβC

λBµCp
. (4.10)

Agora, introduziremos um teorema de estabilidade para sistemas de ordem fracionária.

Seja A ∈ Mn×n(R), definimos o sistema linear homogêneo{
Dθ

Cx(t) = Ax(t)

x(0) = x0.
(4.11)

Definição 4.2.1 Dizemos que a solução do sistema linear (4.11) é estável se para todo
ϵ > 0, existe δ > 0 tal que se ∥ x0 ∥< δ então ∥ x(t) ∥< ϵ, para todo t ≥ 0; o sistema
linear (4.11) é dito assintoticamente estável se é estável e se além disso limt→∞ x(t) = 0.

O próximo resultado nos diz como funciona a estabilidade do sistema linear semelhante

ao da teoria de Equações Diferenciais Ordinárias.

Teorema 4.2.1 [56] A origem do sistema (4.11) é assintoticamente estável se, e somente

se, |arg(λi)| >
θπ

2
é satisfeita para todos os autovalores da matriz A. Além disso, este

sistema é estável se, e só se |arg(λi)| ≥
θπ

2
, é satisfeita para todos os autovalores da matriz

A com esses autovalores cŕıticos satisfazendo |arg(λi)| =
θπ

2
, tendo um de multiplicidade

geométrica.

Considere o seguinte sistema de ordem fracionária{
Dθ

Cx(t) = f(x(t))

x(0) = x0.
(4.12)

Definição 4.2.2 Dizemos que E é ponto de equiĺıbrio de (4.12), se e somente se, f(E) =
0.

Definição 4.2.3 O ponto de equiĺıbrio E do sistema autônomo (4.12) é dito estável se
para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que se ∥ x0 − E ∥< δ então ∥ x(t) − E ∥< ϵ, para todo
t ≥ 0; o ponto de equiĺıbrio E do sistema autônomo (4.12) é dito assintoticamente estável
se é estável e se limt→∞ x(t) = E.

Teorema 4.2.2 [57] Os pontos de equiĺıbrio do sistema (4.12) são localmente assintoti-
camente estáveis se todos os autovalores λi da matriz Jacobiana J, calculada nos pontos

de equiĺıbrio satisfazem |arg(λi)| >
θπ

2
.
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Introduziremos agora os pontos de equiĺıbrio para o modelo fracionário.

4.2.1 Pontos de Equiĺıbrio do Modelo

Teorema 4.2.3 O sistema (4.7) tem pontos de equiĺıbrio E1 = (SB1 , IB1 , IC1) = (1, 0, 0),
que é o ponto de equiĺıbrio livre da doença, para todos os parâmetros do sistema, e se
R0 > 1, então há um único ponto de equiĺıbrio endêmico E2 = (SB2 , IB2 , IC2) no interior
de Ω.

Demonstração: Denotamos por SBi
, IBi

, ICi
os pontos de equiĺıbrio do sistema (4.7),

onde o estado constante é Dθ
CSB = 0, Dθ

CIB = 0, Dθ
CIC = 0, para todo t > t0. Os

pontos de equiĺıbrio são os mesmos encontrados para o sistema (2.13)

1. O ponto livre da doença E1 = (SB1 , IB1 , IC1) = (1, 0, 0),

2. O ponto de equiĺıbrio endêmico E2 = (SB2 , IB2 , IC2), onde

SB2 =
λB(αB + µB)βC + (αB + µB + λB)λB

βC [αB(βB + λB) + λBµB + βB(λB + µB)]
,

IB2 =
(µB + αB)(βCβB − λBµCp)

βC [αB(βB + λB) + µBλB + βB(µB + λB)]
,

IC2 =
(αB + µB)(βBβC − λBµCp)

(αB + µB)βBβC + (αB + µB + λB)βBµCp
.

A demonstração da unicidade de E2 no interior de Ω, é semelhante aquela feita no caṕıtulo

2 para o Teorema (4.2.3).

4.2.2 Análise de Estabilidade

Lema 4.2.1 Se R0 < 1 então o ponto de equiĺıbrio livre da doença (E1) é localmente
assintoticamente estável.

Demonstração: A matriz Jacobiana do sistema (4.7) é

J(SB, IB, IC) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−(µB + αB + βBIC) −(µB + αB) −βBSB

βBIC −λB βBSB

0 βC(1− IC) −IBβC − µCp

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (4.13)
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Portanto, temos que

J(E1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−(µB + αB) −(µB + αB) −βB

0 −λB βB

0 βC −µCp

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
O polinômio caracteŕıstico obtido de det(J(E1)− λId) = 0 é

P (λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3,

onde

• a1 = αB + µB + λB + µCp,

• a2 = −αBλB − αBµCp− µBλB − µBµCp− λBµCp+ βCβB,

• a3 = −αBλBµCp− µBλBµCp+ βBβCαB + βBβCµB.

Os autovalores correspondentes para o ponto de equiĺıbrio E1 são

λ1 = −(µB + αB), λ2 =
−(λB + µCp) +

√
∆

2
, e λ3 =

−(λB + µCp)−
√
∆

2
,

entretanto, R0 < 1, assim obtemos

∆ = (λB − µCp)
2 + 4βBβC ,

= λ2
B + µ2

Cp
2 − 2λBµCp+ 4βBβC

< λ2
B + µ2

Cp
2 + 2λBµCp

= (λB + µCp)
2

É fácil ver que λ1 e λ3 são negativos. Por outro lado,

λ2 =
−(λB + µCp) +

√
∆

2
,

<
−(λB + µCp) + (λB + µCp)

2
,

=
−(λB + µCp) + (λB + µCp)

2
= 0.

Portanto λ2 < 0, logo todos os autovalores da matriz Jacobiana em E1 são negativos,

desta forma |arg(λi)| = π, i = 1, 2, 3. Logo pelo Teorema 4.2.2, temos que o ponto de

equiĺıbrio livre da doença E1 é localmente assintoticamente estável.

Teorema 4.2.4 Se R0 < 1, então o ponto de equiĺıbrio livre da doença (E1) é globalmente
assintoticamente estável.
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Demonstração: Suponha que (SB(t), IB(t), IC(t)) é uma solução do sistema (4.7). Fa-

zendo a mudança de variável LB = 1− SB obtemos o novo sistema

Dθ
CLB(t) = −(µB + αB)LB(t) + (µB + αB)IB(t) + βBIC(t)− βBLB(t)IC(t),

Dθ
CIB(t) = βB(1− LB(t)IC(t)− λBIB(t),

Dθ
CIC(t) = βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t).

Pelo fato de

−(µB + αB)(LB(t)− IB(t)) + βB(IC(t)− βBLB(t)IC(t)) ≤ −(µB + αB)(LB(t)− IB(t))

+βBIC(t),

βB(1− LB(t))IC(t)− λBIB(t) ≤ βBIC(t)− λBIB(t),

βC(1− IC(t))IB(t)− µCpIC(t) ≤ βCIB(t)− µCpIC(t),

temos que (LB(t), IB(t), IC(t)) satisfaz o sistema de desigualdades diferenciais

Dθ
CLB(t) ≤ −(µB + αB)LB(t) + (µB + αB)IB(t) + βBIC(t),

Dθ
CIB(t) ≤ βBIC(t)− λBIB(t),

Dθ
CIC(t) ≤ βCIB(t)− µCpIC(t).

Por outro lado, seja (X(t), Y (t), Z(t)) solução do sistema de ordem fracionário

Dθ
CX(t) = −(µB + αB)X(t) + (µB + αB)Y (t) + βBZ(t), (4.14)

Dθ
CY (t) = βBZ(t)− λBY (t), (4.15)

Dθ
CZ(t) = βCY (t)− µCpZ(t), (4.16)

com condições iniciais (X(t0), Y (t0), Z(t0)) = (X0, Y0, Z0) ∈ Ω.

Os autovalores do sistema (4.14)-(4.16) são dados pelo determinante da seguinte matriz∣∣∣∣∣∣∣∣
−(µB + αB) (µB + αB) βB

0 −λB βB

0 βC −µCp

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
de onde obtemos que

λ1 = −(µB + αB), λ2 =
−(λB + µCp) +

√
∆

2
, e λ3 =

−(λB + µCp)−
√
∆

2
,

em que ∆ = (λB − µCp)
2 + 4βBβC .

Como R0 < 1 podemos inferir que todos os autovalores tem parte real negativa,

portanto |arg(xi)| = π, i = 1, 2, 3 dáı conclúımos pelo Teorema 4.2.1 que lim
t→∞

X(t) =
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0, lim
t→∞

Y (t) = 0 e lim
t→∞

Z(t) = 0.

Pelo prinćıpio da comparação, dado pelo Teorema 3.7.3, temos que as trajetórias

(LB(t), IB(t), IC(t)) convergem para (0, 0, 0), disto segue que (SB(t), IB(t), IC(t)) conver-

gem para o ponto de equiĺıbrio livre da doença E1 = (1, 0, 0), desde que R0 < 1. Desta

forma finalizamos a demonstração.

Mostraremos agora a estabilidade local do ponto de equiĺıbrio endêmico E2. Para isso

introduzimos a seguinte definição e faremos uso do próximo Lema. Para mais detalhes

veja [58].

Definição 4.2.4 Se A = aij é uma matriz n×n, então a k-ésima matriz aditiva composta

A[k] de A é

(
n
k

)
×
(

n
k

)
dada por A[k] = |D(I + hA)(k)| = 0, onde D é a diferencial

em relação a h. Para algum inteiro i = 1, ...,

(
n
k

)
, seja (i) = (i1, ..., ik) o i-ésimo termo

na ordenação lexicográfica de todas as k − tuplas de inteiros de forma que 1 ≤ i1 < i2 <
... < ik ≤ in. Então

bij =


ai1i1 + ...+ aikik se (i) = (j)

(−1)r+saisir , se uma entrada is de i não ocorre em (j) e js não ocorre em (i)
0, se (i) difere de (j) em duas ou mais entradas

Observação 4.2.1 Para o caso em que n = 3, as matrizes A[k] são

A[1] = A, A[2] =

 a11 + a22 a23 −a13
a32 a11 + a33 a12
−a31 a21 a22 + a33

 , A[3] = a11 + a22 + a33

Lema 4.2.2 Seja M uma matriz real 3× 3. Se tr(M) < 0, det(M) < 0 e det(M [2]) < 0,
então todos os autovalores de M tem parte real negativa.

A demonstração pode ser encontrada em [44].

Teorema 4.2.5 Se R0 > 1 e se os parâmetros µB + αB > βC e µB + αB > βB, então o
ponto de equiĺıbrio endêmico E2 é localmente assintoticamente estável.

Demonstração: A matriz Jacobiana do sistema (4.7) no ponto de equiĺıbrio endêmico é

dada por (4.13). Com isso mostraremos que as seguintes condições são satisfeitas.

• tr(J(E2)) < 0.

Pelo fato que tr(J(E2)) = −(µB + αB + βBIC) − λB − IBβC − µCp < 0 segue de forma

imediata.

• det(J(E2)) < 0.
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Para mostrar a desigualdade faremos uma simplificação no sistema (4.7), de onde vem

−(µB + αB) = − βBSBIC
1− SB − IB

, λB =
βBSBIC

IB
, µCp =

βC(1− IC)IB
IC

(4.17)

Substituindo (4.17) na matriz (4.13), temos

det(J(E2)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−βBIC(1− IB)

1− SB − IB
− βBSBIC
1− SB − IB

−βBSB

βBIC −βBSBIC
IB

βBSB

0 βC(1− IC) −βCIB
IC

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dáı

det(J(E2)) =

[(
−βBIC(1− IB)

1− SB − IB

)(
−βBSBIC

IB

)(
−βCIB

IC

)
− [βBSBβBICβC(1− IC)]

]
−
[(

−βBIC(1− IB)

1− SB − IB
βBSBβC(1− IC)

)
+

(
βBSBICβCIB

(1− SB − IB)IC
βBIC

)]
=

[
−βBIC(1− IB)βBSBICβCIB

(1− SB − IB)IBIC
+

βBIC(1− IB)βBSBβC(1− IC)

1− SB − IB

]
−βBSBβBICβC(1− IC)−

βBSBICβBICβCIB
(1− SB − IB)IC

= −(1− SB − IB)IBIC(1− IB)βBSBβCIC
(1− SB − IB)IBIC(1− SB − IB)

− βBSBβBICβC(1− IC)

−βBSBICβBICβCIB
(1− SB − IB)IC

= −βBSBβCIC

[
(1− SB − IB)IBIC(1− IB)

(1− SB − IB)IBIC(1− SB − IB)
+ βB(1− IC)

]
−βBSBβCICβBICIB

(1− SB − IB)IC
.

Portanto, como todos os parâmetros são constantes e positivos, segue que det(J(E2)) <

0.

• det(J [2](E2)) < 0.

Seja J [2](E2) a matriz aditiva composta.

J [2](E2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
M − λB βBSB βBSB

βC − βCIC M +K −(µB + αB)

0 βBIC −(λB +K)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
em que M = −(µB + αB + βBIC) e K = −(IBβC + µCp). Logo, calculando det(J [2](E2))
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e usando a hipótese 0 ≤ 1− IC ≤ 1, obtemos

det(J [2](E2))

= −[(µB + αB + βBIC + λB)(µB + αB + βBIC + IBβC + µCp)(λB + IBβC + µCp)]

+βBSBICβC(1− IC)βB − (µB + αB + βBIC + λB)(µB + αB)βBIC

+βBSBβC(1− IC)(λB + IBβC + µCp)

= −[(µB + αB + βBIC + λB)(µB + αB + βBIC + IBβC + µCp)(λB + IBβC + µCp)]

+βBSBβC(1− IC)[ICβB + λB + IBβC + µCp]

−(µB + αB + βBIC + λB)(µB + αB)βBIC

≤ −[(µB + αB + βBIC + λB)(µB + αB + βBIC + IBβC + µCp)(λB + IBβC + µCp)]

+βBβC(ICβB + λB + IBβC + µCp)− (µB + αB + βBIC + λB)(µB + αB)βBIC

= −(λB + IBβC + µCp)[(µB + αB + βBIC + λB)

(µB + αB + βBIC + IBβC + µCp)− βBβC ]− βBIC [(µB + αB

+βBIC + λB)(µB + αB)− βBβC ]

Analisando os termos da igualdade acima e usando as hipóteses µB + αB > βC e

µB + αB > βB, vem

(µB + αB + βBIC + λB)(µB + αB + βBIC + IBβC + µCp) > βBβC

e

(µB + αB + βBIC + λB)(µB + αB) > βBβC .

Dáı det(J [2](E2)) < 0 e pelo Lema 4.2.2 o ponto de equiĺıbrio endêmico é localmente

assintoticamente estável.

4.3 Simulação Numérica

Nesta seção, para verificar a validade dos resultados obtidos, foram feitas algumas

simulações numéricas para o sistema de ordem fracionária para a doença da Babesiose

Bovina.

4.3.1 Ponto de equiĺıbrio livre da doença

Para o ponto de equiĺıbrio livre da doença, simulamos um quadro em que a trans-

missão da Babesia é desacelerada com βB = 0, 0003. Os outros parâmetros permanecem

constantes de modo que R0 < 1 e são dados pela tabela 4.1. O ponto de equiĺıbrio livre

da doença é E1 = (SB, IB, IC) = (1, 0, 0). Foi utilizado R0 = 0, 67.
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Tabela 4.1 – Parâmetros para simulação para o ponto E1

Fonte: Aranda, et al.

Parâmetros µB µC λB αB p βB βC

V alores 0, 0002999 0, 001609 0, 00265 0, 001 0, 5 0, 0003 0, 00048

Nesse primeiro quadro analizamos o comportamento da solução do sistema fracionário

para θ igual a (0, 5; 0, 8) e t = 8000 anos.

Observa-se na figura 4.1 que para α = 0, 5 e t = 8000, a solução ainda não apresenta

convergência, porém os resultados teóricos garantem tal convergência. Já na figura 4.2 é

posśıvel ver que a solução converge para o ponto de equiĺıbrio livre da doença.

Figura 4.1 – Dinâmica para θ = 0, 5 e t = 8000
Fonte: Do autor

Figura 4.2 – Dinâmica para θ = 0, 8 e t = 8000
Fonte: Do autor

Nas figuras 4.3 e 4.4, simulamos o que ocorre com a solução do sistema para t = 8000

e α igual a (0, 9; 1). Nota-se que ambos os casos a solução do sistema converge para o

ponto de equiĺıbrio livre da doença.

Ao analizar as figuras 4.2, 4.3 e 4.4, notamos que conforme aumentamos a ordem

do expoente fracionário a convergência se torna mais rápida. Com isso ao aumentar ou

diminuir o expoente fracionário estamos introduzindo um amortecimento na convergência

da solução do sistema.
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Figura 4.3 – Dinâmica para θ = 0, 9 e t = 8000
Fonte: Do autor

Figura 4.4 – Dinâmica para θ = 1 e t = 8000
Fonte: Do autor

4.3.2 Ponto de equiĺıbrio endêmico

Para realizar as simulações numéricas para o ponto de equiĺıbrio endêmico, utilizamos

βB = 0, 006 e levamos em conta que 60% dos carrapatos são infectados pelo Babesia, apro-

ximadamente 51, 84% da população bovina são infectados por Babesia e 37, 56% dos bo-

vinos são suscet́ıveis, ou seja, assumimos como condição inicial SB(0) = 0, 3756, IB(0) =

0.5184, IC(0) = 0.60. A transmissão vertical foi de 90% onde apenas 10% dos bovinos

são controlado [22]. Os demais parâmetros permanecem constantes e os valores são dados

pela tabela 4.2 [3].

Tabela 4.2 – Parâmetros para simulação para o ponto E2

Fonte: Aranda, et al.

Parâmetros µB µC λB αB p βB βC

V alores 0, 0002999 0, 001609 0, 000265 0, 001 0, 1 0, 006 0, 00048

Nós simulamos o efeito da variação no valor do expoente fracionário θ para t = 8000.

Os valores de θ utilizados foram (0, 5; 0, 8; 0, 9; 1).. O ponto de equiĺıbrio endêmico é dado

por (SB, IB, IC) = (0, 0498; 0, 7893; 0, 70). A taxa de reprodução básica é R0 = 67, 54.

Neste primeiro quadro simulamos o que ocorre com a solução do sistema para t = 8000

anos e θ igual a (0, 5; 0, 8). Isso pode ser visto nas figuras (4.5) e (4.6).

Para θ = 0, 5, na figura (4.5), a solução do sistema ainda não apresenta convergência,

porém os resultados teóricos garantem tal convergência. Já para θ = 0, 8, na figura 4.6, a

solução do sistema apresenta convergência para o ponto de equiĺıbrio endêmico.
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Figura 4.5 – Dinâmica para θ = 0, 5 e t = 8000
Fonte: Do autor

Figura 4.6 – Dinâmica para θ = 0, 8 e t = 8000
Fonte: Do autor

Agora simulamos o que ocorre com a solução do sistema para t = 8000 anos e θ igual

a (0, 9; 1). Isso pode ser visto nas figuras (4.7) e (4.8).

Figura 4.7 – Dinâmica para θ = 0, 9 e t = 8000
Fonte: Do autor

Figura 4.8 – Dinâmica para θ = 1 e t = 8000
Fonte: Do autor

Na figura (4.7) a solução do sistema apresenta convergência para o ponto de equiĺıbrio

endêmico. Para θ = 1, na figura (4.1) a solução do sistema fracionário apresenta um

comportamento semelhante à derivada usual e a convergência para o ponto de equiĺıbrio

endêmico é imediata. Assim podemos concluir que a convergência da solução do sistema

fracionário está diretamente ligada ao valor do expoente fracionário, pois quanto maior

for o valor de θ, mais rápida será a velocidade de convergência.

Se a dinâmica do modelo fracionário adotado requer um sistema onde a solução demore

mais tempo para atingir a convergência, então deve ser tomado um valor de θ mais

próximo de zero. Isso é importante do ponto de vista epidemiológico em uma situação

onde R0 > 1, pelo fato de que assim a doença demora um peŕıodo de tempo maior para

atingir o equiĺıbrio epidêmico. Para em uma situação onde R0 < 1, o valor de θ adequado

é aquele próximo do número inteiro, o que leva a solução do sistema a convergir mais

rápidamente para o ponto de equiĺıbrio livre da doença.
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CONCLUSÃO

Neste trabalho nós inicialmente estudamos um modelo matemático de equações dife-

renciais ordinárias para a doença da Babesiose Bovina. Para estudar este modelo fizemos

uso de conceitos importantes da teoria qualitativa de equações diferenciais. Mostramos

através de resultados anaĺıticos e simulação numérica que a taxa de reprodução básica,

R0, é um valor limite que determina a dinâmica local e global da doença para o caso do

sistema de equações diferenciais ordinárias.

A proposta do trabalho, foi escrever um novo modelo matemático para a descrição da

doença da Babesiose Bovina usando um sistema de Equações Diferenciais Fracionárias com

derivada de Caputo. Para isso inicialmente fizemos um estudo sobre a teoria do cálculo

fracionário, desde suas origens históricas, definições mais aceitas até teoremas envolvendo

sistemas fracionários. Todos esses conceitos foram indispensáveis para escrevermos o

sistema de equações diferenciais de ordem fracionária para a doença da Babesiose bovina.

Novos resultados teóricos foram obtidos sobre o comportamento da dinâmica desse

novo modelo. Usando a teoria de comparação e desigualdades diferenciais para sistemas

de ordem fracionária, conseguimos obter um resultado inédito sobre o comportamento

assintótico global para o ponto de Eqúılibrio livre da doença, para a razão de reprodução

básicaR0 < 1. Este fato concorda com a Teoria de Epidemiologia Matemática. Além disso,

mostramos que o ponto de equiĺıbrio endêmico é localmente assintoticamente estável,

resultado este que é apenas enunciado no trabalho [3].

Outro resultado obtido, está no fato de que as simulações computacionais comprovam

os resultados teóricos e mostram que velocidade de convergência da solução do sistema

fracionário está diretamente ligada ao valor do expoente fracionário que for adotado,

ou seja, a medida que se aumenta ou diminui tal expoente, introduz-se um sistema de

amortecimento na velocidade de convergência da solução do sistema para o ponto de

equiĺıbrio.

Como trabalho futuro, a partir do conhecimento da dinâmica e dos métodos de simu-

lação para o sistema de ordem fracionária da Babesiose Bovina, espera-se aplicar o modelo

81
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fracionário em um conjunto de dados reais e comparar com o modelo usual dado por um

sistema de equações diferenciais ordinárias, e verificar qual modelo é mais adequado para

a descrição e previsão de informações sobre a doença.

Conforme alguns trabalhos na área de Equações Diferenciais de Ordem Fracionária [59,

60, 61], espera-se que a inclusão da derivada Fracionária no modelo da Babesiose Bovina,

agregue o efeito de memória [62] e torne o modelo mais robusto para a decrição dados

reais. A Teoria desenvolvida nesse trabalho pode ser aplicada também na modelagem de

outras doenças de transmissão direta ou transmitidas por vetores.
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litativa. São Paulo, Livraria da F́ısica, 2012.

[25] Monteiro, L. H. A. Sistemas dinâmicos. 2. ed. São Paulo, Livraria da
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