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RESUMO

Existem doencas que afetam a pecudria, dentre elas tem-se a Tuberculose Bovina, causada pela
bactéria Mycobacterium bovis. Tal infeccdo afeta animais domésticos, sendo também trans-
mitida a seres humanos, ocasionando o desenvolvimento de programas para o controle e/ou
erradicagdo da Tuberculose Bovina e, para isso, sdo necessdrios estudos sobre a dindmica da
transmissao, fazendo-se uso de modelos matematicos. Assim, o presente trabalho tem como
principal objetivo analisar via teoria qualitativa de Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDO),
um modelo para Tuberculose Bovina, considerando ambas as populagcdes constantes. Na ané-
lise qualitativa sdo apresentados os pontos de equilibrio livre da doenca e endémico, a taxa de
reproducdo bésica R, a estabilidade local de ambos os pontos de equilibrio e a estabilidade
global do ponto de equilibrio livre da doenga. Tem-se ainda uma proposta de modelo conside-
rando a populacdo de humanos constante e a de bovinos ndo constante, mostrando-se 0s pontos
de equilibrio, a estabilidade local do ponto de equilibrio livre da doenca e taxa de reproducdo
bédsica R. Também foram realizadas simula¢des numéricas no programa R® (R CORE TEAM,
2018), adaptando os dados presentes em |Abakar et al.| (2017) onde as simula¢des corroboram
com os resultados obtidos, considerando diferentes valores para a taxa de reprodugdo bdsica.

Além disso, foi realizada uma simulagdo com dados do Rio Grande do Sul.

Palavras-chave: Epidemiologia. Teoria Qualitativa. Modelos Matemaéticos.



ABSTRACT

There are diseases that affect the livestock, including the Bovine Tuberculosis, caused by the
Mycobacterium bovis bacterium. Such infection affects domestic animals and it’s also transmit-
ted to humans, provoking to the development of programs for the control and/or eradication of
Bovine Tuberculosis, and for this, studies are necessary on the transmission dynamics, making
use of mathematical models. Thus, the main objective of this work is to analyze a model for
Bovine Tuberculosis by means of qualitative theory of Ordinary Differential Equations (ODE).
In the qualitative analysis we show the equilibrium points, disease-free and endemic, the basic
reproduction ratio R is calculated, the local stability of both equilibrium points and the glo-
bal stability of the point of disease-free equilibrium. We also proposed a model considering
constant the human population and non constante the bovine population, showing the equili-
brium points, the local stability of equilibrium point disease-free, and basic reproduction ratio
Roy. Were also performed Numerical simulations in the program R® (R CORE TEAM, 2018)
by adapting the data present in Abakar et al.| (2017), where the simulations corroborate with
the obtained results, considering different values for the basic reproduction rate. In addition, a

simulation was performed with data from brazillian state Rio Grande do Sul.

Keywords: Epidemiology. Qualitative Theory. Mathematical Models.
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1 INTRODUCAO

A pecudria € desenvolvida em dreas rurais e consiste na criagdo de gado, seja para co-
mercializar a carne, o leite, o couro, a pele ou ossos. No ano de 2015, o Brasil possuia 209,13
milhdes de cabecas de gado, distribuidos em 167 milhdes de hectares, ocupando o posto de pais
com 0 maior rebanho comercial do mundo.

Dessa forma, tal atividade desempenha um papel importante na economia brasileira, o
que € constatado nos dados, no ano de 2015, o Produto Interno Bruto (PIB) do Brasil alcangou
R$ 6,5 trilhdes, sendo que o agronegdcio representou cerca de R$ 21,6% do PIB, por sua vez, a
pecudria representou 5,4% (CEPEA. ESALQ — USP, 2018} IBGE, [2016).

Entretanto, doencas infecciosas podem afetar a pecudria, dentre elas tem-se a Tubercu-
lose Bovina, causada pela bactéria Mycobacterium bovis, que infecta muitos animais domés-
ticos, sendo também transmitida a seres humanos. Tal infec¢do atinge os ganglios linfaticos,
e, posteriormente pode afetar pulmdes e se manifestar em outros 6rgaos. A transmissao ocorre
principalmente pela via aérea nos bovinos. Seres humanos podem ser infectados através do
consumo de leite ndo pasteurizado e pelo contato com animais contaminados (MURAKAMI et
al.,2009).

Diante da importancia da pecudria para a economia e o prejuizo que doengas infecciosas
podem causar, sdo desenvolvidos programas para o controle ou erradicacdo da mesma e que
podem estimar o custo da doenga e de seu controle, porém, para isso sdo necessarios estudos
que caracterizem a dinamica da transmissdo. Por conseguinte, é necessario a modelagem ma-
temadtica para compreender a epidemiologia da doenca, visando seu controle ou até mesmo sua
erradicacao.

Nesse sentido, Phepa, Chirove e Govinder (2016)) tratam da transmissdo e evolucdo da
Tuberculose Bovina em populacdes de biifalos e bovinos, enquanto |Agusto et al.| (2011) tratam
de um modelo com teste e abate para a dindmica da transmissao da Tuberculose Bovina apenas
em gado bovino, por meio de um sistema de equacdes diferenciais que permite a importacao
de gado infectado de fontes externas. Skuce, Allen e McDowell (2011)) tratam da transmissao
bovino-bovino e fatores de risco. O trabalho de [Hassan et al.| (2014)), descreve a Tuberculose e
a Tuberculose Bovina nas popula¢des de humanos e bufalos, jd|Abakar et al.| (2017) realizaram
simulacdes numéricas de um modelo pra a Tuberculose Bovina envolvendo as populagdes de

bovinos e humanos marroquinos.
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No Brasil existem relatérios do Ministério da Agricultura, Pecudria Abastecimentd’| e
também artigos referentes aos dados epidemiol6gicos de 13 estados, que representam 75% da
populacao bovina do pais, tais dados foram reunidos no site do MAPA permitindo o acesso a
quantidade de infectados em cada um desses estados (BAHIENSE et al., 2016; BARBIERI et
al., 2016; IDIAS et al., 2016; |GALVIS et al.. 2016; GUEDES et al., 2016; LIMA et al., 2016;
NESPOLI et al., 2016; |(QUEIROZ et al., 2016; RIBEIRO et al., 2016; ROCHA et al., [2016;
SILVA et al., 2016; VENDRAME et al., 2016).

O presente trabalho tem como objetivo analisar, via teoria qualitativa de Equacdes Di-
ferenciais Ordindrias (EDO), um modelo para Tuberculose Bovina, adaptado de Abakar et
al. (2017), considerando ambas as populacdes constantes, tomando como base o trabalho de
Aranda et al.| (2012)) para realizar a andlise qualitativa. Além disso, tem-se a sugestdo de um
modelo para Tuberculose Bovina considerando a populag¢do de bovinos nao contante. Realizou-
se também simulacdes numéricas adaptando os dados presentes em |Abakar et al. (2017), bem
como usando dados do estado do Rio Grande do Sul, tendo como principais fontes de dados
DATASUS. Departamento de Informatica do SUS| (2012), FEE (2011), EMBRAPA| (2018)),
PECT/RS. Secretaria de Estado da Saude do RS|(2018)).

Este trabalho estd dividido em oito secdes, sendo elas: na Secdo [2| tem-se informagdes
sobre a Tuberculose Bovina, tais como forma de transmissdo, epidemiologia, patogenia, descri-
¢do dos sinais clinicos, como se dd o diagnéstico e a forma de controle. Na Segdo [3| tem-se as
informagdes referente a Tuberculose Bovina no Brasil.

Na Secdo [ contém defini¢des e resultados importantes de teoria de Equagdes Diferen-
ciais Ordindrias que foram necessarios para o estudo qualitativo do modelo compartimental.

Na Secdo [5|apresenta-se o modelo compartimental da Tuberculose Bovina, adaptado de
Abakar et al.[(2017), considerando as populacdes de bovinos € humanos constantes. Realizando
a andlise qualitativa baseada em Aranda et al. (2012) ou seja, exibindo os pontos de equilibrios
livre da doenga e endémico, a razdo de reprodugdo bdsica, bem como a estabilidade local de
ambos e a estabilidade global do ponto de equilibrio livre da doenga.

Na Secido [6] é apresentada a andlise de sensibilidade da taxa de reprodugdo bésica Ry,
com relac@o a cada um dos parametros presentes no modelo proposto.

Na Secao [/| tem-se uma outra proposta de modelo em que a populagdo de humanos €

constante e a de bovinos ndo, mostrando-se os pontos de equilibrios livre da doenga e endémico,

*No presente trabalho a expressdo Ministério da Agricultura, Pecudria Abastecimento serd abreviada por
MAPA.
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bem como a estabilidade local do ponto de equilibrio livre da doenga, definindo-se a taxa de
reproducgdo bésica R para tal modelo.

Na Segdo|[§]sdo apresentadas simulagdes numéricas, baseadas nos dados apresentados no
trabalho de|Abakar et al. (2017)), realizadas com o uso do programa R® (R CORE TEAM,[2018)
para ilustrar a dinamica das populagdes de bovinos e humanos ao longo do tempo contendo
também, na Subsec¢io[8.2] a simulagido numérica com o uso do modelo proposto neste trabalho,
adaptando os parametros e populagdes para dados do Rio Grande do Sul, com inicio no ano
de 2011. J4 na Subsecido 8.3 tem-se a simulagdo numérica para o modelo proposto na Segdo
considerando a populagcdo de bovinos ndo constante.

Por fim, na Segdo [9] tem-se os resultados obtidos bem como as conclusdes do trabalho.
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2 TUBERCULOSE BOVINA

Segundo dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) a pecuéria de-
senvolve um papel importante na economia brasileira, representando 30% do PIB relacionado
ao agronegdécio e 6,8% do PIB total. Em 2015 o pais possuia 209,13 milhdes de cabecas de
gado, sendo o pafs com o maior rebanho comercial do mundo. Porém, doencas infecciosas
podem prejudicar a pecudria, levando animais infectados a diminui¢do no ganho de peso, a
reducgdo na produgdo de leite e até mesmo a morte (IBGE, |[2016).

Dentre tais doengas infecciosas, tem-se a Tuberculose Bovina (TB), também chamada de
Tuberculose Zoondtica, que é causada pela bactéria Mycobacterium bovis (M. bovis) e infecta
muitos animais domésticos. Sendo transmitida aos seres humanos através do consumo de leite
sem pasteurizacdo ou fervura, através do contato com animais infectados, ou pela via aérea, isto
€, pela inalagcdo de aerosséiﬂ A mesma afeta principalmente os pulmdes, podendo também se
manifestar em outros 6rgaos (MURAKAMI et al., 2009).

Nos bovinos a Tuberculose ¢ uma doenca cronica que afeta os ganglios linfaticos; pos-
teriormente pode afetar os pulmdes, podendo também manifestar-se em outros 6rgaos, dentre
eles, o tecido mamadrio e o trato gastrointestinal ou urindrio.

A transmissdo entre bovinos ocorre principalmente através da inalacdo de aerossois, e
dessa forma a alta densidade em rebanhos e a criag@o intensiva podem ser fatores de risco da
propagacdo da doenga, bem como o longo periodo de sobrevivéncia dos micrébios em excre-
mentos € no solo. Outra forma de transmissao € a chamada transmissdo pseudo-vertical, que
ocorre de vacas para bezerros através do leite infectado, a transmissao vertical é quase nula
(MURAKAMI et al., 2009).

Os riscos para a saide e as perdas econdmicas foram reduzidos através de protocolos
rigorosos, de inspecdo e abate de animais infectados, bem como a pasteurizagdo do leite, sendo
que tais medidas foram adotadas na maioria dos paises industrializados.

No que segue, apresenta-se as caracteristicas epidemioldgicas da Tuberculose Bovina
baseado nos trabalhos de Murakami et al.| (2009), [Russi et al.| (2016), Brasil. Ministério da

Agricultura, Pecuaria e Abastecimento (2006).

t Aerosséis: Coléide formado por um sélido ou liquido disperso em um gis. Pequenas goticulas de um liquido
cujo estado foi produzido pelo vento (LIMA; SILVA FILHO; ARAUJO,[2016).
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2.1 Transmissao

Segundo Murakami et al. (2009) e Brasil. Ministério da Agricultura, Pecuaria e Abas-
tecimento, (2006), na populacdo bovina, a transmissdao da M. Bovis déd-se principalmente pela
via respiratdria, ou seja, pela inalagao de goticulas de tosse infectadas ou de secrec¢do nasal de
animais com tuberculose pulmonar ativa. Pode ocorrer o que alguns autores chamam de via
pseudo-vertical, ou seja, a transmissdo via oral que ocorre quando bezerros sdo amamentados
por vacas tuberculosas.

A infeccao de forma vertical, chamada de infecc@o congénita, ocorre via vasos sangui-
neos umbilicais para o feto, partindo da infec¢do presente no ttero, ocorre se houver lesdes
da infec¢do no pénis ou na mucosa prepucial dos machos, ou na vulva ou mucosa vaginal das
fémeas, tal forma de transmissdo ocorre em apenas 1% dos casos (RUSSI et al., [2016; [SKUCE;
ALLEN; MCDOWELL,, 2011).

Além disso Humblet, Boschiroli e Saegerman, (2009) relatam que a transmissao vertical
e pseudo-vertical ocorrem, mas em paises onde programas com testes regulares sio aplicados,
tais formas de transmissdo podem ser desconsideradas.

J4 na populacdo humana, a transmissdo da Mycobacterium bovis di-se principalmente
através do consumo de leite e derivados sem pasteurizacdo ou fervura, ocasionando a doenca
extrapulmonar. Sendo que criangas, idosos e pessoas com deficiéncia imunoldgica sdo mais
suscetiveis. Grupos que possuem muito contato ao trabalhar com bovinos infectados com My-
caobacterium bovisﬂ seja em fazendas ou em abatedouros, também correm risco de desenvolver
a doenca, sendo mais provavel o desenvolvimento na forma pulmonar.

Vale ressaltar que os bovinos ndo sdo a unica fonte de transmissao de M. bovis, seres
humanos podem se infectar por meio do contato com outros animais como alces e rinoceron-
tes. Seres humanos com tuberculose ativa, infectados pela M. bovis, podem infectar novamente
bovinos, principalmente pela via respiratdria, porém tal transmissao é considerada rara. A trans-
missao humano-humano € limitada e pode ser desconsiderada (COSIVI et al., [ 1998)).

Na Figura[I|é apresentado um esquema da transmissdo da Tuberculose Bovina. A trans-

missdo entre bovinos € mais frequente do que a de bovinos para as demais espécies.

A palavra Mycobacterium serd abreviada como M.
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Figura 1 — Transmissdo da Tuberculose Bovina.
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Fonte: elaborado pela autora.

2.2 Epidemiologia

Segundo Murakami et al.| (2009), a tuberculose é causada por microorganismos per-

tencentes ao género Mycobacterium, a ordem Actinomycetales e a familia Mycobacteriaceae,
sendo descritas aproximadamente 100 espécies. Dessas espécies, as seguintes formam o cha-
mado “Complexo M. tuberculosis”: M. bovis, M. tuberculosis, M. bovis BCG, M. africanum, M.
caprae, M. canettii e M. microti, tal grupo é considerado o responsdvel pela maioria dos casos
de tuberculose humana e animal.

A Tuberculose Bovina possui influéncia na economia, pois existem perdas resultantes
da morte dos animais, bem como da queda no ganho de peso e na diminui¢c@o na producgao de

leite.

2.3 Patogenia

Ainda segundo [Murakami et al.| (2009), goticulas infectadas sdo inspiradas e se alojam

no trato respiratério, dessa forma os bacilos alcancam os alvéolos pulmonares, sendo fagocita-
dos, absorvidos, pelos macréfagos que sdo células presentes no tecido conjuntivo que possuem

a funcdo de fagocitar elementos estranhos. Dessa forma, os bacilos se dividem, o que leva ao
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aumento do nimero no foco da inoculacdo (infeccdo). Durante a fagocitose, parte dos baci-
los sdo destruidos, porém, um maior contingente sobrevive e se multiplica, isso ocorre porque
glicolipideos (associacdo entre carboidratos e lipideos) microbacterianos impedem a fusdo dos
bacilos aos lisossomos, os quais possuem enzimas que podem destrui-los. A multiplicacdo dos
bacilos ocasiona a morte do macréfago com liberacdo de lisossomos e também a destrui¢ao
tecidual.

Dessa forma, tem-se inicio uma lesdo priméria, chamada também de foco de infeccdo.
Tal lesao em conjunto com a les@o no linfonodo regional é denominada “complexo primério”. O
envolvimento do bacilo torna-se uma lesao, a granuloma, que nada mais é do que uma massa ou
nddulo de tecido cronicamente inflamado. O aumento do granuloma ocasiona necrose caseosa
nas células centrais, podendo ocorrer a calcificacdo. Dessa forma, os bacilos podem sobrevi-
ver por meses, ou até anos, em estado de laténcia, e assim sendo, o individuo infectado nao
manifesta a doenca. O exsudato caseoso presente nas lesdes inibe a multiplicagdo dos bacilos,
entretanto, se 0 mesmo se tornar liquefeito, a multiplicagdo pode ser ainda maior. E tal liquido,
quando comparado ao material caseoso € facilmente passado para as pequenas goticulas que
s@o soltas no ar, dessa forma, um individuo que possui lesdes liquefeitas € mais contagioso do
que o individuo que possui lesdo no estado de necrose caseosa.

Também pode ocorrer a infeccdo de outros 6rgaos através da entrada de macréfagos vi-
vos e infectados na corrente sanguinea e nas veias linfaticas. Quando a lesdo envelhece, o tecido
conjuntivo que a circunda, aumenta em quantidade e maturidade. Pode ocorrer a eliminagdo das
bactérias, dessa forma o tubérculo seréd reduzido a uma massa pequena de tecido cicatricial hi-
alino (translicido). Porém, as bactérias podem nao ter sido eliminadas totalmente, e continuam
em forma de infeccdo latente. Nessas condi¢des, pode ocorrer a reativagdo da doenga, onde o
individuo ja apresenta memoria imunoldgica, para antigenos dos bacilos da tuberculose e dessa

forma a lesdo possui evolucdo mais lenta.

2.4 Sinais clinicos

Segundo Murakami et al.|(2009) em grande parte dos rebanhos, a presenga da infeccao
causada por Mycobacterium Bovis € detectada somente através do teste tuberculinico, tendo em

vista que a maioria das lesdes nos bovinos se encontra nos pulmdes, nos linfonodos pulmona-
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res e nos linfonodos craniais. As lesdes primdrias podem ocorrer de forma tinica ou multipla,
envolvendo apenas um dos pulmdes ou em ambos.

Em casos avancados, quando ocorrem extensas lesdes pulmonares, levando ao enfra-
quecimento do sistema respiratério, ou quando linfonodos bronqueais aumentados causam a
obstrucdo das vias aéreas, a dispneia pode se tornar aparente. Na faringe e no intestino, como
sao membranas mucosas, a lesdo inicial da infec¢do pode ndo ser visivel, sendo 6bvias apenas
nos linfonodos. Lesdes no trato gastrointestinal sdo aparentes e se manifestam em forma de n6-
dulos ou dlceras, podendo ser uma forma primaria, ou quando ocorre ap6s a infec¢dao no pulmao
¢ secunddria.

Lesoes miliares em 6rgdos e linfonodos por todo organismo, as quais inicialmente sao
transparentes e pequenas e durante seu desenvolvimento tornam-se caseosas e calcificadas, ca-
racterizam a tuberculose generalizada. A osteomielite pode ocorrer em animais jovens, princi-
palmente nas vértebras, causando miosite e artrite na regido afetada. A tuberculose pode resultar
em endometrite, que por sua vez pode causa infertilidade ou aborto.

Quando o complexo primdrio estd no figado e nos linfonodos portais, pode ocorrer tu-
berculose congénita. Tal doenca se desenvolve de forma ripida, levando a morte de animais
ainda jovens, em apenas semanas ou meses. A tuberculose nas meninges € uma infec¢do rapida
e fatal.

Em seres humanos imunocompetentes, a Mycobacterium bovis causa principalmente
tuberculose cronica, linfadenite e lesdes cutianeas e subcutaneas. Entretanto, em seres humanos

imunodeficientes, a doenca pode evoluir para um quadro mais grave.

2.5 Diagnéstico

Em programas de erradicacdo, o primeiro teste diagnéstico em geral € dado pela tubercu-
linizagcdo, pode-se utilizar também métodos laboratoriais como bacioscopia e cultivo bacteriano
(BRASIL. Ministério da Agricultura, Pecuaria e Abastecimento), 2006). Entretanto, em ambos
ndo se pode identificar a espécie de microbactéria infectante.

Para a investigacdo epidemioldgica, tanto em humanos como em bovinos a distin¢ao
dentro do complexo Mycobacterium tuberculosis é muito relevante. Pois em lugares que a Tu-

berculose Bovina e humana coexistem, ou seja, em dreas endémicas, é importante monitorar a
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dispersao da M. bovis entre bovinos € a transmissao desses para seres humanos, nesse sentido, €
importante a diferenciacdo entre M. bovis e a M. tuberculosis. Para realizar tal diferenciacdo, se
faz necessdrio uma série de testes cldssicos que consideram crescimento, propriedades fenoti-
picas e bioquimicas; porém estes testes podem ser trabalhosos, lentos e até mesmo imprecisos.
Uma outra alternativa é o uso de métodos moleculares, como a chamada reacdo em cadeia da

Polimerase, este € rapido e preciso, porém nao estd estabelecido em muitos laboratorios.

2.6 Controle

O controle da Tuberculose Bovina em determinada regido ou pais, no caso dos bovinos,
pode ser realizado por meio da implanta¢do de uma politica de teste e abate, visando a erradica-
cdo de bovinos que reagem positivamente ao teste de tuberculiniza¢do, isso quando ndo existem
outros hospedeiros reservatérios que possam manter a infec¢do no local. Mesmo com diversos
estudos sobre possiveis tratamentos e vacinas, atualmente os resultados obtidos ndo justificam a
adocao de tais medidas como forma de controle. A vacinagao de rebanhos contra a tuberculose
pode ser vidvel em animais domésticos e em animais silvestres que podem ser reservatorios da
doenca em paises endémicos (MURAKAMI et al.| 2009; RUSSI et al., [2016).

Ja como forma de controle da transmissao da Mycobacterium bovis para seres humanos,
realiza-se a inspecao sanitdria dos produtos de origem animal, a esterilizagdo ou pasteuriza¢ao
do leite, os quais sdo destinados ao consumo humano. E também € importante o monitoramento
da satde de trabalhadores das propriedades rurais que mantém contato direto com animais que
possivelmente podem estar infectados (BRASIL. Ministério da Agricultura, Pecuaria e Abaste-
cimento), [20006)).

No Brasil, o Programa Nacional de Controle da Tuberculose Humana foi implantado
em 1996, objetivando realizar o tratamento dos pacientes de forma supervisionada, evitando o
surgimento de bacilos resistentes, bem como possibilitando um controle efetivo da Tuberculose
Humana (BRASIL. Ministério da Agricultura, Pecuaria e Abastecimento, [2006).

Ja o Programa Nacional de Controle e Erradicacdo da Brucelose e Tuberculose Anima]ﬁ,
implantado em 2001, pelo Ministério da Agricultura, Pecudria e Abastecimento (MAPA), obje-

tiva a diminuicdo do impacto dessas zoonoses na saide comunitéria, a redu¢do da prevaléncia e

YNo presente trabalho a expressdo Programa Nacional de Controle e Erradicacdo da Brucelose e Tuberculose
Animal serd representada pela sigla PNCEBT.
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também a incidéncia de novos casos. Estratégias de diagndstico e a certificagdo de propriedades
livres foram definidas pelo PNCEBT, sendo que para a Tuberculose Bovina, a estratégia para

reducdo € a identificagdo de animais infectados e o abate dos mesmos (RUSSI et al., [2016)).
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3 TUBERCULOSE BOVINA NO BRASIL

O Brasil, em 2001, estabeleceu o Programa Nacional de Controle e Erradicacdo da
Brucelose e Tuberculose Animal para isso foi criado um comité cientifico com a presenca de
funciondrios do Ministério da Agricultura, Pecudria e Abastecimento e especialistas de varias
institui¢des de ensino e pesquisa, contando com a colaborag¢do, inclusive, de pesquisadores es-
trangeiros.

Tal programa tem como fung¢des produzir dados epidemioldgicos da Brucelose e da Tu-
berculose Bovina, em busca de um avan¢o do pais ao combate de tais doencas, credenciar
veterindrios para a realizac@o de testes diagndsticos, registro de profissionais para a vacinagdo
de novilhas (no caso da Brucelose), bem como o controle de lotes de vacinas produzidas em la-
boratdrios privados, a implementacao de um programa consistente de vacinagdo e a verificagao
de propriedades para receberem a qualificagdo de propriedade livre de tais doencas (BRASIL.
Ministério da Agricultura, Pecuaria e Abastecimento, 2006).

Segundo o PNCEBT, os dados oficiais no periodo de 1989 a 1998 indicam a prevaléncia
da Tuberculose Bovina de 1,3%, em uma média nacional.

Ferreira Neto et al. (2016) realizou uma andlise dos quinze anos iniciais de aplicacdo
do PNCEBT no Brasil, nota-se em tal andlise que o cinturdo produtor de leite, composto pelo
Espirito Santo e pelas regidoes norte de Sao Paulo, sul de Minas Gerais, sul de Goids, coincide
justamente com a area que possui maior prevaléncia de Tuberculose Bovina no pais. O risco de
transmissao da Tuberculose Bovina aumenta com a aglomeragdo de individuos, o que ocorre
durante a ordenha, o que leva ao aumento da densidade populacional, e, consequentemente
a probabilidade de contatos infecciosos, para além disso, destaca-se também o fato de que o
rebanho destinado a producio de leite tende a ser mais velho do que outros rebanhos, o que leva
a uma maior exposi¢ao a doenca, em propriedades com modos de producao mais evoluidos, os
rebanhos s@o ainda mais densos e estressados, aumentando o risco de infeccao.

Dessa forma, a Tuberculose Bovina no Brasil prevalece mais em propriedades leiteiras,
principalmente nas de alta produ¢do. Um fator agravante € a compra de animais sem passar
por testes tuberculinicos, introduzindo-se assim animais infectados aos rebanhos (FERREIRA
NETO et al., 2016). Nas Figuras [2ale [2b|t€ém-se a prevaléncia da Tuberculose Bovina de acordo

com as regides dos estados brasileiros.
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Figura 2 — Prevaléncia da Tuberculose Bovina de acordo com as regides dos estados brasileiros
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Fonte: Ferreira Neto et al. (2016).

Em 2015, o PNCEBT foi atualizado e trouxe novas propostas, incluindo flexibilidades
na vacinagdo contra a Brucelose, critérios minimos de higieniza¢do de fazendas, propriedades
serdo certificadas como livres apds a realizacdo de dois testes negativos no rebanho (anterior-
mente eram necessarios trés testes).

Com relacao a Tuberculose Bovina, o programa reuniu dados epidemioldgicos detalha-
dos em 13 estados, que somados representam 75% do rebanho bovino total presente no pais.
Tais dados foram reunidos e analisados pelo Centro Colaborador da Satide Animal do MAPA,
com o auxilio de pesquisadores da Faculdade de Medicina Veterindria e Zootecnia (FMVZ) da
Universidade de Sdo Paulo (USP). Sendo que o MAPA retune tais dados em seu endereco ele-
tronico (http://indicadores.agricultura.gov.br/ saudeanimal/index.htm), possibilitando consultas
sobre o nimero de casos da infeccao entre 1999 e 2017, sendo que no total, foram detectados
68.281 casos de Tuberculose Bovina nesse periodo de tempo, sendo que em 2017 foram con-
tabilizados 4.488 casos (BAHIENSE et al., 2016; BARBIERI et al., 2016} IDIAS et al., 2016}
GALVIS et al| 2016; (GUEDES et al.| 2016; [LIMA et al., 2016; NESPOLI et al.| 2016; QUEL-|
ROZ et al, 2016; RIBEIRO et al, 2016;[ROCHA et al.,2016;[SILVA et al.| 2016;[VENDRAME|
2016).

Na Figura[3altem-se o gréfico do nimero de casos de Tuberculose Bovina no Brasil entre

1999 e 2017, sendo que “caso” é definido como animal doente ou infectado, com diagndstico
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confirmado. Jd na Figura [3b] tem-se o nimero de casos confirmados por estado.

Figura 3 — Casos de Tuberculose Bovina no Brasil entre 1999 e 2017.
(b) Casos de Tuberculose Bovina
(a) Casos de Tuberculose Bovina no Brasil. no Brasil, por estado.
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Fonte: Adaptado de http://indicadores.agricultura.gov.br/saudeanimal/index.htm.

Porém, ndo existe dados nacionais precisos sobre a Tuberculose Bovina, tais como quan-
tos animais infectados se tem, quantos passam por testes. Existem estudos sobre alguns estados,
em diferentes anos, porém, no endereco eletronico citado anteriormente, nao se tem a quanti-
dade de bovinos que foram testados, e além disso, alguns estados que s6 possuem dados de um
semestre, o que inviabiliza um estudo sobre a prevaléncia nacional da Tuberculose Bovina.

Com relacdo a Tuberculose Bovina em humanos no Brasil ndo existe dados especifi-
cos, tendo em vista que o diagnéstico, sintomas e tratamento sdo idénticos, ndo sdo realizados
exames para ver a origem da Tuberculose, para identificar a qual espécie do complexo Myco-

bacterium tuberculosis pertence o agente. Para além disso, segundo Mueller et al. (2013), em

paises desenvolvidos estima-se que de 1% a 2% dos casos de Tuberculose em humanos é cau-
sada pelo Mycobacterium bovis, quando se trata de paises subdesenvolvidos, essa propor¢ao
gira entre 10% e 20%.

Nesse sentido, o estado do Rio Grande do Suﬂl disponibilizou dados gerais dos casos de

Tuberculose, entre os anos de 2012 a 2017 (PECT/RS. Secretaria de Estado da Saude do RS,

2018).

O estado do Rio Grande do Sul também disponibilizou informagdes sobre a Tuberculose

Bovina, em bovinos, nos anos de 2011, 2015 e 2016, para além disso, segundo os indicadores

da Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuériam o rebanho bovino do Rio Grande do Sul se

YA expressio Rio Grande do Sul seré representado pela sigla RS neste documento.
INo presente trabalho a expressido “Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecudria” serd representada por sua
sigla EMBRAPA.
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manteve relativamente estdvel com pequenas variagdes de um ano para o outro, cComo nota-se
na Figura[d] Sendo que a produgdo se dd principalmente para corte, representando, no ano de

2016, quase 8 dos 13 milhdes de cabecas do estado (EMBRAPA| 2018).

Figura 4 — Efetivo bovino na regido Sul do Brasil entre os anos de 2011 e 2017.
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Fonte: EMBRAPA, 2018.

Dessa forma, como a populacdo é bem préxima de uma populacdo constante e o RS
disponibiliza as informag¢des necessdrias para a constru¢do de um modelo para a Tuberculose
Bovina, na Subsecdo [8.2] tem-se a simulagdo numérica da aplicacdo do modelo de EDO para

dados do RS, adaptando o modelo de |[Abakar et al. (2017).
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4 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Nesta secdo apresenta-se os conceitos fundamentais de Equagdes Diferenciais Ordina-
rias (EDOs), que possibilitam a andlise qualitativa do modelo compartimental proposto. Tais
defini¢des e resultados foram extraidos principalmente de Khalil (1996), Souzal (2005), Coim-

bral (1998)), |[Limal (2014)), [Barreira e Valls| (2012), Brauer e Nohel (1989).

4.1 Conceitos fundamentais

Primeiramente define-se uma Equagdo Diferencial Ordindria, bem como sua solucdo.

Defini¢io 4.1 (Equacdo diferencial ordindria - EDO) Seja D C R um conjunto aberto e

seja f : D — R™ uma aplicagdo continua em D. Uma equacdo da forma:

'(t) = f(t, (1)),

é chamada de Equagdo Diferencial Ordindria (EDO).
Uma fungdo vetorial x : I — R™, definida em algum intervalo I C R tal que (t, x(t)) €

D, para todo t € I e que satisfaz

'(t) = f(t, z(1)),
em I, é chamada de solucdo de ©'(t) = f(t, z(t)) em I.

Quando n = 1, tem-se que a equacdo diferencial z'(t) = f(¢, z(t)) é escalar. Agora
quando n > 1tem-se que f : D — R", e /() = f(t, x(t)) torna-se um sistema de equagdes

diferenciais escalares, pois se x(t) = (z1(t), ..., z,(t)), entdo:

Ft, 2(0) = (it 218y oo s an(®))s oov s fult, 21(E), - s 2a(t))).

Deste modo, tem-se,

4.1
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O modelo proposto para a Tuberculose Bovina trata-se de um modelo de EDO em que
cada uma das equacdes € a taxa de crescimento de determinada subpopulacido envolvida no
problema a ser modelado.

Agora define-se Problema de Valor inicial (PVI), ou seja, tem-se uma condig¢ao inicial

para a solucdo de uma EDO.

Definicdo 4.2 Dado (ty, x¢) € D, uma aplicacdo x : I — R™ definida em algum intervalo

I C R que contém ty tal que

a'(t) = f(t x(t))

[I)(to) = Zo

, 4.2)

é chamada de solucdo do Problema de Valor Inicial (PVI), sendo (ty, xo) o dado inicial.

Agora define-se Fun¢do Lipschitziana, que serd utilizada pra mostrar a unicidade da

solu¢@o de um (PVI) no Teorema (@.6)).

Definicdo 4.3 Uma aplicacdo f : D — R" definida num aberto D C R""* é localmente
Lipschitziana em relacdo a segunda varidvel, se para cada vizinhanca U C D existe L > 0 tal

que

£t ) = f(E, 9)l| < Lz —yl], (4.3)

para quaisquer (t, r), (t,y) € U.

O Teorema mais precisamente uma consequéncia dele, descrita no Corolério
trata-se de uma forma de mostrar que uma funcao € Lipschitziana, tais resultados estdo presentes

em |Limal (2014)).

Teorema 4.4 (Desigualdade do valor médio) Dado um aberto U C R™, seja f : U — R”
diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a, a + v) e tal que sua restricdo ao
segmento fechado [a, a + v] C U seja continua. Se || f'(x)|| < M para todo x € (a, a + v)
entdo || f(a+v) — f(a)|| < M - [|v]|.

Corolario 4.5 Seja U C R™ aberto e convexo. Se f : U — R" é diferencidvel, com || f'(x)| <

M para todo x € U entdo f é uniformemente Lipschitziana, ou seja, ||f(y) — f(x)| < M -

ly — [
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O Teoremaf4.6] presente em Brauer e Nohel (1989)), define a existéncia e a unicidade de

solugdes e quais sao as condi¢des para que iSso ocorra.

Teorema 4.6 (Existéncia e unicidade) Suponha que a aplicagdo f : D C R"™ — R" seja
continua e localmente Lipschitziana. Entdo, dado (to, xog) € D, existe uma tnica solu¢do

y=ux(t),y: I — R", ty € I satisfazendo

2'(t) = [t 2(@))

.T(to) = Zo

4.4)

Com isso, pode-se definir também solu¢do maxima e intervalo maximal.

Definicao 4.7 Uma solucdo x : I — R" de chama-se mdxima, se para toda solucdo
y:1, = R"talque I C I, e x(t) =y(t) parat € I, tem-se I = I,,. Consequentemente, v = y.

Neste caso, I chama-se intervalo maximal.

Satisfazendo as hipéteses do Teorema de Existéncia e Unicidade 4.6 tem-se que a so-
lugdo maximal € dnica, os resultados enunciados na Proposi¢do 4.8| e na Proposi¢io (4.9 estdo

presentes em |Brauer e Nohel (1989).

Proposicao 4.8 Seja f : D — R" continua e localmente Lipschitziana em relacdo a segunda
varidvel. Entdo, dado (to, xo) € D, existe uma vinica solu¢do maximal x = ¢(t, to, xo) satisfa-

zendo ({.4).

Proposicio 4.9 Suponha que f : D C R"™ — R" seja continua e Lipschitziana. Dado
(to, xo) € D, entdo existe uma tinica solucdo do sistema x' = f(t, x) passando por (ty, xo)

que pode ser prolongada até o grdfico encontrar a fronteira de D.

Se z(t), A(t) e F(t) denotam, respectivamente, as matrizes:

1(t) ai(t) an(t) -+ ain(t) fi(?)
m(t) _ $2:(t) 7 A(t) _ dzlz(t) a22<t) . a2n(t> ’ F(t) _ fQ(t) ’ 4.5)
T (t) an1(t) ana(t) -+ ana(t) fu(t)

entdo o sistema de equacdes diferenciais lineares de primeira ordem:
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T O 0) + anrat) .+ a0 + A0,
DD (O 0) + amlt)alt) & .+ asa(t)ralt) + folt) w
d“”;t(t) = A (21 (1) + s (D)2a(t) + ..+ () + falD),
pode ser escrito na forma matricial
dzgt) = A(t)z(t) + F(b). 4.7
Quando F'(t) = 0 para todo ¢ € I, o sistema
dflit) = A(H)z(t), (4.8)

é homogéneo. As equagdes (4.7) e (4.8) também se escrevem como z/(t) = A(t)x + F(t) e

2'(t) = A(t)x, respectivamente.

Proposicao 4.10 Sejam A(t), b(t) matrizes n x n, n x 1, respectivamente, de fungdes continuas

num intervalo 1. Para todo (ty, o) € Iv x R™ existe uma tinica solugdo de

x(it)) i A(t)z +b(t) | (4.9)

definidos em 1.

4.2 Estabilidade

Os resultados a seguir explicam o comportamento geométrico das solugdes de um sis-
tema de equacdes diferenciais ordindrias nao lineares autonomo, isto €, quando a fungdo f

equagdo (4.10) depende apenas de x.

Z'(t) = f(z(t)). (4.10)
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A dinamica local das solugdes do sistema (4.10) é determinada pelos seus pontos de
equilibrio x. e pela Linearizag¢ao da fung¢do f em torno dos pontos de equilibrio.
Com efeito tem-se que o problema ndo linear se comporta de forma semelhante a um

sistema linear da forma
2 (t) = Ax(t), 4.11)

em uma vizinhang¢a do ponto de equilibrio. Dessa forma, define-se trajetéria passando por um

ponto.

Definicdo 4.11 Uma solugdo maximal do sistema x' = f(x(t)) de forma que x(0) = x, € dita

uma trajetoria de f passando por xy.

Definicao 4.12 Um ponto x. € R é chamado ponto de equilibrio ou ponto critico de ' =
f(z(t)) se f(ze) = 0. Um ponto de equilibrio x. é dito ponto de equilibrio Hiperbdlico de
/

¥’ = f(x(t)) se nenhum dos autovalores da matriz jacobiana D f(x.) tem parte real igual a

zero.

Defini¢do 4.13 Seja f : D C R™ — R". Para cada para (t,z) tal que t € 1(x) (intervalo
maximal da solugdo de @.10) passando por x € R"), definimos ¢(t,x) = pi(z) = z(t), em
que z : I(x) — D é a trajetoria de (4.10) passando por x. Desta forma, podemos definir uma
aplicagdo ¢ : 1(x) x D — R", denominada fluxo. A derivada parcial temporal do fluxo satisfaz
a equagdo % =2'(t) = f(z(t)) = f(p(t,x)), para cada (t,x) € I(x) x D. Desse modo,

a fungao fluxo p(t,x) de um campo nos dd uma informagdo global do comportamento de todas

as trajetorias do campo.

A seguir tem-se a nocao de estabilidade de uma solugdo, as defini¢des sdo dadas em

Coimbral (1998)). Essencialmente, uma solu¢do do Problema de Valor Inicial (PVI),

= f(tx)

z(t)) = .

, (4.12)

onde z(t) = x. é uma solugdo de equilibrio. A solugdo de equilibrio é estdvel se todas as
solu¢des que partem suficientemente proximas de . se mantém proximas dessa solucio.

Para isso é necessdrio definir fungio de classe C*, presente em Limal (2014).
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Definicao 4.14 Seja f : D — R, sendo D C R"™ uma funcdo que possui derivadas parciais
continuas em todos os pontos de seu dominio D, diz-se entdo que f é uma funcdo de classe C'e

representaremos esse conjunto por C'(D).

Considere o sistema dindmico autéonomo z’ = f(x) onde z € R"e f : R — R" é uma
fungdo de classe C'. Denota-se por p(t, xg) a solugdo de tal sistema autdnomo com condi¢do

inicial em xg, ou seja, <p(0> iUO) = Zo-

Definicao 4.15 (ponto de equilibrio estdvel) Um ponto de equilibrio x. é um ponto de equili-
brio estdvel, no sentido de Lyapunov, se dado ¢ > 0 existir 6 > 0 tal que ||xo — z.|| < ¢ entdo

|lo(t, x0) — x| < € para todot > 0.

Assim, um ponto de equilibrio é considerado estdvel se para todo tempo ¢, as solu¢des
que come¢am suficientemente perto de tal ponto de equilibrio se mantém nas vizinhancas do

mesmo, o que pode ser ilustrado pela Figura 5

Figura 5 — Interpretacdo geométrica do conceito de estabilidade.
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Fonte: |(Coimbral (1998)).

Definicao 4.16 (ponto de equilibrio instdvel) Um ponto de equilibrio é instdvel, se ele ndo é

estavel.

Definicao 4.17 (ponto de equilibrio localmente estdvel) Um ponto de equilibrio x. é local-
mente assintoticamente estdvel se for estdvel e p(t,ry) — x. quando t — oo sempre que

lp(t, o) — || < 0.

A Figuralf]ilustra o conceito de estabilidade assintética, nesse caso tem-se que as solu-

coes tendem ao ponto de equilibrio . quando t — oo.
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Figura 6 — Interpretacdo geometnca do conceito de estabilidade assintética.
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Fonte: |(Coimbral (1998)).

Agora, define-se a bacia de atragdo A(zx.), sendo que a interpretacio geométrica da

Defini¢ao {.18|estd presente na Figura

Definicdo 4.18 A bacia de atracdo ou drea de atracdo A(x.) de um ponto de equilibrio assin-
toticamente estdvel . é o conjunto de todas as condi¢des iniciais cujas orbitas tendem para x.

quando t — oo. Ou seja:

A(ze) :={zxo € R" : p(t,x9) = x. quando t — co}. (4.13)

Figura 7 — Interpretacdo geométrica do conceito de bacia de atracdo.

A(ze)

Fonte: |(Coimbral (1998).

Definicao 4.19 (ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel) Um ponto de equi-

librio x. é globalmente assintoticamente estdvel se for estdvel e se A(x.) = R™

Assim, pela Defini¢ao[d.19)tem-se que se um ponto de equilibrio é globalmente assinto-

ticamente estdvel, todas as Orbitas tendem para este ponto, quando ¢ tende ao infinito.
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O préximo teorema mostra que perto de um ponto de equilibrio hiperbdlico x., o sistema
nao linear (.10) tem a mesma estrutura qualitativa que o sistema linear associado (4.11]), onde

A= Df(xe>

Teorema 4.20 (Hartman-Grobman) Seja E/ um subconjunto aberto de R contendo a origem,
seja f € CH(E) e ¢ o fluxo do sistema ndo linear @10). Suponha f(0) = 0 e que a matriz A =
D f(0) ndo possua nenhum autovalor com a parte real nula. Entdo, existe um homeomorfismo
H de um conjunto aberto U contendo a origem em um conjunto aberto V', contendo a origem,

tal que para cada . € U, existe um intervalo aberto Iy € R contendo 0 tal que todo t € I,
H o py(ze) = e H(z),

ou seja, as trajetorias de @.10) proximas a origem sdo levadas em x' = Ax proximas a origem

e o tempo é preservado.

A demonstragdo pode ser encontrada em [Barreira e Valls| (2012). O resultado foi enun-
ciado com o ponto de equilibrio sendo a origem no R", entretanto por mudanga de coordenadas
¢ possivel mostrar que o resultado continua valido para qualquer ponto de equilibrio fora da
origem.

Nas Subsecoes e4.4{tem-se os conceitos necessdrios para demonstrar a estabilidade

local e global de qualquer ponto de equilibrio, respectivamente.

4.3 Estabilidade local

Os seguintes resultados estabelecem a estabilidade local dos pontos de equilibrio, sendo
baseados em |Souza (2005). Primeiramente, define-se polindmio e quando o mesmo € estdvel,
a condic@o para mostrar a estabilidade local dos pontos de equilibrio é que o polindmio carac-
teristico gerado pela matriz jacobiana referente ao sistema de EDOs aplicado a cada um dos

pontos de equilibrio seja estavel.

Definicao 4.21 Seja F'(2) = apz" + 12" ' + -+ + a,, a; € R, um polinémio. Diz-se que F é
estdavel se todas suas raizes tém parte real negativa. Observa-se que se F é estdvel, entdo zero

ndo é raiz de I e logo a,, # 0.
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Em seguida tem-se uma das condi¢des para que um polindmio seja estavel.

2

Proposi¢io 4.22 Se o polinémio F(z) = apz" + a12" '+ +ay, a; €R, i =0,1,--- ,n, é

estdavel, entdo todos os a;, com 0 < i < n tem o mesmo sinal.

O resultado a seguir serd utilizado para mostrar a estabilidade local do ponto de equili-

brio livre da doenca e também do endémico.

Teorema 4.23 (Critério de Hurwitz) Sejam a; € R, i = 0,1,--- . n, ag > 0 e o polinomio
F(2) = apz™ + a12"' + -+ + a,. Entdo, F(z) é estdvel se, e somente se, A, > 0 para
k=12, ---,n, em que:
AI - |a1‘7
a; Go
AQ = )
az az
a; ag O
A3 - as a2 a1 |
as Qa4 a3
aq Qo 0 tee 0
as (05} aq - 0
A, =
A2p—1 Q2p—2 Q2p-3 -~ Qg

Portanto, um polindmio que satisfaz o Teorema [4.23] & estdvel e segundo a Defini¢do
todas suas raizes tem parte real negativa.
No Teorema [#.24] tem-se quando um ponto de equilibrio z, = 0 ¢é assintoticamente

estavel.

Teorema 4.24 Seja A uma matriz quadrada, com coeficientes constantes. Entdo a solucdo da

equacdo z'(t) = Ax(t) é

(i) assintoticamente estdvel, se e so se, A tem apenas valores préprios com parte real nega-

tiva;

(ii) instdvel, se e so se, A tem pelo menos um valor proprio com parte real positiva.
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O Teorema#.24] pode ser generalizado para um ponto de equilibrio z. qualquer.

Teorema 4.25 Seja x. um ponto de equilibrio do sistema x' = f(x), onde f é uma fungdo de

classe C'. Entdo:

(i) Se todos os autovalores da matriz jacobiana D f(x.) tem parte real negativa, entdo o

ponto de equilibrio x. da equagdo diferencial ¥’ = f(x) é assintoticamente estdvel;

(ii) Se pelo menos um dos autovalores da matriz jacobiana D f(x.) tem parte real positiva,

entdo o ponto de equilibrio x. da equagdo diferencial x' = f(x) é instdvel.

Portanto, usando o Teorema [.23] sabe-se que se o polindmio caracteristico dado pela
matriz jacobiana aplicada no ponto de equilibrio € estdvel, entdo com o uso do Teorema [4.25]

tem-se que o ponto de equilibrio € assintoticamente estavel.

4.4 Estabilidade global

A seguir serdo apresentadas as condi¢des para mostrar a estabilidade global do ponto de

equilibrio livre da doencga. Seja a EDO:

2'(t) = f(xz(t)). (4.14)

A seguir, define-se Func@o de Lyapunov, para mostrar a estabilidade global de determi-

nado ponto de equilibrio, tendo como fonte |Brauer e Nohel (1989).

Defini¢ao 4.26 (Funcdo de Lyapunov) Dado xo € D com f(xg) = 0, diz-se que uma fungdo
diferencidavel V : D C R" — R é uma func¢do de Lyapunov para x se existe um aberto U C D

contendo x tal que:
1. V(xg) =0eV(x) >0, para x € U\{zo};
2. V(z) <0, para x € U.

Uma funcdo de Lyapunov diz-se uma fungcdo de Lyapunov estrita, podendo substituir a

segunda condi¢do por V'(x) < 0 para x € U\{xy}.
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O teorema a seguir apresenta as condi¢des para que o ponto de equilibrio seja estavel ou

assintoticamente estavel.

Teorema 4.27 Seja f : D — R" uma fungdo localmente Lipschitziana num conjunto aberto
D C R"™ e seja xg € D tal que f(zq) = 0.
a) Se existe uma func¢do de Lyapunov para x, entdo x é estdavel;

b) Se existe uma funcdo de Lyapunov estrita para x, entdo x é assintoticamente estdvel.
A defini¢@o a seguir é uma das condi¢des para o Teorema§.29]

Definiciio 4.28 Um conjunto E C R™ diz-se positivamente invariante em relagdo a (#-14), se

para qualquer x € E, p(t,x) € E, parat > 0.

Por fim, tem-se o Teorema [4.29] conhecido como Principio de Invariancia de La Salle,
que tendo como hipéteses o Teorema e a Defini¢do .28 mostra-se a estabilidade global

assintética do ponto de equilibrio ..

Teorema 4.29 (Principio de Invaridncia de La Salle). Seja 2 C D um conjunto compacto e
positivamente invariante com respeito a ©' = f(x). Seja V' : Q; — R uma fungdo continua-
mente diferencidvel tal que V'(z) < 0em Qp e E = {x € Qp : V'(z) = 0}. Se M é o maior

conjunto invariante em F, entdo toda solucdo que comeca em )y, tende a M quando t — oc.

A Figura[§]ilustra geometricamente o Teorema para sistemas autdnomos, note que
para as condi¢des iniciais x; € o, as solucdes ndo saem de (27 e além disso, tendem para o

maior conjunto invariante contido em E.

Figura 8 — Interpretacdo geométrica do conceito de bacia de atracao.

Fonte: |(Coimbral (1998)).
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5 MODELO COMPARTIMENTAL

Em estudos relacionados a epidemiologia da doenca Tuberculose Bovina e a dindmica da
transmissao da mesma, se faz necessario o uso de modelos matemadticos, possibilitando estimar
o custo da doenca e seu controle, buscando até mesmo a erradicacdo, quando essa alternativa for
vidvel. Alguns estudos apresentam modelos para a dindmica da Tuberculose Bovina em bufalos,
bovinos e em seres humanos.

Abakar et al.|(2017)), apresentam um modelo matemético de Equacgdes Diferenciais Or-
dinéarias (EDO) para a transmissdao de Tuberculose Bovina nas populacdes de bovinos e huma-
nos, possibilitando estimar o custo da doenga e simular intervengdes na populagdo bovina em
Marrocos. Os dados foram extraidos do Ministério da Agricultura de Marrocos, entre os anos
de 1995 e 2013. Nesse sentido, o intuito € adaptar tal modelo e realizar a andlise qualitativa da
dindmica da Tuberculose Bovina.

O modelo proposto neste trabalho considera a populagdo total de bovinos Ny dividida
em trés compartimentos mutuamente exclusivos, os quais variam no tempo ¢, € quando somados

formam a populacao total de bovinos. Os compartimentos sao:

e Sp : bovinos suscetiveis.

e Lp : bovinos em periodo de laténcia, os quais apresentam resultado positivo nos testes
realizados para a detec¢do da Tuberculose Bovina, mas ainda nao apresentam sintomas e

ndo a transmitem.

e I3 : bovinos infectados pela Tuberculose Bovina.

Sendo assim, a populacdo de gado Np € dada por:

Np(t) = Sp(t) + Lp(t) + I1p(t). (.1

A taxa de variagdo da subpopulagdo de bovinos suscetiveis, dada por S(t) é composta
por uma taxa de natalidade, bz, de bovinos suscetiveis, Spg, acrescida da mesma taxa de na-
talidade, porém agora referente a subpopulacdo em periodo de laténcia e infectados, Lg e I,
respectivamente, sendo que nesse caso deve-se considerar uma taxa (1 — ¢), sendo ¢ a perda da

fecundidade que ocorre nessas duas subpopulacdes. Ainda, subtrai-se uma taxa de transmissao
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Ifg 5 pois tais animais migram da subpopulagdo de suscetiveis para

entre bovinos, $p da razao

a de infectados, e também subtrai-se uma taxa de mortalidade . referente a subpopulagcao de

suscetiveis, Sp. Dessa forma, pode-se denotar a taxa de variacdo na subpopulagio de bovinos

suscetiveis como:

IpSk
Np

Sp(t) =bpSp +bp(1 —q)(Lp + Ip) — B5 — upSk. (5.2)

A variagdo da subpopulagdo de bovinos em estado de laténcia L', é composta por da taxa
de transmissdo entre bovinos Sz, que multiplica uma propor¢do da populacdo dada por %, e
diminui por meio da taxa relacionada ao periodo de incubacio, az, que multiplica Lz, pois tais
animais deixam de estar em periodo de laténcia e passam a ser considerados na subpopulagdo
de bovinos infectados, e também diminui a uma taxa de mortalidade, ji53, que multiplica Lp. E
assim a taxa de variacdo da subpopulacio de bovinos latentes é dada por:
IgSp

—aglyg — uglLg. 5.3
N, apLp — puplLp (5.3)

ESB (t) = B

Por fim, na populacdo de bovinos, a taxa de variacdo dos infectados é composta por uma
taxa referente ao periodo de incubacao, ou seja, que considera os animais que estdo deixando o
periodo de laténcia e ja apresentam resultados positivos em testes que detectam a Tuberculose
Bovina, tal taxa é representada por ap, sendo multiplicada pela subpopulagdo de bovinos la-
tentes, Lg e diminui pela taxa de mortalidade, ;g dos animais infectados, I5. Assim, pode-se

€screver:

I5(t) = aplp — uplp. (5.4)

Considerando a populacdo de bovinos, Np, vale ressaltar que ndo considera-se que o
animal torna-se recuperado da infec¢do, tendo em vista que as formas de controle mencionadas
envolvem o abate de animais infectados, segundo (Cosivi et al. (1998), as vacinas que foram
desenvolvidas alteram a eficicia de acordo com a regido de aplicagdo, podendo comprometer
os resultados dos testes, além de que, segundo a Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecudria
(EMBRAPA), no Brasil ainda ndo existem vacinas licenciadas para uso veterindrio e nem se
recomenda o tratamento (RUSSI et al., [2016)).

Para a populacdo total de humanos Ny, divide-se em quatro compartimentos mutua-
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mente exclusivos, que também variam no tempo ¢, e quando somados formam a populacao total
de humanos Ny.

Os quatro compartimentos estao listados a seguir:

Sy : humanos suscetiveis.

Ly : humanos com Tuberculose Bovina em periodo de laténcia.

I humanos infectados com Tuberculose Bovina ativa.

Ry : humanos recuperados de Tuberculose Bovina, apés o tratamento existe um periodo

de imunidade tempordria, depois de tal periodo de tempo, os humanos que fizeram trata-

mento voltam a ser suscetiveis a Tuberculose Bovina.

Da mesma forma, a populacao de seres humanos Ny € dada por:
Ny(t) = Su(t)+ Ly(t) + Iy(t) + Ry(t). (5.5

A taxa de variagdo da subpopulagio de humanos suscetiveis, dada por S}, (t) é composta
por uma taxa de natalidade by de humanos suscetiveis Sy e subtrai-se uma taxa de transmissdo
de bovinos para humanos (y, de uma propor¢do da populagio ]{[—i, e também subtrai-se uma
taxa de mortalidade juf7, referente a subpopulacgio de suscetiveis Sy . Por fim, deve-se considerar
uma taxa de perda da imunidade em humanos v da subpopulagio de humanos recuperados R ;.
Dessa forma, pode-se denotar a taxa de variacdo na subpopulacdo de humanos suscetiveis da

seguinte forma:

- _ T _ _
St () = b Ny — ﬁHSHN—Z — 1S+ vu Ry (5.6)

A taxa de variagio da subpopulagio de humanos em periodo de laténcia, L’;, é composta
por uma taxa de transmiss@o de bovinos para humanos Sy, que multiplica a subpopulacio de
suscetiveis Sy, e subtrai-se uma taxa referente ao periodo de incubagiio nos humanos oz, mul-
tiplicada pela subpopulacdo de humanos latentes Ly, bem como uma taxa de mortalidade j¢z,
referente a subpopulaciio de humanos latentes L. Assim, pode-se escrever a taxa de variacio

na subpopulacdo de humanos em periodo de laténcia pela seguinte expressao:

_ _ T _ _
Liy(t) = /BHSHN_B —apgLy — prly. (5.7)
B
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Na subpopulaciio de humanos infectados, a taxa de variagdo, I}, é obtida de uma taxa
referente ao periodo de incubacdo oy, sendo multiplicada pela subpopulagdo de humanos la-
tentes L, e subtrai-se uma taxa referente a taxa de sucesso do tratamento contra a Tuberculose
Bovina em seres humanos &, referente a subpopulacio de humanos infectados I, bem como

uma taxa de mortalidade 57, dos humanos infectados /. Assim, pode-se escrever:

E, por fim, a taxa de variacdo da subpopulacio de humanos recuperados R’;, é com-
posta por uma taxa de sucesso no tratamento dy, de humanos infectados I}, subtraindo-se uma
taxa referente a perda de imunidade vy, dos animais recuperados Ry, e também uma taxa de
mortalidade j¢7, dos humanos recuperados Ry;. Assim, pode-se expressar a taxa de variagio na

subpopulacdo de humanos recuperados da seguinte forma:

Ry(t) =0uly — yuRu — puRuy. (5.9)

Definindo os parametros da seguinte forma:
e bp: taxa de natalidade bovina.
e [(p: taxa de transmissao entre bovinos.
e «ap: periodo de incubagdo.
e /i 3: taxa de mortalidade de bovinos.
e ¢: perda da fecundidade em bovinos infectados por Tuberculose Bovina.
e by taxa de natalidade humana.
e [(y: taxa de transmissdo de bovinos para humanos.
e «yy: periodo de incubacao nos humanos.
e /iy taxa de mortalidade de humanos.
e {y: taxa de sucesso do tratamento de seres humanos.

e vy: perda de imunidade em humanos.
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Com o uso de tais pardmetros, tem-se o diagrama apresentado na Figura [9] que ilustra a

dindmica da Tuberculose Bovina envolvendo as populagdes de bovinos e humanos:

Figura 9 — Diagrama da dindmica de transmissao da doenca Tuberculose Bovina nas populacdes de

bovinos e humanos.

(1— Q)bB(EB + jB)

Bovinos - ) Sp — N Ly = Ip
bpSk _\ﬁ‘BSB]IV—Z \aBLB ) \
uBSB pplp 7 pslp
B
> S’H — EH = > I_H
faS prLp prl
Ouly
- Ry
YuRu

Fonte: elaborado pela autora.

De acordo com as varidveis e pardmetros descritos e com a Figura[9] obtém-se o seguinte

sistema de equagodes diferenciais para a Tuberculose Bovina:

( _

Su(t) = bpSp+bs(1—q)(Lp + Ip) — BeSpi2 — npSs
E%(t) = 53931{;—33 —apLp — pplp
In(t) = aplp— uplp
Siy(t) = buNu+vuRy — BuSuiE — nuSu
Ly(t) = ﬁHS’H]{;_BB —agLy — Ly
Iy(t) = oagly —ouly — puly
_/H(t) = Ouly —vya Ry — pu Ry
\

(5.10)
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Vale ressaltar que Sg, Lp, I, Su, Ly, Iy e Ry sdo funcdes em relacdo ao tempo, .

A transmissao vertical, ou seja, de forma congénita, foi desconsiderada na populagdo de
bovinos, pois a mesma € rara e em estudos, tais como em Russi et al.| (2016) e Skuce, Allen e
McDowell (2011)), relata-se que ocorre em apenas 1% dos casos.

Ja na populacdo humana, desconsidera-se a transmissao humano-humano, inclusive a
transmissao vertical, conforme relatado em [Cosivi et al.| (1998)).

Segundo Abakar et al. (2017), a constante ¢ trata-se da perda da fecundidade do bovino
que esté infectado pela doenca Tuberculose Bovina, sendo que os autores consideram tal taxa
igual a 5%.

Existem modelos descritos em outros trabalhos, como em Phepa, Chirove e Govinder
(2016), que tratam da transmissdo e evolucdo da Tuberculose Bovina em populacdes de bufalos
e bovinos. Agusto et al.| (2011)) trata de um modelo com teste e abate para a dinamica da trans-
missdo da Tuberculose Bovina apenas em gado bovino, por meio de um sistema de equacoes
diferenciais que permite a importacdo de gado infectado de fontes externas, tais como outros
rebanhos, durante uma rearmazenagem. |Skuce, Allen e McDowell (2011) trata da transmissao
bovino-bovino e fatores de risco. E, por fim, o trabalho de Hassan et al.| (2014), descreve a

Tuberculose e a Tuberculose Bovina nas populacdes de humanos e bufalos.

5.1 Proposta de modelo

O modelo proposto baseia-se no modelo (5.10), presente em [Abakar et al. (2017), su-
pondo as populacdes N e Ny constantes, para isso, a taxa de natalidade bp € igual a taxa de
mortalidade y 5 tanto para bovinos, quanto para humanos, by € igual a 157. Nao serd considerada
a queda de fecundidade em bovinos infectados, ou seja, a taxa ¢ € nula.

Portanto, temos:

by = pp, (5.11)
by = fm, (5.12)

qg = 0. (5.13)
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Dessa forma pode-se reescrever o sistema de equagdes (5.10) da seguinte forma:

( _

Sp(t) = bB(I/B‘FI_B)_BB%

() = Bp™55 (1 bp)Lp

I(t) = apLp—bglp

Sy(t) = by(Ly+Iy+ Ry) — BuSuit +yuRy | (5.14)

Ly(t) = BHS’H]{/_J; — (g + by ) Ly
I_}{(t) = CYHI_/H—((SH—FZ)H)[_H

Ry(t) = Oulu — (yu +bu)Ru

\

Como a populagdo bovina Np(t) é constante, tem-se que Ny (t) € igual a zero. O que

implica que:

Ni(t) = 0
Su(t)+ Lig(t) + Ix(t) = 0
Ly = —(Sg+1Ip). (5.15)

Da mesma forma, a populagido de humanos Ny (t), também é considerada constante,

NL(t) = 0
Si(t) + Ly () + I (t) + Ry(t) = 0
Ly = —(Sy+1Iy+ Ry). (5.16)

Dessa forma o sistema de equagdes diferenciais (5.14) pode ser reduzido ao seguinte:

(

Sp(t) = bp(Np— Sp) — Bpg2n

j/B(t) = (NB—S’B)OzB—<OéB+bB)jB
Sy(t) = by(Ng — Su) — BuSuiZ +yuRu . (5.17)
jh(t) = OéH<NH—SH—jH—RH>—((SH—l—bH)jH

R}I(t) = 5HjH — (’YH + bH)RH
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Assim, dividindo cada uma das subpopulacgdes pelas populagdes totais, ou seja, reali-

zando a seguinte mudanga de varidvel:

4

Sp(t) = i
L) = &
Syu(t) = (5.18)
Iyt =
Ry(t) = 2

\

e dividindo as populacdes de humanos e bovinos por Np e Ny, respectivamente, obtém-se:

Sp+Lp+1Ip=1 (5.19)

Sy+Ly+Iyg+Ry=1. (5.20)

Dessa forma, obtém-se o seguinte sistema:

.

Sy = bg(l1—9Sp)—BrlpSs

I, = ag(l—Sg)—(ap+bs)lp

Sy = bu(1—Su)— BuSulp+yuRu , (5.21)
I = an(l—Sy—Iu—Ru)— (6n + bi)n

\

deﬁnidonaregiéo/\: {(SB,]B,SH,IH,RH) 0L SB+[B < 1,0 < SH+[H+RH < 1}

Proposicao 5.1 A regido

é um conjunto positivamente invariante para o sistema (5.21]).



Demonstracao:

Deve-se mostrar que se (Sg(0), [5(0), Sg(0), Ix(0), Ru(0)) € A (5.22), entdo

(Sp(t),Ip(t),Su(t), Ix(t), Ruy(t)) € A,paratodo t > 0.
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Primeiramente, mostra-se que 0 < Sp(t) + Ip(t) < 1. Para isso, inicia-se mostrando

que Sp(t) + Ip(t) < leque 0 < Sp(t) + Ip(t).
De fato, pois do sistema (5.21)), obtém-se:

SIB + [/B = bB(l — SB) — ﬁB[BSB + OéB(l — SB) — (CYB + bB)IB

S (CYB + bB)(l — SB) — (OéB + bB)IB'

Fazendo a substitui¢do ap + b = o, em (5.23), obtém-se:

S/B+I/B S Oé(]_—SB)—OZIB
= a—aSg—alp

= a—a(Sg+ Ip).

Logo,

Sy + Iy <a—a(Sg+ Ip).

(5.23)

(5.24)

(5.25)

Dessa forma, multiplicando ambos os lados de (5.23)) pelo fator integrante e, segue

que:

e*(Sp + I5)
e (S + 1) + e a(Sp + Ip)

d at
% (6 (SB + [B))

IN

e“a

IN

e“a.

IN

Integrando ambos os lados de (5.26), tem-se:

t t
/ 4 [e**(Sp + Ip)]ds < / e ads
o ds 0

e(a— a(Sp + Ip))

(5.26)

(5.27)



assim,
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e (Sp+1p)ly < e[, (5.28)
e (Sp(t) + Ip(t)) — (Sp(0) + I5(0)) < e -1
SB<t) -+ [B(t) S €_at(SB(0) + ]B(O) — 1) —+ G_Qteat

IN

Sp(t) + Ip(t) e (Sp(0) + Ip(0) — 1) + 1. (5.29)
Como 0 < e < 1, parat > 0, seque que e~ **(Sp(0) + I5(0) — 1) < 0, logo,
Sp(t)+ Ip(t) < 1. (5.30)
Agora deve-se mostrar que 0 < Sg(t) + I(t). De fato, do sistema (5.21)), tem-se:
Sh+ I = bp(l—Sp) - BplpSe + ap(l — Sp) — (ap + by)Is. (5.31)
Note que como S + L + Ig = 1, segue que Iz < 1e S < 1, logo,
BplpSp < Bplp. (5.32)

Dessa forma, segue que:

SIB—FIIB = _(()CB‘i‘bB)(SB‘i‘IB)‘i‘(aB‘f‘bB)_BB[BSB
Sp+1Ip > —(ap+bp+Pp)(Sp+Ip)+ap+bp

Sp+Ip > ap+bg—(ap+bp+Bs)(Ss+Ip)

ou seja,

(Sp +1Ip) +[(ap+bp+ B5)(Ss + Is)] > ap+bs. (5.33)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade (5.33) pelo fator integrante (@5 +05+55)t,

tem-se:

el tostBe)t(gr o 1) 4 @B+ t88) (g + b + ) (Sp + )] >

el 488)t (0 4 by) (5.34)



47

por outro lado,

d
% [6(OéB+bB+5B)t<SB+[B)] _

(g + bp + Bp)e P Tr B0 (S 4 Ig) 4 elontbntioll(S + T}), (5.35)

assim, a desigualdade (5.34) pode ser reescrita com o uso da equagéo (5.33)):

%[e(“3+"3+53>t(83+13>] > et (ap 4 bp). (5.36)

Integrando ambos os lados da desigualdade (5.36), obtém-se:

t d t
/ - [6(a3+bB+BB)S(SB + [B)] ds > / e(aB+bB+BB)5(aB + bg)ds
o as 0

e(an+batB0)s (o 4 bp) |

ap +bp + Bp 0

v

elantbatBE)s (G (5) + [B(S))‘S

(ap+bp+pBB)t _ > ap +bp (ap+bp+BB)t __
e (SB(t)+IB(t)) (SB(O)+IB(0)) > aB+bB+ﬁB(e 1).

Assim, tem-se que:

QBB BRI (S (1) 4 [(t)) > M(@(QBJFZ’B%B” — 1)+ (SB(0) + 15(0)).

- ap+bp+ OB
(5.37)
Agora, multiplicando a desigualdade (5.37)) por e~(@5+05+88)t obtém-se:
Sp(t) + Ip(t) > M(l _ e*(aBerBwLﬁB)t) + (SB(0) + ]B(O))ef(a3+b5+ﬁs)t‘
~ ap+bp+ P
Por outro lado, sabe-se que 0 < e~ (@B +t5+88)t < 1 parat > 0. Ou seja:
Sp(t) + In(t) > 0. (5.38)

de (5.30) e (5.38) segue que

0< Sp(t)+ In(t) <1. (5.39)
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De maneira andloga obtém-se que

0 < Su(t) + In(t) + Ru(t) < 1. (5.40)

Portanto A é um conjunto positivamente invariante.

|
Deve-se mostrar agora que o sistema € bem posto.
Teorema 5.2 Considere o sistema (5.41)
(
Sp = bs(l—5p) — BrlpSk
Ié = OéB(l—SB>—(OéB+bB)[B
]}{ == OZH(I—SH—]H—RH)—((SH‘FZ)H)]H
R}{ = dyly — <7H + bH)RH
\

deﬁm'dona regidoA: {(SB,IB,SH,IH,RH) -0 S SB+IB S 1,0 S SH+IH+RH S 1}

O sistema (5.41)) admite tvinica solugdo em A.

Demonstracao:

Seja F': A — R® dada por: F(t,Sp, I, Su, Iu, Ru) = (f1, f2, f3, [1, f5), em que:

(

fi = bg(l1—-Sp)—BplpSk
fo = ap(l1—Sp)— (ap+bp)Ip

fs = bu(1—Su)—BuSulp +vala . (5.42)

fs = Oulyg — (vyu+by)Ry

\

Note que F' € uma fungio de classe C' em A, que é compacto, entdo, pelo Corolario
F ¢ Lipschitziana. Assim, o sistema (5.21) possui uma unica solugdo, ou seja, € bem posto.
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5.2 Pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio do sistema (5.21)) sao dados por:

( bp(1—S5) — BelIpSE = 0 (5.43)
ag(l —9S%) — (ap +bp)Ig = 0 (5.44)

bu(1—S5) = BuSils + Ry = 0 (5.45)

ap(l— 8% — I — RY) — (65 + b)) 1§ = 0 (5.46)
ouly — (yw +by)Ry = 0 (5.47)

Isolando o termo (1 — S%) na equagdo (5.44), obtém-se:

(ap +bp)IG

1-S55 = 5.48
B o (5.48)
Agora, substituindo a equacio (5.48) na equacao (5.43) segue que:
bp)I¢
b (M) — BpI5SE = 0
ap
b b
@Gﬂﬁiﬁ—%$>20. (5.49)
ap

Deve-se considerar duas possibilidades para a resolugd@o do sistema (5.435.47): I =0

u (bB(OéB +bB) —ﬁBS%> —0
ap

Dessa forma, tem-se o ponto de equilibrio livre da doenga, quando I = 0 e o ponto de

equilibrio endémico, quando [, # 0.
5.2.1 Ponto de equilibrio livre da doenca

Para calcular o ponto de equilibrio livre da doenga considera-se 1% = 0.

Note que substituindo /% = 0 na equagdo (5.48)), obtém-se:

(O[B + bB) . O
ap

S% = 1. (5.50)

1-8y =
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Portanto, tem-se que, no ponto de equilibrio livre da doenga 1% = 0 e S% = 1, deve-se

considerar tais solucdes para a resolu¢do das demais equacdes do sistema, sendo elas:

b (1 —SY) +yuRY = 0 (5.51)
ap(l1—=58% — I — RY) — (0 + b)Yy = 0 (5.52)
6H121 —(yu +ba)Ry = 0 (5.53)

Assim, isolando o termo SY na equacdo (5.51)) do sistema, tem-se:

’)/HR%{ + by
SY = - = 5.54
H b (5.54)
Agora, isolando o termo % na equagdo (5.53)) do sistema, obtém-se:
+bg)R
1, = i 5.55
H o (3.55)

Substituindo os termos SY e I% encontrados nas equagdes (5.54) e (5.39)), respectiva-

mente, na equacdo (5.52)) do sistema, obtém-se:

0 b\ RO
0 = au 1_7HRH+”H_(7H+’?H (0 + by D) Ry
bH 5H
0 — 1_b_H+ 'YH_(’YH+bH 5H+bH 7H+bH)R0
by by Oy
0 = ay _E_(PYH‘FZ?H) RO <5H+bH ’yH+bH)R0
0 = R |ag _V_H_M_l _ On+bm)(ym +bu)] (5.56)

Note que na equagdo (5.56), como oy, 0y, by, Yu, sdo pardmetros, todos sdo maiores

do que zero, logo, tem-se que:

vu  (va +bn) (0m +by)(yu + bp)
ap (- DHTH) )

Dessa forma,

RY = 0.
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Agora, substituindo o valor encontrado para RY, na equagdo (5.54)), obtém-se:

b
SY = i =1. (5.57)

Substituindo o termo RY, = 0, na equagdo (5.53)), obtém-se o termo I%:
=0. (5.58)
Portanto, a solucdo do sistema nesse caso, ¢ dada por:

) = (S, I, S, Iy, Ry) = (1,0,1,0,0). (5.59)
5.2.2 Ponto de equilibrio endémico

Para encontrar este ponto considera-se I3 # 0. Logo segue da equagio (5.49) que

bg(ap + bg)
ap

—BeSy = 0
b B (a B + b B)
S = ——. (5.60)
b apfp
Substituindo o valor encontrado na equagéo (5.60) para Sg, na equagio (5.44) do sistema
obtém-se:

apfp
—b b
apBp slag +bp) —(ap+b); = 0
BB

I = apfp — bp(ap + bp)
B Belap + bp)

o bp apBp —bp(bp + ap)
B Br bp(bg + ag)

Por facilidade de notacdo, defina:
, = s (5.61)

bB(OéB + bB)



Assim, note que S}, obtido em (5.60), tem-se:

1
Sy =-.
p
Por outro lado, note que:
apfp
-1 = — 1
p bB<bB + OéB)
apfp —bp(bp + ap)
bB<bB + OéB) ’

Assim, o valor para [} encontrado na equagdo (5.61)), é dado por:

b
Iﬁzﬁ—i(p—l)~

Resta trabalhar com as demais equagdes do sistema:

b (1= S}y) — BTy + Ry =
an(l— S} — Iy — Ryy) — (On + bar) Iy =

dulfy — (vu +bu)Ry =

0
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(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)
(5.66)
(5.67)

Substituindo o valor encontrado na equagdo (5.64) para [}, na equacao (5.65)), obtém-se:

( b
bu(1— Sy) — 6HS§E;B—Z(p — 1) +yuRy =

ap(l =Sy — 1y — Ry) — (0n +bu)ly =

oply — (vu + bu) Ry =

\

Isolando o termo [j; na equagdo (9.70) do sistema, tem-se:

(vu + bu) Ry
Of '

Iy =

Agora, isolando o termo S}; na equacio (5.68)), obtém-se:

BuSibs(p — 1)

by — by Sy — 3

+’7HR;I = 07

(5.68)

(5.69)
(5.70)

(5.71)

(5.72)
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ou seja,

—buBp — Bubs(p — 1)

g —by — yu Ry
H ™ —byBp—Bubs(p—1)
BB
b R
sz, (ba + yuR3) 55 (5.73)

bulBp + Bubs(p— 1)

Substituindo o valor encontrado para Sy na equagao (5.73)) e para I na equacdo (5.71)

na equacéo (5.69) do sistema, obtém-se:

0 — o— ( apn(by — vuRyy)Bs ) B (OéH(’VH—FbH)RE) B
" \bubBp + Bubs(p— 1) om e

(O ) (2 )

Logo, colocando 7}, em evidéncia:

—op + ( agBpby )
buBp + Bubp(p — 1)

_ —agYulBe B CVH('YH"‘bH))_ - <’7H+bH):|
= Ry {5H53+ﬁgb3(p_1) ( 5n af (§H+bH) 5 ,

resta apenas isolar o termo Rj;.

Logo,

ay(Beby —buBp — Bubs(p — 1))
buBp + Bubs(p — 1)
. [—OCH5H[bHﬂB + Bubp(p —1)]
"1 [buBs + Bubs(p —1)] - 0

LR {—OéH(;HWHﬂB — lau (e +bu) + (0m + bu)(var + bu)|[buBs + Brubs(p — 1))
" [bu BB + Bubs(p —1)] - du
Ou ainda,
—agPubp(p—1) (5.74)
_ [—OéH5H[bHﬁB + Bubs(p — 1)]
= Ry 5
LR [_O‘HéH’YHﬂB — lag(yu +bu) + (6 + b)) (yur + bu)][bu B + Bubs(p — 1))
H 5H
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Simplificando:

agfubsdn(p—1)
aduvuBs + lag(vu + by + 0u) + (0n + bu) (v + bu)|[buBs + Bubs(p —1)]

Ry =

Substituindo o valor de R}, na equac@o(5.73) para encontrar o valor de [}, e na equagdo

(5.73) para encontrar o valor de Sj;. Obtendo:

apBubp(p — 1) (e + bu)

I, = -
i aubuyuBp + lan(vu + by + 1) + (0u + bu)(ve + bu)|[buBs + Bubs(p — 1)]
(5.75)
c,
S* _ bHﬁB
i buB + Bubp(p — 1)
Yu BB

+

buBe + Bubp(p — 1)
' agfubpon(p—1)
ardgyuPp + [an (e + b +0u) + (0 + ba) (v + bu)|[buBs + Bubs(p — 1)]

Logo, o ponto de equilibrio endémico, de acordo com as raizes encontradas é dado por

vt = (S, Iy, iy, Tip, Ryy) em que:

( 1
S5 = 5
b
Ir = 3=
o buBs
" bulfi + Bubs(p — 1)
. YuBB
buli + Bubs(p — 1)
) OéHﬁHbeSH(P - 1)
apdyyuPp + lan(ye +bu + 6u) + (6m + bu) (e + bu)l[buBp + Bubs(p — 1)]
oo anBubs(p —1)(vu + bu)
i anduyuPp + lan(ye + bu + 6m) + (6m + bu) (e + bu)l[buBp + Bubs(p — 1)]
Rt - apPubpdu(p —1)
a argduyaPp + lan(ye + bu + 6m) + (6 + bu)(ve + bu)|[buBp + Bubs(p — 1)]
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Considerando R}; como encontrado em (3.75)), ou seja,

R — agfubpdn(p—1)
T apduvuBe + o (i + b + 0n) + (0u + bu) (v + bu)|[buBs + Bubs(p — 1)]

pode-se escrever.

Sy = -

b p

bp

o= 21

B ﬂB (p )
o (bu Ry (576)
a bubi + Bubs(p — 1)

v = JETOHTH

O

Assim, de (5.59) e de pode-se enunciar o seguinte resultado:

Teorema 5.3 O sistema (5.21)), definido na regido
A ={(Sg, I, Su,In,Ry) € RO Sp+Ip<1,0< Sy + Iy + Ry <1}

possui um ponto de equilibrio livre da doen¢a x° (5.59) e um ponto de equilibrio endémico x*

5.3 Razao de reproducao basica

Kermack e Mckendrick (1927) definem o principio do limiar, relacionando o inicio de
uma epidemia a um determinado valor critico do nimero de suscetiveis. Com isso, tem-se que
mesmo incluindo infectados em uma populacio, o inicio da epidemia s6 ocorre quando o nu-
mero de suscetiveis estd acima do limiar, tal principio € o teorema do valor limiar, definido
também por |Diekmann, Heesterbeek e Metz| (1990).

A razdo de reproducdo bésica é representada por R e € definida como o nimero médio

de infeccdes produzidas por um individuo infectado quando o mesmo € introduzido em uma
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populacao completamente suscetivel (ANDERSON; MAY| 1991)).
Como exemplo, na Figura [I0] pode-se visualizar como se dd a infec¢do quando R, €
igual a dois, ou seja, cada individuo infectado transmite a doenca a dois individuos suscetiveis

ao ser inserido numa populacdo livre da doenca.

Figura 10 — Diagrama da dindmica de transmissdo quando tem-se R = 2.

Fonte: elaborado pela autora.

Os circulos em vermelho representam dois individuos infectados (11, I5) que sdo inseri-
dos em uma populagdo totalmente suscetivel, representada pelos circulos em azul, considerando
'R igual a dois, cada um dos tais infectados [; e I, transmitem a doenga para mais dois indivi-
duos em média e assim por diante, as setas indicam a transmissdo da infec¢do.

Dessa forma, pode-se notar que quando Ry € maior que um, a doenga se propaga, ocor-
rendo uma epidemia, ou seja, quando o numero de infectados cresce a cada geragao.

Figura 11 — Diagrama da dindmica de transmissdo quando tem-se Ry = 0,5.

O O O O

c @ O O O O O O

Fonte: elaborado pela autora.

Ja quando R é menor que um a doenca tende a se extinguir, como pode-se observar na

Figura|l I} onde considera-se R igual a meio, ou seja, a cada dois infectados um deles transmite
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a doenga para um suscetivel, enquanto o outro ndo a transmite. Os circulos em azul representam
a quantidade de infectados apds a introducdo dos infectados primadrios, representados pelos
circulos em vermelho. J4 os circulos verdes referem-se a animais que ndo foram infectados.
Quando nao se tem uma populacdo livre da doenca, ou seja, apés o instante inicial, é
definida a razdo de reprodutividade efetiva, denotada apenas por R, sendo o nimero médio
de casos secundarios que um individuo infectado produz em uma populagdo ndo totalmente

suscetivel. Definindo S* como o nimero de suscetiveis no instante ¢, tem-se que R é dada por:

R =TRo- S*(t). (5.77)

Quando se esta em equilibrio, tem-se que R € igual a um, logo,

(5.78)

Primeiramente calcula-se a matriz jacobiana do sistema em estudo, aplicada no ponto de
equilibrio, com isso deve-se calcular as raizes do polindmio caracteristico de tal matriz, a razao
de reproducao bésica é a condicao necessdria para que todas as raizes deste polindmio possuam

parte real negativa, pois isso implica na estabilidade local do ponto de equilibrio em questao.

5.3.1 Estabilidade local

Primeiramente € calculado o polindmio caracteristico da matriz jacobiana, aplicada no

ponto de equilibrio, para mostrar a estabilidade local de ambos os pontos de equilibrio.

5.3.1.1 Estabilidade local do ponto livre da doenca

2,

Teorema 5.4 Se Ry < 1 o p,onto de equilibrio livre da doenga, dado por x° = (1,0,1,0,0) é

localmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao:
Seja x = (Sg, I, Sy, Iy, Ry), a matriz jacobiana do sistema dado em (5.21) é dada

por



—bp — Bl —PBBSE 0 0 0
—ap —(ap +bp) 0 0 0
Df(x) 0 —BuSy  —bu — Bulp 0 YH
0 0 —ag —ag —0g — by —ay
0 0 0 S v — by |
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Assim, deve-se calcular a matriz jacobiana, aplicando o ponto livre da doenga encon-
trado em (5.59), tal ponto é dado por 2% = (1,0, 1,0,0).

Logo tem-se a matriz:

[ by B 0 0 0 |
—ap —(ap+bg) 0 0 0
Df(x7) = 0 —Bu —bm 0 YH
0 0 —ag —oag—0g — by —a
0 0 0 S vt — by |

O polindmio caracteristico é dado por p;(\) = det(D f(x?) — \I,).
Assim, aplicando o Teorema de Laplace para célculos de determinantes, tal técnica é

descrita em |Hoffman e Kunze (1971), tem-se:

—bg — A —BB 0 0 0
—ap  —(ap+bg+ ) 0 0 0
) = 0 —Bu —bg — A 0 VH
0 0 —ag —ayg —0g — by — A\ —ay
0 0 0 oy —vg — by — A

Agora, deve-se encontrar as raizes do polindmio caracteristico p;(A\) e determinar a

condicdo necessdria para que este tenha todas as raizes com parte real negativa.
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—(ap+bp+ ) 0 0 0
n(A) = (=by—N) —Bu —bg — A 0 TH
0 —ay —ag —0g — by — A\ —ay
0 0 oy —yg — by — A
—apg 0 0 0
By 0 —by — A 0 YH
0 —ay  —ag—0g —byg — A —ay
0 0 o —vg — by — A
—bg — A 0 VH
= (=bp—=AN(=(ap+bp+A)| —ag —ag—06g—by—A —ay
0 o —Ya — by — A
—by — A 0 Vi
+(Bs)(—aB)| —ay  —ag—0g —bg — A —apy
0 o —vg — by — A
Ou seja,

pi(A) = (=bp —A)(—(ap +bp+ )+ (8s)(—ap)

—bH—/\ 0 YH
-y —CYH—(SH—bH—)\ —Qg
0 O —vg — by — A

Deve-se encontrar as raizes do polindmio caracteristico p; (), dadas por:

0=pi(N) = (=bp—AN)(—(ap+bg+ )+ (Bs)(—asB) (5.79)
q1(A)
—bg — A 0 YH
—ay —ag —0g — by — A —ay (5.80)
0 OH —v — by — A
N ~ Y

Para isso, pode-se resolver por partes, primeiramente encontrando as raizes do polind-




60

mio ¢;(\), presente em e, posteriormente encontrando as raizes do polindmio 7 (),
gerado pelo determinante presente na equacdo (5.80). Ou seja, deve-se encontrar as raizes de

r1(N\) e ¢1(\), em que:

@A) = (=bp—=A)(=(ap+bg+A)+ (B)(—ap) =0 (5.81)
—bg — A 0 YH
ri(A) = —ay  —ag — O — by — A —ay = 0. (5.82)
0 oy —vg — by — A

Primeiramente encontrando as raizes do polindmio () (5.82):

—byg — A 0 Vi
7"1<)\) = -0y —OZH—(SH—bH—/\ —og =0.
0 O — v — by — A

Assim,

ri(A) = (=by = A)(=an =0y = by — N)(=vm —bu = A)
—agdpym — [(—audn)(=by — A)]
= (bgag +bybg + 0% +bgh+ ag + g +bg A+ N2 (—vg — by — A)
—apdgyy — (0gdpby + agdg )
= —byagyy — biag —bgag) — bydgyg — 30w — brdg\ — baym — b
—b%)\ — 2bgygA — 2b%{)\ —2by\% — agYgA — agbg\ — ag\? — O YHA
—Sbg X — g A? — YgA? — by A? — A3

—aO0aYHE — 0p0rby — agdp
ou seja,

7"1(/\) = —)\3
+(—3bH — g — 5H — ’)/H))\Q
—|—(—2bHOéH — 2bH5H — 3b12q — 2bH’}/H — gYH — 6H'7H — OJH5H))\

—bgagyr — biag — bpdpye — b50m — by — by — agduys — agduby.
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Dessa forma, pode-se considerar o seguinte polindmio caracteristico:

ri(A) = A
+(3bH +ag+ g + ’YH))\Q
+(2bgrovgr + 2by 0 + 363, + 20y + agye + 0uYe + apgdg)A

+bpagyy + b%(OéH +bydgvye + b%(SH + b%{”VH + b:;{ + agdgvy + agdgby.
Assim, para o uso do critério de Hurwitz do Teorema{.23] tem-se que:

apg = 1.
a; = 3bH+OéH+5H+’)/H.
ay = 2bgay + 2bydy + 3b% + 2bgyy + oY + Ouve + audn.

as = bHOéH’)/H—Fb%{OéH—FbH(SH’}/H+b§{5H+b%I’}/H+b§{+OéH5H’YH+()éH5HbH.

Note que os coeficientes ag, a1, as € az sao todos positivos, o que satisfaz a Proposi¢cao

4.22] Resta agora calcular os determinantes e analisd-los, para verificar se satisfazem o Teorema

423

Ay = Ja

= |3bg + ag +du + vH|

> 0.
Ja o A, € dado por:
ar a
A, = 1 Qo
as Gz
Assim,
Ay = [(3by + oy + g + Vi)

~(2bHOéH + 2bH(5H + 3b12q + QbH’}/H + OgYH + 5H'YH + OéHdH)]

—[(bgamye + biag + badgym + bidm + by + by + auduyy + agdpbm)].



ou seja,

A,

A,

logo,
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= 6byag + 6030y + bl + 665y + 3bwagye + 3buduye + 3bgamldy
+2b0%; + 2bgSpay + 3b5an + 2bgygan + O3y + Oy + ay 0y
+2bg oS + 2bi s + 3030 + 2bu Yy + apYudn + 05y + andy
+2brapyy + 2bu0gyy + 3b5vm + 2buvh + agYy + 0uvh + andnvn
—byagyy — b%{aH —bydgve — b%I(SH — b?quH — bz}{ — agdgyg — agdgby.
= Gb%aH + QbfqéH + 9b§1 + 9b§{7H + Tbgapgyy + Tbudnvy
+2bgad; + Thudpay + Ay + 30uyuan + 2budy + 05vm
+2buYh + Yy + Sy + a0 + apdy
—bpoapyy — b%{aH —byduyn — b%ﬁH - b?q’YH - b?}{ —agdpYeg — gogby
= 51)?{@1{ + 8b§15H + 8b§] + 8b%{7H + 6bgagyy + 6bydgvy
+2bgay; + 6bgdpan + ayyr + 20gyuan + 2budy + 05 vm
205V + apYh + Sy + a0 + apdy
> 0. (5.83)

a1 Qo

az Qaz

Por fim,

ay Qo 0
ASZ as Qo Q1 |

0 0 as

Logo, aplicando o Teorema de Laplace, pode-se escrever:

Ay = as-| " (5.84)

as as
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De acordo com (5.83)), sabe-se que:

a; Qo
AQ == >0

az Qaz

por outro lado,
as = bHOéH’)/H + b%ICYH + bHéH/YH + b%{éH + b?g”}/H + b?}{ + CVH(SH’)/H + OéH(SHbH > 0.

Dessa forma, segue que:

Como ayg, ay, as € az possuem o mesmo sinal e Ay, Ay e Ag sdo positivos, pelo critério
de Hurwitz, dado pelo Teorema4.23| o polindmio 71 (\) dado em (5.82)) é estdvel, ou seja, pela
Defini¢ao §.21] tem-se que tal polindmio possui todas as raizes com parte real negativa.

Deve-se encontrar as raizes do polindmio ¢; () dado em (5.81)):

0=q(\) = bgap+b%+bgh+agh+bp)+ A —apfp

= N+ (2bp + ap)\ +bpag + b — apfp. (5.85)
O discriminante A do polinémio dado em (5.85):

A = (2bB+OéB)2—4(bBOéB+bQB—()éBﬁB)
= 4b]23—|—4bBOéB+CYQB—4bBO./B—4bQB+4OéBﬁB
= ap+4apfs

= CYB(OJB+453). (586)

Portanto as raizes de ¢;(\) sdo dadas por:

\ _ “2s—oapd \2/043(043 +465) (5.87)
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Dessa forma, a condi¢@o para que as raizes sejam negativas é:

—(2bB+OéB)+\/OéB(O./B+4ﬂB) < 0

\/QB(aB +46p) < 2bp+ap
aplap +48p) < (2bp+ ap)?
o +dapfp < 4bp +dbpag + o
apfp < by +bgap

O-/BﬂB < bB(bB—f—O{B). (588)

Assim, a razdo de reproducdo basica R pode ser definida como:

apBp
Ro=—F7—"-—"—. 5.89
0 bB(bB —l-CYB) ( )

Conforme mencionado na Subsecdo , a taxa Ry € um parametro no qual Ry > 1
ocorre uma epidemia, Ry < 1 extin¢do da doenca e Ry = 1 ocorre uma endemia, trata-se de
um estado de transi¢do. Logo, ao considerar Ry < 1, sabe-se que ¢;(A), definido em (5.81))
também possui todas as raizes com parte real negativa.

Portanto, o polindmio caracteristico da matriz jacobiana do sistema (5.21)), aplicando se
o ponto livre da doenga, dado por p; () (5.83), possui todas as raizes com parte real negativa.
Logo, pelo Teorema o ponto de equilibrio dado por (1,0, 1,0, 0) é localmente assintotica-

mente estavel, quando Ry < 1. |

5.3.1.2 Estabilidade local do ponto endémico

Primeiramente, pode-se reescrever o ponto de equilibrio endémico, usando a taxa de
reprodugdo bdsica, encontrada em (5.89).

A razdo de reprodugdo bésica, dada em (5.89) e a constante p definida em (5.61)) sdo
iguais,

apfp

Ro—= — 2B
0 bg(ap + bg)

= . (5.90)

Logo, o ponto de equilibrio endémico dado em pode ser reescrito dependendo da

razao de reproducdo bésica Ry.
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Ou seja,
4 . 1
SB — %?O
Iy = /B_B;(RO —1)
(b +vuRy)Bs
Sy = 5.91
a bufBp + Bubs(Ro — 1) (>91)
Ho= sy
R agBubpdn(Ro — 1)
7 apdgyuPBe + [ag (Y + by +0n) — (6u + bu)|[buPp + Bubs(Ro — 1)]

Teorema 5.5 Se Ry > 1 o ponto de equilibrio endémico, dado por x’: = (S}, I}, Si;, L7, Ri;)

(3.76)) ¢ localmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao:

Para saber se existe estabilidade local do ponto de equilibrio endémico, deve-se calcular
a matriz jacobiana, substituindo o ponto de equilibrio endémico.

Seja xf = (Sy, I}, Si;, I, Ryy),

—bp — Blg
—ap

Df(xg) = 0

0

0

Sabe-se que os valores encontrados para Sy, I}, S5, I}, R} sdo dados em (5.97)). Note

—BBSE
—(ap +bp)
—Bu Sy
0
0

0
0
—by — Buly
—ap

0

que substituindo os valores de [}, S}, tomando:

0
0
0
—apg — 0 — by

On

ko= by — Brbp(Ro — 1)7
1652
obtém-se:

—by — 5Bb3é§0—1) _% 0 0

—QpB —(OéB + bB) 0 0

Df(xz) = 0 _BHSH k 0
0 0 —Oog —O0g — (SH — bH

0 0 0 OF

0
0

YH

—vu — bu

(5.92)

VH

—Yu — bu




assim, efetuando alguns cdlculos

~bpRo ;ff
—ap  —(ap+bp)
Df(x;) = 0 —BuSy
0 0
0 0

0 0 0

0 0 0

k 0 YH
—ag —ay — 0y —by —QH

0 Om —vg — b |
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O polindmio caracteristico po(\) da matriz jacobiana é dado pelo det(D f(z}) — A\ d),

ou seja:
~bpRo — A _Rﬁf
—ap —(ap +bg) — A
0 —BuSu
0 0
0 0

logo, aplicando o Teorema de Laplace,

p2(A) = —(BRo+A)
—(ap+bp+A)
—BuSH
0
0
—ap 0
+ﬁ_B 0 k—2A
Ro 0 —ay
0 0

E—A

0
kE— A

0

0
0
0
—ag —0g — by — A
Om
0
0
—ag —0g —bg — A\
On
0
0

p2(A) =
0
0
YH
—apy
—YHm — by — A
0
VH
—ay
—Yg — by — A
0
TYH
—ag
— by — A
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Portanto, retornando & como foi definido na equagéo (5.92)), tem-se:

p2(A) = (bpRo + A)(ap +bp + ) (5.93)
b
by PRy —1) =\ 0 Vo
Bi
—Qg —aH—éH—bH—)\ —Oog
0 o —Ya — by — A
b
—bH—ﬁH'—B(Ro—l)—)\ 0 YH
8p Bp
+ﬁ0(_a3) -y —OéH—éH—bH—)\ -y
0 O —Yg — by — A
assim,
_ Bp
pe(A) = |(bgRo+ A)(ap+bg+A)+ E(—OJB)
0
q;(&)
b
—bH—BHB(RO—l)—/\ 0 Yu
Bi
—Oog —O./H—(SH—bH—/\ —Qfg
0 O —vu — by — A

-~

r2(N)

Dessa forma, encontrar as raizes de pz(\) é 0 mesmo que encontrar as raizes de go(\) e

r9(A), sendo go(A) e () dados por:

q2(/\) = (bBRo + )\)(O./B + bB + )\) + %(—QB). (594)
b
—bH—ﬁHB(RO—l)—/\ 0 v
BB
T2()\) = —Qyg —g — 5H — bH — )\ —QOog (595)
0 o —Yag — by — A
Assim, encontrando as raizes de ro(\) (5.93), temos:
b
—bH—ﬂHB(R()—l)—)\ 0 YH
s
ra(A) = —an —a — 0 — by — A —ay )
0 (SH —YH — bH - A




assim

ra(A) = <—bH—ﬁgZB(RO—1)—)\>-(—aH—cSH—bH—)\)-(—VH—bH—)\)

—OHYH — {_@HaH (_bH _ Pabs (Ro—1) — A)}
BB

ou seja,

7“2()\) = (bHOéH + besH + b% + bH)\

OnBubp

L onPbs o1y 4
B

BB
buPrbp BrbpA

BB BB
+agA+ogA+ by + )\2)

(=vm — b — A)

(Ro—1)

(Ro—1) + (Ro— 1)

_|_

—opdgYH — apOpby

b
/BgBB (Ro — 1) — CKH(SH)\

—aH(SH
Assim,

ro(N) = —bgagym — buduyw — Yuby — yabr
—bhay — by on — by — b A

—bHozH/\ - bH(SH)‘ - b%JA - bH/\2
_mnBibp o gy AwdnBibn g gy vwbaBubs o

BB BB ﬁB
—M(Ro 1) - O‘HﬁHﬂ(RO —1)— M(Ro -1

BB ﬁB ﬁB

2

ViaBbs o gy buBubp oy amBubsd o )

BB ﬁB BB

2

S Y 1 1 YA 175 (P

Bp Pe bs

—agaA — 0gyaA — byypA — Yg N
—OéH)\2 — 5H)\2 — bH/\2 — )\3

b
—OéH(SH"}/H — OéHéHbH - OéHéHﬁgBB (RO — 1) — OéHéH)\
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O polinémio caracteristico r»(\) é dado por:

r2(A) = —bpagyw — buduyn — ’YHb?{ — Yaba A

—bHO(H/\ — bH(SH)\ — bzA — bH>\2

_n0nBabs oy veduBabs g ubuBubs )

63 BB ﬁB
ububs) oy onPabsba g ) Onfubsba o

BB P bs

2

(PhPabs oy baBabeh o anBabe) o )

BB Bs Pe

2

_6HBHbB)‘(RO o 1) _ @(RO — 1) — ﬁHbB/\ (RO - 1)

BB Br fs

—agaA — 0gyaA — buygA — Yg N
—OéH)\2 — 5H)\2 — bH>\2 — )\3

b
ﬂH B(Ro — 1) — OéHéH)\
B

—agdgyn — oagdpby — agdy

ou seja:
7“2()\) = —)\3
Bubp 2
+ —bH—")/H— (Ro—l)—bH—OéH—(SH—bH )\
BB
+( — Yuby — b} — byay — bydy — by — byyw — apby — duwby — b — anvn
b b b b
OuvH — andy — Y BH B(,RO _ 1) _ aBu B(RO _ 1) _ apBu B(RO _ 1)
BB BB BB
) b b b
B B B(RO_1>_ w B B<R0_1)))\
Br Bs

+( —bpagyr — buduyn — yuby — by — by — by — apduyn — andpby

YaoaBubp YO BHbE _ YabuBubs

—g (Ro— 1) = FEEEE (R — 1) 5, (Ro—1)
_OéHﬁgbBbH (Ro — 1)
B
2
_(5H5HbBbH (Ro—1) — b Brbs (Ro—1) — M(RO — 1)>
Bp Ps Bs
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Simplificando, obtém-se:

ra(A) = =X\°
Bubg 2
BB
+( — by — 3bY — 2bgay — 2bydy — buyn — anyE — OuYH — QEOu
b 2b b
_7H5H B(RO 1) ﬂ(Ro —1)
BB B
o b ) b
_ aBu B(Ro_l)_ wBu B(Ro_l)))\
BB Br
+ ( —bpanyn — buduaye — Yuby — bham — b30g — by — apdpym — apdpby
_VHOéHﬁHbB (Ro _ 1) _ YO BHbp (Ro _ 1) _ YubuBrbp (Ro _ 1)
BB BB BB
_OéHﬁHbBbH (Ro _ 1) . 5H5HbBbH (Ro _ 1)
Br Bs
b2 b agd b
_ #8u B(RO_ 1) — w0 B B(RO_ 1)>
BB BB

Considerando o seguinte polindmio caracteristico:

b
+<3bH+7H+aH+6H+/Bg B(Ro—l)) A2
B

+ (’YHbH + 3b3_1 + 2bHOéH + sz(;H + bH’yH + agvHe + 5H'7H + OéH(SH

(Ve Bubs + 2buBubp + anBubs + 0uBubs|(Ro — 1) ) A\
BB

_I._
+ (bHOszyH +bydgye + VHbJQq + bquéH + 5%51{ + b%( + agdgyy + agdgby

(Yo Bubs + YuduPubs + Yubufubs + anBubpbul(Ro — 1)
BB
" [+0uBrbpbr + b%{ﬁHbB + apdpBubp](Ro — 1))
Bs '

+

Para o uso do critério de Hurwitz, Teorema {.23] tem-se que:

CL(]:l.

b
a; = 3bH+’YH+OéH+5H+ﬁZ B(Ro—l).
B
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az = by + 3b3 + 2bgay + 20y + by + anyr + duva + andp.
(Ve Brbs + 201 Bubp + apBubp + 6ufubs|(Ro — 1)
BB
a3 = bpagyg +buduyn + Yubiy + bhag + b3y + by + apdpye + apgduby
4 YeauBubs + YuouBrbs + YHbEBHDE + A BHbebE](Ro — 1)
BB
n [0 Bubeby + b%IﬁHbBB‘i‘ apdufabsl(Ro — 1).
B

+

Note que os coeficientes ag, a1, a2 € ag sdo todos positivos, visto que Ry > 1, o que
satisfaz a Proposi¢do [4.22] assim para o uso do Critério de Hurwitz, descrito no Teorema [4.23]

resta calcular os determinantes e analisa-los.

Al = ’CLl |
Bubg
Bp

= |3by +vg +ag + 0y + (Ro— 1)

> 0 pois Ry > 1.

Ja o A, é dado por:

a, a
Ag _ 1 0
as as
assim,
_ Brbp
Ay = |(3by +yg +ag+0g+ 3 (Ro—1)
B

: <7HbH + 3b% + 2bgoy + 200y

+buyy + oy + 0uye + apdy
n [YuBrbs + 2byBubs + anBubs + 0nBubsl(Ro — 1)
Br

- <bHCYH7H +buduyn + 'YHb%I

+b3oy + a6 + by + apdpyn + agdpby
X YaauBubs + YuduBube + YHbaBrbE + A Bubebr|(Ro — 1)
Bp
OuBubpby + b3 fubs + andufubsl(Ro — 1))
Bp '

N
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Resolvendo:

Ay = 3ygbi + by + 6b5,am + 605,05 + 3b3ve + 3bganym + 3badgym + 3bpandy
[3ba v Bube + 603 Bubp + 3bgranBubs + 3budu Bubel(Ro — 1)

- b5

+vibm + 305 vm + 2bganyr + 2baduye + bavi + anYh + OuvVi + YHQHOH
n (V4 Brbs + 20y Bubsyn + anBubeyu + uBubsyu](Ro — 1)
Br

+’7HbHOéH + 3b§{OéH + QbHOé%{ + 2bH(5HOéH + bH’}/HOéH + CY%-I'YH + 5H’YHOZH + o@{éH
i [veBubsan + 2buBubpoy + a3 Bubs + 0uBubpan](Ro — 1)
1652

+Ybudn + 3050w + 2bgapdy + 2bg 0% + by yudy + Yy + 05 + andly
(Ve BrbEOH + 2bp Brbpdn + anBubrdy + 03 8ubs](Ro — 1)

_|_
BB
Bubpyubr(Ro — 1) | 3b%6ubs(Ro — 1)
+ +
Br Br
QbHOéHBHbB(RO - 1) 2bH5HﬂHbB(RO - 1)
+ +
BB Be
b bp(Ro—1 bp(Ro—1 ) b
4 aYaBH B( 0 ) X apYaBH B( 0 ) i apdgBa B<RO _ 1)
BB BB Br
5H7H5HbB(R0 - 1)
_|_
BB
N [y BEVE + 20k B b5 + anBibh + ouBibE](Ro — 1)°
B

—bHOéH’}/H — bH(SH'YH — ’)/Hb%[ — b%ozH — biléH — b?f — aHéH/VH — O[H(SHbH
[yronBubs + YuduBubs + yubuBubs + anBubsbul(Ro — 1)
Be
[0 Bubsbr + 0% Bubp + anduBubpl(Ro — 1)
BB '
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Simplificando:

Ay = 3yybi + 8b% + 5biay + 5050y + 2b%7vm + 2bgagyy + 2buduym + 2bwandy
" 12bg v Brbe + 503 Bube + 2bpanBubs + 2bKdu frbe](Ro — 1)
Bp

+y5ba + 365 vm + 2branye + 2ba0uye + buyy + anvi + Suvh
n (V4 Bubs + 2buBubsyn + duBubpyu](Ro — 1)
Br

+’7HbHOéH + 3b§{OéH + QbHOé%[ + 2bH(5HOéH + bH’}/HOéH + CY%{'YH + 5H’YHOKH + o@{éH
i (veBubsan + 2buBubpoy + a3 Bubs + 0uBubpan](Ro — 1)
1652

+Ybudn + 3050w + 2bgapdy + 2bg 0% + by yudy + Yy + 05 + andly
20 Bubedy + apBubedny + 64 Bubs](Ro — 1)

+
BB
Bubpyubu(Ro — 1) | 203 ubs(Ro — 1)
+ +
Br Br
QbHOéHBHbB(RO - 1) 2bH5HﬂHbB(RO - 1)
+ -
BB Be
by Bubs(Ro—1)  apvuBubs(Ro — 1)
+ +
Br Bs
SuvuPube(Ro — 1)
+
1652
Db + 250 Bibs + anBirbis + 0uBrbpl(Ro — 1)°
B
> 0. (5.96)
Por fim,
ay Qo 0
AS = as Qo ap
0 0 as
a1 Qg
pr a3 .
az as

= CL3'A2.
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Da equagio (5.96) tem-se que A, > 0, por outro lado,

as = byoyyy +budyyy + by + bian + by 0y + by + apdyyn + anduby
[YeauBurbs + YuouBubs + YHbHBubs + anfubebu|(Ro — 1)

+
Be
i 04 8ubebE + b3 Bubs + anduBubs](Ro — 1)
Be
>
ou seja, tem-se que
A3 > 0.

Dessa forma, como ag, a1, as € az possuem o mesmo sinal e Ay, Ay e Az sdo positivos,
pelo critério de Hurwitz, dado pelo Teorema polindmio 75()\), dado em (5.93) é estével,
ou seja, pela Defini¢do @.21] tem-se que tal polindmio possui todas as rafzes com parte real
negativa.

Agora, deve-se encontrar o polindmio ¢z()), calculando o determinante presente em

5.

= (bgRo+ N)(ap+bg+ )+ :;—B(—aB)
0
= bBCYBRQ + bQBRO + bBR()A + OéB)\ + bB)\ + )\2 — Oﬁ;/ﬁ
0
logo,
@(\) = M4 (bpRo+ap +bp)\+ bpagRo + ARy — BB (5.97)
0
Calculando o discriminante A da equacéo (5.97)), obtém-se:
2 2 BB
A = (bBRQ—I-OéB—l—bB) —4<bBaBRo—|-bBR0— R )
0
= BLR2+ 2bpapRo + 205Ro + o3 + 2apbp + b3 — 4bpapRo — 4b3Ro + 40‘%6 b
0
dapPp

= b%Rg - QbBOéBRO - 2b2BRO + OZQB + 2O~/BbB + bQB + R
0



75

Logo, as raizes de ¢2() (5.94) sdo dadas por:

4
—(bBRO +ap + bB) + \/b%Rg — QbBO[BRO — ZbZBRO + OCZB + 20éBbB + bQB + aéﬁB
A= 0
2
Assim, o polindmio caracteristico dado por ¢»(\) terd raizes com parte real negativa se:
Caso (i):
2 12 2 2 o 4apfp
bBR0—2bBOéBR0—QbBRo—i-OéB—i—QOszB-f-bB—i— <0
0
assim,
4
\/bZBR(Q) — QbBO./BRQ — 2()237?,0 + OéQB + QOéBbB + b2B + O;gﬁB
0
¢ um nimero complexo, portanto, a parte real da raiz de A é dada por:
—(bBRO +ap + bB) <0
logo, o polindmio terd raiz com parte real negativa.
Caso (i1):
2 152 2 2 o | 4aplp
bBRO—QbBOéBRO—2b3R0+CYB—|-2aBbB+bB—|- Z 0

0

Assim, deve-se calcular:

4
—(bBRO + ap + bB) + \/b%R% — 2bBCYBRO — 2b2BR0 + O./QB + QOéBbB + b2B + aBBB < 0
0
ou seja,
4
\/bgng — 2bgapRo — 265 Ro + o% + 2apbp + b4 + QRLBB < (5.98)
0

bBRo + ap + bB.

Elevando ambos os membros de (5.98) ao quadrado, obtém-se:

dapPp
Ro
szRg + QbBOéBRO + QbQBRO + OézB + QOéBbB -+ bQB

bQBRg — 2bpagRgo — QbQBRO -+ OJZB + 2apbp + bZB + <
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logo,
4
—4bgagRy — 4b3Ro + @505 0
Ro
ou seja,
4
OB gpanRe + AR,
Ro
O‘;’f B« Ro(bpag +b3) (5.99)
0
apfp < (Ro)*[bs(ap +b7)]
apBp 2
< (Ro)". 5.100
bB(OéB + bB) ( 0) ( )
Como Ry = MZBT% e como considera-se o ponto de equilibrio endémico, ou seja

Ro > 1, segue que a desigualdade (5.100) € verdadeira, pois:

apfp < ( apfp )2 (5.101)
bB(OéB—i-bB) bB(OéB+bB) ' '

Dessa forma, segue dos casos (i) e (i7) que se Ry > 1, o polindmio ¢2(\) (5.94) tera
raizes com parte real negativa.

Portanto, o polindmio caracteristico da matriz jacobiana do sistema (5.21]), aplicando-se
o ponto endémico, que é dado por p,(\) possui todas as raizes com parte real negativa. Logo,
pelo Teorema o ponto de equilibrio dado por = = (S%, I}, Si;, I};, R};) é localmente
assintoticamente estdvel quando Ry > 1.

|
Observacao 5.6 Note que quando se estd em equilibrio, em Ry = 1, tem-se que:

apPp
bB(OéB + bB)
1
Sy

Ro

O que condiz com o definido em (5.73)).
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5.4 Estabilidade global do ponto de equilibrio livre da doenca

Nesta secdo, serd analisada a estabilidade global do ponto de equilibrio livre da doenca.

Teorema 5.7 Se Ry < 1 0 ponto de equilibrio livre da doenca x° = (1,0, 1,0, 0) é globalmente

assintoticamente estdvel.

Demonstracao:

Inicialmente serd feita uma mudanca de varidveis no sistema (5.21]), dada por:

XB(t) = 1_SB(t)

Xut) = 1-Su(t)

logo, tem-se que:

Sp(t) = 1- Xg(t)
Xp(t) = —Sp(1)
Sult) = 1—Xpu(t)
Xu(t) = —=Su(t)

\

Substituindo no sistema (5.21):

(

Xp = —bpXp+Bplp(l—Xp)

I, = apXs—(ap+bs)ls

Xy = —byXpy+PBulp(l—Xy)—vuRy (5.102)
Iy = au(Xu— Iy — Ru) — (61 +bu)ln

Ry = 6ulg — (yu +bu)Ry

\

Por outro lado, note que o ponto de equilibrio livre da doenga, E° = (X3, Iy, Xy, I, Ry) se
torna £° = (0,0,0,0,0).
Seja Q = {(SB,IB,SH,IH,RH) € IR5;O S SB,IB,SH,IH,RH S 1} sejam cem

constantes reais positivas a serem definidas posteriormente.
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Defina U : () — R, dada por:

b
U(X,Ip, Xy, Iu,Ry) = (ap+bp+1)Xp+ (53 + a—B> Ip + BﬁXH +clg + cRy.
B H

(5.103)

Note que a fungdo U(Xp, I, Xy, Iy, Ry), definida em (5.103)), é uma fungdo de Lya-
punov.

Para isso, deve-se mostrar que tal fun¢ao satisfaz duas condigdes:

Condigdo (i):

Deve-se mostrar que U(0,0,0,0,0) = 0 e U(Xp, I, Xy, Iy, Ry) > 0, para todo
(Xp, I, Xy, Iy, Ry) € Q\{(0,0,0,0,0)}.

De fato, pois:

b
U(0,0,0,0,0) = (ap+bg+1)-0+ <5B+_B) 0

ap

m
+—-0+¢c-0+¢c-0
Bu

= 0,

b
U(Xp, Ip, Xu, Iy, Ry) = (OéB—i-bB—i—l)XB—ir(BB—l——B) I

ap

—|—EXH + CIH + CRH
Bu

> 0V (Xp, I X Iy, Ry) € Q\{(0,0,0,0,0)}.

Condigdo (ii):
Deve-se mostrar que U'(Xpg, I, Xy, Iy, Ry) <0 V (X, Ip, Xy, Iy, Ry) € .

Note que:

U/(XBaIBvXH7]H7RH> = <V(XBv-[BaXHalHaRH)7F<X37]B7XH7]H7RH)>

b
= (ap+bp+1)X5z+ <63 + —B> Ip + ﬁX}chI}, + cRY,
ap Bu



assim,

U/(XBalB7XH7[H7RH)

Assim,
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(ap +bp +1)[~bpXp + Bplp(l — Xp)]

<53+9%)kmké—%ag+bgﬂﬂ

vy by Xy + Bulp(l — Xu) — v Ryl
+efang(Xy — Iy — Ry) — (On + by) Iu]
+eldu Ty — (Yu + bu) Rul

(ap +bp)[—bpXp + Bplp(l — Xp)]
+[~bp X5 + Brlp(1 — X3)]

b
+8plapXp — (ap +bp)Ip) + — [apXp — (ap + bp)Ip]
ap

%[w&+%whwm Yo R
+clay(Xy — Iy — Ry) — (0 + by) 1y
v elSuly — (i + ba) R
Xp[—bp(ap +bp) + Bpas)
+1p[(ap +bp)Bp(1 — Xp) — (ap + bg)Bp]
~bn X+ fTs(1 — Xp) + 2 fanXp — (a5 + bo)1al
%[M&+%hﬂﬂ&)wﬁd
+clay(Xy — Iy — Ry) — (0 + by) Iy

+C[5HIH - (’YH + bH)RH]

U'(Xp, I, Xy, Iu,Ry) = Xgbglag+bp)[Ro—1]

+1p[—(ap + bp)BeX5|
—bpXp + fplp(l — Xp) + bpXp

bglag +b m
_M]B + —Bulp(l — Xp)
ap B

+XH {——bH + COéH:|
Bu

+IH[—COéH — CbH]

+Ry |:__'7H —cag — c(vg + bH)}
Br



ou seja,
U(Xp,Ip,Xu, In, Ry) = Xpbp(ap+bp)[Ro—1]
+Ig|—(ap + b)) X5]
+IB [—ﬁBXB — mXH]
BB
I _ B
+1p {ﬁB Ro +m
—|—XH —ﬁbH + COéH:|
| Bu
"‘[H[—COJH — CbH}
[ m
+Ry | ———vu — cag — c(yg + bH)] )
| Bu
BB _
Agora, tomando 0 < m < — — g, e 0 < c < . Tem-se que:
Ro agPH

U(Xp, I, Xy, Iy, Ry) = Xgbglag+bp)[Ro—1]

0
<
+[Bl_(aB + bB)ﬁBXBl
20
+1p l_ﬁBXB — mXHl
<0
Br
I _PB
+1p [53 R +m
<0

+XH {—%bH + COéH:|

H
20
+1y [—cay — cby|
—_——
<0
m
+RH |:——”}/H — g — C(’}/H + bH)}
20
< 0.

Mais ainda, note que U'(Xg, I, Ry, g, Ry) = 0 se, e somente se,

(XB7 [Ba RH7 IH7 RH) = (0,0,0,0,0).
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que coincide com o ponto de equilibrio livre da doenga para o sistema (5.102)). Assim, segue de
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(5.104) que a fung¢do definida em (5.103)) € tal que sua derivada é
U'lx) =U"(Xp,Ip, Xg, Iy, Ry) <0 (X, Ip, Xy, Iy, Ry) # (0,0,0,0,0).

Portanto, tem-se que U(Xp, Ip, Xy, Iy, Ry) dada em (5.103) é uma fungdo de Lya-

punov estrita, definida em .26 E pelo principio da Invaridncia de La Salle, Teorema [4.29]

tem-se que o ponto de equilibrio livre da doenga € globalmente assintoticamente estavel quando
Ro < 1.

|

Observacao 5.8 Leon|(2016) traz candidatas a fungoes de Lyapunov para cada modelo epidé-
mico usando combinagéoes adequadas das seguintes funcoes:

-
1. L(xy,29,...,2,) = > ¢ (xz - — x;‘lnx—;t)

=1

n

2. V(Jfl,l'g,...,l’n) - Z%(xl_x;k)Q

i=1
3. Wz, z2,...,2,) = § [Z (x; — 3:;“)2]
i=1

Foram realizadas algumas tentativas até encontrar a fungdo U(x) dada em (5.103),
para que tal funcdo fosse uma funcdo de Lyapunov. Realizou-se também diversas tentativas
considerando as candidatas descritas para encontrar uma funcdo de Lyapunov para o ponto de

equilibrio endémico, mas ndo obteve-se sucesso.
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6 ANALISE DE SENSIBILIDADE

A andlise de sensibilidade possibilita determinar com quais parametros uma varidvel,
que depende diferencialmente dos mesmos, possui maior sensibilidade, o que permite mudar
o comportamento qualitativo das solugdes. Dessa forma, o conhecimento dos parametros que
causam maiores mudancas possibilitam melhorar as formas de controle de uma epidemia.

Chitnis, Hyman e Cushing (2008)), definem o indice de sensibilidade como:

Definicao 6.1 O indice de sensibilidade normalizado para frente, da varidvel u, que depende

diferencialmente do parametro p é definido como:

Tem-se ainda as relagdes presentes na Tabela|[]|

Tabela 1 — Anélise de sensibilidade da varidvel p em relacdo ao pardmetro p, do
qual depende diferencialmente.

Impacto dos parametros Valor de referéncia
Baixo impacto I'h <04
Médio impacto 0,4 < F;; <0,5

Alto impacto 0,5 <I¥

Fonte: elaborado pela autora.

Além disso, valores positivos indicam que a varidvel p € diretamente proporcional ao
parametro p , enquanto valores negativos indica que sao inversamente proporcionais.
Dessa forma, deve-se calcular qual o indice de sensibilidade para cada um dos parame-

tros presentes no modelo, sendo o R definido em (5.89).

apfp

Ry= —2
0 bB<OéB—|-bB)

Note que como R, depende apenas dos parametros a g, Op, bg, deve-se calcular os

ORo

indices de sensibilidade para esses parametros, tendo em vista que o5

= 0 para os demais
parametros.
Primeiramente, calculando o indice de sensibilidade de Ry com relagdo ao pardmetro

bp.
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Tem-se que:

Ry by
obg Ry

_ 0 ( aplp ) 'b_B
a 8bB bB(OéB + bB) Ro
. —(O{B + 2b3) bB
- (QBBB) <b2B<aB + bB)Q) : EO

- e () (Mo25,)
(%) - (bp(ap + b))
(ap + 2bB).

ap +bp

Ro __
FbB =

Note que independente do valor dos parametros ag € bg, o valor de FZ;O serd negativo,
portanto o pardmetro b ndo impacta diretamente R. Na se¢do [§]serdo apresentados os valores
para cada um dos parametros presentes no trabalho de (ABAKAR et al., 2017), na Tabela EL

Considerando tais valores, tem-se by = 0,177, ag = 1,083. Portanto:

ap + 2bB
ag + bp
— _1,140476.

Ro
FbB

Ou seja, bp tem um baixo impacto em R e além disso, R € inversamente proporcional
ao parametro bp.

Agora, calculando o indice de sensibilidade de R, com relacdo ao pardmetro as:

[Ro % .28
B Jdag Ry
. 0 apfp ap
" dag (bB(aB + bB)) "R
B (bB(aB +bp)Bp — OzBﬁBbB) (aBbB(aB + bB)>
= 0%, (as + bp)? 5B
bg(ap +bp) — apbp
bp(ap + bp)
N ap + bB'
Dessa forma, se ap < bp, entdo ap + b < 2bp, logo % < a;—fij = Fﬁg. Portanto, se

ap < bp, segue que o parametro oz terd um alto impacto em R.
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Usando os valores descritos em |Abakar et al. (2017) (Tabela @), tem-se que:

bB<OéB + b3> — OéBbB
R — 6.1
B bB(OéB +bB) ( )

= 0,1404762.

Ou seja, segundo os dados, o parametro orp terd um baixo impacto sobre a taxa de
reproducdo bésica Ry.

Por fim, calculando o indice de sensibilidade do pardmetro Sp

[Ro — % . 5_3
on 98 Ro
_ 0 ( apfp ) _5_3
9B be(ap +bs)) Ro
_ (a—B) . <5BbB<OfB+bB))
~ \bp(ap +bp) apfp
= 1.

Portanto, independente dos valores dos parametros, Sz terd um alto impacto em R.

Em resumo, na Tabela 2| tem-se o indice de sensibilidade de cada um dos pardmetros.

Tabela 2 — Indices de sensibilidade da razdo de reprodugio bésica em relagio a cada um dos
pardmetros presentes no modelo.

Parametros \ Representagao Indice de Sensibilidade

Natalidade bovina bp —1,140476
Transmissao entre bovinos 5%, 1

Periodo de incubagdo bovina ap 0,1404762
Natalidade humana by 0
Transmissdo de bovinos para humanos Bu 0
Periodo de incubacdo humana op 0
Sucesso no tratamento Ox 0
Perda de imunidade temporaria YH 0

Fonte: elaborado pela autora.

Note que o pardmetro bp € inversamente proporcional a R, tendo um baixo impacto,
ap apesar de ser considerado diretamente proporcional também possui um baixo impacto. E
o parametro [z € diretamente proporcional a R e possui um alto impacto no comportamento
qualitativo das solugdes. Portanto, para um controle da Tuberculose Bovina, € necessério con-

trolar a taxa de infeccao entre bovinos.
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7 MODELO PARA POPULACAO DE BOVINOS NAO CONSTANTE

Foi realizada uma adaptac@o no modelo proposto para a Tuberculose Bovina para que a

populacao de bovinos fosse ndo constante. Para isso foram consideradas algumas condi¢des:

e bp — up < 0: ataxa de mortalidade € maior do que a taxa de natalidade entre bovinos,
pois nessa adaptacdo serd considerada a mortalidade tanto pela doenga ou outras causas

naturais e também o abate para consumo.
e : trata-se de uma quantidade de animais que serd recrutada de fontes exteriores.
e Ng5(0)- (bp — pp) + & > 0: condi¢do imposta para que o sistema seja bem posto.

e As equagdes de cada subpopulacido niao foram divididas pelas populacdes totais (Np e

Np), isto é, ndo foi realizada a mudanca de varidvel presente em ((5.18)).

Com tais alteragdes o sistema adaptado se torna:

¢ _ _ ] =
Sp = {+bpNp— 5BSBN—B — 1BSB
_ B
_ Iy _
Ly = 5BSBN— —(ap +pp)Lp
B
jjg = aplp— MBjB
_ _ _ T _
St = by(Ng — Sy) — BHSHN—B +uRy (7.1)
B
-, _ Ip -
Ly = 5HSHN— — (g + by )Ly
B
j}{ = OéHEH - (5H+bH>jH

Note que

Np = Sp+Lx+13
_ T _ T _ _ _
= §+bpNp— 5BSB—B — upSp + 5BSB—B — (ap+pup)Lp +aplp — pplp
Np Np
= {+bgNp — upNp
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Observacao 7.1 No ponto de equilibrio, temos que a populagcdo de bovinos é constante, assim

sendo, Nj(t) = 0.

0 = &+ (bp—puB)Np

—£
N; =
B bp — B
= & (7.2)
1B — bp
portanto, no ponto de equilibrio tem-se que a populagdo total de bovinos é Np = ;b
HB — 0B
Assim, os pontos de equilibrio sdo dados por:
( B I_e B
$+baNp — By~ — pwSp =0 (7.3)
B
_Je _
B5S% NBe — (g4 pp)LG =0 (7.4)
B
OéBI/eB - ,LLBI_e =0 (75)
< e Qe Qe jg pe
bH(NH_SH)_ﬁHSHF‘F’YHRH—O (7.6)
B
Qe I_% Te
BHSHNe - (OéH + bH)LH =0 (77)
B
agLlsy — (6 +bg)IG =0 (7.8)
( Sulfy — (yu + bu)Ry =0 (7.9)
Dessa forma, isolando o termo EGB em ((7.4), obtém-se
aply —uply = 0
_ Ie
Ig, = Hboos (7.10)
ap
substituindo a expressdo encontrada em para L% na equagdo (7.4), tem-se:
BBShH s (ap + MB)MBE@B =0
Ng ap
Sy (o +pB)is
I B _ 27 20721 = 0. 7.11
B {@B N - (7.11)

Assim, os pontos de equilibrio sdo dados por 1% = 0, denominado ponto de equilibrio

(aptuB)us

on ] = 0, denominado ponto de equilibrio endémico.

. 5
livre da doenga ou [ﬁ BNE —
B
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7.1 Ponto de equilibrio livre da doenca

Primeiramente, considerando I% = 0 o ponto de equilibrio é dado pelas expressdes

(7.12)-(7.18).
£+ bgNg — upS% =0 (7.12)
—(ap+ pp)Ly =0 (7.13)
agLl% =0 (7.14)
bi(Nu — Spy) +yu Ry = 0 (7.15)
(o + b Ly =0 (7.16)
aglly — (0 +bg)ly =0 (7.17)
| Ouly — (yg +bu)Ry =0 (7.18)

Assim, de acordo com as equagdes (7.13)) e (7.14)), segue que LY = 0, ja que ap e up
sdo diferentes de zero. Isolando o termo S% em (7.12) tem-se:

§+bpNg

59 =
o UB

(7.19)

Ja considerando a equag@o temos que LY = 0, tendo em vista que (o +by) # 0.

Logo, tem-se:

( ~_ §+bNp

50 — — (7.20)
Ly =0 (7.21)

Ih=0 (7.22)

bu(Nu — Spyy) +yu Ry = 0 (7.23)
LY =0 (7.24)

— (0 + b)) =0 (7.25)

\ Ouly — (vu +bu)RYy =0 (7.26)

Ou seja, segue de (7.25) e (7.26) que I = 0 e R} = 0, respectivamente, e por fim,
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isolando o termo SY em (7.23), tem-se

bi(Ng —S%) = 0.

S% = Ny (7.27)

Portanto, o ponto de equilibrio livre da doenga do sistema (7.1) é dado por:

§+bpNg

o= (38 T 3, S0 Ly I By = (S50

,0,0, NH,0,0,0> (7.28)

7.2 Ponto de equilibrio endémico

(ap+pB)us

. Sx
Agora, considera-se |BpE — =
B

] = 0. Portanto, tem-se que:

(ap + pup)ps- Ng

St (7.29)
b apBp
Assim, tem-se que o ponto de equilibrio é dado por:
( e I_B Ok Ok
B
jE Q* T *
Boye S5 — (ap +pup)Ly =0 (7.31)
B
_ _ I _
bu(Nu — Sy) = BuSyr + Ry =0 (7.33)
B
_ I _
BuSy-E — (ay +by)Lj =0 (7.34)
Ng
agLy — (6 +bg)l; =0 (7.35)
\ Ouly — (v +bm) Ry =0 (7.36)
Assim, de obtém-se I},
_ BpS* _
€4+ bgNg — I F855 —upSy = 0

*
B e
NB
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ou seja,
T* g* e Q*
- Bﬁjli[eB = —(§+bpNp) + upSp
B
~I = [~(€+bsNp) +psSp] - 2=
5353
- bpN§ — upSs)NE
r, - E+beNi M5 N5 (1.37)
ﬁBSB
De (7.32) obtém-se L%, dependendo do valor de [}
Iy, = “Br (7.38)

ap

Isolando o termo L% e % em (7.33)) e (7.36)), respectivamente, obtemos:

_ S 4 b -
o, = Ontba) (7.39)
g
_ 5y -
Ry, = —H [ 7.40
" (yu +bu) (740

Substituindo a expressdo encontrada para L%, (7.39) em (7.34)), tem-se

I (0 + by) -

Sr-B —(ag+b I;; =0
Bu e (mr + byr) o lm
g+ Bulp  (ay +by)(0m + bH)[—*
H - H
Ng (0924
S (g +bg)(0n +br) 7. Np
SH — IH . =
ag 5HIB
_ Ne
gy - lut bH)(‘SH_f b)Ni 1. (7.41)
apBuly

Agora, substituindo as expressdes encontradas para S3; (7.41) e R} (7.40) em (7.33),

T
tem-se [7;.

(apg +by)(0g +bu) N, - )
b | Ny — - Iy
H( " anPuly "
Iy (g +by)(0g +bg)Ng - On T
_ : _ I+ oIy = 0
Pi e onBuly 0+ b
(am +bu)(0 + b)) N - )
b | Nj — - Iy
H( a CIH/BHIE "
bir) (0 + brr) - ou -
_len +bn)On+ba) p w0 g g (7.42)

ap (ver + b))
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Logo, isolando I}; em (7.42)), tem-se

(g +bp) (0 + by )by Np e (o + b)) (0 + bpr) I Yidn
- +

- - [;; = —byNj}
agfuly ap T (yg 4+ o) e
=S (OéH—FbH)((SH—l—bH)bHN% (aH+bH)(5H+bH) '7H5H %
apBuly ap (ver + bm)
I {—(OéH +0u) (O + bu)bu Np (v + bn)
i apBuly(ve + bm)
_ (an +bu)(0n + bu) Bulp(u + bu) YHOrOHSH b ]
anBuly(ve + bm) anBuly(ve + bm)
= —byNy (7.43)
assim, seja 7 definida como em ([7.44):
_ (o +bu)(0u + bu)bu Np(v + bu)
apBuly(ve + bm)

anBuly(ym + bm) anBully(ve +bu)

logo, podemos escrever [;; como:

H_n'

.. buNj

Assim, o ponto de equilibrio endémico é dado por z¥, = (Sg, L%, I, Si;, Ly, I, RY;)

@A43).

3. _ (ap + up)usNp
s =
O‘BBB
Ly = 220
ap _
oo (§+bpNg — upSy)Np
B - Q%
bﬁBfB by ) N
g, = lontbw)On +bu)Ngp (7.45)
anBuly
| (5H+bH)
= \VHTOH)
g
_ b Ny
I; =
5
R* — H I_*
\ i fyH_'_bH "
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Sendo 7 definida em e N§ em (7.2). Dessa forma pode-se enunciar o seguinte

resultado:
Teorema 7.2 O sistema (1.1)) definido na regido

LaOSSH‘i‘]H"‘RHSNH}

Q= {(SB7LB7IB)SH7]H7RH>:0§ SB+LB+IB S
,uB—bB

possui um tnico ponto de equilibrio livre da doenca 2, e um unico ponto de equilibrio
Ayt *
endémico x}; (7.45).

7.3 Estabilidade Local do ponto de equilibrio livre da doenca

Primeiramente, note que a populagdo de humanos Ny é constante, assim, Ny = 0,

portanto, podemos escrever L, como combinagio linear das demais subpopulagdes, pois
Ly = =(Su + Iy + Ryy)

Portanto, o sistema ([7.1)) de ser reescrito:

(

St = £+bg(Sp+Lp+1p)—BeSp——->B— o — 1S
B 5 B(B 7B B) BB B(SB+LB+[B) UBoB

_ In _
L, = Sp—= = — — (ap + L
B BB B(SB+LB+[B) (B MB)B
Ifg = OéBI/B—MBjB

- , (7.46)
St = by(Ny — Sy) — BuSy—=—2—— + yuR
H H( H H) 5H H(SB+LB+]B) YHITH
Ry = Sply — (vg + bH)RH
Teorema 7.3 Se Ry < 1 o ponto de equilibrio
—0 =0 =0 =0 =0 = = bpN¢
o8y = (8. L. T 8y Ly T ) = (5225,0,0,800,0,0.0)
B

dado em do sistema definido em (1.46)) é localmente assintoticamente estdvel.
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Demonstracao:

Primeiramente, a matriz jacobiana do sistema dado em (7.1)) é dada por

Jll J12
J21 J22

Df(l’) = Df(S’Byl_/BajB7SHa-ZH7]_H7RH) -

sendo Ji1, Ji2, Jo1, Joo as matrizes definidas em (7.47), (7.49), (7.49)), (7.50), respectivamente.

by — NBﬁleiv_%BBngB — 1 by — —BEJs’VfésgB bg — NBBBS'J?V%BBjBS'B
T — NBBBjB}V:?E’ﬁBngB *519;\;]2335'3 _ (OéB + /~LB) NBﬁBS'J?V%ﬁBfBS'B (7.47)
0 ap —UB
0 0 O
Ji2=10 0 0 (7.48)
0 0O
[ _ —BuSulp  —BuSulp  NpBuSu—BuSuls i
NE NE NE
o1 = 0 0 0 (7.49)
0 0 0
—bH — % 0 YH
0 Om —(vm + bu)

Aplicando, na matriz jacobiana D f (Sp, L, I, Si, I, Ri) (7.3)), o ponto de equilibrio
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da doenga (7.28)), dado por:

0 =0 =0 =0 =0 = by N,
= (3. D 13, S0 T ) = (S50 008,00) sy
B
tem-se ainda, por (7.2)), temos que N = ;ﬁ
Df('r21> =
B N9 3530 ]
bB — UB bB bB - 5\]—%]3)23 0 0 0
0 —(ap+pup) B g 0 0
B “B (N%)Q
0 ap —UB 0 0 0
(7.52)
0 g0
0 0 Nggg)fff —by 0 vy
0 0 0 —Qp —(5H+bH+aH) —Qy
0 0 0 0 Sn ~(y + b) |

Assim, o polindmio caracteristico é dado por p3()\) = det(D f(x°,) — \Id)

B55%
bs — pp — A bg bp — 223 0 0 0
B
a0
0 ~(ap+pp+r)  PBom 0 0 0
B
0 ap —pup — A 0 0 0
p3(A) =
gO
0 0 6?{,%” by — A 0 H
0 0 0 —Qp —(6H+bH+OéH+>\) —Qap
0 0 0 0 28 —(yg +bg + )




—(ap+ps+A) % 0 0 0
ap —pup — A 0 0 0
0 S by — A 0 o
0 0 —ay  —(0g +by +ag+ ) —ay
0 0 0 On —(vir 4+ b + N
logo,
p3(A) = (bp—pp—A)-(—ap —pup —A)
—pg — A 0 0 0
B by — 0 i
0 —ay  —(0g+by+ag+A) —ay
0 0 om —(vg + by + A
—(bp —pp —A) - ap
k0 0 0
B by — A 0 i
0 —ay  —(0g +by+ag+ ) —ay
0 0 on —(yu + by + N

94




ps(A) =

ou seja,

ps(A) = [

(bp — pp = A) - (—ap —pp — A) - (—pp — A)
—-b}{ - A 0 YH
—Qg —(5H+bH—‘rOéH+)\) —Qyg
0 Ox —(’YH—I—bH—l-)\)
BpSY%
—(bp — B — )\) ap
Np
—bg — A 0 VH
—og —(5H—|-bH+OéH+>\) —og
0 o —(vg + by + A)
bp —pp —A) - (—ap —pup — ) - (—pp — A)
BpSY
—(bB—,LLB—)\) ap N%
——b}{-— A 0 YH
—Qyg —(5H+bH+OéH+/\) —Qy
0 Ox —(’7H+bH—|—)\)
5;0
= bp—ps—A-|(map—pp = A) - (—pp — A) —ap B]BV—OB
B
s(A) ~ ~~
q3(\)
—bg — A 0 VH
—Oof —(5H+bH+OéH+)\) —og
0 On _(’VH"‘bH‘i‘)\)

J/

-

r3(A)

95

Assim, pode-se escrever o polindmio caracteristico p3(\) como o produto dos polind-
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mios s(A) (7.53) , g3(A) e (T.54) e r5(A) (7.55).

8()\) = bB — UB — A (753)
apfpS?
B0 = (~ap—pp—X) - (- — A) — LB (7.54)
B
—by — A 0 Yir
r3(A) = —ag  — (g + by + g +N) —ag (7.55)
0 on —(yg + by + A)

O polindmio s(\) tem como raiz A = bg — pp e, por condicdo inicial, temos que
bp — g < 0, portanto, o polindmio s(\) (7.33) possui raiz com parte real negativa.

Note que o polindmio r3(\) coincide com o polindmio r; dado em (5.82)), e portanto, tal
polindmio possui todas as raizes com parte real negativa, como foi mostrado no Teorema [5.4]

Assim, resta mostrar que g3(\) também possui todas as raizes com parte real

— 0
negativa, lembrando que S% = <2%5 (7.19).

KB
apfpS}
(A = (—ap—pp—A) - (—pp—A) — TN £
B
G0
= QBMB+OZB)\+M129+/~LB)\+MB)\+/\2—QB]€#
B
o + bp N
— )\2+(OZB—|-2/LB))\+<&B+,UB),UB— ]ling é BB
B HB
+bpN?Y
= N+ (ap+2up)\ + (ap + pp)is — QBBBSO 5Vp) (7.56)
BMB
Portanto, tem-se que ¢3(\) é um polindmio de segundo grau, tendo-se:
a = 1 (7.57)
b = ap+2up (7.58)
o +bpNY
¢ = (ap+pp)us — BBB]%O 5Np) (7.59)
BHB

Para mostrar que todas as raizes possuem parte real negativa, inicialmente mostra-se
que todos os coeficientes a (7.537), b (7.58)) e ¢ (7.59) séo positivos. Para isso, resta mostrar as

condi¢Oes necessarias para que ¢ > 0.
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De fato,
apfp(€ +bpNB)
(g + pB)ps — NOjip 0
(ap + pp)upNg — apBp(€ +bpNp) > 0
1
ZNE |1 — bpNp) - > 0. 7.60
(ap + pu)upNg apBp(§ +bpNg) (a5 + 1p)IBND (7.60)
Segue de que para ¢ > 0 basta que
1—O[B,BB(€+Z)BNO)' ! > 0
B (ap + pnp) i NG
bgNY
1 > onfeE 5 BO>. (7.61)
(ap + pB)npNp
Assim, pode-se definir a taxa de reprodugao basica Ry como
bpNY
RO QB63(5+ B B) (762)

(B + puB)uENg

Com isso, temos que ¢ > 0, sendo ¢ como definido em (7.59). Dessa forma, g3(\) é um
polindmio de segundo grau com coeficientes a (7.57), b (7.58)) e ¢ (7.59) positivos. Portanto,

. . : _ apBp(E+beNY)
q3(\) possui todas as raizes com parte real negativa, quando Ry = m < 1(7.62).

Assim, quando Ry < 1, p3(\) possui todas as raizes com parte real negativa, e pelo

Teorema o ponto de equilibrio livre da doenga z¥;, dado em ¢ localmente assintoti-

el»

camente estavel.
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8 SIMULACAO NUMERICA

Nesta se¢do encontram-se as simulagdes numéricas, sendo que na Subsecdo tem-se
a simula¢@o numérica do modelo para a Tuberculose Bovina presente na Sec@o [5| considerando
ambas as populacdes, de humanos e de bovinos, constantes e utilizando os dados presentes em
Abakar et al. (2017)). Na Subsecdo tem-se a simulacido deste mesmo modelo, com popula-
coes constantes, porém considerando os dados do Rio Grande do Sul, entre 2011 e 2017. Por fim
na Subsecdo [8.3] tem-se a simulagdo numérica do modelo proposto na Secdo [7} considerando a
populagdo de bovinos nao constante e utilizando os dados presentes em Abakar et al. (2017).

Todas as simulagdes foram realizadas no programa R® (R CORE TEAM, 2018) com o

uso do pacote DeSolve.

8.1 Tuberculose Bovina, com populacoes constantes

As simulacdes foram realizadas considerando o modelo para Tuberculose Bovina para
populagdes de bovinos e humanos constantes, definido na Secdo [5] e considerando os dados
presentes no trabalho de |Abakar et al.| (2017), sendo que as subpopulag¢des iniciais foram divi-
didas pelas populacdes totais, tendo em vista que o modelo em estudo considera a propor¢cao

das subpopulagdes, tais dados estdo presentes na Tabela 3]

Tabela 3 — Populacdes de bovinos e humanos em Marrocos.

Subpopulacdes \ Iniciais \ Populagdes totais \ Proporcionais
Sg5(0) 2.601.860 0,8200003
Lg(0) 79.610 3.172.999 0,02508983
I5(0) 491.529 0,1549099
Su(0) 33.006.946 0,9999635
Ly (0) 784 0,0000237
I1(0) 420 33.008.150 0,0000127
Ry (0) 0 0

Fonte: adaptado dos valores disponiveis em |Abakar et al.[(2017).

Os parametros utilizados nas simula¢des também foram retirados de Abakar et al.| (2017)),
tais pardmetros estdo presentes na Tabela] em todas as simulagdes o tempo méximo conside-

rado foi de 200 anos.
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Tabela 4 — Pardmetros do modelo compartimental para a Tuberculose Bovina.

Pardmetros | Representagio | Valores
Natalidade bovina bp 0,177
Transmissdo entre bovinos BB 0,249
Periodo de incubag¢do bovina ap 1,083
Natalidade humana by 0,0229
Transmiss@o de bovinos para humanos By 0,00015
Periodo de incuba¢do humana o 1,083
Sucesso no tratamento On 2
Perda de imunidade temporaria Yu 0,5

Fonte: adaptado dos valores disponiveis em|Abakar et al.| (2017).

As taxas de infec¢@o entre bovinos S e de bovinos para humanos 35 foram alteradas
para que a taxa de reproducio bdsica, R definida em (5.89), fosse menor ou maior que um, os

valores considerados em cada uma das simulagdes estdo na Tabela 5]

Tabela 5 — Simulagdes numéricas realizadas

Figuras \ Bp \ Bu \ Ro
Figura 2 0,001 0,00015 0,004856
Figura|l3 0,1 0,00015 0,4856067

Figura|14 0,3 0,00015 1,45682
Figura[l5] 0,95 0,00015 4,613263
Figura[l6] 0,001 0,1 0,004856
Figura|l7] 0,1 0,1 0,4856067
Figura|I§] 0,3 0,1 1,45682
Figura 19 0,95 0,1 4,613263

Fonte: elaborado pela autora.

Em cada um dos gréficos desta subse¢do, além da solucdo apresentada em azul, foi plo-
tado um tracejado na coordenada do ponto de equilibrio, quando R < 1, o tracejado apresenta-
se em verde, indicando o ponto de equilibrio livre da doenga, e quando Ry > 1, o tracejado se
encontra em vermelho, indicando o ponto de equilibrio endémico.

Como, principalmente na populacdo de humanos, a subpopulacgao de suscetiveis € muito
proxima a um e as subpopulacdes de infectados e recuperados muito proximas de zero, os
gréificos foram plotados com uma escala mais apropriada para melhor visualizagdo.

Primeiramente, considera-se valores baixos para a taxa de infec¢do entre bovinos (g,

como na Figura[I2] onde (5 é igual a 0,001 e R, € igual a 0,004856067.
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Figura 12 — Dinamica da doenga Tuberculose Bovina nas populagdes de
bovinos e humanos, g = 0,001 ¢ Rg = 0,004856067.
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Fonte: elaborado pela autora.

Note que a subpopulacdo de bovinos suscetiveis cresce e antes de 50 anos a populacao
de bovinos € “muito préxima” da populacao total de suscetiveis, enquanto isso a subpopulagdo
de infectados decresce para “muito proximo” de zero.

Na subpopulacido de humanos suscetiveis ha um intervalo em que a mesma decresce, e
em seguida hd um crescimento, fazendo com que a populagdo humana seja “muito préxima”
da populacdo suscetivel total antes de 50 anos, tal oscilagdo ocorre pelo fato de humanos serem
infectados, passarem por um processo de tratamento e recuperagdo, tornando-se novamente
suscetiveis.

Na Figura|13] a taxa de transmissdo entre bovinos Sp foi de 0,1, e a taxa de reproducao
basica R € igual a 0,4856067.

Pode-se notar que, da mesma forma que ocorreu na Figura [I2] as subpopulagdes de
suscetiveis crescem e de infectados e recuperados decrescem, porém de forma menos acentuada
que a presente na Figura [[2] pois a taxa de infecgio é maior e isso aumenta também a taxa de
reproducdo bdsica R, porém ainda tem-se R, € menor que um, e dessa forma as solugdes de

cada uma das subpopula¢des convergem para o ponto de equilibrio livre da doenca.
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Figura 13 — Dinamica da doenga Tuberculose Bovina nas populagdes de
bovinos e humanos, S = 0,1 e Ry = 0,4856067.

Bovinos suscetiveis

Bovinos infectados

0.20

0.15

0.10

0.05

— cCuna
Ponto de equilibrio

°
8
s

T T T T T T T T T

0 50 100 150 200 50 100 150 200

Humanos suscetiveis Humanos infectados Humanos recuperados

8 8
S S
8 8
8 8
s s
0 0
a a
3 3
8 8
8 8
s s
o o
1 1
3 3
8 8
8 8
s s
I "
8 8
8 8
8 8
8 8
s s
s s \
8 8
8 8
8 8
S S

T T T T T s T T S T T

o
@
3

100 150 200

Fonte: elaborado pela autora.

T T
50 100 150 200

T T
0 50 100 150 200

101

Agora considere g igual a 0,3, com isso tem-se que R € igual a 1,45682, a simulagio

estd na Figura[[4]
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0.60

0.9990 0.9992 0.9994 0.9996 0.9998 1.0000

Figura 14 — Dindmica da doenga Tuberculose Bovina nas populagdes de
bovinos e humanos, g = 0,3 ¢ Ry = 1,45682.
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Fonte: elaborado pela autora.
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Note que neste caso, como tem-se que R € igual a 1,45682 > 1, o sistema deve conver-
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gir para o ponto de equilibrio endémico que foi calculado em (5.76)), pode-se notar que dentro
de 50 anos, as populacdes convergem para o ponto endémico, como era esperado. Ou seja, as
populacdes de suscetiveis decaem até se estabilizarem no ponto de equilibrio endémico, en-
quanto que as populacdes de infectados e de recuperados, no caso da populagdo de humanos,
apresentam um crescimento e se estabilizam.

Ao considerar uma taxa de infec¢do ainda maior, Sp igual a 0,95, tem-se que R € igual
a 4,613263, logo cada bovino infectado inserido em uma populacdo completamente suscetivel
infecta em média mais de quatro bovinos, a simulagdo estd na Figura[I5]

Como pode-se observar, as subpopulagdes de suscetiveis decaem acentuadamente até o
ponto de equilibrio endémico, bem como as de infectados e recuperados aumentam de forma

bem acentuada.

Figura 15 — Dindmica da doenga Tuberculose Bovina nas populagdes de
bovinos e humanos, g = 0,95 e Ro = 4,613263.

Bovinos suscetiveis Bovinos infectados

0.8
I

0.8
I

0.6
I

0.4

0.2

0.9990 0.9992 0.9994 0.9996 0.9998 1.0000

02 03 04 05

0.1

T

T T

50 100 150

Humanos suscetiveis

200

T T T T
50 100 150 200

Humanos infectados

— cuna
- Ponto de equilibrio

Humanos recuperados

0.00005 0.00010 0.00015 0.00020

0.00000

/

0.00010 0.00015 0.00020

0.00005

0.00000

T

T

T

T

T

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Fonte: elaborado pela autora.

Agora considere os mesmos valores da taxa de transmissao bovina, S ja apresentados,
porém alterando a taxa de transmiss@o de bovinos para humanos, (.

Note que a taxa de reprodugio bdsica R, encontrada em (5.89), é dada por:

apfp

Roy= ——"7—"—.
0 bp(bp + ap)

Logo, alterar Sy ndo altera em nada o valor de R e também ndo altera a convergéncia
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para os pontos de equilibrio livre da doenga e endémico.

Nas figuras ja apresentadas, 5y € igual a 0,00015, pois trata-se do pardmetro dado por
Abakar et al. (2017). Nas figuras a seguir serd considerado 3 igual a 0,1, ou seja, a transmiss@o
de bovinos para humanos serd bem maior do que a anterior.

Na Figura[16] tem-se $p igual a 0,001, S € igual a 0,1 e R, é igual a 0,004856067.

Nota-se que ha uma oscilagdo maior nas subpopula¢des humanas, sendo que o nimero
de infectados e recuperados é maior do que na Figura[I2] sendo que o valor para R, em ambos
€ 0 mesmo, alterando apenas a taxa de transmissao de bovinos para humanos Sp.

Porém, como era de se esperar, hd a convergéncia de todas as populacdes para o ponto

de equilibrio livre da doenca.

Figura 16 — Dindmica da doenga Tuberculose Bovina nas populagdes de
bovinos € humanos,
B =0,001, By = 0,1 e Ry = 0,004856067.
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Fonte: elaborado pela autora.

Na Figura [I7] os pardmetros tomados sdo Sp igual a 0,1 Sy igual a 0,1 e a taxa de
reproducdo bdsica R igual a 0,4856067. Novamente, as populacdes convergem para o ponto

de equilibrio livre da doenca.
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Figura 17 — Dinamica da doenga Tuberculose Bovina nas populagdes de
bovinos e humanos,
B =0,1, 8y =0,1eRy=0,4856067.
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Fonte: elaborado pela autora.

Na Figura [18| considerou-se Sp igual a 0,3, Sy igual a 0,1 e R igual a 1,45682. Note

que, como Ry > 1, as subpopulac¢des convergem para o ponto de equilibrio endémico.

Figura 18 — Dindmica da doenga Tuberculose Bovina nas populacgdes de
bovinos € humanos,
B =0,3, By =0,1 e Ry =1,45682.
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Fonte: elaborado pela autora.
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Na Figura|19|considerou-se (55 igual a 0,95, fp igual a 0,1 e R igual a 4,613263.

Figura 19 — Dinamica da doenga Tuberculose Bovina nas populagdes de
bovinos e humanos, g = 0,95, By = 0,1 e Ry = 4,613263.
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Fonte: elaborado pela autora.

Como pode-se observar, as subpopulagdes de suscetiveis decaem acentuadamente até o
ponto de equilibrio endémico, bem como as de infectados e recuperados aumentam de forma
bem acentuada.

Nota-se que tanto para o ponto de equilibrio livre da doenga quanto para o endémico, as

simulag¢des corroboram com os resultados tedricos obtidos na Secdo [5

8.2 Tuberculose Bovina no Rio Grande do Sul

O ministério da agricultura do Rio Grande do Sul*]disponibilizou uma planilha da es-
timativa de bovinos contaminados pela Tuberculose Bovina em 2011, em tais dados, existem
64913 bovinos infectados I, dos 13.714.013 que formam o rebanho total Ng do estado neste
mesmo ano.

O periodo de incubacdo € de 3 a 8 semanas (DUARTE, 2008)), usando-se como periodo
médio 5,5 semanas, assim ao longo de um ano, composto por 52 semanas, tem-se cerca de

10 periodos de laténcia, tais dados foram utilizados para estimar a subpopulagdo inicial de

** A expressdo Rio Grande do Sul serd representado pela sigla RS neste documento.
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latentes, tendo em vista que os 64913 casos que constam como infectados podem ser divididos
dentro desses 10 periodos de laténcia presentes em cada ano, assim a subpopulacdo estimada
de latentes L é de 6491.

Por fim, a subpopulacio de bovinos suscetiveis S, é dada pela subtraciio das subpopu-
lagdes de infectados e latentes da populacdo total, ou seja, 13.642.609.

Segundo a Fundagao de Economia e Estatistica, a populagao de humanos total Ny do
RS em 2011 era de 11.069.861 (FEE, 2011), agora, com relacdo a populacido de humanos, como
a Tuberculose Bovina possui diagndstico e tratamento idéntico a da Tuberculose, os dados de
ambas ndo sdo separados, pois para diferenciar necessita-se de exames caros e demorados,
que ndo estdo disponiveis em qualquer laboratério, o nimero total de casos de Tuberculose no
estado foi de 46,2 a cada 100 mil habitantes, como a populagdo total do estado neste mesmo ano
era de 11.069.861, estima-se que existiram 5114 infectados por qualquer tipo de tuberculose,
porém, segundo|Mueller et al.|(2013)) tem-se que o nimero de casos de Tuberculose Bovina € de
aproximadamente 15% do nimero de infectados por qualquer Tuberculose, logo a subpopulagido
de humanos infectados I foi considerada igual a 767.

Usando a mesma relagdo do periodo de laténcia usado para a populacdo de bovinos,
segue que a subpopulacdo de latentes (L) é de 77, a subpopulacio de recuperados no instante
inicial é considerada nula. Dessa forma, segue que a subpopulacdo de humanos suscetiveis
(SH), que é dada pela subtragio das subpopulacdes de humanos infectados e latentes da popu-
lagdo total é de 11.068.784.

Dessa forma, as populacdes a serem utilizadas na simulagdo numérica estio descritas na

Tabela

Tabela 6 — Populacdes de bovinos e humanos no Rio Grande do Sul em 2011.

Subpopulacdes \ Iniciais \ Populacdes Proporcionais
Sp(0) 13.642.609 0,99479337
Lg(0) 6.491 13.714.013 0,00047333
I5(0) 64.913 0,0047333
Su(0) 11.068.784 0,9995831
Ly (0) 77 0,00003791022
Iy(0) 767 11.069.861 0,0003790091
Ry (0) 0 0

Fonte: elaborado pela autora.

Segundo o relatério da Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuaria (EMBRAPA), em
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2016 houve 2.788.204 nascimentos de bovinos no RS. Como neste mesmo ano a populagdo
total de bovinos foi de 13.556.140, a taxa de natalidade é dada por aproximadamente 0,205678
(EMBRAPA| 2018).

Ainda segundo a estimativa disponivel pelo Ministério da Agricultura do RS, em 2011,
473,33 animais reagiram positivamente ao teste tuberculinico, a cada 100 mil animais testados.
Dessa forma, a prevaléncia da Tuberculose Bovina, ou seja a taxa de transmissao ente bovinos
¢ dada por B € igual a 0,0047333, por fim, o periodo de incubagdo, como dito anteriormente é
de em média 5,5 semanas, logo, ag € igual a 0,1057 ao ano.

Agora veremos os parametros relacionados a populagao de humanos, segundo a base de
dados do SUS (Sistema Unico de Saude), a taxa de natalidade bruta em 2012 foi de 12,9/mil
habitantes, ou seja, by € igual a 0,0129 (DATASUS. Departamento de Informatica do SUS|
2012)).

Em 2011, o coeficiente de incidéncia da Tuberculose foi de 46,2/100 mil hab, portanto,
a taxa de transmissao de bovinos para humanos serd de Sy € igual a 0,000462. O percentual de
cura neste mesmo ano foi de 60,9%, dessa forma a taxa de sucesso no tratamento de humanos
serd de 0,609%, tendo em vista que o tratamento dura 6 meses, temos que vy € igual a 0,5,
sendo esses dados disponiveis no Relatério sobre Tuberculose, sendo assim nao se diferencia a
contaminacao por Mycobacterium bovis (RIO GRANDE DO SUL. Divisao de Defesa Sanitaria
Animal, 2016)). Tais dados estao expostos na Tabela[7|

Tabela 7 — Parametros relacionados a Tuberculose Bovina para as populagdes de
bovinos e humanos no estado do Rio Grande do Sul.

Parametros | Representagio |  Valores
Natalidade bovina bp 0,205678
Transmissao entre bovinos 577, 0,0047333
Periodo de incubagdo bovina ap 0,1057
Natalidade humana by 0,0129
Transmissao de bovinos para humanos By 0,000462
Periodo de incubagao humana oy 0,1057
Sucesso no tratamento Om 0,609
Perda de imunidade temporaria YH 0,5

Fonte: elaborado pela autora.

Com tais dados, foi realizado no programa R® (R CORE TEAM, 2018) uma simulacao
numérica da prevaléncia da Tuberculose Bovina no rebanho do RS, entre os anos de 2010 a

2020, e para confrontar com dados atuais foram utilizados os dados da Tuberculose Bovina em
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bovinos presentes no relatério da Defesa Sanitdria Animal nos anos de 2015 e 2016 Rio Grande
do Sul. Divisao de Vigilancia Epidemioldgica (2016). E dados da Tuberculose em humanos,
entre os anos 2012 e 2016 que estdo presentes no relatdrio técnico Brasil. Ministério da Saude

(2016), os dados do ano de 2017, presente em PECT/RS. Secretaria de Estado da Saude do RS
(2018)). Tais dados estdo nas Tabelas [§] [9]e[10]

Tabela 8 — Dados da Tuberculose Bovina na populag@o de bovinos do Rio
Grande do Sul nos anos de 2011, 2015 e 2016.

2011 \ 2015 2016
Np(t) 13.714.013 13.224.041 13.556.140
Testados 238.873 230.934
Infectados ~ 0,0047333 1.721 1.564
Ip(t) 64.913 95.275 91.809
Lp(t) 6.491 9.527 9.181
Sp(t) 13.642.609 13.119.239 13.455.150
Ip(t) 0,0047333  0,007204665  0,006772498
Lp(t) 0,00047333  0,000720467  0,00067725
Sg(t) 0,99479337  0,99207486  0,992550252

Fonte: |R10 Grande do Sul. Divisao de Defesa Sanitaria Animall (2016)).

Tabela 9 — Dados da Tuberculose Bovina na populag@o de humanos do

Rio Grande do Sul entre nos anos de 2012, 2013 € 2014.

2012 2013 2014
Ny (t) 11.118.261 11.164.043 11.207.274
Infec 0,000451 0,000437 0,0004413
Iy (t) 752 732 742
Ly(t) 75 73 74
Sy (t) 11.117.205 11.163.015 11.206.232
Ry(t) 229 223 226
Iy (t) 0,0000676 0,0000655 0,00006619
Ly(t)  0,00000676  0,00000655  0,00000662
Sy(t)  0,99990498  0,99990793  0,99990703
Ry (t) 0,0000206 0,00001996  0,00002016

Fonte: Rio Grande do Sul. Divisdo de Vigilancia Epidemiological (2016).
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Tabela 10 — Dados da Tuberculose Bovina na populacdo de humanos
do Rio Grande do Sul entre os anos de 2015, 2016 e 2017.

| 2015 [ 2016 | 2017
Ng(t) 11247972 11286500  11.322.895
Infec.  0,0004433 0,0004236 5.031
I(t) 748 717 755
Ly(t) 75 72 75
Su(t)  11.246.922  11.285493  11.322.590
Ry (t) 228 218 230

Iy(t) 0,00006649 0,00006354 0,00006666
u(t) 0,00000665 0,00000635 0,00000666
1 (1) 0,9999066 0,99991076 0,99997304

Ry (t) 0,00002025 0,00001935 0,00002029

Fonte: Rio Grande do Sul. Divisdo de Vigilancia Epidemiological (2016).

Conforme os valores dos parametros presentes na Tabela |/} e de acordo com a taxa de

reproducdo bdsica definida em (5.89)), segue que:

apBp
bB(CYB + bB)
= 0,007812018 8.1

Ro =

ou seja, como € bem proximo a zero, segue que o sistema converge para o ponto de equilibrio
livre da doenca, ou seja, tende-se a extin¢gdo da doenca.

Na Figura tem-se a simulacdo realizada com o uso do programa R® (R CORE
TEAM, 2018)), onde tem-se representados os dados reais em x, as curvas dos graficos estdo em
azul e o ponto de equilibrio livre da doenca esté representado pelo pontilhado em verde.

Nota-se que a simulacdo se aproxima dos dados reais, isso é bem evidente quanto aos
dados da populacdo de humanos, que sdo mais completos, e disponibilizados todos os anos,
com relacao a populacdo bovina, sé existem dados de trés anos, € ainda assim o erro entre o
modelo simulado e os dados reais ndo chega a 1%.

Como as populacdes variam, ainda que de forma bem amena, o modelo nao é totalmente

fiel aos dados, tendo em vista que considera-se as popula¢des constantes.
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Figura 20 — Tuberculose Bovina: dindmica das populagdes de bovinos e humanos no RS, entre os

anos de 2010-2020.
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Fonte: elaborado pela autora.
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Nas Tabelas [T e [I2] tem-se os erros relativos entre o valor exato das curvas descritas

para as subpopulagdes de bovinos e humanos, respectivamente, e dos dados disponiveis para o

estado do Rio Grande do Sul. Nota-se que dentre as subpopulagdes de bovinos, o erro realtivo

méximo foi de 6,0225548x10~3 e nas subpopulacdes de humanos, o erro relativo maximo foi

de 6,147149x1075.

Tabela 11 — Erros relativos entre a simulac@o para a Tuberculose Bovina nas
subpopulagdes de bovinos do Rio Grande do Sul entre os anos
de 2011 e 2017 e dados reais.

Ano | 1Ss(t) = Sel | s(t)—Is]
2011 9,5044211x10~* 8,409414x10~*
2012 - -

2013 - -

2014 - -

2015 6,0225548x1073 5,4336803x1073
2016 5,8939967x10~3 5,3196255x1073
2017

Erro Maximo

6,02255488x10~°

5,43368x10~°

Fonte: elaborado pela autora.



Tabela 12 — Erros relativos entre a simulacdo para a Tuberculose Bovina nas subpopulacdes de
humanos, do Rio Grande do Sul entre os anos de 2011 e 2017 e dados reais.

Ano

|

’SH<t) - SHz’

|

[Iu(t) — In,|

| |Ru(t) — Ra,

2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017

1,339868 x10~°
2,445152x1075
3,447136x1075
4,614922x107°
5,516400x107°
5,748812x107°
1,106321x10~7

2,619546x107°
4,013049x10~°
4,745481x107°
5,386564x107°
5,768981x107°
5,694508x10~°
6,147149x1075

8,389126x10~"
2,641161x1076
6,884650x10~7
3,442838x1076
7,466592x10~°
9,667966x10~°
1,294335x10~°

Erro Maximo

5,748812x107°

6,147149x107°

1,294335x107°

Fonte: elaborado pela autora.

8.3 Tuberculose Bovina considerando a populacao de bovinos nao constante
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Tem-se agora a simulacdo do modelo para Tuberculose Bovina, considerando a popula-

cdo de bovinos ndo constante, presente na Secao

Para adaptar as condi¢des impostas para esse modelo, ainda com o uso dos dados pre-

sentes em Abakar et al.[|(2017), foi necessdrio adaptar a taxa de natalidade, tendo em vista que

no trabalho de |Abakar et al.| (2017) ndo se considerava a taxa de recrutamento de fontes exter-

nas &, para isso, considerou-se o ponto médio do intervalo de confianca presente em seus dados,

dessa forma, os pardmetros a serem utilizados nessa simulagdo, estdo presentes na Tabela[13]

Tabela 13 — Pardmetros do modelo compartimental para a Tuberculose Bovina, com a
populagdo de bovinos ndo constante.

Parametros \ Representacdo \ Valores
Natalidade bovina bp 0,1975
Transmissdo entre bovinos BB 0,2495
Periodo de incubagdo bovina ap 1,0835
Mortalidade bovina 1B 0,222
Quantidade de bovinos recrutados & 78000
Natalidade humana by 0,0229
Transmiss@o de bovinos para humanos Bu 0,00015
Periodo de incuba¢do humana ap 1,083
Sucesso no tratamento On 2
Perda de imunidade temporaria Vi 0,5

Fonte: Adaptado dos valores disponiveis em|Abakar et al.|(2017).
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simulagdo estdo presentes na Tabela[T4]

Tabela 14 — Populagdes de
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ela populacio total, as subpopulacdes utilizadas na

bovinos e humanos em Marrocos.

Subpopulacdes \ Iniciais \ Populagoes
Sp(0) 2.601.860
Lp(0) 79.610 3.172.999
I5(0) 491.529
Sy (0) 33.006.946
Ly (0) 784
T (0) 490 33.008.150
Ry (0) 0

Fonte: |[Abakar et al.| (2017).

Dessa forma, o valor de R definido em e de acordo com os pardmetros presentes

na Tabela[13]é:

apfp(§ +bpNp)

(a + puB)uENg
0,

9327594.

Assim, como Ry < 1, o sistema converge para o ponto de equilibrio livre da doenga.

Como esta presente na Figura|21] para a populacdo de bovinos e para a populagdo de humanos,

na Figura[22]

Figura 21 — Tuberculose Bovina: dindmica da populag@o de bovinos, considerando a
populacdo de bovinos nio constante.
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Fonte: elaborado pela autora.
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Figura 22 — Tuberculose Bovina: dindmica da populacdo de humanos, considerando a
populacdo de bovinos ndo constante.
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Fonte: elaborado pela autora.

Ao considerarmos o Ry > 1, para isso basta aumentar a taxa de transmissao entre
bovinos (g, o sistema converge para o ponto de equilibrio endémico. Nas Figuras 23] e [24]

considerou-se Sp = 0,9999. Assim, Ry = 3,738141 > 1.

Figura 23 — Tuberculose Bovina: dindmica da popula¢io de bovinos, considerando a
populacdo de bovinos nio constante.
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Fonte: elaborado pela autora.



114

Figura 24 — Tuberculose Bovina: dindmica da populacdo de humanos, considerando a
populacdo de bovinos ndo constante.
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Fonte: elaborado pela autora.

Nota-se que tanto para o ponto de equilibrio livre da doenga quanto para o endémico, as

simulagdes corroboram com os resultados tedricos obtidos na Secao
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9 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste trabalho foi apresentado um modelo de Equacdes Diferenciais Ordinarias para a
doenca Tuberculose Bovina, adaptado do modelo presente em |Abakar et al.| (2017), conside-
rando populag¢des constantes de humanos e bovinos, tendo em vista que o objetivo foi realizar a
andlise qualitativa do modelo, diferentemente do intuito de Abakar et al.|(2017) que apresenta
simulacdes numéricas. Assim sendo, foi realizada a andlise qualitativa do modelo, tendo como
base o trabalho de Aranda et al.|(2012), exibindo-se os pontos de equilibrio.

Foi apresentada a estabilidade assintética local para ambos os pontos de equilibrio, en-
contrando a taxa de reproduc¢do bésica, e mostrou-se também a estabilidade global do ponto de
equilibrio livre da doenca, com a constru¢do de uma fun¢@o de Lyapunov. Foi realizado o estudo
da sensibilidade da taxa de reproducao bésica em relacdo a cada um dos parametros presentes
no modelo, obtendo que a taxa de transmissdo entre bovinos impacta diretamente na razao de
reproducdo bésica, independente do valor dado a qualquer um dos pardmetros.

Foram realizadas simula¢cdes numéricas usando os dados presentes em Abakar et al.
(2017), no programa |[R Core Team| (2018), considerando os parametros constantes e variando
apenas a taxa de transmissdo entre bovinos e de bovinos para humanos, sendo que a variagdo
da taxa de transmissdo entre bovinos implica também na variacdo da taxa de reproducio bdsica.
Pode-se notar que o modelo se estabiliza em todas as simulagdes realizadas, dessa forma as
simulagdes estdo de acordo com os resultados tedricos obtidos.

Tendo em vista que o modelo proposto considera populacdes de humanos e bovinos
constantes, no Brasil, segundo os dados de 2010 a 2017, o estado que tem menor variacdo
populacional é o Rio Grande do Sul. Dessa forma usou-se dados do RS para realizar uma simu-
lagdo numérica do modelo proposto para a Tuberculose Bovina, entre os anos de 2010 e 2020,
obtendo uma boa aproximacao de acordo com os dados reais, pois 0 maior erro relativo entre
os valores da simulagio e os dados reais foi de 6,022555x1073.

Foi sugerido também um modelo para a Tuberculose Bovina considerando a populacao
de bovinos ndo contante e a de humanos constante, sendo assim, fez-se a andlise qualitativa
para o ponto de equilibrio livre da doenga, para isto foram calculados os pontos de equilibrio,
mostrou-se a estabilidade local, encontrando a taxa de reproduc¢do bdsica. Em trabalhos futuros,
pretende-se realizar o estudo qualitativo do ponto de equilibrio endémico. Os dados foram

adaptados para realizar a simulacdo numérica de tal modelo.
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