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RESUMO

Em algumas pesquisas existe o interesse em testar a estrutura da matriz de variancias e covari-
ancias, como no contexto das diversas técnicas multivariadas ou de modelagem. Diante disto
se ressalta a importancia da utilizacdo de testes de hipdteses sobre estruturas de covariancias e
assim realizar um estudo detalhado e comparativo de poder e erro tipo I de alguns testes existen-
tes. Foram comparados os testes da razdo de verossimilhangas e modificagdes, considerando-se
os cendrios com diferentes nimeros de varidveis (p = 2,4,8,16,32,64) e tamanhos amostrais
(n = 5,10,20,30,50,100). Para avaliar a identidade a proposta de [Ledoit e Wolf (2002) foi a
mais indicada, para a esfericidade a versdo de John|(1972) modificada por|Ledoit e Wolf](2002)
seguida da proposta de |[Box| (1949) foram as de melhor desempenho. No estudo para quaisquer

estrutura o teste mais recomendado € uma versiao também proposta por Ledoit e Wolf (2002).

Palavras-chave: Poder. Taxa de erro tipo 1. Razao de verossimilhanga. Simulacdo Monte Carlo.



ABSTRACT

In some studies there is interest in testing the structure of the variance and covariance matrix,
as in the context of several multivariate or modeling techniques. In light of this, the importance
of using hypothesis tests on covariance structures is emphasized and a detailed and comparative
study of power and error type I of some existing tests is made. Considering the scenarios with
different numbers of variables (p = 2,4,8,16,32,64) and sample sizes (n = 5,10,20,30, 50, 100).
In order to evaluate the identity of the proposal of |Ledoit e Wolf| (2002) was the most indicated,
for the sphericity the version of John (1972) modified by [Ledoit e Wolf (2002) followed by
the proposal of Box| (1949)) were the best performance. In the study for any structure the most

recommended test is a version also proposed by [Ledoit e Wolf (2002).

Keywords: Power. Error type-I rate. Likelihood ratio. Simulation Monte Carlo.
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1 INTRODUCAO

No processo de tratamento de dados, para que a andlise uni ou multivariada seja aplicada
com maior eficdcia, na sua maioria, suposi¢des precisam ser atendidas. Algumas destas se
referem a estrutura da matriz de variancias e covariancias.

Para garantir as suposi¢des sobre as covariancias € necessario a realizacdo de algum
teste de hipéteses capaz de avaliar a estrutura da matriz em estudo, podendo esta se apresentar
em diferentes formatos. O formato esférico possui todas as varidncias homogéneas e covarian-
cias nulas, o formato independéncia apresenta as variancias homogéneas ou heterogéneas e as
covariancias nulas. J4 o de simetria composta apresenta variancias homogéneas e covariancias
iguais.

Entre algumas técnicas amplamente utilizadas que possuem suposicoes sobre estruturas
de covariancia estdo as andlises fatorial e andlise de componentes principais, que para serem
vélidas exigem que as varidveis sejam correlacionadas. Para isso existe a necessidade de se
testar a independéncia e portanto avaliar a estrutura da matriz de covariancias.

Quando se t€ém algumas opg¢des de testes de hipoteses disponiveis hd a necessidade da
escolha do teste mais apropriado, o que possibilita maior confianca nos resultados. Os objetivos
especificos foram: programar em linguagem R e disponibilizar os testes de interesse, classificar
os testes como conservadores, exatos ou liberais e eleger o teste mais poderoso de acordo com
os cendrios, além de realizar a recomendacgdo dos testes segundo o desempenho de acordo com

as possiveis aplicagoes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

A utilizagdo de um teste com poder e taxa de erro tipo I inadequados afeta a tomada
de decisdo e, por exemplo, a dependéncia ou independéncia entre as varidveis, a aplicabilidade
de técnicas multivariadas, a modelagem adequada da estrutura de covariancias, entre outros.
A importancia do conhecimento sobre o erro tipo I e poder de qualquer teste de hipdtese esté
diretamente relacionada com o sucesso na decisdo tomada. De acordo com (Cantelmo e Ferreira
(2007), um teste de hipétese perfeito € aquele que nunca rejeita uma hipétese nula verdadeira
e que sempre rejeita uma hipdtese nula falsa, situacdo considerada irreal. Na pratica um teste
ideal € aquele que possui taxa de erro tipo I proxima do nivel de significancia adotado e poder
que se aproxima de 100%.

Recentemente, foram encontrados na literatura alguns estudos de desempenho de poder
do teste de razdo de verossimilhanca, mas este difere do enfoque deste trabalho, principalmente
por ndo avaliar o poder das modificacdes feitas por diversos autores e também por ndo conside-
rar a estrutura de covariancia. No trabalho de Silval (2015)), os testes utilizados s@o para mais de
uma populacdo dependente. (Cirillo (2006) também fez um estudo comparativo de testes para
estruturas de covariancia para vdarias populacdes dependentes. Pode-se citar também Ribeiro
(2010), que avaliou o poder do teste de razdo de verossimilhangas via simulacdo de Monte
Carlo, comparado a outros testes como o do determinante, |Sullivan et al.| (2007), e Machado,
Magalhaes e Costa (2008), amplamente utilizados em controle estatistico da qualidade. Bar-
bosa et al. (2014)) avaliou a taxa de erro tipo I e poder de dois testes, o teste de comparacao de
médias 72 de Hotelling e o teste de razio de verossimilhancas.

Tendo em vista a escassez na literatura de trabalhos comparativos destas taxas, foi des-
pertado o interesse de um estudo abrangente de desempenho de alguns testes sobre matrizes
de covariancias. Norteou-se a pesquisa em algumas questdes de investigacdo que foram as se-
guintes: Qual € o teste mais indicado em cada situagdo? Qual € o teste mais poderoso dado
um ndmero n de individuos e de p varidveis? Para isso foram utilizados os testes da razao de
verossimilhangas, incluindo casos particulares tais como esfericidade, independéncia e simetria
composta para uma populacdo normalmente distribuida. Estes foram comparados considerando
diferentes cendrios simulados. Na secdo seguinte foi apresentado a importancia do estudo dos
testes de estruturas de covariancia e apresentadas as suas aplicagdes com dados reais e seus

propésitos. Em seguida, foi explanado sobre as estruturas de covariancia de interesse, teste de
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hipdtese e taxa de erros, modelo matematico dos testes em estudo e finalizando com uma breve

abordagem do processo de simulacao.

2.1 RELEVANCIA DOS TESTES DE ESTRUTURAS DE COVARIANCIAS E APLICA-
COES

A realizacdo eficaz de alguns métodos estatisticos depende de algumas suposi¢cdes a
serem seguidas pelos usudrios. Dentre essas premissas pode-se destacar que a estrutura de
covariancia dos dados em estudo esteja em algum dos formatos abordados na subsecdo 2.3 (in-
dependéncia; estrutura de simetria composta; estrutura autorregressiva de 1* ordem; estrutura
geral ou ndo estruturada). Alguns métodos e testes estatisticos, para serem aplicados com éxito,
precisam atender alguma premissa sobre a estrutura de covariancia, conforme demonstrado na
Tabela[I] No processo de comparagédo dos testes em relagdo ao poder, levando em consideragéo
a estrutura da matriz de covariancia especifica, ndo foram avaliadas todas as estruturas existen-
tes, apenas aquelas que apresentam o formato que atende a um requisito para a aplicacdo de
uma determinada técnica. Na Tabela|l|sdo apresentados alguns dos métodos que demonstram a

importancia de estudar testes que inferem sobre estruturas de covariancias.

Tabela 1 — Métodos estatisticos uni e multivariados com suposi¢des sobre estrutura de
covariancias.

Métodos  Suposicdes da estrutura de covaridncias

1 Andlise Fatorial Variaveis ndo independentes
2 Andlise dos Componentes Principais Varidveis nao independentes
3 Manova Simetria Composta ou Esférico
4 Anova Simetria Composta, Esférico ou H-F *
5 Series Temporais Residuos ndo correlacionados
6 Andlise de Perfil Univariado Simetria Composta

Fonte: Adaptado de [Prearo| (2008| p. 50).

Notas: * A condicdo de H-F € necesséria para que o teste F da andlise de variancia usual,
no esquema de parcelas subdivididas para andlise de dados com medidas repetidas,
seja valido. A condicdo de H-F € equivalente a especificar que variancias da diferenga
entre pares de erros sejam todas iguais. Xavier e Dias|(2001)) [Huynh e Feldt (1970)
Barros et al.| (2011).
*Suposicdo do teste F da Anova: ¥ = o21.
"Virias estruturas podem ocorrer.

O uso de anélise de regressdo ou andlise de variancia pressupde erros independentes e
normalmente distribuidos. A falta de normalidade pode ser contornada segundo Veloso et al.

(2012) por transformagdes das varidveis, enquanto a heterocedasticidade € contornada modi-
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ficando a estrutura de covaridncia. Muitos autores consideram a falta de homocedasticidade
como um dos mais importantes pressupostos; a este respeito, ver Milliken e Johnson! (2009);
Riboldi et al.|(2014).

Para produzir testes de efeitos fixos em regressdo ou andlise de variancia é também su-
posto uma estrutura para a matriz de covaridncias quando se supde independéncia. O teste
F para ser vélido exige uma estrutura no formato de simetria composta ou H-F (HUYNH;
FELDT, (1976); (LITTELL; HENRY; AMMERMAN;, 1998). Os modelos lineares generali-
zados e modelos lineares mistos expandem essa aplica¢do permitindo o uso de outras estruturas
de covariancia.

Xavier e Dias| (2001) verificaram por meio da acurdcia da andlise através da observacao
de casos em que a matriz de covariancias atende, ou ndo, a condi¢do de esfericidade. Quando
utilizadas as matrizes de covariancias do tipo componente de varidncia e simetria composta,
que atendem a condi¢do de esfericidade, a acuricia da andlise foi satisfatoria. O mesmo nao
ocorreu com outras estruturas da matriz de covariancias. Os autores concluiram que, a andlise
de variancia univariada s6 apresenta resultados validos para as estatisticas F dos fatores intra-
individuos se a matriz de covariancias atender a condi¢io de esfericidade. Caso a matriz nao
atenda a essa condicao, corre¢Oes deverao ser utilizadas para os nimeros de graus de liberdade
dos fatores intra-individuos, ou entdo, optar por modelos multivariados ou modelos mistos.

Oliveira et al. (2015) avaliaram o desenvolvimento vegetativo de 25 progénies de cu-
puacuzeiro, por meio da andlise de medidas repetidas, verificando, por meio do teste de esfe-
ricidade, qual tipo de andlise estatistica € mais adequada (parcelas subdivididas no tempo ou
modelos mistos). Em relac@o a varidvel altura da planta, a condicdo H-F nao foi atendida.

A seguir serdo apresentados trabalhos que ndo sdo limitados por esta condi¢@o e outras
estruturas de covariancia sao consideradas mais apropriadas:

Cecon et al.| (2008) analisaram a producdo de cinco anos de café (Coffea canephora),
por meio de medidas repetidas e verificaram que a estrutura mais adequada foi simetria com-
posta heterogénea. Malheiros| (1999) verificou em seu estudo que a estrutura mais apropriado
foi a ndo estrutural. Mariguele et al. (2011) comparou formas de analise de medidas repetidas
para o melhoramento da producao dos frutos da pinha (Annona squamosa), foi comparado os
modelos de simetria composta, simetria composta com variancias heterogéneas, autoregressivo
com variancias heterogéneas, e antedependéncia estruturada pelo teste de razdo de verossimi-

lhanca e pelo critério de Akaike, concluindo que o modelo antedependéncia estruturada, para
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os fatores progénie e parcela, e 0 modelo multivariado, para o fator residuo, sdo as melhores
abordagens para a andlise dos dados.

Dados correlacionados no tempo podem ser vistos em séries temporais, definidas como
séries de acontecimentos estruturados ao longo do tempo, utilizadas em vérias dreas, princi-
palmente com o objetivo de previsdo. Pode-se assim aplicd-las na econometria, quando uma
empresa deseja saber o volume de vendas em um determinado periodo, ou na meteorologia,
quando € necessdrio prever volume de precipitagdo de chuvas para uma determinada regido.
Em séries temporais, assim como em muitas dreas da Estatistica, quando se tem mais de uma
variavel € possivel estabelecer relacdes entre a varidvel dependente e independentes. As séries
podem ser ajustadas por modelos de regressao simples ou multipla Faria (2011) e a dependéncia
controlada pela matriz de covariancias.

Neves e Léelis (2007) estimaram e discutiram as elasticidades preco e renda das expor-
tacdes dos estados brasileiros, ao modelar a série econométrica, foi detectado autocorrelagao
de residuos. Sendo assim, optaram por fazer a corre¢do, introduzindo o componente AR(1) no
modelo que interfere diretamente na estrutura da matriz de covariancias.

A estatistica multivariada corresponde, segundo Mingoti| (2005)), a um conjunto de mé-
todos estatisticos utilizados quando duas ou mais varidveis sdo mensuradas simultaneamente.
Estes métodos ou técnicas, de acordo com |Gouvéa, Prearo e Romeiro| (2012), podem ser classi-
ficados como técnicas de dependéncia e interdependéncia. A primeira refere-se as técnicas em
que sdo possiveis identificar uma varidvel resposta (dependente) e que podem ser explicadas por
um conjunto de varidveis explicativas (independentes). O segundo caso refere-se ao conjunto
de varidveis analisadas simultaneamente, as varidveis sdo tratadas de maneira igualitéria.

Dentre esses métodos podem-se citar: andlise fatorial, andlise do discriminante, andlise
de variancia multivariada e analise de componentes principais que t€ém sido amplamente utili-
zados em diversas dreas como agronomia, ciéncias sociais aplicadas, pesquisas educacionais,
pesquisas geoldgicas, pesquisas bioldgicas e epidemioldgicas, jurimetria, engenharia, psicolo-
gia, sensometria, entre outras (vejam-se, por exemplo, |Duarte| (1997)), Guevedo (2008)), Rocha
(2005)), [P1lati e Laros| (2007)), (Costa et al.| (2005), Zabala e Silveiral (2014}, Bakke, Leite e Silva
(2008)). O pesquisador, ao decidir qual técnica utilizar, primeiramente deve ter o conhecimento
prévio do comportamento dos dados e focar na finalidade da pesquisa para fazer o uso coerente
da técnica.

De acordo com |Gouvea, Prearo e Romeiro| (2012)), observa-se uma crescente utilizagao
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das técnicas multivariadas na anélise estatistica de dados pelo advento da disponibilidade dos
pacotes estatisticos e, entretanto, constata-se a ocorréncia de erros na aplicabilidade dessas
técnicas, seja na inadequagdo dos objetivos de uso das ferramentas com 0s objetivos propostos
na pesquisa, seja na violacdo de premissas de aplicacdo das técnicas. A exigéncia de que a
estrutura de covaridncia esteja em um determinado formato constitui uma das premissas para
o €xito na aplicacdo de alguns desses recursos. Dentre as técnicas multivariadas que possuem
algum pressuposto sobre a estrutura de covariancia: andlise fatorial, andlise dos componentes
principais e andlise de variancia multivariada.

Para a avaliacdo de interdependéncia usa-se a técnica de andlise fatorial que, de acordo
com [Favero et al.| (2009), € uma técnica que busca sintetizar, reduzir os dados e a criacao de
indicadores (ou fatores) que representem bem as varidveis originais. Primeiramente tem que
verificar se estas correlacdes sdo significativas o suficiente para a utilizagdo da técnica. Se a
hipétese nula (H() de que a matriz de correlacdo € igual a identidade ndo for rejeitada, ndo é
indicado e ndo faz sentido o uso da andlise fatorial.

Outra técnica para avaliar a interdependéncia denomina-se Andlise de Componentes
Principais (PCA) que, de acordo com Santo| (2012), é utilizada para a reducdo dos dados que
permitem identificar padrdes nos dados e expresséd-los de uma maneira tal que suas semelhangas
e diferencas sejam destacadas (componentes). A hipdtese a ser testada na matriz de covariancia
€ Hy: as varidveis sdo independentes; e a hipotese alternativa, H;: as varidveis sao dependentes.

A Andlise de Variancia Multivariada (MANOVA), de acordo com Reis|(1997)), apresenta
diferenca para o caso univariado ao passo que avalia as diferencas das médias de grupos apenas
para a varidvel resposta. Por sua vez a MANOVA consiste em avaliar as diferencas das médias
de grupos para as inimeras varidveis respostas simultaneamente. Para Vieiral (2006), quando
se existe um fator que apresenta correlacdo entre os pares de medidas repetidas e que esta
permaneca constante ao longo do tempo os modelos univariado e multivariado requerem que as
variancias e as correlagcdes sejam homogéneas a cada instante de tempo. De acordo com Favero
e Belfiore| (2017)), além da premissa de normalidade multivariada das varidveis dependentes, a
MANOVA pressupde igualdade de suas matrizes de covariancia.

Conforme Nascimento, (2016), estudos de dados com medidas repetidas t€m uma vasta
aplicabilidade em diversas dreas, pode-se destacar como exemplo andlises de experimento com
plantas com ciclo de vida longo na drea de agricultura. Um caso especial de medidas repetidas

trata-se de estudos longitudinais. De acordo com [Limal (1996)), a anélise de dados longitudinais
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pode ser realizada através das andlises univariada e multivariada de perfis. Na andlise de perfil
univariado que € uma referéncia a andlise de anova com medidas repetidas, com relacdo a
parcela (ou unidades experimentais), hd distribuicao F exata, mas, com relacio a subparcela, o
teste sO serd exato se atender algumas premissas, dentre estas a estrutura de covariancia tem que

estar no formato de simetria composta |Couto (2006).

2.2 VARIANCIA DE UM VETOR ALEATORIO E DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVA-
RIADA

Seja X = (X1, Xo,...,X,)T um vetor aleatério de dimensdo p. Entdo segundo Ferreira

(2008), sua variancia ou dispersao € uma matriz p X p simétrica definida por,

[ B )P B —m) (% -m)] | [en o o ]
> El(Xz = mw)l[(Xy = p)] - Bl(Xe = m)[(Xp —pp)] | o - on
B, (X —m)] - B —m)E | |om o o |

em que F(X) = p que caracteriza a esperanga matematica, tal que: E[( Xy, — ) (X, — )] =

[e.e] [ee]

[ o [ (@r — ) (@ — ) f(21,,2p)day .. day, para k,l = 1,2....p, é a covaridncia entre a
;;iéV;TOX r € X; também representada por oy, para k # [. Os elementos da diagonal prin-
cipal da matriz contém as variincias das varidveis, e os elementos fora da diagonal contém as
covariancias entre todos os possiveis pares de varidveis.

O coeficiente de correlacdo entre duas varidveis X e X;, para k # [, é definido por:
Prl = \/% A correlacdo é uma medida da covariagdo entre as varidveis X; e X; em uma
escala padronizada e possui contradominio no intervalo —oco e +o0co. Na escala padronizada um
valor muito préximo de 1 ou de -1 indica respectivamente que as varidveis estdo fortemente
correlacionadas, positivamente ou negativamente. Se o coeficiente de correlagdo populacional
for igual a zero indicard que as varidveis ndo possuem associacdo entre si (FIGUEIREDO;
SILVA| 2009).

A funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo normal multivariada é, conforme

Mingoti (2005), uma extensdo do caso univariado (Equagdo (2.1)). No caso multivariado,
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utilizam-se duas ou mais variaveis aleatorias simultaneamente. De acordo com [Ferreiral (1996)),
a importancia da distribui¢do normal estd na facilidade de tratamento estatistico e devido ao
fato que a distribuicdo amostral de que muitas estatisticas multivariadas seguem uma distribui-
¢do aproximadamente normal, como demonstrado no teorema do limite central (MAROCO,
2011). Para o caso univariado, a funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria

que segue uma distribuicio normal tem como pardmetros a média y e variancia o é dada por:

f(x) = ! eXp{—%($—M)2},—oo<x<oo;u€ (—00,00); 0 > 0. 2.1

Para o caso multivariado se a varidvel aleatdria for p dimensional, e portanto carac-
terizada por um vetor X, diz-se que este vetor segue uma distribuicdo normal p-variada com
parametros p e X, sendo p um vetor de médias relacionadas as p varidveis e 32 uma matriz de
variincias e covaridncias associadas as p varidveis. Denota-se por X ~ N,(u;X) se a fungdo

densidade de X for definida por:

f(x1, xaypy) = (27r)7p/2 1= 72 exp {—%(X — )X - u)} ,

em que |X| é o determinante da matriz de covariincias e ¥ uma matriz positiva definida. A

quantidade

(X —p) 71X — p),

¢ denominada como a distancia de Mahalanobis| (1936]), também conhecida como distancia

padronizada ou distancia estatistica, se refere a distancia do vetor X ao vetor de médias .
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2.3 ESTRUTURAS DE COVARIANCIAS

Existem vérios modelos de estruturas de covariancias, dentre os quais destacam-se neste
trabalho a estrutura de independéncia; estrutura de simetria composta; estrutura autorregres-
siva de 1* ordem e estrutural geral ou ndo estruturada. De acordo com He e Chen! (2016), as
estruturas de covariincias sdo essenciais em aplicagdes econométricas e estatisticas, incluindo
alocacao, precificacdo de ativos e andlise fatorial.

De acordo com [Littell et al.| (2006), na selecdo da estrutura de covariancia adequada,
deve-se considerar o maior nimero de parametros e, posteriormente, buscar estruturas que te-
nham poucos pardmetros e expliquem bem o comportamento da correlacio entre as varidveis. A
escolha da estrutura adequada, de acordo com Ferreira (2012), afeta diretamente as estimativas
e os erros padrdo.

Segundo [Singer e Andrade (1986), os parametros associados a matriz de covariancia
tém uma importancia fundamental, pois € nessa matriz que estdo contidas as informagdes para

correlagdes entre as varidveis. Conforme apresentado no texto de |[Ferreira (2012):

1) Estrutura Esférica

10 -0
oo | L
00 1

Neste caso supde-se que as varidveis sdo independentes e que as varidncias sao homo-
géneas. Segundo Cecon et al. (2008)), a estrutura esférica impde variancias iguais em todas as

ocasides de medidas e observagdes independentes com um Unico parametro.



21

2) Estrutura de Independéncia

oy O 0
0 o2 0

> = 2
0 O O'Z%

Para este caso supde-se que as varidveis sdo independentes e que as variancias sao ho-

mogéneas ou heterogéneas.

3) Estrutura de simetria composta

A estrutura de simetria composta € dada por:

o? o o

o1 0-2 s 01
Y =

oy o071 - 0-2

A estrutura de covariancia apresentada € um caso em que todas as variancias e todas as
covariéncias sdo iguais. O coeficiente de correlagdo entre as varidveis € dado por: Z;. Nesta

estrutura tem-se dois parametros.

4) Estrutura Auto-Regressiva de Primeira ordem (AR(1))

N

1 ... =3 —2

I U
P

em que p denota o ndmero de varidveis. Em estudos longitudinais, que visam analisar variacdes
ao longo de um periodo de tempo espera-se que a correlagcdo entre as varidveis tomadas em tem-

pos proximos seja maior do que quando comparadas em tempos mais distantes. De acordo com
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Cecon et al. (2008), a estrutura demonstra que a correlacao decresce a medida que as distancias
entre as medi¢des vao aumentando. As varidncias entre todas as ocasides sdo iguais. Neste

caso, temos dois parimetros o2 € p, no qual p € o coeficiente de correlacdo.

5) Estrutura Geral ou Nao Estruturada
A estrutura de covariancia mais complexa e mais geral é aquela em que todas as varian-

cias e todas as covariancias podem ser diferentes entre si, ou seja,

2
0'1 o119 -t O'lp
012 0'2 <ot 09
2 P
3 =
2
Ulp 0_217 e Up

Esta estrutura conta com a desvantagem de possuir varios parametros, o que demanda
um grande esforco computacional. O nimero de parametros a serem estimados é dado por

p(p + 1)/2, no qual p é o niimero de varidveis.

2.4 TESTE DE HIPOTESES E TAXAS DE ERROS

De acordo com (Casella e Berger (2002), uma hipétese € uma declaragdo sobre um para-
metro da populacdo e tem-se o interesse em realizar testes estatisticos a respeito dessa declara-
cdo. O objetivo de qualquer teste de hipdtese € decidir com base em uma amostra da populagao,
qual de duas hipdteses complementares € verdadeira. As duas hipdteses complementares, neste
contexto, sdo chamadas hipétese nula e hipétese alternativa, denotadas por Hy e H;, respecti-
vamente.

Se 6 denota um parametro populacional, o formato geral da hipdtese nula e da hipdtese
alternativa é Hy: 6 € © e Hy: 0 € O, em que O ¢ algum subconjunto do espaco paramétrico
e ©f € seu conjunto complementar.

Em um problema envolvendo um teste de hipéteses, depois de observar a amostra, o
experimentador deve decidir se ndo rejeita [, ou se a rejeita como falsa. Um procedimento

para testar uma hipétese, ou teste de hipdtese, € uma regra que especifica:
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1) Para quais valores amostrais a decisdo € nao rejeitar H;

i) Para quais valores amostrais H € rejeitada e H; é confirmada como verdadeira.

O subconjunto do espago amostral para o qual H € rejeitada é chamado de regido de
rejeicdo ou regido critica. O complemento da regido de rejei¢ao € chamado de regido de aceita-
cdo. Ao decidir quanto a aceitar ou rejeitar a hipdtese nula Hy, um experimentador pode estar
cometendo um erro. Geralmente, testes de hipdteses sdao avaliados e comparados por meio de
suas probabilidades de resultar em erros.

Um teste de hipdtese de Hy: 6 € O versus Hy: 0 € O pode resultar em um de dois
tipos de erros. Tradicionalmente, esses dois tipos de erros recebem nomes erro do tipo I e
erro do tipo II. Se 6 € ©(, mas o teste de hipétese decide incorretamente rejeitar H, entdo
o teste cometeu um erro do tipo I. Se por outro lado, # € ©F, mas o teste decide ndo rejeitar
Hy, ocorreu um erro do tipo II. Para|Ferreira (2005), o pesquisador deve procurar um equilibrio
entre as probabilidades destes erros para que o teste de significancia tenha um poder e uma
significancia aceitaveis.

Suponha que R denote a regido do espago amostral que implica em rejeicdo para um
teste. Se 6 € Oy, o teste resultard em um erro para X € R, de modo que a probabilidade de um
erro do tipo [ € Py (X € R). Se 6 € ©f, a probabilidade de um erro do tipo I1 é P (X € R°).
A funcgdo poder ideal de um teste de hipdtese com regido de rejeicao R € a funcdo de 6 definida
por 5(0)= Py (X € R). A func¢do poder ideal € zero para todo 6 € ©( e um para todo § € OF.
Exceto em situagdes triviais, este ideal ndo pode ser realizado. Qualitativamente, um bom teste
tem uma funcdo de poder préximo de um para a maior parte de 6 € Of e aproxima de zero para
a maior parte de 6 € ©O.

Ap6s a realizacdo de um teste de hipdtese e feita a comparacdo da taxa do erro tipo I
com o nivel de significancia preestabelecido, de acordo com Biase e Ferreira (2011)), pode-se

nomea-los como conservador, liberal ou exato:

(a) Um teste é considerado conservador quando a taxa de erro tipo I € inferior ao nivel

de significancia adotado;

(b) Um teste é considerado liberal quando a taxa de erro tipo I € superior que o nivel de

significancia adotado;

(c) Um teste é considerado exato quando a taxa de erro tipo I coincide com nivel de

significancia adotado.
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Fossaluzal (2008) define o poder do teste como a probabilidade de rejeitar Hy dado que ela é
realmente falsa e afirma que conhecer o poder de um teste determina o quanto ele controla
o erro tipo II de um teste de hipétese. [Filho (1999) define como a probabilidade de rejeitar
corretamente H dado que esta é realmente falsa, ou seja, estd relacionada com a capacidade do
teste em identificar diferencas.

Barbosa (2014)) destaca que o poder de um teste pode ser afetado por trés fatores:
e Tamanho da amostra: quanto maior o tamanho da amostra, maior € o poder do teste;

e Nivel de significancia: quanto maior o nivel de significincia, mais se reduz a regido de
aceitacdo de Hy. Contudo, tem-se maior chance de rejeicdo de H, e isto proporciona
ao pesquisador menor chance de cometer o erro tipo II. O poder que € inversamente
proporcional, aumenta. De acordo com Scudino (2008)), a probabilidade mdxima com a
qual se pode cometer o erro tipo I é denominada de nivel de significincia («) e é obtido
antes das amostras e das hipéteses, de modo que a obtencdo das amostras ndo influenciem
a escolha. Em geral usa-se a= 0,05 ou a= 0,01. Entdo existem cinco chances em 100 ou
uma chance em 100 desta H ser rejeitada sendo verdadeira. Da mesma maneira pode-se
dizer que existe uma confianca de 95% ou 99%), respectivamente, da decisdo estar correta

ao ndo rejeitar a Hy;

e O verdadeiro valor do parametro a ser testado: quanto maior a diferenca entre o valor do
parametro verdadeiro e o valor especificado na hipétese nula, maior serd o poder do teste

para um determinado tamanho amostral.

De acordo com Barbosa (2014) o teste € considerado mais poderoso quando tem um erro tipo
I igual a o e tem um menor [ (taxa de erro tipo II). A justificativa para fixar o erro tipo I em
« surge da hipétese de que o erro tipo I € mais sério do que o erro tipo II. Logo, é importante
garantir que o erro tipo I é realmente pequeno.

Os testes de hipétese multivariados sdo utilizados em concordancia com|Colenghi (2008])
na avaliacdo de vetores de média ou sobre estruturas de covariancias e em geral sdo mais com-
plexos quando comparados com os testes de hipétese univariados, pois levam em consideragao
o nimero de parametros contidos na estrutura de uma matriz de covariancia adotada. Rencher

(2003)) apresenta alguns contrastes ente 0s casos:
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1. Os testes de hipdtese univariados ignoram as correlagdes entre as varidveis, enquanto os tes-

tes multivariados fazem o uso das correlagoes;

2. Os testes multivariados sd@o mais poderosos na maioria das vezes. Em alguns casos, quando
aplicam-se p testes univariados pode ocorrer de serem nao significativos, mas se forem realiza-
dos de forma multivariada estes testes podem ser significativos. Pequenos efeitos sobre algumas

das varidveis em estudo combinam-se para indicar conjuntamente a significancia.

2.4.1 Testes de hipétese sobre estruturas de covariancia

Os testes de interesse neste trabalho sdo todos baseados no principio da razdo de ve-
rossimilhanca que compara a fun¢do de verossimilhanga sob hipdtese nula com a fungdo de
verossimilhanca ao longo de todo o espaco de parametros (a hipdtese alternativa), assumindo
normalidade multivariada. O quociente das verossimilhangas, em geral, € representado pela
estatistica A. Distribuicdo da estatistica de A é frequentemente desconhecida, mas para grandes
amostras e em condi¢des muito gerais, Wald (1973) mostrou que —2In(A) converge para uma
distribui¢do qui-quadrado sob a hipétese nula verdadeira. Os graus de liberdade, denotados por
f, sdo obtidos pela subtracdo do nimero de pardmetros independentes para todo o espaco pa-
ramétrico menos o nimero de parametros independentes sob a hipétese nula. O aumento ou a
diminui¢do do nimero de parametros afeta diretamente os graus de liberdade (TIMM, [2002).

Na andlise multivariada, bem como na andlise univariada, ao testar hipéteses sobre as
médias, trés suposi¢des sao essenciais para testes validos de acordo com [Timm) (2002):

1. Independéncia, quando se referir ao caso especifico de esfericidade;

2. Normalidade multivariada;

3. Igualdade de matrizes de covariancia para varias populacdes ou que uma matriz de

covariancia tenha um padrao especifico para uma ou mais populagdes.
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2.4.2 Testes de hipdtese para uma estrutura de covariancia (gerais)

Quando se fixa uma matriz em H,, o teste geral se adequa a matriz escolhida, sendo,
portanto, flexivel. De acordo com Lim, Li e Lee (2010), as hipéteses do teste de igualdade de
matrizes de covariancia, ou seja, Hy : ¥y = ... = X, versus H; que ndo restringe >s. Os
autores apresentam também exemplos numéricos reais de aplicabilidade. Para serem conside-
radas iguais, as matrizes precisam ter os mesmos elementos em todas as caselas. Fixa-se uma
matriz e ndo uma estrutura especifica, entdo qualquer alteracdo vai afastar e modificar o cenério
Hy por ndo atender ao pressuposto de igualdade. Conforme |Pontes| (2005), esta condi¢ao infere
nao somente na igualdade das variancias das populacdes, mas também em uma estrutura de
covariancia igualitaria.

De acordo com [Ferreira (2008), seja uma amostra aleatéria X1, X, ..., X,, em R? de
uma N,(p,3), com p e 3 desconhecidos. Os estimadores de maxima verossimilhanga sdo
dados por: X e S, no qual X & o vetor de médias amostrais ¢ S = —5Sp, a matriz de
covariancias amostral positiva definida.

No teste geral, a hipotese nula € dada por Hy : ¥ = ¥, em que X, denota a matriz
simétrica positiva definida de interesse do pesquisador e completamente especificada na hip6-
tese nula. Assim para realizar o teste de hipdteses maximiza-se a verossimilhangca do modelo
irrestrito. Seja a func@o de verossimilhanca do modelo normal multivariado de uma amostra

aleatdria de tamanho n:

Cmpin 1< _
L(X;p,X) =(2m) 2 | |72 exp —§Z<Xj—u)’2 X — )

Jj=1

Sob a hipdtese nula, a fung¢do de verossimilhanga pode ser escrita por:

np _n 1 _
Ley(X: . 3) )% ZalF exp { - 0l(n — 58]}

exp { =500 (X = (X — )1

tratando-se de testes de hipéteses, Oy € um subespaco conhecido como conjunto nulo e é re-

presentado por Oy C R, em que R € o conjunto dos niimeros reais. Em geral, esse subespacgo
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corresponde as restricdes que sdo impostas no espaco paramétrico e, neste caso, a hipétese nula
3> = % equivale ao espaco restrito. Lg, ¢ 0 maximo da fun¢do de verossimilhanca para o

espaco restrito. A estatistica do teste de razao de verossimilhancas € dada por:

A :L@o(X§ 1.%0)
L@(X;ﬂaz)
|30|72 {—(nEOSn) + np}
1S,|72 2
n — >1S,
:|2015n|2exp{ nx{ 5 >+”p}.

O trago de uma matriz tr(-), definido como a soma dos elementos de sua diagonal principal. Na
Equagio 2.2} o operador matemdtico multiplicacdo é x. Fazendo uma transformagio dada por
—2In(A) = x?, esta estatistica é assintoticamente distribuida (~) como uma qui-quadrado com

f graus de liberdade, como segue,

Xo=nxtr(%y'8,) —nln |38, —np ~ X}, (2.2)

Alguns autores apresentam modificacdes no teste de razdo de verossimilhanca. |Korin (1968)
propds uma modificacdo com o objetivo de melhorar a aderéncia para a distribuicao qui-quadrado
sob a hipétese nula, sobretudo quando se tratar de pequenas amostras. Esta correcdo, de acordo

com [Ferreira (2008), é dada por:

2
Xe = {m -z <2p e T)} xtr(3,'8) —nln[25'S|—p,  (23)
p

que, como anteriormente, tem distribuicdo assintética qui-quadrado com f = % graus de
liberdade.

De acordo com [Ferreiral (2008)), autores como Rencher| (2003)) e Timm, (2002) também apre-
sentaram mudangas no teste de razdo de verossimilhangas, substituindo n por n — 1 e S,, por

S, mantendo-se a distribuicdo qui-quadrado com os mesmos graus de liberdade. Ledoit ¢ Wolf!
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(2002) apresentaram também um teste alternativo para este caso, a estatistica de teste é dada

por:

2.4.3 Testes de identidade

Para o caso particular de testar a hipdtese Hy : ¥ = I  versus Hy : X # I,
foram encontradas na literatura de |[Ferreira (2008) duas possibilidades a serem seguidas, ambas
obedecem a uma distribuicao assintdtica qui-quadrado:

O teste apresentado a seguir € um caso particular do teste proposto por Korin| (1968)

dado pela Equagio[2.3}

1 2 .
ng{(n—1)—6(2p+1—ﬁﬂxtr(S)—nln!SI—P ~oxp @23)

f:p@+D
5

Ledoit e Wolf (2002) apresentaram também um teste alternativo para este caso, ade-

quado para o caso de o nimero de varidveis p exceder o tamanho da amostra n. Este teste ndo

¢ limitado pela matriz de covariancia amostral ser singular, cuja estatistica de teste é dada por:

2 2 2
e=guls-17 -5 Lus)| +5 < 26
popptl)
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2.4.4 Testes de independéncia e esfericidade

Segundo Ferreira (2008), para o teste de independéncia considera-se por hipétese que as
covariancias populacionais sdo nulas. Dentre seus diversos usos, segundo Li, Yao et al. (2016),
pode-se mencionar o particular interesse da drea bioldgica para testar a independéncia genética
em estudos gendmicos que inspirou uma gama de discussdes sobre a importancia dos testes de

estruturas da matriz de covariancia. Neste caso ainda existem duas situagdes a se considerar:

(a) Variancias podem ser diferentes;

(b) Variancias podem ser iguais ou homogéneas.

o; 0 0

0 o2 - 0
HO : 2:20:

0 0 Ui

Sob a hipétese nula, a fung¢do de verossimilhanga pode ser escrita por:

3

"By (X — )

er—\

Loy (X5 p,%0) z(%)’%\EoF% exp

J:1

2 p n

27T(7 -7 H Okk exXp Z Z jI;U_kl;uk ’

k=1 j=1

de forma que a estatistica do teste de razdo de verossimilhancas é dada por:

S,z n
A — | TL| _ = ’Rl 2 7
p 2
[[ow
k=1
em que 1S,|2 = |R|[[}_, Gk, de forma que a estatistica tem distribuicdo assintética qui-

p(p+1)

5 graus de liberdade isto €,

quadrado com f =
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X2 =—2In(A) ~ x? 2.7)

Bartlett (1954) propds uma correcao para melhorar a aproximacao assintética qui-quadrado.

Sob a hipétese nula pode ser escrita como:

xiz—{(n—l)—zp%}lanl ~ X (2.8)
_plp+1)
f==F—

O segundo teste é denominado teste de esfericidade. Quando se refere a este teste sobre
a estrutura de uma matriz de covariancia, as variancias sdo homogéneas, definicado dada por
Ferreira (2008). O objetivo € saber se as varidveis em estudo correlacionam-se de modo consi-
derdvel com a mesma variabilidade, fazendo uma analogia a forma de uma esfera. A aplicagcdo
de técnicas multivariadas pode exigir que as varidveis em estudo sejam correlacionadas.

De acordo com Malhotra| (2012), o teste de esfericidade de bartlett € utilizado quando se
deseja verificar a hipétese de que as varidveis ndo sdo correlacionadas na populacio, ou seja, a
matriz de correlacio € uma estrutura esférica e cada varidvel se correlaciona perfeitamente com
ela prépria, mas ndo apresenta correlagdo com as outras varidveis em estudo, conforme o texto
de |[Ferreiral (2008)).

Considera-se por hipétese:

(a) Covariancias nulas;

(b) Variancias iguais ou homogéneas.

Pode-se testar outros casos de esfericidade utilizando matrizes de covaridncia com es-

trutura diagonal em que valores de variancias sdo constantes e conhecidas.

o2 0 0

0 o2 .- 0 )
Hy:X=| | =0°L

0O O o2
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Sob a hipétese nula, a funcdo de verossimilhanga pode ser escrita por:

_np _n 1 —
Loy (X 1.50) ~(2n) % o] Qexp{—ﬁ S, - (X, —m}

j=1

X]k_uk }

p

M:

—(210%)" % exp {

k=1 j=1
A estatistica do teste de razdo de verossimilhancas para a hipdtese de esfericidade é

dada, portanto, por:

A= |&P?Q: |ﬂ527
{tr(Sn)l 2 {tr(S)} 2
p p

tem distribuicdo assintética de qui-quadrado, isto €,

X2 =-2In(A) =n {pln {tT;S)} —1In |S|} ~ X?c, (2.9
_plp+1)
f=trD

Box|(1949) apresentou uma proposta para obter melhor performance, em que a estatis-

tica corrigida € dada por:

Xe =—2In(A) = — (=)= = —
f:p(p2+1)_1

Quando p > n, John| (1972) e Ledoit e Woli] (2002) apresentaram um teste alternativo
desenvolvido com o objetivo de fazer uma nova correcdo para o existente. A estatistica de teste

que o torna robusto contra a alta dimensionalidade € dada por:
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S
2 _ _ _n _ ~y?
X: = —2In(A) =—tr S I X7 (2.11)
)
1
fe plp+1)

Em Timm)| (2002) foi feito o uso deste mesmo teste, porém foi realizada a mudanca nos
graus de liberdade, pois ao invés de n, utilizou-se n — 1. Esta mudanca foi proposta por Sugiura
(1972)). No presente trabalho este teste sera nomeado Sugiura. Testes de esfericidade constituem

um caso particular dos testes de simetria composta que serdo apresentados na sequéncia.
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2.4.5 Teste de simetria composta

Ledoit e Woll| (2002)) sugeriram um teste para simetria composta, que por defini¢cdo
consiste em testar se as variancias e covariancias sdo idénticas. Hy : ¥ = o2[(1—p)I +p+ J],

em que J é uma matriz quadrada (p x p) composta por 1 em todas as caselas.

2

-1 —1
T2 S%?
2 (3.2 88,7
p
1
o)
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3 PROCESSO DE SIMULACAO

No ambito computacional, de acordo com Banks (1998)), a simulacdo é uma técnica
utilizada para imitar o comportamento de um sistema ou processo real. E uma drea que utiliza
a geracdo de nimeros aleatdrios, tem inimeras aplicacdes em diversas dreas e permite a analise
de sistemas complexos que ndo sao passiveis de resolu¢do analitica e também € ttil quando se
pretende confirmar resultados.

Para que seja aplicada com éxito requer um conhecimento prévio do pesquisador em
programacao, simulagdo e estatistica. Fishman| (2001) ressalta que o sucesso de uma simulagao
de dados depende da modelagem do sistema que deve aproximar-se a0 maximo da realidade
a ser simulada. De acordo com Gomes| (1994), a simulagdao é um jogo de amostragem com-
putacional envolvendo niimeros aleatérios, que tem como objetivo obter informagao numérica
sobre um modelo complexo de determinado sistema. A eficiéncia na aplicacio da técnica de

simulacao depende dos seguintes aspectos:

(a) Técnicas estatisticas necessarias para produzir o desejado comportamento de entrada

(input) e analisar o comportamento de saida (output);
(b) Conceitos de modelagem de sistemas;

(c) Linguagens de programacao disponiveis.
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4 METODOLOGIA

Os dados que foram utilizados neste trabalho s@o de natureza ficticia, obtidos por meio
de simula¢des de Monte Carlo. Foram produzidas observagdes de distribuicdes normais mul-
tivariadas N,(p, ¥) com o vetor 4 = 0 sem perda de generalidade. Foram considerados
diferentes tamanhos amostrais (n), nimero de varidveis (p). Em cada cendrio, foram geradas
X} observacdes independentes no indice k (unidade amostral) £ = 1,....n e com correlagdo
diferente em cada cendrio (indice [ = 1,...,p varidveis).

Primeiramente, foi feita a programacgao de todos os testes em estudo, respeitando-se a
separacdo entre gerais e especificos (identidade, esfericidade, independéncia e simetria com-
posta) e a organizac¢do em quatro estudos fragmentados (1, 2, 3 e 4), devido ao fato de se estar
avaliando nao somente a estrutura de covariancia, mas também o objetivo peculiar de cada teste.
Visando a avaliagc@o de todos os testes em questio, obtidos a partir dos casos mais simples (Es-
tudo 1) até os mais gerais (Estudo 4), os cendrios em estudo foram criados através de diversas
combinacdes de n e p, ndo sendo permitidos cendrios em que p > n. Avaliou-se o comporta-
mento do nivel de significincia v nos cendrios com n crescente (5, 10, 20, 30, 50 e 100) e p
também crescente (2, 4, 8, 16, 32 ¢ 64). Totalizando 21 cenarios em cada estudo.

Depois de terem sido obtidas as n observagdes das p varidveis, foram obtidas as estatis-
ticas dos treze testes apresentados nas secoes 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9. Foram feitas a programagao
dos testes originais e modifica¢des utilizando o software R (R Development Core Team, 2018)),
disponibilizados em anexo.

Para a simulacao dos dados, utilizou-se a fun¢ao muvtnorm da linguagem computacional
R, proposto por Genz e Bretz| (2009), que gera dados aleatdrios através de um nimero de dados
(n) e varidveis (p) preestabelecidos. Foram geradas 1000 amostras simuladas, dependendo da
matriz 3 que originou os dados sob a hipétese nula e sob a hipdtese alternativa. Apés ser feita
a simulacdo, foi realizada a andlise e a interpretacdo dos testes em relagdo a taxa de erro tipo-I
(com probabilidade nominal «) e poder (complementar do erro tipo-II) nos cenérios propostos.
Para o estudo foi utilizado o nivel de significAncia de o = 5%.

No processo de classificac@o dos testes entre conservadores, exatos e liberais, foi utili-
zado o intervalo de confianga exato para a propor¢ao baseado na distribuicao binomial obtido
no software Sisvar (FERREIRA|, 2014). O intervalo utilizado para o nivel de significancia foi

ICg9% (N ):[0,0339;0,0705], pois possui a verdadeira propor¢do de exatiddo de um teste a 1% de
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significancia, valores abaixo do limite inferior denotam um teste conservador e valores acima
do limite superior, um teste liberal, em um processo de simulacdo com 1.000 repeti¢des. O cri-
tério utilizado para a indicagdo do teste mais poderoso foi: dado que um teste foi considerado
exato, foi recomendado o teste de maior poder.

Estudo 1: Poder dos testes para a identidade: Hy: 3 =1 versus Hy: ¥ # 1.

Para a obten¢do da taxa de erro tipo I, primeiramente iniciou-se o cendrio em H, que
¢ constituido por uma matriz identidade (p x p), que de acordo com |[Ferreiral (2008) é uma
matriz com variancias iguais a um e covariancias nulas. Para a construcio da curva de poder
foi utilizada uma medida (9), arbitrria, que caracteriza a razao de determinantes entre a matriz
observada e a Hy. Em que 6 = |X¢|/|X1| com i = 2.3,....,k — 1 refere-se a diferenca entre
a ultima matriz gerada sobre a matriz especificada em Hj, o que caracteriza uma razdo de
variabilidade 0 (delta). O valor maximo definido para o ¢ foi 64, para que todos os testes

atinjam o poder maximo. Neste estudo os testes envolvidos foram:

Tabela 2 — Estudo 1: testes de identidade avaliados.

_Nome do teste Equacao Cdédigo
Korin| (1968) Equacgao(2.5) Korin I

Ledoit e Wolf (2002) Equagdo(2.6) LedoitI

Fonte: Prépria autora.

Estudo 2: Poder dos testes de esfericidade: Hy : ¥ = 641 versus Hy: ¥ # o*1.

Partindo de H, (que consiste na estrutura de covariancia esférica obtida com o maior
valor de ¢ do Estudo 1), o afastamento de H, foi ocasionado por meio do aumento gradativo do
valor de p de 0 até 0,9 em passos de 0,1. Valores de p negativos nao foram considerados. Neste

estudo, pode-se avaliar também estruturas independentes.

Tabela 3 — Estudo 2: testes de esfericidade avaliados e respectivas siglas usadas.

Nome do teste Equacao Caédigo
Teste de razdo de verossimilhanca original Equacao(2.7 LRT II
Bartlett (1954) Equacao 2.3 bartlett
Teste de razao de verossimilhanca original esfericidade Equacao 2.9 LRT I
Box|(1949) Equagdo(2.10 box
Ledoit e Wolf{ (2002) e|John|(1972) Equacgdo(2.11 Jiw
Sugiura (1972) Equacgao(2.11 sug*

Fonte: Prépria autora.

Notas: *Sugiura (1972) porém com uma mudanca nos graus de liberdade.
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Estudo 3: Poder dos testes de simetria composta:

o2 09 --- 09

09 o2 --- 09
H() =

0,9 09 --- o2

o2 09 --- 09

09 o2 0,9
H1 Y 7é

0,9 09 --- o

A matriz sob H, é uma matriz de simetria composta com a dltima estrutura determinada
no Estudo 2, para p igual a 0,9 e assim afastar de H através de uma relagdo denominada por
epsilon (¢). Epsilon consiste no valor de cada poténcia (0, 1, 2, 3...p-1), em que p refere-se ao
nimero de varidveis em estudo. Eleva-se a uma poténcia epsilon cada elemento da matriz de
covariancia sob H, partindo da primeira casela da matriz, lembrando-se do espelhamento da
matriz de covariancia a fim de gerar heterogeneidade e delinear a curva poder. Utilizado para
p > 2.

Tabela 4 — Estudo 3: avaliagdo do teste de simetria composta.

~Nome do teste Equagao Codigo
Ledoit e Wolf (2002) Equagﬁo(]Z. 12|) Iw

Fonte: Prépria autora.

Estudo 4: Poder dos testes gerais: Hj: 3 = Matriz de covaridncia maxima com formato
AR(1) obtida no Estudo 3 versus H;: 3= Matriz de covariincia com formato AR(1).

A matriz sob Hj, € a ultima matriz AR(1) gerada no Estudo 3. O afastamento desta
estrutura foi ocasionado por meio do aumento gradativo da quantidade 9, assim como no Estudo
1.

Para a anélise dos resultados, foram construidos graficos nos quais o eixo das abcissas
representa os valores de ¢ para os Estudos 1 e 4, p para o Estudo 2 e € para o Estudo 3. Estas
constituem a variabilidade representada no eixo das abcissas. O eixo das ordenadas representa

a probabilidade de rejeitar H, que deve estar entre 0 e 1 como toda medida de probabilidade. A
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Tabela 5 — Estudo 4: testes gerais avaliados para qualquer estrutura.

Nome do teste Equacao Caédigo
Teste de razdo de verossimilhancas Equacao(2.2 LRT III
Timm (2002) e Rencher (2003) Equacao 2.2 Rencher
Korin|(1968) Equacao 23 Korin II
Ledoit e Wolf (2002) Equagao 2.4) Ledoit II*

Fonte: Prépria autora.
Notas:* [Ledoit e Wolf|(2002) substituindo n porn — 1 e .S, por S.

linha horizontal pontilhada nos graficos representa o nivel de significancia o = 0,05 adotado e
as linhas horizontais grossas tracejadas representam os limites do intervalo de confianca (99%)

para o nivel de significancia.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para apresentacdo dos resultados seguiu-se a ordem dos estudos. No Estudo 1 foram
avaliados dois testes especificos para identidade, Ledoit I e Korin I, para o caso p = 2 sendo
ambos nunca considerados liberais, mantendo sempre a taxa de erro tipo I igual ao nivel de
significancia adotado. Assim os resultados foram de comportamento exatos para todos os n= 15,
10, 20, 30 (Figura [THd), n= 50 e 100 (Figura 2] e [b).

Observa-se, nos cendrios em que o tamanho amostral € pequeno, que o teste Ledoit I foi
mais poderoso para todo valor de : n = 5 (Figura[lf) e n = 10 (Figura[Ijb) sendo este o teste
mais recomendado nestas situagdes. De acordo com Nogueira e Pereira (2013)), é importante
que se tenham testes com niveis de significancia proximo do « adotado a priori e que o poder
seja elevado, mesmo em situagdes de amostras pequenas.

Para § = 2 e 6 = 4 a curva do poder do teste Ledoit I alcanga niveis maiores. J4 para
0 = 8, as curvas se encontram e sobem simultaneamente em dire¢do a probabilidade maxima
do poder (1), que ocorreu nos cendrios n = 20 (Figura[Ik), n = 30 (Figura[I{d) e n = 50 (Figura
).

Para a (Figura [2p) n = 100, o teste Ledoit I € mais poderoso para 6 = 2. Para outros
valores de  a curva poder dos dois testes alcanca a probabilidade maxima do poder (1). Neste
caso era esperado que os testes apresentassem menor poder, uma vez que possuem valores de
taxa de erro tipo I baixos. Resume-se neste cendrio que o poder dos testes aumenta com a dimi-
nuicdo do ¢ a medida que a amostra dos dados aumenta. No cendrio p = 2, independentemente

das combinagdes n e p, o teste Ledoit I € o mais recomendado.
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Fonte: Prépria autora.

Para o caso em que o nimero de varidveis é igual a 4, todos os cendrios realizados
indicam que os testes Ledoit I e Korin I apresentaram comportamentos exatos, n = 10 (Figura
BR), n = 20 (Figura[3p), n = 30 (Figura[3c), n = 50 (Figura[dp) e n = 100 (Figura @p).

De todas as situagdes avaliadas, o teste Ledoit I foi mais poderoso para todos os valores
de 0 (Figura[3). Para p = 4 em amostras pequenas, o teste Ledoit I teve melhor desempenho
quando comparado com Korin I. As curvas de poder dos testes s6 se aproximam com n = 100.

Os resultados mostraram quais dos testes foi mais poderoso até um certo valor para J:
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intervalo de confianca.

Fonte: Prépria autora.

n = 20: (Figura[3p) de § = 2 até § = 32 Ledoit I aproxima mais precisamente da probabilidade
maxima de poder. Os dois testes atingiram o maximo da curva poder quando 6 = 64, n = 30:
(Figura [3c) até ¢ igual a 16, a curva do teste Ledoit I atinge o valor de probabilidade de poder
maior. A partir de § = 32, ambos atingem a probabilidade maxima da curva (1), n = 50:
(Figura ) para os valores de 0 igual a 2, 4 e 8, o teste Ledoit I é mais poderoso, a partir de
delta igual a 16, ambos chegam na probabilidade de poder maxima igual a 1. n = 100 (Figura
Mp): Para o = 2 e d = 4 o teste Ledoit I € mais poderoso, para outros valores de delta os dois
testes alcancam a probabilidade maxima do poder (1).

Ap6s a andlise, independentemente de todas as possiveis combinacdes, € indicado o uso
do teste Ledoit I pelo fato de apresentar a taxa de erro tipo I préximo ao nivel de significancia

adotado e niveis de poder elevados.
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Fonte: Prépria autora.

Para o cendrio p = 8, do Estudo 1, Ledoit I apresenta-se liberal e Korin I apresenta-se
exato em n = 20 (Figura[5p) e n = 30 (Figura[3b). No cendrio p = 8 o aumento do niimero
do tamanho amostral n = 50 (Figura[Jc) e n = 100 (Figura[3d) provocou a diminuigéo da taxa
de erro tipo I dos dois testes, Ledoit I que era liberal passou a ser exato e considerado mais

poderoso.
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O teste Ledoit I é mais poderoso para todo valor de § em n = 20 (Figura [), n =
30 (Figura[§p) e n = 50 (Figura [5c). Ambos os cendrios tém como caracteristicas amostras
pequenas.

Cendrios nos quais um teste apresentou ser mais poderoso até um dado valor de J: Para
n = 100 (Figura os valores 6 = 2,0 = 4,6 = 8¢ d = 16 o teste Ledoit I € mais poderoso,
para outras varia¢des de 9, ambos os testes alcangam a probabilidade maxima do poder (1). Os
resultados sugerem o teste Ledoit I o mais indicado para p = 8 excetuando-se o cendrio n = 20
e p = 8 que sugere um falso poder por ser liberal.

Os resultados para p = 16 e n = 30 dados pela (Figura [6)) mostram um comportamento
liberal de ambos os testes. O teste Ledoit I é mais poderoso, para todo (6 = 2,4,8,16,32,64), mas
ndo se aproxima da probabilidade maxima de rejei¢do de H no cendrio avaliado. Lembrando-se
que neste caso trata-se de um poder falso.

Na Figura (n = 50), Ledoit I é avaliado liberal e Korin I € exato, consegue controlar
melhor a taxa de erro tipo I, porém ambos ndo atingem a probabilidade médxima do poder.

Na Figura[f|(n = 100), os testes Ledoit I e Korin I sdo considerados exatos. Para todos
os pontos da curva poder o teste Ledoit I foi considerado o mais poderoso.

O poder apresentou um comportamento semelhante para todos os n utilizados até um
0 = 4, a partir deste ponto o poder dos testes aumentaram atingindo valores préximos de 90%
com ) = 64. Em p = 16 o aumento de n ocasionou a diminui¢cdo no valor da taxa de erro tipo I

e melhoria do poder em ambos os testes.
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Considerando p = 32 o gréfico do cendrio n = 50 exibido na Figura[7hl os testes Ledoit
I e Korin I sdo avaliados como liberais. O teste Korin I é mais poderoso que Ledoit I. Nao
atingem a probabilidade de rejei¢do 1. Quanto maior o valor da taxa de erro tipo I maior serd o
poder, porém este nao € um resultado confidvel.

Interpretando o cendrio n = 100 (Figura EE]) o teste Ledoit I foi liberal e Korin I foi
avaliado como exato. O teste Ledoit I foi o mais poderoso (falso poder). Korin I ndo alcangou

a probabilidade de rejeicdo maxima de Hy, € o teste recomendado neste caso. Fixando p = 32,
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Fonte: Prépria autora.

o aumento do tamanho amostral de 50 para 100 proporcionou a diminui¢do da taxa de erro tipo
I de ambos os testes.

Avaliando p = 64 no esbogo do cendrio n = 100 (Figura [8)), foi detectado que os testes
sdo liberais. O teste Korin I foi o mais poderoso para todo valor de § avaliado sendo também
o mais liberal. Ambos apresentam baixo poder, o que € contraditério com o esperado, além
disso testes liberais sdo naturalmente mais poderosos. Neste cendrio surge a discussdo de que
cometer o erro tipo I é mais sério do que o erro tipo II. Foi observado no Estudo 1 que a medida
que foi aumentado o valor de n e p, ambos os testes se tornam menos poderosos.

Independentemente das combinacdes propostas de n e p, e avaliando a classificacao
da taxa de erro tipo I (6 = 1), o teste Ledoit I é o mais indicado para o Estudo 1 conforme
apresentado na Tabela[f] Um fato observado € que o teste Ledoit I criado para situagdes em que
p > n, neste estudo em que n > p, situagdo que evita autovalores nao nulos no numerador da

estatistica A segundo Wang e Yaol| (2013)), obteve resultado satisfatério.
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Tabela 6 — Recomendagdes de teste no Estudo 1.

p
n 2 4 8 16 32 64
5  LedoitI
10 LedoitI Ledoitl]
20 Ledoitl Ledoitl Korinl

30 Ledoitl Ledoitl
50 Ledoit]l Ledoitl]
100 LedoitI Ledoitl]

KorinI LedoitI
Ledoitl Korinl Ledoitl]
LedoitI Ledoitl Korinl LedoitI

Fonte: Prépria autora
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o Estudo 1 p = 64 e n = 100, linhas tracejadas
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No Estudo 2 foram avaliados os testes para esfericidade (Tabela[3). Paran =5ep = 2
(Figura , os testes LRT II, jlw e sug sdao conservadores, box e bartlett sdo exatos e LRT I é
considerado de comportamento liberal. Para p = (0,1,...,0,3), o teste LRT I é mais poderoso
seguido dos testes box, bartlett e LRT II. Para p = (0,3,...,0,9) a sequéncia decrescente de
poder é LRT I, bartlett, box e LRT II. O teste LTR1 é um teste liberal e portanto é esperado que
indique um poder superior comparado aos demais. Neste cendrio, diante dos resultados obtidos,
o teste mais indicado € o bartlett por controlar melhor a taxa de erro tipo I e maior poder entre
0s exatos.

Wang e Yao (2013) propusseram corre¢des para o teste de razdo razdo de verossimi-
lhancga e teste de John| (1972) para esfericidade em grandes dimensdes. Foi avaliado o desem-
penho destes testes em situacdes de normalidade e ndo normalidade, concluiram que, quando o
tamanho amostral n € fixo, o poder do teste diminui quando o valor de p estd se proximo de n,
isto pode ser explicado pelo fato de que quando p estd proximo de n, alguns dos autovalores de
S, aproximam de zero, fazendo com que o teste quase degenere e perde poder. Neste trabalho
no cendrion = 5 e p = 2 em que o tamanho amostral é pequeno e se aproxima do ndmero de
variaveis p, o teste jlw também nao obteve desempenho satisfatorio.

No cendrio n = 10 e p = 2 (Figura [9p)), nenhum dos testes avaliados apresentaram-se
liberais, os testes jlw, sug, bartlett e LRT II sdo conservadores, box e LRT I sdo exatos. Em
p = (0,1,...,0,3) a sequéncia de testes mais poderosos é: box, LRT I, jlw, bartlett, sug e LRT
II. Para p = (0,4,...,0,7) a sequéncia apresentou uma alteragdo: box, LRT I, bartlett, jlw, sug
e LRT II, a partir desta sequéncia foi concluido que o teste mais indicado € box proposto por
Box| (1949), para conduzir a uma melhor aproximacgdo para a distribui¢cdo qui-quadrado para
pequenas amostras.

Nos cendrios n = 20 e 30 e p = 2 (Figura [9| e [d) os testes foram classificados em
relacdo a taxa de erro tipo I: LRT I, bartlett e LRT II como conservadores, box, jlw e sug como
exatos, de p=(0,1,...,0,8) a sequéncia em ordem decrescente de poder € box, jlw, sug, LRT I,
bartlett e por ultimo o teste LRT II. Para p = 0,9, todos os testes alcancaram a probabilidade
maxima de poder. Como no cendrio anterior o teste mais eficaz € o box.

De acordo com o caso n = 50 e p = 2 (Figura @), sdo considerados conservadores:
LRT I, bartlett, LRT II e exatos: box, jlw e sug. Nenhum dos testes se apresentou liberal. De
p=(0,1,...,0,6), a sequéncia de poder é a mesma: (box, jlw, sug, LRT I, bartlett e LRT II), para

p = 0,7 apenas bartlett e LRT II nao alcancam a probabilidade mdxima de poder, sé vindo a
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ocorrer para todos simultaneamente em p = 0,9.

Mantendo-se 0 mesmo nimero de varidveis p = 2 e aumentando-se o nimero amostral
para n = 100 (Figura [I0p), a classificagdo em relagdo a taxa de erro tipo I foi que sdo con-
servadores os testes: LRT I, bartlett, LRT II e exatos: box, jlw e sug. Também nenhum dos
testes apresentou-se de comportamento liberal. De p = 0,1 a 0,6 a ordem decrescente de poder
é: (box, jlw, sug, LRT I, bartlett e LRT II). De p=(0.,6,...,0,9), todos atingiram a probabilidade
maxima de poder. Para p = 2, foi observado que o aumento do nimero de n proporcionou aos
testes um poder em direc@o a probabilidade maxima. Segundo Hair J. e Babin| (2009), quando
o tamanho da amostra € pequeno o teste de hipdtese € pouco sensivel, também afirma que o
aumento do tamanho da amostra implicard no aumento do poder do teste, o que foi notado neste

cendrio. O teste mais indicado para p = 2 e n > 5 é, de forma unanime, o box.
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O aumento do nimero de varidveis para p = 4 e as diversas combinac¢des foram exibidas
nas Figuras [I1] e no cendrio n = 10 e p = 4 (Figura [TTf), os testes sug e LRT II sdo
conservadores; box, jlw e bartlett exatos e LRT I é liberal. Para p=0,1 e 0,2, a ordem decrescente
de poder é a mesma: LRT I, jlw, box, bartlett, sug e LRT II. Para p=0,3 a p=0,6 LRT I, jlw, bart,
sug, box e LRT II, p=0,7 jlw, LRT I, sug, bart, box, LRT II, p=0,8 jlw, LRT I, bart, sug, box e
LRT II e p=0,9 jlw, LRT I, bart, sug, box e LRT II.

Dos testes de esfericidade avaliados, considerando-se o caso n = 20,30 (Figura @ e
n = 50,100 (Figura@ e p = 4, receberam classificacio de exatiddao: LRT I, box, jlw, e sug;
conservadores: bartlett e LRT II, nunca apresentando liberais nestes cendrios. Seja p = 0,1 e
n = 20 (Figura[I11p), os testes mais poderosos estdo na ordem decrescente (LRT I, jlw, box,
sug, bartlett e LRT II), p=0,2 tem-se a sequéncia (jlw, LRT I, sug, box, bartlett e LRT II), p=0,3
segue a ordem (jlw, sug, LRT I, box, bartlett ¢ LRT II). Para p=0,4 a p=0,7 a sequéncia de
poder segue o mesmo padrao: (jlw, sug, LRT I, box, bart e LRT II), em p=0,8 todos atingem
a probabilidade méxima, excetuando-se LRT II. Quando o aumento gradativo € maximo p=0,9
todos os testes alcangaram a probabilidade maxima de poder. Aumentando o valor de n para 30
(Figura[TTk]) e mantendo o nimero de varidveis p = 4 para p=0,1 a sequéncia do poder maximo
até o minimo € (jlw, LRT I, box, sug, bart e LRT II), p=0,2 (jlw, sug, LRT I, box, bartlett e
LRT II), a ordenacdo de p=0,3 até p=0,5 é (jlw, sug, LRT I, box, bartlett e LRT II). Para p=0,6
a sequéncia tem uma alteracao (LRT I, jlw, sug, bartlett e LRT II), p=0,7, p=0,8 e p=0,9 todos
atingiram o poder maximo.

Os cendrios n = 50 e p = 4 (Figura[I2@). De p=0,1 até p=0,4 a sequéncia de poder ¢
(jlw, sug, box, LRT I, bartlett e LRT II) em p=0,5. Excetuando-se o teste LTR2, todos atingem
a probabilidade maxima. Jd em p=0,6 até p=0,9, todas as curvas se coincidem no poder 100%.
Pode-se observar que pelo aumento do nimero amostral, o teste jlw permanece alcangando
niveis de poder maior quando comparado aos demais.

Com o niimero de n maximo proposto igual 100 e p = 4 (Figura[I2p). Afastando-se o p
de 0,1 até 0,3, observa-se um padrdo para o poder: jlw, sug, box, LRT I, bartlett e LRT II. J4 em
p de 0,4 até 0,9 todos atingem a probabilidade méxima. No cendrio p = 4 0 aumento do nimero
de varidveis proporcionou a diminui¢do da taxa de erro tipo I e melhora no poder dos testes. O
teste LRT I que era um teste liberal, passou a ser exato, LRT II permaneceu como conservador,
sug passou de conservador para exato, bartlett mudou a classificagdo de exato para conservador,

box e jlw mantiveram-se exatos. Neste cendrio o teste jlw, um teste abrangente criado até para
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matrizes ndo singulares e p > n (FERREIRA| 2008)), é um teste satisfatorio e recomendado.
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Considerando o tamanho amostral n = 20 e o aumento do nimero de varidveis para
p = 8 (Figura , LTR2 é um teste conservador, box e sug sdo exatos, LRT I, jlw e bartlett
sdo liberais. p=0,1 (LRT I, jlw, bartlett, sug, box e LRT II), p=0,2 (LTRI1, jlw, sug, bartlett, box,
LRT II), p=0,3 (LRT I, jlw, sug, bartlett, box, LRT II), p=0,4 e p=0,5 seguem o mesmo padrao
(jlw, LRT 1, sug, bartlett, box e LRT II). Em p=0,6 a sequéncia é dada por (LTRI, jlw, sug,
box e LRT II); em p=0,7 (LRT I, box, jlw, sug, bartlett e LRT II). Em p=0,8 até p=0,9 todos
atingiram a probabilidade maxima de poder. O teste LRT I é um teste liberal, naturalmente €
esperado nivel de poder maior, nesta situacao € indicado jlw por ser um teste exato.

Emn=30e50ep =28 (Figura@[) LRT II € conservador, box, jlw, sug e bartlett sao
exatos e LRT I € liberal. n = 30 (Figura afastando-se a estrutura em p=0,1, a ordenacdo
do poder € a seguinte: LRT I, jlw, sug, box, bartlett e LRT II, de p=0,2 até p=0,5, a sequéncia
de poder é dada por jlw, sug, LRT I, box, bartlett e LRT II, de p=0,6 até p=0,9 todos atingiram a
probabilidade maxima dada por 1. Como o teste LRT I € liberal, o mais indicado € o teste exato
Jlw.

Em n = 50 e p = 8 (Figura[I3), o afastamento de p de 0,1 até 0,3 segue o padrdo
semelhante de poder (jlw, sug, LRT I, box, bartlett e LRT II). De p 0,4 até 0,9 todos atingem a
probabilidade médxima de poder. A partir desta interpretacdo € notado que com o aumento do
nimero amostral e de varidveis os testes se mostraram mais poderosos.

Emn = 100 e p = 8 (Figura , sao exatos: LRT I, box, jlw, sug; sdo conservadores:
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Fonte: Prépria autora.

bartlett e LRT II, de p=0,1 até p=0,2 a sequéncia de poder € jlw, sug, LRT I, box, bartlett e LRT

IL. De 0,3 até 0,9 todos os testes atingiram o maximo de poder.

Emn = 30 e p = 16 (Figura @E}), LRT II € o tnico teste conservador, sug é o Unico

exato, LRT I, box, jlw, bartlett sdo liberais. Com o afastamento gradativo de p=0,1 (LRT I,

bartlett, jlw, sug, box e LRT II); p=0,2 a 0,4 LRT I, jlw, bartlett, sug, box e LRT II, em 0,5 até

0,9 todos atingiram o maximo de poder.

Emn = 50 e p = 16 (Figura @E]), LRT II € conservador, box e jlw sdo exatos, LRT I,
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bartlett e sug sdo liberais, em p=0,1 a sequéncia decrescente de poder é (LRT I, jlw, sug, bartlett,
box e LRT II). p=0,2 (jlw, sug, LRT I, bartlett, box e LRT II), todos atingiram o poder maximo
em 0,3 até 0,9.

Para o cason = 100 e p = 16 (Figura @E]), LRT II € conservador, box, jlw, sug, bartlett
sdo exatos e LRT I € liberal, em p=0,1 a sequéncia de poder é dada por jlw, sug, LRT I, bartlett
e LRT II, de p=0,2 a p=0,9 todos atingem o méaximo de poder, o que era esperado pois, com 0
aumento amostral e de varidveis o poder aumenta. Diante disso, a indicagdo para p = 16 € o

teste jlw por ser exato.
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Fonte: Prépria autora.

, linhas tracejadas denotam: linha fina: nivel de significAncia de o = 5%, linhas
grossas: intervalo de confiancga.

Emn = 50 e p = 32 (Figura , LRT I, box, bartlett sdo liberais, LRT II e jlw sao

exatos, nunca se apresentaram conservadores. A sequéncia de poder com o grau de afastamento

p minimo 0,1 € dada por LRT I, bartlett, jlw, sug, box, LRT Il e 0,2 é LRT I, jlw, sug, bartlett,

box e LRT II. De 0,3 até 0,9 todos atingem a probabilidade maxima de poder. O teste mais

indicado permaneceu sendo jlw por controlar a taxa de erro tipo I.

Em n = 100 e p = 32 (Figura[I53p), box, jlw, sug sdo exatos LRT I e bartlett sdo liberais

e LRT II é conservador. Em p=0,1 apenas box e LRT II ndo alcan¢aram o poder de 100%, todos
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os outros graus de afastamento dado por p, os testes atingiram o poder maximo.

No trabalho de Wang e Yaol|(2013)), ao se estudar o comportamento de testes para esfe-
ricidade em grandes dimensdes para a situacdo de normalidade quando n € igual a 64 ou 128,
com valores varidveis de p e abaixo das duas alternativas acima mencionadas, o poder dos testes
aumenta com o tamanho amostral. Para o tamanho amostral grande n = 256 e p variando de
16 a 240, todos os testes de interesse avaliados t€ém poder em torno de 1. Situacido semelhante
ocorre neste estudo, quando n = 100, tamanho amostral maximo avaliado, os testes apresentam
poder elevado.

Em n = 100 e p = 64 (Figura [16) sug é um teste exato, todos os outros testes sdo
liberais, na heterogeneidade p=0,1, todos os testes atingiram o nivel de poder mdximo, exceto
o teste LRT II. Para p de 0,1 até 0,9 todos atingem o méximo. No Estudo 2, independentemente
das combinagdes propostas de n e p apresentadas na Tabela [/} o teste que foi mais indicado
desconsiderando as situag¢des de falso poder € o jlw.

Neste estudo, assim como no trabalho de Lim, L1 e Lee|(2010), foi possivel observar que,
em geral, o desempenho do poder dos testes de razdo de verossimilhanca foram baixos. Segundo
os autores, ¢ bem conhecido que a maioria dos testes de razdo de verossimilhanca baseados no
limite de aproximacdo do qui-quadrado t€m grande probabilidade de rejeicao, as modificagdes

aplicadas as estatisticas dos testes, podem melhorar o desempenho do qui-quadrado. O fato foi
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notado e as modifica¢des corroboraram para o aumento do nivel de poder dos testes nos estudos.
No Estudo 3 (Tabela[d]) para p = 4 (Figura[l7) e (Figura[I8), o aumento de n favorece o
aumento do nivel de poder do teste. Nos seguintes cendrios o teste avaliado tem comportamento
liberal: p =8en =20;p=16en = 30; p = 32en = 50; p = 64 e n = 100 (Figura [20).
Apresentou-se conservador em p = 2 e n = 100. Todos os outros cendrios avaliados foram
exatos.
De p = 8 até p = 64 todos os cendrios apresentam comportamento semelhante a (Figura

20), poder proximo de 100% em p=0,1. No Estudo 3 é notado que quanto (> p) e (> n), mais
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Tabela 7 — Recomendagdes de teste no Estudo 2.

p
n 2 4 8 16 32 o4
5  Dbartlett
10 box  jlw
20 box  jlw box
30 box jlw jlw sug
50 box jlw jlw jlw jlw
100 box jlw jlw jlw jlw sug

Fonte: Prépria autora

sensivel para detectar o poder o teste se torna.

No trabalho de Ahmad (2010), ao avaliar o teste de simetria composta, também foi
notado que o poder do teste aumenta ao aumentar p para qualquer n avaliado, e também para
aumentar n contra qualquer p.

A classificagdo do teste em relagdo a taxa de erro tipo I ¢ exibida na Tabela[§] Pode-se
verificar que o teste avaliado foi exato na maioria dos casos, para pequenas amostras e para
amostras maiores. Manteve-se conservativo em apenas um cendrio em que o nimero de varia-

veis € pequeno p = 2 e o tamanho amostral é grande n = 100.
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(b) n = 20

Figura 17 — Taxa de erro tipo I e poder para o Estudo3p=4en = 10 @), n = 20 @), n = 30 ,
linhas tracejadas denotam: linha fina: nivel de significAncia de o = 5%, linhas grossas:
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Fonte: Prépria autora.
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Tabela 8 — Classificacdo da taxa de erro tipo I do teste|Ledoit e Wolf] (2002)) (Estudo 3).

n p Classificagdo em relagdo a taxa de erro tipo I
10 4 Exato
20 2 Exato
20 4 Exato
20 8 Exato
30 2 Exato
30 4 Exato
30 8 Exato
30 16 Liberal
50 2 Exato
50 4 Exato
50 8 Exato
50 16 Exato
50 32 Exato

100 2 Conservador
100 4 Exato
100 8 Exato
100 16 Exato
100 32 Exato
100 64 Liberal

Fonte: Prépria autora.

No Estudo 4 (Tabela [3)), foram avaliados a taxa de erro tipo I (§ = 1) e poder (§ > 1)
dos testes que podem ser usado para qualquer tipo de estrutura para a matriz de covariancia
(testes gerais). Para o caso p = 2 n = (5,10,20), LRT III e Rencher sdo considerados liberais,
mantendo a taxa de erro tipo I superior ao nivel nominal fixado. Os resultados foram de com-
portamento exatos em Korin II e Ledoit II. Para p = 2 n = 30 LRT III, Rencher e Ledoit II sdo
liberais e Korin II € exato. Em p = 2 e n = (50 e 100) LRT III, Korin II e Ledoit II apresenta-
ram os valores da taxa de erro tipo I inclusos no intervalo de confian¢ca nominal adotado, porém
Rencher € dito liberal.

Nos cendrios em que n = 5 e p = 2, (Figura[2Tg). Em § = 2 a sequéncia de poder é:
(Rencher, LRT III, Ledoit II, Korin II), para os graus de heterogeneidade (0=4,8,16,32) seguem
o mesmo padrdo: (Rencher, Ledoit II, LRT III, Korin IT) e 6 = 64 (Ledoit II, Rencher, LRT III
e Korin II). Neste cendrio as linhas que representam os testes LRT III e Ledoit II se cruzam em
0=2.

Nos cendriosem que p = 2e (n = 5, n = 10 e n = 20), o teste Ledoit II obtive
melhor desempenho de acordo com o critério de avaliacao adotado neste estudo. No caso p = 2
para n = 30, em relagdo as variabilidades (6= 8,16,32,64) todos os testes atingiram o poder
maximo, eles eram liberais excetuando-se Korin II (exato) a medida que se aumenta o nimero
do tamanho amostral n > 50, os testes apresentaram-se mais sensiveis para a captagao do poder,

Rencher permanece liberal e os outros passam a ser exatos. O teste Ledoit II € o mais indicado



por ser exato e alcancar um poder relevante.
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Fonte: Prépria autora.

Para o caso em que o numero de variaveis € igual a 4, nos cenarios em que n = 10,20,30
os testes Ledoit II e Korin II apresentaram comportamentos exatos e LRT III e Rencher foram
liberais. Para n = 50 e 100, os testes Ledoit II e Korin II permanecem exatos, LRT III passa a
ser exato e Rencher permanece liberal no controle da taxa do erro tipo 1.

Na Figura (23)), percebe-se que os testes LRT III e Rencher sdo liberais até o tamanho
amostral n = 30. A taxa de erro tipo I de todos os testes diminuiu e o poder aumentou com o
aumento do tamanho amostral. Para n = 50 e n = 100 (Figura[24) o teste LRT III passa a ser

exato e Rencher permanece liberal.
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Seja os cendrios n =20, 30, 50 e p = 8 (Figura [25). A classificacdo foi: LRT Il e
Rencher liberais e Korin II e Ledoit II como exatos. J4 n = 100 Rencher se mostrou nio
controlando a taxa de erro tipo I (liberal). J4 os testes LRT III, Korin II e ledoid II foram exatos.

O cendrio p = 8 foi resumido nos seguintes resultados: os testes LRT III e Rencher
foram liberais quando o tamanho amostral € pequeno, a medida que o valor de n aumenta, a
taxa de erro tipo I de ambos diminuem, LRT III passa a ser exato em n = 100 e Rencher
permanece liberal. Os outros testes permanecem exatos para todo valor de n. Todas as curvas

alcancam niveis de poder melhores em n = 100.
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Paran = 30 e p = 16 todos os testes avaliados no Estudo 4 sdo liberais. Para n = 50 e

n = 100 os testes LRT III e Rencher sao liberais e Korin II e Ledoit II sdo exatos. No cenério

p = 16 (Figura[26)) todos os testes sdo liberais quando o tamanho amostral € pequeno, a medida

que o n aumenta a taxa de erro tipo I de todos os testes diminuiram consideravelmente, LRT

III e Rencher permaneceram liberais em n = 100, ja os testes Ledoit II e Korin II tornaram-se

exatos € poderosos.

Para n = 50 e p = 32 todos os testes avaliados no Estudo 4 sdo liberais. Para n = 100
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os testes LRT III, Rencher e Ledoit II sao liberais e Korin II exato.

Em n = 50 (Figura , em 0=2, 4, 8, 16, 32 e 64 o poder dos testes segue o padrio
semelhante com esta sequéncia (LRT III, Rencher, Korin II, Ledoit II). Os testes LRT III e
Rencher neste cendrio foram muito liberais, as linhas de poder dos testes Korin II e Ledoit II se
cruzam em um dnico ponto =32, ambos os testes foram pouco poderosos.

Em n = 100 (Figura , em 0=2, 4, 8, 16, 32 e 64 o poder dos testes segue 0 mesmo
padrao (LRT III, Rencher, Ledoit II e Korin II). Neste cendrio a taxa de erro tipo I de todos os
testes avaliados diminui consideravelmente, os testes LRT I1I e Rencher que eram muito liberais
em n = 50, permanecem liberais, mas foi notado uma queda na taxa de erro tipo I e poder, as
linhas que representam o poder dos testes korin II e Ledoit II ndo se cruzam em nenhum valor
de 0. Neste cendrio o teste Korin II que era liberal em n = 50 passa a ser exato em n = 100,
sendo o teste indicado nesta situacdo, mesmo ndo atingindo o valor de poder recomendado.

Para p = 64 e n = 100 (Figura @, todos os testes sdo liberais, os testes LRT III
e Rencher atingem o poder maximo (falso poder) em (6=2), Korin II e Ledoit II sdo pouco
poderosos. Ledoit II que € menos liberal comparado aos demais € o indicado.

A classificagdo em relagdo a taxa de erro tipo I foi apresentada na Tabela [9] a reco-
mendacdo do teste Ledoit II neste estudo foi definida ndo considerando as situacdes de falso

poder.
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Tabela 9 — Recomendagdes de teste no Estudo 4.

p

n 2 4 8 16 32 64

5  LedoitII

10 LedoitII LedoitII

20 LedoitIl LedoitIl LedoitII

30 KorinIl Ledoitll LedoitIl LedoitII

50 LRTIO Ledoitll Ledoitll LedoitIl LedoitII
100 LedoitII LedoitIl LedoitIl Ledoitll KorinIl KorinII

Fonte: Prépria autora
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O teste de identidade mais adequado foi Ledoit e Wolf| (2002) (Ledoit I), teste que ob-
teve niveis de poder melhores e criagdo mais recente. Também foi evidenciado entre os testes
de esfericidade, que o teste recomendado a partir do critério exatiddao e poder na maioria das
combinacdes de n e p foi |[Ledoit e Wolf (2002) e John! (1972) (jlw), seguido de Box| (1949)
(box), o teste menos recomendado: Teste de razdo de verossimilhanga original (LRT II). Uma
classificacdo detalhada em relacdo a taxa de erro tipo I e poder do teste de simetria composta
Ledoit e Wolf] (2002) (Iw) possibilita ao pesquisador uma referéncia do comportamento do teste
de acordo com o tamanho amostral (n) e nimero de varidveis (p). Além disso, foi detectado
nos testes gerais, independentemente das combinagdes de n e p, que o teste mais indicado € o
Ledoit e Wolf| (2002) (Ledoit II) e os testes menos recomendados sdo Teste de razao de veros-

similhancgas (LRT III) e Timm! (2002) e Rencher (2003) (Rencher).
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6 CONCLUSOES

Como forma de facilitar as aplicagdes que demandem a utilizacao dos testes de interesse,
foram programados em linguagem R, de uma forma a torné-los acessiveis.

O teste de identidade mais adequado foi Ledoit e Wolf| (2002) (Ledoit I), teste que ob-
teve niveis de poder melhores e criagdo mais recente. Também foi evidenciado entre os testes
de esfericidade, que o teste recomendado a partir do critério exatiddao e poder na maioria das
combinacdes de n e p foi |[Ledoit e Wolf (2002) e John! (1972) (jlw), seguido de Box| (1949)
(box), o teste menos recomendado: Teste de razdo de verossimilhanga original (LRT II). Uma
classificacdo detalhada em relacdo a taxa de erro tipo I e poder do teste de simetria composta
Ledoit e Wolf (2002) (Iw) possibilita ao pesquisador uma referéncia do comportamento do teste
de acordo com o tamanho amostral (n) e nimero de varidveis (p). Além disso, foi detectado
nos testes gerais, independentemente das combinagdes de n e p, que o teste mais indicado € o
Ledoit e Woli] (2002) (Ledoit II) e os testes menos recomendados sao Teste de razdo de veros-

similhangas (LRT III) e Timm!| (2002) e |[Rencher (2003) (Rencher).

7 TRABALHOS FUTUROS

Para futuros trabalhos sugere-se que sejam incorporados no Estudo 2 estruturas inde-
pendentes e também outros estudos com a influéncia de outras estruturas de covariancias, além
das estruturas necessdrias em métodos estatisticos.

Um aspecto importante no processo de comparagao dos testes € a robustez. Um teste
¢ dito robusto, de acordo com Borges e Ferreiral (2003)), se, ao violar uma das pressuposigoes
béasicas, mantiver o mesmo desempenho. Foi avaliado neste estudo apenas populacdes normais
e outras distribui¢cdes podem ser avaliadas para o estudo da robustez dos testes.

Um teste importante na literatura é usado para verificar se a matriz de covariincias
atende a condi¢do H-F, uma condi¢do para usar a Andlise de Varidncia Univariada no modelo
com parcelas subdivididas. Mauchly (1940) propds o teste denominado de esfericidade para
testar se as variancias sao homogéneas e as covariancias sao nulas, pressuposto importante para

a utilizacdo deste modelo e que pretende-se avaliar seu desempenho em breve.
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APENDICES

APENDICE A-ROTINAS R

Estudo 1

rm(list=Is())
require(mvtnorm)
require(Matrix)
require(expm)
teste - function(dados,
sigmao,
statistic=c("bartlet","box","jlw"
"korin1","korin2","ledoit1",
"ledoit2","LRT1","LRT2",
"LRT3","Iw","rencher","sugiura"),
ponly=T
i
# Gerais : "LRT3","rencher","korin2","ledoit2"
# Independencia: "LRT2","bartlet"
# Esferecidade: "LRT1","box","jlw",sugiura"
# Outros. - "lw": testa HO: Sigma = sigma2 * Sigma0, para Sigma0 uma matriz simetrica,

# positiva definida e conhecida
# - "ledoit1": testa exclusivamente HO: Sigma = Identidade
# - "korin1": testa exclusivamente HO: Sigma = Identidade

tr - function(X) return( sum(diag(X)) )
n - nrow(dados)
p - ncol(dados)

if(p n) stop("Mais variaveis que observacoes!")

S - var(dados)
S.n-8*((n-1)/n)
I - diag(p)

det.r-det(S.n)/(prod(diag(S.n)))
switch (statistic,
LRT3={
chi.calc - n*tr(solve(sigma0)%*%$S.n)-n*log(det(solve(sigma0)%*%S.n))-n*p
f-(p"(p+1))/2
h
rencher={ ##modificao feita por Timm e Rencher de acordo com Ferreira (2008)
chi.calc - (n-1)*tr(solve(sigma0)%*%S) -(n-1)*log(det(solve(sigma0)%*%S))-(n-1)*p
f-(p-1)"(p+2)/2
b
korin2={ ##modificao feita por Korin pg.230 de acordo com Ferreira (2008)

chi.calc - ((n-1) - (2*p +1 -2/(p+1))/6 ) *( tr(solve(sigma0)%*%S) -log(det(solve(sigma0)%*%S)) -p )

f-p*(p+1)/2
}
korin1={## HO: sigma0=I
chi.calc - ((n-1)-(1/6)*(2*p+1-(2/(p+1))))*( tr(S) -log(det(S)) - p )
f-p*(p+1)/2
h
ledoit1={## HO: sigma0O=I Modificao feita por Leidot e wolf de acordo com Ferreira (2008) pg.231
#S - p*S/sum(diag(S))
chi.calc - (n/2)*tr( (S-1)%*%(S-1) ) - (pr2/2)*( (1/p)*tr(S) )2 + (p"2/2)
f-p*(p+1)/2
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}
ledoit2={##
chi.calc - (n/2)*tr( (solve(sqrtm(sigma0))%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) ) - diag(p))%*%(solve( sqrtm(sigma0) )%*%S%%solve( sqrtm(sigma0) ) - diag(p)) ) -
(pr2/2)*( (1/p)*tr(solve( sqrtm(sigma0) )%*%S%"*%solve( sgrtm(sigma0) )) )2 + (p"2)/2
f-p*(p+1)/2

}

LRT2={## Testes de independencia e esfericidade
##Teste da razo de verossimilhanas Ferreira (2008) pgina 237 (6.2.17)
chi.calc - -n*log(det.r)
f-p*(p+1)/2

h

bartlet={##Barlett(1954)
## De acordo com o livro do Daniel pgina 237 (6.2.18
chi.calc - -((n-1)-((2*p+5)/6))*log(det.r)
f-p*(p+1)/2

}

LRT1={### A estatstica do teste de razo de verossimilhana para a hiptese de esfericidade Ferreira (2008) pg. 239 (6.2.23)
chi.calc - -n*(log(det(S))-p*log(tr(S)/p) )
f-p*(p+1)/2

b

box={## Modificao feita por box(1949)
##De acordo com Ferreira (2008) pg.240 (6.2.24)
chi.calc - -((n-1)-(2*(p"2)+p+2)/(6*p) )*(log(det(S))-p*log(tr(S)/p))
f-(p*(p+1)/2)-1

b

###Modificao feita por jonh (1972) e ledoit e wolf(2002)

##De acordo com Ferreira (2008) pg.240 (6.2.25)

jiw={
chi.calc - (n/2)*tr( (p*SAr(S) - 1)%*%(p*S/Ar(S) - 1))
f-(p*(p+1)/2)-1

b

#itHHHHH L edoit e wolf(2002)

## De acordo com Ferreira (2008) pg. 240 (6.2.26)

Iw={
A-eigen(sigma0)
A.val-A$values
A.vec-A$vectors
Ainv.1_2-solve(A.vec%*%diag(sqrt(A.val)) %*%t(A.vec))
chi.calc - (n/2)*tr(((Ainv.1_2%*%S%*%Ainv.1_2/(tr(Ainv.1_2%*%S%*%Ainv.1_2)/p))-1)"2)
f-(p*(p+1)/2)-1

h

##De acordo com Timm (2002), Sugiura(1972)

sugiura={
chi.calc - ((n-1)*p/2)*(p*tr(S%*%S)/(tr(S))"2 - 1)
f-(p"(p+1)/2)-1

}

)
if(ponly){
return(1-pchisq(chi.calc,df=f))
telse{
return( data.frame(Statistic=statistic, Chisq=chi.calc, DF=f, pvalue=(1-pchisq(chi.calc,df=f)) ) )
}
}

tr - function(X) return( sum(diag(X)) )

## Controle

N -1000

N.sig - 1000

n -5

p -2

delta - ¢(1,2,4,8,16,32,64)
Sigmao - diag(1,p)



#
beta.led1 - c()
beta.kor1 - ¢()

for(j in 1:length(delta)){
Sigma_w - (delta[j]*(1/p))*Sigma0
valoresp.led1 - ¢()
valoresp.kor1 - ¢()

for(i in 1:N){
Y - rmvnorm(n,mean=rep(0,p), sigma=Sigma_w)
valoresp.led1[i] - teste(Y,statistic="ledoit1")
valoresp.kor1[i] - teste(Y,statistic="korin1")

}

beta.led1 - c(beta.led1, length(which( valoresp.led1 = 0.05 ))/N)
beta.kor1 - c(beta.kor1, length(which( valoresp.kor1 = 0.05 ))/N)

write.table( data.frame(delta,beta.led1,beta.kor1),
file="saidas/estudo1-n5-p2.txt’,
row.names=F, quote=F )

Estudo 2

rm(list=Is())
require(mvtnorm)
require(Matrix)
require(expm)

# H. Seltman, May 2014

# Goal: convert a correlation matrix and variance vector
# into the corresponding covariance matrix

#

# Input:

# ’corMat’ is a square matrix with 1’s on the diagonal
#  and valid correlations on the off-diagonal

# ‘varVec'is a valid variance vector, with length

#  matching the dimension of ‘covMat’. A single
#  row or single column matrix is also allowed.
# Output:

# the covariance matrix

#

# A warning is given if the covariance matrix is not

# positive definite.

cor2cov - function(corMat, varVec) {

# test the input

if (lis.matrix(corMat)) stop("’corMat must be a matrix")

n = nrow(corMat)

if (ncol(corMat) != n) stop("’corMat’ must be square")

if (mode(corMat) != "numeric") stop("’corMat must be numeric")

if (mode(varVec) |= "numeric") stop("
if (lis.null(dim(varVec))) {

if (length(dim(varVec)) != 2) stop("varVec’ should be a vector")

varVec must be numeric")

"

if (any(dim(varVec)==1)) stop("varVec’ cannot be a matrix")

varVec = as.numeric(varVec) # convert row or col matrix to a vector
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}
if (lall(diag(corMat) == 1)) stop("correlation matrices have 1 on the diagonal")
if (any(corMat -1 | corMat +1))
stop("correlations must be between -1 and 1")
if (any(varVec = 0)) stop("variances must be non-negative")
if (length(varVec) != n) stop("length of 'varMat’ does not match ‘corMat’ size")

# Compute the covariance
sdMat = diag(sqrt(varVec))
rtn = sdMat %*% corMat %*% t(sdMat)
if (det(rtn)=0) warning("covariance matrix is not positive definite")
return(rtn)
}
teste - function(dados,
sigmao,
statistic=c("bartlet","box","jlw",
"korin1","korin2","ledoit1",
"ledoit2","LRT1","LRT2",
"LRT3","Iw","rencher","sugiura"),
ponly=T
)i
# Gerais : "LRT3","rencher","korin2","ledoit2"
# Independencia: "LRT2","bartlet"
# Esferecidade: "LRT1","box","jlw",sugiura"
# Outros. - "lw": testa HO: Sigma = sigma2 * Sigma0, para Sigma0 uma matriz simetrica,

# positiva definida e conhecida
# - "ledoit1": testa exclusivamente HO: Sigma = Identidade
# - "korin1": testa exclusivamente HO: Sigma = Identidade

tr - function(X) return( sum(diag(X)) )
n - nrow(dados)
p - ncol(dados)

if(p n) stop("Mais variaveis que observacoes!")

S - var(dados)
S.n-S*((n-1)/n)
I - diag(p)

det.r-det(S.n)/(prod(diag(S.n)))
switch (statistic,

LRT3={
chi.calc - n*tr(solve(sigma0)%*%$S.n)-n*log(det(solve(sigma0)%*%S.n))-n*p
f-(p*(p+1))/2

h

rencher={ ##modificao feita por Timm e Rencher de acordo com Ferreira (2008)
chi.calc - (n-1)*tr(solve(sigma0)%*%S) -(n-1)*log(det(solve(sigma0)%*%S))-(n-1)*p
f-(p-1)*(p+2)/2

h

korin2={ ##modificao feita por Korin pg.230 de acordo com Ferreira (2008)
chi.calc - ((n-1) - (2*p +1 -2/(p+1))/6 ) *( tr(solve(sigma0)%*%S) -log(det(solve(sigma0)%*%S)) -p )
f-p*(p+1)/2

}

korin1={## HO: sigma0=I
chi.calc - ((n-1)-(1/6)*(2*p+1-(2/(p+1))))*( tr(S) -log(det(S)) - p )
f-p*(p+1)/2

h

ledoit1={## HO: sigma0O=I Modificao feita por Leidot e wolf de acordo com Ferreira (2008) pg.231
#S - p*S/sum(diag(S))
chi.calc - (n/2)*tr( (S-1)%*%(S-1) ) - (pr2/2)*( (1/p)*tr(S) )2 + (p"2/2)
f-p*(p+1)/2

h

ledoit2={##
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chi.calc - (n/2)*tr( (solve(sqrtm(sigma0))%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) ) - diag(p))%*%(solve( sqrtm(sigma0) )%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) ) - diag(p)) ) -

(p"2/2)*( (1/p)*tr(solve( sqrtm(sigma0) )%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) )) )*2 + (p2)/2
f-p*(p+1)/2



b

LRT2={## Testes de independencia e esfericidade
##Teste da razo de verossimilhanas Ferreira (2008) pgina 237 (6.2.17)
chi.calc - -n*log(det.r)
f-p*(p+1)/2

}

bartlet={##Barlett(1954)
## De acordo com Ferreira (2008) pgina 237 (6.2.18
chi.calc - -((n-1)-((2*p+5)/6))*log(det.r)
f-p*(p+1)/2

h

LRT1={### A estatstica do teste de razo de verossimilhana para a hiptese de esfericidade Ferreira (2008) pg. 239 (6.2.23)
chi.calc - -n*(log(det(S))-p*log(tr(S)/p) )
f-p*(p+1)/2

b

box={## Modificao feita por box(1949)
##De acordo com Ferreira (2008) pg.240 (6.2.24)
chi.calc - -((n-1)-(2*(p"2)+p+2)/(6*p) )*(log(det(S))-p*log(tr(S)/p))
f-(p*(p+1)/2)-1

b

###Modificao feita por jonh (1972) e ledoit e wolf(2002)

##De acordo com Ferreira (2008) pg.240 (6.2.25)

jiw={
chi.calc - (n/2)*tr( (p*SAr(S) - 1)%*%(p*SAr(S) - 1))
-(p*(p+1)/2)-1

b

#itHHHHH L edoit e wolf(2002)

## De acordo com Ferreira (2008) pg. 240 (6.2.26)

Iw={
A-eigen(sigma0)
A.val-A$values
A.vec-A$vectors
Ainv.1_2-solve(A.vec%*%diag(sqrt(A.val)) %*%t(A.vec))
chi.calc - (n/2)*tr(((Ainv.1_2%*%S%*%Ainv.1_2/(tr(Ainv.1_2%*%S%*%Ainv.1_2)/p))-1)"2)
f-(p*(p+1)/2)-1

h

##De acordo com o livro do Timm (2002) Sugiura(1972)

sugiura={
chi.calc - ((n-1)*p/2)*(p*tr(S%*%S)/(tr(S))*2 - 1)
f-(p*(p+1)/2)-1

}

)
if(ponly){
return(1-pchisq(chi.calc,df=f))
telse{
return( data.frame(Statistic=statistic, Chisq=chi.calc, DF=f, pvalue=(1-pchisq(chi.calc,df=f)) ) )
}
}

tr - function(X) return( sum(diag(X)) )

## Controle

N -1000

N.sig - 1000

n -5

p -2

rho - seq(from=0, t0=0.9, by=0.1)
cors - matrix(1,p,p)

Sigma0 - (64"(1/p))*diag(1,p)

#
beta.Irt2 - ¢()
beta.bart - ¢()
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beta.lrt1 - ¢()
beta.box - c()
beta.jlw - c()
beta.sug - ¢()

for(j in 1:length(rho)){
cors[lower.tri(cors)] - rholj]
cors - as.matrix(forceSymmetric(cors, uplo="L"))
# print(cors)
Sigma_w - suppressWarnings( cor2cov(cors,diag(Sigma0)) )

valoresp.bart - ¢()
valoresp.Irt2 - ¢()
valoresp.Irt1 - ¢()
valoresp.box - ¢()
valoresp.jlw - ¢()
valoresp.sug - c()

for(i in 1:N){
Y - suppressWarnings( rmvnorm(n,mean=rep(0,p), sigma=Sigma_w) )
valoresp.bart[i] - teste(Y,statistic="LRT2")
valoresp.Irt2[i] - teste(Y,statistic="bartlet")
valoresp.Irt1[i] - teste(Y,statistic="LRT1")
valoresp.box[i] - teste(Y,statistic="box")
valoresp.jlwli] - teste(Y,statistic="jlw")
valoresp.sugl[i] - teste(Y,statistic="sugiura")

beta.bart - c(beta.bart, length(which( valoresp.bart = 0.05 ))/N)
beta.Irt2 - c(beta.Irt2, length(which( valoresp.Irt2 = 0.05 ))/N)
beta.Irt1 - c(beta.Irt1, length(which( valoresp.Irt1 = 0.05 ))/N)
beta.box - c(beta.box, length(which( valoresp.box = 0.05))/N)
beta.jlw - c(beta.jlw, length(which( valoresp.jlw = 0.05))/N)
beta.sug - c(beta.sug, length(which( valoresp.sug = 0.05 ))/N)

write.table( data.frame(rho,beta.lrt1,beta.box,beta.jlw,beta.sug,beta.bart,beta.Irt2),
file="saidas/estudo2-n5-p2.txt’,
row.names=F, quote=F )

Estudo 3

rm(list=Is())
require(mvtnorm)
require(Matrix)
require(expm)

# H. Seltman, May 2014

# Goal: convert a correlation matrix and variance vector
# into the corresponding covariance matrix

#

# Input:

# ’corMat’ is a square matrix with 1’s on the diagonal
#  and valid correlations on the off-diagonal

# ’varVec’ is a valid variance vector, with length

#  matching the dimension of 'covMat’. A single

#  row or single column matrix is also allowed.

# Output:

# the covariance matrix



#
# A warning is given if the covariance matrix is not
# positive definite.

cor2cov - function(corMat, varVec) {
# test the input

if (lis.matrix(corMat)) stop("’corMat must be a matrix")
n = nrow(corMat)
if (ncol(corMat) != n) stop("’corMat’ must be square")
if (mode(corMat) != "numeric") stop(""corMat must be numeric")
if (mode(varVec) |= "numeric") stop("’varVec must be numeric")
if (lis.null(dim(varVec))) {
if (length(dim(varVec)) != 2) stop("varVec’ should be a vector")
if (any(dim(varVec)==1)) stop("varVec’' cannot be a matrix")
varVec = as.numeric(varVec) # convert row or col matrix to a vector
}
if (lall(diag(corMat) == 1)) stop("correlation matrices have 1 on the diagonal")
if (any(corMat -1 | corMat +1))
stop(“correlations must be between -1 and 1")
if (any(varVec = 0)) stop("variances must be non-negative")
if (length(varVec) != n) stop("length of 'varMat’ does not match ‘corMat’ size")

# Compute the covariance
sdMat = diag(sqrt(varVec))
rtn = sdMat %*% corMat %*% t(sdMat)
if (det(rtn)=0) warning("covariance matrix is not positive definite")
return(rtn)
}
teste - function(dados,
sigmao,
statistic=c("bartlet","box","jlw",
"korin1","korin2","ledoit1",
"ledoit2","LRT1","LRT2",
"LRT3","Iw","rencher","sugiura"),
ponly=T
it
# Gerais : "LRT3","rencher","korin2","ledoit2"
# Independencia: "LRT2","bartlet"
# Esferecidade: "LRT1","box","jlw",sugiura”

# Outros. - "lw": testa HO: Sigma = sigma2 * Sigma0, para Sigma0 uma matriz simetrica,

# positiva definida e conhecida
# - "ledoit1": testa exclusivamente HO: Sigma = Identidade
# - "korin1": testa exclusivamente HO: Sigma = Identidade

tr - function(X) return( sum(diag(X)) )
n - nrow(dados)
p - ncol(dados)

if(p n) stop("Mais variaveis que observacoes!")

S - var(dados)
S.n-S*((n-1)/n)
| - diag(p)

det.r-det(S.n)/(prod(diag(S.n)))
switch (statistic,
LRT3={
chi.calc - n*tr(solve(sigma0)%*%$S.n)-n*log(det(solve(sigma0)%*%S.n))-n*p
-(p*(p+1))/2
b
rencher={ ##modificao feita por Timm e Rencher de acordo com Ferreira (2008)
chi.calc - (n-1)*tr(solve(sigma0)%*%$) -(n-1)*log(det(solve(sigma0)%*%S))-(n-1)*p
f-(p-1)"(p+2)/2
}
korin2={ ##modificao feita por Korin pg.230 de acordo com Ferreira (2008)

chi.calc - ((n-1) - (2*p +1 -2/(p+1))/6 ) *( tr(solve(sigma0)%*%S) -log(det(solve(sigma0)%*%S)) -p )
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f-p*(p+1)/2
b
korin1={## HO: sigma0=I
chi.calc - ((n-1)-(1/6)*(2*p+1-(2/(p+1))))*( tr(S) -log(det(S)) - p)
f-p*(p+1)/2
}
ledoit1={## HO: sigma0O=I Modificao feita por Leidot e wolf de acordo com Ferreira (2008) pg.231
#S - p*S/sum(diag(S))
chi.calc - (n/2)*tr( (S-1)%*%(S-1) ) - (p"2/2)*( (1/p)*tr(S) )*2 + (p"2/2)
f-p*(p+1)/2
h
ledoit2={##
chi.calc - (n/2)*tr( (solve(sqrtm(sigma0))%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) ) - diag(p))%*%(solve( sqrtm(sigma0) )%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) ) - diag(p)) ) -
(p"2/2)*( (1/p)*tr(solve( sqrtm(sigma0) )%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) )) )*2 + (p2)/2
f-p*(p+1)/2

}

LRT2={## Testes de independencia e esfericidade
##Teste da razo de verossimilhanas Ferreira (2008) pgina 237 (6.2.17)
chi.calc - -n*log(det.r)
f-p*(p+1)/2

h

bartlet={##Barlett(1954)
## De acordo com Ferreira (2008) pgina 237 (6.2.18
chi.calc - -((n-1)-((2*p+5)/6))*log(det.r)
f-p*(p+1)/2

h

LRT1={### A estatstica do teste de razo de verossimilhana para a hiptese de esfericidade Ferreira (2008) pg. 239 (6.2.23)
chi.calc - -n*(log(det(S))-p*log(tr(S)/p) )
f-p*(p+1)/2

b

box={## Modificao feita por box(1949)
##De acordo com Ferreira (2008) pg.240 (6.2.24)
chi.calc - -((n-1)-(2*(p*2)+p+2)/(6*p) )*(log(det(S))-p*log(tr(S)/p))
f-(p"(p+1)/2)-1

}

###Modificao feita por jonh (1972) e ledoit e wolf(2002)

##De acordo com Ferreira (2008) pg.240 (6.2.25)

jiw={
chi.calc - (n/2)*tr( (p*SAr(S) - )%*%(p*S/Ar(S) - 1))
f-(p*(p+1)/2)-1

h
#it#i##### edoit e wolf(2002)
## De acordo com Ferreira (2008) pg. 240 (6.2.26)
Iw=({
A-eigen(sigma0)
A.val-A$values
A.vec-A$vectors
Ainv.1_2-solve(A.vec%*%diag(sqrt(A.val)) %*%t(A.vec))
chi.calc - (n/2)*tr(
( (AINV.1_2%*%S%*%Ainv.1_2/(tr(Ainv.1_2%*%S%*%Ainv.1_2)/p))-1) %*%
( (AINV.1_2%*%S%*%Ainv.1_2/(tr(Ainv.1_2%*%S%*%Ainv.1_2)/p))-1)
)

f-(p*(p+1)/2)-1
h
##De acordo com Timm (2002), Sugiura(1972)
sugiura={
chi.calc - ((n-1)*p/2)*(p*tr(S%*%S)/(tr(S))"2 - 1)
f-(p*(p+1)/2)-1
}

)
if(ponly){
return(1-pchisq(chi.calc,df=f))



else{

return( data.frame(Statistic=statistic, Chisg=chi.calc, DF=f, pvalue=(1-pchisq(chi.calc,df=f)) ) )

}
}

tr - function(X) return( sum(diag(X)) )

## Controle
N -1000
N.sig - 1000
n -100

p - 64
rho -0.9

cors - matrix(1,p,p)

cors[lower.tri(cors)] - rho

cors - as.matrix(forceSymmetric(cors, uplo="L"))

Sigmao0 - suppressWarnings( cor2cov(cors,diag((64(1/p))*diag(1,p))) )
# epsilon - sort( c(0, 1/2%¢c(0:5) ) )

epsilon - seq(0,0.5,length.out = 6)

#

beta.lw - ¢()

for(j in 1:length(epsilon)){
rhos - ¢()
for(k in 1:(p-1)){
rhos - c(rhos, (rho(1 + (0:(p-2))*epsilon[j]))[1:(p-k)] )
}
cors.w - cors
cors.w[lower.tri(cors)] - rhos
cors.w - as.matrix(forceSymmetric(cors.w, uplo="L"))
Sigma_w - suppressWarnings( cor2cov(cors.w,diag(Sigma0)) )

valoresp.lw - ¢()

for(i in 1:N){
Y - suppressWarnings( rmvnorm(n,mean=rep(0,p), sigma=Sigma_w) )
valoresp.Iw[i] - teste(Y,statistic="Iw",sigma0=Sigma0)
}
beta.lw - ¢(beta.lw, length(which( valoresp.lw = 0.05 ))/N)
}

write.table( data.frame(epsilon,beta.lw),
file="saidas/estudo3-n100-p64.txt’,
row.names=F, quote=F )

Estudo 4

rm(list=Is())

require(mvtnorm)

require(Matrix)

require(expm)

# H. Seltman, May 2014

# Goal: convert a correlation matrix and variance vector
# into the corresponding covariance matrix

#

# Input:

# ’corMat’ is a square matrix with 1’s on the diagonal
#  and valid correlations on the off-diagonal
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# ’varVec' is a valid variance vector, with length

#  matching the dimension of ‘covMat’. A single
#  row or single column matrix is also allowed.
# Output:

# the covariance matrix

#

# A warning is given if the covariance matrix is not
# positive definite.

cor2cov - function(corMat, varVec) {
# test the input

if (lis.matrix(corMat)) stop("’corMat must be a matrix")
n = nrow(corMat)
if (ncol(corMat) != n) stop(""corMat’ must be square")

if (mode(corMat) != "numeric") stop(""corMat must be numeric")
if (mode(varVec) != "numeric") stop("’varVec must be numeric")
if (lis.null(dim(varVec))) {
if (length(dim(varVec)) |= 2) stop("varVec’ should be a vector")
if (any(dim(varVec)==1)) stop("varVec’ cannot be a matrix")
varVec = as.numeric(varVec) # convert row or col matrix to a vector
}
if (lall(diag(corMat) == 1)) stop("correlation matrices have 1 on the diagonal")
if (any(corMat -1 | corMat +1))
stop(“correlations must be between -1 and 1")
if (any(varVec = 0)) stop("variances must be non-negative")
if (length(varVec) != n) stop("length of 'varMat’ does not match ‘corMat’ size")

# Compute the covariance

sdMat = diag(sqrt(varVec))

rtn = sdMat %*% corMat %*% t(sdMat)

if (det(rtn)=0) warning("covariance matrix is not positive definite")

return(rtn)

teste - function(dados,
sigmao,
statistic=c("bartlet","box","jlw"
"korin1","korin2","ledoit1",
"ledoit2","LRT1","LRT2",
"LRT3","lw","rencher","sugiura"),
ponly=T
it
# Gerais : "LRT3","rencher","korin2","ledoit2"
# Independencia: "LRT2","bartlet"
# Esferecidade: "LRT1","box","jlw",sugiura"
# Outros. - "Iw": testa HO: Sigma = sigma2 * Sigma0, para Sigma0 uma matriz simetrica,

# positiva definida e conhecida
# - "ledoit1": testa exclusivamente HO: Sigma = Identidade
# - "korin1": testa exclusivamente HO: Sigma = Identidade

tr - function(X) return( sum(diag(X)) )
n - nrow(dados)
p - ncol(dados)

if(p n) stop("Mais variaveis que observacoes!")

S - var(dados)
S.n-S*((n-1)/n)
| -diag(p)

det.r-det(S.n)/(prod(diag(S.n)))
switch (statistic,
LRT3={
chi.calc - n*tr(solve(sigma0)%*%S.n)-n*log(det(solve(sigma0)%*%S.n))-n*p
-(p*(p+1))/2
b
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rencher={ ##modificao feita por Timm e Rencher de acordo com Ferreira (2008)
chi.calc - (n-1)*tr(solve(sigma0)%*%$) -(n-1)*log(det(solve(sigma0)%*%S))-(n-1)*p
f-(p-1)*(p+2)/2
b
korin2={ ##modificao feita por Korin pg.230 de acordo com Ferreira (2008)
chi.calc - ((n-1) - (2*p +1 -2/(p+1))/6 ) *( tr(solve(sigma0)%*%S) -log(det(solve(sigma0)%*%S)) -p )
f-p*(p+1)/2
b
korin1={## HO: sigma0=I|
chi.calc - ((n-1)-(1/6)*(2*p+1-(2/(p+1))))*( tr(S) -log(det(S)) - p )
f-p*(p+1)/2
h
ledoit1={## HO: sigma0O=I Modificao feita por Leidot e wolf de acordo com Ferreira (2008) pg.231
#S - p*S/sum(diag(S))
chi.calc - (n/2)*tr( (S-1)%*%(S-1) ) - (pr2/2)*( (1/p)*tr(S) )*2 + (p"2/2)
f-p*(p+1)/2
}
ledoit2={##
chi.calc - (n/2)*tr( (solve(sqrtm(sigma0))%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) ) - diag(p))%*%(solve( sqrtm(sigma0) )%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) ) - diag(p)) ) -
(p"2/2)*( (1/p)*tr(solve( sqrtm(sigma0) )%*%S%*%solve( sqrtm(sigma0) )) )*2 + (p2)/2
f-p*(p+1)/2

b

LRT2={## Testes de independencia e esfericidade
##Teste da razo de verossimilhanas Ferreira (2008) pgina 237 (6.2.17)
chi.calc - -n*log(det.r)
f-p*(p+1)/2

b

bartlet={##Barlett(1954)
## De acordo com Ferreira (2008) pgina 237 (6.2.18
chi.calc - -((n-1)-((2*p+5)/6))*log(det.r)
f-p*(p+1)/2

b

LRT1={### A estatstica do teste de razo de verossimilhana para a hiptese de esfericidade Ferreira (2008) pg. 239 (6.2.23)
chi.calc - -n*(log(det(S))-p*log(tr(S)/p) )
f-p*(p+1)/2

b

box={## Modificao feita por box(1949)
#i#De acordo com Ferreira (2008) pg.240 (6.2.24)
chi.calc - -((n-1)-(2*(p*2)+p+2)/(6*p) )*(log(det(S))-p*log(tr(S)/p))
f-(p*(p+1)/2)-1

b

#i#t#Modificao feita por jonh (1972) e ledoit e wolf(2002)

##De acordo com Ferreira (2008) pg.240 (6.2.25)

jw={
chi.calc - (n/2)*tr( (p*SAr(S) - 1)%*%(p*S/Ar(S) - 1))
f-(p*(p+1)/2)-1

h

#it#####H#] edoit e wolf(2002)

#i# De acordo com Ferreira (2008) pg. 240 (6.2.26)

Iw={
A-eigen(sigma0)
A.val-A$values
A.vec-A$vectors
Ainv.1_2-solve(A.vec%*%diag(sqrt(A.val))%*%t(A.vec))
chi.calc - (n/2)*tr(((Ainv.1_2%*%S%*%Ainv.1_2/(tr(Ainv.1_2%*%S%*%Ainv.1_2)/p))-1)"2)
f-(p*(p+1)/2)-1

b

##De acordo com o livro do Timm (2002), Sugiura(1972)

sugiura={
chi.calc - ((n-1)*p/2)*(p*tr(S%*%S)/(tr(S))"2 - 1)
f-(p*(p+1)/2)-1

}



if(ponly){
return(1-pchisq(chi.calc,df=f))
telse{
return( data.frame(Statistic=statistic, Chisg=chi.calc, DF=f, pvalue=(1-pchisq(chi.calc,df=f)) ) )
}
}

tr - function(X) return( sum(diag(X)) )

## Controle

N -1000

N.sig - 1000

n -5

p -2

delta - ¢(1,2,4,8,16,32,64)
rho -0.9

cors - matrix(1,p,p)
cors[lower.tri(cors)] - rho
cors - as.matrix(forceSymmetric(cors, uplo="L"))
Sigmao0 - suppressWarnings( cor2cov(cors,diag((64(1/p))*diag(1,p))) )
Sigma0
rhos - ¢()
for(k in 1:(p-1)){
rhos - c(rhos, (rho(1 + (0:(p-2))))[1:(p-Kk)] )
}
COrs.w - cors
cors.w[lower.tri(cors)] - rhos
cors.w - as.matrix(forceSymmetric(cors.w, uplo="L"))

Sigma0 - suppressWarnings( cor2cov(cors.w,diag(Sigma0)) )

beta.Irt3 - c()

beta.renc - ()

beta.kor2 - c()

beta.led2 - c()

for(j in 1:length(delta)){
Sigma_w - (delta[j]*(1/p))*Sigma0
print(Sigma_w)
valoresp.Irt3 - ¢()
valoresp.renc - ¢()
valoresp.kor2 - ¢()
valoresp.led2 - ¢()

for(i in 1:N){
Y - rmvnorm(n,mean=rep(0,p), sigma=Sigma_w)
valoresp.Irt3[i] - teste(Y,Sigmao0,statistic="LRT3")
valoresp.rencli] - teste(Y,Sigma0,statistic="rencher")
valoresp.kor2[i] - teste(Y,Sigma0,statistic="korin2")
valoresp.led2[i] - teste(Y,Sigma0,statistic="ledoit2")

beta.Irt3 - c(beta.lrt3, length(which( valoresp.Irt3 = 0.05 ))/N)

beta.renc - c(beta.renc, length(which( valoresp.renc = 0.05 ))/N)
beta.kor2 - c(beta.kor2, length(which( valoresp.kor2 = 0.05 ))/N)
beta.led2 - c(beta.led2, length(which( valoresp.led2 = 0.05 ))/N)

write.table( data.frame(delta,
beta.Irt3=beta.rt3,
beta.renc=beta.renc,
beta.kor2=beta.kor2,
beta.led2=beta.led2),
file="saidas/estudo4-n5-p2.txt’,
row.names=F, quote=F )
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APENDICE B-FIGURAS COMPLEMENTARES
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