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RESUMO

Arquétipos, na estatistica, sdo os elementos extremos mais representativos de uma amostra ou
populacdo, a partir dos quais todos os outros podem ser reescritos. A Andlise de Arquétipos
(AA) € uma técnica multivariada que visa reduzir a dimensionalidade dos dados, por meio de
combinacdes convexas dos proprios dados, proporcionando encontrar e selecionar seus arqué-
tipos. Existem aplicacdes da AA em diversas dreas do conhecimento, contudo ainda ndo foi
explorado o seu potencial no aumento de dados amostrais. Quando um conjunto de dados é
caracterizado como incompleto ou ndo possui 0 tamanho necessario para cometer o erro de-
sejado no procedimento de inferéncia estatistica, surge a ideia, ou necessidade, de aumentar
essa amostra. Para esse fim, a técnica de aumento de dados consiste em introduzir dados ndo
observados ou varidveis latentes por meio de métodos iterativos ou algoritmos de amostragem.
Sendo assim, como os arquétipos permitem reescrever os elementos amostrais com um erro
minimo, gerando elementos ndo observados, esses poderiam ser utilizados para o aumento de
dados. Entdo, o objetivo deste trabalho foi propor e avaliar a eficiéncia do aumento de dados
por meio dos arquétipos. Foram programados trés algoritmos para aumento de dados amostrais
via arquétipos (Algoritmos 1, 2 e 3 - Al, A2 e A3, respectivamente), e foram realizados dois
estudos de simulacdo para avaliar e comparar cada algoritmo quanto a sua eficiéncia; sendo
testada a distribui¢ao da varidvel aleatdria e as estimativas de seus parimetros, e também para
verificar se esse aumento pode ser executado sucessivas vezes. Além disso, foi feita a aplica-
cdo dos algoritmos em um conjunto de dados reais sobre andlise sensorial. Os trés algoritmos
apresentaram resultados semelhantes, destacando-se o A3, por ter apresentado um desempe-
nho apropriado em todos os cendrios. Esse algoritmo permitiu aumentar 10% do tamanho da
amostra inicial, sem alterar a distribuicao de probabilidade, bem como as estimativas de seus
parametros. O estudo sobre aumentos sucessivos de dados também indicou 0 A3 como o mais
eficiente, que foi capaz de aumentar a amostra em 110% de seu tamanho inicial, através de 11
aumentos sucessivos de 10% cada. O estudo com dados reais permitiu aumentar o tamanho da
amostra e proporcionar maior precisdo na inferéncia praticada. Portanto, parece seguro realizar

o aumento de dados via arquétipos sugerindo-se o algoritmo 3.

Palavras-chave: Anélise de Arquétipos. Dados aumentados. Estatistica multivariada.



ABSTRACT

In statistics, archetypes are the most representative extreme observations of a sample or popu-
lation, from which all others can be written. The Archetypal Analysis (AA) is a multivariate
technique that aims to reduce the dimensionality of data through convex combinations of data
itself, providing to find and select their archetypes. There are applications of AA in several
areas of knowledge, but its potential in sample data augmentation still has not been exploited.
When our data set is characterized as missing data or does not have the size needed to make the
desired error in statistical inference procedure, there is the idea or need to increase this sample.
For this purpose, data augmentation technique consists to introduce non observed data or latent
variables by iterative methods or sampling algorithms. Thus, as archetypes allow rewriting the
sample elements with a minimum error, generating elements not observed, these could be used
to augment data. So the aim of this work was to propose and evaluate the efficiency of data
augmentation through archetypes. Three algorithms were programmed to augment sample data
using the archetypes (Algorithms 1, 2 and 3 - A1, A2 and A3, respectively), and two simulation
studies were conducted to assess and compare the algorithms about the efficacy; testing the ran-
dom variable distribution, and the estimatives of its parameters, and also to check whether this
augment can be run successive times. In addition, was made an application of the algorithms
into a real sensory analysis data. All algorithms showed similar results, highlighting the A3, that
present an appropriate performance in all scenarios. This algorithm allowed to augment 10%
of the initial sample size, without changing the probability distribution, as well as estimatives
of its parameters. The study about successive augments also indicated A3 as the most efficient,
that was able to augment the sample up to 110% of their initial size by 11 successive augments
of 10%. The study with real data allowed to augment the sample size and improve the precision
in practiced inference. So it seems safe to perform data augmentation by archetypes suggesting

the algorithm 3.

Keywords: Archetypal Analysis. Augmented data. Multivariate statistics.
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1 INTRODUCAO

Um arquétipo pode ser definido como um padrdo, modelo, protétipo, entre outros. O
conceito de arquétipos € utilizado em diferentes dreas, como literatura, filosofia, psicologia e
inclusive na estatistica. Nesta dltima, os arquétipos seriam os elementos extremos mais repre-
sentativos de uma amostra ou populacao, a partir dos quais todos os outros podem ser reescritos.

A Anédlise de Arquétipos (AA) é uma técnica multivariada proposta por |Cutler e Brei-
man| (1994) com o objetivo de reduzir a dimensdo dos dados através de seus arquétipos. Os
arquétipos sao obtidos por combinacdes lineares dos dados e sdo selecionados minimizando-
se a soma de quadrados dos erros cometidos na reconstru¢do de cada observacdo dos dados
originais como combinacdo dos arquétipos.

As aplicacdes da AA vém sendo estudadas em vérios campos de atuacdo como na astro-
fisica, sensometria, marketing, biologia, esportes, aprendizado de mdquinas, entre outras.

Entretanto, apesar das diversas aplicacdes encontradas para os arquétipos, existe um
grande potencial, ainda ndo explorado, para seu uso: o aumento de dados amostrais.

Quando um conjunto de dados apresenta dificuldades durante o procedimento de infe-
réncia estatistica por estar incompleto ou por possuir menos observacoes do que o desejado, o
pesquisador pode ter interesse em completar essa amostra. Com essa finalidade, a técnica de
aumento de dados se baseia na introdu¢do de dados ndo observados ou varidveis latentes por
meio de métodos iterativos ou algoritmos de amostragem.

Essa técnica foi introduzida com a proposta de um algoritmo deterministico, utilizado
para calcular estimativas de méaxima verossimilhanca de dados incompletos. No entanto, o
termo aumento de dados teve sua origem em um contexto bayesiano, com a implementagao
de um algoritmo estocdstico. Desta forma, existem aplicacdes do aumento de dados tanto na
inferéncia frequentista, quanto na bayesiana, e com diversos propositos.

Tendo em vista o que foi supracitado, considerando uma amostra representativa da popu-
lacdo e a capacidade dos arquétipos reescreverem os elementos amostrais com um erro minimo,
esses poderiam ser utilizados para o aumento de dados, ao gerarem elementos ndo observados
na amostra original.

Dessa afirmacdo, surge a hipotese de que € possivel obter elementos ndo observados
em uma amostra da populacdo por meio dos seus arquétipos e, portanto, esse trabalho tem por

objetivo propor e avaliar a eficiéncia do aumento de dados via arquétipos. Mais especificamente,
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tem-se os seguintes objetivos:

e Propor algoritmos que realizem o aumento de um conjunto de dados por meio de seus

arquétipos.

e Analisar a performance dos algoritmos em dois estudos computacionais, comparando o

desempenho destes com um controle positivo € uma testemunha.

e Comparar os resultados de aumentos sucessivos realizados utilizando apenas os arqué-
tipos da amostra inicial com os de aumentos sucessivos recalculando os arquétipos nas

amostras aumentadas.

e Eleger o algoritmo mais eficaz e recomendar o maior aumento de dados, conforme o
tamanho da amostra e o nimero de varidveis, visto que foram considerados como vindos

do mesmo mecanismo gerador de dados.

e Verificar o desempenho do algoritmo eleito em dados reais sobre andlise sensorial.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Nesta secdo foi detalhada a teoria da Andlise de Arquétipos, explicado o seu modelo
matematico e apresentadas as suas aplicacdes. Em seguida, foi explanado sobre o aumento de

dados e seus propositos.

2.1 ANALISE DE ARQUETIPOS

A estatistica multivariada tem como propdsito a andlise, descri¢do e inferéncia de di-
versas varidveis medidas simultaneamente em experimentos, através da estrutura de correlagcdo
entre essas varidveis, a fim de proporcionar uma andlise mais informativa e com resultados
otimizados (FERREIRA, 2011).

De acordo com Cutler e Breiman! (1994)), a Anélise de Arquétipos € uma técnica multiva-
riada que tem por objetivo a redugdo da dimensdo dos dados através de combinacdes convexas
dos arquétipos - sendo esta combinag¢ao convexa uma particularidade da combinacao linear, em
que os coeficientes sdo valores ndo negativos € o somatorio destes totaliza uma unidade. Como
consequéncia, a AA facilita a interpretacio dos resultados (MARTINS JUNIOR et al., 2015b).

A sele¢ao dos arquétipos ocorre conforme a minimizag¢do da soma de quadrados de resi-
duos (SQR), ou seja, na reconstrucdo de cada observacdo dos dados originais como combinagdo
convexa dos arquétipos, serdo escolhidos aqueles que proporcionarem menor SQR (CUTLER;
BREIMAN] 1994).

Quando um arquétipo selecionado € uma prépria observacdo da amostra, tem-se um
arquétipo puro. Em situacdes cuja interpretacdo de uma mistura de observacdes ndo tem sen-
tido pratico, a Andlise de Arquetipdides permite selecionar apenas arquétipos puros, neste caso
chamados arquetip6ides (VINUE; EPIFANIO; ALEMANY, 2014).

Ao selecionar um niimero de arquétipos maior que um, estes se encontram na fronteira
do fecho convexo dos dados (CUTLER; BREIMAN, 1994). Eddy| (1977) define o fecho con-
vexo de um conjunto de pontos como o menor poligono convexo que contenha todos os pontos
em seu interior. Desta forma, os pontos reconstruidos nunca estardo fora do fecho convexo do
conjunto original dos dados (STONE; OLSON| 1999).

E importante ressaltar que quanto maior o nimero de arquétipos selecionados menor
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serd a SQR, contudo a redu¢do da dimensdo dos dados também serd menor, ficando a critério do
pesquisador a escolha do nimero ideal de arquétipos (/) para cada situagao particular, contanto
que 1 < K < N, sendo N o numero de elementos na fronteira do fecho convexo (MARTINS
JUNIOR et al., 2015b)). Para auxiliar essa decisdo sobre o nimero de arquétipos, € recomendada
a construgdo de um grafico scree plot (CUTLER; BREIMAN, |1994), onde pode-se observar a

quantidade da variacdo explicada de acordo com o nimero de arquétipos.
2.1.1 Modelo Matematico

Segundo Bauckhage e Thurau|(2009), considerando uma matriz ,, X, representando um
conjunto de dados multivariados com n observacdes e p varidveis, tal que ©; € RP e i =
1,...,n. A AA visa encontrar um conjunto de arquétipos z, € gZ,, sendo k = 1,... K e

K < n, que sejam combinacgdes lineares dos dados

Rk = Z i ik 2.1)
i=1

em que By > 0e > By = 1, caracterizando a combinagdo convexa (EUGSTER; LEISCH,
i=1
2009). Desta forma, para um determinado conjunto de arquétipos, a AA minimiza

K
2
||; — Z i Z|| (2.2)
k=1
K
que também ocorre por combinagdo convexa, ou seja oy > 0e > «ay = 1. Sendo assim,
k=1

com o intuito de selecionar um conjunto de arquétipos que melhor reescreva os dados originais,

deve-se minimizar a soma de quadrados dos residuos (SQR) (CUTLER; BREIMAN, |1994)

n K n K n
SQR = Z sz - Z aikzk||2 = Z ||CL‘Z - Zaik ZﬁlkleQ. (2.3)
=1 k=1 i=1 =1

k=1
Conforme Bauckhage e Thurau| (2009), a Equacio (2.3)) também pode ser escrita matri-
cialmente. De modo que o conjunto de dados x; € R? esteja representado pela matriz , X, e

os arquétipos z; € RP pela matriz i Z,,

SQR=||X - AZ|’ = || X - ABX|, 24)



16

em que A € R"X ¢ B € RE*" 530 as matrizes que contém os coeficientes oy, e 3;;, respecti-
vamente.

A Equagdo pode ser solucionada pelo algoritmo descrito em Martins Junior et al.
(2015b), que utiliza procedimentos iterativos alternados. Os principios basicos desse algoritmo
se baseiam em dois fundamentos: encontrar os melhores coeficientes «;; para determinado
conjunto de arquétipos zj € encontrar os melhores arquétipos z; para um dado conjunto de
coeficientes oy, (EUGSTER; LEISCH, 2009). Em cada etapa, é necessdrio resolver diversos
problemas de quadrados minimos convexos fazendo com que a SQR seja reduzida sucessiva-
mente (CUTLER; BREIMAN, 1994).

Segundo Bauckhage e Thurau| (2009), a AA fornece resultados de facil compreensao,
principalmente quando comparada com com outros métodos de reducdo de dimensionalidade
ou técnicas de agrupamento. Outra vantagem desta andlise € permitir uma simples classificacdao
ou agrupamento dos dados, ao considerar os coeficientes «;; de cada observagio x; como pro-
babilidade condicional de um arquétipo zy, ou seja, a p(x;|zy) indica qual a classe (arquétipo

zj) mais provavel de representar o ponto.

2.1.2 Aplicacoes

Nos tultimos anos, vdrios estudos vem sendo realizados sobre a aplicagdo da AA em
diferentes dreas do conhecimento. Dentre essas dreas, pode-se citar astrofisica, aprendizado de
maquinas, economia, marketing, reconhecimento de padrdes, e andlises esportivas (MARTINS
JUNIOR et al., [2015b). A seguir serdo apresentados alguns dos estudos mais relevantes.

Em 1996, fo1 feita uma comparacao entre as principais caracteristicas, vantagens e des-
vantagens da AA e da ACP (STONE; CUTLER, [1996). Em 1999, foi proposto um método
hibrido de Arquétipos e Componentes Principais para andlise de sistemas dindmicos por Stone
e Olson (1999). Os autores testaram dados de espacos de dimensdes acima de 500, utilizando
primeiramente a ACP para reduzir a dimensdo e, em seguida, a AA. O método foi nomeado
Arquétipos Mdveis e através dele foi possivel diferenciar situagdes de movimentagdo de situa-
coes de inércia.

Ja em 2003, com o intuito de melhorar a interpretacdo dos resultados, foi publicado um

estudo que combinou a AA e a ACP por Chan, Mitchell e Cram/ (2003)). Estes autores demons-



17

traram que a AA é um método eficaz na classificacdo de espetros das galdxias e mostraram sua
robustez na presenga de observacdes extremas (outliers).

Na drea de marketing, mais especificamente na segmentacao de mercado, a AA foi uti-
lizada no lugar Anélise de Clusters (Agrupamentos) devido a vantagem de proporcionar infor-
macdes sobre consumidores extremos e consumidores médios isolados, ndo apenas consumi-
dores médios - como ocorre na outra técnica, e também por oferecer uma nova perspectiva de
segmentacdo e heterogeneidade de consumidores (LI et al., 2003; D’ESPOSITO; PALUMBO;
RAGOZINI, 2006; RIEDESEL, 2014). Riedesel (2014) ainda ressalta o grande beneficio de
se conhecer os arquétipos puros, que possibilitam encontrar o consumidor alvo ao invés de
combinag¢des dos consumidores.

Em sensometria, |D’Esposito, Palumbo e Ragozini (201 1)) estenderam a aplicacdo da AA
para dados intervalares. Na andlise sensorial de queijos, os autores relataram que a técnica per-
mitiu real¢ar os atributos sensoriais dos produtos avaliados. Essa mesma técnica também obteve
bons resultados em andlises exploratdrias; em um experimento sobre morcegos, foi possivel
identificar as espécies que representavam as demais (D’ESPOSITO; PALUMBO; RAGOZINI,
2012).

Em estudos sobre atletas, Eugster (201 1)) propde uma nova perspectiva. Segundo o autor,
a AA pode ser utilizada na identificacdo dos atletas mais habilidosos, o que foi exemplificado
com jogadores de basquete e futebol. Ainda na 4rea esportiva, um estudo sobre a movimentagao
de jogadores de futebol verificou que a AA permite analisar o desempenho de um time, apos
uma partida, o que contribui para a tomada de decisdes dos técnicos (MARTINS JUNIOR et
al., 2015a).

Ja no ambiente cientifico, a AA foi aplicada em uma base de dados com quase trinta mil
economistas a fim de descobrir os arquétipos de cientistas da drea de economia, verificando a
quantidade de artigos publicados, suas citagdes e downloads (SEILER; WOHLRABE! 2013).

Com o propésito de averiguar o interesse de consumidores de jogos eletronicos, Sifa,
Bauckhage e Drachen! (2014) apresentaram um modelo em funcao do tipo de jogo e do tempo
jogado utilizando a AA.

Além do explanado, a AA ainda possui aplicacdes em dados de expressdao génica, da-
dos antropométricos, na drea de matematica, inteligéncia artificial, Data Mining e Aprendizado
de Maquinas (COSTANTINI et al., 2012; MORUP; HANSEN, 2012; [EPIFANIO; VINUE;
ALEMANY, 2013; SIFA; BAUCKHAGE! 2013; THOGERSEN et al., 2013); e os arquétipos
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também foram utilizados como pontos de referéncia (benchmark) (PORZIO; RAGOZINI; VIS-
TOCCO, 2008).

Uma nova abordagem que pode ser incluida nesse leque de possiveis aplicacdes dos
arquétipos, € a sua utilizacdo no aumento de dados amostrais, devido a sua capacidade de re-
escrever os elementos amostrais com um erro minimo, gerando elementos ndo observados na

amostra original.

2.2 AUMENTO DE DADOS

Frequentemente sdo encontrados conjuntos de dados caracterizados como missing data
(dados faltantes, ausentes ou incompletos), ou com menos dados do que o desejado (ou neces-
sario). Nesse contexto, surge a ideia de completar a amostra e, portanto, a técnica de aumento
de dados consiste em aumentar de modo estatisticamente adequado um conjunto de dados ob-
servados, de modo a tornd-lo mais propicio para analisar (TANNER; WONG, [1987). Sendo
assim, o aumento de dados pode ser empregado em diversas situacdes de pesquisa cotidianas,
exemplificadas a seguir.

Quando sido realizadas pesquisas que utilizam questiondrios, pode acontecer de infor-
mantes se recusarem ou esquecerem de responder determinada pergunta, ou de pesquisadores
ndo salvarem corretamente os dados coletados e perderem arquivos (PIGOTT, 2001). Também
pode haver perda de parcelas experimentais em experimentos cujas unidades sdo seres vivos,
que podem vir a 6bito, gerando dados desbalanceados que podem ocasionar dificuldades na
andlise estatistica.

Além disso, em alguns casos deseja-se utilizar o menor nimero possivel de parcelas:
como em pesquisas com animais, por questoes éticas (SCHNAIDER; SOUZA, 2003); como
quando se tem amostras destrutivas, como € o caso do palito de fésforo; ou amostras caras e
frageis, como antigenos utilizados em vacinas. Ainda na drea da satde, as pesquisas que depen-
dem de voluntérios - pessoas que possuam determinada doenca grave ou mulheres gestantes, por
exemplo, podem ndo apresentar um tamanho amostral suficiente (VIEIRA; HOSSNE, 2015).

Outras ocasides em que também pode ser interessante aumentar uma amostra incluem o
problema de Behens-Fisher (BEHRENS, 1929} FISHER| |1939), ou seja, quando se tem hete-

rogeneidade das matrizes de covaridncias em distribuicdes normais multivariadas, e quando se
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almeja aumentar o poder do teste F da andlise de variancia e de testes de comparacdo multipla
de médias.

Em todos esses cendrios, com o aumento de dados, pode-se melhorar a inferéncia esta-
tistica, aumentando a precisdo da estimacao intervalar, reduzindo o erro padrao, aumentando o
poder do teste, etc.

O aumento de dados refere-se a métodos para constru¢do de otimizacdes iterativas ou
algoritmos de amostragem, pela introdu¢do de dados ndo observados ou varidveis latentes (VAN
DYK; MENG, 2001).

Essa técnica foi inicialmente introduzida por |Dempster, Laird e Rubin| (1977), que pro-
puseram um algoritmo deterministico utilizado para calcular estimativas de méxima verossimi-
lhanca de dados incompletos. Esse algoritmo foi denominado EM (Expectation - Maximiza-

tion), pois consiste em dois passos:

1. Calcular o valor esperado do logaritmo natural da verossimilhanga (log-verossimilhanga)

dos dados completos (passo E).

2. Maximizar a [og-verossimilhanca para obter o valor do parametro atualizado (passo M)

(TANNER; WONG, 1987).

O algoritmo EM ¢ caracterizado por apresentar uma infinidade de aplicacdes, dentre
elas, Dempster, Laird e Rubin| (1977) exemplificam a utilizagao desse algoritmo em métodos
para a manipulacdo de dados faltantes, procedimentos adequados para dados arbitrariamente
censurados e truncados, métodos de estimag@o para misturas finitas de familias paramétricas,
andlise fatorial, técnicas de estimacao robustas com base em minimos quadrados iterativos re-
ponderados, componentes de variancia e estimagao de hiperparametros de distribui¢des a priori
na inferéncia bayesiana. Além disso, os autores ressaltam que existe uma gama de aplicacdes
potenciais do algoritmo EM e deixam claro que mesmo em casos que parecem nio ser um pro-
blema de dados incompletos, pode haver um lucro em utilizar essa ferramenta para facilitar a
estimativa da mdxima verossimilhanca (TANNER; WONG, |1987)).

Embora essa abordagem tenha sido inicialmente difundida com um algoritmo determi-
nistico, € importante salientar que o termo aumento de dados (data augmentation) originou-se
com [Tanner e Wong (1987) num contexto bayesiano, com a implementa¢do de um algoritmo
estocdstico que visa o calculo da distribuicdo a posteriori dos parametros de interesse. Este

algoritmo, nomeado DA - Data Augmentation, se baseia em aumentar um conjunto de dados
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observados com a introdu¢do de dados latentes. Assumindo uma amostra final, composta por
dados observados e latentes, entdo a distribui¢do a posteriori pode ser analisada diretamente, ou
seja, a distribuicdo a posteriori dos dados aumentados pode ser calculada (VAN DYK; MENG,
2001).

Entdo, a teoria do aumento de dados € fundamentada por um algoritmo deterministico
(EM) e um algoritmo estocdstico (DA), o que possibilita o emprego dessa metodologia em
diferentes contextos. Embora a técnica seja comumente difundida na inferéncia bayesiana, e
com a finalidade de inteirar dados incompletos, pode ser utilizada na inferéncia frequentista e
aplicada a conjuntos de dados balanceados, em que o tinico objetivo € o aumento do tamanho

amostral e consequente aumento de precisdo na inferéncia praticada.
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3 METODOLOGIA

Esta secdo € composta pela descricdo das propostas metodoldgicas de trés algoritmos
para o aumento de dados amostrais utilizando os arquétipos, e pela descricao de como os algo-
ritmos foram avaliados e comparados quanto a sua eficiéncia através de dois estudos de simu-
lagdo: o primeiro sobre o aumento de dados em amostras com diferentes tamanhos e diferentes
nimeros de varidveis, e o segundo sobre o aumento sucessivo de dados em amostras com um
tamanho e ndmero de varidveis especifico. Além disso, foi feita a aplicacdo dos algoritmos em

um conjunto de dados reais sobre andlise sensorial de bebida lactea achocolatada.
3.1 ALGORITMOS PARA AUMENTO DE DADOS VIA ARQUETIPOS

Partindo de uma amostra aleatéria p-variada X, X, ..., X,, independente e identi-
camente distribuida, foram adicionadas varidveis latentes W, W, ... W, calculadas pelos
algoritmos propostos, em que a € o nimero de dados aumentados.

Selecionados os arquétipos zj, € seus coeficientes « descritos anteriormente (Equacdo
[2.2), os algoritmos foram programados para sortear coeficientes referentes a cada arquétipo,
denominados o, em que x € {1,2,...,n}. Em seguida, os coeficientes sorteados sdo multi-

plicados pelos respectivos arquétipos, resultando nos dados nao observados, logo

K
wj =Y o X Zp (3.1)
k=1

Os algoritmos 1 e 2 realizam o sorteio dos coeficientes considerando a exigéncia da
combinacdo convexa e, dessa forma, possuem diferentes restricdes para garantir que a soma
dos coeficientes seja uma unidade. J4 o algoritmo 3, ndo cumpre esse requisito, sendo uma
alternativa mais simples computacionalmente. A seguir, tem-se o detalhamento de cada passo

dos algoritmos.
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3.1.1 Algoritmo 1

)

(ii)

(iii)

(iv)

)

(vi)

(vii)

O primeiro algoritmo consiste dos seguintes passos, ilustrados pela Figura [T}

Sortear um dos arquétipos zx,emque k =1,..., K;

Sortear um coeficiente o, referente ao primeiro arquétipo sorteado, sendo o coeficiente

sorteado denominado a,;

K
Calcular a diferenga d = 1 — > au;
k=1

K

Se d = 0 e, consequentemente, »  c., = 1, encerrar o sorteio e zerar os coeficientes
k=1

seguintes; se d > 0, sortear outro arquétipo dentre os restantes;

Sortear um coeficiente referente ao arquétipo sorteado, desde que o, < d;

Repetir os itens (iii) a (v) até chegar no dltimo arquétipo (sendo o udltimo coeficiente

encontrado por diferenca).

Multiplicar os coeficientes sorteados pelos respectivos arquétipos.

Figura 1 — Ilustracdo dos passos do Algoritmo 1.

-

[ Encerrar o sorteio]

(vii) [wj — Y, x zk]

Fonte: Da autora.
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O resultado da utilizacao do Algoritmo 1 estd exemplificado na Figura[2|por um conjunto

de dados bivariados de tamanho inicial n = 100, em que foram selecionados trés arquétipos, o

que faz com que o fecho convexo seja um triangulo.
Figura 2 — Ilustrag@o de dados aumentados pelo Algoritmo 1.
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Fonte: Da autora.
Sendo assim, a partir dos arquétipos foram aumentados dez dados dentro do fecho con-

vexo, respeitando a combinagdo convexa.

3.1.2 Algoritmo 2
O segundo algoritmo se baseia nos seguintes passos, ilustrados pela Figura 3}

(1) Sortear um coeficiente referente a cada arquétipo;
K

(ii) Somar os coeficientes s = cv;
k=1

(iii) Fazer a proporcdo, ou seja, dividir cada coeficiente pela soma anterior s.

(iv) Multiplicar os coeficientes sorteados pelos respectivos arquétipos.
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Figura 3 — Ilustracdo dos passos do Algoritmo 2.
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(iv) [wj — Yay X zk]

Fonte: Da autora.

O resultado da utilizagdo do Algoritmo 2 estd exemplificado na Figurad]também por um

conjunto de dados bivariados de tamanho inicial n = 100 e com a selecao de trés arquétipos.
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Figura 4 — Ilustracdo de dados aumentados pelo Algoritmo 2.
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Fonte: Da autora.

Neste caso, os dez dados aumentados também se encontram dentro do fecho convexo

devido a combinagdo convexa.

3.1.3 Algoritmo 3

O terceiro algoritmo, se resume a sortear um coeficiente referente a cada arquétipo e
multiplicar os coeficientes sorteados pelos respectivos arquétipos, isto &, apenas os passos (i) e

(iv) do Algoritmo 2, como pode-se observar na Figura[5]
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Figura 5 — Ilustracao dos passos do Algoritmo 3
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Fonte: Da autora.
Na Figura[6|encontra-se o resultado da utilizagdo do Algoritmo 3, novamente exemplificando-

se por um conjunto de dados bivariados de tamanho inicial n = 100 e com a selecdo de trés

arquétipos.
Figura 6 — Ilustragcdo de dados aumentados pelo Algoritmo 3.

Algoritmo 3
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Fonte: Da autora.
Esse algoritmo nao possui a restricdo da combinacao convexa, logo permite que sejam

aumentados dados fora do fecho convexo como pode-se observar (FIGURA [6).
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3.2 AVALIACAO COMPUTACIONAL DOS ALGORITMOS

Com o intuito de comparar e avaliar a eficiéncia de cada algoritmo no aumento dos dados
de uma amostra, foi realizado o seguinte estudo de simulacdo: a partir de um conjunto de dados
com distribui¢do de probabilidade e parametros conhecidos, foram encontrados e selecionados
seus arquétipos para, posteriormente, obter elementos ndo observados com os trés algoritmos
propostos.

Além da comparacdo dos algoritmos entre si, foi realizada ainda uma comparagdo destes
com um controle positivo e uma testemunha. Esses métodos foram usados como referéncias e

consistem em sortear elementos amostrais da seguinte forma:

Controle positivo: sorteia elementos conhecendo a distribuicdo de probabilidade da varidvel

aleatdria e o verdadeiro valor dos seus parametros;

Testemunha: inspirada no método de reamostragem Bootstrap nao paramétrico, sorteia apenas

elementos presentes na amostra.

Sendo assim, o controle positivo € o padrao ouro do estudo de simulagdo e a testemunha
¢ um método simples utilizado como baliza dos resultados.

Ao final do estudo, foram obtidos conjuntos de dados aumentados por cada algoritmo e
pelos métodos de referéncia, compostos pela amostra inicial mais um determinado nimero de
dados aumentados, proporcional ao tamanho da amostra.

A distribui¢do de probabilidade adotada foi a normal multivariada com vetor de médias
nulo e estrutura de covariancia dada pela identidade. Fixada essa distribuicao, foram avaliados:
o tamanho da amostra (n =5, 10, 30, 50 e 100 observagdes); o nimero de varidveis utilizadas
(p=2,5, 10 e 20); e a propor¢do do aumento realizado (aumento = 10%, 30%, 50%, 80% e
100% de n) arredondada, quando necessdrio. E importante ressaltar que s6 foram realizados
os cendrios que possuem tamanho da amostra maior que o nimero de variaveis (n > p), 0 que
proporciona um total de 75 cendrios. Cada cendrio foi simulado com 1000 repeti¢cdes de Monte
Carlo.

Para avaliar a eficiéncia dos algoritmos, do controle positivo e da testemunha, em cada
cendrio, foi testado se, apds o aumento, a varidvel aleatéria p-variada segue uma distribuicdo
normal com vetor de médias nulo e com matriz de covariancias identidade. Sendo assim, fo-

ram utilizados os testes multivariados: normalidade de Shapiro-Wilk generalizado por Royston
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(1983), T? de Hotelling (HOTELLING, 1951) e de igualdade de matriz de covariancias de Le-
doit e Wolt] (2002}, considerando um nivel de 5% de significancia, com os respectivos pares de

hipoéteses:

Hy : a varidvel aleatdria p-variada segue distribui¢ao de probabilidade normal.

H, : a varidvel aleatdria p-variada ndo segue distribui¢ao de probabilidade normal.

H()Z[.,l,:m
Hl:u#@

H()IE:I
H 41

A escolha do teste de normalidade multivariada foi feita com base no trabalho de Kork-
maz, Goksuluk e Zararsiz| (2014), que apontam o teste de Royston como um dos mais ampla-
mente utilizados e caracterizado por ser rigoroso. O teste sobre vetor de médias adotado (T?
de Hotelling) € uma extensdo do teste t univariado, que também ja estd bem consolidado na
literatura (HAIR JR. et al., 2005 [FERREIRA| 2011). E o teste de matriz de covaridncias de
Ledoit e Wolf| (2002) mostrou-se robusto quando testada a esfericidade, ou seja, se 3 possui
covariancias nulas e variancias iguais, que € o caso da matriz identidade (FERREIRA/ 2011]).

A programacao dos algoritmos e todas as andlises foram executadas no software R (R
CORE TEAM, 2016). Foram simuladas amostras normais com o auxilio do pacote mvtnorm
(GENZ; BRETZ, 2009) e s6 foram utilizadas nas simulacdes as amostras consideradas nor-
mais, com vetor de médias nulo e matriz de covariancias identidade, conformes os trés testes
utilizados, ao nivel de 5% de significancia.

Para a Andlise de Arquétipos, utilizou-se o pacote archetypes (EUGSTER; LEISCH,
2009) e, portanto, foi executada através de funcdes prontas que ndo foram modificadas. A
defini¢cdo do numero de arquétipos utilizados foi feita previamente com base no grafico scree
plot construido para cada amostra inicial. Sendo assim, foi fixado um nimero de arquétipos
(na) para cada cendrio, conforme o nimero de varidveis: na = 3, 6, 11 e 17 arquétipos, para p
=2, 5, 10 e 20 varidveis, respectivamente.

Finalmente, para a realiza¢do do teste T? de Hotelling foi utilizado o pacote ICSNP

(NORDHAUSEN et al., 2015).
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3.3 ESTUDO COMPUTACIONAL DE AUMENTOS SUCESSIVOS

A fim de estudar a realizacdo de aumentos sucessivos com cada um dos trés algorit-
mos, foi realizado um segundo estudo de simulagdo, seguindo os mesmos critérios do primeiro.
Sendo assim, partindo de uma amostra inicial com distribuicdo de probabilidade e parametros
conhecidos, foram realizados aumentos consecutivos e avaliadas: a distribuicdo de probabili-
dade da varidvel aleatdria e as estimativas dos seus parametros na amostra aumentada.

Assim como no estudo anterior, foram realizados aumentos sucessivos também no con-
trole positivo e na testemunha explicados previamente.

Novamente foi adotada a distribuicdo de probabilidade normal multivariada com vetor
de médias nulo e matriz de covariancias identidade, fixando-se agora um tamanho de amostra
n = 30, p = 2 varidveis e um aumento final de 40 x n (1200 dados aumentados) por aumentos
sucessivos de 10%, 33%, 67% e 100% de n, ou seja, aumentos de 3, 10, 20 e 30 dados. Desta
forma, com cada algoritmo, com o controle positivo e com a testemunha, foram simulados

quatro cenarios:

Cenario 1: aumentos sucessivos de 10% de n;
Cenario 2: aumentos sucessivos de 33% de n;
Cenario 3: aumentos sucessivos de 67% de n;

Cenario 4: aumentos sucessivos de 100% de n.

Para avaliar a eficiéncia dos algoritmos, do controle positivo e da testemunha, em cada
cendrio, foi testado se, apds 0os aumentos consecutivos, a varidvel aleatdria bivariada seguia dis-
tribui¢do normal com vetor de médias nulo e com matriz de covariancias identidade. E para
isso, foram utilizados os mesmos testes multivariados: normalidade de Shapiro-Wilk generali-
zado por Royston| (1983), T? de Hotelling (HOTELLING, |1951) e de igualdade de matriz de
covariancias de |Ledoit e Wolt] (2002), considerando 5% de significancia.

Os aumentos foram realizados manuseando-se cada um dos trés algoritmos de duas for-

mas:

1. utilizando os arquétipos da amostra inicial em todos os aumentos realizados sucessiva-

mente;
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2. utilizando os arquétipos da amostra inicial no primeiro aumento e recalculando os arqué-

tipos a cada nova amostra aumentada.

Sendo assim, os algoritmos manuseados conforme o item 1 foram denominados Al;,
A2; e A3;, referentes aos algoritmos 1, 2 e 3, respectivamente. E os algoritmos manuseados de
acordo com o item 2, denominados Al,, A2, e A3,, respectivamente.

E importante explicar também que os aumentos realizados com a testemunha foram
andlogos ao item 2, isto €, no primeiro aumento foram sorteados elementos da amostra inicial
e, nos aumentos seguintes, foram sorteados elementos pertencentes as amostras aumentadas.

Neste estudo, cada cendrio foi simulado com 100 repeticdes de Monte Carlo. Foi ne-
cessdrio utilizar menos repeticdes do que o desejado, porque recalcular os arquétipos a cada
aumento sucessivo demandou muito tempo, fato que nao ocorreu ao realizar todos os aumentos
consecutivos com o0s arquétipos da amostra inicial. Desta forma, em cada simulagdo, eram ve-
rificados os valores-p dos testes realizados a cada aumento sucessivo, a fim de avaliar a partir
de qual aumento a distribui¢do da varidvel aleatéria deixava de ser a normal multivariada e a
partir de qual momento as estimativas dos parametros eram diferentes do verdadeiro valor dos
parametros.

Como o nivel de significancia adotado foi 5%, foi definido como o nlimero maximo de
aumentos sucessivos o nimero anterior ao primeiro que proporcionou valor-p dos testes reali-
zados abaixo do limite inferior do intervalo de confian¢a binomial exato /Cggy (p) = [3,39%;
7,05%], ou seja o nimero antecessor ao que obteve valor-p abaixo de 3,39%.

Na Figura [7] tem-se um exemplo da defini¢do do nimero méximos de aumentos conse-

cutivos considerando o teste de normalidade de Royston.
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Figura 7 — Gréfico de dispersao que relaciona os valores-p do teste de Royston (Normalidade)
conforme o nimero de aumentos sucessivos realizados.
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Fonte: Da autora.

Pode-se observar, neste exemplo, que o nimero maximo de aumentos sucessivos estabe-
lecido para garantir distribuicao normal encontra-se em torno de 70, mesmo que com aproxima-
damente 100 aumentos a distribuicao de probabilidade tenha voltado a ser a normal multivariada
(FIGURAY). Esse padrio foi mantido em todos os cendrios com todos os algoritmos e métodos
de referéncias e para todos os testes realizados.

Ao final, foram obtidas sequéncias de 100 nimeros maximos de aumentos, referentes
as 100 repeticdes de Monte Carlo. Como a varidvel resposta nimero miximo de aumentos
sucessivos € quantitativa discreta e as sequéncias apresentaram valores discrepantes e nao foram
unimodais, foi escolhida a medida de posi¢cdo mediana para apresentacao dos resultados, bem
como seu intervalo de confianca.

Assim como no primeiro estudo computacional, a programacgdo dos algoritmos e todas
as analises também foram executadas no software R (R CORE TEAM, 2016), utilizando-se dos
mesmos pacotes: mvtnorm (GENZ; BRETZ, 2009)), archetypes (EUGSTER; LEISCH, 2009) e
ICSNP (NORDHAUSEN et al., [2015).
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3.4 ESTUDO COM DADOS REAIS

Em um experimento sobre andlise sensorial de bebida ldctea achocolatada, a marca co-
mercial Toddy foi submetida a Andlise Descritiva Quantitativa por 17 provadores recrutados
entre os alunos que cursavam a disciplina “Anélise Sensorial de Alimentos e Bebidas”, na Uni-
versidade Federal de Alfenas, em Maio de 2015, os quais receberam um breve treinamento
durante a disciplina.

Foram analisados os termos descritivos: aroma de chocolate e sabor de chocolate, ou
seja, o aroma e o sabor associados ao chocolate em p6 solivel. A ficha de avaliacdo escolhida
foi a de escala ndo-estruturada (variando de a 0 a 10 cm), permitindo quantificar, de forma
continua, a intensidade desses atributos sensoriais.

Com os dados coletados, primeiramente foi verificado se a varidvel aleatéria em estudo
seguia distribui¢do normal multivariada através do teste de Royston (1983) e, na sequéncia,
foram estimados o seu vetor de médias e sua matriz de covariancias amostral.

Entdo, foi realizado o aumento de dados com o algoritmo 3, proposto nesse trabalho,
de duas maneiras, seguindo as recomendacgdes dos dois estudos computacionais: realizando
um aumento de dois dados (aproximadamente 10% de n) com A3; e realizando 11 aumentos
sucessivos de 2 dados (aproximadamente 130% de n ao final) com A3;.

Por fim, foram estimados pontualmente o vetor de médias e a matriz de covariancias das
amostras aumentadas e foram realizados os testes multivariados de Royston, T? de Hotelling e
deBox (1949), a fim de testar a distribui¢do de probabilidade e comparar o vetor de médias e a

matriz de covariancias da amostra inicial com os das amostras aumentadas.



33

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados dos 75 cenarios do estudo de simulagdo foram organizados em cinco ta-
belas. Na primeira tabela encontram-se os resultados do controle positivo em todos o0s cendrios
(TABELA [I), ja nas tabelas seguintes, encontram-se os resultados obtidos com os algoritmos
1,2 e 3 (Al, A2 e A3, respectivamente) e com a testemunha (T), sendo uma tabela para cada
nimero de varidveis (p = 2, 5, 10 e 20 varidveis). Os resultados apresentados sdo referentes a
propor¢do de rejeicdo (%) da hipdtese nula de cada teste realizado nas amostras aumentadas.
Como foi adotado o nivel de 5% de significancia, consideram-se ideais os resultados dentro do

intervalo de confianca binomial exato /Cogy (p) : [3,39%; 7,05%].

Tabela 1 — Propor¢do (%) de rejei¢do da hipétese de que a varidvel aleatéria segue distribui¢ao
normal (N), com vetor de médias nulo (M) e matriz de covaridncias identidade (C), apds
0 aumento com o controle positivo, nos cendrios com p = 2, 5, 10 e 20 varidveis.

p=2 pP=5 p=

n | aumento | N \ M \ C N \ M \ C N \ M
10% | 1,9 2,6 1,3

30% | 2,8 3,1 22

5 50% | 3,3 5,1 1,8
80% | 3,8 3,6 24

100% | 29 49 42| . . .

10% | 1,3 2,1 10|18 1,3 23

30% | 2,0 36 1,6 |21 28 35

10 50% | 3,1 3,0 2929 38 33
80% | 2,1 34 23|34 39 37

100% | 43 54 27|43 40 35| . . . . . .

10% | 1,3 24 14|21 16 13|20 21 1,820 36 3,0

30% 129 16 29|19 26 3,1 |34 1,7 28|37 44 38

30 50% | 3,1 30 38|35 37 39|33 41 35|28 38 45
80% | 3,2 43 38|36 3,1 3,128 50 45|36 40 5,2

100% | 3,3 38 39|31 36 45|38 3,7 38|37 43 49

10% |12 14 09|11 1,8 15|13 22 14|17 28 24

30% | 29 27 30123 29 30|38 23 22|21 36 38

50 50% | 3,6 32 40|23 1,7 32|30 33 35|32 44 43
80% | 2,7 20 34134 39 25|34 35 36|39 37 6,

100% | 2,8 40 3,744 35 37136 31 43|35 30 4,6

10% | 1,3 1,8 23121 20 1615 1,8 1,6 | 1,7 23 27

30% | 2,7 19 23|21 21 29|21 27 32|28 23 37

100 50% | 2,6 32 23|26 30 25|28 26 23|27 4,1 37
80% | 3,0 3,6 28|35 26 43|34 41 43|37 35 34
100% | 3,8 3,3 39|38 3,7 34|35 42 32|43 54 44

Fonte: Da autora.

10 20
| C | C

p:
N[ M

Nota: Sinal convencional utilizado:
.. Nao se aplica dado numérico.
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Na Tabela [I] verifica-se que o controle positivo permite aumentar a amostra inicial sem
alterar a distribuicdo normal de probabilidade e nem as estimativas de seus parametros, pois
apresentou baixissimas taxas de rejeicao de H, em todos os cendrios, entre 0,9% e 6,1%. Pode-
se notar também que os trés testes foram conservadores, pois foram observadas proporcdes de
rejeicdo abaixo de 3,39% muitas vezes.

Esses resultados confirmam a propensao do controle positivo a padrao ouro desse estudo
e, portanto, optou-se por subtrair a proporcao de rejeicao deste controle em todos os resultados
de Al, A2, A3 e T, como forma de corrigir um erro aleatério cometido por todos os algoritmos
e pela testemunha e também verificar o quanto eles rejeitam H, a mais que o controle positivo.

Dessa forma, em cada cenério e para cada teste, foi feita a seguinte subtracdao
Dry = Dm — Dep, V€ {Al; A2; A3, T'}

em que p,, € a propor¢ao de rejei¢do de Hj obtida pelo método m, p,, € a propor¢do de rejeicao
de H, obtida pelo controle positivo e p;, a propor¢cdo de rejei¢ao de Hy do método m corrigida.
Essa correcdao também foi realizada no intervalo de confianga para o nivel de significancia es-
tabelecido (5%), também corrigido pela propor¢do de rejei¢do obtida pelo controle positivo em

cada cenario, isto é,

1099%(]3)* - 1099%(]9) - ﬁcp’

em que [ Cogy,(p)* € 0 intervalo de confianga corrigido. Desta forma, foram destacadas em todas
as tabelas seguintes (em cinza) as propor¢Oes de rejeicdo de H corrigidas (p;,) inferiores ao
limite superior do ICogg(p)* para cada cendrio.

Na Tabela [2, tem-se a propor¢do corrigida de rejeicdo das hipdteses nulas nos cenarios
bivariados. Nesta, verifica-se que os trés algoritmos propostos apresentaram melhor desem-
penho que a testemunha, quando testada a distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatoria;
destacando-se o A3, que chegou a apresentar propor¢ao de rejei¢ao inferior a do controle posi-

tivo em alguns cendrios.
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Tabela 2 — Propor¢ao corrigida (%) de rejeicdo das hipéteses nulas de que a varidvel aleatdria segue
distribuicao normal (Normalidade), com vetor de médias nulo (Médias) e matriz de
covariancias identidade (Covariancias), apds o aumento com os algoritmos 1, 2 e 3 (A1,
A2 e A3) e com a testemunha (T), nos cendrios de p = 2 varidveis.

Normalidade Médias Covariancias

n |aumento | AT| A2]| A3] T | Al| A2[ A3| T| Al| A2] A3] T

10% | 5,77 4,7 1,5 89| 52 52 29 53109 1,0 1,5 21
30% | 13,2 85 48 252|130 13,0 103 13,1 ] 22 16 08 3,0
5 50% | 25,5 16,9 86 463|203 188 155 179|138 39 29 5.7
80% | 374 22,5 109 62,1300 298 240 253 | 6,1 60 44 7,9
100% | 49,7 28,7 13,5 774|357 363 29,0 31,1107 93 6,77 110
10% | 12,0 1,1 12 4007 11 04 05|07 1,1 02 15
30% | 5.8 5,0 19 196, 71 66 68 71|26 27 25 35
10 50% | 10,7 7,5 1,5 398|159 16,5 145 141 | 7,7 58 51 8,0
80% | 224 174 6,1 657|306 259 247 213|148 148 14,1 135
100% | 29,5 17,2 3,7 755|340 30,8 33,1 233|201 21,5 19,1 20,6
10% | 11,0 1,2 1,1 52,24 19 18 1,7 | 14 10 07 18
30% | 34 12 00 209112 96 91 71| 51 49 44 64
30 50% | 69 36 -00 41,8| 22,7 199 204 13,8 | 148 14,5 13,9 135
80% | 18,0 10,5 0,8 683|371 32,1 31,1 197|284 27,5 32,1 205
100% | 25,8 16,7 1,1 782 | 484 384 40,0 245|364 37,0 437 269
10% | 06 08 -00 48 |26 28 1,7 18 |29 1,7 26 19
30% | 13,7 1,3 0,0 23,1133 92 122 91| 90 7,7 76 7]
50 50% | 76 52 0,0 439|268 19,7 212 147|199 17,5 22,0 134
80% | 19,6 11,5 0,1 719|449 330 374 17,7 | 348 34,1 442 23,1
100% | 28,6 16,0 22 79,0 | 549 428 46,5 23,6 | 464 434 54,8 28,6
10% | 06 07 00 53 |32 34 34 20|26 11 16 28
30% | 51 23 00 248|171 11,8 13,5 83| 11,6 104 13,6 103
100 50% | 11,2 6,1 0,0 47,6 | 334 242 252 12,6 | 28,1 24,8 374 1838
80% | 25,9 158 04 70,8 | 54,7 41,7 424 225|473 44,0 658 24,7
100% | 37,1 22,6 0,7 799|635 470 509 232|582 548 774 294

Fonte: Da autora.

Notas: Destacadas em cinza as propor¢des abaixo do limite superior do 1Cggo; (p)*.
Sinal convencional utilizado:
-0,0 Dado numérico igual a zero resultante de arredondamento de um dado numérico originalmente nega-
tivo.

Avaliando a propor¢ao do aumento realizado, tem-se que o A3 permitiu aumentar até
100% do tamanho da amostra inicial quando n > 30, mantendo a distribuicao de probabilidade
normal, isto é, com propor¢des de rejeicao de H, inferiores ao limite superior do ICqgy(p)*, €
rejeitando no maximo 2,2% a mais que o controle positivo. Quando n = 10, permitiu aumentar
até 50% e, quando n = 5, 10%. Com A2, foi possivel aumentar somente 10% quando n = 5,
30% quando n = 10, 50 e 100, e até 50% quando n = 30. Ja com Al, foi possivel aumentar
em 30% da amostra inicial quando n = 30 e 50, apenas 10% quando n = 10 e 100, e ndo foi

possivel realizar nenhum aumento quando n = 5 (TABELA ]2).
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Os resultados dos testes sobre o vetor de médias em geral foram semelhantes entre os
trés algoritmos e a testemunha. Considerando o ICygy(p)*, foi possivel aumentar a amostra
inicial em 10% em quase todos os cendrios, excetuando-se os cendrios com 1 = 9, no qual
foi possivel realizar esse aumento de 10% apenas com A3, sem alterar a estimativa do vetor de
médias (TABELA [2)).

Nos testes sobre a matriz de covariancias também foram observados resultados proximos
entre Al, A2, A3 e T, permitindo aumentos entre 10 e 80%, dependendo do tamanho amostral
(TABELA[2). Pode-se notar que, conforme n aumenta, a propor¢do do aumento deve ser menor
para que ndo se altere a estimativa da matriz de covariancias. Assim, quando n = 5, foi possivel
aumentar 50% de n com Al e A2, e 80% de n com A3; quando n = 10, foi possivel aumentar
30% com todos os métodos comparados, e quando n > 30, apenas 10% de aumento. Essas
porcentagens levam a aumentos com A3, respectivamente, de 4, 3, 3, 5 e 10 dados na amostra
inicial, ou seja, pode-se inserir um nimero parecido de elementos independente do tamanho da
amostra inicial.

Sendo assim, em conjuntos de dados com 2 varidveis, pode-se realizar aumento de 10%
do tamanho da amostra inicial com os algoritmos sem alterar, simultaneamente, a distribuicao
de probabilidade normal da varidvel aleatdria, nem as estimativas de p e de 3. Ressaltando-se
que quando n = 5 € necessdrio utilizar A3.

A seguir, podem ser observados os resultados obtidos com os cendrios que utilizaram
5 varidveis. Mais uma vez nota-se que os trés algoritmos propostos apresentaram melhor de-
sempenho que a testemunha quando avaliada a distribuicao de probabilidade. Enquanto T nao
permitiu aumentos em nenhum cendrio, sem alterar a distribuicdo de probabilidade, os trés
algoritmos garantiram 10% em todos eles. Destaca-se o A3, que permitiu aumentar 30% do

tamanho inicial quando n = 30 (TABELA [3).
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Tabela 3 — Propor¢ao corrigida (%) de rejeicdo das hipéteses nulas de que a varidvel aleatdria segue
distribuicao normal (Normalidade), com vetor de médias nulo (Médias) e matriz de
covariancias identidade (Covariancias), apds o aumento com os algoritmos 1, 2 e 3 (A1,
A2 e A3) e com a testemunha (T), nos cendrios de p = 5 variaveis.

Normalidade Médias Covariancias

n |aumento | AT| A2] A3| T | AI| A2[ A3]| T| Al| A2] A3] T

10% | 14,1 34 [1,7 7,1 135 37 14 34 |38 25 45 45
30% | 183 140 52 368|176 16,6 9.6 159 | 17,0 129 17,0 20,7
10 50% | 39,4 21,6 11,7 699 | 345 31,3 220 305 343 27,8 30,5 359
80% | 63,7 40,3 22,1 91,1 | 597 52,7 419 456 58,8 53,7 570 55,1
100% | 73,9 49,5 290 94,1 | 70,6 634 50,6 556 | 741 698 693 674
10% | 122 1,2 10,5 78134 32 25 28 |42 42 21 7,8
30% | 10,3 7,1 48 423|220 18,0 16,8 11,8 29,2 2277 24,1 242
30 50% | 25,4 14,0 10,9 732|432 323 31,5 239|548 50,6 509 429
80% | 51,0 249 239 934|695 578 564 389|885 &30 855 649
100% | 60,3 34,1 31,2 958 | 81,7 70,0 68,1 492|926 899 894 744
10% | 12,0 1,0 02 94 |45 34 2,7 20 | 48 45 46 64
30% | 124 69 5,6 455|285 22,1 204 134|327 29,7 303 269
50 50% | 30,6 164 15,0 80,4 | 554 40,1 358 248 | 70,5 64,5 67,1 47,6
80% | 58,6 32,6 30,1 934|785 604 608 394|958 932 931 676
100% | 69,5 40,1 42,1 949 | 86,8 72,5 709 453|958 951 956 739
10% | 11,8 0,7 08 104 | 54 41 40 29 6,1 56 (39 7.4
30% | 183 103 9,1 514|403 233 242 142|558 46,7 493 28,0
100 50% | 41,1 21,1 22,0 77,2 | 68,0 47,1 458 21,8 | 89,3 83,8 86,1 47,7
80% | 743 474 51,2 937|897 722 71,3 374|957 952 956 670
100% | 84,6 64,6 68,1 958 | 92,1 80,1 79,0 45,1 | 96,6 96,6 96,6 768

Fonte: Da autora.
Nota: Destacadas em cinza as propor¢des abaixo do limite superior do ICygy (p)*.

Ao avaliar os resultados dos testes sobre o vetor de médias e sobre a matriz de covarian-
cias, verifica-se novamente uma semelhanca entre a propor¢do de rejeicao dos trés algoritmos e
da testemunha. De acordo com ambos os testes, pdde-se aumentar em 10% do tamanho amos-
tral sem prejuizos nas estimativas dos parametros com todos os métodos comparados, quando
n = 10 e 50; no outros cendrios, exclui-se a testemunha, pois apresentou propor¢do de rejeicao
da hipétese de esfericidade acima do limite superior do ICogge(p)*. Além disso, ressalta-se que,
quando n = 100, somente o A3 permitiu aumentar 10% de n sem alterar as estimativas de p €
3. simultaneamente (TABELA [3)).

Portanto, quando um estudo possui 5 varidveis e 5 < n < 50, pode-se aumentar 7
em 10% com os trés algoritmos mantendo, ao mesmo tempo, a distribuicao de probabilidade
normal da varidvel aleatoria e as estimativas de seus parametros. Ja quando n = 100, deve-se
utilizar A3 para obter tal resultado.

E importante salientar que com o aumento no nimero de varidveis, vai se tornando cada

vez mais dificil aumentar a amostra inicial sem interferir tanto na distribui¢ao de probabilidade,
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quanto nas estimativas de seus parametros, assim, quando p = 5, aumentos a partir de 50% de
n, geraram taxas de rejei¢do das hipéteses nulas cada vez maiores (TABELA [3)).

Os resultados dos cendrios que utilizaram amostras com 10 varidveis encontram-se na
Tabela @ A hipétese de que a varidvel aleatéria segue distribuicdo normal foi rejeitada em
propor¢ao equivalente nos trés algoritmos, sendo esta propor¢do inferior a da testemunha. Al,
A2 e A3 garantiram aumentar 10% de n sem interferir na distribui¢do de probabilidade, ao
passo que, com esse aumento, T ja apresentou entre 16,6 € 19% de rejeicdo de H a mais que o

controle positivo.

Tabela 4 — Proporgdo corrigida (%) de rejeicao das hipdteses nulas de que a varidvel aleatdria segue
distribuicao normal (Normalidade), com vetor de médias nulo (Médias) e matriz de
covaridncias identidade (Covaridncias), apds o aumento com os algoritmos 1,2 e 3 (Al,
A2 e A3) e com a testemunha (T), nos cendrios de p = 10 variaveis.

Normalidade Médias Covariancias
n |aumento | Al | A2] A3] T| Al[ A2[ A3] T| Al[ A2] A3| T
10% | 3,7 2,5 1,8 16,6 | 55 50 40 43 |14,7 129 17,8 233
30% | 29,5 109 144 70,2 | 36,7 314 225 235|649 556 633 653
30 50% | 64,2 254 36,2 929 | 64,7 52,6 445 41,8 | 92,5 884 89,5 864
80% | 91,2 51,0 679 972|869 79,0 69,3 624|954 955 954 94,6
100% | 94,4 59,9 82,2 96,2 | 93,8 84,9 79,7 71,0| 96,2 96,2 96,2 95,6
10% | 2,4 1,2 16 166 | 66 6,3 50 511|135 11,9 134 193
30% | 30,8 12,6 19,8 71,0 | 404 31,0 272 24,1 | 742 628 69,1 652
50 50% | 68,8 28,8 474 942 | 72,8 542 49,0 38,7 |954 93,77 948 87,0
80% | 93,5 58,8 82,0 96,5924 81,1 754 587|964 964 964 95,7
100% | 95,5 74,0 92,6 96,4 | 96,3 89,3 86,5 69,8 | 957 957 957 0953
10% | 4,1 1.8 34 190 79 6,5 57 43 | 184 14,1 157 209
30% | 48,5 21,8 352 734|533 345 356 223|913 842 882 658
100 50% | 90,0 57,6 77,6 948 | 853 652 63,8 38,9 |97,7 97,7 97,7 89,5
80% | 96,4 88,3 96,0 96,6 | 952 87,5 87,1 56,8 | 957 957 957 94,7
100% | 96,5 94,1 96,3 96,5 | 956 92,1 92,0 659 | 96,8 96,8 96,8 96,6

Fonte: Da autora.

Nota: Destacadas em cinza as propor¢des abaixo do limite superior do 1Cggy, (p)*.

A proporcao de rejeicao da hipétese de que a amostra aumentada possui vetor de médias
nulo foi parecida nos trés algoritmos e na testemunha, contudo, dentre os algoritmos, somente
A3 permitiu aumentar a amostra inicial em 10% e apenas quando n = 10, mantendo as estima-
tivas do vetor de médias (TABELA H).

Os testes sobre a matriz de covariancias indicaram resultados semelhantes em todos
os métodos de aumento de dados, com taxas de rejeicdo de H, acima do limite superior do
1Cg9%(p)* ja nos aumentos de 10% de n, chegando as porcentagens méaximas de rejei¢ao ao
aumentar 50% de n ou mais. Quando n = 100, por exemplo, as taxas foram de 97,7%, 95,7% e

96,8%, respectivamente, ou seja, 100% corrigida pela propor¢ao de rejei¢cao obtida pelo controle
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positivo: 2,3%, 4,3% e 3,2%, respectivamente (TABELAS [{] e[I). Logo, quando p = 10, néo
foi possivel aumentar a amostra inicial sem interferir na estimativa da matriz de covariincias.

Desta forma, quando trata-se de dados com 10 variaveis e n = 10, pode-se realizar au-
mento de 10% do tamanho da amostral apenas com A3 sem alterar, simultaneamente, a distri-
buicdo de probabilidade normal da varidvel aleatdria e a estimativa de p. Contudo, a estimativa
de ¥ pode nao ser a mesma.

Por fim, na Tabela [5| estdo apresentados os resultados obtidos nos cendrios com p = 20
varidveis. Com estes resultados, fica consolidada a superioridade dos algoritmos frente a tes-
temunha, quando testada a hip6tese nula de que a varidvel aleatéria segue distribui¢do normal.
Contudo, somente A2 e A3 apresentaram propor¢do de rejei¢do em concordancia com o ni-
vel de significancia adotado ao aumentar 10% do tamanho amostral. Quando n = 50, ambos

algoritmos permitiram realizar esse aumento, ja com n = 100, foi possivel apenas com A2.

Tabela 5 — Proporgdo corrigida (%) de rejeicao das hipdteses nulas de que a varidvel aleatdria segue
distribuicdo normal (Normalidade), com vetor de médias nulo (Médias) e matriz de
covariancias identidade (Covaridncias), apds o aumento com os algoritmos 1,2 e 3 (Al,
A2 e A3) e com a testemunha (T), nos cendrios de p = 20 variaveis.

Normalidade Médias Covariancias
n |aumento | Al[ A2| A3| T| Al| A2| A3] T| Al[| A2 A3 T
10% | 10,6 6,1 59 300|104 100 33 89 |414 343 436 509
30% | 67,1 26,0 322 910|552 50,7 298 448|958 93,6 947 954
30 50% | 952 508 72,0 97,0 | 86,1 81,2 60,6 733|955 955 955 955
80% | 96,4 80,5 932 964|955 944 850 894|948 948 948 948
100% | 96,3 859 955 963|957 949 926 935|951 951 951 95,1
10% | 80 24 44 293|107 90 61 78|40,6 341 433 533
30% | 70,3 269 472 934|591 489 372 393|957 952 957 954
50 50% | 95,6 549 86,6 968 | 87,1 778 674 619|957 957 957 957
80% | 96,1 83,5 96,0 96,1960 940 912 854|939 939 939 939
100% | 96,5 93,1 96,5 965|969 962 947 905|954 954 954 954
10% | 89 35 78 328|120 97 85 779|423 345 420 529
30% | 87,1 51,2 762 930|704 548 484 375|963 96,1 96,1 951
100 50% | 973 929 97,0 973|923 825 80,1 586|963 963 963 96,3
80% | 96,3 96,3 96,3 963 | 965 954 953 796|966 966 96,6 96,6
100% | 95,7 957 957 957|946 944 942 859956 956 956 956

Fonte: Da autora.

Nota: Destacadas em cinza as propor¢des abaixo do limite superior do ICggo, (p)*.

Avaliando os resultados sobre o vetor de médias da amostra aumentada, tem-se resul-
tados parecidos entre todos os métodos de aumento de dados, porém somente A3 permitiu
aumentar a amostra inicial em 10% quando n = 30, pois foi o Unico que apresentou propor¢ao
de rejei¢do dentro do I Cogy(p)* estabelecido (TABELA [3).

Os resultados dos testes sobre a matriz de covariancias novamente foram parecidos entre
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os algoritmos e a testemunha e com taxas de rejei¢do maximas a partir de aumentos de 30% da
amostra inicial, quando n > 50. Confirmando que, com p > 10, os métodos avaliados nesse
estudo ndo permitiram realizar aumento do tamanho amostral sem alterar a estimativa da matriz
de covariancias (TABELA [5).

Logo, em conjuntos de dados com 20 varidveis ndo é possivel fazer nenhum recomen-
dacdo simultanea sobre a distribuicdo de probabilidade e as estimativas de seus parametros.
Pode-se aumentar a amostra inicial em 10% com A2 quando n = 50 e 100, mantendo a dis-
tribuicao de probabilidade e realizar o mesmo aumento com A3, quando n = 30, mantendo a
estimativa do vetor de médias. Novamente, ndo se pode garantir que a estimativa de X seja a
mesma.

Face ao exposto, o estudo de simulacao sugere que os trés algoritmos propostos apresen-
taram resultados semelhantes entre si, sendo observado um melhor desempenho dos Algoritmos
2 e 3 nos testes multivariados realizados. Dentre eles, destaca-se o Algoritmo 3 que mostrou-se
competente em todos os cendrios, principalmente nos bivariados e na conservagdo da distribui-
cdo de probabilidade normal, em que permite aumentos de até 100% de n.

Com o estudo de simulacdo verificou-se que o aumento de dados via arquétipos € eficaz,
permitindo aumentar 10% de n, sem alterar a distribui¢do de probabilidade normal, bem como
as estimativas de seus parametros. Entretanto, conforme o nimero de varidveis aumenta (p >
10), vao surgindo limitagdes a esse método e deve-se ter cautela ao utiliza-lo.

Comparando o aumento de dados via arquétipos com métodos de reamostragem exis-
tentes, como Monte Carlo, jackknife e bootstrap, por exemplo, em ambos os casos, a principal
vantagem € que sé existem ganhos ao utilizd-los, pois independente das pressuposi¢des de um
procedimento de estimagao ou decisao serem atendidas, seus resultados serdo os mais confidveis
(BASTOS| 2013).

Vale notar que os arquétipos conseguem representar bem a amostra de determinada po-
pulacdo, de forma andloga a estatisticas suficientes, e sem nenhum conhecimento prévio sobre
a distribui¢do da varidvel aleatéria e nem sobre o verdadeiro valor do parametro. Levando em
conta que a testemunha avaliada nesse estudo consistiu de um método inspirado no boostrap
ndo paramétrico, verifica-se que o aumento de dados via arquétipos pode ser mais vantajoso
que esse técnica de reamostragem, o que pode ser testado de maneira mais ampla em trabalhos

futuros.
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4.1 AUMENTOS SUCESSIVOS

Os resultados das simulacdes dos quatro cendrios estdo apresentados, sendo uma tabela
para cada algoritmo e trés graficos por cendrio, referentes aos testes sobre a distribuicdo nor-
mal multivariada, sobre o vetor de médias e sobre a matriz de covariancias realizados. Em
cada tabela encontram-se a mediana dos aumentos méximos obtidos nas 100 simulacdes, com
cada método de aumento, e seu intervalo de confianga ICy5,(Md), agrupando-se os métodos da
seguinte forma: testemunha (T) e controle positivo (CP), Al; e Al,, A2; e A2,, e A3; e A3,.

Na Tabela [6] encontram-se os resultados dos aumentos maximos possiveis com a tes-
temunha e com o controle positivo, sendo que para esse ultimo foi apresentada somente sua
mediana, visto que o limite inferior e o superior do intervalo de confianca foram iguais ao valor
mediano em todos os casos.

Tabela 6 — Mediana dos aumentos mdximos (Md) com a testemunha (T) e com o controle positivo
(CP) sem alterar a distribuicio de probabilidade da varidvel aleatéria (Normalidade) e as
estimativas do vetor de médias (Médias) e da matriz de covariancias (Covariancias) da
amostra inicial para cada cendrio.

Cenario 1 Cenario 2
Teste T CP T CP
Md \ ICo5,(Md) | Md | Md \ ICy5,(Md) | Md
Normalidade | 5 [4; 5] 400 | 1 [1;2) 120
Médias 25 [15;31] 400 | 4 [3; 5] 120
Covariancias | 16 (13;21) 400 | 5 [4; 7] 120
Cenario 3 Cenario 4
Teste T CP T CP
Md \ ICo5,(Md) | Md | Md \ ICo5,(Md) | Md
Normalidade | 0 [0; 1] 60 0 [0; 0] 40
Médias 3 [2; 4] 60 2 [1; 3] 40
Covariancias | 2 [1; 2] 60 2 [1; 2] 40

Fonte: Da autora.

Pode-se notar que o controle positivo apresentou mediana dos aumentos maximos igual
ao numero total de aumentos consecutivos realizados em todos os cendrios, confirmando o seu
papel como padrao ouro do estudo de simulacdo. Ja a testemunha, obteve valores medianos
inferiores, principalmente quando testada a distribui¢cdo de probabilidade através da amostra
aumentada, nio permitindo nenhum aumento nos cenarios 3 e 4 (TABELA [6). Esse fato ocorre
devido a testemunha permitir sortear apenas elementos presentes na amostra, o que ocasiona
picos de frequéncia de determinadas observacdes do espaco amostral.

Na Figura[8|encontram-se os graficos do cendrio 1 (aumentos de 10% de n) contendo os
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valores medianos dos aumentos maximos com cada algoritmo comparado no estudo de simula-
¢do.

Figura 8 — Mediana dos aumentos maximos no cendrio 1 com a testemunha (T), controle positivo
(CP) e os algoritmos 1, 2 e 3, sendo Al;, A2; e A3, utilizando arquétipos da amostra
inicial e Al,, A2, e A3, das amostras aumentadas, sem modificar: a distribuicao de
probabilidade (a) e as estimativas do vetor de médias (b) e da matriz de covaridncias (c)
da amostra inicial.
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Fonte: Da autora.

Primeiramente, verifica-se nestes graficos que o controle positivo destoa dos demais,
inclusive dificultando a comparacio dos outros algoritmos; em seguida, comparando os algo-
ritmos 1, 2 e 3 com a testemunha, observam-se resultados bem proximos, muitas vezes iguais,
quanto aos aumentos mantendo as estimativas dos pardmetros, € um nimero inferior de aumen-
tos com a testemunha quando avaliada a distribui¢do normal de probabilidade, o que ocorreu em
todos os cendrios (FIGURA[§). Sendo assim, a testemunha foi considerada inferior aos demais,
pois deturpa a distribuicdo de probabilidade da amostra, o que costuma ser mais grave do que
alterar a estimativa de seus parametros.

Tendo em vista essas consideragdes, os graficos do cendrio 1 foram refeitos removendo
a testemunha e o controle positivo, padrao que foi mantido nos outros 3 cendrios. Portanto, na

Figura[9)é possivel visualizar melhor a comparagio dos algoritmos 1, 2 e 3.
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Figura 9 — Mediana dos aumentos mdximos no cendrio 1 com os algoritmos 1, 2 e 3, sendo Al;,
A2; e A3, utilizando arquétipos da amostra inicial e Al,, A2, e A3, das amostras
aumentadas, sem modificar: a distribuicdo de probabilidade (a) e as estimativas do vetor
de médias (b) e da matriz de covariancias (c) da amostra inicial.
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Fonte: Da autora.

Comparando cada um dos trés algoritmos utilizando os arquétipos da amostra inicial e
utilizando os arquétipos das amostras aumentadas, na maioria dos vezes, pode-se equiparar os
resultados. Comparando agora os trés algoritmos entre si, tem-se aumentos medianos semelhan-
tes quando avaliadas as estimativas dos parametros, sendo possivel realizar aproximadamente
13 aumentos garantindo a estimativa do vetor de médias e 12 aumentos garantindo a estimativa
da matriz de covariancias. Como sdo aumentos de trés dados cada, é possivel aumentar 130%
(39 dados) e 120% (36 dados) do tamanho da amostra inicial, respectivamente. Ja na garantia da
distribui¢do de probabilidade, o Algoritmo 3 se destaca dos demais, permitindo 120 aumentos
com A3,, ou seja, um total de 1200% de n (FIGURA E])

Complementando a informacao dos graficos acima, a Tabela [/| apresenta os resultados

dos aumentos méximos com o Algoritmo 1 nos quatro cendrios.
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Tabela 7 — Mediana dos aumentos mdximos (Md) com o Algoritmo 1 sem alterar a distribuicao de
probabilidade da varidvel aleatéria (Normalidade) e as estimativas do vetor de médias
(Médias) e da matriz de covaridncias (Covaridncias) da amostra inicial para cada cendrio.

Cenario 1 Cenario 2
Teste Al; Al, Al; Al,
Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg59,(Md)
Normalidade | 17 [13; 20] 20 [17;26) 4 [3; 5] 6 4;7]
Médias 8 [7; 14] 13 [10; 18) 2 [2; 3] 3 [2; 4]
Covariancias | 12 [10; 15] 15 [13; 17] 4 [3; 4] 4 [3; 6]
Cenario 3 Cenario 4
Teste Al; Al, Al; Al,
Md \ ICg54(Md) | Md \ ICg54(Md) | Md \ ICg54(Md) | Md \ I1Cg59(Md)
Normalidade | 2 [2; 2] 3 [2; 4] 1 [1; 1] 1 [1; 2]
Médias 1 [1; 2] 2 [1; 2] 1 [0; 1] 0 [0; 1)
Covariancias | 2 [1; 2] 1 [1; 2] 1 [1; 1] 1 [1;1]

Fonte: Da autora.

Nota: Al;: arquétipos da amostra inicial; Al,: arquétipos das amostras aumentadas.

Na Tabela [/| fica mais nitida a equivaléncia entre Al; e Al,, pois existe intersecao na

grande maioria dos intervalo de de confianca. Além disso, € interessante notar que o nimero

de dados aumentados em cada cendrio é bem préximo, contudo é mais vantajoso fazer um

nimero maior de aumentos de poucos dados. Tomando Al;, por exemplo, € possivel realizar

17 aumentos de trés dados, quatro aumentos de 10 dados, dois aumentos de 20 dados e um

aumento de 30 dados, mantendo a distribuicdo de probabilidade normal. Desta forma, € possivel

aumentar 51, 40, 40 e 30 dados, ou 170%, 133%, 133% e 100% de n respectivamente (TABELA

7).

Em seguida, tem-se os graficos do cendrio 2 (aumentos de 33% de n) que se encontram

na Figura [[0]
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Figura 10 — Mediana dos aumentos maximos no cendrio 2 com os algoritmos 1, 2 e 3, sendo Al;,
A2; e A3, utilizando arquétipos da amostra inicial e Al,, A2, e A3, das amostras
aumentadas, sem modificar: a distribuicdo de probabilidade (a) e as estimativas do
vetor de médias (b) e da matriz de covariancias (c) da amostra inicial.
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Fonte: Da autora.

Os resultados obtidos no segundo cendrio sdo semelhantes aos do primeiro, ou seja, 0s
trés algoritmos sdo equiparaveis em relacdo ao nimero de aumentos que garantem as estimativas
dos parametros p e 3 e o Algoritmo 3 apresentou-se superior quanto ao nimero de aumentos
garantindo normalidade. Neste cendrio, os algoritmos 1, 2 e 3 obtiveram valor mediano dos au-
mentos méximos em torno de 3, quando avaliados o vetor de médias e a matriz de covariancias,
o que permite aumentar 100% do tamanho da amostra inicial - lembrando que cada aumento
possui 10 dados. Para garantir a distribui¢do de probabilidade, com A3, € possivel realizar 35
aumentos, ou seja, aproximadamente 1167% de n (FIGURA[10).

Analisando em mais detalhes o Algoritmo 2, na Tabela [§] tem-se os resultados dos au-

mentos maximos com este algoritmo.
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Tabela 8 — Mediana dos aumentos mdximos (Md) com o Algoritmo 2 sem alterar a distribuicao de
probabilidade da varidvel aleatéria (Normalidade) e as estimativas do vetor de médias
(Médias) e da matriz de covaridncias (Covaridncias) da amostra inicial para cada cendrio.

Cenario 1 Cenario 2
Teste A2; A2, A2; A2,
Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg59,(Md)
Normalidade | 21 [19; 23] 38 [29; 57) 6 [5:7) 12 [9; 14]
Médias 13 [10; 16] 13 (10; 15] 3 (2;5) 4 [2; 4]
Covariancias | 14 (11;17) 13 [11; 16] 3 [3; 4] 4 [3; 4]
Cendrio 3 Cendrio 4
Teste A2, A2, A2; A2,
Md \ ICo59,(Md) | Md \ ICy59,(Md) | Md \ ICy59,(Md) | Md \ 1Cy59,(MA)
Normalidade | 2 [2; 3] 4 [3; 6] 2 [1; 2] 2 [2;3)
Médias 2 [1; 2] 2 [1;3) 1 [0; 1] 1 [0; 1]
Covariancias | 1 [1; 2] 2 [1; 2] 1 [1; 1] 1 [1;1]

Fonte: Da autora.
Nota: A2;: arquétipos da amostra inicial; A2,: arquétipos das amostras aumentadas.

Comparando A2; e A2, verifica-se que existe intersecao entre os intervalos de confianca
referentes aos aumentos possiveis sem deturpar as estimativas do vetor de médias e da matriz
de covariancias, entretanto, nao existe intersecdo entre os intervalos de confianca referentes aos
aumentos possiveis sem deturpar a distribui¢do normal. Nesta dltima situacdo, A2, se destaca
permitindo 12 aumentos de 10 dados (cendrio 2), isto €, 400% de n. Nesse algoritmo, o nimero
de dados aumentados em cada cendrio também foi bem parecido, mas ainda existe vantagem em
se fazer aumentos com menos dados. Exemplificando com os aumentos possiveis garantindo
normalidade em A2,, tem-se aumentos de 380% (114 dados) e 400% (120 dados) da amostra
inicial com os cendrios 1 e 2, respectivamente, contra 267% (80 dados) e 200% (60 dados) nos
cendrios 3 e 4 (TABELAg).

Na sequéncia, encontram-se os graficos do terceiro cendrio (aumentos de 67% de n) na

Figura
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Figura 11 — Mediana dos aumentos maximos no cendrio 3 com os algoritmos 1, 2 e 3, sendo Al;,
A2; e A3, utilizando arquétipos da amostra inicial e Al,, A2, e A3, das amostras
aumentadas, sem modificar: a distribuicdo de probabilidade (a) e as estimativas do
vetor de médias (b) e da matriz de covariancias (c) da amostra inicial.
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Fonte: Da autora.

Mais uma vez, observa-se o mesmo padrdo no terceiro cendrio simulado, sendo possivel
realizar entre 1 e 2 aumentos, mantendo as estimativas dos parametros g € 3 com 0s trés
algoritmos. Em outras palavras, como cada aumento possui 20 dados, € possivel aumentar entre
67% e 133% do tamanho da amostra inicial sem deturpar essas estimativas. Como o Algoritmo
3 destaca-se novamente, com A3, é possivel fazer 20 aumentos, mantendo a distribui¢do de
probabilidade da amostra inicial, o que significa aumentar n em 1333% (FIGURA [TT).

Na Tabela[9] a seguir, pode-se explorar os resultados obtidos com o Algoritmo 3.
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Tabela 9 — Mediana dos aumentos mdximos (Md) com o Algoritmo 3 sem alterar a distribuicao de
probabilidade da varidvel aleatéria (Normalidade) e as estimativas do vetor de médias
(Médias) e da matriz de covaridncias (Covaridncias) da amostra inicial para cada cendrio.

Cenario 1 Cenario 2
Teste A3; A3, A3; A3,
Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg5,(Md) | Md \ ICg59,(Md)
Normalidade | 90  [75;106) 120 (86;131) | 26 (22; 32) 35 [26; 47)
Médias 11 [9; 12] 14 (9; 17) 4 [3;6) 3 [2; 4]
Covariancias | 11 [9; 13) 10 [9; 11] 3 [2; 4] 3 [2; 3]
Cendrio 3 Cenario 4
Teste A3; A3, A3; A3,
Md \ ICy59,(Md) | Md \ ICy59,(Md) | Md \ ICy59,(Md) | Md \ I1Cy59,(MA)
Normalidade | 14 [11;17) 20 (17; 24] 7 [6; 8] 14 (11;15]
Médias 2 [1; 2] 1 [1; 2] 1 [0; 1] 1 [0; 1]
Covariancias | 1 [1; 2] 1 [1; 1] 1 [0; 1] 1 [0; 1]

Fonte: Da autora.
Nota: A3;: arquétipos da amostra inicial; A3,: arquétipos das amostras aumentadas.

O Algoritmo 3 merece destaque, pois seus resultados indicam que este proporciona um
maior aumento de dados sem deturpar a distribuicdo de probabilidade da amostra inicial. Den-
tre A3; e A3,, nota-se que, nos dois primeiros cendrios, ambos apresentaram resultados equi-
paraveis, devido a intersecdo existente entre os intervalos de confianca, enquanto nos outros
dois houve diferencga entre os resultados, principalmente com relagdo a distribui¢do de proba-
bilidade. Novamente, o nimero de dados aumentados em cada cendrio foi semelhante, com
excecdo dos resultados sobre a distribuicdo de probabilidade, o que pode ser exemplificado
por A3;: no cendrio 1 foram possiveis 90 aumentos de trés dados, no cendrio 2, 26 aumentos
de 10 dados, no cenario 3, 14 aumentos de 20 dados e, no cenario 4, 7 aumentos de 30 dados.
Sendo assim, € possivel aumentar o tamanho da amostra inicial em 900%, 867%, 933% e 700%,
respectivamente.

Por fim, tem-se os graficos do quarto e dltimo cendrio (aumentos de 100% de n) na

Figura



49

Figura 12 — Mediana dos aumentos maximos no cendrio 4 com os algoritmos 1, 2 e 3, sendo Al;,
A2; e A3, utilizando arquétipos da amostra inicial e Al,, A2, e A3, das amostras
aumentadas, sem modificar: a distribuicdo de probabilidade (a) e as estimativas do
vetor de médias (b) e da matriz de covariancias (c) da amostra inicial.
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Fonte: Da autora.

Nos graficos da Figura [I2] também foi verificado que os trés algoritmos apresentaram
desempenho semelhante quanto a garantia das estimativas do vetor de médias e da matriz de
covariancias, permitindo realizar 1 aumento de 30 dados, ou seja, 100% de n. Como o Algo-
ritmo 3 destaca-se novamente, com A3, foi possivel fazer 14 aumentos mantendo a distribui¢ao
de probabilidade da amostra inicial, o que significa aumentar n em 1400%.

Portanto, os algoritmos 1, 2 e 3 apresentaram resultados semelhantes a testemunha,
quanto aos aumentos possiveis sem modificar as estimativas dos parametros p e 3, € se mos-
traram superiores por manter a distribuicao de probabilidade normal apés um nimero maior de
aumentos consecutivos. Nesse aspecto, ndo ha dividas quanto a eficiéncia do Algoritmo 3.

Comparando os resultados de aumentos realizados utilizando os arquétipos da amostra
inicial com os de aumentos realizados com os arquétipos das amostras aumentadas, verifica-se
que ambos foram semelhantes e, muitas vezes equivalentes. Sendo assim, pode-se reduzir o
custo computacional utilizando os arquétipos da amostra inicial em todos os aumentos.

Com essas consideracdes, e levando em conta o principio da parcimonia, para a reco-



50

mendagdo do maior ndmero de aumentos sucessivos sem deturpar simultaneamente a distribui-
cdo normal de probabilidade e as estimativas do vetor de médias e da matriz de covariancias, foi
utilizado o Algoritmo 3, apenas com os arquétipos da amostra inicial: A3;. Com esse algoritmo,
foi possivel realizar 11 aumentos de trés dados (110% de n), trés aumentos de 10 dados (100%
de n), um aumento de 20 dados (67% de n) e um aumento de 30 dados (100% de n). Sendo

assim, recomenda-se realizar 11 aumentos de 10% de n.

4.2 ESTUDO COM DADOS REAIS

Antes da aplicacdo do aumento de dados, verificou-se que a varidvel aleatoria referente
ao conjunto de dados reais sobre bebida lactea achocolatada (n = 17 provadores) apresentou
distribuicdo de probabilidade normal, de acordo com o teste de Royston a 5% de significancia
(valor-p = 0,4436).

Apb6s a realizacdo do aumento de dados de duas maneiras, conforme as recomendagdes
do trabalho, ou seja, um aumento de 10% de n com o A3 (a = 2), totalizando 19 provadores, e
11 aumentos sucessivos de 10% de n com A3; (a = 22), totalizando 39 provadores, pode-se ob-
servar as estimativas pontuais do vetor de médias dos dados completos e dos dados aumentados

que se encontram na Tabela[T0}

Tabela 10 — Estimativa pontual da média (Z) e erro padrdo da média (EPz) das notas de cada
atributo sensorial da amostra inicial (Al) e das amostras aumentadas por A3 e A3;.

Aroma Chocolate | Sabor Chocolate

Amostra | = \ EP; z \ EP.
Al 4,18 1,01 4,94 1,20
A3 4,05 0,86 4,60 0,98
A3; 4,41 0,71 6,24 1,00

Fonte: Da autora.

Pode-se notar que as estimativas das médias foram semelhantes em todos os casos e
que os erros padrao diminuiram (TABELA [I0). A seguir, tem-se as matrizes de covaridncia da

amostra inicial e das amostras aumentadas na Figura[I3] abaixo.
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Figura 13 — Matrizes de covariancias da amostra inicial e das amostras aumentadas por A3 e A3;.

<3,24 0,22) (3,09 0,60> (6,27 3,23)
0,22 3,64 0,60 4,26 3,23 7,90
(a) AL (b) A3. (c) A3;.
Fonte: Da autora.

Na Figura [I3] tem-se que a matriz de covariancias dos dados aumentados por A3 foi
muito parecida com a dos dados iniciais e que a matriz de covariancias dos dados aumentados
por A3; apresentou valores superiores. Logo, foi necessdria a realizacdo do teste de Box para
correta interpretacio desses resultados.

O valor-p dos testes multivariados realizados se encontram na Tabela I 1] e indicam que
a distribuicdo de probabilidade normal e as estimativas de seus parametros foram mantidas

(valor-p > 0,05).

Tabela 11 — Valor-p dos testes de Royston, T? de Hotelling e de Box apds o aumento realizado por

A3 e A3,.
Teste | A3 | A3,
Royston 0,4338 0,3533
T? de Hotelling 0,8716 0,2227
Box 0,9808 0,1716

Fonte: Da autora.

O resultado do teste de Royston, permitiu concluir que a distribui¢do de probabilidade
foi mantida ap6s o aumento de dados realizado com ambos A3 e A3,. O teste T? de Hotelling
indicou que os vetores de médias das amostras aumentadas foram iguais ao vetor de médias
da amostra inicial. E o teste de Box concluiu que as matrizes de covaridncias das amostras
aumentadas foram iguais a da amostra inicial, pois, em todos os casos, o valor-p foi maior que
o nivel de significdncia adotado (5%), aceitando as hipéteses nulas (TABELA [TT).

Portanto, existem indicios de que ha um ganho na precisdo da inferéncia praticada ao
aumentar o tamanho da amostra através dos arquétipos, pois a distribui¢cdo de probabilidade e
as estimativas de seus parametros foram mantidas e, além disso, houve uma redug@o no erro
padrdo da média (TABELA [I0). Esse fato mostra que é possivel realizar o aumento de dados
conforme as recomendagdes dos estudos computacionais.

No caso particular da anélise sensorial da bebida achocolatada, foi possivel aumentar o
nimero de provadores, mostrando ser muito util quando nao se possui um nimero suficiente de

provadores devidamente treinados.
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5 CONCLUSOES

Foram propostos trés algoritmos para aumento de dados via arquétipos, que apresenta-
ram melhor desempenho que a testemunha, quando avaliado se a varidvel aleatéria p-variada
apresentava distribuicao de probabilidade normal apds o aumento realizado, inclusive com re-
sultados competitivos aos do controle positivo nos cendrios bivariados.

Dentre os algoritmos propostos, o algoritmo 3 foi eleito o mais eficaz nos dois estudos
computacionais, por ter apresentado melhor desempenho que os demais em todos os cendrios,
permitindo aumentar o tamanho da amostra inicial, quando p < 5, sem alterar a distribui¢ao de
probabilidade original, bem como as estimativas de seus parametros.

Pelo principio da parcimdnia, concluiu-se que os aumentos sucessivos de dados podem
ser realizados utilizando apenas os arquétipos da amostra inicial em cada aumento consecutivo.

Em uma situacio real foi possivel aumentar o tamanho da amostra e proporcionar maior
precisdo na inferéncia sobre o vetor de médias e a matriz de covariancias.

Portanto, parece ser seguro aumentar dados por meio de seus arquétipos sugerindo-se o

Algoritmo 3 e dentro das seguintes recomendacoes:

e Em cenadrios bivariados com n < 100, um aumento de até 10%;
e Em cenarios bivariados com n = 30, 11 aumentos sucessivos de 10% de n;
e Em cendrios com cinco variaveis e n < 100, um aumento de até 10%.

e Niao ¢ recomendado o aumento de dados via arquétipos para conjuntos de dados com

p > 10.
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