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RESUMO

A Teoria de Valores Extremos (TVE) é uma importante ferramenta utilizada na
andlise de eventos extremos. A analise de tais eventos permite que haja um melhor
planejamento nas agbes humanas no sentido de minimizar os efeitos causados por
eles. Uma distribuicdo proveniente da TVE utilizada na modelagem de eventos
extremos é a distribuicdo generalizada de valores extremos (GEV). Varios métodos
de estimacao podem ser utilizados na estimacdo dos parametros da GEV. Dentre os
mais utilizados sdo os de maxima verossimilhanca. Contudo, esses estimadores ndo
apresentam boas propriedades, ou ndo existem, quando o parametro forma da
distribuicdo GEV € menor que - 0,5. Nessas situacfes € necessario o uso de outro
estimador. Nesse sentido o objetivo deste trabalho foi avaliar a adequabilidade do
uso dos estimadores dos momentos-L no ajuste da distribuicdo GEV, comparando a
precisdo e a acuracia desses estimadores com a precisdo e acuracia dos
estimadores de maxima verossimilhanca e utilizar os dois estimadores para ajustar a
distribuicdo GEV a um conjunto de dados reais que contenha a estimativa do
parametro forma ente -1 e - 0,5. Verificou-se que para valores do parametro forma
da GEV negativos o método dos momentos-L é indicado para tamanhos amostrais
menores ou iguais a 25, com o parametro forma com valores proximos de zero o
momentos-L € indicado para tamanhos amostrais menores ou iguais a 35 e para
valores positivos do parametro forma, o momentos-L deve ser utilizado em todos os

tamanhos amostrais.

Palavras-chave: Estimadores de Maxima Verossimilhanca. Erro quadratico médio.

Viés médio relativo. Tamanho amostral.



ABSTRACT

The Extreme Value Theory (EVT) is an important tool used in the analysis of extreme
events. The analysis of such events allows for better planning in human actions in
order to minimize the effects caused by them. A distribution from EVT that is widely
used in extreme events modeling is the generalized extreme value distribution
(GEV). Several estimation methods can be used to estimate the GEV distribution
parameters. Among the most widely used estimators are the maximum likelihood
estimators. However, these estimators are not suitable, or do not exist, when the
shape parameter of the GEV distribution is less than -0.5. In these situations it is
necessary to use another estimator. In this sense, the objective of this work was to
evaluate the adequacy of the use of the L-moment estimators in the adjustment of
the GEV distribution, comparing the precision and accuracy of these estimators with
the precision and accuracy of the maximum likelihood estimators and to use these
two estimators to adjust the GEV distribution to a set of real data that contains the
estimate of the parameter form between -1 and - 0.5. It was found that for negative
values of the shape parameter of the GEV the L-moment method is indicated for
sample sizes less than or equal to 25, with the shape parameter with values close to
zero the L-moments is indicated for sample sizes less than or equal to 35 and for
positive values of the form parameter the L-moments should be used in all sample

sizes.

Keywords: Maximum Likelihood Estimators. Mean squared error. Relative mean

bias. Sample size.
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1 INTRODUCAO GERAL

Com aumento de fendmenos naturais extremos climaticos nos ultimos
tempos, as atividades humanas podem ser severamente afetadas causando
prejuizos tanto financeiros quanto fisicos e até mesmo com a perda de vidas
humanas. S&o exemplos de eventos extremos: as precipitacdes maximas; as
temperaturas minimas e maximas; as inundacoes; o0s niveis elevados da poluicédo
atmosférica; a velocidade méxima de ventos dentre outras. Neste sentido a teoria de
valores extremos (TVE) visa auxiliar na andlise desses fenbmenos descrevendo e
guantificando os seus comportamentos, buscando modelos que se ajustem a uma
possivel distribuicdo para os maximos (ou minimos) de valores extremos a partir de
uma amostra. A partir das informacfes obtidas das analises desses fen6menos
extremos € possivel ter a previsdo de ocorréncias dos mesmos, possibilitando a
implementacdo de acbes no sentido de amenizar os efeitos que estes podem
causar.

Um modelo da TVE comumente utilizado na andlise do comportamento de
variaveis extremas é a distribuicdo generalizada de valores extremos do inglés
“Generalized Extreme Value” (GEV), que unifica, em uma Unica forma paramétrica,
as distribuicdes Gumbel, Fréchet e Weibull. A GEV tem sido amplamente utilizada, e
mostrado resultado satisfatério em diversas areas como hidrologia, engenharia,
climatologia, economia, fenbmenos meteorolégicos, entre outros. A distribuicdo GEV

possui trés parametros Y,c e ¢ sendo y parametro de posicdo, o o parametro de
escala e { o parametro de forma. Para que a distribuicdo GEV seja utilizada para

modelar valores extremo é necessario estimar 0s seus parametros.

Para estimar os parametros da distribuicdo generalizada de valores extremos
existem diversos métodos como, por exemplo, os estimadores de momentos,
momentos-L e os estimadores de maxima verossimilhanca entre outros. Como o

parametro ¢ determina o comportamento da cauda da distribuicdo € importante uma

precisdo na estimativa do mesmo, uma vez que, em determinados casos pode
influenciar nas condicdes de regularidades dos estimadores. O método mais
utilizado para estimar os parametros da GEV é o0 método da maxima

verossimilhanca, por possuir boas propriedades assintoticas. Porém em algumas
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situacdes os estimadores de maxima verossimilhanca ndo mantem as condi¢cfes de

regularidade. Mais especificamente, quando -1<§<-0,5 os estimadores existem,
mas ndo mantém as condi¢cdes de regularidade e quando ¢ <-1, os estimadores de

méaxima verossimilhanga ndo existem. Visto que, os estimadores de méaxima
verossimilhanca sdo bons, mas como em alguns casos ndo mantém regularidade,
deve-se buscar alternativas para encontrar estimadores mais representativos
possiveis e um estimador cujo comportamento busca-se avaliar sdo os estimadores
dos momentos-L.

Neste contexto o objetivo desse trabalho foi avaliar e comparar a precisao e a
acuracia dos estimadores de maxima verossimilhanca e dos momentos-L dos
parametros da distribuicdo generalizada de valores extremos para diferentes
tamanhos amostrais. Também objetivou utilizar os estimadores para ajustar a
distribuicdo GEV a um conjunto de dados reais que contenha a estimativa do

parametro forma ente -1 e -0,5.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Nessa secdo serdo apresentadas as principais teorias desenvolvidas neste
trabalho, compreendida nas seguintes subsecdes: 2.1 Teoria de Valores Extremos,
2.2 Distribuicdo Generalizada de Valores Extremos, 2.3 Método da méxima
verossimilhanca, 2.4 Método dos momentos ponderados por probabilidade, 2.5
Método momentos-L, 2.6 Propriedades dos estimadores e, na subsecédo 2.7, o artigo

submetido a revista Ciéncia e Natura.

2.1 TEORIA DE VALORES EXTREMOS (TVE)

A TVE é um importante ramo da Estatistica utilizada no estudo de eventos
que apresentam baixa frequéncia relativa de ocorréncia e podem ocasionar Varios
impactos (SILVA, 2008). Segundo Beijo (2002), a TVE é uma metodologia utilizada
para descrever o comportamento dos pontos mais distantes da média de uma
distribuicdo, as denominadas observacfes extremas. Como exemplo, 0 autor cita as
precipitacdes maximas, temperaturas minimas e maximas, inundacdes, poluicdo
atmosférica extrema, velocidade maxima de ventos, dentre outros.

O desenvolvimento da TVE teve impulso em 1953 com o desastre ocorrido na
Holanda. Por ser um pais de delta baixo, boa parte de seu territério esta situado
abaixo do nivel do Mar. Para que a agua do oceano nao invadisse o territorio
Holandés, foram construidos diques para impedir o avanco da agua do mar.
Entretanto, na madrugada de 31 de janeiro e 1° de fevereiro de 1953 a altura das
ondas fez com os diques se rompessem causando destruicdo e mortes, esse fato
levou o governo Holandés a entender que as previsdes de eventos extremos tinham
gue ser melhoradas, pois os diques tinham que suportar as maiores ondas que
pudessem acontecer. Foi entdo que, pensando em prever de forma confiavel quais
sdo as maiores ondas que poderiam acontecer, 0 governo criou um comité para

estudar o aquecimento global e suas consequéncias, e desenvolveu um sistema
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anti-inundacgdes visando maior seguranca no planejamento da resisténcia desses
diques (NOGUEIRA, 2016).

Os primeiros trabalhos referentes a teoria de valores extremos foram
publicados ha mais de 70 anos de acordo com Silva (2008). No artigo de 1927
Fréchet desenvolveu a distribuicdo assintética do maximo de uma amostra aleatoria,
mas segundo Bautista (2002) os principios referentes ao assunto da TVE
inicialmente foram apresentados por Fischer e Tippett (1928), ao verificarem que as
distribuicbes dos extremos para maximos em blocos convergiam para uma das trés
distribuicbes ndo degeneradas, definidas como distribuicdo assintética dos valores
extremos, conhecidas respectivamente como Gumbel (tipo 1), Fréchet (tipo Il) e de
Weibull (tipo II). Além dos maximos em blocos uma variavel aleatéria extrema pode
ser obtida utilizando a metodologia denominada picos acima de um valor limiar
(Peaks Over Threshold) que consiste no ajuste de modelos probabilisticos baseados
em séries historicos de dados, constituida somente por observacbes excedentes
acima de um valor limiar (SILVA, 2008).

Em 1943 surge uma expressiva contribuicdo para o desenvolvimento da TVE
com Gnedenko ao apresentar uma rigorosa fundamentagcdo tedrica necessaria e
suficiente para a convergéncia em distribuicdo do maximo ou do minimo, caso estes
ndo convirjam para uma distribuicdo degenerada® e determinou que essas
distribuicdes poderiam ser representadas por distribuicées continuas.

Mas de acordo com Coles (2001) havia a principio dificuldade em identificar
qual das trés familias de distribuicdo de valores extremos seria mais apropriada na
aplicacdo em determinada série de dados. Propondo resolver tal impasse surge
outra contribuicdo de extrema relevancia no desenvolvimento inicial da teoria de
valores extremos com o trabalho de Jenkinson (1955), no qual o autor propbe a
distribuicdo generalizada de valores extremos GEV. Neste artigo ele mostrou que as
distribuicdes desenvolvidas por Fischer e Tippett (1928) podem ser unificadas como
sendo casos particulares da GEV, ou seja, partindo das trés formas assintoticas ele

as unificou em uma Unica generalizada.

! De acordo com Nogueira (2016) uma funcdo de distribuicdo é degenerada se assumir
somente os valores 0 ou 1.
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2.2 DISTRIBUICAO GENERALIZADA DE VALORES EXTREMOS

A distribuicdo GEV tem sido utilizada em diversos estudos modelando os mais
variados fenbmenos e com isso, possibilitando prever e solucionar varios problemas
nas mais diferentes areas como, por exemplo, na hidrologia, na meteorologia, na
engenharia, na economia e financgas, entre outras. Bautista (2002) aplicou a GEV na
andlise das velocidades maximas dos ventos. Arraes e Rocha (2006) estimaram
perdas méaximas esperadas para séries financeiras, empregando-se métodos
tradicionais e metodologia dos Valores Extremos. Quadros, Queiroz e Boas (2011),
analisaram séries historicas de precipitacbes maximas no municipio de Cascavel -
PR e ajustaram as distribuicbes GEV e Gumbel, dentre as varias aplicabilidade da
GEV.

De acordo com Jenkinson (1955) a GEV possui funcdo densidade de

probabilidade (f.d.p) expressa por:
1+¢ 1

w2 om0

definida em-co<x<p-o0/¢ para §<0, py-0/{<x<+ow para >0 e —o<X<+ow0
quando ¢ — 0. Os parametros J,0,§ representam os parametros de posicao, escala
e forma respectivamente, tal que peR,0>0 e £cR*. A GEV generaliza as trés
familias de distribuicbes de valores extremos. Se ¢ >0 corresponde a distribuicédo
Fréchet, se ¢ <0 corresponde a distribuicdo Weibull e por fimse ¢—0,a GEV é a

distribuicdo de Gumbel (BEIJO; AVELAR, 2011).
Por sua vez, a distribuicdo de probabilidade acumulada (GEV) é expressa

matematicamente por:

] o TlE) @
F(X) =exp-+ - {1+ ¢ (Tﬂ :

com 0s parametros—co<p<+w, >0 e {eR".
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A funcéo quantil da GEV é obtida a partir da inversa da expressao (2) e pode
ser expressa por:
o -¢ 3)
Q) =u+ A+ )]}, 0<y<1.
Para calcular as probabilidades de ocorréncia de uma determinada variavel e
de um fenbmeno como, por exemplo, temperaturas maximas, velocidades maximas
de ventos, precipitagbes maxima, dentre outros, acima de um valor x preé-

estabelecido utiliza-se da equacgéo:

1
o(x-p|¢ 4
P(X>X)=1-F(x)=1-exp {H&[XAUH , ®)
o
em que x € um valor da variavel do periodo.

Bautista (2002) define periodo de retorno da seguinte maneira: seja E um
evento e T o tempo aleatério entre as ocorréncias consecutivas de eventos E. O
valor médio da variavel T € chamado de periodo de retorno do evento E. Logo, o
periodo de retorno para esse evento, é dado por:

1 1

P(E) 1-F(X) (5)

sendo T expresso geralmente em anos.
Assim de acordo como autor nivel de retorno x, da distribuicdo GEV, ou seja,
o nivel x,, associado ao periodo de retorno T, € obtido a partir da solugdo da

expressao:

Xp
| f(x|§,0,u)dx=1-p (6)

com p=1/T, isto €,

F(xp)=(1-p) )

Aplicando a funcéo inversa F em ambos membros da equagédo (7) e
relacionando com a probabilidade de ocorréncias (da variavel em estudo ) (4), tem-
se que:
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Xp :ﬂ+%{-‘l+[-ln(1-p)]_§}, (8)

Assim a estimativa X, do nivel de retorno x, para periodos de retorno

P P
T =1/p é obtido por substituicdo das estimativas de y, o, € §.

Varios métodos foram desenvolvidos propondo sugestdes para a estimacao
dos parametros da GEV. Tais como maxima verossimilhanca e método dos
momentos, mas segundo Coles (2001) o método da maxima verossimilhanca (MV) é
mais aplicado devido a sua capacidade de se adaptar a distribuicbes mais

complexas e por possuir boas propriedades assintoticas.
2.3 METODO DA MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Segundo Bolfarine e Sandoval (2001) a funcdo de verossimilhanca de uma
variavel aleatéria pode ser definida como:

Definicdo 1. Sejam X,X,,...,X, uma sequéncia de variaveis aleatorias

n

independentes e identicamente distribuidas (iid) de uma variavel aleatéria X e
X;, X,,..,X, uma amostra de tamanho n da variavel aleatéria X com funcdo de
densidade de probabilidade f(x;8), com 6®, em que ® €é o0 espaco paramétrico. A

funcdo de verossimilhanca de X é definida por:

L(O;X,,X,,...,X,, ) = f(x;0)f(x,;0)...f(x ;0) = f[f (x;;0) (9)

O valor de 6 que torna maxima L(O;X;,X,,...,X,) € a estimativa de maxima

verossimilhanca de 6. A funcdo de verossimilhnanca de uma distribuicdo depende
apenas dos seus parametros. Como os estimadores de maxima verossimilhanca

consistem em determinar os valores de 0 que maximizam L(0;x), em geral, esse

processo € feito da seguinte forma: aplica-se o logaritmo natural na funcdo de
verossimilhanga, encontrando-se assim a func&o suporte. Deriva-se parcialmente a
funcd@o suporte em relacdo a cada parametro e resolve-se o sistema obtido ao se
igualar cada derivada a zero (NOGUEIRA, 2016).
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Aplicando-se esses procedimentos na funcdo de verossimilhanca da
distribuicdo GEV, obtém-se:

L(w,0,€ %) ﬁi{h&(ﬂﬂ_

i=1 O (0)

4

i :

ST R T AETE
O =1 o i=1 o

Aplicando-se o logaritmo natural em ambos os membros da equacédo (10),
obtém-se:

1+
g

Infexp -{14, g(%ﬂ[%]

I(M,0,§]x)= Ininln ﬁ {1+ §(uﬂ
o i=1 ()

we i

Derivando-se a expressdo (11) em relagdo aos parametros y,oce ¢ tém-se
respectivamente que:

Adwoslx)_ §__ 1+ 3 1{“&(@)} 3
oM i=1 0{14.@()('0'“)} =1 O o
[ 1+
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(12)

AW, 0,8 1%) _
oo

Ql|s
Q
N
—
7 +
vn
7 N\
x [ X
- |
N
1
1

|
Ql|s
Q
=
1
|_\
+
yn "I
7\
X
Q.
-
N—
|

(13)

Qs
Q|,_\
™M
— +
l_\
+
9N 1
7\
X
:
o

Agora, considerando w, :1+§(Mj tem-se:
o)

I(u,0,€|x)=-nIno - Z ( jlnw ZW U (14)

0L _ 3 Ly 228 . 3 {'g'l](uj
g =l i g W, =\ ¢ ! o)
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A4
S R A C RN CEMNE B
2™ Gl w c(wi ]+&ow' (4¥)
1
= L L2 _i[ﬂ}i[xi-ujwi&
G ol w, Jgol w ) ol w,
1
o1 1(x-p) 1(x-p €
— ,leﬁ_z Inwi-g w il +1-w, (15)

A partir das derivadas parciais em relacdo a cada um dos parametros da GEV
obtém-se o0 seguinte sistema de equacdes:

—= = =0

65 W,

o (x,-p){(ﬁé)-[wl][g]}

55 & o =0 16)

em que W, :1+§(Mj
o

Como o sistema (16) ndo possui solugdes analiticas, assim os estimadores de
méaxima verossimilhanca da distribuicdo GEV (p,0e§), podem ser calculados

utilizando métodos numéricos iterativos, tais como o método de Newton-Raphson
recomendado por Vivanco (1994), o método “Nelder-Mead” proposto por Nelder e
Mead (1965) e o método desenvolvido por Kirkpatrick, Gelatt e Vecchi em 1983, o
Simulated Annealing (SANN).

Segundo Simkova e Picek (2017), os métodos baseados em verossimilhanca
geralmente séo utilizados na estimacdo dos parametros da distribuicdo GEV.
Contudo, as condi¢cbes de regularidade para estimacdo dos parametros da

distribuicdo generalizada de valores extremos pelo método da maxima
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verossimilhanga ndo sdo fundamentalmente satisfeitas. Existe regularidade nos
casos em que ¢>-0,5. Quando -1<§{<-0,5 os estimadores existem, mas nao
satisfazem as condicdes de regularidades e para ¢ <-1, os estimadores de maxima
verossimilhanca ndo existem (SMITH, 1985). Quando -1<¢<-0,5 e {<-1 pode
haver necessidade do uso de outros estimadores para os parametros da distribuicao
GEV. Naghettini e Pinto (2007) afirmam que, além do MV e o método dos momentos
(MM), os momentos-L (ML) e abordagens Bayesianas podem ser utilizados na
estimacao dos parametros da distribuicdo GEV.

Ainda de acordo com os autores o MV é considerado mais eficiente, pois
produz os estimadores de menor variancia. Mas em alguns casos a eficiéncia do MV
€ apenas assintdtica, o que dificulta sua aplicacdo em amostras pequenas,
ocasionando estimadores de qualidade comparavel ou inferior a outros métodos.
Neste caso, os estimadores ML mostram, com alguma frequéncia, mais acurados do
gue os de MV.

Comparando ML e MM, Hosking (1990) concluiu ML sdo menos sujeitos a
viés nas estimativas. Pois, mesmo que 0 método dos momentos seja
conceitualmente simples, e os calculos sejam diretos, verifica-se que os valores
numericos da amostra podem ser muito diferentes daqueles da populacéo da qual a
amostra foi retirada, especialmente quando o tamanho da amostra € pequeno
(SANKARASUBRAMANIAN; SRINIVASAN, 1999).

Os ML sdo baseados nos momentos ponderados por probabilidade (MPP),
definidos por a,e B, determinados por qs=E{X[1-F(X)]S}ou B;E{X[F(X)]r}, 0S

momentos-L de ordem r, sGo combinacdes lineares dos correspondentes momentos
ponderados por probabilidade (WOLFF, 2013).

2.4 METODO DOS MOMENTOS PONDERADOS POR PROBABILIDADE (MPP)

Greenwood et al. (1979) introduziram os momentos ponderados por

probabilidade (MPP). Definidos pela expresséao:
My, =EDC R ()] [2-Fe ()] ], (17)
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em que X €& uma variavel aleatoria continua, p,r € ssdo nameros reais e F, é a

funcéo de distribuicdo da varidvel aleatéria X.

Aplicando-se a definicdo de Esperanca na expresséao (17), obtém-se:

My = 1 X0 (x) [1-F ()T f(x)ax (18)

Definindo-se y=F.(x), tem-se que dy=f(x)dxe F(y)=x=Q(y). Se
X ——oo0, entdo y >0 e, se Xx—>, entdo y — 1. Portanto, realizando-se a mudanca
de variaveis y =F,(x) ao se aplicar o método da substituicdo na integral (18), obtém-

se:
1 S

Mors=] Q(y)’y (1-y) dy. (19)

Em particular, segundo Naghettini e Pinto (2007), os momentos ponderados

por probalidade M, ,.e M, ,sdo os mais utilizados na caracterizagao de distribui¢coes

de probabilidade, eles podem ser expressos por:

(20)
1

Mo =B = Q(y)y"dy, (21)

em que Q(y)=F/(y) é a funcdo quantil de uma variavel X.

Hosking (1986) demonstrou que os métodos dos momentos ponderados por
probabilidade MPP, possuem generalidade suficiente para a estimacdo de
parametros de distribuicbes de probabilidade, estdo menos sujeitos a flutuagcbes
amostrais e sdo mais robustos do que os correspondentes momentos convencionais
(NAGHETTINI; PINTO, 2007).

Greenwood et al. (1979), a partir de wuma amostra aleatéria

(x(l) <X S-S X(n)) ordenada crescente de tamanho n, retirada de uma determinada

populacao, definiram os momentos ponderados por probabilidade amostrais por:
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X;, (22)

i=1 (n - 1JX“ (23)

sendo i=1,2,...,n; ser=0,...,n-1.

Mesmo os métodos ponderados por probabilidades a e B,, ser passiveis de

serem utilizados na estimacdo de parametros, ndo possuem uma maneira facil de
interpretacdo dos descritores de escala e forma das distribuicdes de probabilidades
(NAGHETTINI; PINTO, 2007).

Buscando resolver tal problema Hosking (1990) apresentou o conceito de
momentos-L, que séo funcdes lineares dos momentos ponderados por probalidade
(MPP), ou seja, combinagdes lineares dos a,ef3, 0s quais possuem grandezas
diretamente interpretaveis como descritores de escala e forma das distribui¢cdes de

probabilidade. Assim os momentos-L populacionais A, séo definidos formalmente

por:

ra -1

r-1
)\I' = (_1) kg(:) pr—l,kak = k%) pr.]_,kBk’ (24)

ek (T-1\(r+k-1
pr-l,k :(_1) ( k ]( k ] (25)

Aplicando-se a equacéo (24) tem-se, para r =1,2,3, que:

em que

0
A =(-1 )Ok;) PoxOk = Pooo s (26)
!
A, = ('1) PrkQy = ('1)[p1,oao + pl,lal] : (27)

k=0
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2
)‘3 = ('1)2 Z Pk = ('1)2 [pz,oao P00t pz,zaz:l . (28)
k=0

Procedendo aos célculos utilizando a formula (25) tem-se que:

Poo =(-2)° [8 (gj =1; (29)
Pio :(-1)1@ éj:-l; (30)

Py =(-2)° @ i]=2- (31)

De modo analogo, obtém-se os valores p,, =1, p,,=-6, p,,=6.

Logo, os Momentos-L populacionais de ordem inferior a quatro sdo dados por:

A =0ay; (32)
A, =0,-20,; (33)
A, =a,-6a,+6a,. (34)

Os momentos-L amostrais sdo denotados porl e sdo calculados pela

substituicdo de a,ou B, nas equacgdes (32) a (34), pelas suas estimativas a,ou b, .

,=a,; (35)
|2 = aO - 2a1 1 (36)
l, =a,-6a, +6a,. (37)

De acordo com Gubareva e Gartsman (2010) o primeiro momento- L se
equipara uma medida de tendéncia central, as demais medidas da distribuicdo, tais
como variancia, assimeria e curtose, sao avaliados por meio de razdes de

momentos-L de ordem superior, T € uma medida equivalente ao coeficiente de

variacdo dado pelo quociente de A, e A e as demais razdes do momento-L s&o
definidos por: t, =A. /A,, r = 3,4... Segundo Wolff (2013) para obter as estimativas

dos parametros da distribuicdo probabilidade em estudo pelo método dos
momentos-L, deve-se igualar os momentos-L populacionais aos momentos-L

amostrais, ou seja,
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A= A =a,
A, =1, = A, =a,-2a, : (38)
T, =t . _2a,-6a,+6a,

° a,-2a,

Desse modo tem-se que A, é equivalente a média da distribuicéo e, portanto,
uma medida populacional de posicdo, A, uma medida de dispersdo (analogo ao
desvio padrdo ordinario), a razdo CV-L=t=A,/\, é andlogo ao coeficiente de
variacdo convencional (o qual pode ser interpretado como uma medida populacional

de dispersdo ou de escala) e a razdo t;=A;/\, representa uma medida de

assimetria (NAGHETTINI; PINTO, 2007).
2.5 METODO MOMENTOS-L

Para encontrar os estimadores de momentos-L dos parametros da GEV é

necessario encontrar os momentos ponderados por probabilidade populacionais a

que, pela expressao (20) sdo obtidos pelo célculo das integrais,

a, =[Q(y)(1-y)"dy (39)

Como Q(y)=F;<1(y)=%{-1+|:-In(y)]'§}+p. Desse modo o primeiro momento

ponderado por probabilidade populacionala, é dado pelo calculo da integral:

[ (2 e ] bl “

aO
Pela propriedade da soma tem-se que:

a, =i%{-1+[-ln(y)]'§}dy+iudy (41)
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Definindo-se v=-In(y),entdo y=exp(-v)e dv=-dy/y,consequentemente
dv =-ydv. Aplicando a regra de substituicdo no primeiro membro da expressao (41)

obtém-se o resultado:

i{%[-h(v'@ )J} -exp(-v)dv = i—eXp(‘V)dV +i' %V'ﬁeXp(‘V)dV

Il
o—38

—exp(-v)dv+ T%v'gexp(-v) dv

o)

+ 2 v exp (-v)dv
0

o
g
o
g
9
&
- -%+%|‘(-§+1)
_ %[-1+r(-§+1)}2 (42)

1
Acrescentando ao resultado (42) o resultado da integral I pudy obtém-se:
0

@ = [A+7 (4 1)+ (43)

O segundo momento ponderado por probabilidade populacional, ou seja, a, é

dado por:
" I {%['“(-'n(y))'g]+u}(1-y) dy (44)

Da expressao (44) tem-se que:

1

= {51+ () rujay-[{ A+ vy )

0

Note que a solucdo da primeira parcela da soma da expressdo (45) foi
calculada anteriormente e o resultado é expresso pela equacgéo (43). Logo falta obter

o resultado da expressao:

_H%[-H(-m(y)-ﬁ)]w}y dy (46)

?T() Fungio gama denotada por T(y) = [t "exp(-t)dt.
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Definindo-se v=-In(y), entdo y=exp(-v) e dv=-dy/y. Consequentemente
dy =ydv, assim ydy=-y’dv e, portanto ydy =-exp(-2v). Realizando as devidas

substituices na expressao (46) tem-se

j‘{%[h v'§]+p}-exp(-2v)dv = Z{E[u v'ﬂw}-exp(-zv)dv

o0

O'—;S

%exp v)dv - I% vexp(-2v)dv - I Hexp(-2v)dv  (47)
0 0

Da expressao (47) tem-se que

Oy 8

o o _ _ M
—exp(-2v)dv=— e -|Jyexp(-2v)dv=-=, e
e(-2v)dv= e [uexp(-2v)dv=-5
para o calculo de:

‘o
J— veexp(-2v)d (48)
55

Defina w=2ventdo w=2dv=dv = d7w isolando v = % entao

6 3
vi= (ﬂ] = % . Realizando as substituicdes necessarias na equagéao (48) obtém-

2
se:
©0 dw _ 01 .y
-[=vrexp(-w) —=-—[v* "exp(-w) dw.
Jgvrexp(w) - =-e [viTiexp(w) (49)
=g w dw o 1 .
Tgaroelw = g lwewlw)d
o 1
_ -Eﬁr(-gﬂ). (50)

Portanto o resultado da expresséo (47) € a solucdo da integral expressa na
equacao (46) cujo resultado é dado por:
o o 1 v
—-——=[(-§+1)-=.
2§ & 2-§+1 ( g ) 2 (51)
Logo o segundo Momento Ponderado por Probabilidade Populacional é obtido
pela soma dos resultados das expressoes (43) e (51), ou seja,
0.0

1
a= gl (St T el (€415
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2§ 2 2.§+1
21
'%*%*%r("c’”){ o } (52)

Por fim a, é dado por:

%= f {%['“(-'n(y))’ﬂ*u}(1-y)2dy , (53)

ou seja,

i {%['“("”(y)ﬂ+“}(1'2y+yz) dy . (54)

Assim tem-se que a expressao (54) pode ser descrita por:

iQ(y) dy-ZjQ(y)ydwiQ(y)yzdy (55)

Desse modo como ja foram apresentadas as solucbes da primeira e da
segunda soma da expressao (55), na qual os resultados foram expressos nas

solugdes (43) e (51) respectivamente. Entdo para obter o a,, deve-se multiplicar o

resultado da segunda expressédo na equacao (55) por —2, em seguida calcular a
terceira integral da expresséao (55) e somar todos 0s resultados dessa expressao.

Procedendo ao calculo da terceira parte da expressao (55) tem-se que:

j {%[-1+(-'n(y))'ﬂ+u}(v2)dv (56)

Definindo-se v =-In(y),entdo y=exp(-v) e dv=-dy/y.Consequentemente

dy =-ydv, assim y*dy =-y*dv. Aplicando as substituicbes na expressio (56) tem-se:
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I{%[ p}}-exp(-Bv) dv =

0 0 0
- J'%exp(-Bv)dv +%J'-v‘§exp(-3v)dv + J'-pexp(-Sv)dv

j%exp 3v)dv+%J.v'ﬁexp(-Sv)dv+jpexp(—3v)dv (57)
0 0 0
Da expressao (57) tem-se
—exp(-3v)dv=-— e |pexp(-3v)dv==, 58
JFexe(3v)dv=-zz & [uexp(-3v)dv =7 (58)

para o célculo de %jv"iexp(-Bv)dv, Defina-se w=3v entédo dw=3dv,
0

Consequentemente dv=dw/3, isolando vtem-se v=w/3, de modo que

£ w)® wt . : o 0T ¢ , _
Ve = 3 T3 Realizando devidas substituicdes em —Iv exp(-3v)dv obtém-se:
© -& ©
o o 1 o1
= exp(-w)dw ==— [w*"exp(-w)dw = = —T (- +1
g13e OP(wW)dw = [wiep(w)dw =22 T (£+1) (59)
Logo o resultado da expressao (56) € dado por:
o o1
ST () (60)

3¢ 3 €3°%

Desse modo tem-se que:

a2=-%+%r(-§+1) u- 2[019 ! F(-€+1)J-3+§ %% (-€+1)  (61)

Portanto,

az—-%+§+§|‘(§+1)[1-2‘§+3'§”] (62)

Por definicio de momentos-L tem-se que os A,, sdo combinacdes lineares

dos a,, assim tem que A, =q, logo,
o
Mgl Jon. (63)

Como A, =a, -20, entdo segue que:



= p_%[+1-r(-§+1)]-2[_£+E+Er(-§+1)(1_

g

26 2 ¢
2811
&(“1){ 25}

251
_ %r(-g+1)_1-T}

_ gr- 1—_'—
7T+

- %W-éﬂ)_zg-ﬂ}

_ %r(-§+1)[1+2§].

Para A, =qa,-6a, +6a,temos que:

A, _-_[1r -€+1) | +p- 6[ S IT (g4 1){ Pl

+6(
_9,
g
O'

26 2 ¢

gr (-g+1)[1-2°+3%"]

m|Q le

~2r(£+1)

v |Q

1 :
r(-§+1) 1-6( -2_§+1j+6(1-2§+3“)}
(§+1) - +2x3§}

[2%146-12+2x 2% x 3

2%

=—T(-g+1)[1-6x2""+2x3°

=T (-g+1)[1-3x2° +2x3°].

2]
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(64)

(65)
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Por fim temos que t, é obtido através do quociente entre A,e A,, ou seja,

Tr(-g+1)[1-3x28 +2x3¢ |

T, = o
Er(-§+1)[1+2€]
C1-3x25+2x3°+2-2

- [1+2°]

2x35-2
-1+ 2°
(66)

3-3x2°
= +
-1+2°
2(1-3%)
1428
Assim o sistema de equagbes que fornecem os estimadores de momentos-L

da GEV, pode ser expresso por:

(£+1)[1-2"|=a,-2a, (67)

JY\>| Q> JY\)| (ol
yn
+
N

3
2|:1-3 ] _ 3 -6a1+6a2
1-2¢ a, - 2a,

As estimativas de momentos-L dos parametros da GEV podem ser obtidas

@
+

encontrando-se primeiramente a estimativa de £ na terceira equacdo do sistema
(67), por meio de um método numerico iterativo e, posteriormente, resolvendo-se

analiticamente as outras duas equac¢des do sistema.

2.6 PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

Devido a existéncia dos varios metodos de estimacdo para obtencdo dos

estimadores, € relevante indagar como se comparar dois ou mais estimadores. A
resposta esta relacionada as propriedades dos estimadores (NAGHETTINI; PINTO,

2007), pois a escolha de estimador de um parametro 6 qualquer em detrimento de
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outro depende de uma criteriosa avaliagdo dessas propriedades (FERREIRA, 2009).
Duas das propriedades mais importantes para um estimador sao a tendenciosidade
e a eficiéncia (MORETTIN, 2010).

A

a) Tendenciosidade: Um estimador 6 é dito sem viés (ou ndo enviesado) do

parametro populacional de 8 se E(éj=e.

Assim um estimador € ndo viesado se, em média, o valor estimado para o

parametro for igual ao valor real do parametro. Caso E[éj;eeentéo 6 é dito
viesado, e 0 viés é dado pela diferenca V(éj=E(é)-6em que E(éjé o valor

esperado do estimador de 6 e 0 o real valor do parametro. Caso lim E[éj =0, diz

n—+w

que o estimador é assintoticamente nao tendencioso.

b) Eficiéncia ou precisdo: Dados dois estimadores 6; e 6., define-se
eficiéncia de um parametro em relacdo a outro, para um mesmo tamanho de

amostra como:

Ef = Var(Gl) . (68)
Var(62)

Um estimador é mais eficiente que o outro se sua variancia for menor que a
do outro. Se 6; é menos eficiente que 6,, entdo Ef > 1. Caso 6, seja mais eficiente

que 0., entdo Ef <1,

O procedimento mais comum utilizado para se avaliar a eficiéncia de um
estimador é o céalculo do seu erro quadratico médio, definido por Bolfarine e
Sandoval (2001) por:

Definicdo 2 : O erro quadratico médio (EQM) de um estimador 6 do parametro 6 é
~ ~ 2
dado por EQM{G} = EKG -9) }

Aplicando as propriedades da esperanca na definicio 2 e realizando

operacoOes algébricas, obtém-se:

QM8 )= EKé -eﬂ =VAR[8]+ E@;@T = VAR|6+v?[6]. (69)
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O erro quadréatico médio incorpora os componentes de variancia, que mede a
variabilidade (precisdo) do estimador, e 0 viés, que mede a exatiddo do estimador
(GAJO, 2016). Caso o estimador for ndo viesado, entdo o EQM sera igual a
variancia do estimador (BOLFARINE; SANDOVAL, 2001). Assim, dados dois
estimadores quaisquer nao viesados de um mesmo parametro, 0 que possuir menor
erro quadratico médio € o mais eficiente.

Simkova e Picek (2017) utilizaram erro quadratico médio da amostra na
comparacdo do momento-L, LQ, TL e maxima verossimilhanca nas estimativas
quantilicas altas da distribuicdo Generalizada de pareto (GP) e GEV e concluiram
que o0 momento- L e o método da méxima verossimilhanca fornecem as melhores

estimativas de quantil alto para tais distribuicdes.
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2.7 Momentos-L na estimacdo dos parametros da distribuicdo generalizada de valores
extremos
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RESUMO

A Teoria de Valores Extremos (TVE) € uma importante ferramenta utilizada na analise de
eventos extremos. A andlise de tais eventos permite que haja um melhor planejamento
nas acbes humanas no sentido de minimizar os efeitos causados por eles. Uma
distribuicdo proveniente da TVE utilizada na modelagem de eventos extremos € a
distribuicdo generalizada de valores extremos (GEV). Véarios métodos de estimacao
podem ser utilizados na estimacao dos parametros da GEV. Dentre os mais utilizados sao
os de maxima verossimilnanca. Contudo, esses estimadores ndo apresentam boas
propriedades, ou ndo existem, quando o parametro forma da distribuicdo GEV € menor
gue - 0,5. Nessas situacdes é necessario o uso de outro estimador. Nesse sentido o
objetivo deste trabalho foi avaliar a adequabilidade do uso dos estimadores dos
momentos-L no ajuste da distribuicdo GEV, comparando a precisdo e a acuracia desses
estimadores com a precisao e acuracia dos estimadores de méaxima verossimilhanca e
utilizar os dois estimadores para ajustar a distribuicdo GEV a um conjunto de dados reais
gue contenha a estimativa do parametro forma ente -1 e - 0,5. Verificou-se que para
valores do parametro forma da GEV negativos o método dos momentos-L é indicado para
tamanhos amostrais menores ou iguais a 25, com o parametro forma com valores
préximos de zero o momentos-L é indicado para tamanhos amostrais menores ou iguais a
35 e para valores positivos do parametro forma o momentos-L deve ser utilizado em todos
os tamanhos amostrais.

Palavras-chave: Estimadores de Maxima Verossimilhanca. Erro quadratico médio. Viés
médio relativo. Tamanho amostral.

ABSTRACT

The Extreme Value Theory (EVT) is an important tool used in the analysis of extreme
events. The analysis of such events allows for better planning in human actions in order to
minimize the effects caused by them. A distribution from EVT that is widely used in
extreme events modeling is the generalized extreme value distribution (GEV). Several
estimation methods can be used to estimate the GEV distribution parameters. Among the
most widely used estimators are the maximum likelihood estimators. However, these
estimators are not suitable, or do not exist, when the shape parameter of the GEV
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distribution is less than -0.5. In these situations it is necessary to use another estimator. In
this sense, the objective of this work was to evaluate the adequacy of the use of the L-
moment estimators in the adjustment of the GEV distribution, comparing the precision and
accuracy of these estimators with the precision and accuracy of the maximum likelihood
estimators and to use these two estimators to adjust the GEV distribution to a set of real
data that contains the estimate of the parameter form between -1 and - 0.5. It was found
that for negative values of the shape parameter of the GEV the L-moment method is
indicated for sample sizes less than or equal to 25, with the shape parameter with values
close to zero the L-moments is indicated for sample sizes less than or equal to 35 and for
positive values of the form parameter the L-moments should be used in all sample sizes.

Keywords: Maximum Likelihood Estimators. Mean squared error. Relative mean bias.
Sample size.

1 INTRODUCAO

A frequéncia de fendmenos naturais climaticos extremos tem aumentado nos
altimos anos (MARENGO et al.,2014). Esses eventos podem afetar severamente diversas
atividades humanas, causando prejuizos financeiros, fisicos e até mesmo a perda de
vidas humanas (SIMKOVA; PICEK, 2017). S0 exemplos de eventos extremos: as
precipitacbes maximas; as temperaturas minimas e maximas; a poluicdo atmosférica
extrema; a velocidade maxima de ventos; dentre outros. A teoria de valores extremos
(TVE) visa auxiliar na andlise desses fenbmenos descrevendo e quantificando os seus
comportamentos, buscando modelos que se ajustem a uma possivel distribuicdo para os
maximos (ou minimos) de valores extremos a partir de uma amostra (BEIJO; AVELAR,
2011; SIMKOVA; PICEK, 2017).

Os principios tedricos referentes a TVE foram inicialmente apresentados por Fisher
e Tippett (1928), ao verificarem que as distribuicdes assintéticas dos extremos para
maximos em blocos convergiam para uma das trés distribuicdes ndo degeneradas,
conhecidas respectivamente como Gumbel (Tipo 1), Fréchet (tipo 1) e de Weibull (tipo III).
Em 1943, Gnedenko apresentou rigorosa fundamentacdo tedrica das condi¢cdes
necessarias e suficientes para que a distribuicdo dos maximos, ou dos minimos, convirja
para uma distribuicAo n&o degenerada. Jenkinson (1955) propds a distribuicdo
generalizada de valores extremos (GEV, do inglés “Generalized Extreme Value”). Ele
mostrou que as trés distribuicdes assintéticas dos valores extremos podem ser unificadas
como casos particulares da GEV. Essa distribuicdo possui trés parametros: posicao,
escala e forma e é amplamente utilizada e apresenta resultados satisfatorios na
modelagem do comportamento de variaveis extremas em diversas é&reas do
conhecimento.(ARRAES; ROCHA, 2006; BLAIN, 2011; OLIVEIRA et al., 2014).

Ha varios estimadores que podem ser utilizados na estimacao dos parametros da
GEV. Os estimadores mais utilizados sdo os de maxima verossimilhanca por possuirem
boas propriedades assintGticas. Mas segundo Smith (1985) esses estimadores nao
apresentam boas propriedades, ou nao existem, quando o parametro forma da
distribuicdo GEV é menor que -0,5. Nesses casos pode ser adequado ou até mesmo
necessario o uso de outro estimador como, por exemplo, os estimadores de momentos-L.

Neste sentido o objetivo desse trabalho foi avaliar e comparar a precisao e a
acuracia dos estimadores de maxima verossimilhanca e dos momentos-L dos parametros
da distribuicdo GEV. Também objetivou utilizar os estimadores para ajustar a distribuicéo
GEV a um conjunto de dados reais que contenha a estimativa do parametro forma ente -1
e -0,5.
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2 Distribuicdo Generalizada de Valores Extremos

A distribuicdo GVE tem sido utilizada em diversos estudos solucionando varios
problemas nas mais diferentes areas como, por exemplo, na hidrologia, na meteorologia,
na engenharia, na economia e financas, entre outras. Bautista (2002) aplicou a
distribuicdo GEV na andlise das velocidades maximas dos ventos. Arraes e Rocha (2006)
estimaram perdas maximas esperadas para séries financeiras, empregando-se métodos
tradicionais e metodologia dos Valores Extremos. Quadros, Queiroz e Boas (2011),
analisaram séries histéricas de precipitacdes maximas no municipio de Cascavel - PR e
ajustaram as distribuicbes GEV e Gumbel. De acordo com Jenkinson (1955) a GEV
possui funcdo densidade de probabilidade expressa por:

1+¢&

L L

definida em-o<x<py-0/¢ para <0, y-o/§<x<+ow para §{>0. Os parametros J,0,¢
representam os parametros de posicdo, escala e forma respectivamente, com peR,0>0
e £cR". A GEV generaliza as trés familias de distribuicdes de valores extremos,
correspondendo as distribui¢cdes Fréchet, Weibull e Gumbel, respectivamente, para ¢ >0,
£<0 e ¢—0.(BEIJO; AVELAR, 2011). A distribuicdo de probabilidade acumulada da
GEV é expressa por:

we
F(x)=exp -{1+§(%ﬂ : (2)

A funcdo quantil da GEV é obtida a partir da inversa da expresséo (2) e pode ser
expressa por:

Q) :H+%{-1+[-In(y)]_§} . 0<y<Ll. (3)

Para calcular as probabilidades de ocorréncia de uma determinada variavel e de
um fendmeno como, por exemplo, temperaturas maximas, velocidades maximas de
ventos, precipitacdes maxima, dentre outros, acima de um valor x pré-estabelecido utiliza-
se da equacéo:

p(X>X)=1-F(x)=1-exp {hé(ng'ﬂ'i | @)

em que x € um valor da variavel do periodo.

Bautista (2002) define periodo de retorno da seguinte maneira: seja E um evento e
T o tempo aleatério entre as ocorréncias consecutivas de eventos E. O valor médio da
variavel T € chamado de periodo de retorno do evento E. Logo, o periodo de retorno para
esse evento, € dado por:
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71 __1
" P(E) 1-FX)' (%)

sendo T expresso geralmente em anos.
Assim de acordo como autor nivel de retorno x, da distribuicdo GEV, ou seja, 0
nivel x,, associado ao periodo de retorno T, € obtido a partir da solugéo da expressao:

X
Fi(x1&.0.)dx =1-p ©)

com p=1/T, isto &,
F(xp)=(1-p) (7)

Aplicando a funcédo inversa F em ambos os membros da equacdo (7) e
relacionando com a probabilidade de ocorréncias (da variavel em estudo) (4), tem-se que:

Xo = ﬁ+%{-1+[-ln(1-p)]_§}, ®)

Assim a estimativa >‘<p do nivel de retorno Xp para periodos de retorno T=1/pé

obtido por substituicdo das estimativas de y,o, e §.

Véarios métodos foram desenvolvidos propondo sugestdes para a estimacdo dos
parametros da GEV. Mas, segundo Coles (2001) o método da maxima verossimilhanca
(MV) é mais aplicado devido a sua capacidade de se adaptar a distribuicbes mais
complexas e por possuir boas propriedades em situacdes assintoticas.

2.1 Método da Maxima Verossimilhanca

Segundo Bolfarine e Sandoval (2001),dada X,, X,,..., X, uma sequéncia de variaveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas (iid) de uma variavel aleatéria X e
X, X,,.., X, uma amostra de tamanho n da variavel aleatéria X com fungéo de densidade
de probabilidadef(x;0), com 6<®, em que ® € o espago paramétrico, a funcédo de
verossimilhanca de X é definida por:

L(8; Xy, Xy, X, ) = (X3 0)f(X,:0)..f(x ;0) = ] [F(x;:8) (9)
i=1

Os estimadores de maxima verossimilhanga consistem em encontrar o vetor 9

gue maximiza a funcao (9). A partir das expressoes (1) e (9), verifica-se que a funcéo de
verossimilhanca da distribuicdo GEV, pode ser expressa por:

T
[ ‘
L(,0.8[x) =0_1ni1jl [1+§(%ﬂ ir:{exp {1+§(%ﬂ (10)

Derivando-se parcialmente a expressao (10) em relacdo aos parametros y, 0 e ¢ e
igualando-se as derivadas resultantes a zero obtém-se o sistema de equacgdes cuja
solugcéo séo os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros da distribuicéo
GEV.
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s Ll
(-] (148)- [ 10
'%+612 > [( W) } =0 (11)

em que W, :1+é(wj.
o

Como o sistema (11) ndo possui solucdes analiticas, métodos numéricos iterativos
devem ser utilizados na obtencéo da solucao.

Apesar do método de MV ser comumente utilizado, as condicBes de regularidade
para estimacdo dos parametros da distribuicio GEV pelo método MV ndo séo
fundamentalmente satisfeitas em algumas situacdes. Existe regularidade no caso em que
¢>-0,5. Quando -1<¢<-0,5 os estimadores existem, mas nao satisfazem as condicdes

de regularidades e para ¢ <-1, os estimadores de MV néo existem (SMITH, 1985). Desse

modo em situacdo nos quais os valores do parametro forma sdo menores - 0,5, pode vir
a exigir o uso de outros estimadores para os parametros da distribuicdo GVE. Além disso,
em alguns casos a eficiéncia do método da maxima verossimilhanca € apenas assintotica,
o que dificulta sua aplicagdo em amostras pequenas, produzindo estimadores de
gualidade analogo ou inferior a outros métodos. Nestes casos, 0s estimadores ML
mostram-se, com alguma frequéncia, mais acurados do que os de MV por produzir
estimadores de parametros comparaveis, em qualidade, aqueles gerados por esse
método, mas com a vantagem de exigirem um menor esforco computacional
(NAGHETTINI; PINTO, 2007).

2.2 Método dos momentos-L

Greenwood et al. (1979), introduziram os momentos ponderados por probabilidade
(MPP), que podem ser definidos por:

M,..= X R (0] [1-F, ()T = TR ()[R 0T Fx)ae= JQ(y )y (L-y)'ay (12)

em que X é uma variavel aleatdria continua, p, r e s sdo numeros reais, F, € a fungéo de
distribuicdo da variavel aleatéria X e Q(y)denota a funcéo de quantis. Caso r e s sejam

nulos e p um numero inteiro ndo negativo 0s momentos ponderados por probabilidade séo
iguais aos momentos convencionais.
Segundo Naghettini e Pinto (2007), os momentos ponderados por probalidade

M, o5 =0 —jQ( )(1-y) dye M,,, = =iQ(y)y'dy,séo 0s mais utlizados na

caracterizacao de distribuicoes de probabilidade.

Hosking (1986) demonstrou que os meétodos dos momentos ponderados por
probabilidade MPP, possuem generalidade suficiente para a estimagdo de parametros de
distribuicdes de probabilidade, estdo menos sujeitos a flutuacdes amostrais e sao mais
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robustos do que os correspondentes momentos convencionais (NAGHETTINI; PINTO,
2007).

Greenwood et al. (1979), a partir de uma amostra aleatoria (x( <X, <...< x(n))

)=
ordenada crescente de tamanho n, retirada de uma determinada populagéo, definiram os
momentos ponderados por probabilidade amostrais por:

mﬂh (13)

%(n -1])(“ (14)

sendo i=1,2,...,n; ser=0,...,n-1.
Apesar dos métodos ponderados por probabilidade poderem ser utilizados na
estimagdo dos parametros de um modelo, seus descritores a, e 3,, ndo possibilitam uma

interpretacdo natural de escala e forma das distribuicdes de probabilidades. Visando
resolver tal problema Hosking (1990) apresentou o conceito de momentos-L, que nada
mais sdo do que fung¢des lineares dos momentos ponderados por probalidade (MPP), ou
seja, combinacdes lineares dos a,ef, o0s quais possuem grandezas diretamente

interpretaveis como descritores de escala e forma das distribuicbes de probabilidade.
Formalmente, os momentos-L populacionais, denotados por A, podem ser definidos por:

rq -1 r-1
)\I’ = (_1) ' kg‘z) pr—l,kak = k;] pr.l,kBkl (15)

ka(r-1\(r+k-1
pr-l,k :(_l) ( k ]( k j (16)

Logo, os momentos-L populacionais, de ordem inferior a quatro, sdo dados por:

em que

A =q; 17)
A, =0,-20,; (18)
A, =0a,-6a,+6aq,. (29)

Os momentos-L amostrais séo denotados por | e sédo calculados pela substituicéo
de a,ou B, nas equacdes (17) a (19), pelas suas estimativas a.ou b, .

L=a,; (20)
|2 =aq,- 2a1 , (21)
l, =a,-6a,+6a,. (22)

De acordo com Gubareva e Gartsman (2010) o primeiro momento-L se equipara
uma medida de tendéncia central, as demais medidas da distribui¢cdo, tais como variancia,
assimetria e curtose, sdo avaliadas por meio de razbes de momentos-L de ordem
superiores a 1. © é uma medida equivalente ao coeficiente de variagcdo dado pelo
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quociente de A, e A, e as demais razdes do momento-L sdo definidos por: T, =\, /A, r =

3,4..., determinam a forma das distribuicbes de probabilidades. Segundo Wolff (2013)
para obter as estimativas dos parametros da distribuicdo probabilidade em estudo pelo
método dos momentos-L, deve-se igualar os momentos-L populacionais aos momentos-L
amostrais, ou seja,

)\1 = 1 )\l = a0
A, =1, = A, =a,-2a, : (23)
T, =t _3a,-6a,+6a,

° a,-2a,

Desse modo tem-se que A, é equivalente a média da distribuicdo e, portanto, uma
medida populacional de posigdo, A, uma medida de disperséo (andlogo ao desvio padréo

ordinario), a razdo CV-L=1=A, /A, é analogo ao coeficiente de variagdo convencional (o
gual pode ser interpretado como uma medida populacional de dispersédo ou de escala) e a
razdo 1, =A, /A, representa uma medida de assimetria (NAGHETTINI; PINTO, 2007).

2.3 Estimativa dos parametros da GEV via MML

Para encontrar os estimadores de momentos-L dos parametros da GEV é
necessario encontrar os momentos ponderados por probabilidade populacionais a, que,

sdo obtidos pelo calculo das integrais,

a, =[Q(y)(1-y)"dy. (24)

em que Q(y) =F;(y) é a fungdo quantil de uma variavel X.
Desse modo o primeiro momento ponderado por probabilidade populacionala,é
dado pelo célculo da integral:

a, = cjl){%{-1+[-In(y)]{}dy+p}dy = %[-1+F(-§+1)]+p.

em que [(-) representa a funcdo gama denotada por T(y)=[; t"'exp(-t) dt.

O segundo momento ponderado por probabilidade populacional, ou seja, a, é dado
por:

a, =i{%[-1+(-ln(y))1+p}(1-y)dy=-%+%+%F(-§+1){%}.

E por fim a, é dado por:
a, =g{%[—1+(—ln(y))'ﬂ+p}(1_y)2dy=_%+§+%r(_;’+1)[1_2-§ +3-g+1].

Por definicdo de momentos-L tem-se que os A, sdo combinacdes lineares dos a.,
assim tem-se 0s respectivos momentos-L populacional da GEV:
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Al=%[-1+r(-§+1)]+p;

)\2=%F(-§+1)[1+2§];

A, =%r(-§+1){1-3x25+2x3§]
el

T, :-3+_25-]:23; )

Assim o sistema de equacdes que fornecem os estimadores de momentos-L da
GEV, pode ser expresso por:

%[-h(-é +1)}+Q =a,
%(-é+1)[1-2£]=a0-231 (25)

_nt
_3_,_2[1 3 }:ao'6a1+6az
1-2°% a, -2a,

As estimativas de momentos-L dos parametros da GEV podem ser obtidas
encontrando-se primeiramente a estimativa de é na terceira equacao do sistema (25), por

meio de um método numérico iterativo e, posteriormente, resolvendo-se analiticamente as
outras duas equacdes do sistema.

3 MATERIAL E METODOS
3.1 Simulacdes e ajustes da GEV

A comparacao da preciséo e acuracia dos estimadores de maxima verossimilhanca
e de momentos-L na estimacdo dos parametros da distribuicdo GEV foi realizada por
meio de simulacdo de dados. A definicdo dos cenérios simulados foi baseada em artigos
referentes a aplicacdo da GEV utilizada ha modelagem de eventos extremos.

A tabela 1 apresenta os valores utilizados para os parametros da GEV e os
tamanhos amostrais utilizados na composicdo dos cenarios.

Tabela 1 — Parametros utilizados na composicdo dos cendrios e 0s tamanhos amostrais
utilizados na simulagéo

Parametro
Posicéo (u) Escala (o) Forma (] Tamanho amostral
37 5. 0,13 13; 15; 17, 20; 25; 35; 45;
55 9: 13 -0,16; 0,16 60; 100; 150; 200
/0 13 0,4;0,5

Fonte: Elaboracéo dos autores.

Os cenarios analisados compreendem um total 924. Os cenarios sdo0 compostos
pelas combinac¢des possiveis dos valores dos parametros posi¢cao, escala em cada linha
com todos os valores do parametro forma para todos tamanhos amostrais apresentados
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na Tabela 1. Foram realizados 3000 simulacfes para cada cenario das séries de dados
da distribuicdo generalizada de valores Extremos.

A distribuicdo GEV foi ajustada a cada uma das 3000 amostras em cada cenario,
por meio dos estimadores de maxima verossimilhanca e de momentos-L. A qualidade dos
ajustes foi verificada utilizando o teste de Kolmogorov-Smirnov (KS) ao nivel de 5% de
significAncia. O método numérico utilizado para obter as estimativas de maxima
verossimilhangca dos parametros da GEV foi simulated annealing (SANN) e para
momentos-L o Método BFGS.

Foram calculados, em cada um dos cenarios, o erro quadratico médio (EQM) e do
viés médio relativo (VMR) obtidos por meio das respectivas expressoes:

3%O(é 9)2
EQM=2_____ (26)
3000
3000 | ~
> [6,-6| (27)
VMR=1 |
3000x%0

em que B, é o valor estimado para o parametro do modelo na i-ésima amostra simulada, e

0 o valor real do parametro e 3000 o total de amostras.

Foram realizados os calculados da propor¢cdo do numero de vezes em que 0
método dos momentos-L apresentou erro quadratico menor que o apresentado pelo
método da maxima verossimilhanca. Para testar se a proporcdo de vezes que 0 método
dos momentos-L apresentou erro quadratico menor que 0 método da maxima
verossimilhanca é maior que 0,5; foi aplicado o teste binomial para propor¢cédo (=)
considerando o nivel de 5% de significancia. Para tanto definiu-se a seguinte proporcao:

m,, :Proporcéo do numero de vezes em que o erro quadratico dos estimadores de

momentos-L foi menor que os estimadores de maxima verossimilhanca. Foi realizado o
seguinte teste de hipoteses:

H,: 7y, <0,5
H,:z, >0,5"

Foram calculados ainda, os vieses dos niveis de retorno para os tempos de
retorno de 10, 25, 50, 100, 200, 500 e 1.000 anos.

Os célculos e simulacdes foram todos realizados no software R (R Core Team,
2019), utilizando os pacotes evd e extRemes.

3.2 Aplicagao aos dados de temperatura méaxima de Franca-SP
3.2.1. Fonte dos dados

As séries historicas de temperatura maximas (°C) foram obtidas junto ao Instituto
Nacional de Meteorologia - INMET - do Ministério da Agricultura, Pecuaria e
Abastecimento para a cidade de Franca-SP. A escolha da cidade se deu devido ao fato
qgue dentre as séries de dados observados ao realizar o ajuste da distribuicdo pelo método
da maxima verossimilhanca foi a que apresentou a estimativa do parametro forma da
GEV entre -1 e -0,5. A série de dados corresponde ao periodo de 1980 a 2018, para a
realizacdo das analises, os dados foram agrupados por blocos em periodo anual,
retirando-se a temperatura maxima ocorrida em cada ano, as observagdes correspondem
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um total de 39 anos. Segundo Jurca (2005) o clima de Franca corresponde ao Aw- clima
tropical com inverno seco.

3.2.2 Ajustes da GEV e avaliagéo

A independéncia e a aleatoriedade das seéries de dados foram verificadas
utilizando-se respectivamente, o teste de Ljung-Box (LJUNG; BOX, 1978) e o Runs Test
(SIEGEL; CASTELLAN JR, 2006) ao nivel de 5% de significancia. Para o ajuste da
distribuicdo aos dados, a série em estudo foi divida em duas partes sendo a primeira parte
compreendida no periodo de 1980 a 2012, utilizada para obter as estimativas dos
parametros pelos métodos MV e ML e calcular a temperatura maxima provavel, para os
tempos de retorno de 2,4, 6 anos. A segunda parte correspondente ao periodo de 2012 a
2018 na qual, extraiu-se a maior temperatura maxima observada para cada tempo de
retorno. A qualidade do ajuste da distribuicdo GEV aos dados foi avaliada pelo teste de
Kolmogorov-Smirnov (KS), o qual foi adotado o nivel de significancia de 5%.

E para comparar qual método é mais acurado em relagédo ao nivel de retorno dos
estimadores foi utilizado o erro percentual absoluto médio (EPAM) dado pela expressao:

10 [X -X
EPAM=Z=Y |+
ni=1

x100, (28)

Xi

na qual, X;é a temperatura maxima observada e X é a temperatura maxima predita para a
i-ésimo tempo de retorno.

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados das anélises podem ser divididos, devido as suas similitudes, em
trés grupos: cenarios nos quais o parametro forma € negativo, proximo de zero e positivo.

4.1 Cenérios com parametro forma negativo

Os resultados dos cenarios simulados nos quais os valores do parametro
forma foram -0,75, -0,52 e -0,46 sédo apresentados nesta secéo.
Na Figura-1 é apresentado o erro quadratico médio (EQM) dos estimadores de

momentos-L e de maxima verossimilhanca dos parametros posicao (u)e escala (g)

da distribuicdo GEV, nos cenarios: posicdo 2, escala 5 e forma -0,75 e posi¢cao 19,
escala 0,9 e forma -0,46 nos tamanhos amostrais estudados.



46

Figura 1 - Erro quadratico médio (EQM) dos estimadores de maxima verossimilhanca
e de momentos-L dos parametros posicao (u)e escala (0)da distribuicio GEV,

considerando diferentes cenarios e os tamanhos amostrais com 13,15, 17, 20, 25, 35,
45, 60, 100, 150 e 200 observacdes
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Legenda: (a) EQM parametro posicéo; cenéario (W=2;0=5;§=-0,75)
(b) EQM parametro posicéo; cenario (M=19;0=0,9;§=-0,46)
(c) EQM parametro escala; cenario (M=2;0=5;¢£=-0,75)
(d) EQM parametro escala; cenario (M=19;0=0,9;§=-0,46)

Observando-se a Figura 1, é possivel perceber por meio dos gréaficos 1(a) e 1(b)
gue os estimadores de momentos-L apresentaram menor EQM que os estimadores de
maxima verossimilhanca para o parametro posicao até o tamanho amostral 35. Apos esse
tamanho amostral, os dois estimadores apresentaram valores similares para o EQM. A
partir dos gréficos 1(c) e 1(d) é possivel perceber que os estimadores de momentos-L
apresentaram menores valores de EQM para o parametro escala até o tamanho amostral
60. A partir desse tamanho amostral, os dois estimadores apresentaram valores de EQM
semelhantes. Observa-se também que os valores dos EQM diminuem a medida que o
tamanho amostral aumenta em todos os cenarios apresentados. Os resultados obtidos
para o comportamento do EQM dos parametros posicdo e escala nos demais cenarios,
considerando-se o parametro forma com valores iguais a -0,75, -0,52 e -0,46 foram
semelhantes e, por essa razdo, foram omitidos.

Na Figura 2 é apresentado o viés médio relativo dos estimadores de maxima
verossimilhanca e de momentos-L obtido para os parametros posicdo e escala nos
seguintes cendrios: parametro posigao 2, escala 5 e forma -0,75 e posi¢éo 19, escala 0,9
e forma -0,46.
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Figura 2 — Viés médio relativo (VMR) dos estimadores de maxima verossimilhanca e de
momentos-L dos parametros posi¢édo (u) e escala (o) da distribuichio GEV para 0s
cenarios, posicao é igual a 2; escala 5; forma -0,75 e posicdo 19; escala 0,9; forma -0,46
e os tamanhos amostrais com 13, 15, 17, 20, 25, 35, 45, 60, 100, 150 e 200 observacdes
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Legenda: (a) VMR parametro posi¢éo; cenario (M=2;0=5;§=-0,75)
(b) VMR parametro posicéo; cenério (W=19;0=0,9;§=-0,46)
(c) VMR parametro escala; cenério (M=2;0=5;§=-0,75)
(d) VMR parametro escala; cenario (M=19;0=0,9;¢=-0,46)

Na Figura 2, é possivel perceber por meio dos graficos 2(a) e 2(b) que os
estimadores de momentos-L apresentam menor VMR que os de MV para o parametro
posicdo até o tamanho amostral 35. Apds esse tamanho amostral, os dois estimadores
apresentam valores semelhantes para VMR. A partir dos gréficos 2(c) e 2(d) é possivel
observar que os estimadores de momentos-L apresentaram menores valores de VMR
para o parametro escala até o tamanho amostral 60. A partir desse tamanho amostral, 0s
dois estimadores apresentam valores de VMR analogos. Observa-se ainda que os valores
dos VMR diminuem a medida que o tamanho amostral aumenta em todos cenarios
apresentados. Os resultados obtidos para o comportamento do VMR dos parametros
posicdo e escala nos demais cenarios, considerando-se os parametros forma com os
valores iguais a -0,75, -0,52 e -0,46 foram semelhantes e, por isso, foram omitidos.

Na Figura 3 sé@o apresentados o erro quadratico médio e o viés médio relativo dos
estimadores de MV e de momentos-L obtido para o parametro forma nos seguintes
cenarios: parametro posicéo 2, escala 5 e forma -0,75 e posigéo 19, escala 0,9 e forma -

0,46.
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Figura 3 - Erro quadratico médio (EQM) e viés médio relativo (VMR) dos estimadores de
maxima verossimilhanca e de momentos-L do parametro forma (§), da distribuicdo GEV

para diferentes cenarios, e os tamanhos amostrais estudados
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Legenda: (a) EQM parametro forma; cenéario (W=2;0=5;§=-0,75)
(b) EQM parametro forma; cenario (W=19;0=0,9;§=-0,46)
(c) VMR parametro forma; cenario (M=2;0=5;§=-0,75)
(d) VMR parametro forma; cenario(M=19;0=0,9;§=-0,46)

Pelos graficos (a) e (b) da Figura 3 € possivel perceber que o erro quadratico
médio do parametro forma da distribuicdo GEV do estimador de momentos-L € menor que
0 obtido pelo estimador de maxima verossimilhanca até o tamanho amostral 35. A partir
desse tamanho amostral, os dois estimadores possuem erros quadraticos médios
semelhantes. Também pode-se observar que os valores dos erros quadraticos meédios
diminuem a medida que o tamanho da amostra aumenta. Avaliando-se os gréficos (c) e
(d) da Figura 3 percebe-se que o viés médio relativo do parametro forma do estimador de
momentos-L foi menor que o do de maxima verossimilhanca até o tamanho amostral 35.
Do tamanho amostral 35 até 60, os dois estimadores apresentaram vieses medios
relativos semelhantes e, a partir do tamanho 60 o estimador de maxima verossimilhanga
apresentou viés médio relativo ligeiramente menor que o apresentado pelo estimador de
momentos-L. Os resultados obtidos para o comportamento do EQM e do VMR do
parametro forma nos demais cenarios, considerando-se o parametro forma com valores
iguais a -0,75, -0,52 e -0,46 foram semelhantes e, por isso, foram omitidos.

Na Figura 4 é apresentado o viés médio relativo dos niveis de retorno obtido com
ajuste da distribuicdo GEV via MV e ML para os tempos de retorno de 10, 25, 50, 100,
200, 500 e 1000 anos nos seguintes cendrios: parametro posicao 2; escala 5; forma -0,75
e posicao 19; escala 0,9; forma -0,46 nos tamanhos amostrais 17 e 13.
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Figura 4 - Vies médio relativo dos niveis de retorno obtidos pelo ajuste da distribuicdo
GEV via MV e ML nos tempos de retorno de 10; 25; 50; 100; 200; 500 e 1000 anos, e com
os tamanhos amostrais 17 e 13 para diferentes cenarios
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Pela Figura 4(a) € possivel observar que o viés médio do nivel de retorno da
distribuicdo GEV ajustada por meio dos dois estimadores é semelhante para o tempo
de retorno de 10 anos para 0 cenario em que 0 parametro posicdo € igual a 2, o
parametro escala é 5, o forma é -0,75 e o tamanho amostral € 17. Para os demais
tempos de retorno, considerando-se esse cenario, o viés médio do nivel de retorno
da distribuicdo GEV, ajustada pelo método dos momentos-L é maior que o da
ajustada pelo método da maxima verossimilhanca. Também é possivel observar que
a diferenca entre os vieses do nivel de retorno aumenta a medida que o tempo de
retorno aumenta. Resultados semelhantes foram obtidos para o viés médio do nivel
de retorno para todos os cendarios em que o parametro forma € igual a -0,75. A maior
diferenca entre o viés do nivel de retorno da distribuicdo GEV ajustada pelo método
dos momentos-L e o viés do nivel de retorno da distribuicAo GEV ajustada pelo
método dos momentos-L foi de 5,40 pontos percentuais e ela aconteceu no tempo de
retorno de 1.000 anos no cenério apresentado na Figura 4(a).

E possivel observar na Figura 4(b) que o viés médio do nivel de retorno da
distribuicdo GEV, ajustada por meio dos dois estimadores é semelhante para os
tempos de retorno de 10 e 25 anos para o0 cenario em que o tamanho amostral € 13,
parametro posicao € igual a 19, o parametro escala é 0,9 e o forma é -0,46. Para os
demais tempos de retorno, considerando-se esse cenario, o viés médio do nivel de
retorno da distribuicdo GEV, ajustada pelo método dos momentos-L € menor que o
da ajustada pelo método de MV. Também é possivel observar que a diferenca entre
os vieses do nivel de retorno aumenta a medida que o tempo de retorno aumenta.
Resultados analogos foram obtidos para o viés médio do nivel de retorno para todos
0S cenarios em que o parametro forma é igual a -0,46. A maior diferenca entre o viés
do nivel de retorno da distribuicdo GEV ajustada pelo método dos momentos-L e o
vies do nivel de retorno da distribuicdo GEV ajustada pelo método da MV foi de
1.627,727 e ela aconteceu no tempo de retorno de 1.000 anos no cenario cujo
tamanho amostral € 13, o parametro posicao é 19, escala € 0,9 e forma ¢é -0,46.
Portanto, a maior diferenca obtida entre os niveis de retorno preditos a partir do
ajuste da distribuicdo GEV pelo método da MV e o método dos momentos-L € de
162.772,7 pontos percentuais.
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Na Figura 5 sdo apresentados o resultado do teste binomial e a proporcéo das
amostras simuladas nos quais os estimadores de momentos-L apresentaram erros
guadraticos menores que o0s apresentados pelos estimadores de maxima
verossimilhangca para os trés parametros, considerando 0s seguintes cenarios:
parametro posicao 2, escala 5 e forma -0,75 e posicdo 19, escala 0,9 e forma -0,46.

Figura 5 — Teste binomial e a proporcdo das amostras simuladas nos quais 0s
estimadores de momentos-L apresentam erros quadraticos menores que O0S
apresentados pelos estimadores de maxima verossimilhanca, considerando os
tamanhos amostrais estudados
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Legenda: (a) cenario (M=2;0=5;§=-0,75)
(b) cenario (W=19;0=0,9;§=-0,46)

(c) *:Proporcéo nao significativamente maior que 0,5 pelo teste binomial
ao nivel de 5% de significancia

Observando-se as Figuras 5(a) e 5(b) € possivel perceber que, até o tamanho
amostral 20, mais da metade das amostras simuladas nos cenarios apresentados
tiveram menor erro quadratico para os trés parametros da GEV quando foi utilizado o
estimador de momentos-L na estimacdo dos parametros dessa distribuicdo. No
cenario apresentado pela Figura 5(a), a proporcdo de amostras simuladas que
obteve menor erro quadratico do parametro posicdo ao ser ajustada pelo método dos
momentos-L deixa de ser significativamente maior que 0,5, pelo teste binomial ao
nivel de 5% de significancia a partir do tamanho amostral 25. O mesmo ocorre para o
parametro escala a partir do tamanho amostral 150 e, para o parametro forma, a
partir de 35. Considerando-se o cenario apresentado pela Figura 5(b), a proporcédo
de amostras simuladas que obteve menor erro quadratico dos parametros posicao e
forma ao ser ajustada pelo método dos momentos-L deixa de ser significativamente
maior que 0,5, pelo teste binomial ao nivel de 5% de significancia a partir do tamanho
amostral 25. O mesmo ocorre para o parametro escala a partir do tamanho amostral
100. Os demais cenéarios nos quais o parametro forma foi igual a -0,75, -0,52 e -0,46
apresentaram resultados semelhantes e, por essa razdo, ndo foram apresentados.
Portanto, mais da metade dos dados simulados com o pardmetro forma negativo e
tamanho e tamanho amostral menor que 25 tiveram erro quadratico dos trés
parametros menores com o uso dos estimadores de Momentos-L.

4.2 Cenarios com o parametro forma proximo de zero.

Os resultados dos cenarios simulados nos quais os valores do parametro
forma foram -0,16 e 0,16 sao apresentados nesta secéo.
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Na Figura 6 é apresentado o erro quadratico médio dos estimadores de
maxima verossimilhanca e de momentos-L obtido para os parametros posicdo e
escala nos seguintes cenarios: parametro posicao igual a 37; escala 9; forma -0,16 e
posicao 55; escala 13; forma 0,16 respectivamente.

Figura 6 - Erro quadratico médio dos estimadores de MV e de momentos-L dos
parametros posicao (H) e escala (O) da distribuicdo generalizada de valores extremos
em diferentes cenarios, para diferentes tamanhos amostrais
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Legenda: (a) EQM parametro posicéo; cenario (M=37;0=9;§=-0,16)
(b) EQM parametro posicao; cenario (p=55;o=13;§=0,16)
(c) EQM parametro escala; cenario (M=37;0=9;¢=-0,16)
(d) EQM parametro escala; cenario (W=55;0=13;¢=-0,16)

E possivel observar pela Figura 6 por meio dos gréaficos 6(a) e 6(b) que os
estimadores de momentos-L apresentam menor EQM que os estimadores de maxima
verossimilhanca para o parametro posicao até o tamanho amostral 45. Depois desse
tamanho amostral, os dois estimadores apresentaram valores similares para EQM.
Observa-se pelos graficos 6(c) e 6(d) que os estimadores de momentos-L
apresentaram menores valores de EQM para o parametro escala até o tamanho
amostral 35. Depois desse tamanho amostral, ambos estimadores apresentaram
valores de EQM similares. Pode-se observar também que os valores dos EQM
diminuem a medida que o tamanho amostral aumenta em todos o0s cenarios
apresentados. Os resultados obtidos para o comportamento do EQM dos parametros
posicdo e escala nos demais cenarios, considerando-se o parametro forma com
valores iguais a -0,16 e 0,16 foram semelhantes e, por isso, foram omitidos.

Na Figura 7 é apresentado o viés médio relativo dos estimadores de maxima
verossimilhanca e de momentos-L obtido para os parametros posicdo e escala nos
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seguintes cenarios: parametro posicao igual a 37; escala 9; forma -0,16 e posicdo 55;
escala 13; forma 0,16.

Figura 7 - Viés médio relativo (VMR) dos estimadores de maxima verossimilhanca e de
momentos-L dos parametros posicdo (J) e escala (o) da distribuicdo GEV para cenarios

diferentes, tamanhos amostrais 13, 15, 17, 20, 25, 35, 45, 60, 100, 150 e 200
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Legenda: (a) VMR parametro posicéo; cenario (W=37;0=9;§=-0,16)
(b) VMR parametro posicéo; cenario (p=55;0=13;§=0,16)
(c) VMR parametro escala; cenario (M=37;0=9;£=0,16)
(d) VMR parametro escala; cenario (M=55;0=13;¢=-0,16)

Pela Figura 7, observa-se por meio dos graficos 7(a) e 7(b) que os estimadores de
momentos-L apresentam menor VMR que os de maxima verossimilhanca para o
parametro posicao até o tamanho de amostra igual 35. A partir desse tamanho amostral,
os dois estimadores apresentam valores similares para VMR. A partir dos graficos 7(c) e
7(d) é possivel observar que os estimadores de momentos-L também apresentaram
menores valores de VMR para o parametro escala até o tamanho amostral 35. Apds esse
tamanho amostral, os dois estimadores apresentam valores de VMR semelhantes. Além
disso, observa ainda que os valores VMR diminuem com o aumento do tamanho amostral
nos cenarios apresentados. Os resultados obtidos para o comportamento do VMR dos
parametros posicdo e escala nos demais cenérios, considerando-se os parametros forma
com os valores iguais a -0,16 e 0,16 foram analogos, por isso, foram omitidos.

Na Figura 8 sdo apresentados EQM e VMR dos estimadores de maxima
verossimilhanca e de momentos-L obtidos para o parametro forma nos cenarios:
posicao igual a 37; escala 9; forma -0,16 e posi¢ao 55; escala 13; forma 0,16.
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Figura 8 - Erro quadratico médio (EQM) e viés médio relativo (VMR) dos estimadores de
maxima verossimilhanca e de momentos-L do parametro forma (), da distribuicdo GEV

para cenarios diferentes e tamanhos amostrais estudados
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Legenda: (a) EQM parametro forma; cenério (W=37;0=9;£=-0,16)
(b) EQM parametro forma; cenério (1=55;0=13;§=0,16)
(c) VMR parametro forma; cenario (1=37;0=9;¢=-0,16)
(d) VMR parametro forma; cenario(u=55;0=13;£=0,16)

Observa-se pelos graficos 8(a) e 8(b) que o erro quadratico médio do
parametro forma da distribuicdo GEV do estimador de momentos-L € menor que o
obtido pelo estimador de MV até o tamanho amostral 45. Apos esse tamanho
amostral, o erro EQM apresentado pelos dois estimadores sdo semelhantes.
Observa-se também que o EQM do parametro forma da distribuicdo GEV diminui a
medida que o tamanho amostral aumenta, considerando-se os dois estimadores. Ao
analisar os graficos 8(c) e 8(d) observa-se que o viés médio relativo do parametro
forma do estimador de momentos-L foi menor que o do de maxima verossimilhanca
até o tamanho amostral 60. A partir desse tamanho amostral os dois estimadores
apresentaram valores dos vieses médios relativos muitos semelhantes e para ambos
estimadores os valores do VMR diminuem a medida que o tamanho da amostra
aumenta. Os resultados obtidos para o comportamento do EQM e do VMR do
parametro forma nos demais cenarios, considerando-se o parametro forma com
valores iguais a -0.16 e 0,16 foram semelhantes e, portanto, foram omitidos.

Na Figura 9 é apresentado o viés médio relativo do nivel de retorno obtidos no
ajuste da GVE por meio dos estimadores de MV e momentos-L nos tempos de retorno de
10, 25, 50, 100, 200, 500 e 1000 anos no seguinte cenario: parametro posicao 37, escala
9 e forma -0,16 nos tamanhos amostrais 15 e 25.
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Figura 9 - Vies médio relativo do nivel de retorno obtidos no ajuste da GVE por meio
dos estimadores de MV e momentos-L para os tempos de retorno de 10; 25; 50; 100;

200; 500 e 1000 anos, no cenario (W=37,0=9,§=-0,16) para os tamanhos amostrais
n=15 e n=25,
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Legenda: (a) cenario (W=37;0=9;§=-0,16), n=15
(b) cenario (M=37;0=9;£=-0,16), n=25

Pode se observar pela Figura 9(a) que o viés médio do nivel de retorno da
distribuicdo GEV ajustada por meio dos dois estimadores é semelhante para o tempo
de retorno de 10 anos para o0 cenario em que o0 parametro posicao € igual a 37, o
parametro escala € 9, o forma é -0,16 e o tamanho amostral é 15. Para os demais
tempos de retorno, considerando-se esse cenario, o viés médio do nivel de retorno
da distribuicdo GEV, ajustada pelo método dos momentos-L é menor que o da
ajustada pelo método da méaxima verossimilhanca. Pode-se observar na Figura 9(b)
qgue o viés dos niveis de retorno da GEV para o momento-L vai aumentado a medida
gue o tempo de retorno aumenta, mas ainda apresenta viés para 0s niveis de retorno
menores do que a GEV ajustada pelo método MV, para todos os tempos de retorno.

Na Figura 10 é apresentado o viés médio relativo do nivel de retorno obtidos
no ajuste da GEV aos métodos de MV e ML nos tempos de retorno de 10, 25, 50,
100, 200, 500 e 1000 anos no seguinte cenario: parametro posicao 55, escala 13 e
forma 0,16 nos tamanhos amostrais 45 e 60.
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Figura 10 - Viés médio relativo do nivel de retorno obtido no ajuste da distribuicdo GEV
por meio dos métodos de MV e ML nos tempos de retorno 10, 25, 50, 100, 200, 500 e
1000 anos, no cenario: posicéo 55, escala 13 e forma 0,16 nos tamanhos amostrais n=45
e n=60
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Legenda: (a) cenario (W=55;0=13;£=0,16), n=45
(b) cenério (1=55;0=13;£=0,16), n=60

Pode-se observar pela Figura 10(a) que o viés médio relativo do nivel de
retorno da distribuicdo GEV, ajustada por meio dos momentos-L, para o cenério em
gue o parametro posicdo € igual a 55, o parametro escala é 13, o parametro forma é
0,16 e o tamanho amostral 45 € menor que o apresentado pelo ajuste por meio do
meétodo maxima verossimilhanca para todos os tempos de retorno. Ainda
considerando esse mesmo cenario na Figura 10(b) para o tamanho amostral 60,
pode-se observar que o viés meédio relativo do nivel de retorno da distribuicdo GEV,
ajustada pelo método dos momentos-L é menor que o ajustado pelo método da
maxima verossimilhanca.

Na Figura 11 Sao apresentados o resultado do teste binomial e a propor¢cdo das
amostras simuladas nos quais os estimadores de momentos-L apresentaram erros
guadraticos menores que o0s apresentados pelos estimadores de maxima verossimilhanca
para os trés parametros, considerando 0s seguintes cenarios: parametro posicdo 37,
escala 9 e forma -0,16 e posicdo 55, escala 13 e forma 0,16.
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Figura 11 — Teste binomial e a propor¢cdo das amostras simuladas nos quais 0s
estimadores de momentos-L apresentam erros quadraticos menores que o0S
apresentados pelos estimadores de maxima verossimilhanca, considerando os
diferentes tamanhos amostrais estudados
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Para tamanho amostral 25 observando-se as Figuras 11(a) e 11(b) é possivel
perceber que, mais da metade das amostras simuladas nos cenarios apresentados
tiveram menor erro quadratico para os trés parametros da GEV quando foi utilizado o
estimador de momentos-L na estimacdo dos parametros dessa distribuicdo. No
cenario apresentado pela Figura 11(a), a propor¢cdo de amostras simuladas que
obteve menor erro quadratico dos parametros posicdo e escala ao ser ajustada pelo
método dos momentos-L deixa de ser significativamente maior que 0,5, pelo teste
binomial ao nivel de 5% de significancia a partir do tamanho amostral 25 e, para o
parametro forma, a partir de 35. Considerando-se o cenario apresentado pela Figura
11(b), a proporcdo de amostras simuladas que obteve menor erro quadratico dos
parametros posicdo e forma ao ser ajustada pelo método dos momentos-L deixa de
ser significativamente maior que 0,5, pelo teste binomial ao nivel de 5% de
significancia, a partir do tamanho amostral 45. O mesmo ocorre para 0 parametro
escala a partir do tamanho amostral 35. Os demais cendarios nos quais o parametro
forma foi igual a -0,16 e 0,16 apresentaram resultados semelhantes e, por isso, ndo
foram apresentados. Portanto, mais da metade dos dados simulados com tamanho
amostral menor que 25 apresentaram erro quadratico dos trés parametros menores
com o uso dos estimadores de Momentos-L.

4.3 Cenarios com o parametro forma positivo.

Os resultados dos cenérios simulados nos quais os valores do parametro
forma foram 0,4 e 0,5 sdo apresentados nesta secéo.

Na Figura 12 é apresentado o erro quadratico médio (EQM) dos estimadores de
maxima verossimilhanca e de momentos-L dos parametros posicdo (M) e escala (o) da

distribuicdo GEV nos cenérios: parametro posi¢do 19, escala 13 e forma 0,4 e posigéo 19,
escala 9 e forma 0,5.
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Figura 12 - Erro quadratico médio (EQM) dos estimadores de méaxima
verossimilhanca e de momentos-L dos parametros posicdo (M) e escala (g) da

distribuicAo GEV nos diferentes cenarios, nos respectivos tamanhos amostrais 13,
15, 17, 20, 25, 35, 45, 60, 100, 150 e 200
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Legenda: (a) EQM parametro posicao; cenario (p=19;0=13;§=0,4)
(b) EQM parametro posicao; cenario (p=19;0 =9;£=0,5)
(c) EQM parametro escala; cenario (M=19;0=13;£=0,4)
(d) EQM parametro escala; cenario (M=19;0=9;£=0,5)

Observando-se os graficos da Figura 12 € possivel perceber que o EQM dos
estimadores de momentos-L dos parametros posicdo e escala € menor que o dos
estimadores de maxima verossimilhanca, para todos os tamanhos amostrais. A
medida que o tamanho da amostra aumenta, o EQM dos estimadores de momentos-L
diminuem. Tal comportamento ndo ocorre com o0s estimadores de maxima
verossimilhanca. Os resultados obtidos para o comportamento do EQM dos
parametros posicdo e escala nos demais cenarios, considerando-se o0 parametro
forma com valores iguais a 0,4 e 0,5 foram semelhantes e, por essa razéo, foram
omitidos.

Na Figura 13 é apresentado o VMR dos estimadores de maxima
verossimilhanca e de momentos-L dos parametros posicao (“) e escala (g) da

distribuicAo GEV nos cenarios: parametro posicdo 19, escala 13 e forma 0,4 e
posicao 19, escala 9 e forma 0,5.
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Figura 13 - Apresenta os graficos do viés médio relativo (VMR) dos estimadores de
maxima verossimilhanca e de momentos-L dos parametros posicdo (M) e escala (o) da
distribuicdo GEV para os cenérios, posicao é igual a 19; escala 13; forma 0,4 e posicao
19; escala 9; forma 0,5

=3 =-
- o~
=1 =] °
o £ Momentos—-L & £ Momentos—-L
e | o © Maxima Verossimilhanga < ° © Maxima Verossimilhanga
= e = o @
L=] =]
=} @ =}
Z & Z 2
% = & P % = o
e 4 o e
o £ a o o o
e | o
a)z = 2 bz =72
g & o g & ° o
w A o - m A
2 T a o e = a
= N = &
A A
=) A ] = &
=T —
= & = o a
=2 =2
s s
= r T T T T T T 1 = r T T T T T T 1
13 253545 60 100 150 200 13 253545 60 100 150 200
Tamanho amostral Tamanho amostral
8 o
- -
£ Momentos=L £ Momentos=L
o @ © Maxima Verossimilhanca o © Maxima Verossimilhanca
T 7| ©
= N0
(5= o
S 2 o £
5 S 3 °e
= B & | e o
2 ° & °
o T 4 =]
C)s ° ° d) § 5
2 2 =
B a e 2 =]
sl 2 <o sl
S o = © °
N )
o | A, S T %,
o A o NN
& A & A
a a A a
2 | = _
S =1
= I T T 1 | I — T T 1
13 253545 60 100 150 200 13 253545 60 100 150 200

Legenda: (a) VMR parametro posicao; cenario (p=19;0 =13;§=0,4)
(b) VMR parametro posicao; cenario (p =19;0=9;¢= 0,5)
(c) VMR parametro escala; cenério (W=19;0=13;£=0,4)
(d) VMR parametro escala; cenario (W1=19;0=9;£=0,5)

Observa-se pela Figura 13, por meio dos graficos que os estimadores de momento-
L apresentam menor VMR que os de maxima verossimilhanca para os parametros
posicdo e escala em todos tamanhos amostrais. Observa-se ainda que VMR diminuem a
medida que o tamanho da amostra aumenta e que os estimadores de MV nao apresenta
0 mesmo comportamento dos estimadores de ML. Os resultados obtidos para o
comportamento do VMR dos parametros posicdo e escala nos demais cenarios,
considerando-se os parametros forma com os valores iguais a 0,4 e 0,5 foram
semelhantes, por isso, foram omitidos.

Na Figura 14 sdo apresentados o erro quadratico médio (EQM) e (VMR) dos
estimadores de maxima verossimilhanca e de momentos-L do parametro forma da
distribuicdo GEV nos cenérios: parametro posi¢do 19, escala 13 e forma 0,4 e posicdo 19,
escala 9 e forma 0,5.
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Figura 14 - Erro quadratico médio (EQM) e viés médio relativo (VMR) dos estimadores de
MV e de momentos-L do parametro forma (§), da distribuicdo GEV para os cenarios,
posicdo é igual a 19; escala 13; forma 0,4 e posicao 19; escala 9; forma 0,5 para os
tamanhos amostrais 13, 15, 17, 20, 25, 35, 45, 60, 100, 150 e 200
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Legenda: (a) EQM parametro forma; cenario (u=19;o=13;§=0,4)
(b) EQM parametro forma; cenario (M=19;0=9;§=0,5)
(c) VMR parametro forma; cenario (M=19;0=13;§=0,4)
(d) VMR parametro forma; cenario (H=19;0=9;£=0,5)

Dos gréficos (a) e (b) da Figura 14 € possivel perceber que o erro quadratico médio
do estimador de ML para o parametro forma da distribuicdo GEV é menor que o obtido
pelo estimador de maxima verossimilhanca para todos tamanhos amostrais até o tamanho
amostral 150. A partir desse tamanho amostral os estimadores ML e MV possuem valores
de EQM semelhantes. Também pode-se observar que os valores dos erros quadraticos
médios diminuem para ambos estimadores a medida que o tamanho da amostra
aumenta. Avaliando-se os graficos (c) e (d) da Figura 14 nota-se que o viés médio relativo
do paréametro forma do estimador de momentos-L foi menor que o do de maxima
verossimilhanca até o tamanho amostral 100, a partir desse tamanho amostral o viés
diminui para o MV quanto para ML. Os resultados obtidos para o comportamento do EQM
e do VMR do parametro forma nos demais cenarios, considerando-se o parametro forma
com valores iguais a 0,4 e 0,5 foram semelhantes e, por essa razdo, foram omitidos.

Na Figura 15 é apresentado o viés médio relativo do nivel retorno do ajuste da GEV
via MV e ML para os tempos de retorno de 10, 25, 50, 100, 200, 500 e 1000 anos nos
seguintes cenarios: parametro posi¢ao 19, escala 13, forma 0,4 e posi¢do 19, escala 9,
forma 0,5 nos tamanhos amostrais 150 e 200.
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Figura 15 - Vies médio relativo do nivel de retorno apresentado pelo ajuste da GEV por
meio dos estimadores de MV e ML para os tempos de retorno de 10; 25; 50; 100; 200;

500 e 1000 anos, no cendrio (u=19;0=13;§=0,4) e (u=19;0=9;§=0,5)para os
tamanhos amostrais n=150 e n=200
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Legenda: (a) cenario (M=19;0=13;£=0,4), n=150
(b) cenério (W=19;0=9;§=0,5), n=200

A partir da Figura 15 € possivel observar que o viés médio relativo do nivel de
retorno da distribuicdo GEV obtido por meio dos estimadores de momentos-L € menor
gue o obtido por maxima verossimilhanca para todos os tempos de retorno observados.
Observa-se também que, quanto maior o tempo de retorno, maior a diferenca entre os
vieses medio relativo dos niveis de retorno. Os demais cendrios estudados com o
parametro forma positivo apresentaram comportamentos semelhantes e, por essa razao,
nao serdo apresentados.

Na Figura 16 € apresentado o resultado do teste binomial e a propor¢cdo das
amostras simuladas nos quais o0s estimadores de momentos-L apresentaram erros
guadraticos menores que o0s apresentados pelos estimadores de maxima verossimilhanca
para os trés parametros, considerando 0s seguintes cenarios: parametro posicao 19,
escala 13 e forma 0,4 e posicdo 19, escala 9 e forma 0,5.
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Figura 16 — Teste binomial e a propor¢cdo das amostras simuladas nos quais 0s
estimadores de momentos-L apresentam erros quadraticos menores que o0S
apresentados pelos estimadores de maxima verossimilhanca, considerando
tamanhos amostrais estudados
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(c) *: Proporgao néo significativamente maior que 0,5 pelo teste binomial
ao nivel de 5% de significancia

A partir das Figuras 16(a) e 16(b) pode-se observar que, até o tamanho
amostral 20, mais da metade das amostras simuladas nos cenérios apresentados
tiveram menor erro quadratico para os trés parametros da GEV quando utilizado o
estimador de momentos-L no ajuste dessa distribuicdo. Também € possivel observar
gue a proporcdo de amostras nas quais o0s estimadores de momentos-L
apresentaram menor erro quadratico que os de maxima verossimilhanca nédo é
significativamente maior que 0,5 para os parametros a partir do tamanho amostral
100, ao nivel de 5% de significancia pelo teste binomial. Para os tamanhos amostrais
intermediarios, observa-se que, para pelo menos um parametro, a propor¢ao citada
nao foi significativamente maior que 0,5, pelo teste binomial ao nivel de 5% de
significancia. Comportamento semelhante foi observado nos demais cenarios
estudados com o parametro forma positivo. Por essa razéo, a apresentacdo desses
resultados foi omitida.

De maneira geral o EQM e o VMR encontrado a partir das estimativas do
parédmetro forma por meio do ML foram menores que o0s encontrados por meio dos
estimadores de MV para tamanhos amostrais menores ou iguais a 35. A partir desse
ponto os estimadores demonstraram comportamentos semelhantes. Observou se também
gue os erros quadraticos médios diminuem a medida que aumenta o tamanho da
amostra. Resultado semelhante foi apresentado por Delicado e Gléria (2007) ao comparar
0s métodos da maxima verossimilhanca, momentos e de momentos-L para distribuicao
exponencial assimétrica de quatro parametros. Os autores concluiram que o método dos
momentos-L possui bom desempenho perceptivel para n pequeno ou moderado, e 0
método da maxima verossimilhancga é preferivel para n igual ou maior que 50.

Quanto aos parametros posicdo e escala nota-se que o método dos momentos-L
se equipara ao método de maxima verossimilhanca para tamanho amostral n=35, ou um
pouco menor do que ocorre para o parametro forma.

O viés médio relativo do estimador de ML diminue a medida que o tamanho da
amostra aumenta para todos os valores do parametro forma analisados, ja os estimadores
de MV guando os valores do parametro forma sdo positivos ndo apresenta o mesmo
comportamento. Uma vantagem apresentada pelo método do momento-L em relagdo ao
MV é que pode ser implementado por processo de computacdo menos complexo e, a
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priori, ndo requer que se conheca lei de distribuicdo real dos dados, ou seja, 0 método
momento-L permite que a partir dos momentos-L amostrais seja possivel escolher a
distribuicdo que melhor modela os dados a serem analisados (GUBAREVA; GARTSMAN,
2010).

Comparando ML e MM, Hosking (1990) concluiu que os ML sdo menos sujeitos a
Viés nas estimativas. Pois, mesmo que o método dos momentos seja conceitualmente
simples, e os calculos diretos, verifica-se que os valores numéricos da amostra podem ser
muito diferentes daqueles da populagédo da qual a amostra foi retirada, especialmente
guando o tamanho da amostra é pequeno (SANKARASUBRAMANIAN; SRINIVASAN,
1999).

Valverde et al. (2004) e Oliveira et al. (2014) indicam o método momentos-L na
estimacdo dos parametros da GEV principalmente em se tratando de variaveis hidricas,
pois segundo Valverde et al.(2004) o estudo de frequéncia de precipitacdes ou de vazdes
extremas € dificultado, devido a baixa densidade de esta¢Bes e também por curto periodo
de tempo dos registros disponiveis.

4.4 Aplicacédo aos dados reais

Primeiramente, verificou-se as pressuposicoes de independéncia e aleatoriedade
das observag0Oes, utilizando o teste de Ljung-Box (p=0,2366) e o Runs test (p=0,8637)
respectivamente, ao nivel de 5% de significancia, logo conclui-se pelos resultados do
valor p que os dados sdo independentes e aleatérios.

Na Tabela 2 sdo apresentadas as estimativas dos parametros da distribuicdo GEV
e o resultado do teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov.

Tabela 2- Estimativa dos parametros da distribuicdo GEV obtida pelos métodos de MV e
momentos-L no ajuste da distribuicdo GEV aos dados de temperatura maxima de Franca-
SP, no periodo de 1980 a 2012 e o resultado do teste de Kolmogorov-Smirnov (KS)

; Estimativas Teste (KS)
Métodos ( 5 & valor p

MV 32,9069 1,3629 -0,7039 0,5006

ML 32,9087 1,4129 -0,7176 0,5921

Pelo resultado do teste de Kolmogorov-Smirnov apresentado na Tabela 2 verifica-
se gue a distribuicdo GEV é aderente aos dados. Ainda conforme a Tabela 2 nota-se que
ambos estimadores podem ser utilizados para descrever o comportamento da
temperatura maxima anual na cidade em andlise para esse periodo. Com n>35, este
resultado estd em acordo com o que foi visto no estudo de simulacdo, ou seja, 0s
estimadores possuem comportamentos semelhantes a partir desse tamanho amostral.

A Tabela 3 apresenta os niveis de retorno nos tempos de retorno 2, 4 e 6 anos e 0
erro percentual absoluto médio (EPAM) da temperatura anual de Franca-SP.
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Tabela 3 - Niveis de retorno (°C) para os tempos de retorno de 2, 4 e 6 anos da
temperatura maxima anual de Franca-SP, calculadas via distribuicdo GEV no periodo de
1980 a 2012 e os erros percentual absoluto médio (EPAM)
Tempos de retorno (em anos)

Métodos 5 2 6 EPAM (%)
MV 33,3473 34,0376 34,2589 6,76
ML 33,3641 34,0724 34,2972 6,67
Valor 36,2 36,4 36,4 :
observado

Observa-se pela Tabela 3 que os niveis maximos de temperatura °C preditos para
Franca-SP, utilizando os dois métodos de estimacdo estdo préoximos aos valores
observados. Quanto ao erro percentual absoluto médio o ML apresenta um percentual
relativamente menor em relagdo ao MV. Ainda de acordo com a Tabela 3 uma
interpretagdo dos resultados para os niveis de retorno da temperatura maxima de Franca,
considerando o tempo de retorno de 6 anos é a seguinte: espera-se em um tempo médio
6 anos, que ocorra pelo menos um dia com temperatura maxima, em Franca-SP, maior ou
igual a 34.3 °C.

5 CONCLUSAO

A partir dos resultados conclui que para valores do parametro forma iguais a -0,75;
-0,52 e -0,46 o momentos-L é indicado para tamanhos amostrais menores ou iguais a 25.
Com o parametro forma iguais a -0,16; 0,16 o momentos-L é indicado para tamanhos
amostrais menores ou iguais a 35 e para valores do parametro forma iguais a 0,4; 0,50
momentos-L deve ser utilizado ao invés de utilizar o método da maxima verossimilhanca
em todos os tamanhos amostrais.

De modo geral pode-se concluir que para amostras menores até um tamanho
amostral menor ou igual a 35 os estimadores via método dos momentos-L sdo mais
precisos e acurados na estimacdo dos parametros da distribuicio GEV. Para tamanhos
amostrais maiores que 35 os dois métodos se equivalem em precisdo e acuracia. Em
guase todos 0s cenarios o viés para ML diminuiu a medida que o tamanho da amostra
aumentou.
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3 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo realizado através de simulagdo mostrou que, para amostras
pequenas, os estimadores dos momentos-L sdo mais adequados na estimagéo dos
parametros da distribuicdo GEV. Para tamanhos amostrais grandes os dois métodos
se equivalem. No caso particular do parametro forma ser positivo, os estimadores de
momentos-L é mais adequado em todos o0s cenarios. Assim, o método dos
momentos-L pode ser utilizado em todos 0s cenarios sem prejuizos em comparagao
com o método da maxima verossimilhanca na estimacdo dos parametros da
distribuicio GEV. A andlise da aplicacdo dos dois estimadores no ajuste da
distribuicdo GEV aos dados reais mostrou que os dois possuem adequabilidade
semelhante, corroborando com os resultados obtidos a partir de dados simulados.
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