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RESUMO

O objetivo deste trabalho € apresentar, implementar e propor métodos numéricos com espa-
cos de Hilbert de reproducgdo, aplicando-os a equacdes funcionais como equacdes diferenciais
e integrais. Apresentamos uma breve introduc¢io sobre nicleos positivos definidos, espacos de
Hilbert de reproducdo e sobre alguns métodos de projecdo. Tratamos separadamente dos méto-
dos numéricos com espacos de Hilbert de reproducgdo aplicados a equacdes funcionais lineares
e ndo lineares. Fornecemos uma nova proposta aos métodos de espacos de reproducio a qual
dispensa o uso do produto interno do espago. As simulagdes numéricas geraram bons resultados
e os codigos implementados em linguagem R estdo disponiveis no apéndice do trabalho. Por
fim, discorremos sobre os resultados obtidos.

Palavras-chave: Teoria da aproximacao. Equacdes diferenciais funcionais. Equagdes Integrais.



ABSTRACT

The objective of this work is to present, implement and propose numerical reproducing ker-
nel methods to linear and non-linear functional equations, like differential and integral ones.
We also have presented a brief introduction to positive definite kernels and reproducing kernel
Hilbert spaces theory, and some projection methods to functional equations. We provide a new
proposal for the methods of reproduction spaces which dispenses the use of the inner product
of the space. Numerical simulations generated good results and the implemented R-language
codes are available at the appendix of this work. Finally, we discuss the results obtained.

Keywords: Theory of approximation. Functional differential equations. Integral Equations.
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1 INTRODUCAO

A modelagem matemadtica € a arte de transformar problemas do mundo real em proble-
mas matematicos e resolvé-los, geralmente com o uso da computagdo e da tecnologia, inter-
pretando suas solu¢gdes na linguagem usada na realidade [1]. O uso da modelagem apresenta
vantagens e avancos obtidos em diversas dreas como Fisica, Quimica, Biologia, Astrofisica,
dentre outras. A modelagem ¢é eficiente a partir do momento em que ha a consciéncia de que se
trabalha com aproximagdes da realidade. Além disso, € um processo dindmico usado na obten-
cdo e validacdo de modelos mateméticos. Um modelo matemaético, por sua vez, € um conjunto
de simbolos ou relagdes matematicas que representam, de alguma forma, o objeto ou fendmeno
estudado [[1]].

A maioria dos modelos sdo formados por equagdes diferenciais, integrais, integro di-
ferenciais, dentre outras. De modo geral, as solugdes de tais tipos de equagdes ndo podem ser
obtidas por métodos analiticos [2]. Dessa forma, diversos autores propdem métodos numéricos
para encontrar solu¢des aproximadas de tais equagdes por meio de alguma linguagem de progra-
macao, porém, estes estudos sao, na maioria das vezes, desenvolvidos para um tipo especifico
de equacdo e nem sempre SA0 precisos.

Um método que tem se mostrado eficiente € o método de espagos de Hilbert de repro-
ducdo. Em [3] € utilizado este método para encontrar uma aproximacao para a solugdo analitica
de equacdes integrais ndo lineares, ao passo que [2]] o aplica em equagdes integro diferenciais
nao lineares de Fredholm-Volterra. Além disso, [4] faz uso do método na teoria de equacdes
integrais de Volterra, em [5] o usa em problemas de valores de contorno. Em [[6] o método é
aplicado o método em equacgdes diferenciais de Riccati. [7] faz uma aplicagao do método na
area financeira. Segundo [_8], diversas pesquisas t€m sido desenvolvidas aplicando o método de
espacos de Hilbert de reproducdo em problemas envolvendo equacdes diferenciais fraciondrias
e, tal método tem se mostrado eficiente. Nessa mesma linha, [9] utiliza o método para aproximar
as solucdes de equagdes diferenciais de Riccati, porém de ordem fraciondria.

Nesse sentido, o objetivo deste trabalho € estudar e implementar o método de espagos
de Hilbert de reproducdo, aplicando-o a quaisquer equagdes funcionais que possam ser escritas

como

L(f)(x) = G(z, f), (1.1)



emquexr € X C R, f € Hg, G(-,f) € Hg, L : Hr — Hg é um operador linear
limitado, Hr e Hx sdo espacos de Hilbert de reprodug¢do com niicleos de reproducio R e K,
respectivamente.

Dessa forma, antes de estudarmos a teoria de espagos de Hilbert de reproducdo serdo
apresentados alguns conceitos preliminares, como espagos normados, espacos com produto
interno, ortogonalidade, bases, processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt e decomposi¢ao
QR. Tais conceitos estdo dispostos no segundo capitulo deste trabalho.

No terceiro capitulo fazemos um estudo sobre espacos de Hilbert de reproducgao e tam-
bém sobre nicleos de reproducdo. A teoria tratada servird de base para o estudo do método de
resolucdo de interesse que serd abordado mais adiante.

O quarto capitulo abrange os métodos de colocagdo e de espagos de Hilbert de reprodu-
cdo, os quais sdo os métodos de projecdo que utilizamos para aproximar a solu¢do de equagdes
que podem ser escritas como a Equacgao (1. 1J).

No quinto capitulo estdo dispostas as simulacdes numéricas que foram feitas com base
na teoria estudada nos capitulos anteriores.

No sexto capitulo discutimos os resultados obtidos.

Por fim, no Apéndice estdo os codigos dos algoritmos utilizados durante o desenvol-
vimento do trabalho. Implementamos todos os algoritmos em linguagem R [10]. Os célculos
necessdrios para os métodos implementados, como derivadas, integrais, produto interno, de-
composicdo QR com a ortogonalizacdo de Gram-Schmidt modificada, dentre outros, foram
implementados. O unico pacote pronto utilizado foi o pracma, que através do comando pinv
calcula a inversa generalizada de matrizes por meio da decomposicao S.V.D. e a implementacdo
deste tipo de cdlculo é um projeto mais abrangente do que o escopo deste trabalho. Optamos por
nao fazer uso de pacotes prontos do software, exceto o pracma, com o objetivo de contribuir
com a formagdo da autora, ampliando suas possibilidades do uso de tecnologias e em andlise

numérica ao exercer sua profissao.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Como trataremos de espacos de Hilbert de reproducdo, primeiramente abordaremos al-
guns conceitos bdsicos relevantes ao trabalho. Sao apresentados a definicdo de espagos com
produto interno, incluindo aqui espacos de Hilbert, operadores lineares e resultados de ortogo-
nalidade. Também € feito um estudo sobre bases e bases ortonormais. Por fim, abordamos o
processo de ortogonalizacido de Gram-Schmidt e a decomposicao QR. As principais referéncias

utilizadas neste capitulo foram [11-14].

2.1 ESPACOS COM PRODUTO INTERNO E ORTOGONALIDADE

Primeiramente, vamos definir espacos com produto interno, espacos normados, ope-
radores lineares e, em seguida espacos de Hilbert. Por fim, trataremos alguns conceitos de

ortogonalidade que serdo relevantes para a préxima secao.

Definicao 2.1. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K (R ou C). Um produto interno em

V' é uma fungdo (-,-) : V x V — K, tal que

(1) (x+ay,z) =(x,2) +ay,z), paraxy,z € V;

(i) (z,y) = (y,x), paraz,y € V;
(1ii) (z,z) >0, sex #0.

Definicao 2.2. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K (R ou C). Uma norma em 'V é uma

aplicacdo ||.||: V. — [0, 00) que satisfaz, para quaisquer v, w € V, as seguintes propriedades

(7) ||v||> 0, se v # 0;

(i7) ||ow||= |a|||v]], para a € K;
(#i2) v+ wl[< [Jvf|+[Jw]].

Dizemos que (V' ||.||) € um espago vetorial normado.

E possivel mostrar que todo espago 1, com produto interno (-, -), tem uma norma defi-
nida por ||ul|= /(u, u), para todo u € V. Esta recebe o nome de norma induzida pelo produto

interno ( Veja [[11]] para mais detalhes).
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Sera apresentada agora a defini¢do de operadores lineares limitados. Esta teoria sera til
ao estudarmos os métodos de projec@o. Primeiramente, vamos definir um operador linear.

Sejam U e V espacos vetoriais € 1" um subespaco vetorial de U. Um operador linear é
uma aplicagdo P : T'— V tal que P(w+ az) = P(w)+ aP(z), paratodow, z € Te a € K.

Para alguns autores, o nome dado a aplicacdo P da definicdo anterior € transformacao
linear e o termo operador apenas € usado para o caso em que U = V. Todavia, aqui utilizaremos
o nome operador para ambos os casos, como feito por [14]. Além disso, para o caso em que
V' = K é um corpo, P recebe o nome de funcional linear.

Se P for continuo, entdo P também é chamado de limitado. Além disso, B(U, V') de-
notard o conjunto de todos os operadores lineares limitados de U em V' e, para o caso em que
U =V, denotaremos simplesmente por B(U).

Operadores lineares limitados serdo tteis em diversos resultados importantes para o mé-
todo de espacos de Hilbert de reproducdo, os quais serdo vistos no Capitulo 4. O préximo
teorema nos dard condi¢des de verificar quando um operador linear € continuo e, consequente-

mente, limitado.

Teorema 2.3. Sejam U e V espagos normados e P : U — V um operador linear. As seguintes

afirmacgdes sdo equivalentes

(1) sup [[P(w)| < oo, paraw € U;
[[w]<1

(17) existe ¢ > 0 de modo que ||P(w)|| < ¢ ||w||, para todo w € U;
(1ii) P é uniformemente continuo,
(iv) P é continuo;

(v) P é continuo em w = 0.

Demonstrag¢do. (i) = (i1) Vamos tomar ¢ = sup || P(w)||, para todo w € U. Se w # 0,

flwll<1
entdo || P (ﬁ) H < c e, consequentemente, || P(w)|| < c|jw]|.
w
(11) = (i4i) Sejam w, z € U, entdo ||P(w) — P(2)|| = || P(w — 2)|| < c¢||Jw — z||.

(17i) = (iv) e (iv) = (v) sdo imediatas.
(v) = (i) Como P é continuo em zero, temos que existe 6 > 0 de modo que, se
|lw—0| = JJw|| < 6, entdo ||P(w)— P(0)| = ||P(w)]] < 1. Dessa forma, se ||w| < 1,

1
segue que |[dw|| < de ||P(dw)|| < 1. Portanto, || P(w)|| < 50 ¢ (1) vale. O
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Definiremos em seguida espacos de Hilbert, pois estes sdo fundamentais para a teoria
estudada neste trabalho. Lembremos que um espa¢o normado V' € completo se, dada u,, € V
tal que ||u, — u,|| — 0, quando n, m — oo, implicam que u,, — u € V.

Seja V' um espago vetorial normado sobre um corpo K com produto interno (-,-) e
ull = /{u,u), parau € V. Se (V,||.||) for um espago completo, dizemos que V é um espago
de Hilbert.

Trataremos agora de defini¢Ges e resultados sobre ortogonalidade, pois estes serdo im-
portantes no estudo de bases ortonormais.

Sejam #H um espago de Hilbert com produto interno (-,-) e W C H. Entdo, chamamos
0 conjunto

W+ = {u € H; (w,u) =0, paratodow € W}
de conjunto ortogonal a V.
Lema 2.4. Seja H um espaco de Hilbert. Se W C ‘H, entdo W é subespaco fechado de H.

Demonstragdo. Seja (v,,) um sequéncia de pontos de W= que converge para v. Queremos mos-
trar que v € W+, ou seja, (w, v) = 0, para todo w € W.

De fato, seja w € W, entdo

| {w, ) [ = [{w,vn) [ = [{w,v—vy) ]|
< lwl|]lv = va| (Cauchy-Schwarz).
Assim,
(w,v) = (w,limy, 00 Vy)
= lim, e <w7 Un>
= 0.
Portanto, v € W+. O

Apresentamos agora um resultado util para o conceito de base ortogonal e para a de-
monstragao do teorema da representacdo de Riesz. A sua demonstragdo usa um argumento

técnico envolvendo sequéncias e pode ser encontrada em [14]].
Lema 2.5. Sejam H um espaco de Hilbert e EJ um subespaco fechado de ‘H. Entdo,

H=FEaE+
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Apresentamos a seguir o Teorema da Representacio de Riesz. E um resultado importante
na teoria de espacgos de Hilbert, fornecendo a forma geral de um funcional linear limitado em

um espaco de Hilbert.

Teorema 2.6 (Teorema da Representacdo de Riesz). Sejam H um espaco de Hilbert e
f + H — K um funcional linear continuo. Existe um vinico w € H tal que f(u) = (u,w),

para todo u € H.

Demonstragcdo. Sejam H um espaco de Hilbert e f : H — IK um funcional linear continuo.
Se f € identicamente nula, basta tomarmos w = 0. Caso contrdrio, considere o conjunto nao
vazio Nuc(f) = {u € H; f(u) = 0}. Temos que Nuc(f) é um subespago fechado de H.
Assim,

Nue(f) @ (Nue(f))*" = H.

Seja r € (Nuc(f))" e u € H de modo que ||r|| = 1. Definimos w = f(u)r — f(r)u,

assim

fw) = F(f(uw)r = f(r)u)

Logo, w € Nuc(f).

Por outro lado, note que

= f(u)(r,r) = f(r) (u,7)
= J()Irl| = f(r) {u,r)
— oy~ (n T,

Assim, f(u) = <u,mr> . Tomando v = f(r)r, temos que f(u) = (u,v).

Resta mostrarmos a unicidade. Suponhamos que wvi,vo € H sdo tais que
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f(u) = (u,v1) = (u,ve), para todo u € H. Assim,

f(Ul—UQ) = (111—027U1>

<U1 - Uz,vz>

< (v — V9,0 —V9) =0
= o —wl*=0

— flor—wf =0

= v =0,

O

Um conceito importante para este trabalho € o de operador adjunto. Este conceito sera
importante no método de espagos de Hilbert de reproducao. A defini¢do de operadores adjuntos

decorre do teorema que segue.

Teorema 2.7. Sejam H, e Ho dois espacos de Hilbert. Se P € B(Hi,H,) entdo existe um
tinico operador P* € B(Ha, H1) de modo que

<P<x)>y>7—[2 = <x7p*(y)>’ﬂ1 T e Hla Yy e HZ- (21)

Daremos aqui apenas uma ideia da demonstracao. Para mais detalhes veja em [14].

Seja P : H; — H, um operador linear limitado. Vamos definir f, : H; — K de
modo que f,(z) = (P(z),y),, Pelalinearidade de P e do produto interno temos que f, € um
funcional linear.

Assim, pelo Teorema [2.6] segue que existe um tnico w € H; tal que
fy() = (z,w)y, = (P(2),9)4, para todo x € H;.

Como w ¢é definido de modo tnico por y, basta definirmos P*(y) = w. Entdo, por

construgao, temos que
(P(®),Y)g0, = (7, P*(Y)) 34, » paratodo xz € Hi ey € Hs.

O operador P*, definido no Teorema € chamado de operador adjunto do operador
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P.

Observacio 2.8. Note que essa definicdo ndo deixa claro como calcular P*(y).

2.2 BASES ORTONORMAIS

Nesta secdo, primeiramente trataremos de alguns conceitos fundamentais para o estudo
de bases de um modo geral, como independéncia linear. Em seguida, abordaremos alguns con-
ceitos de base e, por fim, falaremos de bases ortonormais.

Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K e B um subconjunto de V. Dizemos que

B ¢ linearmente independente se dados oy, s, ..., o € K e vy, ve,...,v, € B, aigualdade

a1V, + oty + ...+ av, =0

implicarque vy = a3 = ... =, = 0.
Caso contrdrio, B € dito ser linearmente dependente.

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Uma base para V € um conjunto B tal que:
(i) B é linearmente independente.

(ii) B € um conjunto gerador de H, isto é, se v € V, entdo existem [y, ..., 5, € K, com
m
m € N, tais que v = Y _ v, comv; € B,paral = 1,...,m.
=1
Lembramos agora o Lema de Zorn, que € essencial para demonstrar a existéncia de uma

base ortonormal para espacgos de Hilbert.

Lema 2.9 (Lema de Zorn). Seja B um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado. Se todo sub-

conjunto totalmente ordenado de B possui uma cota superior, entdo existe um maior elemento

de B.

Por meio do Lema de Zorn € possivel mostrar que, sendo V' um espaco vetorial, sempre
existe uma base B de V, esta base é chamada de base de Hamel (Para detalhes da demonstracao
veja [15]]). Pode-se mostrar ainda que B € ndo enumerdvel, quando possuir infinitos elementos,

por isso, vamos introduzir a partir de agora a ideia de base ortonormal.

Definicao 2.10. Seja H um espaco de Hilbert sobre um corpo K. Uma base ortogonal de H é

um conjunto B tal que:
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(i) Se u,v € B, comu # v, entdo u | v. Além disso, se u € B, entdo u # 0.

(ii) Dados v € H e c > 0, existem o, ..., a,, € K, comm € N, e vy, ...,v,,, € B tais que

m
’U—E o0 < €.
=1

Se além das condic¢des (i) e (i¢) da Defini¢do 2.10} para todo v € B tivermos que

||u|| = 1, entdo B é uma base ortonormal de #.

Teorema 2.11. Seja H um espaco de Hilbert ndo trivial. Entdo, existe uma base B, ortonormal

de H.

Demonstracdo. Sejam H um espaco de Hilbert e u € H, com u # 0. Entdo, o conjunto
B = {ﬁ} ¢ ortonormal.

Seja A o conjunto de todos os subconjuntos ortonormais de . Temos que B € A e
que A € parcialmente ordenado pela inclusao, isto é, se C', D € A entdo, caso C' C D, temos
C < D.

Se T' é um subconjunto totalmente ordenado, entdo M = |J C é o elemento maximal
de T Logo, pelo Lema de Zorn, existe N € A que € maximal, oiegeja, nao existe P € A tal
que P > N.

Resta mostrar que N € uma base ortonormal de /. Suponha que N nao € uma base
ortonormal de . Ento, [N] # H e existe v € N, com ||v|| = 1, pois # = [N] & N*. Logo,
P = NU{v} > N. Absurdo, pois N é maximal.

Portanto, /N € uma base ortonormal de H. O]

Corolario 2.12. Seja ‘H um espaco de Hilbert. Se B C H é um conjunto ortonormal, entdo

existe uma base ortonormal de H que contém B.

Dizemos que um subconjunto D de V' é denso em V se D N U # @, para todo aberto
ndo vazio U de V,ouque D = V.

Um espaco métrico V' € separdvel se existe um subconjunto M C V enumerdvel e
denso em V. Nosso trabalho trata, em sua maioria, desses espacos. Visto que trabalharemos
com ortogonalizacdo de bases através do processo de Gram-Schmidt, descrito mais adiante.

O préximo teorema fornece uma maneira de verificar se um espago € separdvel. Sua

demonstracao pode ser encontrada em [14].
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Teorema 2.13. Um espaco normado V' é separdvel se, e somente se, existe um subconjunto M

enumerdvel linearmente independente que gera V.

Veremos agora a Desigualdade de Bessel. Este lema serd importante na demonstracio
do préximo teorema, que fornece condicdes para verificar se um conjunto ortonormal é uma

base de um espaco de Hilbert.

Lema 2.14 (Desigualdade de Bessel). Sejam H um espago de Hilbert e B um conjunto ortonor-

mal de H. Se v € H entdo
n
D ) < [lol?,
i=1
sempre que vy, ...,v, € B, comn € IN.

Demonstracdo. Sejam H um espago de Hilbert e B um conjunto ortonormal de 4. Tomemos
n

u=v—> (v,v;)v; €H,entdo,
i=1

= ||UH2 — <v,v — Z (v, v;) vi> — <v — Z (v, v;) vi,v> + Z |<fu,vi>|2

i=1 =1

Como ||ul|* > 0, segue que
n
2 2
ol = > 1w, o> = 0
i=1

]

Dentre as condi¢des do proximo teorema, temos um resultado importante na teoria de
espacos de Hilbert, chamado de identidade de Parseval. Este resultado fornece uma representa-

cdo de qualquer elemento do espaco em fungdo dos elementos da base ortonormal deste espago.

Teorema 2.15. Sejam H um espaco de Hilbert e B um conjunto ortonormal de ‘H. Entdo, B é

base de H se, e somente se,

(i) [B]* = {0}.
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(ii) (Identidade de Parseval). Se v € H, entdo

v = Z (v,u) u. (2.2)

ueB

Em particular,

ol = X vl

ueEB

Demonstra¢do. (=) Sejam H um espaco de Hilbert e B uma base ortonormal de H. Por
defini¢do, segue que [B]" = {0}. Além disso, se v € H e e > 0, existem ay, ag, ..., € Ke

vy, Vs, ..., U, € B tais que

2
< E.

n
v — E ;U;
i=1

Vamos mostrar que podemos escolher o; = (v, v;). Pela desigualdade de Bessel, para

todon € Newvy, vy, ...,v, € B, segue que

n
D v, o < [lolf*.
=1

Logo, se B é enumeravel, por indugdo temos que

o0

> v o)]* < ol (2.3)
=1

Se B for ndo enumerdvel, entdo (v,u) # 0 exceto para u € By, em que B; C B é
enumerdvel. De fato, seja C; = {u € B; (v,u) > %} para j € IN. Suponha que C} € infinito.

Entdo existem uy, ug, . . ., u, € C}, paratodo n € IN. Assim,

Logo,

o que contradiz a Desigualdade (2.3)). Portanto, C; ¢ finito.

o
Dessa forma, B; = |J C; é enumerdvel e
j=1

Do Hwo) = o) < ol

ueB u€ B
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e a série

Z(uu)u = Z (v, u) u

ueB u€ By
0o
= Z <U7 vi) U;
=1

(2

n
é convergente. Segue entdo que a sequéncia w, = v — »_ (v,v;) v; converge para 0, pois
i=1
n
0 < flwall? = [JoI* = 3 [, v:)[ € (wn,v;) = 0 paratodo 1 < j < n. Portanto, (w,) é
i=1
convergente e (limw,) € B+. Assim,v =Y (v, u)u.
ueB

(<=) Suponhamos agora que B é um conjunto ortonormal de H tal que v = > (v, u) u,
ueB

para todo v € H. Assim, se v € B+ segue que v = 0 e que B+ = El = H. Portanto, B é
base de H. [

Os coeficientes (v, u) dados na Equagdo (2.2) recebem o nome de coeficientes de Fourier

de v.

2.3 PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

Nesta se¢do estudaremos o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. Geralmente
¢ utilizado para construir conjuntos ortonormais a partir de conjuntos conhecidos. Este procedi-
mento serd de grande utilidade no método de espagos de Hilbert de reproducdo, pois permitira
construir bases ortonormais para tais espagos.

Primeiramente, seja VV um espago vetorial sobre um corpo IK, com produto interno (-, -).
Partindo de um conjunto B enumerdvel e linearmente independente em V' podemos construir
um conjunto linearmente independente e ortonormal .S de tal forma que [B] = [S]. Este proce-
dimento € feito de maneira construtiva, como serd explicado a seguir.

Considere um conjunto B = {vy,vs,...,v,} C V linearmente independente. Vamos

construir um conjunto S = {wy, wo, ..., w,} C V ortonormal e tal que [B] = [S], como segue.
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Tomemos
wy = U
Wy = VU2 — <U27w;> 1
[[w: ]
Wy = U — <vk’w;>w1 e — ka_l, 2<k<n.
[[w: ] [[we—1]]

Como {v;,v5} € um conjunto linearmente independente, temos que ws # 0, pois vy ndo

pode ser escrito como combinag¢do linear de v;. Note ainda que,

Vg, W
<w2,w1> = <U2—<27 ;>w1,w1>

[[wr ]
Vg, W
= v2,w1) - <HZ ||;> <w1,w1>
1
(v2, wy) 2
= (vg,w1) || : ”2 ||
1
= 0.

Portanto, wy € ortogonal a w;. De forma semelhante observamos que o conjunto
S = {wy,wsy, ..., w,} da maneira como foi construido é ortogonal. Agora, mostraremos que

S € linearmente independente. Sejam w € S e oy, ..., o, € K. Assim, podemos escrever:
n
w = Z ;W;.
=1
Como S é um conjunto ortogonal, temos que (w;, w;) = 0 para todo ¢ # j, entdo segue que
n
(w,wj) = <Z ow;, wj>
=1

n
= > i (w,wy)
i=1

= a;j(wj,w;), paraj=1,...,n.
A n ‘
Portanto, o; = <w’—w]2>, paratodo j =1,...,n,ew = z (w,w;> w;.
s = Jwil|
(w, w))

Vimos anteriormente que «;

- ||w||2 , paratodo j = 1,2,...,n. Em particular, para
j
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= 0 temos que

Oéj:

Portanto, S € um conjunto linearmente independente. Note ainda que
dim[B] = dim[S] = n e que w; é dado por uma combinagdo linear dos elementos de B,
paratodoi = 1,2,...,n. Assim, [B] = [5].

O processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt pode ser usado em um conjunto enu-

meravel, como serd formalizado no teorema a seguir.

Teorema 2.16. Seja H um espaco de Hilbert e {v,} uma colecdo enumerdvel linearmente
independente em H. Existe uma colegdo ortonormal {w,} em H com a mesma cardinalidade
de {v,}. Além disso, para todo m € N, temos que {vy,va, ..., vy} e {wi,we, ..., wy,} geram

0 mesmo subespaco vetorial.

Demonstracdo. Seja {v,} uma cole¢éio enumerdvel linearmente independente em #. Vamos

construir a sequéncia {w,, } por recorréncia.

Defina w; = HZ—IH Note que {v;1} e {w;} geram o mesmo subespaco vetorial. Se-
1

melhante ao que foi feito anteriormente, dado um conjunto ortonormal {1, ..., @}, 0 vetor

k
©— > (¢;,¢) p; é ortogonal a cada ¢;, 1 < j < k.
j=1

k

S Vgt 1
Desta forma, seja vy, ; = vy — Y (V;,0%) V; € Wit = . Segue que pela constru-
j=1 oy
¢do, o conjunto {wi,ws,..., wry1} € ortonormal e gera o mesmo subespago que
{U17U27'--vvk+1}' u

2.3.1 Decomposi¢dao QR

Agora estudaremos a decomposi¢cdo QR, conforme [11}16]. Para decomposi¢do QR em
dimensao infinita, sugerimos ver [17].

Dada uma matriz A,,«,, de posto n, entdo podemos decompor tal matriz em um produto
das matrizes () e R, em que () é possui colunas ortonormais e R € triangular superior. Esse
método serd formalizado no Teorema Para tal precedimento, utilizamos o processo de
ortogonalizagcdo de Gram-Schmidt, porém existem outras formas como rota¢do de Householder,

por exemplo.

Teorema 2.17. Seja a matriz A,,«., de posto n. Entdo,
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em que Q é uma matriz m X n com colunas ortonormais e R é uma matriz n X m triangular

superior com elementos diagonais positivos.

Demonstracdo. Sejam A,,.,, uma matriz de posto n e vy, vy, ..., v, as colunas da matriz A.

Como A tem posto n, temos que o conjunto de vetores {v;}! ; é linearmente independente

em K™. Desta forma, aplicando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, descrito na

Secdo obtemos o conjunto de vetores ortonormais {¢; }?_, C K™, dados por

J—1

1 .
qj = — vj—E TiiG | 7=12,...,n,
T'jj :
=1
j—1
em que r;; = (v;,¢q;), paratodoi =1,2,....j—ler;; = ||v; — 231 7ijGi||. Assim,
1=
v1 = mq
Vg = T12q1 + 2202
(2.4)
Up = Tin@1+ -+ TnnGn-
Tomemos () como a matriz que tem como colunas os vetores ¢i, ¢o, . - . , ¢, € R como a

matriz triangular superior dada por

1 T2
R _ 0 T21
0 0

Tin

Ton
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Dessa forma, obtemos que

11 Ti2 - Tin
0 ror -+ T2
QR = [ q1 42 Qn } .

0 0 - 7T

= [ ari (@ariz+q@ra) o (@rim 4+ @)

= [ Uy Vg o Up }

= A

Portanto, A = QR. O

Corolario 2.18. Seja a matriz A,,«, de posto p < n. Entdo, podemos escrever A = QQR em
que Q) é uma matriz m X p com colunas ortonormais, tal que Q™ Q = Id,y,, e R é uma matriz

p X n triangular superior.
Para mais detalhes veja [11]. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.19. Considere a matriz A a seguir:

11 0

01 2
A—

10 -1

01 3

Utilizando o Algoritmo E], dado no Apéndice, ou Gram-Schmidt, obtemos

0.7071068  0.3162278  —0.5070926
1.414214 0.7071068 —0.7071068
0.0000000  0.6324555 —0.1690309
Q= e R= | 0.000000 1.5811388 3.4785054
0.7071068 —0.3162278  0.5070926
0.000000  0.000000  1.1832160

0.0000000  0.6324555  0.6761234

Para calcular o erro cometido pelo arrendondamento em ponto flutuante, basta calcular-
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mos A — (QR. Assim, obtemos

0 0 —1.110223-1071¢

0 0 0
A—-QR=

0 0 0

0 0 0

Logo, o erro cometido pelo algoritmo é da ordem de 10716,

Podemos usar este mesmo método para fungdes, utilizando o mesmo procedimento.
Porém, o produto escalar e a norma usados no caso da matriz devem ser trocados pelo produto
interno e pela norma do espago a ser tratado. O Algoritmo [6]estd adaptado para o Exemplo[2.20]

dado a seguir.

Exemplo 2.20. O conjunto W.}[a, b] formado por funcées u : [a,b] — R continuas, tais que:
(1) u(z) = u(a) + [Fu/(s)ds e
(i7) ff |u/(2)|?dz < oo,

com produto interno definido por
b
(u,v) = u(a)v(a) +/ u'(s)v'(s)ds u,v € Wy [a,b],

é um espago de Hilbert ( de reprodugcdo, como veremos mais adiante, e possui niicleo R dado

por R,(t) =1 — a+ min(¢, x)).

Tomando a = 0 e b = 1, trabalhamos com o espago W3[0, 1], que é um caso par-
ticular do espago descrito no Exemplo 2.20] Tomando z; = 0,22 = 0.1,...,29; = l e
e1(x) = R(z,z1),p2(x) = R(z,29),...,p2(x) = R(x,x9), pode-se mostrar que
A = {©1,p9, ..., }+ é um conjunto linearmente independente em W, [0,1].

Pelo que vimos, podemos ortogonalizar os elementos de A e obter Q = {Wy, ¥y, ... Uy}

em que A e () se comportam como matrizes e
A=QR.

Os célculos foram feitos usando a discretizagdo do Algoritmo |§] e o erro foi da ordem de 10716,
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3 NUCLEOS E ESPACOS DE HILBERT DE REPRODUCAO

Antes de estudar o método de espacgos de Hilbert de reproducio, trataremos da teoria
de espacos de Hilbert de reproducao. Esta teoria estd ligada aos nicleos positivos definidos
ou nucleos de reproducio, como veremos no decorrer do capitulo, motivando o estudo deste
conteudo.

Primeiramente estudaremos alguns resultados sobre nucleos positivos definidos. Em se-
guida, passaremos pela teoria de espacos de Hilbert de reproducao. Por fim, serdo apresentados
alguns exemplos de espacos de Hilbert de reproducgdo relevantes para o nosso trabalho. As prin-

cipais referéncias utilizadas foram [4, 14.|15, 18]

3.1 NUCLEOS POSITIVOS DEFINIDOS OU DE REPRODUCAO

Nesta se¢@o discutiremos algumas definicdes e resultados relacionados aos nucleos po-
sitivos definidos.

Seja X um conjunto ndo vazio. Um nucleo R € uma fun¢do da forma

R: XxX — C
(z,y) = R(x,y).

Um tipo particular de nucleo, denominado nucleo positivo definido serd importante para
nosso estudo. Para tal, € necessdrio antes conhecer a defini¢do de matriz nao negativa definida.

Uma matriz A, x,(C) é ndo negativa definida quando a forma quadritica
B(y) =y4y', yeC,

¢ ndo negativa, isto &,

gAYy >0, y e C".

Além disso, dizemos que a matriz A € positiva definida se a desigualdade anterior é

estrita, para y ndo nulo.

Definicao 3.1. Seja X um conjunto ndo vazio. Um niicleo R : X x X — C é positivo definido
quando a matriz A = [R(x;,x;)] . € ndo negativa definida, para qualquer n > 1 e qualquer

n-upla (v, o, ..., 1,) € X™.
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Denotaremos o conjunto dos nicleos positivos definidos com dominio X X X por
PD(X).

Observe que satisfazer a Defini¢ao[3.1]é equivalente a satisfazer a seguinte desigualdade

n

> @i R(x;, x5) > 0. (3.1)

,j=1

Se a desigualdade dada na Equacdo (3.1) for estrita, sempre que algum ¢; for néo nulo e os z}s

forem distintos, dizemos que 2 € um nucleo estritamente positivo definido.

De fato,
[ R(zy,21) ... R(xy,z,) 17 c ]
R(xg,21) ... R(x9,z, Co
ARG = [ & . 5| T M) e
R(zp,z1) ... R(x,,x,) | e

= Zc_lch(:cl, z;)+ ...+ Z@ch(xn, ;)
j=1 j=1

n n

= Y ) Gc;R(wi, 1)
i=1 j=1
n

= Z C_iCjR(ZEZ‘, lL‘j).
ij=1
para qualquer n > 1 e qualquer n-upla (xy, ..., z,) € X" e (¢y,...,¢,) € C™.

Em seguida, veremos alguns exemplos de nicleos positivos definidos.

Exemplo 3.2. Sejam X um conjunto qualquer ndo vazio e f : X — C uma fungdo qualquer,

o niicleo R : X x X — C dado por R(x,y) = f(x)f(y), para todo z,y € X, € positivo
definido.

De fato, sejam n € IN, (1, za,...,2,) € X" e (¢1,¢2,...,¢,) € C", entdo
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Z GicjR(x;,x;) = Z cici f(z) f ()

i,j=1 i,j=1

= Y a5

n 2

> EGf(x))

j=1
> 0.

Podemos generalizar a ideia apresentada no exemplo anterior com o seguinte lema.

Lema 3.3. Sejam H um espago de Hilbert com produto interno (-, -), X um conjunto ndo vazio

e f: X — H uma funcdo qualquer. Entdo,

(1) oniicleo R : X x X — H dado por R(z,y) = (f(y), f(z)), para todo z,y € X, é

positivo definido;

(17) o miicleo R : X x X — H dado por Ri(z,y) = (f(z), f(y)), para todo z,y € X, é

positivo definido.

Demonstracdo. (i) Observe que

n
> GeiR(xy,x) =
ij=1 i

— <Z cig(z;), Z ng(l"j)>
Zcz’g(xi>

cici (9(xi), g(x4))

n

v

0

Logo, R(x,y) = (f(y), f(z)), para todo =,y € X, é um ntcleo positivo definido.

(7i) Temos que

Ri(z,y) = (g9(x),9(y))
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Logo, Ry também € um nucleo positivo definido. [

O proximo teorema € importante pois nos fornece meios de criar nicleos positivos defi-

nidos a partir de outros ja conhecidos. Sua demonstracdo pode ser encontrada em [15]].
Teorema 3.4. Sejam Ry, Ry,..., R, € PD(X) e cy,co,...,c > 0. Entdo:

(1) a soma ll c Ry estdi em PD(X);

(i1) o produto R;R; estd em PD(X);

(1ii) se (R,) converge pontualmente para R, entdo R estd em PD(X).

No préximo exemplo veremos que, além de criar novos nicleos a partir de soma e

produto de outros conhecidos, podemos também calcular a exponencial destes.

Exemplo 3.5. Seja K € PD(X). Entdo,
R(x7 y) = eK(x’y)7 x? y E X?

€ um niicleo positivo definido.
Note que podemos reescrever o nicleo R da seguinte forma
(K (2,9))'
_ Ky N B2 )
R(:B,y)—e _Z il ’ x??/EX'
=0
Logo, pelo Teorema 3.4] segue que R é positivo definido.

Exemplo 3.6. O niicleo R : X x X — C dado por

R(z,y) = cos(|z] —y]).
€ um niicleo positivo definido.
De fato, temos que R(z,y) = cos(|z| — |y|) = cos|z|cos |y| + sin |z| sin |y].

Exemplo 3.7. O niicleo Gaussiano, também conhecido como funcdo distribuicdo normal, dado

por

R(z,y) = 6_52‘9”_3”2, r,y € Ree >0,

é positivo definido.
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Antes de mostrar que o nicleo Gaussiano € positivo definido, considere o exemplo.

Exemplo 3.8. Considere o niicleo dado por

. 252:ch_ - <262)j Jod
Ri(z,y)=e —Z xly’ x,y € X CR.

O niicleo R, é positivo definido (estrito).

De fato, note que

n

— ~_ (252)k k .k
chciRl(xj,xi) = chciz L

i,j=0 i,j=0 k=0
- (2¢%)" - k
= E X CjCix; X
k=0 T 4,j=0
2
o0 n
_ (2¢%)" k
= X Gix;
k=0 ) i=0
> 0.
Observe ainda que
n n 2
§ ¢l = E gt =0, k=0,1,..., (3.2)
i,j=0 i=0
implica no sistema linear
.
co + g 4+ ... + ¢ =0
CoT1 + CiTo2 + ... + CpTy = 0
\ cr! + cazy + ... + cux;, = 0
ou ~ o L
1 1 1 Co 0
Ty To ... T, c1 0
n n n
AL R I I _0_

A matriz do sistema é a matriz de Vandermonde, cujo determinante é nio nulo se s
sdo distintos. Isto &, o niicleo R; € estritamente positivo definido.
Agora, vamos mostrar que o nicleo Gaussiano, dado no Exemplo[3.7] é positivo definido

(estrito).
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Observe que podemos reescrever o ndcleo da forma

R(z,y) = e~k

6—€2x2—62y2+2521’y

0 .
2e2)d .
= 5 ( j') 6_52x26_52y2x3y3, z,y € R.
Jj=0 '

Mais ainda,

- " > (282)k 2,2 2.2
_ o — —e“xs —e‘x? _k_k
E CjCiR(l“j,J?i) = E 5Ci E Te ie XX

i,5=0 i,j=0 k=0

v
o

_ 2,2 . .
emque d; = c;e =%, parai = 1,2,...,n. Neste caso, d; = 0 apenas quando ¢; = 0. Assim,
segue que este nucleo € estritamente positivo definido.

Para o caso em que =,y € R" procederemos de modo semelhante. Nesse sentido, con-

sidere o nucleo
Ri(z,y) =e*™,  z,y€ X" CR",

em que xy € o produto escalar entre x e y. Observe que

2e2zy 2e2(z1y1+...4+TnYn)

€ = €

XTI o 27Ty o 2 Ty

Segue que R; € positivo definido (estrito).

Assim, escrevendo o nicleo Gaussiano para x,y € R”, temos que

Rizy) = el

.2 2 2 2 2¢2
_ (6 el a||yu>><€ezy7
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€ positivo definido (estrito).
Pode-se mostrar ainda que o niicleo Laplaciano K (z,y) = e~<Il*=¥l 2 y € R" e e > 0
é positivo definido. O nicleo K (z,y) = el*=¥l 2 ¢ € R™ também & positivo definido [[19].
Mais alguns exemplos serdo dados na préxima se¢@o ao falarmos de espacos de Hilbert

de reproducdo.

3.2 ESPACOS DE HILBERT DE REPRODUCAO

Segundo [[15]], a teoria de nucleos positivos definidos e espacos de Hilbert de reproducao
possuem relacdes. Os espacos de Hilbert de reproducdo sdo espacos que possuem um nucleo
positivo definido. Em contrapartida, a partir de um nucleo positivo definido podemos gerar
um espaco vetorial com produto interno, o qual pode ser completado formando um espago de
Hilbert de reproducio.

Nesta secdo, estudaremos conceitos importantes sobre os espacos de Hilbert de repro-
ducdo. Primeiramente definiremos o conceito de fun¢do avaliacdo, pois este € necessario para

definir um espago de Hilbert de reproducao.

Definicao 3.9. Sejam X um conjunto ndao vazio, K um corpo e H um espaco de funcoes
f: X — K. Para cada x € X, a fung¢do p, : H — K dada por p.(f) = f(x) é de-

nominada fun¢do avaliacdo em x.

Definicao 3.10. Seja X um conjunto ndo vazio. Um espaco de funcoes [ : X — K é um

espaco de Hilbert de reproducdo se p, é continua para todo x € X.
O préximo teorema nos da uma caracterizagao dos espagos de Hilbert de reproducio.

Teorema 3.11. Seja H um espaco de Hilbert de funcdes com produto interno (-, -). Entdo, H
serd um espaco de Hilbert de reproducdo se, e somente se, existe um niicleo positivo definido

R, chamado de niicleo de reproducao, tal que:
(1) paratodo x € X, temos que R, € H, em que R.(y) = R(y, z), paratodoy € X;

(17) (Propriedade de reprodugdo). para todo x € X e para toda fungdo f € H, temos que
(f. Ra) = [f().

Além disso, o niicleo R é iinico e R(y, ) = R,(y) = (Rs, R,) .
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Demonstracdo. Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-, -).
Primeiramente, suponhamos que ¢, € limitado (continuo). Entdo, segue do Teorema da

Representagdo de Riesz que existe um Unico h, € H tal que

0o (f) = (f, ha), paratoda f € H.

Vamos definir R(y, ) = h,(y), para todo z,y € X. Assim,
Ry =hy € He (f, Re) = @u(f) = f(2).
Dessa forma, R é um ntcleo associado a e satisfaz os itens (¢) e (i7) do teorema. Além disso,
R(z,y) = (hy, hs) parazx,y € X,

€ positivo definido pelo Lema|3.3
Agora, suponhamos que H tenha um nucleo associado R. Entdo, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz, para toda f € H, temos que:

e (N = 1f(2)]
= [{f, Ra)l
< B/
= V(B Ro) |If]
= VR(z,2) | fIl.

Assim, ¢, : H — K € limitada. Logo, ¢, € continua e linear e, portanto, H € um espago de
Hilbert de reprodugio. [

Corolario 3.12. O espaco H é um espaco de Hilbert de reproducdo se, e somente se, toda

fungdo avaliagdo ¢,, x € X, é limitada.

Teorema 3.13. Sejam Hp um espago de Hilbert de reprodugdo sobre o espago métrico X e R

um niicleo positivo definido sobre X. Valem as afirmacoes a seguir

(@) 1f(@) = FWI < Nl 1Re — Ry

ppara [ € Hg, v,y € X;

(i7) Se a sequéncia {f,} C Hg converge para f em Hr, A C X ek : X — IK, dada por
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k(x) = R(x,x), é limitada em A, entdo a convergéncia é uniforme em A;

(1i1) Se a fungdo k é limitada em subconjuntos compactos de X e cada fun¢do R, é continua,

entdo Hr C C(X).
Demonstragdo. Ver em [20]. ]
Existem versoes mais gerais do Teorema[3.13] como em [4].
Corolério 3.14. Se R é uma funcdo continua, entdo Hr C C(X).

Lema 3.15. Se Hr C C(X) e {x;} é um conjunto denso em X. Entdo, o conjunto |R,,| € denso
em H. Além disso, [R,,] é sempre linearmente independente se, e somente se, R for um niicleo

estritamente positivo definido.

Demonstracdo. Seja f € Hy uma fungdo continua e ortogonal ao conjunto { R, };c 4. Entdo

segue que

e, consequentemente, f = 0. Assim, [{R,, }ica]t = {0} e, entdo pelo Lema 2.5 segue que

[{ Ry, }ica] é denso em H. Por fim, note que R ¢ estritamente positivo definido se, e somente se,

n n

g = ZCZR(IZ', ) =0 <= (g,g) = Z CiEjR(xi,Ij) =0

i=1 i,j=1
<~ =0, 1=12,...,n.

]

O resultado a seguir fornece uma propriedade de reproducdo para derivadas e sera util
na demonstra¢ao do Corolério

Seja Y um conjunto ndo vazio de R™, denotaremos por C*(Y") o conjunto das fung¢des
h :'Y — K continuas em Y tais que existe a derivada de h de ordem «, para 0 < |o| < s,

parac = (ovq,..., o) € N ela| =" | a.

Teorema 3.16. Seja R um niicleo de reproducdo em C*(X x X). Se a fungdo k : X — K,

dada por k(x) = R(x, z), é tal que [, k(x)dx < 0o e0 < |a| < s, entdo

(1) Hr C C*(X);
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(i1) se h € Hp, entdo

-

aQa
x>0y~

1) ()| < ( R(a:,a:))2 1Al 5, r € X; (3.3)

[0}

(i4i) para cada derivada ——R(-,x) € Hp vale a propriedade de reprodugdo

Y

R () = <h, a—R(-,:U)> ., zeX, heHp
oy~ He

Demonstragdo. Ver em [18]. []

Corolario 3.17. Sob as condigdes do Teorema[3.16] se f,, converge para f em H entdo todas
as derivadas fT(,,a) (x) convergem uniformemente para f (e) (x), em conjuntos compactos de X,

quando 0 < |a] < s.

Demonstragdo. Segue do Teorema[3.16]que, para qualquer z € X, temos

0@ = 1901 = (£ )

) aya

I = 11| 5o 2

IN

Consequentemente, se f,, converge para f na norma de H, suas derivadas f,(la) (x) con-

vergem uniformemente para £ (z), se 0 < |a| < s. O

Conforme [15], podemos criar um espaco de Hilbert de reprodugdo a partir de um nu-
cleo positivo definido. Para tanto, é necessario utilizar o processo de completamento de um
espaco vetorial. Tal processo € construtivo, garantindo entio sua existéncia, e pela unicidade do
completamento, garantimos que este espaco € Unico.

Seja R um nucleo positivo definido. Considere o espago vetorial formado pelas fungdes
g(x) = ZciR(a:, xi), paraz € X, (3.4)
i=1

paratodon > 1, {xy,z9,...,2,} C X e{c1,¢o,...,c,} C K. A defini¢do de niicleo positivo

definido nos permite definir um produto interno neste espaco, dado por

n

(9,h) = ) cid; Ry, x,),

ij=1
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para
h(z) =) d;R(x,z;), paraz € X. (3.5)
j=1

Temos, portanto, que o completamento desse espaco é um espaco de Hilbert de reprodu-
¢do H, com nicleo de reprodugio R, pois R, € H e (f, R,) = f(x), para toda fungdo f € H
e para todo x € X.

Veja [21] para detalhes sobre a construcao do espago de reprodugdo com nicleo gaussi-

ano.

3.3 EXEMPLOS

Nesta secdo serdo apresentados alguns exemplos de espagos de Hilbert de reproducdo,
0s quais serdo necessarios na aproximac¢do de solugdes de equagdes funcionais estudadas mais

adiante neste trabalho. Para ver outros espagos de reproducao, sugerimos por exemplo [22]].

Exemplo 3.18. Considere o conjunto Wi'[a,b], m > 1, constituido por funcoes

u: [a,b] — R tais que
(1) w'™=Y) é absolutamente continua em [a,b);
(@) [ Ju™ (z)2dx < oo.

Esse conjunto com o produto interno dado por

m—1 b
(u,v) = Z u(a)v® (a) +/ u™ (£)o™ (t)dt, u,v € Wy'la,b],
i=0 @

e norma ||u|| = \/(u,v), para v € W3*|a,b|, é um espago de Hilbert de reprodugdo.

A demonstragdo de que W3"[a, b] é um espago de Hilbert de reproducéo pode ser encon-
trada em [22].
Veremos a seguir alguns casos particulares do Exemplo [3.18] que serdo tteis mais adi-

ante.

Exemplo 3.19. O espaco W3 |a, b], dado no Exemplo € um espaco de Hilbert de reprodu-

¢do com niicleo de reprodugdo R.
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A demonstra¢io de que W [a, b] é, de fato, um espago de Hilbert de reprodugdo pode
ser vista em [[15]] para o caso em que @ = 0 e b = 1. E possivel ainda mostrar que o nicleo R,

dado no Exemplo [3.19] € estritamente positivo definido [4]].

Exemplo 3.20. O conjunto W.}[a, b], dado anteriormente, com o produto interno
b
() = [ (ule)ott) + ()0 (0) at

e norma ||u|| = /{u,v), para u € W}|a, b], é um espaco de Hilbert de reprodugdo com niicleo
de reproducao

Ry(z,y) = [cosh(z +y — b—a) + cosh(|z —y| — b+ a)].

2sinh(b — a)
O espago Wy [a, b] com niicleo de reproducdo Ry pode ser encontrado em [2]].

Daremos uma ideia de como mostrar que o nuicleo R, é, de fato, um nicleo de reprodu-

cdo. Observe que

ex-l—y—(b-i—a) 4 e—x—y+(b+a)

2
clr—yl=(-a) | o—le—yl+(b-a)

2

(exeye’bef“ + e”e’yebe“)

cosh(z+y—b—a)+cosh(lr —y|—b+a) =

(e‘x_y‘e_be“ + e_lx_mebe_“) .

Exemplo 3.21. O conjunto W}(0, b] formado por fungées u : [0,b] — R continuas, tais que:
(1) u(z) = u(0) + [ u/(s)ds;
(i1) u'(x) = u'(0) + f; w'(s)ds;

(idi) [ |u"(x)|2dz < oo,

O conjunto W3[0, b] com o produto interno
b
(u,v) = u(0)v(0) + u'(0)v'(0) +/ u’(s)v"(s)ds, u,v € W[0,b]
0

e norma ||u|| = +/{u,v), parau € WZ[0,b], é um espaco de Hilbert de reproducdo com niicleo
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de reproducdo
2 3
Y )
14+ —_— - = <z
+ xy + 9 6 Yy <
Rl(xvy):

22y 2
1 —_— = — > .
tayt ey >

A demonstragdo de que W}[0,b] com nicleo R; €, de fato, um espago de Hilbert de

reproducgao pode ser vista em [15] para o caso em que b = 1.

Exemplo 3.22. O conjunto W3 ,(0,b] formado por fungdes u : [0,b] — R continuas, com

u(0) = 0 e tais que:
(i) u(x) = [3 u/(s)ds:
(id) ' (x) = w'(0) + [y u"(s)ds;
(i) fy |u"(x) *dx < oo,

com produto interno
b
(u,v) = u(b)v(b) +/ u"(s)v"(s)ds, u,v € W34[0,b],
0

e norma ||u|| = +/(u,v), paraw € W3 ,[0,b], é um espago de Hilbert de reprodugdo com niicleo

de reprodugdo

y((x — b)by* + z(2b* — 3zb* + 2°b + 6))

<
6b2 P V=T
R(vy) =
_ 2 2 2 2
o((y —bba® +y(@0 3y + ¢ +6)
662
Para detalhes veja [6|].

O espaco W3, [0, b] é um subespago de W3[0, b] (Para mais exemplos de subespacos de
espacos de reprodugdo sugerimos [22]).

O Teorema [3.11] nos diz que o niicleo de reprodugdo de um dado espaco de Hilbert é
tinico. Observe que os Exemplos [3.19]e[3.20] apresentam nticleos diferentes para o mesmo con-
junto. Todavia, ndo contradizem o teorema, pois o conjunto de func¢des inicial € o0 mesmo, mas
ao trocarmos o produto interno mudamos o espaco de Hilbert. Justificando, assim, a existéncia

de um dnico nucleo para cada um.
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4 APROXIMACAO POR METODOS DE PROJECAO

Segundo [23]], métodos de projecdo sao métodos utilizados para aproximar a solucdo de
problemas usando expansdes finitas em termos de elementos da base do espaco em estudo.

Para entender estes métodos, € ttil estudar operadores de projecao.

Definicao 4.1. Seja V um espaco normado e U um subespago ndo vazio de V. Um operador
linear limitado P : V. — U, com a propriedade P(u) = u, para todo u € U, é chamado de

operador de projecdo de V em U.

Teorema 4.2. Seja P : V. — V um operador linear limitado ndo nulo. Entdo, P é um operador

de projecdo se, e somente se, P> = P. Além disso, operadores de projecdo satisfazem || P|| > 1.

Demonstragdo. Seja P : V' — V um operador linear limitado e ndo nulo.
Suponha que P é um operador de projecao. Existe U C V tal que P(u) = u, para todo

u € U. Mais ainda, Im(P) = U. Dessa forma, dado v € V' temos que

P*(v) = P(P(v))

Logo, P? = P.
Suponha agora que P2 = P e considere U = P(V) C V. Assim, para todo v € U
podemos escrever u = P(v) para algum v € V. Como, por hipétese, P> = P, segue que

u = P(v) = P?(v) = P(P(v)) = P(u). Portanto, P é um operador de proje¢io. O

Sejam V' um espaco de Banach e u,, € V,,, com n > 1, uma sequéncia usada para
aproximar u, em que V,, € um subespaco de dimensao finita, para todo n. Consideremos k,, a
dimensao de V,, e assumimos que quando n — oo, k,, —> 00 .

Assim, procuramos definir o operador de proje¢ao P, : V' — V), para resolver a equa-
¢io T'(u) = wu. Como w, € V,, P,(u,) = u, —> u, quando n — oo. Entdo
P,(u) — u,ueV.

A ideia € tomar um tal u,, € V,, de modo que

Uy = Po(T(uy)), 4.1)
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que € chamado de ponto fixo aproximado ou simplesmente de solu¢do aproximada do problema
de ponto fixo. Ainda, resolver a Equacdo (4.1)) é equivalente a resolver P, (u,, — T'(u,)) = 0.
Em resumo, a ideia para os métodos de projecdo é procurar uma aproximacao para u
da forma u,, € V,,. Na literatura, quando F, € uma projecdo ortogonal, chamamos este proce-
dimento de método de Galerkin (Veja [23}24]]). E, quando P, é um operador de interpolagdo,

denominamos método de colocagdo.

4.1 METODO DE COLOCACAO

Consideremos um caso particular. Seja a seguinte equacao integral ndo linear

10 = [ Nit.w. f@)dr + (0 @2
X
em que N € C[X? x R"; R"] € continua e diferencidvel em relagio a f(x).
Seja
kn
falt) =D ¢ Us(t), teX, (4.3)
j=1

em que {¥;}¥7, é um conjunto linearmente independente em V},. Consideremos ainda V' como o
espaco das fungdes continuas e P, : V' — V,, um operador de proje¢ao interpolatério. Vamos

reescrever a Equacao (4.2) como segue

C(ult)) = fult) — /X N (t, 2, fulz)) dz — g(t). 4.4)

Note que, se f(¢) é uma solugdo exata da Equagdo (4.2), entdo o residuo € (f(¢)) = 0.
Portanto, devemos escolher os coeficientes {c; } de modo que o residuo seja tdo pequeno quanto

possivel.

Assim, das Equacdes (4.3) e (@.4)), segue que
kn kn
e(fu(t) = ch\lfj(t) - / N <t,x, ch\lfj(x)> dx — g(t). 4.5)
j=1 X j=1

Pelo método de colocagio, precisamos que o residuo seja igual a zero num dado sistema

de pontos de colocagdo t1,ts,...,t, € X, ouseja, € (f,(t;)) = 0, paratodoi =1,2,... n.
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Dessa forma, obtemos o seguinte sistema para os coeficientes {c; }:

kn kn
ch\pj(ti) —/ N (ti,l',ZCj\Ijj($)> dl’-g(tz) = 0, 1= 1,2,...,71. (46)
j=1 X j=1

Colocando o problema na forma matricial, obtemos

\Ijl(t1> ce \Ilkn (tl) C1 G(tl, C)
\Ijl(tkn) c. ‘Ijkn (tkn) Ck,, G(tkm C)
R - PN SN
(V] [¢] (G
Entao, temos
[V][c] = [G]
Logo,
] = [P]7'G]
= [T()].

Na prdtica, fornecemos uma aproximagao inicial [co] e calculamos o processo iterativo

[Cj] = [T(ijl)L .7 = 1727 Y & (47)

Geralmente, sdo utilizados métodos numéricos para resolver tal sistema, devido a sua
complexidade.
No préximo capitulo, serdo apresentados exemplos do funcionamento do método de

colocagdo.

4.2 METODO DE ESPACOS DE HILBERT DE REPRODUCAO

Nesta secdo faremos um estudo sobre o método de espagos de Hilbert de reproducdo
na aproximacdo da solucdo de equacdes funcionais de interesse. O método € baseado em toda
a teoria vista no capitulo anterior. Este procedimento se mostra util para equacdes integrais,
diferenciais e integro diferenciais lineares e nao lineares, como serd visto mais adiante.

Sejam os espagos de Hilbert de reproducdo Hpr € H g, com nicleos de reprodugido 12 e
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K, respectivamente. Considere a seguinte equacao funcional

L(f)(x) = G(x, f), (4.8)

emquexr € X,G: X XHr — Hk, f € Hre L : Hg —> Hx € um operador linear
limitado.

Os proximos resultados t€ém o objetivo de formalizar os procedimentos de aplicacao da
teoria de espacos de Hilbert de reproducido em equacdes funcionais. Tais procedimentos serdo
tratados mais adiante ainda nesta secao.

O lema enunciado a seguir nos fornece um meio de calcular L* K, (z) por meio do
operador L, sem encontrar L*. E um resultado importante pois, além de poupar tempo, nem

sempre € trivial encontrar o adjunto de um operador linear.

Lema 4.3. Seja L* : Hx — Hpg o operador adjunto de L. Entdo

Lf(x) = (Lf, Ki)x = (f, L' Kys)r, [ € Hg,

L*K,(z) = (L"K,,R;)r = (Ky,LR;)xk = LR,(y), z,y¢€ X.

O préximo lema nos fornece um conjunto linearmente independente no espacgo de re-

producdo tratado.

Lema 4.4. Seja L : Hr — Hy um operador linear limitado, com Hr C C(X). Se {x;}ica €
denso em X, entdo o conjunto gerado por { LR, }ic é denso em H se, e somente se, L tem
uma imagem densa. Particularmente, se L é bijetor e R é estritamente positivo definido, entdo

{LR.,}ica € linearmente independente.

Demonstracdo. Segue do Lema que o conjunto gerado por {R,, }ic4 é denso em Hg. Se
L tem imagem densa em Hf, entdo para toda fungdo g € Hy existe uma funcdo h = L(f),
tdo perto quanto se queira de g, para algum f € Hp. Assim, temos que existe ¢ no conjunto
gerado por {R,, }ica, tdo perto quanto se queira de f. Dessa forma, L(g) estd no gerado por

{L(R.,) }ica e tdo perto quanto se queira de h. Logo, o resultado estd provado. O

Corolario 4.5. Seja L : Hr — Hy um operador linear injetivo limitado, com Hr C C(X).

Se {x;}ica édenso em X e R é estritamente positivo definido, entdo { L(R,,) }ica € linearmente

i

independente em H .
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O coroldrio a seguir € importante para o método de espacos de Hilbert de reproducio,
pois dd a forma de uma base ortonormal para o espago de Hilbert em estudo, permitindo repre-

sentar a solu¢@o de equagdes por meio dos termos desta base.

Corolario 4.6. Seja L : Hr — Hx um operador linear bijetor limitado, com Hy C C(X).
Se {x;}ica € denso em X, entdo o conjunto gerado por { L* K, }ica é denso em Hp. Particular-
mente, se K ¢é estritamente positivo definido entdo {L* K, };c 4 € linearmente independente. Se
A C N, entdo podemos encontrar uma base ortonormal {V;} para Hg, através do processo de

ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, em que
Ui(r) =Y Bl K, (x). (4.9)
j=1

Observacao 4.7. Note que a hipotese do iiltimo resultado nos diz que quando usamos o pro-
cesso Gram-Schmidt no conjunto linearmente independente {L*(K,,)}!, para obter o con-
Jjunto ortonormal {V;}" | estamos fazendo algo semelhante ao processo de decomposicdo
OR [25]], em que o primeiro conjunto age como uma matriz A = QR, o segundo conjunto
age como Q e a matriz B = [3;;] = como a matriz inversa de R. Isto significa que B é uma

matriz triangular superior com elementos positivos na diagonal.

Para aplicar o dltimo resultado, assumimos a separabilidade de todos os espacos Hilbert
de reproducdo a partir de agora.
Neste contexto, podemos expressar a solucdo da Equagdo (4.8) usando a Identidade de

Parseval.

Teorema 4.8. Considere que a Equacdo (4.8) possui solucdo tinica f. Entdo, sob as condigcdes

do Coroldrio temos que
() =) W),
i=1

converge para f(x) com convergéncia uniforme e na norma de Hpg, em que
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Q; = <f> \IJZ>R

= <f,ZﬁﬁL*<ij>>

= Y BiL()a)

R

K

= Z@G(xj’ f)
j=1

Demonstragdo. Do Coroléario segue que {¥,;}22, é uma base ortonormal de H . Observe

que da propriedade de reproducdo (v, R,,) = v(z;) para cada v € H, temos que

o0

fle) = > (f0:), Uix)

i=1

= DD Bulfi L Ra) p Vil)

i=1 k=1

= SN B Lf, Ray) g Wile)

i=1 k=1

— Z Z@Lf(ﬂik)‘l%(%)

i=1 k=1

= > PGk, [)Wi(w).

i=1 k=1
[

O lema seguinte mostra que este procedimento produz algo semelhante a um processo
interpolatério. Vemos do Teorema [4.8] que aqui ndo ocorre o efeito de Runge fora dos pontos

interpolados.

Lema 4.9. Nas condicoes do Teorema temos que

Lf.(x;) = G(zj, f), paraj <n. (4.10)
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Demonstracdo. Vamos definir o operador de projecao P : Hr — Hpg, dado por

n

Pu(g) =) {9, W) ¥, g€ Hr.

=1

Assim, f,, = P,(f) e vamos mostrar que L f,(x;) = Lf(x;), para j < n. De fato,

Lfa(z;)) = (LfaKu))
= (fu L'Kyy)
= (Pu(f), L"Kay)
= (f, Pu(L"Ro)),,
= (/L7 Kyy)p
= (Lf Kqy)y
= Lf(z;).

]

Para o caso em que a equagdo Lf = g € linear, os resultados anteriores nos ddo uma

forma direta de aproximar f.
Corolario 4.10. Considere que, para toda fungdo [ € Hg, L(f)(z) = g(z), possui solucdo
tinica. Entdo, sob as condi¢oes do Coroldrio temos que

fl@) =) aWi(z), zeX (4.11)
=1

com convergéncia em Hy e uniforme, em que
i
j=1
A seguir é apresentada uma sequéncia de passos sugeridos para efetuar a implementacao

desse resultado como algoritmo.

Passo 1. Definir o produto interno e a norma do espaco de reproducao.
Passo 2. Definir n como o nimero de pontos x;.

Passo 3. Definir as fungdes /K, g e o operador L.
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Passo 4. Definir a fungdo L* K.

Passo 5. Calcular as fungdes W;(x) = > 3;;L*K,,, para todo i.
j=1

Passo 6. Calcular a solug@o aproximada f, = > > 5;ig9(x;)V,.
i=1j=1
Passo 7. Plotar o gréfico para teste.

4.2.1 Meétodo de Espacos de Hilbert de Reproducdo para Equacdes Nao Lineares

Se G(x, f) é uma funcdo ndo linear de f entdo, podemos utilizar um processo iterativo
para aproximar f,, dada pelo Teorema Uma primeira tentativa, sem garantia formal de

convergéncia, € escolher uma funcao f,, o € Hpr e aplicar o processo iterativo
0 R

n

fnvj = Z (ZB_JIG<$]7 fn,jl)) \Ijia ] = 15 27 ) (413)
j=1

i=1
para aproximar f,, paran = 1,2, .... Este procedimento parece ser algum tipo de método de
projecdo. Se fw converge para f,, quando j — oo, parece que fnﬂ,o = f, ¢ uma boa escolha,
veja a Equagdo (14) em [26].

Outro ponto de vista, adaptado de [|6,26]] para um caso geral, € escolher uma funcao

fo € Hp e definir a sequéncia
fal@) =) BiWi(z), n=12..., (4.14)

i=1

em que os coeficientes B; sdo dados por

By = ByG(z1, fo)

2
By = Z Bsz(%, fk—l))
k=1

B, = B:G(x, foo1) (4.15)

k=1
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Vamos mostrar que fn(x) dada pelo processo iterativo converge para a solugdo exata

f(z) mesmo em um contexto mais geral que o apresentado por [6].

Lema 4.11. Suponha que fn converge para alguma f € Hpg e que x,, converge para x € X. Se

G(z, f) é continua em X x Hg, entdo G(x,, fu_1) — G(z, f) quando n —s cc.

Demonstragdo. Como ||f, — f|| — 0 quando n — oo, pelo Coroldrio segue que f, ()

converge uniformemente para f(x) e o resultado segue pela continuidade de G. [

Para utilizarmos o Lema.T1] apresentamos o que segue, que se assemelha ao Lema[4.9]

mas € diferente. Registramos aqui que discordamos entdo do item (b) do Teorema 4.1 de [6].
Lema 4.12. Temos que Lfn(atj) = G(z;, fj,l),paraj <n.

Demonstracdo. Se j < n, entdo

Portanto, obtemos
Lfu(x;) =) Bi (¥, L'K,,) . (4.16)
=1

Multiplicando ambos os lados da Equaggo (4.16)) por Bkj, somando para k de 1 até j e

usando a ortogonalidade de {¥;}3°,, obtemos que

J n J
> ByLfalzr) = ZBi<\IJi,ZBkjL*KM>
k=1 ;

J
= ZBMG(%? fk—l)-
k=1
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Por outro lado, se j = 1, entdo Lfn(azl) = G(x1, fo). Se j = 2, entdo
BmLJEn(iUl) + B22Lf~n($2) = B12G($17 f~0) + 322G(x2a fl);

e segue que Lf, () = G2, ).

Assim, por indugdo temos que

Lfa(z;) = Gz, fi-1).

Apresentamos agora mais um resultado técnico.

Lema 4.13. A sequéncia {f,}°°,, dada na Equacdo @&14), é mondtona ndo decrescente com

relacdo a norma de H g.

Demonstragdo. Do Corolario segue que {W,;}>°, é uma base ortonormal de H . Conse-

quentemente, temos que

Assim, || f,,||* ¢ monétona ndo decrescente. O

Podemos agora demonstrar o resultado principal desta secao.
Teorema 4.14. Suponha que ||f,||, dada na Equacdo @&13), ¢ limitada.

(a) Se {x;}2, é denso em X, entdo a solucdo aproximada f,, dada pela Equacio @14),

converge para alguma fun¢do f em Hp;

(b) Se G(x, f) é uma fun¢do continua, entdo f(x) = . B;W;(x) é a solucdo exata da Equa-
i=1

¢cao @.3).
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Demonstragdo. (a) Vamos mostrar a convergéncia de f,(x). Da Equagdo (@.14), temos que

frs1(2) = fu(2) + Bpy1 ¥, i1 (). Da ortogonalidade de {¥;}>°, segue que

I fniall® = IFull® + (Buia)?
= an,le + (Bn)2 + (Bn+l)2

n+1

— 1Al + Y (B

Pelo Lema 4.13] a sequéncia || f,|| é monotonica crescente. Entretanto, devido ao fato

de ||f,|| ser limitada, segue que ||f,|| é convergente. Entdo, existe uma constante z tal que
. .

Z(Bi)Q = z. Isto lmphca que (Bl) = (’;1 ﬁsz(Ilﬁ fk—l)) € l2’ paraz - ]-7 27 ..., tmque

=1

I? = {B; > (B;)* < oo} é um espago de Hilbert de sequéncias.
i=1

Seja s > n. Como (fs — fo1) L (four — foea) L ... L (far1 — fn) segue que

||J?s - fn”2 = ||JES - fS—l + fs—l —...t fn+1 - fn||2

S Hfs - f571”2 +...+ ”fn+1 - anZ

S
> = > (B;)? converge para 0 quando
i=n+1
n, s crescem e segue que { f,,} é uma sequéncia de Cauchy.

Como resultado, temos que || f,(z) — fo_1(2)

Da completude de H g, segue que existe uma fungdo f € Hp tal que fn converge para
f, em relacdo a norma de H . Portanto, f = io: B,V,.
(b) Como {z;}3°, é denso em X, para qualquze:rlsc € X, existe uma subsequéncia {z,, } tal que
T, — x quando j — oo. Pelos Lemase segue que Lf(xnj) = G(n;, fnj_1)-
Portanto, quando j — o0, pelo Lema e pela continuidade de G, temos que
Lf(x) = G(z, f).Isto é, f é a solucdo da Equagdo (@.8).
]

Corolario 4.15. Assuma que f é a solucdo da Equacdo B.8) e r,, é o erro cometido pela

~ n
aproximagdo f, = >, B;V,. Entdo, a sequéncia de erros r,, é mondtona decrescente em relagdo
i=1
a norma de Hp.
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Demonstragcdo. Suponha que f= > BV e fo = > B;V,. Temos que
i=1 ‘

=1
2

Irall® = |7 = 7

i=n+1

= > (B) (4.17)

i=n-+1

2

Portanto, segue que o erro 7,, € monotdnico decrescente em relacdo a norma de H . 0

A seguir € apresentada uma sequéncia de passos que sugerimos seguir para a implemen-

tacdo do Teorema como algoritmo. Note que pode ser necessdrio aproximar numericamente

(f, 9) r quando este envolver integrais e derivadas.

Passo 1.
Passo 2.
Passo 3.
Passo 4.

Passo 5.

Passo 6.

Passo 7.

Passo 8.

Definir o produto interno e a norma do espago de reproducdo.
Definir n como sendo o nimero de pontos z;.

Definir as func¢des K, G, o operador L e L*K,,.

Criar o conjunto { L* K, } para aplicar ortogonalizacao.

Calcular as fungdes ortonormais V;(x) = > 3;;L* K, , para todo 1.
j=1

3 -
Definir uma aproximacao inicial f, e estimar os coeficientes B; = > [riG(x, fr—1)-
k=1

Calcular a solugdo aproximada f,(z) = 3 B;¥;(z), para z € X.
i=1

Plotar o grafico para testar a aproximacao.

No préximo capitulo apresentamos o Exemplo [5.3]ilustrando a aplicagdo deste método.

Observacao 4.16. Em [|6], os autores apresentam um método iterativo, semelhante ao citado

anteriormente, para aproximar a solucdo de equagoes diferenciais de Riccati, dadas por

fl@) = r@)f*(z) +q@)f(z) +p(x), 0<z<bh,
f(0) =0

(4.18)

em que . q e p sdo fungdes reais continuas, sup {|¢'(x)|, |q(z)|} < coe f € WZ[0,b]. O autor

x€[0,b]
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reescreve tais equagcoes da forma

{L(f)(a:) = G(.f), w0 (4.19)

fO) =0

em que G(z,f) = p(x) + r(x)f*(z) e L : WZ0,b] — WJ0,0], definido por
Lf(x) = f'(x) — q(x)f(x), é um operador linear limitado e, entdo aplica o processo itera-
tivo.

A linearidade do operador L é imediata. Mostraremos que, de fato, ele é limitado.

Reescrevendo o operador como uma soma de outros dois, temos que

{me )
Lo(f)z) = —q(@)f(x)

Dessa forma, || L(f)|| < [ Lo (S + | L2 ()]

Primeiramente, note que

LN = {La(f), La(f))

= (" f’>

= /(0 +f0 17(5) £ (5)ds
< f() +f’ V2ot ) (s)ds
= 111113

Logo, pelo Teorema 2.3 segue que L, é limitado.

Agora, observe que

||L2(f)||%( = (La(f), La([f)) i
= (La(NO)* + fy (Lalf >’<:c>dx
= q(0)2/(0) + fy (¢'(@))* (f(@))* dw + [ (q(x))* (f'(x))* da
< g(0)2f(0)? + max |q<:r>| f < (@)’ dx+;g[g§]|q<x>|2f5 (f(2))? da

z€0,1]
Como |f(z)] < |fllallRell,  sejam e = max {|q( )% 1R} e
¢y = max < |q(z)|? O |* e temos que
2 e g || Oy 1
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LoDl < allflIE+ el fIIR

< c||lfl%s para ¢ = c| + cy.

Assim, Ls € limitado e, consequentemente, L é um operador linear limitado.

4.2.1.1 Aproximacao sem Ortogonalizacio

Alguns autores afirmam que o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt € insta-
vel numericamente e tem alto custo computacional. Assim, [27] apresenta uma proposta para
aplicacdo do método de espacos de reproducio, em equagdes integrais lineares, sem precisar de
uma base ortonormal para representar a aproximacao da solucdo. Assim, evita-se a instabilidade
numérica da ortogonalizac¢do. Isso € reforcado em [7]]. Visto isso, buscamos uma adaptacio para
a proposta de [27]] para o caso de equagdes ndo lineares, conforme apresentado nos préximos
resultados.

Antes apresentamos uma versao técnica a fim de evitar a ortogonaliza¢do de { L* K, }.

Lema 4.17. Seja Lf(x) = G(x, f). A sequéncia
fal) =) oL(K,)(x;), x€X,
i=1

com o = Ba, converge para f(x) em Hy e uniforme.

Demonstragdo. A independéncia linear de {L* K}, o Lema[d.3|e o Teorema4.8| produzem

as igualdades

n

Jo = Zai\pi = ZaiZBjiL*K:cj
i=1 j=1

i=1

= z": (i ﬁjiai> L* Ky,

j=1 \i=j
n

= E OéiL*Kxj,
=1

emque L*K, (z) = LK,(z;),a =Ba,ea=[a; as ... a,]". O

Observacio 4.18. Ndo concordamos com a igualdade L(f,,) = f, antes da Expressdo (33) em

[27|], também discordamos da igualdade L(y,) = f depois da Equagdo (3.9) em [3|]. Notamos
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que a Expressdo parece ndo implicar que (L(f,), V;) ;- = (G(-.f), ;) ., como [7] afirma
na demonstracdo do seu Teorema 4.4.

Acreditamos que, em alguns casos, podemos apenas dizer que (L(f,),V;) - =~ (G(-,f),Vs) s
para n grande o suficiente. Como ndo concordamos com algumas afirmacoes de [3,|7,27], ten-

tamos contornar os pontos de discorddancia usando argumentos de minimos quadrados.
Apresentamos agora o teorema principal deste trabalho.

Teorema 4.19. Se a equacdo funcional L(f)(x) = G(z, f), parax € X e f € Hpg, possui

uma vnica solucdo f e R = K, entdo a sequéncia
(o) = Yo I)m), e X
i=1
converge para f(x) em H e uniformemente, em que o = «(n) € dado pelo sistema
Yo =G,

no sentido de minimos quadrados, em que ¥ = [i);] Vij = <L(L*Kx].),L*Kxi>

nxn’ K’

a=[aray ... ), eG=[g g2 ... gul’, comg; = (G(-.f),L"Ky,) e, paraij =1,....n.

Demonstragdo. Vamos fixar n € IN. Usaremos a notacdo o = Ba e vislumbres do Lema@4.17

Sejat =1,...,n, e note que

1GC ) = Lfa)lle = ILCF) = L{f) e S AL = fallxe- (4.20)

Consequentemente, (L(f,,), V;) - = (G(-, f), V;) ;-» quando n é grande o suficiente.
Por outro lado, se H,, é o espago gerado por { L*K,, }" ;. Entdo a solugdo do problema

de minimos quadrados

. o X 2
ggg}hllh G, Nl

€ a projecao ortogonal

de G(-, f) em H,. Isto significa que, se pudéssemos encontrar um vetor a € C” tal que

<L (Z ajqu) m> =S L0,
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esteja tdo perto quanto possivel de (G(-, f), ¥;), para cadai = 1,...,n, entdo poderfamos
encontrar uma soluc¢do aproximada para a Equacdo L(f)(z) = G(x, f). Para encontrar este

vetor a precisamos resolver o problema

n

Zaj <L(W])’\I[Z>K%<G(7f)vqjl>l(7 1=1,...,n,

J=1

no sentido de minimos quadrados. Segue do Coroldrio 4.6|que esta expressao € 0 mesmo que

Z%Zﬁmz L(L*Ky,), LKy, ﬂzgwaﬁm ) LK)
k=1

7j=1
Observe ainda que esta expressao € equivalente a

n

> [B*¥BJ, NZ@W LKy

j=1

que também ¢ equivalente a

B*¥Ba ~ B*G,

z

em que B* € a matriz adjunta de B. Consequentemente, precisamos resolver a equagcao
Yo =GQG,

no sentido de minimos quadrados, e tomar

fn = i CYZ'L*Kxj.
j=1

Sabemos do Teorema .8 que os termos da expressao da Equagdo (4.20) tendem para 0.
Entdo, podemos ver do argumento de minimos quadrados desta demonstracio que

L(f,) — G(-, f)||x tende a 0 também. O
L () :

Observamos que os resultados da literatura podem ainda ser melhorados. O préximo
resultado nos parece novo. E iitil para aplicagdes em que conhecemos o niicleo K mas nio
conhecemos H k. Ele afirma que ndo precismos conhecer o produto interno ou mesmo a estru-
tura de Hy. Também € util para o caso em que o produto interno e a estrutura do espaco de

reproducgdo sao complicados (veja [21}28]).
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Corolario 4.20. Se Lf(x) = G(z, f) e R = K, entdo
o) = > alll)@), e X,
i=1
converge para f(x) em Hg e uniforme, em que o = «(n) é dado pelo sistema
Yo =GQG,

no sentido de minimos quadrados, em que W = [ipy] . by = L*(L*K,)(;),

o= ay ... ] eG=1[g g ... gul', comg; = LG(zy, f), paraij=1,... n.

Demonstracdo. Note que
(L(L"Ky), LMK y) o = (L(L"Ky), Ky) e = L (LK) (y),

e que

<G(7 f)u L*K$>K = <LG(’ f)7 Kx>K = LG<I’ f)
A demonstracdo segue do teorema anterior. [

Para implementar esses resultados escrevemos o proximo teorema, o qual nos parece ser

um resultado mais geral do que os principais resultados de [3},27].

Teorema 4.21. Suponha que a equagdo funcional Lf(x) = G(z, f) tem solugcdo tinica e que
R = K. Seja
fu(r) =) oL(K)(x;), x€X,
i=1

em que o = a(n) € dado pelo sistema, possivelmente ndo linear,

Yo =GQG,
no sentido de minimos quadrados, em que W =[] . by = L*L*K,,)(x),
a =l ay ... Oén]t, eG =919 ... gn]t, com g; = LG(azi,fn), parai = 1,....n. Se

f, converge em Hy para f, entdo Lf = G(-, f).

Demonstragdo. Se f,, converge para f, entdo G (x,fn) converge para G(z,f). A desigualdade

|L(E)(2) = G2 /)| = |L(E.) (@) = L) (@) < |LIIIE. = fllx, =€ X,
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tende para 0. O resultado segue. [

Vamos descrever brevemente como podemos aplicar o Teorema em um contexto

numérico. Para tal, vamos fixar n € N e definir a funcao
d(a) = [a — G(a)]?, acR",

em que G(«) é um vetor de R” com a i-ésima coordenada dada por

G <xi, Z ozlL*Kzl> )
=1

Nao € dificil ver que
d'(a) =2(¥ - G'(a)) (Ta—G(a)), acR"

em que G'(«) € a matriz jacobiana de G(«) ( para detalhes sobre matriz jacobiana veja [29]).
Sendo assim, para qualquer escolha de oy € R", a curva que da a direcao de maior decresci-

mento de ®(x) é a solu¢do do P.V.I.

Q) = —(alt)
a(0) = ap

Uma maneira facil de tentar encontrar um minimo para ®(«) é usando um método parecido
com o do gradiente (veja [30] para referéncias sobre problemas de otimizacdo). Basta escolher

uma aproximacdo a; € R"™ e construir a sequéncia
Qi1 = O — tjq)/(Oéj>, 0< t]’ <1, =12 .... 4.21)

E claro que outros método numéricos, como Runge Kutta, podem apresentar resultados
melhores para resolver o P.V.I.

Apresentamos a seguir uma sequéncia de passos para a implementacdo do algoritmo.

Passo 1. Definir n como sendo o nimero de pontos z;.
Passo 2. Definir as func¢des K, GG, o operador L, L* K ,, e uma aproximaco inicial.

Passo 3. Preencher a matriz W e o vetor 3.
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Passo 4. Definir a funcdo ¢ para minimizagao.
Passo 5. Calcular o gradiente da fungado ®.
Passo 6. Calcular a solu¢@o aproximada do problema de minimizagao.

Passo 7. Plotar o gréfico para testar a aproximacao.

O Exemplo [5.5] apresentado no préximo capitulo, mostra o funcionamento deste mé-

todo.

4.2.2 Meétodo de Espacos de Hilbert de Reproducao para Equacdes Lineares

A motivacdo para esta se¢ao surgiu da seguinte equacao integral linear

b(z)
ﬂm+p@ﬁw@»+A/ N(a, ) f(£)dt = g(z), 4.22)

emque a < z,t < b, N é continua em [a, b] X [a,b], A é uma constante e f, p, he g € W} [a, b
sdo fungdes continuas, que comecamos a estudar em [27]].

Assumimos que a Equacdo (4.22) possui solugdo tnica. Entdo, sua solucdo exata e
aproximada é dada no espago W [a, b].

Podemos reescrever a Equacdo (4.22)) da seguinte forma

L(f)(z) =g(z), a<z<b (4.23)

e L : Wia,b] — Wlla,]

@) = @)+ p()f (b)) + A [ N, o) (e
¢ um operador linear limitado. Tomemos o conjunto {z;}5°, denso em [a,b]. Em seguida, deter-
minamos {L*K,,} , e, entdo utilizamos a decomposi¢do QR via processo de ortogonalizagdo
de Gram-Schmidt para encontrar as constantes (3;,. Consequentemente, temos as fungdes W,
para todo i,j = 1,...,n. Dessa forma, truncando a série dada no Coroldrio §.10] podemos

encontrar a solu¢do aproximada f,,(z), dada por

Fulz) = D) Bugla))Vi(x), zeX. (4.24)

i=1 j=1

O Exemplo[5.6] no préximo capitulo, ilustra o funcionamento deste método.
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Apresentamos agora uma versao do Teorema .19 para o caso de equagdes lineares,

como coroldrio. A demonstragc@o para este caso € semelhante ao caso anterior.

Corolario 4.22. Assumindo que Lf(x) = g(x) tem solugdo unica f e R = K, entdo
fu(r) =) oL(K)(x;), x€X,
i=1

converge para f(x) na norma de Hy e uniformemente, em que o = «(n) € dado pelo sistema

linear

Yo =G@G,
no sentido de minimos quadrados, com ¥ = [U] = U, = <L(L*Kx].), L*K:r¢>K,
a=lar oy ... ] eG=[g1 g2 ... gn]’ comg; = (9, L"Ky,) e, parai =1,...,n.

Observacao 4.23. Note que o vetor o do Lema e do Coroldrio podem ser diferentes.
Se este é o caso, entdo a(n) e a(n+1) podem ndo estar relacionados. Por outro lado, a sequén-
cia f, no Lema nos dd uma boa aproximacdo para f, e a sequéncia L(f,) no Coroldrio
nos dd uma boa aproximacdo para g. Para mais detalhes veja [|17)] para resultados sobre

a solucdo de problemas de minimos quadrados.

Veremos agora uma sequéncia de passos sugeridos para a implementacdo do Corolario

como algoritmo.

Passo 1. Definir o produto interno e a norma do espaco de reproducao.

Passo 2. Definir os valores para n e x;.

Passo 3. Definir as fun¢des K, g € o operador L.

Passo 4. Definir as fungdes L* K, e L(L*K,,).

Passo 5. Fazer ¥;; = <L(L*sz), L*K:m>K’ paratodo 1 < i,j < n.

Passo 6. Preencher o vetor G, em que G; = (g, L*K,,) ., paratodo i = 1,...,n.
Passo 7. Encontrar a.

Passo 8. Definir a fun¢do f,(z) = > o, L(K,)(z;), parax € X.
=1

Passo 9. Plotar o gréfico para testar a aproximacao.

O préximo coroldrio € o ultimo desse capitulo. E também considerado novo e inclui

resultados de [[7,27].
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Corolario 4.24. Se Lf(x) = g(z) e R = K, entdo
f.(x) =) oL(K,)(x:), z€X,
i=1

converge para f(x) em Hy e uniformemente, em que o = a(n) € dada pelo sistema linear

Yo =GQG,
no sentido de minimos quadrados, com ¥ = [yl = U, = L*L*'K,)(z),
a=la; ay ... an]t, eG=1[g1 92 ... gn]t, com g; = Lg(x;), parai=1,... n.

Para a implementacdo do método segundo o Coroldrio 4.24] basta trocar os Passos 1, 4,

5 e 6, dados anteriormente, pelos que seguem.

Passo 1. Escolher o nticleo de reprodugido K.
Passo 4. Definir a fungio L*K,, e L*(L*K,,).
Passo 5. Fazer ¥;; = LQ(L*Kxj)(xi), paratodo 1 <i,j < n.

Passo 6. Preencher o vetor G, em que G; = Lg(x;), paratodoi =1,...,n.

Fizemos a implementagdo dos métodos conforme o Coroldrio [4.22]e também conforme
o Corolério #.24] o qual ndo utiliza o produto interno. Os Exemplos [5.7] e [5.8] do préximo
capitulo, mostram o funcionamento do método fazendo e nao fazendo uso do produto interno,

respectivamente.
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5 SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo, sdo apresentadas as simulacdes numéricas feitas para ilustrar a teoria
estudada nos capitulos anteriores.

Como o objetivo do trabalho estd relacionado a estudar o método de resolucao, para nao
delongar muito o trabalho tomamos como exemplos equacdes presentes na literatura. Dessa
forma, ndo nos preocupamos em mostrar condi¢cdes de existéncia e unicidade de solucdes. Para
tais, podem ser usadas técnicas envolvendo o Teorema do Ponto Fixo de Banach, como feito
em [14]]. Além disso, pelo mesmo motivo ja citado, também ndo nos preocupamos em mostrar
a limitacao de todos os operadores utilizados. As principais referéncias utilizadas para buscar
equagdes foram [3,627].

Os algoritmos foram implementados em linguagem R [10] e estdo no Apéndice. To-
dos os célculos necessarios foram implementados, como derivadas, integrais, produto interno,
decomposicdo QR com a ortogonalizagdo de Gram-Schmidt modificada, dentre outros, com
excecdo da inversa generalizada de matrizes.

Primeiramente, mostramos um exemplo da aplicacdo do método de Nystrom. Este mé-
todo converge rapidamente para o exemplo tratado, e nos retorna uma aproximacao da fungdo
aplicada a uma tabela de pontos.

Na sequéncia exibimos o funcionamento do método de colocacdo, que € um método de
projecao.

Por fim, apresentamos exemplos do funcionamento de todas as propostas do método de
espacos de Hilbert de reproducdo estudadas.

Estdo expostas simula¢des com apenas um valor de n para cada exemplo. Porém, rea-
lizamos simulagdes com aumento no nimero de pontos x; € nos cdlculos envolvidos em todos
0s casos, 0 que mostrou melhora significativa na precisdo dos resultados. Em contrapartida, o

custo computacional aumenta muito.
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5.1 METODO DE NYSTROM

Apresentamos agora um exemplo da aplicagdo do método de Nystrom. A descri¢do do

método estd exposta no Apéndice. O Algoritmo|/|estd adaptado para a equagado integral

f(z) +/01 "2 (1)3dt = e, r € 0,1]. (5.1

A solugio exata desta equagdo é f(z) = e” e a aproximagdo numérica é apresentada na
Figura[5.1]

Figura 5.1 — Solug@o aproximada obtida e erro cometido na aproximacao.
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Fonte: Da autora.

Foram utilizados 20 pontos e 50 iteracdes. O erro méaximo cometido foi de 0.0001572985
e podemos ver que o método converge rapidamente para este caso. Porém, ele fornece como
resposta uma aproximacao da funcdo aplicada em alguns pontos especificos, neste exemplo, 20

pontos igualmente espacados entre 0 e 1.

52 METODO DE COLOCACAO

Veremos agora exemplos do método de colocagdo, descrito na Segao (4.1}
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Exemplo 5.1. Considere a equagdo integral ndo linear

1

flz) — 5/0 wt?sin(f(t))dt = 2° + %(cos(l) —-1), x€]0,1], (5.2)

que tem solugdo exata dada por f(x) = x*, z € [0,1].

Utilizamos R(z,y) = 1 + min(z,y), entdo V;(t) = R(x;,t), com 20 pontos
z; € [0,1] e fizemos 20 iteracdes, obtendo um erro maximo de 0.0003832378. Veja a Figura

[5.2] Foi utilizado o Cédigo[8] descrito no Apéndice.

Figura 5.2 — Solu¢do aproximada e comportamento do erro.
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-3e-04

Fonte: Da autora.

Note que mesmo utilizando um valor baixo para n, os erros cometidos sao pequenos.
Conforme aumenta-se o valor de n a precisdo da solu¢do aproximada aumenta assim como o
custo computacional.

Porém, como a maioria dos métodos, o método de coloca¢do ndo converge sempre.

Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 5.2. Considere a equagdo integral ndo linear

1
f(x) —i—/o WP (y)dy = "t 1 € [0,1] (5.3)

que tem solugdo exata f(x) = e*, x € [0, 1].

Fazendo as adaptagdes necessdrias no Algoritmo [§] utilizado no Exemplo [5.1] para a

Equagcio (5.3), mantendo o nicleo R(x,y) e as fungdes W;(t), o método de colocagdo diverge.
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Porém, adicionando a linha ¢ = c/aux(0) abaixo da linha ¢ = z% * %t no algoritmo, forcamos
a condi¢do inicial f(0) = 1 (Podemos fazer isto porque conhecemos a solu¢do exata para
este exemplo). Deste modo, o algoritmo converge para o Exemplo O resultado obtido esta

exposto na Figura[5.3] O erro maximo foi de 0.0008285329.

Figura 5.3 — Solugdo aproximada e comportamento do erro.
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Fonte: Da autora.

Até o momento, ndo sabemos explicar, de forma geral, o porqué deste fato ocorrer. Mas
a ideia pode ser usada em equagdes em que sabemos o valor de f(c), para algum ¢ no dominio

de f(z) em questdo. Todavia, encontramos exemplos em que isso ndo funcionou.

5.3 METODO DE ESPACOS DE HILBERT DE REPRODUCAO

Veremos separadamente exemplos do método de espagos de Hilbert de reprodugao apli-

cado a equagdes lineares e ndo lineares, conforme descrito nas Secoes e

5.3.1 Equacdes Nao Lineares

Veremos agora um exemplo do funcionamento do método proposto por [6] para equa-
¢oes diferenciais de Riccati. O Algoritmo[I2] dado no Apéndice, estd adaptado para este exem-

plo.

Exemplo 5.3. Considere a seguinte equacdo diferencial ndo linear de Riccati
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fiw) = (2% =a®)f(2) = f*(2) + 32% — 22 (54

3 2

que tem solucdo exata f(x) = x° — x°.

Temos, neste caso, que L(f)(z) = f'(z)— (2 —2?) f(z). O nicleo de reprodugio usado

foi R,(y) = y((zr — 1)y* + (2 — 3z + 2% +6)) /6, para 1 > x > y > 0, cujo espago de Hilbert

de reproducao é W22 110, 1]. Usamos n = 10 e 20 pontos para os célculos do produto interno.

Primeiramente, como conhecemos a solucdo exata da Equacdo (5.4)), usamos esta para

calcular os coeficientes de Fourier e entdo apresentar a aproximagdo da solugdo, conforme a

Figura[5.4] Desta forma, o erro méximo foi de 0.0005154366.

f(x)

@.15),

@.15),
5.

Figura 5.4 — Solug@o aproximada obtida e erro cometido na aproximacgao.
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Fonte: Da autora.

Agora, calculando as estimativas dos coeficientes de Fourier, de acordo com a Equacao
obtemos a solugdo aproximada dada na Figura[5.5] O erro méximo foi de 0.001719727.
Comparando as estimativas dos coeficientes de Fourier, obtidas por meio da Equacao

com os calculados através da solucio exata conhecida, obtemos os resultados da Figura
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Figura 5.5 — Solug¢@o aproximada obtida e erro cometido na aproximacgao.
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Figura 5.6 — Estimativas dos coeficientes de Fourier e erro cometido.
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Fonte: Da autora.

Temos que o erro maximo foi de 0.1795203. Note que esses coeficientes apresentam
menor precisao nos pontos dos extremos, ocorrendo neste caso um efeito parecido com o fend-

meno de Runge da interpolagdo polinomial.
Observacao 5.4. O operador L tratado no exemplo anterior é um operador linear limitado.

A linearidade de L € imediata. Vamos mostrar que L ¢ limitado.
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De fato, vamos reescrever o operador como uma soma de outros dois, da seguinte forma

Li(f) = [

Dessa forma, segue que || L(f)[| < [|La () + [[L2(f)]-
A limitacdo de L, segue de modo analogo ao feito na Observagdo

Agora, observe que

||L2(f)||%< = <L2(f)7L2(f)>K
(La(£)(0))* + [y (La(f))' (x)da

N———
0+ fo(32% = 22)% (f(x))  do + [ (2% — 22)? (f'(2))* da

< @) de+ () da

< max |R I+ max | 22 sz
 2€[0,]] B eion oy R
< clfI2.

Portanto, temos que L- é limitado e, consequentemente, L € um operador linear limitado.
Agora, apresentamos um exemplo do funcionamento do método baseado no Teorema

4.21] O Algoritmo (13| foi implementado para este exemplo.
Exemplo 5.5. Considere a equacdo integral ndo linear apresentada no Exemplo

Usamos o niicleo de reproducdo K (z,y) = 1 + min(x,y), e notamos que a ij-ésima

coordenada da matriz do jacobiano G'(«) é

1 n 2
-3 / emi 2 (ZOQL*KM(u)> LK, (u) du.
0 =1

A solugdo exata é dada por f(z) = ¢”.Comn = 1l e z; = 0.1i, para 0 < i < 10

obtemos o resultado exposto na Figura
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Figura 5.7 — Solug@o aproximada obtida e erro cometido.

— Exact
O Approximatation

25
0.006
1

2.0
0.004
1

f(x)

Error

0.002
1

0.000
1

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Da autora.

5.3.2 Equacdes Lineares

Segue um exemplo da utilizacdo de base ortonormal em um espago de Hilbert de repro-
duc¢do. Numericamente, fazemos a decomposi¢do QR por meio do processo de ortogonalizacdo

de Gram-Schmidt, como tratado no Corolario 4.10]

Exemplo 5.6. Considere a equacdo integral linear
1
f(z)+ / xzsf(s)ds = e* + x, x € [0,1]. (5.5)
0

que tem solugcdo exata f(x) = e*, para x € [0, 1].

Utilizando o Algoritmo [9] apresentado no Apéndice, obtemos a Figura[5.8] com n = 20
e 50 pontos para a constru¢do do grifico. O erro maximo cometido na aproximacdo foi de
0.0006649314. Neste exemplo, temos que L(f)(z) = f(z) + fol zsf(s)dse g(x) =e* + 2.0
nicleo utilizado foi R(z,y) = 1 + min(z,y) e o espago de reprodugdo tratado é W, [0, 1].

Como conhecemos a solugdo exata deste exemplo, podemos comparar as estimativas
dos coeficientes de Fourier obtidas por este método com os calculados por meio da identidade
de Parseval, utilizando a solug@o exata da equagdo. Note que, como mostra a Figura[5.9] o erro

cometido € pequeno.
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Figura 5.8 — Solug@o aproximada obtida e erro cometido na aproximacao.
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Figura 5.9 — Comparagao dos coeficientes de Fourier e erro.
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Observe que a precisao dos coeficientes de Fourier do caso linear é maior do que do

caso nao linear. Isso ocorre porque as estimativas utilizadas no método linear nao dependem da

solucdo exata da equag@o, como ocorre no caso das equacdes nao lineares.

rolario 4.22] sem o processo de ortogonalizagéo.

Exemplo 5.7. Considere a equagdo integral linear

Veremos um exemplo do funcionamento do método proposto por [27], conforme o Co-

f(z)+ e “f(sin(z)) + /0 2e° 7% f (u)du = 3e® + @~ z € [0,1],
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cuja solugdo exata é f(x) = e”.

Utilizamos aqui o nidcleo gaussiano, R(x,y) = e’ oy e R,en = 10 pontos
z; € [0, 1] para os célculos. O resultado obtido estd exposto na Figura
Com este algoritmo, conseguimos de maneira mais rapida um resultado melhor do que

o apresentado por [27], com n = 100, mesmo sem determinar H e (-, -) -

Figura 5.10 — Solucdo aproximada obtida e erro cometido na aproximacao.
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Fonte: Da autora.

Exemplo 5.8. Considere a equagdo dada no Exemplo (5.6).

O Algoritmo dado no Apéndice, foi implementado para este exemplo, sem utilizar
ortogonalizagdo. Utilizamos integracdo numérica pela regra dos trapézios e o mesmo nicleo
dado no Exemplo [5.6] Adotamos n = 10 e o erro médximo foi de 0.03548214, como mostra a
Figura[5.11]

Note que, embora tenha sido utilizado n = 10, podemos apresentar a solu¢do aproxi-
mada em quantos pontos quisermos. Isso € possivel devido ao fato deste método obter como
resposta uma fungdo, a qual é aproximadamente a solu¢do exata do problema, e ndo uma tabela

de pontos, como € o caso do método de Nystrom, que ja foi discutido.
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Figura 5.11 — Solu¢do aproximada obtida e erro cometido na aproximacao.
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Fonte: Da autora.

Também implementamos um algoritmo baseado no Corolario dado pelo Algoritmo
[[T)do Apéndice. Este método se mostrou mais rapido, pois néo faz uso de produto interno.

Note nas simulagdes que a suavidade do erro das aproximagdes estd relacionada com a
suavidade do nucleo de reproducdo utilizado. Isso se deve ao fato de que, conforme o Corolario
dependendo da suavidade do nicleo, além da aproximacdo f,, convergir para a solu¢io
exata f, as derivadas de f,, também convergem para as derivadas de f.

Para comparar o método baseado no Coroldrio [4.22] com o dado pelo Corolério #.24]

vamos considerar novamente a equagao integral linear dada no Exemplo [5.§]
1
f(z) +/ zsf(s)ds = e” + x, x € [0,1]. (5.6)
0

A Figura [5.12] (a) mostra a aproximagéo feita pelo método utilizando o produto interno
do espago, baseado no Corolario 4.22] e a Figura [5.12](b) a aproximagio calculada sem usar o
produto interno, conforme o método dado pelo Corolério @

Com um olhar rapido ja podemos perceber que a aproximacao calculada sem utilizar o
produto interno ¢ melhor do que a primeira. A Figura [5.13] apresenta os erros cometidos nas

duas aproximacoes.
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Figura 5.12 — Solug¢des baseadas no Coroldrio (a) e no Corolario (b).
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Figura 5.13 — Erros dos métodos baseados no Corolério(a) e no Corolério (b).
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Fonte: Da autora.

Além de mais preciso, o procedimento que ndo faz uso do produto interno € mais rapido,
como mostra a Tabela 5,11

Tabela 5.1 — Comparagdo dos métodos com e sem o uso de produto interno.

Método com prod. interno | Método sem prod. interno

n Tempo (s) Erro Tempo (s) Erro
10 58.28 0,03540921 29.97 0,001672325
20  236.51 0.05757165 105.29  0.0006929453

Fonte: Da autora.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Durante o desenvolvimento do trabalho, tentamos estudar e aplicar diversas propostas
do método de espacos de Hilbert de reproducgdo. Todavia, ndo conseguimos bons resultados com
a feita por [3]. Os autores apresentam uma maneira alternativa para resolver equagdes integrais
nao lineares sem utilizar o processo de ortogonalizagdo, pois afirmam que este € instavel nume-
ricamente. Acreditamos que a falha esteja relacionada com o fato de que os operadores tratados
pelos autores ndo sdo claramente lineares, como afirmam. O trabalho deles trata de equacdes

integrais nao lineares que podem ser escritas da forma
L(f)(z) = f(x), (6.1)

em que L(f)(z) = g(z) — f;(z) N(z,t)D(f(t))dt e D é uma fungdo continua. Assim, de-

pendendo da fun¢do D, o operador L € ndo linear, o que ndo satisfaz as condi¢des da teoria
estudada.

Assim como [3]], outros trabalhos da literatura afirmam que o processo de ortogonali-
zacdo de Gram-Schmidt € instdvel numericamente. Apesar disto, a proposta testada utilizando
uma base ortonormal, ilustrada no Exemplo [5.6] mostrou-se mais eficiente e mais rdpida do
que a de [27]] na resolucdo de equacdes funcionais lineares. Talvez isso tenha ocorrido pela
forma como o processo de ortogonalizacdo foi programado, por particularidades dos exemplos
escolhidos e o nimero de pontos utilizado. Além disso, usamos o método de Gram-Schmidt
modificado em nossas implementacdes e, na literatura, como mostra [3]], os autores parecem
utilizar o método cléssico que € bem mais instdvel numericamente.

Conseguimos adaptar a proposta feita por [27] para aproximar também solucdes de
equacdes nao lineares, como descrito na secdo e ela forneceu bons resultados, como
mostrado no Exemplo [5.5] Além disso, conseguimos melhorar o método tanto para equagdes
lineares quanto para ndo lineares, simplificando os cdlculos e desprezando o uso do produto
interno, como afirmado nos Corolérios [4.20|e [4.24]

Nossa proposta, dada pelo Corolério |4.24] mostrada no Exemplo fornece uma apro-
ximag¢do mais precisa € de maneira mais rapida, visto que ndo € necesséario utilizar o produto
interno. Embora, ndo tenhamos exibido, o mesmo ocorre para o caso nao linear.

Os Coroldrios .20 e 4.24] ao nosso ver sdo resultados novos e irdo contribuir para a

aplicacao dos métodos de espacos de Hilbert de reproducgdo, pois asseguram que basta partir
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de um nicleo positivo definido, ou seja, ndo precisamos conhecer o produto interno e nem a
estrutura do espaco em que estamos trabalhando. Este fato traz vantagens, visto que a maioria
dos trabalhos que aplicam os métodos de espacos de Hilbert de reproducdo gastam tempo e
espaco demasiadamente grandes apenas para descrever os espacos de reprodugcdo em que estdao
trabalhando e, em alguns casos, descrever a estrutura do espaco € uma tarefa bastante complexa.

Como possiveis desdobramentos deste trabalho, consideramos que as propostas apre-
sentadas tanto para equacdes lineares, como para equagdes ndo lineares (com excecao da feita

por [3]]) podem ser adaptadas para aproximar a solucdo de sistemas de equagdes funcionais.
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APENDICE

Neste capitulo apresentaremos os algoritmos utilizados nas simula¢des numéricas. As
implementagdes foram feitas em linguagem R [10]. Todos os cédlculos necessarios para os mé-
todos implementados, como derivadas, integrais, produto interno, decomposi¢do QR com a or-
togonalizacdo de Gram-Schmidt modificada, dentre outros, foram implementados. Utilizamos
apenas um pacote para calcular matriz inversa, chamado pracma e a fungdo pinv(). Esta fun-
cdo calcula a inversa generalizada de matrizes através da decomposicao de valores singulares
da matriz e, algoritmos deste tipo sdo bastante sofisticados para o escopo deste trabalho.

Escolhemos ndo fazer uso de outros pacotes prontos do software com o objetivo de
contribuir com a formagao da autora em andlise numérica, ampliando suas possibilidades do uso
de tecnologias ao exercer sua profissdo. Além disso, ao implementar cada parte do algoritmo €
possivel perceber onde aparecem os problemas e temos mais flexibilidade para tentar solucioné-
los.

Com objetivo de encurtar o texto, a parte de construcao de gréaficos foi omitida de alguns
algoritmos. Além disso, nos algoritmos em que o comando pinv() é utilizado, primeiramente é
necessdrio carregar o pacote pracma, através do comando require(pracma).

Algoritmos Basicos

Nesta secdo apresentamos uma breve fundamentagdo tedrica e a implementacao feita
para algoritmos de derivadas, integrais e produto interno. Além disso, apresentamos ainda o
algoritmo para a decomposi¢ido QR.

As implementagdes expostas nesta secdo sdo fundamentais para a elaboracido dos al-
goritmos do método de espacos de Hilbert de reprodugdo, os quais serdo apresentados mais

adiante.

Derivagao e Integracdo Numéricas

Em muitos casos, necessitamos calcular derivadas e integrais de fun¢des as quais ndo
conhecemos sua forma analitica, ou seja, conhecemos apenas seu valor em um determinado
conjunto de pontos. Também ocorre, em certas ocasides, da forma analitica da funcdo ser ex-

tremamente complicada e de dificil manuseio. Nesses casos, torna-se ttil conhecer métodos
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numéricos de derivacdo e integragao.

Na implementacao dos algoritmos foram utilizados métodos de derivag@o e integracao
numéricos. Uma vez que os comandos prontos para derivagdo ndo funcionam para alguns algo-
ritmos do modo como foram implementados. Além disso, o comando pronto para integracdo na

maioria dos casos mostrou-se invidvel, pois tornava os algoritmos muito lentos.

Derivacdo Numérica

Considere uma func¢do f e um dado ponto A sobre o grafico de f. A reta tangente em
A pode ser aproximada pela reta AB na medida em que B se aproxima de A, onde B é um

segundo ponto na curva. Conforme mostra a Figura[6.1]

Figura 6.1 — Aproximacao da derivada.

flzo+ h)

Ff(xa)

h

Ty xo+ h
Fonte: Da autora.

Temos que o coeficiente da reta AB pode ser calculado como segue.

f(wo + 1) = fxo)
- .

Esse valor é chamado de derivada numérica. Além disso, a derivada de f no ponto A é dada
pelo coeficiente da reta tangente ao ponto A. Pela Figura podemos concluir que quanto

menor h, mais préximo B estard de A, entdo a reta AB se aproxima da reta tangente a A. Logo,
B) —
f'(z0) = lim fwo+ f)z f(@o) .

h—0

Conforme h diminui, o valor da derivada numérica se aproxima do valor real da derivada.
Contudo, por menor que seja h, o método ainda pode apresentar erros grandes de arredonda-

mento. Um modo de tentar reduzir estes erros € utilizar mais pontos.
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A ideia para o método € dividir o intervalo [a,b] em n pontos xy,...,z, distintos e
igualmente espacados por uma distancia h. Em seguida, devemos interpolar esse conjunto de
pontos, encontrando uma fung¢éo polinomial p(x) que os representa. Assim, podemos calcular
a derivada da funcao p(x) € aplicé-la a qualquer ponto x; € [a,b]. Quanto maior o nimero de
pontos, melhor serd a aproximacao.

Considere n pontos i, ...,z, distintos em [a,b] € f € C""'([a,b]), em que
f(x1),..., f(x,) sdo conhecidos. Para k = 1,2, ... n, dados os seguintes polindmios de grau

n:

(x—z0)...(r— i) (x —xig1) ... (x — xy)
T — o). (v —wi1)(w — i) (@ — 1)

Py(z) = Z f(z)pi() (6.2)

¢ de grau no maximo n e satisfaz P, (z;) = f(z;), paratodoi = 1,2,...,n. A férmula dada
na Equac@o (6.2) é chamada de férmula de Lagrange do polindmio de interpola¢do. Para mais
detalhes sobre o polindmio de Lagrange veja [16].

Derivando a expressdo dada na Equagdo (6.2)), temos que

f(z) ~ Z f(a:)pi(2). (6.3)

Por praticidade, costumamos utilizar formulas que dependem de trés a cinco pontos.
Vejamos a férmula para trés pontos. Sejam os pontos 1, ..., x, distintos e igualmente se-
parados por uma distidncia h. Se queremos determinar a derivada de f em um certo ponto
z; € {xy,...,x,}, entdo temos trés possibilidades, como ilustra a Figura

Figura 6.2 — Tlustrag@o para a regra de trés pontos.

h

Ti—zp Ti-h T Tirh Tit2h

Fonte: Da autora.

Podemos escolher trés pontos da seguinte forma:
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1. diferencas finitas retroativas: z;_op, T;_p, T;;
2. diferencas finitas centrais: x;_p, T;, Tit1n;
3. diferencas finitas progressivas: x;, Titn, Titoh-

Substituindo os valores para os pontos na Equag@o (6.3]) para n = 3, obtemos as férmu-

las que seguem.

1. para diferencas finitas retroativas:

P = o [-37() + 4f G+ ) — o+ 20)] (6.4)
2. para diferencas finitas centrais:
) = o [+ h) = o= ) 65

3. para diferencas finitas progressivas:

f(x;) ~ o [f(x; —2h) —4f(z; — h) + 3f(x;)]. (6.6)
O Algoritmo [I]a seguir é um exemplo de como as férmulas de trés pontos foram imple-

mentadas e utilizadas em outros algoritmos.

Algoritmo 1. Formulas de trés pontos para aproximagdo da derivada.
D=matrix (0, m, m)

D[1,1]1=-3/2; D[1,2]1=2; DI[1,3]=-1/2

for (i in 2: (m-1)) {

D[i,1-1]=-1/2; DI[i,i+1]=1/2}

D[m,m—2]=1/2; D[m,m-1]1=-2; D[m,m]=3/2; D=D/h

Assim, para calcular a derivada numérica de f(x) nos pontos z1, ..., x, definimos o
vetor F' = [f(x1) ... f(z,)]" e, entdo calculamos DF ~ f(x;).

Outra férmula bastante utilizada € a de cinco pontos, dada por
[f(zo = 2h) = 8f (w0 — h) + 8f(zo + h) — f(zo + 2h)],

1
(o) = =
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em que i > 0.
O algoritmo para esta férmula, para funcdo nado tabelada e com dominio contendo

s —2h,s — h,s + h e s+ 2h, foi implementado e é dado a seguir.

Algoritmo 2. Formula de cinco pontos para aproximagdo da derivada.
D<-function(f, s){ h=10"{-5}
p=(-f (s+2+h)+8+f (s+h)-8«f (s—-h)+f (s-2+h))/ (12+h); p}

Para utilizar o algoritmo dado anteriormente, primeiro € necessario definir a funcio que

desejamos derivar. Veremos a seguir um exemplo.
Exemplo 0.1. Seja f(x) = cos(x) + 1. Obtenha f'(5).

Sabemos que f'(z) = —sen(x). Logo, f'(5) = —sen(5) = 0.9589243.

Utilizando o Algoritmo 2] primeiramente definimos f < —function(s){cos(s) +1}e
obtemos f’(5) = 0.9589243 ~ —sen(5), por meio do comando D(f,5).

Este método ¢ preciso e rdpido computacionalmente. Porém, o Algoritmo [I] nos re-
torna valores pontuais e ndo uma fungdo, como o Algoritmo 2] Como em nossos algoritmos

precisamos apenas de valores pontuais, ele se mostrou eficiente e mais leve.

Integragdo Numérica

Nesta secdo descrevemos o método de integracdo conhecido como regra dos trapézios

repetida. Considere a seguinte integral definida

b
/ f(z)dx. (0.1)

A ideia do método € dividir o intervalo de integragdo [a, b] em n pontos a = x1, Ta, . . .,
Tn_1,%, = b distintos e igualmente espacados por uma distancia h e, calcular a integral dada

na Equagio (0.1) como

/abf(:c)da: = /j; f(z)dz + /: flzx)dz + ...+ /xn:bf(x)d;r. (0.2)

Tn—1

Cada parcela ff”l f(z)dz da soma dada na Equagdo (0.2) pode ser aproximada pela

i

drea de um trapézio de bases f(z;) e f(2;4+1) e altura h, como mostra a Figura0.1]
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Figura 0.1 — Divisao da drea sob a curva em trapézios.

f(x)

h :

a=x, Tz XT3 -+ Tp—1 Tp=2~"0 T
Fonte: Da autora.

Dessa forma, temos que

/abf(a:)da: :/ flz dx+/ f(x)de + .. /xnlbf(a:)dm

h h
~ [f(z1) + f(l“z)] 5 T [f(22) + flz3)] 5 5 Tt [f(xn-1) + f(2n)] 5
h
= 3 [f(z1) +2f(z2) + ...+ 2f (wp1) + [(20)]
¢ a regra dos trapézios repetida. Veja outros método de integracdo numérica em [16].
O algoritmo para este método € apresentado a seguir.
Algoritmo 3. Integragdo por regra dos trapézios repetida.
trap <- function(f,a,b,n) {
h= (b-a)/n #tamanho dos intervalos
k = seg(a,b, h) #vetor com pontos do intervalo
r = f(a) + £(b); ¢ = length(k) -1

for (1 in 2:c){
r =1r + 2x(f((at(i-1)=h)))}
r = rx(h/2); r }

Como exemplo, vamos considerar a integral definida

5
[:/ e*dx.
0

Utilizando uma calculadora cientifica, obtemos como resultado desta integral o valor

6.389056.
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Para utilizar o Algoritmo primeiramente definimos a funcdo f a ser integrada
f < —function(s){exp(s)}. Quanto maior o valor de n, menor o erro cometido. Por exemplo,
com n = 10, obtemos o valor de I = 6.410339, dado pelo comando trap(f,0,5,10), come-
tendo um erro de aproximadamente 0.02128267. J4 com n = 100, o valor obtido é I = 6.389269
e o erro € de 0.0002129671.

Os algoritmos de derivacao e integracao foram utilizados como parte de diversos outros,

como por exemplo no algoritmo do produto interno de W [0,1], que € dado a seguir.
Algoritmo 4. Produto interno e norma do espaco W.}[0,1].

Primeiramente, é necessario definir as fungdes f e g e um valor para n. As fungdes f e g sdo

usadas para definir vetores u e v, com valores f(t;) e g(;), respetivamente, ordenados, onde

t = (t1,...,t,) sdo os pontos utilizados na integra¢do pela regra dos trapézios.
prod = function (u,v) { # Produto interno

du = D%$*%u; dv = D%$*x%Vv # Derivada numerica

w = duxdv # Produto das derivadas
trap = 0; for (1 in 1:n){ # Integracao por trapezios

trap = trap + wl[l] + w[l+1] }; trap = trap/(2*n)
p = ull]lxv[1l]+ trap; p}
norm <— function (v) { # Norma

p = sgrt(prod(v,v)); p}

Este algoritmo foi utilizado como parte de outros, por exemplo, no Algoritmo

Decomposi¢do QR

O Algoritmo [5] implementado para a decomposi¢do QR de matrizes, é dado a seguir e

estd adaptado para o Exemplo[2.19]

Algoritmo 5. Decomposicdo QR via Gram-Schmidt para matrizes.

m=4; n=3; V = matrix(c(1,0,1,0,1,1,0,1,0,2,-1,3),m,n)

Q = matrix(0,m,n); R = matrix(0,n,n)

Neste caso, como trabalharemos com vetores numéricos, precisamos calcular a norma euclidi-

ana.
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norm2 = function(V,i){ p = 0;
for(j in 1:m){p = p + (V[J,1])"2}; p = sart(p); p}
Agora fazemos a fatoragdao QR.

for(i in 1:n){R[1i,1] = norm2(V,1i); O[,1i] = V[,1]/R[1,1]

for (3 in (i+1) :n) {

R[i,3J] = t(Q[,1])%*%V[,]] # produto escalar
v[,3] = VI[,31-(R[i,]]1*xQ[,1]) }}

Qi R; t(Q)%x%0 # teste

A-Q%*%R # Erro

O algoritmo de decomposi¢ao QR para funcdes é dado a seguir e estd adaptado para o

Exemplo [2.20]

Algoritmo 6. Decomposicdo QR via ortogonalizagcdo de Gram-Schmidt para fungoes.

a=0; n = 20; nd = 20; x = seq(0,1,by=1/n); t = seqg(0,1,by=1/nd)

n = length(x); m = length(t)

Da mesma forma que fizemos para o cdlculo de produto interno de dua fung¢des em
W,10,1], vamos utilizar as fungdes W, (t) = K(z;,t) para construir uma matriz £i, em que

cada entrada ¢j é dada por K (z[j],t[i]), onde x e t sdo dois vetores auxiliares.

K = function(r,s) {1l + min(r,s)} # N. reproducao
fi = matrix (0, m,n) # Matriz de funcoes tabeladas
for (i in 1:m){for(j in 1l:n){£fifdi,J] = K([j],t[i]) }}

Em seguida, aplicamos o algoritmo de decomposi¢ao QR.

QORGram = function(fi){Vv = fi
Q = matrix(0,n,n); R = matrix(0,n,n)

for(i in 1:n) {

R[i,1] = norm(V[,1]) # norma

Ql,i] = V[,1]/R[1,1]

for (3 in (i+1):n){if (37 !'= (n+1)){

R[i,]J] = prod(Q[,11,VI[,3]) # prod. interno

vI[,3] = VI[,3]1-(R[1,J]1*Q[,1]) }}}
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B = matrix (0, m, 2*n)

B[,1:n] = Q

Bll:n, (n+tl):(2*n)] = R; B}

P = QRGram (fi) # Chamando Q e R

QO = P[,1:n]

R = P[l:n, (n+l): (2*n)] #R e triagular superior
fi - 0%*%R; max(abs(fi - Q%x%R)) # Erro

Invertendo a matriz 12, encontramos uma matriz B com os valores de 3;;, para 1 < 1,5 < n.

B = pinv (R) # Encontrando os betas

for (1 in 1:n){ for (j in 1:n){ if (i>7j){B[i,J] = 0}}}

As quatro ultimas linhas do c6digo sdo uteis para evitar possiveis erros carregados pelo algo-
ritmo. Desta forma, zeramos todas as entradas de B que ficam abaixo da diagonal principal,

pois como sabemos que R € triangular superior, também B o sera.

Observacao 0.1. Na implementagdo do Algoritmo @ utilizamos o comando pinv() para cal-
cular a inversa generalizada de matrizes. Este comando faz parte do pacote pracma instalado

no software R.

Algoritmos para Aproximacao de Soluciao de Equacoes Funcionais

Nesta secao exibimos os algoritmos elaborados para a aproximacdo de solucdo de equa-
coes funcionais.

Primeiramente, apresentamos uma breve fundamentacao teérica do método de Nystrom.
Este método nos retorna a aproximacao da solucdo aplicada a um certo nimero de pontos. Em
seguida, temos o algoritmo do método de colocagao.

Por fim, expomos os algoritmos implementados para o método de espacos de Hilbert de

reproducdo conforme as diferentes propostas estudadas.
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Método de Nystrom

Considere a equagao integral ndo linear

b
u(z) = f(z) —|—/ K(x,t,u(t))dt, a<wz,t<bh. (0.1)
Sejam z; < x9 < ... < x,41 pontos igualmente espacados por uma distincia
h—
= +61L, coma = z; e b = x,41. O objetivo do método é aproximar a solugio u(z) da
n

Equacdo (0.1) em cada um dos pontos x; = a + (i — 1)h,parai =1,...,n+ 1.

Podemos reescrever a Equacao (0.1)) nos pontos dados como

Tj+1

u(x;) = f(x; +Z/ K (x;,t,u(t))dt.

Utilizando a regra dos trapézios para integracdo numérica, temos

]’L n
u(z;) = fz:) + 5 (K(l’z‘a p () + 2 K (2,5, u(t) + K (25,241, U($n+1))) :
j=2

Tomando f(z;) = fi e K(x;, x5, u(z;)) = K; ., temos que
fz ( 3, 1,u1 + 2 Z K 1,J,Uj + Kz n+1 un+1> ) (02)

=2

o que produz um sistema ndo linear de equacdes algébricas da forma
u = Tu,

¢ ~ .. ,
emque u = [u; ... U,41] ,entdo podemos utilizar o método de ponto fixo para tentar resolver

o sistema ndo linear. Temos entdo o seguinte esquema de recorréncia

s s h
=Ty = Ui—H:fi"‘i (KZ1U1+22Kzgus+Kzn+lun+l> ) (0.3)

7j=2

para uy dadoe s = 0,1, 2,.... Se aplicarmos o0 método de Simpson ao sistema obtemos outra
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discretizacdo
h %
u; >~ fi + 3 Kigu +2 Z (Ki2j-tusys + Ki2jus;) T Kinttumis | 0.4)
j=1
desta forma, temos outro sistema néo linear de n+ 1 equagdes e n+ 1 incognitas (uy, . .., Upyi1),

também escrito na forma

u = Tu, 1=1,2,...,n+1,

emque u = [uj ... un+1]t. Entdo utilizando o método de ponto fixo podemos tentar resolver o

sistema. Temos assim o esquema de recorréncia dado a seguir
't =Tu’ (0.5)

que é equivalente a

n
2

s h
Ui+1 B fl + g Ki,l,ui + 2 Z (Ki:ijlvuéjfl + Kiv2j7u§j> - Ki7n+17U$
7=1

n+1

Nas Equagdes (0.3)) e (0.5), s é o niimero de iteragdes e podemos tomar o valor inicial
u = f(x;), i =1,2,...,n+ 1. Por recorréncia, entdo podemos calcular o vetor de solu¢des u
para todos os pontos z;, com? = 1,2,...,n+ 1.

Segue o algoritmo do método de Nystrom, adaptado para a Equagao (5.1)).

Algoritmo 7. Método de Nystrom.

f<—function (s) {exp (s+1) }

n = 10; k = 50; x = seq(0,1,by=1/n)

g = 0xf(x) # T(g_n) = g_(n+l)

for (1 in 1:k){for (i in 1:(n+1)){trap = O

for ( j in 1:n){trap = trap+(exp(x[1i]-2+x[j])*(g[j])"3 +
exp (x[1]-2xx[Jj+1])*(g[J+1])"3)}

gli] = £(x[i])-trap/(2%n) }} # g(x[i])

erro = g-exp(x); max (abs(erro))

plot (x,erro, xlab="x",ylab="erro")# grafico
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plot (x,g); points(x,exp(x),col="red")

Meétodo de Colocacao

Segue o algoritmo implementado para o método de colocagdo, descrito na Secdo §.1]

utilizado no Exemplo
Algoritmo 8. Método de colocagao.

Primeiramente construimos o vetor de pontos para os cdlculos, fornecemos a quantidade de

iteracOes € a aproximagao inicial.

n=20; m= 20 # m = iteracoes
x = seq(0,1,by=1/n)
c = 0*x # aprox. inicial

Em seguida, fornecemos a fungdo g, o nicleo de reproducdo K e construimos a matriz com as

funcdes U.s.

g <- function(s){s”3 + sx(cos(l)-1)/6} # funcoes
K <- function(i,s){l1 + min(x[i],s)}
fi = matrix(0,n+1,n+1) # matriz de valores fi

for(i in 1:(n+1l)){for(j in 1:(n+1l)){£fil[i,J] = K(Jj,x[1i])}}

Agora, utilizando o comando pinv() para calcular matriz inversa construimos o sistema e ite-

ramos.

z = pinv(fi); G = 0xx

for(i in 1:(n+1)){G[i] = g(x[i])} # Vetor F
for(l in 1:m){ aux <- function(s){g = 0

for (1 in 1l:(n+l)){g = g + cl[i]*xK(i,s)}; g}

Nuc = function(i,s) {x[i]l*s"2xsin(aux(s))/2}; trap = 0xx
for (1 in 1:(n+1)){

for ( j in 1:n){trapli]=trapl[i]+Nuc(i,x[]j])+ Nuc(i,x[j+1])}
trap[i] = trap[i]/(2#n)}; t = 0*x

for(i in 1:(n+1)){t[i] = F[i] + trapli]}

c = z%*%t} # tc = (fi)~(-1) * t
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Por fim, construimos a solucdo, calculamos o erro e plotamos o gréfico.

sol = function(s){ g=0

for (1 in 1:(n+l)){g = g + c[i]l*K(i,s)}; g}

xx = seq(0,1,by=1/n); Sol = 0*x

for (i in 1:(length(xx))){Sol[i] = sol(xx[1])}

max (abs (Sol-x"3)) # Erro maximo

par (mfrow = c(1,2)); plot(xx,Sol,’1l’,xlab="x",ylab="f(x)")
points (x,x"3,col=" red")

legend ("topleft", legend=c("Sol. aproximada", "Sol. exata"),
lty=c(1,NA),col=c(1,2), lwd=1l, bty="n", pch=c(NA,1))

plot (xx, (xx)"3 - Sol,’"1l’, xlab="x", ylab="erro")

Meétodo de Espacos de Hilbert de Reproducao para Equacdes Funcionais Lineares

Segue o algoritmo do método de espacos de Hilbert de reprodugdo utilizando decom-
posicdo QR via Gram-Schmidt modificado para equagdes integrais lineares. O algoritmo esté

adaptado para o Exemplo ﬁ Nesse caso, temos f, = > (f, ¥;) U; e estimamos os coeficien-
i=1
tes de Fourier (f, ;).

Algoritmo 9. Método de espacos de Hilbert de reproducdo aplicdvel a equacoes integrais

lineares, utilizando decomposicdo QR via Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal.

Definimos primeiramente o nimero de pontos n para o problema e nd para os cdlculos de

integrais.

a=20; b=1; n= 20; nd = 50
x = seq(a,b,by=1/n); t = seq(a,b,by=1/nd)
h

1/nd; n = length(x); m = length(t)

Definimos também as fun¢des referentes ao problema, como o nicleo de reprodugdo K, o

nucleo da integral Nuc, g e o operador linear L.

K <- function(s,u) {l+min(s,u) }; Nuc = function(s,u) {s=*u}
g <- function(s){exp(s)+s}; L <- function(g, s) {

w = function(r) {Nuc(s,r)*( g(r) )}



89

ps=0; for (1 in 1l:nd){ ps = ps+w(t[1l])+w(t[1+1])}

ps = ps/(2xnd)g(s); g}

Agora, definimos as fungdes L* K., que chamamos de £1, lembrando que L* K, (y) = LK, (z;),

construimos a matriz A do problema, encontramos os ;s por meio da decomposi¢do QR, con-

forme a Observagdo 4.7, construimos as fungdes V;(z) = > 8;;L* K, (x), que chamamos de
j=1

Fi e calculamos os coeficientes de Fourier aproximados (qi).

fi <- function (i, s) {g <- function(u) {K(s,u)}; L(g,x[i])}

A = matrix (0,m,n)
for (i in 1l:m){for (j in 1l:n){A[i,3] = £fi(3,t[i])}}
B = QRGram(A) # Teste

Q = B[,1:n]; R = B[l:n, (ntl):(2+xn)] # R e triagular superior

B

pinv (R)

for (i in 1:n){for (3 in 1l:n){ if (i>3){BI[i,3J]=0}} }

Fi <— function (i, s) { # funcoes ortogonais em W12
p = 0; for (j in 1:1){p = p+B[J,1]x£f1i(],s)}; p}

fex <- function(s) {exp(s)} # Teste do processo

fe = g(t); gi = 0Oxx

for (1 in 1:n){for (j in 1:1){gif[i] = qgi[i]+B[J,i]l*xg(x[J])}}

Por fim, calculamos a solucio aproximada ga, conforme a Equagdo (4.24), o erro e plotamos os

gréficos.

ga <- function (s) { # aproximacao de fex
p=0; for ( Jj in 1l:n ){

p = ptgi[j]1*Fi(j,s)}; p}

max (abs (nSf-fex(t))) # Erro maximo
Sf<-function(s) {ga(s)}

nSf=0xt; for ( i in l:length(t)){nSf[i]l=Sf(t[i])}

curve (fex,0,1); points(t,nSf,col="red")

Segue agora o algoritmo implementado para o método de espagos de Hilbert de repro-

dugdo para equacdes lineares baseado no Corolério Este esta adaptado para o Exemplo
5.8l
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Algoritmo 10. Método de espacos de Hilbert de reprodugdo para equagoes lineares.

Primeiramente, definimos os dados e as funcdes referentes ao problema. Neste caso,
definimos diretamente L*K,, (y) como sendo o operador L aplicado a fun¢do niicleo K, no ponto

x; e chamamos de psi a fungdo L*K,,. Além disso, chamamos de Lpsi a fun¢io L(L*R,,)).

x = seq(0,1,by=1/10); n= length(x); h=10"(-5)

k=20; ts = seqg(0,1,by=1/k)

K <- function(s,t) {l+min(s,t)} ; Nuc <- function(s,t) {s*t}
LK <- function(s,t) { # L(K_s) (t)

w <— function(r) {Nuc(t,r)*( K(s,r) )}; ps=0

for (m in 1:k) {ps=ps+w(ts[m])+w(ts[m+1]) }

g =K(s,t) + ps/(2xk); g}

psi <= function(s, i) {

g = LK(x[1],s); g}

Lpsi <- function(t,1i) { # L aplicado em psi
ww <— function(r){ Nuc(t,r)*(psi(r,1i))}; ps=0

for (m in 1:k) {ps=ps+ww(ts[m])+ww(ts[m]) }

q = psi(t,i) + ps/(2%k); g}

Agora, calculamos a matriz ¥, chamando-a de Psi. Além disso, calculamos o vetor G (G ) e

calculamos as matrizes inversas necessdrias para a resolu¢do do sistema.

Psi = matrix (0, n,n) # Matriz psi_ij

for (3 in 1:n) { for (i in 1:n) {

uv <- function(s) { (Lpsi(s+h, j) - Lpsi(s—-h, Jj))*(psi(s+th, 1)
- psi(s-h, 1))*10710/4}; ps=0 # Dericacao numerica

for (m in 1:k) {ps=ps+uv (ts[m])+uv(ts[m]) }

Psi[i,J] = ps/(2xk) + Lpsi(0,3)*psi(0,1i) }}

G = 0*x; for (i in 1l:n) {

gpsi = function(s){( exp(s)+l )+*(psi(s+h,i)- psi(s-h,i))*h/2}
ps=0; for (m in 1:k){ps= ps + gpsi(ts[m])+ gpsi(ts[m])}

G[i] = ps/(2xk) + psi(0,1)}; z = pinv(Psi); U=z%*%U

Por fim, calculamos a solu¢do aproximada, o erro e plotamos os graficos.
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Sol<—function(s) { p=0; for (i in 1:n) {p=p+U[i]*psi_i(s,1)}; p}
xx = seq(0,1,by=1/50); m=length(xx); sol=0%xx

for (7 in 1:m) {sol[j]=Sol(xx[]])}; Exact<-function(s) {exp(s)}
curve (Exact,0,1,xlab="x",ylab="f(x)"); points(xx,sol,col="red")
legend ("topleft", legend=c("Sol. exata", "Sol. aproximada"),
lty=c(1l,NA), col=c(l,2), lwd=l, bty="n", pch=c(NA,1))

plot (xx, sol-Exact (xx),"1’,xlab="x",ylab="Erro")

Apresentamos agora o algoritmo baseado no Corolédrio [4.24] A ideia aqui é a mesma
do Algoritmo |10} temos que encontrar os valores a/s resolvendo o sistema Yo = G. Todavia,
as entradas de ¥ e de G sdo calculadas sem utilizar o produto interno do espaco. Utilizamos
apenas o nucleo de reproducdo e ndo precisamos conhecer o produto interno nem o espago que

estd sendo tratado. Isto torna o algoritmo bem mais elegante. Este algoritmo estd adaptado para

o Exemplo

Algoritmo 11. Método de espacos de Hilbert de reproducdo para equacoes lineares sem utili-

zar produto interno.

x = seqg(0,1,by=1/10); n= length(x); nd=10; t = seg(0,1,by=1/nd)
K = function(s,t) {exp(-4%(s-t)"2)} # N. de reproducao

gg = function(s) {3*exp(s)+exp(sin(s)-s)}

L = function(s,g) { # equacao linear L (f)=gg

w = function(u) {2xexp(s-u) *g(u) }

ps=0 # regra do trapezio

for (m in 1l:nd){ ps=ps+w(t[m])+w(t[m+1]) }

p=ps/ (2*nd) +g (s) +texp (=s) xg (sin(s)); p}

psi = function(s, i) { 4 para calcular L(K*x_i) (s)
ga=function (t) {K(x[1],t)}; g = L(s,ga); g}

Psi = matrix (0, n,n) # Matriz Psi

for (j in 1:n) {

gl=function(s) {psi (s, j)}

g2=function(s) {L(s,gl)}

for (1 in 1:n) {

Psi[i, j]=L(x[1],92)}} # LA2(L7* (KM {x_J}(x_1))

G = 0%x
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for (1 in 1:n) {G[i]=L(x[i],gq9)} # para calcular o vetor G
require (pracma); z = pinv(Psi) # inversa general. de Psi
alpha=z%x%G

Sol<—function(s) { p=0

for (i in 1:n){ p=ptalphalil*psi(s,i)}; p}

O cilculo do erro e o plot dos gréficos sdo feitos de maneira andloga ao Algoritmo [T0}

Meétodo de Espacos de Hilbert de Reproducao para Equacdes Funcionais Nao Lineares

Segue o algoritmo implementado para o método de espacos de Hilbert de reproducio

para equacdes ndo lineares, utilizado no Exemplo[5.3]
Algoritmo 12. Algoritmo para equacdes ndo lineares usando ortogonalizacado.

Para este algoritmo, primeiramente sdo necessarios algoritmos basicos de derivada nu-
mérica, produto interno e decomposi¢cdo QR, semelhantes aos Algoritmos [I] 4] e [] respecti-
vamente. Definimos entdo os dados do problema e funcdes como nucleo de reproducdo (K),

operador L (L) e L*R,, (fi).

a=0; b=1; n=10; x=seq(a,b,by=1/n); n=length (x)

nd=20; t=seqg(a,b,by=1/nd); h=1/nd; m=length(t)

nuc <— function(s,u) {u*((s—1)*u"2+s*(2-3xs+s"24+6))/6}

K <- function (s, u) { # N. de reproducao

if (s>=u) {p= nuc(s,u)}

else {p= nuc(u,s)}; p}

f <- function(g,s){-g(s)"2+3*xs"2-2%*s}

L <- function(g, s) {

if ( s== 0) {p=(-3xg(0)+4*g(h)-g(2xh))/ (2xh)}

if (s==1) {p=(g(1-2xh)-4%g(1-h)+3xg (1)) /(2xh)}
else{p=(g(s+th)-g(s-h))/(2*h)}

p=p —(s"3-5"2)*g(s); p}

fi <- function(i,u){ gg <- function(s) {K(u,s) };p=L(gg,x[1i]); p}
Agora, construimos a matriz com as func¢des L* Iz, e por meio da decomposi¢do QR calculamos

as funcdes ortonormais ¥; (Fi).
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A=matrix (0, m, n) # matriz do problema
for (i in 1:m){for (3 in 1:n){A[i,]Jl=£fi(j,tli])}}
B=QRGram (A)

O=BI[,1:n]; R=B[l:n, (n+l): (2*n)]

B=pinv (R)

for (i in 1:n){for (j in 1l:n){ if (i>7j){ B[i,3j1=0}}}

max (abs (A%$*%pinv (R) —Q)) # Teste de eficiencia QR
Fi <- function (i, s) {p=0 # funcoes ortonormais

for (j in 1:1i) {p=p+tB[J,il*fi(j,s)}; p}

Podemos utilizar a solu¢@o exata para calcular os coeficientes de Fourier (fou[i]). Entdo, cal-

culamos a aproximacao da solugdo e o erro. Os graficos sdo feitos como no Algoritmo

fex <- function(s){ s73-s5"2 } # Solucao exata

fe=fex (t); fou=0xx

for (i in 1:n){ foulil=prod(fe,Q[,1i])}

fou # Coeficientes de Fourier
gfou=function (u) {g=0 # aproximacao da solucao
for ( j in 1:n ){ g=gt+fouljlxFi(j,u)}; g}
tg=seq(0,1,by=10"(-2))

Sfou=0+tg # p/ calculo erro e grafico
for (i in 1l:length(tg)) {Sfoulil=gfou(tgl[i])}

max (abs ((Sfou-fex(tg))))

Podemos ainda estimar os coeficientes de Fourier (£Q[i]), dados pela Equacdo (@.15)), e entdo

calcular a solu¢do aproximada.

g0=0*x; f0O=90Q # Coef. Fourier aprox.
g <— function(u){ 0 }

for (i in 1:n){

gQ[il= f(g,x[1])

for (7 in 1:1i){

fOri]=fQ[1]+B[J,1]1xgQ[J]}

g <- function (u) {g=0 # aproximacao

for ( J in 1:1 ){g=g+fQ[Jl1*Fi(J,u)}t; g}l }
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g <- function (u){ g=0

for ( j in 1:n ){g=g+fQ[J]+Fi(j,u)}; g}
tg=seqg(0,1,by=10"(-2)) # grafico
Sf=0+tg

for ( i in 1:length(tg)){ Sflil=g(tgl[i])}

max (abs ( (Sf-fex(tg))))

Podemos ainda, avaliar a precisao das estimativas dos coeficientes de Fourier.

plot (1:n, fou); points(l:n, fQ,col="red")# Comp. coef. Fourier

plot (1:n, fou-£Q); max(abs (fou-fQ))

Apresentamos agora o algoritmo baseado no Teorema [4.21] adaptado para o Exemplo

5.5l

Algoritmo 13. Algoritmo para equacoes ndo lineares.

x = seq(0,1,by=1/10); n= length(x) pontos x_1

nd=10; t = seg(0,1,by=1/nd) pontos regra trapezio

K <- function(s,t) {l+min(s,t)} nucleo de reproducao

#
#
#
g<—-function(s) {0} # aprox. inicial
pra L(f)=G(.,f)
L <- function(s,qg) {g(s)} # operador linear L(qg)
NL <- function(s,qg) { # parte nao linear
NL(.,9)=G(.,9)
w <— function (u) {-exp (s—2*u)* (g(u)"3)}
ps=0
for (m in 1l:nd){ ps=ps+w(t[m])+w(t[m+1]) }
p=ps/ (2xnd) texp (s+1l); p}
psi <- function(s, i) { # calcular L(R_x_1) (s)
ga<-function (t) {K(x[1i],t)}; g = L(s,ga); g}
Psi = matrix (0, n,n) # matriz Psi
for (j in 1:n) { gl<-function(s) {psi(s, j)}
g2<- function(s){L(s,gl)}

for (i in 1:n) {Psi[i,J]=L(x[i],92)}}# L 2 (L % (K {x_7J} (x_1i))
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gls<- function(a) {p=0*x # calcular o vetor G

for (i in 1:n){p[i]=NL(x[i],9)}; p}

fls<-function(a) {p=Psi%x%a—-gls(a) } # funcao para minimizar

# |Psi*xa-G|"2=fls(a)"2

gradls<-function(a) { p=0+«Psi # funcao auxiliar

for (i in i:n){ for (j in 1:n){

w <— function(u) {-3*exp (x[1]-2*u)* (g (u)"2)*psi(u, )}

ps=0; for (m in 1:nd){ ps=ps+w(t[m])+w(t[m+1]) }

ps=ps/ (2xnd); pli,jl=ps }}; p}

gradmin<-function (a) { # gradiente para
|[Psi*xa-G|"2

p=2+* (Psi-gradls(a))%*%fls(a); p}

a=0xx; pass=1 # met. parecido gradiente

while (max (abs (fls(a)))>10"(=5)) { # egnt max|fls(a) |>10"(-3)

b=a;a=a-pass*gradmin (a)

if (sum(fls(a)+fls(a))>sum(fls(b)*fls(b))){a=b; pass=pass/10}

else{ pass=passx10} # Condicao de Armijo

g<-function(s){ p=0 # solucao aprox. para
L(f)=G(.,f)

for (1 in 1l:n){p=pt+talil+*psi(s,1i)}; p}}
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