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RESUMO

A ocorrência de precipitações extremas pode causar danos significativos à infraestrutura urbana,

ao meio ambiente e às atividades humanas em geral. Desta forma, compreender o comporta-

mento desse fenômeno em uma região pode auxiliar no planejamento de atividades sujeitas à

tais danos. Portanto, este trabalho teve como objetivo modelar espacialmente a precipitação

máxima no sul e sudoeste de Minas Gerais utilizando duas abordagens: Inferência Bayesiana

associada a Krigagem e Inverso da Distância Ponderada (IDP) e, processos Máx-estáveis (PME)

e modelo Generalizado de Valores Extremos (GEV) espacial. Foram utilizados no estudo, da-

dos diários de precipitação de 29 cidades da região. Para a análise via IDP, Krigagem Ordinária

(KO) e Log-Normal (KLN), foram utilizadas predições de precipitação, obtidas via Inferência

Bayesiana para cada localidade e tempos de retorno (TR), 2, 5 e 10 anos. As predições fo-

ram obtidas utilizando a melhor estrutura de priori (não informativa e informativa) para cada

município. Para os métodos de Krigagem, foram avaliados o melhor modelo semivariograma

dentre o Gaussiano, Esférico, Exponencial e Onda. A avaliação dos modelos deu-se utilizando

validação cruzada e o erro médio de predição (EMP). Os resultados da avaliação evidenciaram

que para a predição espacial para o tempo de retorno mais alto o modelo mais adequado foi

a KO com semivariograma Onda. Desta forma, este foi utilizado para a obtenção dos mapas

de predição para os TR de 50 e 100 anos. Para a análise via PME, foram utilizados o mo-

delo de Smith e o modelo de Schlather com função de correlação de Bessel, Cauchy, Powered

Exponential e Whittle-Mátern. Nos modelos Máx-estáveis e no modelo GEV espacial foram

utilizadas superfícies de tendência para os parâmetros da GEV. A análise da dependência espa-

cial de extremos foi realizada por meio do Coeficiente Extremal, que apresentou evidências de

baixa dependência espacial para os dados. Os modelos foram avaliados utilizando o Critério de

Informação de Takeuchi e o cálculo do EMP. Os resultados evidenciaram similaridade entre os

modelos, porém, o modelo de Smith mostrou-se o mais adequado. Logo, este foi selecionado

para a obtenção dos mapas de predição para os TR de 50 e 100 anos.

Palavras-chave: chuva; distribuição GEV; krigagem; processos máx-estáveis; semivariograma.



ABSTRACT

The occurrence of extreme rainfall events can cause significant damage to urban infrastructure,

the environment, and human activities in general. Thus, understanding the behavior of this phe-

nomenon in a region can assist in the planning of activities subject to such damages. Therefore,

this study aimed to spatially model the maximum rainfall in the southern and southwestern regi-

ons of Minas Gerais, Brazil, using two approaches: Bayesian inference combined with Kriging

and Inverse Distance Weighting (IDW), and Max-Stable Processes (MSP) and Spatial Genera-

lized Extreme Value (GEV) models. Daily rainfall data from 29 cities in the region were used

for the study. For the IDW analysis, Ordinary Kriging (OK) and Log-Normal Kriging (LNK)

predictions were employed, obtained through Bayesian inference for each location and return

periods (RPs) of 2, 5, and 10 years. The predictions were obtained using the best prior structure

(non-informative and informative) for each municipality. For the Kriging methods, the best se-

mivariogram model was evaluated among Gaussian, Spherical, Exponential, and Wave models.

Model evaluation was performed using cross-validation and the mean prediction error (MPE).

The evaluation results showed that for the spatial prediction at the highest return period, the

most suitable model was OK with the Wave semivariogram. Consequently, this model was used

to obtain the prediction maps for the 50- and 100-year RPs. For the MSP analysis, the Smith

model and the Schlather model with Bessel, Cauchy, Powered Exponential, and Whittle-Matérn

correlation functions were employed. In the Max-Stable and GEV spatial models, trend surfa-

ces for the GEV parameters were used. The analysis of the spatial dependence of extremes

was conducted using the Extremal Coefficient, which indicated evidence of low spatial depen-

dence for the data. The models were evaluated using the Takeuchi Information Criterion and

the calculation of the MPE. The results showed similarity between the models; however, the

Smith model proved to be the most suitable. Therefore, this model was selected to obtain the

prediction maps for the 50- and 100-year RPs.

Keywords: precipitation; GEV distribution; kriging; max-stable processes; semivariogram.
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1 INTRODUÇÃO

A ocorrência de eventos climáticos extremos tem se tornado uma preocupação crescente

tanto na sociedade quanto na comunidade científica. A frequência e as consequências desses

eventos, como prejuízos econômicos e sociais, têm chamado atenção devido às adversidades de-

correntes de desastres naturais. Esses desastres são geralmente causados por fatores climáticos

severos, destacando-se as precipitações pluviais intensas como uma das principais causas.

A precipitação pluvial exerce uma influência significativa nas atividades humanas, po-

dendo apresentar efeitos favoráveis quando ocorre de forma moderada, mas também desfavo-

ráveis quando intensa. Na agricultura, por exemplo, a chuva é fundamental para o desenvolvi-

mento das plantas, desde a germinação até a colheita. No entanto, a ocorrência de precipitações

de alta intensidade pode resultar em danos diversos, como erosão do solo, enchentes, alagamen-

tos, deslizamentos de terra e rompimento de barragens.

Os impactos causados por eventos climáticos extremos afetam não apenas a ocorrência

de desastres naturais, mas também as atividades agrícolas e pecuárias. Em períodos de chuvas

intensas, o plantio de culturas com estruturas mais frágeis pode ser prejudicado devido à dimi-

nuição da quantidade de oxigênio no solo, o que afeta a absorção de nutrientes. Além disso, as

precipitações intensas podem resultar em efeitos adversos à saúde da população, uma vez que

a exposição a áreas de enchentes e alagamentos pode aumentar o risco de contágio de doenças

infecciosas, como a leptospirose, transmitida pelo contato com água ou lama contaminada por

urina de animais, principalmente roedores (MOURA et al., 2016).

O estudo do comportamento de variáveis extremas, como a precipitação máxima, é re-

alizado por meio de abordagens da Teoria de Valores Extremos. Esta teoria foi impulsionada

a partir do trabalho de Fisher e Tippett (1928), que descreveu os três tipos de distribuição as-

sintótica de valores extremos (Tipo I, II e III). Para esta teoria, a análise de conjuntos de dados

com tamanho amostral pequeno é comum, devido a natureza das variáveis extremais. Neste

cenário, a utilização da Inferência Bayesiana como método para ajuste de modelos de extremos

emerge como uma alternativa de abordagem eficaz para análises, pois permite a incorporação de

informações a priori, o que pode reduzir as incertezas acerca dos parâmetros a serem estudados

(STEPHENSON; TAWN, 2004).

A partir de predições pontuais, obtidas via Inferência Bayesiana, para diferentes loca-

lidades e tempos de retorno em uma região, pode-se realizar a análise da variável sob uma
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perspectiva espacial. Neste trabalho, foram aplicadas diferentes técnicas de estatística espa-

cial, possibilitando investigar o comportamento espacial da precipitação extrema na região sul

e sudoeste de Minas Gerais. Essas técnicas se concentram na modelagem de variáveis que

apresentam estrutura espacial, o que permite realizar inferências e predições de atributos para

localidades não amostradas no espaço.

A Estatística Espacial utiliza métodos de interpolação, que são baseados em valores de

pontos conhecidos para calcular valores para pontos não amostrados (CARMO; RODRIGUES;

SANTOS, 2015). Existem diferentes métodos de interpolação espacial, que podem ser classifi-

cados em três categorias principais: Determinísticos (ou Geométricos), Estatísticos e Geoesta-

tísticos. A abordagem Geoestatística é particularmente atraente, uma vez que permite o uso de

métodos multivariados para incorporar informações complementares de covariáveis espaciais

(CERÓN et al., 2021). Neste estudo, foram empregados métodos de interpolação Determinís-

ticos e Geoestatísticos, sendo utilizados, respectivamente, o método do Inverso da Distância

Ponderada (IDP) e o método da Krigagem Ordinária (KO) e Krigagem Log-Normal (KLN).

A análise espacial realizada por meio do IDP e Krigagem é comumente utilizada para

realizar predições espaciais a partir de valores de atributos já observados. Entretanto, tendo

em vista a fundamentação deste trabalho sob a perspectiva da Teoria de Valores Extremos, que

tem como diferencial a capacidade de predizer valores máximos para um tempo de retorno

futuro, buscou-se unir ferramentas da Teoria de Valores Extremos e da Estatística espacial.

Desta forma, a análise espacial deu-se mediante a obtenção dos níveis de retorno para diferentes

localidades da região e diferentes tempos de retorno.

Devido à característica extrema do fenômeno em estudo, foram empregadas além dos

métodos de Krigagem e IDP, metodologias próprias para análise espacial de variáveis extremas,

tais como os processos Máx-estáveis e a distribuição Generalizada de Valores Extremos (GEV)

espacial. Por meio dos processos Máx-estáveis e do modelo GEV espacial, é possível integrar

covariáveis geográficas e climáticas em superfícies de tendência, permitindo a variação espacial

dos parâmetros dos modelos extremos na região analisada e a predição espacial do atributo

(BANERJEE; CARLIN; GELFAND, 2014).

Ao que diz respeito a análise espacial da precipitação pluvial em regiões mineiras, fo-

ram encontrados na literatura poucos trabalhos que empregaram métodos Geoestatísticos para a

interpolação da variável (DANTAS; OLIVEIRA, 2021; GUIMARÃES; ALVES, 2023; SILVA,

2019). Entretanto, diferenciando do presente estudo, estes trabalhos se concentraram em avaliar
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a espacialização da variável observada ou a média pluviométrica, sem abordar a predição para

algum tempo de retorno.

Em razão das implicações potenciais das chuvas intensas e sua influência em diversos

aspectos socioeconômicos e ambientais em uma determinada região, é fundamental realizar

estudos e compreender o comportamento desse fenômeno. Portanto, este trabalho tem como

objetivo contribuir para o planejamento e gerenciamento de ações a serem tomadas em relação

aos possíveis danos decorrentes da precipitação extrema na região sul e sudoeste de Minas

Gerais.
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2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo geral deste estudo é modelar a precipitação máxima na região sul e sudoeste

de Minas Gerais utilizando diferentes metodologias espaciais.

2.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS

Este trabalho teve como norteador para o desenvolvimento da pesquisa uma série de

objetivos específicos estabelecidos. A seguir, são apresentados os objetivos específicos:

a) ajustar via Inferência Bayesiana a distribuição GEV aos dados de precipitação máxima

das 29 cidades do sul e sudoeste de Minas Gerais;

b) avaliar a melhor estrutura de priori (informativa e não informativa) para cada localidade;

c) calcular, via Inferência Bayesiana, predições pontuais de precipitação máxima para dife-

rentes tempos de retorno para cada cidade do sul e sudoeste de Minas Gerais analisadas;

d) ajustar e avaliar o melhor modelo de semivariograma, dentre o Gaussiano, Esférico, Ex-

ponencial e Onda;

e) comparar as estimativas espaciais para os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos obtidas via

IDP e Krigagem, avaliando a metodologia mais adequada para aplicação;

f) produzir mapas de predições a partir da metodologia mais adequada, dentre os métodos

de Krigagem e IDP, para tempos de retorno de 50 e 100 anos;

g) definir superfícies de tendências a serem utilizadas nos modelos espacias de extremos;

h) ajustar os modelos Máx-estáveis e o modelo GEV espacial utilizando, respectivamente, o

método da Máxima Verossimilhança Pareada e Máxima Verossimilhança;

i) comparar as estimativas espaciais para os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos obtidas via

modelo GEV espacial, modelo Máx-estável de Smith e modelo Máx-estável de Schlatter

com funções de correlação de Bessel, Cauchy, Powered Exponential e Whittle-Matérn,

avaliando a metodologia mais adequada para aplicação;
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j) produzir mapas de predições a partir da metodologia mais adequada, dentre os modelos

Máx-estáveis e o modelo GEV, para tempos de retorno de 50 e 100 anos.
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3 REVISÃO DE LITERATURA

Nesta seção são apresentados aspectos acerca de eventos climáticos extremos, assim

como uma síntese dos principais trabalhos que contribuíram para o avanço da Teoria de Valores

Extremos. Apresenta-se também, uma revisão de literatura quanto à Inferência Bayesiana e

metodologias da Estatística Espacial (Inverso da Distância Ponderada e Krigagem) e Espacial

de Extremos (Processos Máx-estáveis e Modelo GEV espacial).

3.1 EVENTOS CLIMÁTICOS EXTREMOS

A influência de eventos climáticos extremos nas atividades humanas é observada desde

tempos antigos. No entanto, após o século XX, com o aumento da população mundial, as

consequências da ocorrência desses fenômenos se intensificaram, levando a impactos sem pre-

cedentes (DIAS, 2014).

Conforme Albeverio, Jentsch e Kantz (2006), os extremos climáticos podem ser defini-

dos como valores de parâmetros meteorológicos, que excedem ou ficam abaixo de determinados

limites, ou representam a quantidade máxima ou mínima em um determinado período. Esses

valores são associados a uma probabilidade relativamente baixa de ocorrência, mas com alto

impacto nas sociedades e ecossistemas. Portanto, eventos climáticos extremos incluem, por

exemplo, precipitação intensa, períodos de seca, máximas e mínimas de temperatura, veloci-

dade do vento e umidade do ar, entre outros (LUBCHENCO; KARL, 2012; ZHANG et al.,

2017).

A relação entre a ocorrência de fenômenos climáticos extremos e desastres naturais não

é bicondicional, isto é, a ocorrência deste evento não necessariamente implica em desastres.

Segundo Xavier, Barcellos e Freitas (2014), fatores sociais, como infraestruturas danificadas e

ocupação em áreas de relevo acidentado ou impróprio, podem contribuir para que uma locali-

dade e sua população estejam em uma posição de desfavorecimento em relação ao fenômeno,

o que aumenta a probabilidade de ocorrência de um desastre. Portanto, os desastres são geral-

mente resultado da combinação entre eventos climáticos extremos e fatores sociais.
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3.2 PRECIPITAÇÃO PLUVIAL E PRECIPITAÇÃO PLUVIAL MÁXIMA

A precipitação pluvial é um parâmetro meteorológico de grande importância e influên-

cia para diversas áreas, incluindo agricultura, hidrologia e planejamento urbano. Desta forma o

conhecimento acerca da intensidade, frequência e duração da precipitação é de especial impor-

tância para a avaliação e gestão de recursos hídricos (SCHNEIDER et al., 2015).

A precipitação, quando ocorre de forma constante e moderada, pode proporcionar diver-

sos benefícios, como irrigação natural, abastecimento de água e resfriamento do ar. No entanto,

quando essa mesma quantidade de precipitação ocorre em um curto espaço de tempo, pode

ocasionar inundações e escoamentos locais (TRENBERTH et al., 2003).

Denomina-se a precipitação como máxima, quando esta refere-se ao maior valor regis-

trado de precipitação em um determinado período de tempo em uma determinada região, ou o

valor que excede um limiar, assim como abordado na seção 3.1. Desta forma, a precipitação

máxima é de particular interesse em estudos de eventos climáticos extremos.

A compreensão do comportamento da precipitação máxima pode ser dada por meio de

modelagens estatísticas. Uma possibilidade para tal é ajustar uma distribuição de probabilidade

aos valores de uma amostra observada de máximos de precipitação, o que possibilita calcular

a probabilidade de ocorrência de valores superiores a limites de interesse ou valores esperados

da precipitação extrema para períodos de retorno especificados. Para a análise da precipitação

máxima, a distribuição GEV tem sido frequentemente utilizada e apresentado resultados satis-

fatórios na modelagem desses eventos (SABINO et al., 2021; FERREIRA; BEIJO; AVELAR,

2021; BLAIN; LULU, 2011; CORREIA-FILHO; LUCIO; SPYRIDES, 2016).

3.3 TEORIA DOS VALORES EXTREMOS

A Teoria dos Valores Extremos é uma área fundamental da Estatística Matemática que

permite a análise do comportamento estocástico de eventos raros, situados nas caudas das dis-

tribuições e afastados do centro da distribuição dos dados, como destacado por Rocco (2014).

Assim, considera-se como extremo qualquer evento que corresponde ao conjunto de valores

máximos ou mínimos de um determinado bloco temporal, ou que ultrapassa um determinado

limiar. Devido a essa restrição de dados, o tamanho da amostra para análise de extremos é

geralmente limitado.

Conforme destacado por Mendes (2004), a Teoria de Valores Extremos teve seu início
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com a aplicação em questões relacionadas à precipitação máxima e ao nível de inundação nos

Estados Unidos. Contudo, sua utilidade se estende para além dessas áreas, podendo ser em-

pregada na análise de diversas variáveis climáticas extremas, resistência de materiais e séries

financeiras, com um enfoque particular na gestão de riscos.

A Teoria teve como marco a publicação do artigo de Fisher e Tippett (1928), no qual

verificaram que a distribuição dos máximos convergia para uma distribuição degenerada ou para

uma das três formas assintóticas de valores extremos, conhecidas respectivamente como Gum-

bel (tipo I), Fréchet (tipo II) e Weibull (tipo III). Posteriormente, Gnedenko (1943) apresentou

uma rigorosa fundamentação teórica das condições necessária e suficiente para a convergência

em distribuição do máximo para uma distribuição não degenerada.

Entretanto, mesmo com as grandes contribuições concebidas à Teoria, ainda havia a di-

ficuldade de escolher uma dentre as três distribuições para a análise dos fenômenos de interesse.

Este problema foi solucionado apenas com a publicação do trabalho de Jenkinson (1955), no

qual foi proposta a distribuição GEV, que incorpora as três formas assintóticas em uma única

generalizada.

A função de probabilidade acumulada da distribuição GEV para máximos é dada por:

F (x) = exp

{
−
[
1 + ξ

(
x− µ

σ

)]− 1
ξ

}
, (3.1)

em que, 1 + ξ

(
x− µ

σ

)
> 0 com µ ∈ R, σ > 0 e ξ ∈ R∗.

Derivando-se 3.1 em relação a x, é possível obter a função densidade da distribuição da

distribuição GEV, como representada pela equação (3.2), em que µ, σ e ξ são os parâmetros

posição, escala e forma, respectivamente:

f(x) =
1

σ

[
1 + ξ

(
x− µ

σ

)]−( 1+ξ
ξ )

exp

{
−
[
1 + ξ

(
x− µ

σ

)]− 1
ξ

}
, (3.2)

em que, 1 + ξ

(
x− µ

σ

)
> 0, µ ∈ R, σ > 0 e ξ ∈ R∗. A forma que a distribuição GEV

assume varia conforme o valor do parâmetro ξ, portanto, para ξ < 0 a função é definida em

−∞ < x < µ − σ
ξ
, para ξ > 0 a função é definida em µ − σ

ξ
< x < ∞ e para ξ igual a zero a

função é definida para x ∈ R.

Diversos métodos podem ser utilizados para estimar os parâmetros da distribuição GEV,

incluindo a Inferência Bayesiana. Essa metodologia apresenta uma forte relação com a função
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de verossimilhança da GEV, que é determinante para o cálculo das estimativas dos parâmetros.

Essa relação será discutida com maior profundidade na seção 3.4.

A função de verossimilhança da distribuição GEV é dada por:

L(θ;x) =
1

σn

n∏
i=1

{[
1 + ξ

(
xi − µ

σ

)]−( 1+ξ
ξ )
}
exp

{
n∑

i=1

{
−
[
1 + ξ

(
xi − µ

σ

)]−( 1
ξ )
}}

,

(3.3)

em que, θ = (µ, σ, ξ) e n é o tamanho da amostra.

Uma abordagem amplamente empregada para estimar os parâmetros da distribuição

GEV é a da Máxima Verossimilhança. Isso se deve à sua facilidade de compreensão e adap-

tabilidade a distribuições complexas. Entretanto, a abordagem de Máxima Verossimilhança

pode não garantir boas propriedades assintóticas para amostras de tamanho reduzido, conforme

apontado por (COLES; DIXON, 1999). Uma alternativa para contornar essa limitação é a Infe-

rência Bayesiana, que permite a incorporação de informações a priori sobre a distribuição dos

parâmetros, a fim de aprimorar e reduzir as incertezas das estimativas dos parâmetros.

3.4 INFERÊNCIA BAYESIANA

O início do estudo da abordagem Bayesiana de forma aplicada deu-se na primeira me-

tade do século XX, a partir do estudo publicado por Jeffreys (1939). Entretanto, a popularização

dessa metodologia foi limitada pela necessidade de calcular integrais de difícil ou sem solução

analítica. Somente com o avanço tecnológico na década de 90, foi possível avançar no estudo

da abordagem, quando Gelfand et al. (1990) propuseram a utilização de simulações dinâmicas

através do algoritmo de Gibbs.

A análise de um evento qualquer sob uma concepção Bayesiana tem como diferencial,

quando comparada à abordagem clássica, a visão de que os parâmetros da distribuição de in-

teresse são aleatórios e, dessa forma, assumem uma distribuição. Isso difere da abordagem

clássica, na qual os parâmetros são constantes.

A abordagem Bayesiana incorpora informações a priori sobre o fenômeno de interesse

e a informação dos dados para obter a densidade a posteriori dos parâmetros. A informação a

priori é representada por uma distribuição a priori dos parâmetros, que reflete o conhecimento

prévio sobre eles antes da obtenção ou coleta dos dados. A informação proveniente dos dados é

representada pela função de verossimilhança. Em resumo, a distribuição a posteriori incorpora
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toda a informação disponível sobre os parâmetros, pois contém tanto a informação inicial quanto

a informação da amostra (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003).

Utilizando-se a distribuição a priori, p(θ), e a função de verossimilhança, L(θ|x), é

possível obter a distribuição a posteriori de θ, p(θ|x):

p(θ|x) ∝ L(θ|x)p(θ), (3.4)

em que, ∝ representa proporcionalidade, x = {x1, x2, ..., xn} a amostra de dados e θ =

(µ, σ, ξ).

O processo de inferência acerca da quantidade de interesse, conforme a abordagem

Bayesiana, é baseado nas distribuições marginais a posteriori, obtidas através do processo de

integração da distribuição conjunta a posteriori (SILVA; LEANDRO, 2009).

3.4.1 Distribuição a priori

De acordo com Paulino, Turkman e Murteira (2003), a informação a priori utilizada

na análise Bayesiana é aquela coletada antes do estudo em questão, a qual está relacionada à

experiência prévia do especialista no problema em análise e pode conter elementos subjetivos.

A inclusão dessa informação é importante para a obtenção da distribuição a posteriori dos

parâmetros, que incorpora tanto a informação inicial quanto a informação dos dados.

A distribuição a priori pode ser classificada em dois tipos, de acordo com o grau de in-

formação disponível sobre os parâmetros θ: distribuição priori informativa e distribuição priori

não informativa. Quando os especialistas possuem informações prévias e dão preferência para

um intervalo de um ou mais valores dos parâmetros em um espaço paramétrico, a distribuição

a priori é definida como distribuição informativa. Por outro lado, quando o pesquisador não

prioriza nenhum valor do parâmetro num espaço paramétrico, é definida como distribuição a

priori não informativa.

Martins et al. (2018b) afirmam que a priori é a forma de se quantificar a incerteza sobre

o experimento, porém a priori não informativa não evidencia necessariamente o desconheci-

mento do pesquisador sobre o experimento. Logo, é necessário utilizá-la de forma a viabilizar

a inferência a posteriori.

Coles e Powell (1996) formularam uma distribuição a priori para os três parâmetros da

distribuição GEV, com o objetivo de melhorar a estimativa desses parâmetros, propondo que os
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mesmos seguem uma distribuição Normal Trivariada, assim,

θ ∼ MVN(Φ0,Σ0), (3.5)

em que, MVN é a sigla para Normal Multivariada, θ = (µ, log(σ), ξ) é o vetor dos parâmetros,

Φ0 é o vetor de médias dos hiperparâmetros e Σ0 é a matriz de variâncias e covariâncias dos

hiperparâmetros, dadas por:

Φ0 = (µ0, log(σ0), ξ0);

Σ0 =


V AR(µ0) cov(log(σ0), µ0) cov(ξ0, µ0)

cov(µ0, log(σ0)) V AR(log(σ0)) cov(ξ0, log(σ0))

cov(µ0, ξ0) cov(log(σ0), ξ0) V AR(ξ0)

 . (3.6)

Ainda conforme Coles e Powell (1996), a distribuição Normal Trivariada é dada por:

p(θ) = (2π)1/2|Σ0|1/2exp

−
1

2
(θ −Φ0)

tΣ0
−1(θ −Φ0)

 . (3.7)

3.4.2 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

De acordo com Oliveira et al. (2018), as distribuições marginais dos parâmetros da

GEV não podem ser obtidas analiticamente, exigindo o uso de técnicas de simulação baseadas

em distribuições de probabilidade. Uma dessas técnicas é a simulação de Monte Carlo via

Cadeias de Markov (MCMC), que emprega algoritmos iterativos, como o Metropolis-Hastings e

o Amostrador de Gibbs, para gerar variáveis com densidades desconhecidas. Esse método busca

construir uma densidade para cada parâmetro, porém é importante verificar a convergência das

cadeias geradas.

O algoritmo de Metropolis-Hastings é uma técnica utilizada para obter uma amostra

da distribuição marginal a posteriori quando o Amostrador de Gibbs não é eficiente, ou seja,

quando a distribuição condicional dos parâmetros não é conhecida. Nesse caso, são gerados

valores para o parâmetro a partir de uma distribuição proposta e, em seguida, esses valores são

aceitos ou rejeitados com uma certa probabilidade de aceitação (MIAO et al., 2019).

Esses algoritmos podem obter amostras da distribuição a posteriori executando uma

Cadeia de Markov construída, e o algoritmo simula cadeias de Markov em uma integração de
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Monte Carlo para gerar um conjunto de pontos cuja distribuição converge para a distribuição a

posteriori (CHUNG; KIM, 2013).

3.4.3 Análise de Convergência das cadeias

Diversos critérios têm sido propostos para avaliar a convergência das cadeias a poste-

riori dos parâmetros. Entre esses métodos, Nogueira, Safadi e Ferreira (2004) recomendam a

aplicação dos critérios de Raftery-Lewis, Geweke e Heidelberg e Welch. Desta forma, neste

trabalho foram utilizados estes critérios para a avaliação da convergência das cadeias obtidas.

O critério de Raftery-Lewis permite obter estimativas do número de iterações iniciais

que devem ser descartadas (burn-in) e da distância mínima de uma iteração à outra para se obter

a subamostra aproximadamente independente (thin). Além disso, o critério fornece o fator de

dependência, que mediante o valor obtido para este, pode-se avaliar a convergência das cadeias.

Conforme Raftery e Lewis (1992), se o fator de dependência for maior que 5, conclui-se que

não há evidências de convergência da cadeia.

O fator de dependência é obtido pela divisão do número total de iterações pelo número

de amostras independentes necessárias para estimar a probabilidade posterior dentro da precisão

desejada e da probabilidade de cobertura especificada (SMITH, 2007).

O critério de Geweke, proposto por Geweke (1992), é baseado em um teste de igual-

dade de médias entre segmentos da cadeia de Markov, sendo comparado a média da parte

inicial com a final. Desta forma, seja {x1,i : i = 1, ..., n1} o segmento inicial da cadeia e

{x2,i : i = n− n2 + 1, ..., n2} o segmento final, com n sendo o número de iterações, n1 = n
10

e n2 = n
2
, então os seguimentos possuem média x1 e x2 e variância assintótica Ŝ2

1(0) e Ŝ2
2(0)

calculada como a densidade espectral na frequência zero.

A estatística do teste para o critério de convergência de Geweke é dada por:

Z =
x1 − x2√

Ŝ2
1(0)/n1 + Ŝ2

2(0)/n2

∼ N(0, 1). (3.8)

Desta forma, quando o valor da estatística Z é inferior ao quantil superior da distribuição Nor-

mal Padrão, respectivo ao nível de significância adotado, não há evidências para rejeitar a hi-

pótese de igualdade entre as médias do início e do final da cadeia, o que indica que as cadeias

convergiram. Portanto, ao nível de significância de 5% a estatística do teste deve ser inferior a

1,96.
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O critério de convergência de Heidelberger e Welch, proposto por Heidelberger e Welch

(1983), emprega testes estatísticos para avaliar a hipótese nula de estacionariedade da amos-

tra gerada pelas cadeias. Se a hipótese nula de convergência for rejeitada, os primeiros n
10

da

amostra são descartados e o teste é reaplicado. Esse processo é repetido até que o teste não seja

significativo ou 50% das amostras tenham sido descartadas, o que torna a cadeia não estacio-

nária. Se a convergência não for rejeitada, um teste half-width é realizado para determinar se a

média estimada está sendo calculada com uma acurácia especificada (SMITH, 2007). O teste é

aprovado se a razão entre (limite superior − limite inferior)/2 e a média estimada for menor do

que a acurácia especificada (NOGUEIRA; SAFADI; FERREIRA, 2004).

Portanto, se no critério de Heidelberger e Welch o valor p do teste for maior do que

o nível de significância, indica-se que não há evidências para se rejeitar a hipótese nula de

estacionariedade da amostra gerada pelas cadeias.

3.5 ESTATÍSTICA ESPACIAL

A Estatística Espacial permite o estudo do comportamento de um evento no espaço.

Assim como as diversas áreas da estatística, a espacial é composta por diferentes metodologias,

sendo que para este trabalho foram utilizados métodos determinísticos e geoestatísticos, além

de pretender-se utilizar métodos espaciais de valores extremos.

3.5.1 Inverso da Distância Ponderada

O Inverso da Distância Ponderada (IDP) é um interpolador univariado clássico que uti-

liza a distância entre os pontos amostrados e os de interesse para a interpolação de um atributo

em uma determinada área. Este método pode ser associado a primeira lei da Geografia de To-

bler (TOBLER, 1970), em que se afirma que todas as coisas são parecidas, mas coisas mais

próximas se parecem mais do que as mais distantes.

Para uma localização não observada, o cálculo da estimativa do atributo via IDP é dado

por:

Ẑ(uj) =

n∑
i=1

1
dpij

Z(ui)

n∑
i=1

1
dpij

, (3.9)

em que, Ẑ(uj) é a estimativa do atributo para uma localidade uj não amostrada, Z(ui) é o valor
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observado de precipitação máxima para um ponto observado, dij é a distância euclidiana entre

o i-ésimo vizinho e o ponto uj , 1/d
p
ij representa o peso e p é o parâmetro de potência e n é o

número de pontos amostrados utilizados para a estimação.

O método de interpolação espacial IDP é amplamente utilizado na análise de dados ge-

oespaciais devido à sua simplicidade e dependência exclusiva dos valores observados e das

distâncias entre os pontos. Devido à facilidade de compreensão e aplicação, o IDP é frequen-

temente empregado para espacialização de variáveis em locais não amostrados, sendo um dos

métodos mais utilizados, juntamente com a Krigagem (MARTINS; ALVES; DAMASCENO,

2019).

Por meio do IDP realiza-se a interpolação dos valores no espaço a partir da média ponde-

rada de valores observados dentro de um raio de busca. A importância de cada valor observado

é determinada por um peso que é inversamente proporcional à distância ponderada entre o ponto

de interesse e o ponto observado.

3.5.2 Geoestatística

Segundo Nogueira (2013), na década de 1950 foi observado pelo engenheiro de minas

Daniel Krige, que ao se considerar a dependência espacial obtinha-se métodos mais eficientes

de estimação da concentração de ouro. Esses estudos influenciaram o francês George Matheron,

que formalizou tais teorias e as denominou como Teoria das Variáveis Regionalizadas.

Conforme Yamamoto e Landim (2013), a partir de 1980 os métodos Geoestatísticos

passaram a ser utilizados em diferentes áreas de estudo, como na Agricultura, Cartografia, En-

genharia Florestal, Geologia, Hidrologia e Climatologia, tendo como objetivo o estudo e a re-

presentação estrutural das variáveis afim de solucionar problemas de estimativas, baseando-se

em dados observados. Desta forma, qualquer variável aleatória dependente do espaço e que

possui caráter estrutural, pode ser denominada como variável regionalizada e submeter-se à

análise Geoestatística. Ainda conforme os autores, a variável regionalizada pode ser definida

como uma função numérica com variação espacial e continuidade aparente, cuja a variação é

explicada por modelos de semivariograma.

De forma sintetizada, pode-se definir a Geoestatística como um conjunto de métodos

para análise espacial que permite utilizar da dependência espacial inerente às observações para

calcular valores em locais não amostrados. Para isto, utiliza-se modelos probabilísticos as-

sociados à localização dos pontos, o que possibilita analisar a variabilidade entre os valores
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observados (ANDRADE et al., 2018).

De acordo com Cressie (1993), a Geoestatística baseia-se, fundamentalmente, em dois

conceitos: a Krigagem, que tem o objetivo de predizer, de forma não tendenciosa e com variân-

cia mínima, os valores de um determinado atributo em pontos não amostrados; e o semivario-

grama, cujo papel é descrever a estrutura da variabilidade espacial.

3.5.2.1 Semivariograma

O semivariograma desempenha um papel fundamental na aplicação dos métodos Geo-

estatísticos, pois expressa o grau de dependência espacial dos dados e permite a estimativa dos

parâmetros com os quais os valores não amostrados são preditos por meio da técnica de inter-

polação conhecida como Krigagem, que possibilita a construção de mapas de predição espacial

(BRUBACHER; OLIVEIRA; GUASSELLI, 2020).

Ao que diz respeito aos estimadores de semivariograma, tem-se o estimador clássico de

Matheron como o mais utilizado (MATHERON, 1962), dado por:

γ̂(h) =
1

2N(h)

N(h)∑
i=1

[z (ui)− z (ui + h)]2 , (3.10)

em que, h é a distância vetorial entre pares de observações, N(h) é o número de pares ordenados

e z(ui) e z(ui + h) são valores observados nas respectivas localizações ui e ui + h.

Entretanto, este estimador é sensível a presença de outliers e assimetria da variável alea-

tória. Diante deste problema, uma abordagem que pode ser adotada é o uso do estimador robusto

de Cressie-Hawkins. Conforme Barbosa et al. (2019), este estimador apresenta-se como uma

alternativa para problemas em que os dados se distanciam da normalidade, já que não é sensí-

vel a presença de valores discrepantes. O estimador robusto de Cressie-Hawkins (CRESSIE;

HAWKINS, 1980) é dado por:

γ̂(h) =
1

2N(h)

N(h)∑
i=1

{
[z (ui)− z (ui + h)]

1
2

}4

/

[
0,914 +

0,988

N(h)

]
. (3.11)

Neste trabalho, foram utilizados os modelos de semivariograma Gaussiano, Esférico,

Exponencial e Onda, a fim de avaliá-los e verificar o modelo mais adequado para o estudo do

fenômeno. Conforme Xavier et al. (2010) e Neto et al. (2018), os modelos são expressos por:
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γgaus(h) = C0 + C1

[
1− exp

(
−
(
|h|
a

)2
)]

, |h| < a, (3.12)

γexp(h) = C0 + C1

[
1− exp

(
−|h|

a

)]
, |h| < a, (3.13)

γesf(h) =


C0 + C1

[
3
2

(
|h|
a

)
− 1

2

(
|h|
a

)3]
, |h| < a

C0 + C1, |h| ≥ a

, (3.14)

γonda(h) =

{
C0 + C1

[
1−

sen
(
πh

a

)
πh

a

]
, (3.15)

em que, C0 é o efeito pepita, sendo o valor do semivariograma para distância igual a zero, C1

a contribuição, que conforme Pereira et al. (2018), indica as diferenças espaciais da variável

em dois pontos com distâncias cada vez mais altas. O alcance a , especifica a distância até a

qual as amostras se correlacionam espacialmente e h é a distância vetorial entre os pares de

observações.

3.5.2.2 Krigagem

A Krigagem é uma técnica Geoestatística utilizada para interpolação de valores não

amostrados em uma determinada área, permitindo o conhecimento acerca da distribuição e va-

riabilidade espacial de um fenômeno (ACHOURI; GIFFORD, 1984). Ela se baseia nas premis-

sas de não-tendenciosidade do estimador e variância mínima das estimativas, e utiliza funções

de semivariogramas para detectar a estrutura da variabilidade espacial da variável de interesse

(THOMPSON, 1992; TOBIN et al., 2011).

Neste trabalho, foram utilizados o método de Krigagem Ordinária e Krigagem Log-

Normal. A Krigagem Log-Normal é a aplicação de outro método de Krigagem porém, com

a transformação da escala da variável em análise. Desta forma, pode-se utilizar a Krigagem

Log-Normal como uma variação, por exemplo, da Krigagem Ordinária, o que poderia ser de-

nominado como Krigagem Ordinária Log-Normal.

O cálculo do atributo para um local não amostrado sob a perspectiva da Krigagem Ordi-
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nária é dado por:

ẑ(ui) =
n∑

i=1

λKOz(ui), (3.16)

em que, ẑ(ui) é o valor calculado para a localização ui, z(ui) é o valor observado, λKO se refere

aos pesos calculados com base em n dados.

O método de Krigagem Log-Normal baseia-se na transformação dos dados para a escala

logarítmica, com o objetivo de se obter uma distribuição simétrica dos dados (WEBSTER;

OLIVER, 2007). Os dados transformados são utilizados para o cálculo do semivariograma

e desta forma, utiliza-se para interpolação do atributo em áreas não amostradas a Krigagem

Ordinária. Entretanto, os valores obtidos estão no domínio logarítmico, havendo portando a

necessidade da transformação para a escala original, dada por (YAMAMOTO; FURUIE, 2010):

ẑKLN (ui) = exp

[
ŷKLN (ui) + σ2

KLN (ui)

2− µ (ui)

]
, (3.17)

em que, ẑKLN (ui) são as estimativas em escala original e ŷKLN (ui) as estimativas em escala

logarítmica, σ2
KLN é a variância da Krigagem Log-Normal e µ é o parâmetro de Lagrange.

3.6 ANÁLISE ESPACIAL DE EXTREMOS

Ao decorrer das seções 3.5.1 e 3.5.2, foram apresentadas metodologias para a análise de

eventos espaciais, como o interpolador determinístico do IDP e também métodos geoestatíticos

de Krigagem. Entretanto, tais metodologias são fundamentadas em processos gaussianos, o

que pode gerar resultados não tão satisfatórios na análise espacial de eventos extremos, uma

vez que os dados extremos estão localizados nas caudas das distribuições e, portanto, possuem

características distantes da normalidade.

Considerando que métodos Geoestatísticos convencionais não são recomendados para a

análise de eventos extremos, surge a necessidade de outra metodologia para realizar a modela-

gem espacial. No trabalho publicado por Ribatet (2009), é proposta a utilização de processos

Máx-estáveis para a modelagem de máximos sob domínio espacial. Conforme Olinda (2012),

trata-se de uma extensão da Teoria de Valores Extremos multivariados, capaz de incorporar

aspectos existentes na Geoestatítica, permitindo avaliar a dependência espacial de máximos.

Outra metodologia que pode ser utilizada para a análise espacial de extremos é a aborda-

gem via GEV espacial. O modelo GEV espacial utiliza unicamente de superfícies de tendência
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que representam a variação dos parâmetros da GEV no espaço, o que possibilita o cálculo de

níveis de retorno para locais não amostrados.

3.6.1 Processos Máx-estáveis

O processo Máx-estável foi proposto por Hann (HAAN, 1984) e conforme Dombry,

Engelke e Oesting (2016) é uma classe de campos aleatórios de grande interesse para a Teoria de

Valores Extremos, por ser adequada para variáveis extremais. Um processo Máx-estável Z(·) é

o processo limite de máximos de campos aleatórios independentes e identicamente distribuídos,

com um conjunto de índices S no domínio espacial, Yi(x)x∈S com i = 1, ..., n, repetições de um

processo aleatório contínuo. Para duas sequências numéricas adequadas an(x) > 0 e bn(x) ∈ R

(KOCH, 2017), tem-se que

Z(x) = lim
n→+∞

maxni=1 Yi(x)− bn(x)

an(x)
, x ∈ S. (3.18)

Desta forma, se o limite de Z(x) existe, então o processo limite Z(x) é um processo

Máx-estável (YASIN et al., 2019). De acordo com Thibaud, Mutzner e Davison (2013), é

conveniente transformar o processo Máx-estável para unidades marginais de Fréchet, isto é,

Pr{Z(x) ≤ z} = exp(−1/z) para x ∈ S e z > 0. Desta forma, o processo Máx-estável é

chamado de Máx-estável simples, sendo representado por:

Z(x) = max
i≥1

Wi(x)/Ti, x ∈ S, (3.19)

em que, 0 < T1 < T2 < · · · representam os pontos de um processo de Poisson de taxa unitária

e os Wi(x) são replicatas independentes de um processo aleatório não negativo W (x), que

satisfaz E{W (x)} = 1 para cada x ∈ S (THIBAUD; MUTZNER; DAVISON, 2013).

A partir deste modelo geral, desenvolveu-se diferentes caracterizações de modelos de

processos Máx-estáveis para análise de eventos espaciais extremos (DIRIBA; DEBUSHO, 2021),

como o modelo de Smith e o modelo de Schlatter.

Para modelo de Smith, considera-se Wi(x) uma função densidade de probabilidade e

assume-se que W (x − s) é uma densidade normal multivariada com matriz de covariância Σ

e média s uniformemente escolhida em S (THIBAUD; MUTZNER; DAVISON, 2013). Desta

forma, o processo Z(x) em localidades x1 e x2 para o modelo de Smith, é dado pela função de
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distribuição acumulada bivariada do modelo:

Pr [Z (x1) ≤ z1, Z (x2) ≤ z2] = exp

[
− 1

z1
Φ

(
a

2
+

1

a
log

z2
z1

)
− 1

z2
Φ

(
a

2
+

1

a
log

z1
z2

)]
, (3.20)

em que, Pr [Z (x1) ≤ z1, Z (x2) ≤ z2] representa a função de distribuição acumulada bivariada

para as variáveis aleatórias Z(x1) e Z(x2) no modelo de Smith. Essa função descreve a probabi-

lidade conjunta de que os valores Z em x1 e x2 sejam menores ou iguais a z1 e z2. Φ é a função

de distribuição acumulada normal padrão, isto é, Φ(u) = (2π)−1/2
∫ u

−∞ exp (−x2/2) dx, a é a

distância de Mahalanobis definida por: a =
√

(x1 − x2)
T Σ−1 (x1 − x2) em que Σ é a matriz

de covariâncias. Conforme Olinda (2012), a matriz de covariâncias Σ, de parâmetros Σ = σ11,

σ12 e σ22, define diretamente a dependência extrema.
Para o modelo de Schlather, implementado por Schlather (2002), W (x) é proporcional à

parte positiva de um processo gaussiano centrado estacionário, com variância unitária e função
de correlação ρ(h). A função de distribuição acumulada bivariada para localizações x1 e x2 no
modelo de Schlatter, é dada por:

Pr [Z (x1) ≤ z1, Z (x2) ≤ z2] = exp

−1

2

(
1

z1
+

1

z2

)1 +

√√√√1− 2(ρ(h) + 1)
z1z2

(z1 + z2)
2

) , (3.21)

em que, h ∈ R+ é o vetor de distâncias Euclidianas entre duas localizações.

Existem diferentes funções de correlação, dentre estas à de Whittle-Matérn, Cauchy,

Powered Exponential e Bessel, apresentadas em 3.22, dadas conforme apresentado no trabalho

de Ribatet (2009):

Whittle-Matérn ρ(h) = 21−ν

Γ(ν)

(
h
c2

)ν
Kν

(
h
c2

)
, c2 > 0, ν > 0,

Cauchy ρ(h) =

[
1 +

(
h
c2

)2]−ν

, c2 > 0, ν > 0,

Powered Exponential ρ(h) = exp
[
−
(

h
c2

)ν]
, c2 > 0, 0 < ν ≤ 2,

Bessel ρ(h) =
(
2c2
h

)ν
Γ(ν + 1)Jν

(
h
c2

)
, c2 > 0, ν ≥ d−2

2
,

(3.22)

em que, c2 e ν são o alcance e o parâmetro de suavização da função de correlação, Γ é a função

gama e Jν e Kν são a função de Bessel e a função Bessel modificada de terceiro grau com

ordem ν e d é a dimensão dos campos aleatórios.
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3.6.1.1 Dependência Espacial de Máximos

Para uma análise espacial de extremos, é útil o conhecimento de medidas de dependência

espacial. Uma forma de se avaliar o grau de dependência espacial é por meio de variogramas,

entretanto, estes podem não existir quando utilizados para dados extremais (RIBATET, 2013).

Desta forma, abordagens voltadas para extremos, como o Coeficiente Extremal e F-madograma,

foram propostas como alternativas para contornar essa limitação.

A função do Coeficiente Extremal, proposta por Schlather e Tawn (2003), tem como ob-

jetivo avaliar a dependência extremal em processos Máx-estáveis, quantificando a dependência

entre pares de locais separados por uma distância h (AZIZAH; SUTIKNO; PURHADI, 2017).

As funções do Coeficiente Extremal θ(x1,x2) para o modelo de Smith (3.20) e de Sch-

lather (3.21) são dadas por:

Smith: θ(x1,x2) = 2Φ(a/2), (3.23)

Schlather: θ(x1,x2) = 1 +

√
1− ρ(∥x1 − x2∥)

2
, (3.24)

em que, 1 ≤ θ(x1,x2) ≤ 2 com θ(x1,x2) = 1 indicando a dependência completa entre duas

observações e θ(x1,x2) = 2 a independência completa, x1 e x2 são localizações, Φ é a função

de distribuição acumulada normal padrão, a é a distância de Mahalanobis definida por: a =√
(x1 − x2)

T Σ−1 (x1 − x2) e ρ(∥x1 − x2∥) é a função de correlação para duas localizações.

Conforme Chailan et al. (2014), um método de estimação para o Coeficiente Extremal

é o F-madograma, proposto por Cooley, Naveau e Poncet (2006). O F-madograma é um es-

timador semelhante ao semivariograma empírico, mas adaptado para processos Máx-estáveis

(RIBATET, 2017). O F-madograma, dado por 3.25, possui uma forte relação com o Coeficiente

Extremal:

νF (h) =
1

2
E[|F (Z(x))− F (Z(x+ h))|] = 1

2

θ(h)− 1

θ(h) + 1
, (3.25)

em que, F é a função de distribuição acumulada de Z(x), νF (h) é o valor do F-madograma

para uma distância h e Z(x) − Z(x + h) é a diferença entre o valor da variável de dois locais

dentro de uma distância h.

De acordo com Schlather e Tawn (2003), as funções do Coeficiente Extremal em 3.23 e
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3.24 são associados ao F-madograma, o que leva ao estimador:

θ̂(h) =
1 + 2νF (h)

1− 2νF (h)
, (3.26)

em que, θ̂(h) é o estimador para o Coeficiente Extremal é νF (h) é a função do F-madograma

dada em 3.25.

3.6.1.2 Ajuste dos processos Máx-estáveis

O ajuste dos processos Máx-estáveis aos dados é fundamental para sua aplicabilidade.

Existem diferentes métodos utilizados para realizar o ajuste dos modelos, entretanto, conforme

Davison, Padoan e Ribatet (2012), os mais amplamente utilizados baseiam-se na função de

verossimilhança.

Para este trabalho utilizou-se o método da Máxima Verossimilhança Pareada, assim

como utilizado e recomendado por Ribatet (2013), Thibaud, Mutzner e Davison (2013), Di-

riba e Debusho (2021). O ajuste dos modelos é obtido maximizando o logaritmo da função de

verossimilhança pareada (DIRIBA; DEBUSHO, 2021), dada por:

lp(z|ψ) =
K∑
k=1

d−1∑
j=1

d∑
s=j+1

log fj,s (zk,j, zk,s|ψ) , (3.27)

em que, fj,s (zk,j, zk,s|ψ) é a função de densidade bivariada do processo Máx-estável, d é nú-

mero de estações meteorológicas, com z ∈ Rd, zk,j e zk,s é o k-ésimo máximo anual observado

para as estações j e s, respectivamente; e ψ é o vetor de parâmetros do modelo.

Em 3.27, pressupõe-se que as observações são amostradas de uma distribuição Fréchet

unitária, o que somente é possível em teoria. Para contornar essa limitação, é possível ajustar a

distribuição GEV, via Máxima Verossimilhança, aos dados de cada localidade e transformá-los

para a escala unitária de Fréchet. Conforme Hakim, Warsito e Yasin (2020), a transformação

(t) para a unidade de Fréchet, do valor z(x) associado a uma localidade x, é dada por:

t : z(x) 7→
(
1 + ξ̂

z(x)− µ̂

σ̂

) 1

ξ̂

, (3.28)

em que, µ̂, σ̂ e ξ̂ são estimativas para os parâmetros da GEV.

Embora para fins teóricos possa se concentrar apenas em modelos Máx-estáveis sim-
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ples com margens unitárias de Fréchet, em aplicações práticas é interessante acrescentar outras

propostas (RIBATET, 2013).

Para uma localidade x com observações disponíveis, pode-se ajustar a distribuição GEV

aos dados e obter estimativas para os parâmetros da distribuição. Entretanto, para x ausente

de observações, os parâmetros devem ser inferidos a partir de dados em localizações próximas,

isso pode ser feito modelando a evolução espacial dos parâmetros a partir de superfícies de

tendência (GAUME et al., 2013).

As superfícies de tendência podem ser incorporadas diretamente no processo Máx-

estável. Entretanto, podem introduzir viés na estrutura de dependência se as superfícies de

tendência forem inadequadas (RIBATET, 2017). Seja η um parâmetro qualquer da distribuição

GEV, uma superfície de tendência genérica para o mesmo parâmetro é dada por:

η(x) = β0,η + β1,ηg1(x) + · · ·+ βk,ηgk(x), (3.29)

em que, gk(x) é uma função qualquer dependente da latitude e/ou longitude do local x e β·,η

são coeficientes a serem estimados para cada superfície (HAKIM; WARSITO; YASIN, 2020).

A complexidade das superfícies de tendência para o parâmetro de forma pode ser alta

devido às grandes incertezas associadas a esse parâmetro. Desta forma, não é restritivo que este

seja constante (DIRIBA; DEBUSHO, 2021), isto é, ξ(x) = β0,ξ.

É possível escrever a equação 3.29 de forma matricial, tal que η seja um vetor de di-

mensão n× 1, as funções g(x) sejam dadas por uma matrizX de dimensão n× k e β um vetor

de dimensão k × 1. Desta forma, tem-se:
η1(x)

...

ηn(x)

 =


1 g1,1(x) · · · gk,1(x)
...

... . . . ...

1 g1,n(x) · · · gk,n(x)



β0

...

βk

 . (3.30)

Um interesse para o ajuste do processo Máx-estável é o cálculo dos coeficientes β. Os

coeficientes podem ser estimados utilizando o método de Mínimos Quadrados, desta forma,

conforme Ribatet (2009), a estimativa de Mínimos Quadrados para β é dada por:

β̂ =
(
XTX

)−1
XTη. (3.31)

Com o acréscimo das superfícies de tendência, a função do logaritmo da verossimi-
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lhança pareada (3.27) deve ser modificada, adicionando-se termos extras para seja incorporada

a evolução espacial dos parâmetros da GEV (RIBATET, 2017; RIBATET, 2009):

lp(z|ψ) =
K∑
k=1

d−1∑
j=1

d∑
s=j+1

log fj,s (t(zk,j), t(zk,s)|ψ) + log |J (zk,j) + J (zk,s)| , (3.32)

em que, ψ é o vetor de parâmetros do modelo, fj,s (t(zk,j), t(zk,s)|ψ) é a função de densidade

bivariada do processo Máx-estável, t(zk,j) e t(zk,s) é o k-ésimo máximo anual observado trans-

formado para unidades de Fréchet para as estações j e s, respectivamente, J (zk,j) e J (zk,s) são

termos Jacobiano da forma: J (zk,j) =
1

σ(x)

(
1 + ξ(x)

zk,j−µ(x)

σ(x)

) 1
ξ(x)

.

Conforme Padoan, Ribatet e Sisson (2010) e Ribatet (2009), com a mudança de variável

dos dados para unidades de Fréchet e adicionando superfícies de tendência no modelo, pode-se

ajustar mutuamente os parâmetros da GEV e os parâmetros de dependência dos modelos em

(3.20, 3.22) do processo Máx-estável, maximizando o logaritmo da função de verossimilhança

pareada (3.32).

De acordo com Ribatet (2013), uma vez que utilizam-se superfícies de tendência, é

mais conveniente omitir a dependência espacial para o cálculo da predição do nível de retorno

para um local não observado. Desta forma, assume-se que as estações meteorológicas são

mutuamente independentes.

Apesar de que esta estratégia não leve em consideração todas as incertezas dos parâme-

tros do processo Máx-estável, espera-se que seja eficaz, visto que os parâmetros de dependência

espacial e os parâmetros das superfícies de tendência são aproximadamente ortogonais (RIBA-

TET, 2009).

3.6.2 Modelo GEV espacial

Para a análise espacial da precipitação máxima na região, será utilizada além da abor-

dagem via processos Máx-estáveis, o modelo GEV espacial. Este modelo é relativamente mais

simples quando comparado aos processos Máx-estáveis, uma vez que não há possibilidade de

considerar a dependência espacial e utilização de diferentes modelos ou funções de correlação.

No modelo GEV espacial, assume-se que as observações em diferentes localidades são

mutuamente independentes (CAO; LI, 2019). Desta forma, o modelo GEV espacial e dado por:

Z(x) ∼ GEV (µ(x), σ(x),ξ(x)), (3.33)
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em que, µ(x), σ(x) e ξ(x) são superfícies de tendências da forma apresentada em 3.29.

A estimação dos parâmetros do modelo GEV espacial pode ser realizada por meio da

técnica da Máxima Verossimilhança (YOON; KUMPHON; PARK, 2015). Logo, para o ajuste

do modelo, maximiza-se o logaritmo da função de verossimilhança do modelo GEV espacial.

Conforme Ribatet (2009), a log-verossimilhança do modelo GEV espacial é dada por:

l(zj(xi);β) =
m∑
i=1

n∑
j=1

{
− log (σ(xi))−

(
1 + ξ(xi)

zj(xi)− µ(xi)

σ(xi)

)− 1
ξ(xi)

−(
1 +

1

ξ(xi)

)
log

(
1 + ξ(xi)

zj(xi)− µ(xi)

σ(xi)

)
,

(3.34)

em que, β, µ(xi), σ(xi) e ξ(xi) são os parâmetros da GEV espacial, com xi sendo a i-ésima

localidade para i = 1, 2, ..., m e zj(xi) a j-ésima observação para a i-ésima localidade, com

j = 1, 2, ..., n.

A função log-verossimilhança l(β; zj(xi)), é obtida substituindo 3.29 em 3.34. Devido

à sua simplicidade, o modelo GEV espacial apresenta eficiência computacional superior em

relação a outros modelos de extremos espaciais (CAO; LI, 2019).
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4 MATERIAL E MÉTODOS

Nesta seção, serão abordadas as características da área de estudo, os detalhes sobre à

obtenção dos dados utilizados e as metodologias utilizadas como base para o desenvolvimento

deste trabalho.

4.1 DADOS E ÁREA DE ESTUDO

A região sul e sudoeste de Minas Gerais é uma das 12 mesorregiões do estado e possui

área de 49.524 km2. Conforme Reboita et al. (2015), os climas presentes na região, de acordo

com a classificação de Köppen, são: Aw; Cwa e Cwb. O clima Aw é caracterizado por apre-

sentar inverno com baixa pluviosidade e verão chuvoso, sendo característico principalmente na

porção norte da região. Os climas Cwa e Cwb apresentam temperaturas mais amenas em com-

paração ao clima Aw e são influenciados pelas elevadas altitudes da região sul mineira. O clima

Cwa encontra-se presente em áreas com altitudes mais elevadas, como a Serra da Mantiqueira

e regiões próximas, e o clima Cwb é observado na porção sul da região, próximo à divisa com

o estado de São Paulo (MARTINS et al., 2018a).

Figura 1 – Localização das estações meteorológicas das 29 cidades do sul e sudo-
este de Minas Gerais analisadas no estudo numeradas em ordem alfabé-
tica.

. 0..00 Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Neste estudo foram empregados dados diários de precipitação pluvial, expressos em

altura de lâmina d’água (mm), obtidos para 29 cidades da região sul e sudoeste de Minas Ge-

rais, conforme destacado na Figura 1. Os registros diários foram obtidos através do Portal

HidroWeb do Sistema Nacional de Informações sobre Recursos Hídricos (SNIRH), gerenciado

pela Agência Nacional de Águas (ANA), e junto ao Banco de Dados Meteorológico para En-

sino e Pesquisa (BDMEP) do Instituto Nacional de Meteorologia (INMET). Os dados diários

de precipitação pluvial referem-se ao período de 1980 a 2021.

Tabela 1 – Dados das estações meteorológicas das 29 cidades do sul e sudoeste
de Minas Gerais analisadas, com seus respectivos percentuais de falhas
(PF).

Número Ordem Cidades Latitude Longitude Altitude PF (%)

2145042 1 Alfenas -21,45 -45,94 888 7,14
2144004 2 Baependi -21,95 -44,88 906 0,00
2244057 3 Bocaina de Minas -22,13 -44,41 1180 0,00
2245070 4 Brazópolis -22,47 -45,62 870 0,00
2246057 5 Camanducaia -22,76 -46,15 1006 0,00
2246050 6 Cambuí -22,61 -46,04 868 7,14
2145008 7 Cambuquira -21,87 -45,26 863 0,00
2145041 8 Campos Gerais -21,24 -45,76 883 7,14
2144025 9 Carvalhos -22,00 -44,46 1306 4,76
2144003 10 Caxambu -21,99 -44,94 958 2,38
2245084 11 Consolação -22,57 -45,88 979 0,00
2144037 12 Cruzília -21,84 -44,80 1088 4,76
2245087 13 Delfim Moreira -22,41 -45,22 1405 0,00
2046009 14 Delfinópolis -20,35 -46,85 687 35,71
2146026 15 Guaxupé -21,29 -46,70 837 0,00
2045026 16 Ilicínea -20,94 -45,82 900 7,14
2245083 17 Itajubá -22,38 -45,45 851 0,00
2246052 18 Jacutinga -22,29 -46,62 865 0,00
2145002* 19 Machado -21,67 -45,92 818 11,9
2146030 20 Muzambinho -21,38 -46,52 1064 0,00
2146029 21 Poço Fundo -21,79 -46,12 944 0,00
2146048* 22 Poços de Caldas -21,78 -46,55 1339 14,29
2245077 23 Pouso Alegre -22,24 -45,96 891 14,29
2244071* 24 Pouso Alto -22,20 -44,97 940 2,38
2245000 25 Santa Rita do Sapucaí -22,25 -45,71 824 7,14
2245081* 26 São Lourenço -22,10 -45,01 1014 7,14
2245085* 27 Silvianópolis -22,13 -45,92 851 4,76
2145003 28 Três Corações -21,72 -45,26 847 0,00
2145043 29 Três Pontas -21,36 -45,50 903 9,52

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
Nota: * - Cidades em que foram utilizados registros de mais de uma estação meteorológica.
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Na Tabela 1 são apresentados dados das estações meteorológicas utilizadas no traba-

lho. É importante ressaltar que algumas das estações apresentaram falhas nos registros, o que

levou à utilização de dados de outras estações localizadas na mesma cidade, visando a com-

pletude das séries. As cidades nas quais foram identificadas falhas nos registros e as estações

alternativas utilizadas para complementar as séries são: Machado (2145002-ANA, 2145033-

ANA e 83683-INMET); Poços de Caldas (2146048-ANA, 2146074-ANA e 83681-INMET);

Pouso Alto (2244071-ANA e 2244063-ANA); São Lourenço (83736-INMET, 2245081-ANA e

2245107-ANA) e Silvianópolis (2245085-ANA e 2245075-ANA).

Os dados de precipitações diárias para cada cidade foram agrupados em séries anuais e a

partir dessas séries foram selecionados os valores máximos correspondentes a cada ano. Dessa

forma, foram obtidas 29 séries de máximos, cada uma contendo 42 dados, que representam os

valores das precipitações máximas diárias anuais de cada cidade em estudo.

Com o objetivo de avaliar os modelos utilizados neste estudo, as séries de máximos

foram separadas em dois blocos distintos. O primeiro bloco, composto pelos dados dos anos de

1980 a 2011, foi utilizado para ajustar os modelos. Isto é, foi ajustada a distribuição GEV via

Inferência Bayesiana e obtidas predições de precipitação para tempos de retorno de 2, 5 e 10

anos para cada cidade. A partir destas predições, foi realizada a modelagem espacial via IDP,

Krigagem, processos Máx-estáveis e modelo GEV espacial, obtendo assim predições espaciais.

Já o segundo bloco, com registros do período de 2012 a 2021, foi utilizado para avaliar

a eficácia de cada modelo. Para isso, foram utilizados métodos de Validação Cruzada e cálculo

do Erro Médio de Predição (EMP) para localidades não utilizadas no ajuste dos modelos.

Para avaliação por meio do EMP, foram obtidos dados de precipitação máxima junto à

ANA de seis localidades do sul e sudoeste de Minas Gerais. Buscou-se selecionar cidades em

que estavam disponíveis conjuntos completos de dados de precipitação diária referente aos anos

de 2012 a 2021, já que o intuito é a comparação das precipitações observadas com as preditas

para os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos.

Os seis municípios cujos dados foram empregados na análise dos modelos, juntamente

com o respectivo código de identificação de cada estação meteorológica, são: Andrelândia

(02144019), Bom Jesus da Penha (02146078), Carmo da Cachoeira (02145044), Extrema (02246167),

Maria da Fé (02245088) e Santa Rita de Caldas (02246047).
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4.2 IMPUTAÇÃO DOS DADOS

Devido às falhas nos registros em alguns conjuntos de dados obtidos junto ao INMET e à

ANA, mesmo com a junção de dados de mais de uma estação, algumas falhas persistiram. Por-

tanto, para cobrir as falhas restantes, foi aplicado o método de imputação dos k-vizinhos mais

próximos (KNN), do inglês k-Nearest Neighbour, que consiste em preencher os valores ausen-

tes a partir da média ponderada dos k-vizinhos mais próximos daquele valor faltante. Dessa

forma, foi possível obter conjuntos de dados completos para todas as localidades analisadas.

Métodos de imputação consistem na substituição de valores ausentes por valores esti-

mados com base em informações contidas no conjunto de dados originais. Essas informações

podem ser atribuídas a pesos, que em diversos casos são atrelados à distância entre as obser-

vações. O método KNN baseia-se em uma extensão da distância de Gower, que pode utilizar

variáveis de distância do tipo binário, categórico, ordenado, contínuo e semi-contínuo. A dis-

tância entre a i-ésima e a j-ésima observação é dada por (KOWARIK; TEMPL, 2016):

di,j =

p∑
k=1

wkδi,j,k

p∑
k=1

wk

, (4.1)

em que, wk é o peso e δi,j,k é a contribuição da k-ésima variável, esta, dada pela distância

absoluta dividida pelo alcance total: δi,j,k = |xi,k − xj,k| /rk, em que xi,k é o valor da k-ésima

variável da i-ésima observação e rk é o intervalo da k-ésima variável.

4.3 ANÁLISE DESCRITIVA E TESTES PRELIMINARES

A fim de realizar uma análise descritiva dos dados de precipitação máxima para cada

uma das 29 localidades em estudo, foram estimadas as medidas de posição das séries (média,

mediana, máximo) e dispersão (coeficiente de variação).

Para verificar a pressuposição de independência e presença de tendência das séries de

máximos construídas, foram utilizados, respectivamente, os testes de Ljung-Box (LJUNG;

BOX, 1978) e Mann-Kendall (MANN, 1945; KENDALL, 1975), ao nível de significância de

5%. Quanto a análise da aderência da distribuição GEV às séries de máximos, foi utilizado o

teste de Komolgorov-Smirnov, ao nível de significância de 5%.
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4.4 INFERÊNCIA BAYESIANA

4.4.1 Estimação via Inferência Bayesiana

Como distribuição a priori, adotou-se a Normal Trivariada, proposta por Coles e Powell

(1996) e apresentada na seção 3.4.1. Para a obtenção das informações para os hiperparâmetros

da distribuição a priori referente a cada localidade, foi ajustada, via Máxima Verossimilhança,

a distribuição GEV aos dados do município mais próximo dentre os 28 disponíveis. Para o

caso da priori não informativa, foram adotados os respectivos valores para os hiperparâmetros:

Φ0 = (0; 0; 0) e Σ0 = (10000; 10000; 100).

As distribuições conjuntas a posteriori para a distribuição GEV foram obtidas numeri-

camente utilizando-se o método MCMC. Neste método, para cada estrutura de priori utilizada,

foram realizadas simulações com 120.000 iterações, fazendo a queima (burn-in) das primeiras

20.000 iterações e adotando um salto (thin) a cada 20 iterações.

4.4.2 Avaliação das prioris

Para avaliar o desempenho das diferentes distribuições a priori, foram analisados os

níveis de retorno da precipitação máxima, para os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos. O nível

de retorno T , conforme Naghettini e Pinto (2007), representa o inverso da probabilidade com

que um dado evento tenha ocorrido. Dada a ocorrência de um evento, o tempo de retorno T é

o tempo médio necessário (em anos) para que esse evento recorra, em um ano qualquer. Isto

é, se ocorrer um evento de intensidade x, deseja-se obter qual o tempo médio esperado para

que o evento de intensidade x ocorra novamente. Para este trabalho, os níveis de retorno são as

predições de precipitação máxima para um tempo de retorno, e são calculados por:

x̂(T ) = µ̂− σ̂

ξ̂

{
1−

[
− ln

(
1− 1

T
.

)]−ξ̂
}
. (4.2)

A predição x̂(T ), em que T é o tempo de retorno, é calculada a partir das estimativas

dos parâmetros da distribuição GEV, obtidas via Inferência Bayesiana. Ou seja, as estimativas

para µ, σ e ξ utilizadas na expressão 4.2, são as médias a posteriori dos parâmetros.

Para avaliar o desempenho dos modelos utilizando-se as duas estruturas de priori, foram

utilizados os resultados do EMP, dado por:
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EMP =
1

m

m∑
i

∣∣∣∣(oi − ôi)

oi

∣∣∣∣× 100, (4.3)

em que, ôi é a estimativa de precipitação máxima para o i-ésimo tempo de retorno, oi é a

precipitação máxima observada da série histórica e m é o número de predições.

4.5 ANÁLISE ESPACIAL VIA GEOESTATÍSTICA E IDP

4.5.1 Ajuste dos semivariogramas

O ajuste dos modelos de semivariogramas teóricos foi obtido via método Mínimos Qua-

drados Ponderados (MQP), que, conforme Carvalho, Vieira e Grego (2009), tem como vanta-

gem a capacidade de trabalhar com conjuntos de dados pequenos. Por meio desse método, os

estimadores dos parâmetros são obtidos de modo que a soma de quadrados da diferença entre

os valores do variograma empírico e teórico, dividido pelos valores do variograma teórico, seja

mínima. O método MQP é dado por:

Q1 =
∑
h

Wh[γ̂(h)− γ(h, θ)]2, (4.4)

em que, Wh é o vetor de peso utilizado, γ̂(h) é o semivariograma empírico, γ(h, θ) é o semiva-

riograma ajustado e θ o vetor de parâmetros.

A fim de avaliar o modelo de semivariograma mais adequado para a análise dos dados,

foram utilizados os seguintes modelos: Gaussiano, Exponencial, Esférico e Onda.

4.5.2 Modelos espaciais

Um dos métodos utilizados para a análise espacial da precipitação máxima no sul e

sudoeste de Minas Gerais é o interpolador IDP.

Para a aplicação do método IDP, além das localizações associadas ao valores do atributo

(predição da precipitação), deve-se informar o valor que o parâmetro de potência p assumirá no

modelo. Neste trabalho, o parâmetro p foi fixado em 2, tendo em vista que para valores mais

baixos do parâmetro, os mapas produzidos apresentam curvas suaves, uma vez que os pontos

mais distantes são enfatizados de maneira mais significativa do que para valores p mais altos

(SILVA et al., 2012).
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Outro método utilizado para a interpolação espacial das predições obtidas via Inferência

Bayesiana para diferentes tempos de retorno foi a Krigagem. Para aplicação dessa metodologia,

foram utilizados os métodos de Krigagem Ordinária e Log-Normal, ambos baseando-se em

todos os modelos de semivariograma utilizados no trabalho. Desta forma, foram avaliados ao

todo, 24 métodos de Krigagem, como apresentado na Quadro 1.

Quadro 1 – Métodos de Krigagem (Krig) analisados para a interpolação espacial
das predições de precipitação máxima para os tempos de retorno (TR)
de 2, 5 e 10 anos obtidos via Inferência Bayesiana.

TR Krig Semivariog TR Krig Semivariog TR Krig Semivariog

2

KO

Gaussiano

5

KO

Gaussiano

10

KO

Gaussiano
Exponencial Exponencial Exponencial
Esférico Esférico Esférico
Onda Onda Onda

KLN

Gaussiano

KLN

Gaussiano

KLN

Gaussiano
Exponencial Exponencial Exponencial
Esférico Esférico Esférico
Onda Onda Onda

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
.Nota: KO - Krigagem Ordinária; KLN - Krigagem Log-Normal.

4.5.3 Avaliação dos modelos espaciais

Com o objetivo de avaliar o grau de dependência espacial entre as precipitações máxi-

mas, foi utilizado o critério de Cambardella (CC) (CAMBARDELLA et al., 1994), que quanti-

fica o grau de dependência espacial. O cálculo do CC é dado por:

CC =
C0

C0 + C1

× 100, (4.5)

em que, C0 é o efeito pepita e C0 + C1 é o patamar, sendo C1 a contribuição.

O resultado deste critério é avaliado da seguinte maneira: quando CC > 75%, pode-se

afirmar que a variável apresenta fraca dependência espacial, para 25% < CC ≤ 75%, afirma-se

que a variável apresenta dependência espacial moderada e para CC ≤ 25%, a variável apresenta

forte dependência espacial.

Visando avaliar os interpoladores espaciais do IDP e Krigagem, foram utilizados méto-

dos de Validação Cruzada. A Validação Cruzada consiste em tomar um ponto de amostra do

conjunto de dados e calcular a estimativa para esse mesmo ponto, comparando-os, ao final. Para
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avaliar os modelos, foram utilizadas três métricas de Validação Cruzada: Erro Quadrático Mé-

dio (EQM), Raiz do Erro Quadrático Médio (REQM) e Erro Médio de Predição da Validação

Cruzada (EMP-VC). As métricas são definidas pelas seguintes expressões:

EQM =

n∑
i=1

(Z(ui)− Ẑ(ui))
2

n
, (4.6)

REQM =

√√√√ n∑
i=1

(Z(ui)− Ẑ(ui))
2

n
, (4.7)

EMP-VC =
1

n

n∑
t=1

∣∣∣∣∣Z (ui)− Ẑ (ui)

Z (ui)

∣∣∣∣∣× 100, (4.8)

em que, Z (ui) são os valores observados, Ẑ (ui) os valores preditos e n o número de observa-

ções.

Além das métricas de Validação Cruzada, foi utilizado também para a avaliação dos

modelos espaciais, o cálculo do EMP, apresentado em 4.3. O EMP, para esta situação, foi

calculado a partir dos valores observados e preditos da precipitação máxima das seis localidades

não utilizadas para o ajuste dos modelos.

Após identificar o modelo espacial mais apropriado para avaliar a precipitação máxima

na região, procedeu-se ao ajuste do modelo às séries completas de máximos. O objetivo foi

realizar a predição espacial para os períodos de retorno de 50 e 100 anos na região sul e sudoeste

de Minas Gerais.

4.6 ANÁLISE ESPACIAL DE EXTREMOS

Uma das metodologias utilizadas para a análise espacial de extremos, foi a de processos

Máx-estáveis. Para a análise, foram utilizados dois modelos Máx-estáveis, o modelo de Smith

(3.20) e o modelo de Schlatter (3.21). Para o modelo Schlather, foram adotadas as funções

de correlação de Bessel, Cauchy, Powered Exponential e Whittle-Mátern (3.22). Os modelos

foram ajustados maximizando o logaritmo da verossimilhança pareada, apresentada em 3.32.

Para avaliar a dependência espacial dos extremos dos modelos Máx-estáveis, foi utili-

zado o Coeficiente Extremal, o qual é ajustado a partir do F-madograma.

Foi utilizado neste estudo uma outra abordagem para a análise de extremos espaciais,
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denominada de modelo GEV espacial, representado pela equação 3.33. Nesse método, o mo-

delo é ajustado por meio do logaritmo da verossimilhança da função de distribuição da GEV,

conforme apresentado em 3.34.

Tanto para os modelos Máx-estáveis quanto para o modelo GEV espacial, foram utili-

zadas superfícies de tendência para representar a variação espacial dos parâmetros na região.

Entretanto, enquanto nos processos Máx-estáveis incorporam-se as superfícies de tendência di-

retamente na verossimilhança do processo, no modelo GEV espacial ajusta-se a distribuição

GEV assumindo os parâmetros da distribuição como superfícies de tendência, o que resulta no

modelo GEV espacial.

Para uma especificação adequada das superfícies de tendência para cada parâmetro da

distribuição GEV, foram adotadas superfícies baseadas nas utilizadas nos trabalhos de Senapeng

et al. (2022), Ribatet (2015) e Yoon, Kumphon e Park (2015). Desta forma, foram definidas as

seguintes superfícies de tendência para os parâmetros da GEV:

µ(x) = β0,µ + β1,µ lon(x) + β2,µ lat(x) + β3,µ lon(x) lat(x)

σ(x) = β0,σ + β1,σ lon(x) + β2,σ lat(x) + β3,σ lon(x) lat(x)

ξ(x) = β0,ξ

, (4.9)

em que, lon(x) e lat(x) são a longitude e a latitude das localizações e βi,µ, βi,σ e β1,ξ são os

coeficientes das superfícies de tendência, com i = 0, 1, 2, 3.

Conforme Gaume et al. (2013), a partir do ajuste do processo Máx-estável e do modelo

GEV espacial, pode-se calcular o nível de retorno (zT (x)), para uma localidade não amostrada

x e um tempo de retorno T , utilizando a expressão:

zT (x) = µ̂(x)− σ̂(x)

ξ̂(x)

{
1−

[
− ln

(
1− 1

T

)]−ξ̂(x)
}
, (4.10)

na qual são inserida as estimativas µ̂(x), σ̂(x) e ξ̂(x), para a localidade x, obtidas via modelo

Máx-estável ou GEV espacial.

4.6.1 Avaliação dos modelos espaciais de extremos

Para comparação dos modelos Máx-estáveis, foi utilizado o Critério de Informação de

Takeuchi (TIC), proposto por Takeuchi (1976), sendo uma generalização do critério de informa-
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ção de Akaike. Para este critério, considera-se que o melhor modelo analisado é o que obtiver

o menor valor de TIC.

A função TIC é dada por (SENAPENG et al., 2022):

TIC = −2lp(ψ̂) + 2tr
{
H(ψ̂)−1J(ψ̂)

}
, (4.11)

em que, ψ̂ é o vetor de parâmetros do modelo ajustado a ser avaliado, tr é a abreviação de

"trace"(traço), que se refere à soma dos elementos diagonais de uma matriz, lp é a função log-

verossimilhança pareada, H(ψ̂) e J
(
ψ̂
)

são dados, respectivamente, por:

∂2 log f (t(zk,j), t(zk,s);ψ)

∂ψ∂ψT
e −

K∑
k=1

∂ log f (t(zk,j), t(zk,s);ψ)

∂ψ

∂ log f (t(zk,j), t(zk,s);ψ)

∂ψT
,

com f (t(zk,j), t(zk,s);ψ) sendo a função de densidade bivariada do processo Máx-estável e

t(zk,j) e t(zk,s) é o k-ésimo máximo anual observado, transformado para unidades de Fréchet,

para as estações j e s.

Após selecionar os modelos mais adequados com base nos resultados do TIC, foram

avaliadas as predições espaciais desses modelos, por meio do cálculo do EMP (4.3) da precipi-

tação máxima para as localidades das estações meteorológicas dos municípios de Andrelândia,

Bom Jesus da Penha, Carmo da Cachoeira, Extrema, Maria da Fé e Santa Rita de Caldas, para

os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos.

Desta forma, após obter o modelo espacial de extremos mais adequado para a avaliação

da precipitação máxima na região, o modelo foi ajustado às séries completas de máximos, com

o objetivo de realizar a predição espacial para os tempos de retorno de 50 e 100 anos na região

sul e sudoeste de Minas Gerais.

4.7 RECURSOS COMPUTACIONAIS

As análises estatísticas foram realizadas utilizando o software R (R Core Team, 2021).

Para as análises preliminares, foram utilizados os pacotes: stats (R Core Team, 2021), para

realizar os testes de Kolmogorov-Smirnov e Ljung-Box; Kendall (MCLEOD, 2011), para o

teste de Mann-Kendall e VIM (KOWARIK; TEMPL, 2016), para imputação dos dados.

Para a análise Bayesiana, os seguintes pacotes foram utilizados: evd (STEPHENSON,

2002), para ajustar a GEV via Máxima Verossimilhança; evdbayes (STEPHENSON; RIBATET,
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2014), para ajustar a GEV via Inferência Bayesiana; coda (PLUMMER et al., 2006), para a

análise da convergência das cadeias a posteriri dos parâmetros.

Para o tratamento dos dados espaciais foram utilizados os seguintes pacotes: rgdal (BI-

VAND; KEITT; ROWLINGSON, 2019), para leitura dos dados geoespaciais; sf (PEBESMA,

2018), utilizada para extrair a geometria do objeto geoespacial; sp (BIVAND; PEBESMA;

GOMEZ-RUBIO, 2013) e splancs (ROWLINGSON; DIGGLE, 2021), para atribuir coorde-

nadas aos valores de precipitação e para a criação do grid.

As análises espaciais via IDP e Krigagem foram realizadas utilizando os pacotes: gs-

tat (GRALER; PEBESMA; HEUVELINK, 2016), para as análises geoestatísticas e do IDP e

MLmetrics (YAN, 2016), para avaliação dos modelos. Para a análise espacial de extremos, foi

utilizado o pacote SpatialExtremes (RIBATET, 2020).

Para a construção dos mapas, foram utilizados os pacotes: ggplot2 (WICKHAM, 2016);

ggsn (BAQUERO, 2019); ggspatial (DUNNINGTON, 2021); maptools (BIVAND; LEWIN-

KOH, 2021) e sp;
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Nesta seção, serão apresentados os resultados das análises realizadas no presente estudo.

Os resultados referem-se à análise descritiva dos dados, aos testes preliminares e de convergên-

cia, à análise Bayesiana, à análise espacial por meio do método do IDP e Krigagem, bem como

à análise espacial via processos Máx-estáveis e GEV espacial.

5.1 ANÁLISE DESCRITIVA DAS PRECIPITAÇÕES MÁXIMAS

As estatísticas descritivas dos dados de precipitação máxima, referente aos anos de 1980

a 2021, das 29 cidades do sul e sudoeste de Minas Gerais analisadas neste estudo, estão apre-

sentadas na Tabela 2. Os resultados evidenciaram que a cidade de Silvianópolis registrou a

maior precipitação máxima, com um valor de 226,3 mm. O município de Caxambu apresentou

a maior variabilidade nos dados, com coeficiente de variação igual a 48,23%.

Tabela 2 – Estatística descritiva das precipitações máximas anuais (mm) ocorridas
no período de 1980 a 2021 em cada localidade.

Cidades X Md Max CV Cidades X Md Max CV

Alfenas 80,4 79,9 127,9 29,88 Baependi 71,1 69,3 123,0 26,84
Bocainade M. 87,6 83,5 150,7 29,72 Brazópolis 72,1 68,1 146,5 32,30
Camanducaia 72,8 68,9 200,6 43,32 Cambuí 69,9 65,6 121,6 33,98
Cambuquira 78,8 73,1 161,0 38,01 Campos G. 81,3 78,0 143,0 26,12
Carvalhos 81,1 79,3 167,3 38,79 Caxambu 71,2 70,0 226,0 48,23
Consolação 71,4 67,6 137,8 33,52 Cruzília 68,7 68,2 130,2 28,91
Delfim M. 69,5 60,5 219,3 46,05 Delfinópolis 75,5 68,6 197,2 31,28
Guaxupé 73,4 68,9 120,2 28,28 Ilicínea 76,3 71,8 135,4 28,94
Itajubá 69,2 68,6 141,3 28,59 Jacutinga 76,6 72,7 166,9 30,44
Machado 79,6 79,0 126,5 24,02 Muzambinho 74,5 71,5 149,0 29,33
Poço Fundo 79,6 75,9 135,4 25,74 Poços de C. 72,4 71,3 166,6 34,22
Pouso Alegre 66,6 62,1 104,3 28,06 Pouso Alto 74,9 71,0 160,8 33,61
Santa Rita do S. 73,4 68,0 185,2 40,26 São Lourenço 79,1 78,4 171,0 31,25
Silvianópolis 75,5 63,7 226,3 40,45 Três Corações 80,1 78,2 128,0 27,66
Três Pontas 78,9 76,3 131,3 25,03 - - - - -

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
-Nota: CV - Coeficiente de variação (%); X - Média; Md - Mediana; Max - Máximo.

Em Bocaina de Minas os dados de precipitação máxima apresentaram as médias e medi-

anas mais altas de precipitação máxima, com valores de 87,6 mm e 83,5 mm, respectivamente.

Esses valores contrastam com os observados em Pouso Alegre, que registrou as menores médias
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(66,6 mm) e medianas (62,1 mm) de precipitação máxima.

Referente aos valores das médias e medianas das precipitações máximas, pode-se ob-

servar para todas as localidades que o valor médio da precipitação foi superior ao mediano,

o que sugere que as distribuições empíricas do conjunto de dados de todos os municípios são

assimétricas à direita.

5.2 TESTES PRELIMINARES E DE CONVERGÊNCIA

A Tabela 3 apresenta os resultados dos testes de Ljung-Box, Mann-Kendall e Kolmogorov-

Smirnov realizados nos conjuntos de dados analisados. Observa-se que os resultados do teste

de independência de Ljung-Box indicam que todas as séries de máximos são independentes ao

nível de significância de 5%, uma vez que os valores p para todos os casos foram superiores do

que o nível de significância de 5%. Analisando os resultados do teste de Mann-Kendall, não

foram encontradas evidências de tendência nas séries ao nível de significância de 5%. Quanto

aos resultados do teste de Kolmogorov-Smirnov, verificou-se que a distribuição GEV se ajustou

aos dados das séries de precipitação máxima das cidades em análise.

Tabela 3 – Resultados dos testes (valor p), Ljung-Box (L-B), Mann-Kendall (M-K)
e Kolmogorov-Smirnov (K-S) ao nível de significância de 5%, referentes
aos dados de precipitação máxima anual (mm).

Cidades L-B M-K K-S Cidades L-B M-K K-S

Alfenas 0,2711 0,2083 0,0603 Baependi 0,5859 0,0564 0,0630
Bocainade M. 0,7018 0,3918 0,0573 Brazópolis 0,6845 0,2207 0,0835
Camanducaia 0,9969 0,2551 0,1148 Cambuí 0,7568 0,9421 0,1010
Cambuquira 0,6511 0,3392 0,0699 Campos G. 0,6511 0,3392 0,0699
Carvalhos 0,5007 0,0530 0,0783 Caxambu 0,3029 0,2962 0,1374
Consolação 0,1345 0,0548 0,1067 Cruzília 0,2466 0,0545 0,0660
Delfim M. 0,1067 0,0603 0,0717 Delfinópolis 0,4421 1,0000 0,0746
Guaxupé 0,8015 0,2418 0,0593 Ilicínea 0,6511 0,3392 0,0699
Itajubá 0,2143 1,0000 0,0739 Jacutinga 0,4233 0,3626 0,0538
Machado 0,2546 0,9479 0,0751 Muzambinho 0,5670 0,7615 0,0747
Poço Fundo 0,9568 0,5225 0,0726 Poços de C. 0,4518 0,4873 0,0949
Pouso Alegre 0,9204 0,3615 0,1284 Pouso Alto 0,7701 0,2962 0,0531
Santa Rita do S. 0,6854 0,1500 0,0512 São Loureço 0,0923 0,1997 0,0687
Silvanópolis 0,5662 0,4350 0,1725 Três Corações 0,4817 0,0596 0,0790
Três Pontas 0,5110 0,0770 0,8485 - - - -

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Satisfeitas as pressuposições de que os dados para cada série de máximos em análise
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são independes e que não há evidencia de presença de tendências nas séries, torna-se possí-

vel realizar o ajuste da distribuição GEV aos dados de precipitação máxima de cada série dos

municípios por meio da Inferência Bayesiana.

Afim de verificar a convergência das cadeias a posteriori dos parâmetros da distribuição

GEV, os critérios de Geweke, Raftert-Lewis e Heidelberger-Welch foram utilizados.

Os resultados obtidos evidenciaram que, para todas as estruturas de priori e todos os

parâmetros (µ, σ, ξ), não há evidencias de não convergência das cadeias a posteriori. Isso foi

verificado analisando-se o fator de dependência do critério de Raftery-Lewis, verificou-se que

os valores estão próximos de 1, o qual indicou valores próximos de 1, sugerindo independência

entre as iterações. A partir dos resultados do critério de Geweke, verificou-se que o módulo

dos valores obtidos foram inferiores a 1,96, indicando que não há indícios de ausência de con-

vergência. Por meio dos resultados do critério de Heidelberger e Welch, foi constatado que os

valores p obtidos, foram superiores ao nível de significância (5%), o que indica estacionariedade

das cadeias a posteriori para os parâmetros.

Os resultados dos critérios de convergência das cadeias a posteriori não estão apresen-

tados no texto devido à grande quantidade de informação que seria necessária apresentar, uma

vez que, cada um dos três critérios foram aplicados para avaliar as cadeias a posteriori dos três

parâmetros da GEV, sendo que foram utilizados duas estruturas de priori (não informativa e

informativa) para cada uma das 29 localidades.

5.3 INFERÊNCIA BAYESIANA

5.3.1 Avaliação das prioris

Verificado que não há evidências de não convergência das cadeias a posteriori, pôde-

se calcular, via Inferência Bayesiana, os níveis de retorno de precipitação máxima para as 29

localidades, considerando os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos. Mediante a obtenção das

predições de precipitação, foi possível avaliar a melhor estrutura de priori para cada cidade, por

meio do cálculo do EMP. Os resultados dessas análises estão apresentados na Tabela 4.

Com base nos resultados do EMP apresentados na Tabela 4, é possível observar que,

ao utilizar priori informativa fundamentada nos dados da cidade vizinha mais próxima de cada

localidade, foram obtidas melhores predições de precipitação máxima em 12 das 29 cidades.

Entretanto, ao utilizar estrutura de priori não informativa, foram obtidas predições mais precisas
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Tabela 4 – Resultado do Erro Médio de Predição (EMP %) da precipitação máxima
anual (mm) predita para os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos, para cada
localidade, via Inferência Bayesiana utilizando priori não informativa
(PNI) e priori informativa (PI).

Cidades PNI PI Cidades PNI PI

Alfenas 11,40 10,08* Baependi 6,68* 9,37
Bocaina de M. 28,22* 30,07 Brazópolis 12,98* 14,38
Camanducaia 19,35 14,39* Cambuí 9,46* 19,23
Cambuquira 17,19* 23,31 Campos G. 22,43* 23,01
Carvalhos 39,60* 41,16 Caxambu 33,04* 38,91
Consolação 48,60 43,79* Cruzília 13,23* 14,17
Delfim M. 45,29 33,17* Delfinópolis 12,07 11,29*
Guaxupé 21,43* 23,41 Ilicínea 8,75* 8,87
Itajubá 17,65 14,07* Jacutinga 9,46 3,80*
Machado 12,07* 16,42 Muzambinho 9,14* 9,51
Poço Fundo 4,20* 6,35 Poços de C. 28,19 26,17*
Pouso Alegre 13,86 10,13* Pouso Alto 6,55* 7,80
Santa Rita do S. 13,77 11,28* São Lourenço 16,19* 20,45
Silvianópolis 18,48 8,95* Três Corações 14,67* 20,47
Três Pontas 14,42 10,00* - - -

.Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

.Nota: * - Menor EMP para cada localidade.

em 17 cidades. Desta forma, foram utilizadas as predições de precipitação máxima obtidas via

Inferência Bayesiana para os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos, considerando a estrutura de

priori mais adequada para cada localidade.

Observa-se na Tabela 4 que, dentre todos os valores de EMP apresentados, o menor

foi obtido para as predições de precipitação máxima na cidade de Poço Fundo, com EMP de

4,20%. Esse erro é considerado baixo quando comparado a outros trabalhos que avaliaram pre-

dições de precipitação para diferentes tempos de retorno. Por exemplo, Martins et al. (2018b)

analisaram a precipitação máxima diária anual na cidade de Silvianópolis-MG, utilizando a dis-

tribuição GEV ajustada por meio da Inferência Bayesiana com diferentes estruturas de priori e

via Máxima Verossimilhança, e obtiveram EMP mínimo de 21,53%. Já Ferreira, Beijo e Avelar

(2021), encontraram o menor EMP de precipitação máxima por período seco e chuvoso igual

a 16,44%, ao analisarem a precipitação das cidades de Machado, São Lourenço e Juiz de Fora

utilizando as distribuições GEV, Gumbel e Log-Normal.

Entretanto, verificou-se também neste estudo, valores de EMP elevados, como em Car-

valhos (39,60%), Caxambu (33,04%), Consolação (43,79%) e Delfim Moreira (33,17%), sendo

estes, valores acima de 30%. Isso pode ser explicado devido às baixas precipitações observadas
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para estas cidades nos anos de 2012 a 2021, como pode-se observar na Tabela 5.

Tabela 5 – Predições de precipitação máxima (mm) para os tempos de retorno (TR)
de 2, 5 e 10 anos obtidas via Inferência Bayesiana utilizando a melhor
estrutura de priori para cada localidade. Além dos valores observados
para os mesmos tempos de retorno

Cidades
Predições Observadas

2 5 10 2 5 10

Alfenas 77,3 97,7 105,3 97,7 125,9 127,9
Baependi 73,2 89,9 100,6 80,2 94,6 94,6
Bocaina de M. 85,0 110,5 129,0 150,7 150,7 150,7
Brazópolis 71,4 93,2 109,2 77,3 77,3 122,3
Camanducaia 66,9 89,7 107,7 90,9 90,9 163,8
Cambuí 69,6 93,7 106,8 60,5 98,0 98,0
Cambuquira 76,6 105,9 128,6 111,2 111,2 111,2
Campos G. 81,0 98,8 109,2 115,0 115,0 143,0
Carvalhos 84,9 115,1 134,7 79,0 79,0 81,3
Caxambu 70,4 103,1 126,6 79,0 79,7 79,7
Consolação 70,4 94,7 112,7 58,7 66,6 66,6
Cruzília 70,2 88,3 100,5 55,5 92,5 92,5
Delfim M. 62,3 87,2 110,4 55,0 69,0 69,0
Delfinópolis 69,5 88,7 104,8 84,3 98,8 98,8
Guaxupé 72,0 91,2 103,9 113,3 113,3 113,3
Ilicínea 75,4 97,0 111,7 86,1 106,5 106,5
Itajubá 64,5 82,5 97,8 73,9 74,6 82,3
Jacutinga 70,5 91,1 105,3 67,3 86,0 104,5
Machado 79,2 98,5 109,5 106,8 106,8 106,8
Muzambinho 71,6 92,3 107,1 82,0 84,6 113,5
Poço Fundo 79,6 100,2 112,0 72,3 101,8 113,0
Poços de C. 69,3 97,3 116,6 58,5 73,2 91,4
Pouso Alegre 67,6 91,7 108,0 59,0 102,9 102,9
Pouso Alto 73,7 99,0 115,9 77,4 116,1 116,1
Santa Rita do S. 68,7 101,0 125,5 64,3 131,0 131,0
São Lourenço 77,2 100,9 117,4 107,4 121,6 121,6
Silvianópolis 68,2 83,8 96,4 65,3 8,5 83,4
Três Corações 82,9 101,8 113,8 116,6 116,6 116,6
Três Pontas 77,9 99,5 115,3 93,0 101,1 131,3

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Analisando os resultados apresentados na Tabela 5, pode-se observar que os níveis de

retorno obtidos para as cidades de Bocaina de Minas e Carvalhos são os mais elevados dentre

todas as localidade para os três tempos de retorno. Ressalta-se a localização destes municípios,

que além de serem os mais próximos entre si, são os que estão localizadas mais a leste da região

em estudo.
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Pode-se observar também que, para as oito localidades onde foram preditas as menores

precipitações máximas para o tempo de retorno de 2 anos (Delfim Moreira, Itajubá, Camandu-

caia, Pouso Alegre, Silvianópolis, Santa Rita do Sapucaí, Poços de Caldas e Delfinópolis), foi

utilizada a priori informativa.

5.4 ANÁLISE ESPACIAL VIA KRIGAGEM E IDP

Tendo posse dos valores das precipitações preditas para cada tempo de retorno e cada

localidade, bem como das coordenadas geográficas de cada estação meteorológica, é possível

espacializar o atributo de interesse sob a área de estudo. Para a espacialização via Krigagem, é

necessário realizar o ajuste dos semivariogramas.

Ressalta-se que neste trabalho foram utilizados 24 métodos diferentes de Krigagem, já

que foram empregados os métodos de Krigagem Ordinária e Log-Normal, associados a quatro

modelos de semivariograma (Gaussiano, Exponencial, Esférico e Onda), os quais foram ajus-

tados às predições obtidas via Inferência Bayesiana para três tempos de retorno. Dessa forma,

nesta seção foram apresentados apenas aqueles que demonstraram melhores resultados para

cada tempo de retorno.

Tabela 6 – Estimativa dos melhores modelos de semivariograma para cada tempo
de retorno (TR) com seus respectivos valores do critério de Cambardella
(CC) e comparativo entre o método do Inverso da Distância Ponderada
por meio dos resultados da Validação Cruzada: Erro Quadrático Médio
(EQM), Raiz do Erro Quadrático Médio (REQM) e Erro Médio de Predi-
ção da Validação Cruzada (EMP-VC) e Erro Médio de Predição (EMP)
das 6 localidades não utilizadas para o ajuste dos modelos.

TR Krig Modelo C0 C1 a CC
Validação Cruzada

EMP
EQM REQM EMP-VC

2
- IDP - - - - 14,71 3,83 4,18 15,29

KLN Gau 0,0003 0,0076 0,3925 4,16 12,45 3,52 3,95 14,86

5
- IDP - - - - 36,06 6,01 4,90 13,19

KO Esf 0,9557 60,3665 0,5785 1,55 32,76 5,72 4,57 13,09

10
- IDP - - - - 91,82 9,58 6,39 10,90

KO Onda 36,4053 56,4113 0,3001 39,22 78,50 8,86 6,16 9,24

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Os resultados dos ajustes dos métodos de Krigagem associados aos respectivos semiva-

riogramas, que apresentaram os melhores ajustes para cada tempo de retorno, juntamente com

os resultados obtidos via IDP, são apresentados na Tabela 6 e na Figura 2. A avaliação dos
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modelos foi realizada por meio da Validação Cruzada e do cálculo do EMP.

Figura 2 – Modelos de semivariogramas ajustados via método dos mínimos qua-
drados ponderados aos semivariogramas empíricos referente aos dados
de precipitação máxima para os tempos de retorno de 2, 5 e 10 anos,
respectivamente.

00000 Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

A Krigagem que propiciou as melhores predições espaciais para o tempo de retorno de 2

anos foi a Krigagem Log-Normal, com modelo de semivariograma Gaussiano. Já para o tempo

de retorno de 5 e 10 anos a Krigagem Ordinária foi a mais adequada para a predição, utilizando,

respectivamente, os modelos de semivariograma Esférico e Onda.

Analisando os resultados do grau de dependência espacial, verificou-se que os semiva-

riogramas Gaussiano e Esférico ajustados, respectivamente, às predições dos tempos de re-

torno de 5 e 10 anos, apresentaram forte dependência espacial, visto que os resultados do

CC são inferiores a 25%. Já o semivariograma Onda ajustado aos dados de precipitação má-

xima preditas para o tempo de retorno de 10 anos, apresentou dependência espacial moderada

(25% < CC ≤ 75%).

Pode-se observar na Tabela 6 que os resultados da Validação Cruzada e do EMP calcula-

dos a partir das predições obtidas via IDP, foram inferiores aos resultados obtidos via Krigagem

para o três tempos de retorno analisados. Este resultado corrobora com os obtidos por Delbari,

Afrasiab e Jahani (2013), que verificaram que os métodos Geoestatisticos apresentaram melho-

res resultados quando comparados ao IDP para a analise da precipitação máxima mensal e anual

do nordeste do Iran.

Entretanto, ressalta-se que, com exceção do EQM relativo ao níveis de retorno para 10

anos, todos os outros critérios de avaliação apresentaram resultados relativamente próximos.

Essa similaridade nos resultados dos critérios de avaliação de métodos de interpolação tam-
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bém foi observada por Borges et al. (2016), que analisaram a precipitação no Distrito Federal

utilizando diferentes métodos de interpolação, incluindo a Krigagem Ordinária e o IDP.

5.4.1 Predição espacial para 50 e 100 anos

Com base nos resultados que evidenciaram uma melhor performance da Krigagem em

relação ao IDP para a predição espacial das precipitações máximas, optou-se por realizar a

interpolação espacial das predições Bayesianas para os tempos de retorno de 50 e 100 anos,

apresentadas em 7, utilizando a Krigagem Ordinária com modelo de semivariograma Onda. A

escolha deste modelo, se baseou no fato de que os melhores resultados obtidos para o maior

tempo de retorno avaliado (10 anos), deu-se utilizando a Krigagem Ordinária com modelo de

semivariograma Onda.

Tabela 7 – Predições de precipitação máxima (mm) para os tempos de retorno (TR)
de 50 e 100 anos obtidas via Inferência Bayesiana utilizando a melhor
estrutura de priori para cada localidade.

Cidades TR 50 TR 100 Cidades TR 50 TR 100

Alfenas 163,8 184,6 Baependi 117,9 124,7
Bocaina de M. 181,3 212,0 Brazópolis 142,3 159,1
Camanducaia 166,2 191,9 Cambuí 124,9 132,3
Cambuquira 172,2 195,8 Campos G. 145,2 158,9
Carvalhos 167,9 185,8 Caxambu 165,8 187,6
Consolação 152,8 176,1 Cruzília 123,8 135,5
Delfim M. 143,5 163,0 Delfinópolis 153,9 182,5
Guaxupé 133,2 146,3 Ilicínea 140,5 155,2
Itajubá 145,9 174,2 Jacutinga 133,9 148,4
Machado 157,9 179,6 Muzambinho 136,5 149,3
Poço Fundo 131,1 139,2 Poços de C. 155,8 175,0
Pouso Alegre 124,8 135,8 Pouso Alto 149,2 166,1
Santa Rita do S. 175,9 205,9 São Lourenço 156,6 175,4
Silvianópolis 147,3 168,9 Três Corações 128,2 133,8
Três Pontas 136,3 148,5 - - -

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Desta forma, foram ajustados os semivariogramas de Onda às predições de precipita-

ção máxima de cada localidade referente aos tempos de retorno de 50 e 100 anos, obtidas via

Inferência Bayesiana. Os resultados dos ajustes são apresentados na Tabela 8 e na Figura 3.

Ressalta-se que os ajustes dos semivariogramas pelo método MQP para as predições

Bayesianas referentes aos tempos de retorno de 50 e 100 anos, forneceram estimativas para
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Tabela 8 – Estimativa dos parâmetros dos semivariogramas Onda às predições de
precipitação obtidas via Inferência Bayesiana para os tempos de retorno
(TR) de 50 e 100 anos.

TR Krigagem Modelo C0 C1 a

50 KO Onda 70,0 120,0 0,25
100 KO Onda 150,0 300,0 0,40

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

os parâmetros dos modelos de semivariograma não condizentes com o semivariograma empí-

rico. Para contornar este problema, foi realizado o ajuste do semivariograma de forma visual,

especificando e fixando os valores dos parâmetros dos modelos de forma manual.

Figura 3 – Modelos dos semivariogramas de Onda ajustados aos semivariogramas
empíricos referente às predições de precipitação obtidas via Inferência
Bayesiana para os tempos de retorno de 50 e 100 anos.

00000 Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Os mapas de predições para os tempos de retorno de 50 e 100 anos, obtidos por meio da

Krigagem Ordinária com modelo de semivariograma Onda, são apresentados na Figura 4.

Verifica-se no mapa de predição para o tempo de retorno de 100 anos que espera-se que

ocorram precipitações mais intensas ao extremo norte, centro e sudeste da região de estudo.

Espera-se também que nas proximidades do município de Poços de Caldas, ocorram precipita-

ções mais elevadas.

Observa-se no mapa de predição para o tempo de retorno de 50 anos, valores mínimos de

precipitação máxima esperada próximos a 115 mm, enquanto os valores mais altos observados

no mapa são próximos a 165 mm. Já para o mapa de predição referente ao tempo de retorno de
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Figura 4 – Mapas de predição de precipitação máxima (mm) para os tempos de re-
torno de 50 e 100 anos, obtidos via Krigagem Ordinária com o modelo
de semivariograma Onda.

00000 Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

100 anos, os valores mais baixos de precipitação máxima esperada são próximos a 120 mm e

os mais elevados a 180 mm.

Embora as técnicas de Krigagem sejam frequentemente recomendadas para interpolação

espacial, é importante destacar que nem sempre apresentam os melhores resultados (PEREIRA;

OLIVA; BALTRENAITE, 2010). De fato, estudos comparativos que utilizaram diferentes méto-

dos de interpolação, dentre eles a Krigagem, para análise espacial da precipitação, apresentaram

diferentes modelos como o mais adequado para diferentes áreas de estudo.

Antal, Guerreiro e Cheval (2021), por exemplo, ao compararem o desempenho de sete

modelos de interpolação na análise da precipitação média anual em Portugal, verificaram que o

modelo de Krigagem Bayesiana Empírica com Regressão mostrou-se o mais adequado para a

análise. Os demais modelos utilizados no estudo foram a Interpolação Polinomial Local, Inter-

polação Polinomial Global, Função de Base Radial, IDP, Cokrigagem Ordinária e Cokrigagem

Universal.

No trabalho de Wang et al. (2014), foram avaliados seis modelos de interpolação para a

análise espacial da precipitação média anual em Ontário, Canadá. Os métodos analisados foram

o IDP, Interpolação Polinomial Global, Interpolação Polinomial Local, Função de Base Radial,

KO e Krigagem Universal. Como resultado, obtiveram que o modelo mais adequado para as

análise da precipitação média na região foi a Interpolação Polinomial Local.

Zou, Yin e Wang (2021) analisaram a precipitação máxima anual na bacia do rio Haihe,

localizado no norte da China, utilizando diferentes métodos de interpolação, visando avaliá-



59

los. Os métodos utilizados para a análise foram o IDP, KO, Krigagem com Deriva Externa

com diferentes covariáveis e Krigagem Bayesiana Empírica. Como resultado, obtiveram que o

método de Krigagem com Deriva Externa, incorporando a média anual de precipitação como

covariável, apresentou os melhores resultados dentre os métodos de interpolação avaliados.

5.5 ANÁLISE ESPACIAL VIA PROCESSOS MÁX-ESTÁVEIS E GEV ESPACIAL

Ao contrário da abordagem via Krigagem e IDP empregadas neste trabalho, que utilizam

apenas uma observação para cada localidade para realizar a interpolação espacial, na análise

espacial de extremos via processos Máx-estáveis e GEV espacial, cada localidade na região

está associada a uma série de máximos anuais de precipitação.

Para realizar o ajuste dos modelos Máx-estáveis via Máxima Verossimilhança Pareada

e avaliar a dependência espacial, deve-se primeiramente transformar os dados das séries de

máximos para unidades de Fréchet. Para isso, foi ajustada a distribuição GEV aos dados de pre-

cipitação de cada localidade, utilizando o método da Máxima Verossimilhança, com o objetivo

de obter as estimativas para cada parâmetro e, assim, transformar os dados para a nova escala.

As estimativas dos parâmetros da distribuição GEV para cada localidade são apresentadas na

Tabela 9.

Tabela 9 – Resultados do ajuste da distribuição GEV via Máxima Verossimilhança
aos dados de precipitação máxima referente anos de 1980 a 2011.

Cidades µ̂ σ̂ ξ̂ Cidades µ̂ σ̂ ξ̂

Alfenas 68,4462 20,8438 -0,1078 Baependi 68,0276 14,3308 -0,0833
Bocaina de M. 77,4765 19,6299 0,0241 Brazópolis 65,0697 16,7446 0,0160
Camanducaia 61,4051 15,9493 0,1760 Cambuí 60,6293 24,2315 -0,2348
Cambuquira 68,1013 20,8105 0,1104 Campos G. 75,0410 16,9717 -0,1917
Carvalhos 75,3880 26,1981 -0,1067 Caxambu 60,6240 24,7465 0,0390
Consolação 67,3726 19,2457 -0,0402 Cruzília 64,7186 14,8863 -0,0456
Delfim M. 63,1245 15,9280 0,2300 Delfinópolis 67,2380 12,7624 0,3068
Guaxupé 65,9551 16,0108 -0,0467 Ilicínea 68,4691 17,5457 -0,0136
Itajubá 60,5801 11,5941 0,2949 Jacutinga 66,6306 15,6737 0,1348
Machado 72,4805 18,8374 -0,2043 Muzambinho 65,3047 16,0011 0,0234
Poço Fundo 62,1198 19,8246 -0,3918 Poços de C. 66,0107 20,9578 -0,0487
Pouso Alegre 64,7105 21,7722 -0,0773 Pouso Alto 72,6167 20,0069 -0,2116
Santa Rita do S. 62,8938 23,5706 -0,0064 São Loureço 70,1374 19,0184 -0,0201
Silvanópolis 63,7521 10,2439 0,4703 Três Corações 76,9617 17,4152 -0,1727
Três Pontas 70,6792 15,6253 -0,0847 - - - -

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Tendo posse dos valores em unidades de Fréchet e definidas as funções para as super-
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fícies de tendência dos parâmetros da distribuição GEV, pôde-se então realizar o ajuste dos

modelos Máx-estáveis e, dessa forma, obter as estimativas dos parâmetros de dependência dos

modelos de Smith e de Schlather com diferentes funções de correlação. Além dos resultados

dos ajustes, foi aplicado o critério TIC para comparar a qualidade de ajuste dos modelos Máx-

estáveis. Os resultados são apresentados na Tabela 10.

Tabela 10 – Resultados do ajuste dos modelos, além do resultado do Critério de
Informação de Takeuchi (TIC).

Modelo ρ(h)
Par. de Dependência

TIC
σ11 σ12 σ22

Smith - 0,0469 -0,0590 0,0756 113042,1

Schlather

c2 ν - -
Bessel 0,2673 0,0122 - 112985,9
Cauchy <0,0001 0,4678 - NA
Power. Exp. 0,6592 0,5819 - NA
Whittle-M. 0,1354 <0,0001 - NA

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
Nota: NA - Falha no TIC.

Conforme os resultados apresentados na Tabela 10, pode-se observar que, para o modelo

de Schlather com função de correlação de Cauchy, Powerd Exponential e Whittle-Mátern, o

cálculo do TIC apresentou falhas, não obtendo assim valores para esses modelos ajustados. As

falhas apresentadas no cálculo do TIC foram observadas também no estudo de Senapeng et al.

(2022) e conforme os autores, a falha indica uma instabilidade no procedimento.

Por meio do ajuste dos modelos Máx-estáveis, além de obter as estimativas dos parâ-

metros de dependência, é possível estimar os coeficientes β das superfícies de tendência. Os

valores estimados dos coeficientes são apresentados na Tabela 11.

Quanto ao modelo GEV espacial, a partir do seu ajuste é possível obter as estimativas

dos parâmetros do modelo, o β e os parâmetros da GEV (neste caso as superfícies de tendência),

que são apresentados, respectivamente, na Tabela 11 e na Figura 5.

Uma vez que não foi possível obter os valores do TIC para os modelos Máx-estáveis

de Schlather com função de correlação de Cauchy, Powered Exponential e Whittle-Mátern, as

análises prosseguiram utilizando apenas o modelo de Smith, o modelo de Schlather com função

de correlação Bessel e o modelo GEV espacial.

Mediante a obtenção dos coeficientes β associados às respectivas funções da latitude e

longitude para cada local, foi possível obter a evolução espacial dos parâmetros da GEV a partir
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Tabela 11 – Estimativa dos coeficientes das superfícies de tendência (Sup. tend.)
para os parâmetros da distribuição GEV.

Modelo Sup. tend. β0 β1 β2 β3

Smith
µ(x) 2547,19 105,11 51,66 2,18
σ(x) 1652,62 72,14 35,92 1,58
ξ(x) -0,02 - - -

Schlather (Bessel)
µ(x) 2547,20 104,81 51,74 2,17
σ(x) 1652,69 72,07 35,89 1,58
ξ(x) -0,01 - - -

GEV espacial
µ(x) 2547,19 105,22 51,62 2,18
σ(x) 1632,23 72,07 35,84 1,60
ξ(x) -0,01 - - -

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

das superfícies de tendência, utilizando os modelos Máx-estáveis de Smith e Schlather com

função de correlação de Bessel, além do modelo GEV espacial. Os mapas contendo a variação

dos parâmetros na região são apresentados na Figura 5.

Figura 5 – Evolução espacial dos parâmetros da distribuição GEV, obtidas a partir
do ajuste dos modelos Máx-estáveis de Smith e Schlather com função de
correlação de Bessel e do modelo GEV espacial.

00000 Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Na Figura 5, são apresentadas somente a variação dos parâmetros µ e σ, uma vez que

o parâmetro ξ é constante em toda a região. Desta forma, verificou-se que as estimativas para

o parâmetro de forma utilizando os modelos de Smith, Schlather (Bessel) e GEV espacial são,

respectivamente, −0,0167, −0,0088 e −0,0153.

Nos mapas da evolução espacial dos parâmetros da GEV na região, observa-se que em

relação ao parâmetro de posição, para todos os modelos, as estimativas mais elevadas ocorrem

ao nordeste da região. Verifica-se que as estimativas mais baixas para µ(x) ocorrem no sentido

sudoeste e sul, desta forma, observa-se que conforme a latitude e longitude diminuem, o valor

da estimativa do parâmetro para a localidade diminui.

Na Figura 5, verifica-se que para todos os modelos de predição espacial de extremos,

a evolução do parâmetro de escala na região apresentou estimativas mais elevadas ao sul e su-

deste da região, diminuindo os valores das estimativas conforme a localidade avança no sentido

noroeste.

Para avaliar a estrutura de dependência espacial de extremos a partir dos modelos Máx-

estáveis, foi utilizado o Coeficiente Extremal. O Coeficiente Extremal é ajustado ao F-madograma

empírico, sendo a avaliação da dependência espacial de extremos feita visualmente, por meio

do gráfico do Coeficiente Extremal em função da distância entre os pares de observação.

O gráfico do Coeficiente Extremal ajustado ao F-madograma empírico, para os modelos

Máx-estáveis de Smith e Schlather (Bessel), em relação aos pares de estações meteorológicas

são apresentados na Figura 6.

Analisando os gráficos do Coeficiente Extremal apresentado na Figura 6, observa-se

que, para o modelo de Smith, a dependência espacial diminui à medida que a distância entre

as estações aumenta. Isso ocorre porque quanto mais próximo θ(h) estiver de 2, mais fraca é a

dependência entre as localidades. Além disso, para ambos os modelos, o Coeficiente Extremal

apresenta valores superiores a 1,4 independentemente da distância h. De acordo com Diriba

e Debusho (2021), que obtiveram resultados semelhantes na análise da dependência espacial,

o Coeficiente Extremal apresentar valores superiores a 1,4 sugere que a dependência entre os

pares de observações é baixa, indicando que há baixa evidência de dependência para os dados

de máximos anuais de precipitação.

Conforme Diriba e Debusho (2021), uma forma de aprimorar a avaliação da dependência

espacial seria utilizar a abordagem de seleção de máximos acima de um limiar, já que essa

abordagem permitiria um maior aproveitamento dos dados disponíveis, aumentando assim a
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Figura 6 – Coeficiente Extremal dos modelos Máx-estáveis de Smith e de Schlather
com função de correlação de Bessel ajustados ao F-madograma empí-
rico, referente aos dados precipitação máxima de 1980 a 2011.

00000 Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

quantidade de dados a serem utilizados para o ajuste do modelo.

Mediante os resultados acerca da dependência espacial dos máximos, omitir a depen-

dência para o cálculo da predição espacial para diferentes tempos de retorno, como visto na

seção 3.6.2, torna-se uma estratégia plausível. Dessa forma, foram calculadas, para os tempos

de retorno de 2, 5 e 10 anos, as predições espaciais de precipitação para a região sul e sudoeste

de Minas Gerais.

As predições obtidas permitiram avaliar os modelos por meio do cálculo do EMP da pre-

cipitação para as seis localidades que não foram utilizadas no ajuste dos modelos. Os resultados

do EMP são apresentados na Tabela 12.

Ao analisar os resultados apresentados na Tabela 12, é possível observar que os três

modelos demonstraram desempenhos semelhantes nas predições espaciais dos tempos de re-

torno de 2 e 5 anos, com diferenças sutis nos valores do EMP. Os desempenhos semelhantes

são especialmente evidentes quando analisados em milímetros. Por exemplo, uma diferença de

0,47% no erro corresponderia a apenas 0,47 mm de erro para uma precipitação de 100 mm.

Essa diferença é considerada irrisória do ponto de vista prático, indicando que, para esses tem-

pos de retorno e as localidades avaliadas, os modelos têm capacidade comparável na predição

da precipitação máxima.

Quanto aos resultados do EMP para o tempo de retorno de 10 anos, constata-se que
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Tabela 12 – Resultados do Erro Médio de Predição (EMP), dados em %, das pre-
dições para as seis localidades que não foram utilizadas no ajuste dos
modelos, obtidas a partir dos modelos Máx-estáveis de Smith e de Sch-
lather com função de correlação de Bessel, além do modelo GEV espa-
cial.

Modelo
Erro médio de Predição

X(EMP)TR 2 TR 5 TR 10

Smith 15,17 13,72 10,98 13,29
Schlather (Bessel) 15,64 14,03 14,12 14,60
GEV espacial 15,41 13,75 11,90 13,69

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
Nota: X(EMP) - Média do Erro Médio de Predição.

a diferença entre o modelo que apresentou o menor e o maior EMP (3,14%) foi superior em

comparação com a diferença para os tempos de retorno de 2 e 5 anos. No entanto, mesmo com a

diferença um pouco mais acentuada, as disparidades continuam baixas do ponto de vista prático.

A título de comparação, estudos como o de Menezes et al. (2008) e Menezes, Brito e Lima

(2010) assumiram que um dia é considerado como seco quando a precipitação diária acumulada

não excede 4 mm. Essa escolha de limiar foi estabelecida com o objetivo de distinguir os

períodos de veranicos, dos períodos de ocorrência de chuva.

Apesar da proximidade entre os resultados do EMP obtidos a partir dos modelos, verificou-

se que utilizando o modelo de Smith foram obtidos os menores valores de EMP para todos os

tempos de retorno considerados. Dessa forma, optou-se por realizar as predições espaciais para

os tempos de retorno de 50 e 100 anos na região sul e sudoeste de Minas Gerais utilizando o

modelo Máx-estável de Smith.

O resultado do ajuste do modelo de Smith, agora considerando as séries de precipitações

máximas completas de 1980 a 2021, é apresentado na Tabela 13.

Mediante o ajuste do modelo Máx-estável de Smith e, consequentemente, a obtenção

dos coeficientes das superfícies de tendência, foram calculadas as predições espacias e obtidos

os mapas de predição da precipitação máxima da região sul e sudoeste de Minas Gerais para os

tempos de retorno de 50 e 100 anos, apresentados na Figura 7.

Ao analisar os mapas de predição para os tempos de retorno de 50 e 100 anos, pode-se

observar que esperam-se ocorrências de precipitações mais intensas na porção leste da região

analisada, enquanto nas áreas localizadas ao norte são esperadas ocorrências de precipitações
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Tabela 13 – Resultados do ajuste do modelo Máx-estável de Smith aos dados de
precipitação máxima referente ao período de 1980 a 2021.

Sup. tend. β0 β1 β2

µ(x) 3468,7 150,8 71,2
σ(x) 2004,3 87,5 43,4
ξ(x) -0,03 - -

Par. Dep. σ11 σ12 σ2

- 0,2386 -0,4277 0,7669
Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
Nota: Par. dep. - Parâmetros de dependência; Sup. tend. - Superfície de tendência.

Figura 7 – Mapas de predição de precipitação máxima (mm) para os tempos de re-
torno de 50 e 100 anos, obtidos via modelo Máx-estável de Smith.

00000 Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

máximas diária com volumes mais baixos.

Entretanto, pode-se observar que a distribuição espacial da precipitação máxima espe-

rada para os dois tempos de retorno é semelhante, apresentando maiores diferenças apenas na

escala da precipitação esperada. Além disso, verifica-se nos mapas que a espacialização da

precipitação ocorre de forma contínua e suave na região, sem a formação de ilhas de contornos.

Esta característica também foi observada no trabalho de Davison, Padoan e Ribatet

(2012), que analisaram a precipitação máxima na Suíça por meio de modelos de Cópula e pro-

cessos Máx-estáveis. Segundo os autores, os processos Máx-estáveis têm como desvantagem a

dificuldade de encontrar superfícies de tendência adequadas, o que pode resultar em mapas de
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predição irrealisticamente suaves.

Neste estudo buscou-se apenas avaliar o melhor modelo de processos Máx-estáveis.

Entretanto, uma estratégia que poderia ser adotada visando obter melhores resultados para a

predição espacial seria a avaliação de diferentes funções para as superfícies de tendência, uma

vez que as predições dependem diretamente destas.

Essa estratégia pode ser adotada como trabalho futuro, assim como a utilização de dife-

rentes métodos para a obtenção das predições espaciais. Ribatet (2017), por exemplo, apresenta

um método que incorpora a dependência espacial de extremos para o cálculo das predições es-

paciais. Esse método baseia-se em simulações de Monte Carlo a partir do modelo Máx-estável

ajustado.

Outra estratégia baseada em processos Máx-estáveis que pode ser adotada é o cálculo de

quantis condicionais para a obtenção de mapas de predição, conhecidos como mapas de nível

de retorno condicional. Essa abordagem foi aplicada no estudo de Gaume et al. (2013), que

analisaram as nevascas extremas nos Alpes Franceses utilizando processos Máx-estáveis.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

As séries de precipitações máximas das 29 cidades analisadas são independentes e não

apresentaram indícios de tendência. A distribuição Generalizada de Valores Extremos ajustou-

se às séries de máximos das 29 localidades analisadas.

Os resultados do Erro Médio de Predição das precipitações máximas obtidas por meio

da Inferência Bayesiana, demonstraram que a utilização da priori não informativa resultou em

melhores resultados de predições para 17 municípios. Por outro lado, a utilização da priori

informativa, fundamentada nos dados da localidade mais próxima, proporcionou melhores re-

sultados para 12 localidades.

Os semivariogramas Guassiano e Esférico apresentaram forte grau de dependência es-

pacial para os dados referentes ao tempo de retorno de 2 e 5 anos, respectivamente. Enquanto o

semivariograma Onda, ajustado aos dados de precipitação referente ao tempo de retorno de 10

anos, apresentou dependência espacial moderada.

Os modelos que propiciaram as melhores predições espacias para os tempos de retorno

de 2, 5 e 10 anos, dentre os métodos de Krigagem e Inverso da Distância Ponderada, foram,

respectivamente, a Krigagem Log-Normal com modelo de semivariograma Gaussiano, Kriga-

gem Ordinária com modelo de semivariograma Esférico e Krigagem Ordinária com modelo de

semivariograma Onda.

Para a avaliação dos modelos de extremos espaciais, verificou-se que apenas os modelos

Máx-estáveis de Smith e de Schlather com função de correlação de Bessel não apresentaram

falhas no cálculo do Critério de Informação de Takeuchi. A partir do cálculo de Erro Médio

de Predição, verificou-se que os modelos apresentaram resultados semelhantes, entretanto, o

modelo de Smith mostrou-se mais adequado para a análise de precipitação máxima na região

sul e sudoeste de Minas Gerais.

O Coeficiente Extremal ajustado para os modelos Máx-estáveis de Smith e Schlather

com função de correlação de Bessel evidenciaram baixas evidências de dependência espacial

nos dados de precipitação máxima.

Os mapas de predição para os tempos de retorno de 50 e 100 anos obtidos a partir do

modelo Máx-estável de Smith apresentaram estrutura de variabilidade espacial da precipitação

semelhantes. Além disso, a variação espacial ocorreu de forma contínua e suave em toda a

região analisada.
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APÊNDICES

APÊNDICE A - Ajuste e avaliação dos modelos de Krigagem com diferentes

semivariogramas, além da avaliação do IDP

Tabela 14 – Ajuste dos modelos de semivariograma para cada tempo de retorno
(TR) com seus respectivos valores do critério de Cambardella (CC) e
comparativo entre o método do Inverso da Distância Ponderada por
meio dos resultados da validação cruzada: Erro Quadrático Médio
(EQM), Raiz do Erro Quadrático Médio (REQM) e Erro Médio de
Predição da validação cruzada (EMP-VC) e Erro Médio de Predição
(EMP) das 6 localidades não utilizadas para o ajuste dos modelos.

TR Krig modelo C0 C1 a CC EQM REQM EMP-VC

2

- IDP - - - - 14,71 3,83 4,18

KO

Gaussiano 2,6617 43,6377 0,5241 5,74 16,58 4,07 4,59
Exponencial 2,1938 592,9745 8,6189 0,36 13,25 3,64 4,59
Esférico 0,9954 214,6025 4,6347 0,46 13,17 3,62 4,24
Onda 2,7365 32,7359 0,5565 7,71 22,65 4,75 5,19

KLN

Gaussiano 0,0003 0,0076 0,3925 4,16 12,45 3,52 3,95
Exponencial 0 0,0134 1,007 0 12,89 3,59 4,11
Esférico 0 0,0071 0,8517 0 13,69 3,70 4,05
Onda 0,0004 0,0064 0,5627 6,24 23,99 4,89 5,12

5

- IDP - - - - 36,08 6,01 4,90

KO

Gaussiano 29,2242 47,3518 0,5183 38,16 44,93 6,7 5,59
Exponencial 13,8599 54,9448 0,2653 20,14 39,43 6,27 5,13
Esférico 0,9557 60,3665 0,5785 1,55 32,76 5,72 4,57
Onda 14,323 43,2997 0,2721 24,85 32,01 5,65 4,88

KLN

Gaussiano 0,002 0,0043 0,2305 31,83 35,04 5,91 4,84
Exponencial 0,0017 0,0044 0,206 27,79 42,4 6,51 5,26
Esférico 0,0028 0,0032 0,6534 46,39 43,51 6,59 5,36
Onda 0,0025 0,0031 0,3379 45,12 38,98 6,24 5,20

10

- IDP - - - - 91,82 9,58 6,39

KO

Gaussiano 113,6013 188,6786 9,8434 37,58 94,61 9,72 6,72
Exponencial 70,2518 717,3 17,352 8,92 94,98 9,74 6,49
Esférico 80,7517 107,664 8,9747 42,85 94,20 9,7 6,56
Onda 36,4053 56,4113 0,3001 39,22 78,5 8,86 6,16

KLN

Gaussiano 0,0042 0,003 0,1481 58,01 91,95 9,58 6,54
Exponencial 0 0,0073 0,0769 0 95,54 9,77 6,66
Esférico 0,0031 0,0045 0,3603 41,18 89,01 9,43 6,38
Onda 0,0032 0,0038 0,2983 45,53 78,72 8,87 6,15
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APÊNDICE B - Erros de predição das precipitações obtidas via Inverso da Distância

Ponderada

Tabela 15 – Erros de Predição (EP), dados em %, das predições espaciais obtidas
via Inverso da Distância Ponderada (IDP), para os tempos de retorno
(TR) de 2, 5 e 10 anos.

Cidade TR Observada Predita EP

Carmo da Cachoeira
2 110,0 76,7 30,26
5 110,0 99,0 9,97
10 110,0 114,6 4,19

Santa Rita de Caldas
2 70,6 72,6 2,86
5 74,1 95,1 28,34
10 97,5 110,5 13,30

Bom Jesus da Penha
2 116,7 73,1 37,34
5 116,7 94,4 19,08
10 116,7 109,2 6,40

Maria da Fé
2 67,0 67,3 0,45
5 83,5 88,8 6,31
10 85,2 106,1 24,53

Andrelândia
2 94,2 78,1 17,12
5 105,0 103,1 1,78
10 105,0 120,4 14,67

Extrema
2 66,2 68,6 3,69
5 106,2 91,7 13,66
10 106,2 108,7 2,33
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APÊNDICE C - Erros de predição das precipitações obtidas via Krigagem Ordinária

com diferentes semivariogramas

Tabela 16 – Erros de Predição (EP), dados em %, das predições espaciais obtidas
via Krigagem Ordinária com semivariograma Gaussiano, Exponencial,
Esférico e Onda, para os tempos de retorno (TR) de 2, 5 e 10 anos.

Cidade TR Obs
Gaussiano Exponencial Esférico Onda

Pred EP Pred EP Pred EP Pred EP

Carmo da C.
2 110 78,20 28,91 79,49 27,74 79,58 27,65 75,93 30,97
5 110 98,18 10,75 98,16 10,76 97,76 11,13 96,38 12,38
10 110 113,40 3,09 115,25 4,77 114,79 4,35 111,26 1,15

Santa R. de C.
2 70,6 72,39 2,54 72,21 2,28 72,24 2,32 71,71 1,57
5 74,1 93,67 26,41 94,94 28,12 95,20 28,48 99,11 33,75
10 97,5 111,29 14,14 109,39 12,19 109,81 12,63 117,11 20,11

Bom J. da P.
2 116,7 72,59 37,80 72,43 37,93 72,39 37,97 73,61 36,92
5 116,7 93,00 20,31 94,57 18,96 94,55 18,98 96,41 17,39
10 116,7 110,97 4,91 108,8 6,77 109,65 6,04 113,05 3,13

Maria da Fé
2 67 65,68 1,97 65,74 1,88 65,51 2,22 66,22 1,16
5 83,5 91,93 10,10 89,38 7,04 86,40 3,47 82,65 1,02
10 85,2 113,03 32,66 111,74 31,15 112,48 32,02 101,24 18,83

Andrelândia
2 94,2 79,77 15,32 82,33 12,60 82,43 12,49 74,09 21,35
5 105 102,17 2,70 100,19 4,58 101,46 3,37 93,28 11,16
10 105 115,08 9,60 120,59 14,85 118,43 12,79 113,15 7,76

Extrema
2 66,2 67,19 1,50 67,25 1,59 67,11 1,37 66,93 1,10
5 106,2 92,67 12,74 93,04 12,39 92,26 13,13 93,11 12,33
10 106,2 111,33 4,83 108,37 2,04 109,27 2,89 110,94 4,46

Nota: Obs - Valor observado; Pred - Valor Predito.
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APÊNDICE D - Erros de predição das precipitações obtidas via Krigagem Log-Normal

com diferentes semivariogramas

Tabela 17 – Erros de Predição (EP), dados em %, das predições espaciais obtidas
via Krigagem Ordinária com semivariograma Gaussiano, Exponencial,
Esférico e Onda, para os tempos de retorno (TR) de 2, 5 e 10 anos.

Cidade TR Obs
Gaussiano Exponencial Esférico Onda

Pred EP Pred EP Pred EP Pred EP

Carmo da C.
2 110 80,80 26,55 79,68 27,56 78,89 28,28 77,74 29,33
5 110 98,84 10,15 98,89 10,10 98,77 10,21 98,33 10,61
10 110 113,26 2,96 113,32 3,02 113,45 3,14 113,02 2,75

Santa R. de C.
2 70,6 73,48 4,08 72,59 2,82 73,25 3,75 73,72 4,42
5 74,1 97,90 32,12 96,51 30,24 95,94 29,47 96,35 30,03
10 97,5 113,25 16,15 113,11 16,01 113,50 16,41 117,97 20,99

Bom J. da P.
2 116,7 73,41 37,10 72,99 37,46 73,88 36,69 76,03 34,85
5 116,7 97,27 16,65 96,27 17,51 95,88 17,84 99,06 15,12
10 116,7 113,21 2,99 113,03 3,14 113,42 2,81 114,27 2,08

Maria da Fé
2 67 64,80 3,28 65,64 2,03 66,16 1,25 68,19 1,78
5 83,5 88,87 6,43 91,05 9,04 91,88 10,04 89,83 7,58
10 85,2 109,34 28,33 109,42 28,43 108,27 27,08 103,37 21,33

Andrelândia
2 94,2 79,55 15,55 80,90 14,12 78,45 16,72 75,72 19,62
5 105 99,67 5,08 99,93 4,83 100,37 4,41 99,01 5,70
10 105 113,35 7,95 113,58 8,17 113,80 8,38 114,02 8,59

Extrema
2 66,2 67,94 2,63 68,18 2,99 69,36 4,77 68,57 3,58
5 106,2 95,04 10,51 94,93 10,61 94,74 10,79 95,01 10,54
10 106,2 112,68 6,10 112,61 6,04 112,64 6,06 112,43 5,87

Nota: Obs - Valor observado; Pred - Valor Predito.
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APÊNDICE E - Erros de predição das precipitações obtidas via metodologias de

extremos espaciais

Tabela 18 – Erros de Predição (EP), dados em %, das predições espaciais obtidas
via modelo Máx-estável de Smith e Schlather com função de correlação
de Bessel e via modelo GEV espacial, para os tempos de retorno (TR)
de 2, 5 e 10 anos.

Cidade TR Obs
Smith Schlather (Bessel) GEV espacial

Pred EP Pred EP Pred EP

Carmo da C.
2 110 79,10 28,09 79,80 27,45 79,10 28,09
5 110 100,50 8,64 103,10 6,27 101,30 7,91

10 110 114,60 4,18 118,60 7,82 115,80 5,27

Santa R. de C.
2 70,6 71,10 0,71 72,20 2,27 69,90 0,99
5 74,1 91,00 22,81 95,10 28,34 93,20 25,78

10 97,5 104,10 6,77 110,20 13,03 107,40 10,15

Bom J. da P.
2 116,7 73,20 37,28 74,20 36,42 73,40 37,10
5 116,7 91,10 21,94 93,90 19,54 92,30 20,91

10 116,7 102,80 11,91 106,70 8,57 104,60 10,37

Maria da Fé
2 67 73,00 8,96 73,90 10,30 73,20 9,25
5 83,5 93,90 12,46 97,80 17,13 95,80 14,73

10 85,2 107,70 26,41 113,60 33,33 110,50 29,69

Andrelândia
2 94,2 81,70 13,27 82,20 12,74 81,60 13,38
5 105 104,50 0,48 106,90 1,81 104,90 0,10

10 105 119,40 13,71 123,20 17,33 120,10 14,38

Extrema
2 66,2 68,00 2,72 69,30 4,68 68,60 3,63
5 106,2 89,20 16,01 94,40 11,11 92,30 13,09

10 106,2 103,10 2,92 111,10 4,61 107,80 1,51

Nota: Obs - Valor observado; Pred - Valor Predito.
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