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RESUMO

A Teoria dos Cdédigos Corretores de Erros, da Geometria Hiperbdlica e das Equagoes
Diferenciais Fuchsianas vém se tornando presente nos trabalhos de diversos pesquisadores,
e sao areas com diversas possibilidades de aplicacoes, como no estudo dos erros que
podem ocorrer no processo de transmissao da informacao. Neste trabalho sao apresen-
tadas possiveis conexoes existentes entre codigos geometricamente uniformes, elementos
de geometria hiperbdlica e equagoes diferenciais fuchsianas, obtidas por meio de estudos
tedricos com as principais defini¢oes e propriedades das respectivas areas. Foram conside-
radas singularidades complexas de equagoes diferenciais fuchsianas que também geravam
constelacoes de sinais no plano complexo. Posteriormente, foi analisada a existéncia de
um codigo perfeito ou quase perfeito, os quais apresentaram a mesma capacidade de
corregao de erros, independente da singularidade geradora do cédigo. Por fim, foi possivel
representar as palavras-cédigo como entradas e saidas de um canal discreto sem memoria,
mostrando que a probabilidade de erro, p, esté relacionada ao nimero de palavras-codigo
sobre a constelagao. Um outro caminho estabelecido foi analisar essas singularidades como
vértices de um triangulo hiperbdlico para analisar o género da superficie associada, por
meio dos emparelhamentos dos lados desse triangulo, além de estabelecer uma conexao
com o canal bindrio simétrico Cs 5, verificando que a probabilidade de erro também é
a mesma, independente da singularidade transmitida. Além disso, apresentamos novos
cédigos perfeitos e quase perfeitos sobre anéis quocientes de inteiros gaussiano, destacando
uma estrutura geométrica diferente da encontrada na literatura. Os resultados expostos
neste trabalho contribuem para o desenvolvimento de ferramentas que podem ser aplicadas
tanto na Matematica quanto na Engenharia, uma vez que foram utilizados conceitos

algébricos e da Teoria da Informacao, areas em franca expansao.

Palavras-chave: codigos geometricamente uniformes; triangulos hiperbdlicos; singulari-

dades; constelacao de sinais; canal binario simétrico.



ABSTRACT

The Theory of Error-Correcting Codes, Hyperbolic Geometry and Fuchsian Differential
Equations have been becoming present in the work of several researchers, and they are
areas with several possible applications, such as in the study of errors that may occur in the
process of information transmission. In this work, we present possible connections between
geometrically uniform codes, hyperbolic geometry elements and Fuchsian differential
equations, obtained through theoretical studies with the main definitions and properties
of the respective areas. Complex singularities of Fuchsian differential equations that also
generated signal constellations in the complex plane were considered, then the existence of
a perfect or quasi-perfect code was analyzed, which presented the same error correction
capability, regardless of the singularity generating the code. Finally, it was possible to
represent the codewords as inputs and outputs of a discrete channel without memory,
showing that the error probability, p, is related to the number of codewords on the
constellation. Another path established was to analyze these singularities as vertices of a
hyperbolic triangle to analyze the genus of the associated surface, through the pairings
of the sides of this triangle, besides establishing a connection with the symmetric binary
channel Cy,, verifying that the error probability is also the same, regardless of the
transmitted singularity. In addition, we present new perfect and quasi-perfect codes on
quotient rings of Gaussian integers, highlighting a different geometric structure from that
found in the literature. The results exposed in this work contribute to the development
of tools that can be applied both in mathematics and in engineering, since algebraic and

information theory concepts were utilized, areas in booming expansion.

Keywords: geometrically uniform codes; hyperbolic triangles; singularities; signal constel-

lation; binary symmetric channel. simétrico.
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1 INTRODUCAO

As Teorias dos Cddigos Corretores de Erros, Geometria Hiperbdlica e Equagoes
Diferenciais Fuchsianas sao areas em franca expansao e os respectivos estudos permitem
diversas possibilidades de aplicacao, como no processo de transmissao da informacao em

sistemas de comunicacao.

O estudo dos cédigos corretores de erros teve sua origem na Teoria da Informagcao
proposta por Claude E. Shannon em 1948, em um artigo intitulado “A Mathematical
Theory of Communication” [1]. Shannon foi um matemé&tico, engenheiro eletronico e
criptégrafo, conhecido como “pai da teoria da informacao”. O principal objetivo desses
cédigos é transmitir e armazenar dados de maneira confiavel, de modo que, ao recuperar

uma informacao, seja possivel detectar e corrigir erros.

Dentre os diversos tipos de codigos sobre estruturas algébricas, temos os codigos
de grupos. Slepian foi o responsavel por introduzir o conceito de cédigos de grupos para o

canal Gaussiano em 1968 [2], apresentando suas principais propriedades.

Forney [3] estudou uma classe de cédigos denominada “Cédigos Geometricamente
Uniformes”, mais gerais com relagao aos c6digos de Slepian, pois é permitido que os elemen-
tos do grupo gerador sejam isometrias arbitrarias, em vez de serem apenas transformacoes
ortogonais ou traducgoes, e o codigo pode ser definido como um conjunto de sequéncias

possivelmente de dimensao infinita.

Na decodificacao de cédigos geometricamente uniformes, nao é necesséario saber a
regiao de Voronoi de cada palavra-cddigo, basta saber a regiao de Voronoi associada a uma
dessas palavras-codigo e pode-se determinar as demais regioes a partir de translagoes da
regiao conhecida. Em um cédigo geometricamente uniforme, todas as regioes de Voronoi
sao congruentes. A regiao de Voronoi de um elemento na constelagao de sinais consiste

dos pontos que estao mais proximos de tal elemento do que qualquer outro ponto.

Em 2007, Martinez, Beivide e Gabidulin [4], desenvolveram uma nova métrica
sobre espacos de sinais bidimensionais derivados da Teoria de Grafos sobre constelacoes
em uma modulagdo QAM (Quadrature Amplitude Modulation) e uma subclasse dos
cédigos geometricamente uniformes, denominadas cédigos perfeitos sobre anéis quociente
de inteiros Gaussianos, em que pontos complexos geram as constelagoes de sinais e o
cddigo. Uma generalizacao dos codigos perfeitos derivados de anéis quociente de inteiros
Gaussianos é realizada em [5] e de inteiros de Einsenstein-Jacobi em [6], denominados
cédigos quase perfeitos. Os cédigos quase perfeitos, além de preservarem as propriedades
dos codigos geometricamente uniformes, sao capazes de corrigir mais padroes de erro

quando comparado aos codigos perfeitos.

De acordo com [7] e [8], o estudo das equagoes diferenciais fuchsianas despertou
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grande interesse na Matematica na segunda metade do século XIX e inicio do século XX,

proporcionando um grande desenvolvimento na teoria das funcoes de varidveis complexas.

Nas equacoes diferenciais fuchsianas, todo ponto singular no plano complexo
estendido ¢é regular, podendo ser classificadas em equacoes hipergeométricas, de Legendre,
de Tchebychev, com trés pontos singulares regulares e de Heun, com quatro pontos

singulares regulares.

Uma equacgao diferencial linear homogénea de ordem n é dita ser uma equagao
fuchsiana se possuir um nimero finito de pontos singulares, todos regulares. As equagoes
fuchsianas possuem algumas propriedades de transformacao que facilitam sua andlise. As
equagoes hipergeométricas sao as mais utilizadas em problemas de Fisica-Matematica,
visto que podem ser obtidas a partir das outras equagoes fuchsianas, além de apresentar

linearidade homogénea.

Segundo Vaz Jr. e Oliveira [7], o estudo de equagdes diferenciais fuchsianas é
justificado pois vérias equagoes importantes, sendo que algumas dessas EDO’s de segunda
ordem sao equacoes fuchsianas. Além disso, o fato de se considerar o plano complexo
estendido, e nao apenas o plano complexo, facilita o estudo dessas equagoes e permite

apresentar resultados importantes.

No artigo “Uniformizagao de Curvas Algébricas Planares via EDOs Fuchsianas no
Estudo de Sistemas de Comunicacao”de Oliveira e Palazzo Jr. [9], as singularidades de
equagoes diferenciais fuchsianas sao vistas como elementos de uma sequéncia de Farey, em
que o infinito é sempre uma das singularidades. Além disso, é estabelecida uma relacao
desses conceitos com a geometria hiperbdlica quando as singularidades de uma equacao
hipergeométrica, com trés pontos singulares regulares, e de uma equacao de Heun, com
quatro pontos singulares regulares, sao vistas como poligonos fundamentais da geometria

hiperbdlica.

Ao considerar uma equacao fuchsiana com seis pontos singulares, os autores mostram
que nao houve igualdade entre o género da curva e o género da regiao fundamental;
consequentemente, nao foi possivel determinar a regiao para uniformizacao da curva
algébrica associada a equacao fuchsiana nesse caso. Assim, percebe-se que ha uma restricao

associada ao numero de singularidades para que a igualdade do género possa ser alcangada.

A Geometria Hiperbdlica surge com a tentativa falha em demonstrar o quinto
postulado de Euclides, quando esse estudo trouxe avangos importantes, como provar por
exemplo, que sem o Postulado das Paralelas, segue-se que a soma dos angulos internos de

um triangulo pode ser maior ou menor do que 7.

Na primeira metade do século XIX comegou-se a suspeitar da independéncia
do Postulado das Paralelas, ou seja, de que sua negacao poderia gerar uma geometria

consistente, sem contradigoes. Portanto, desenvolveram-se estudos amplos e detalhados
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de uma geometria que assumia a existéncia de mais de uma reta paralela, criando assim
uma nova geometria, que com o tempo ficou conhecida como Geometria de Lobatchevsky
ou Geometria Hiperbolica. No final do século XIX, matematicos como Eugenio Beltrami,
Henri Poincaré e Felix Klein criaram modelos euclidianos para esta geometria, resolvendo
a questao da consisténcia desta geometria, pois qualquer eventual contradicao a ser
encontrada implicaria em uma contradicao existente na geometria euclidiana, ou seja, as

geometrias hiperbdlica e euclidiana tém o mesmo grau de consisténcia. [10]

Neste trabalho, serao utilizados apenas dois modelos da geometria hiperbélica,
conhecidos como disco de Poincaré e o semiplano superior. Pode-se utilizar o modelo
que for mais conveniente, dependendo das propriedades que se deseja estudar. Existem
também os modelos de Klein e o de Minkowsky, mas tais modelos nao serao considerados

nesta pesquisa.

De acordo com [11], é possivel utilizar elementos de geometria hiperbdlica e equagoes
diferenciais fuchsianas no processo de modelagem de um sistema de comunicagao para

analisar a influéncia dos ruidos no processo de transmissao da informacao.

Segundo [12], os elementos de geometria hiperbélica podem ser aplicados aos cddigos
geometricamente uniformes. Em [13] foi proposta a construgao de constelagoes de sinais
geometricamente uniformes no plano hiperbdlico por meio do processo de construcao
de cadeias de particoes geometricamente uniformes a partir do grupo de isometrias do

octégono.

Em um processo de transmissao de informacao, é relevante o estudo dos sistemas
de comunicagao, a fim de que a mensagem recebida em um processo de comunicagao seja a
mais confidavel possivel. Para isso, o estudo de estruturas algébricas, geometria hiperbdlica,
equagoes diferenciais fuchsianas e os codigos corretores de erros, suas aplicagoes, defini¢oes

e resultados sao necessarios.

O objetivo deste trabalho é identificar conexoes existentes entre elementos de
geometria hiperbdlica, equagoes diferenciais fuchsianas, codigos geometricamente uniformes

e estruturas algébricas para, posteriormente, aplica-las em canais discretos sem memoria.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1 é apresentada a
introdugao, no Capitulo 2 sao apresentados os principais conceitos tedricos utilizados no
trabalho. Assim, na primeira secao sao apresentados conceitos basicos sobre Equacgoes
Diferenciais Fuchsianas; as principais referéncias utilizadas sao [7] e [11]. Na segunda
secao sao apresentadas algumas definicoes e propriedades da Geometria Hiperbdlica, sendo
[10], [11] e [14] as principais referéncias utilizadas. E, na terceira segao, sao apresentadas
algumas defini¢oes e propriedades de conceitos algébricos, grafos e cddigos corretores de

erros, sendo [15], [16] e [17] as principais referéncias utilizadas nessa secao.

No Capitulo 3 sao apresentados os resultados obtidos nesta pesquisa, em que sao
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apresentadas as conexoes estabelecidas entre equacgoes diferenciais fuchsianas, geometria
hiperbdlica e coédigos geometricamente uniformes, por meio de exemplos, anéalise e inter-
pretacao dos mesmos. No Capitulo 4 é apresentada uma conexao entre os vértices de
triangulos hiperbdlicos e as palavras-cédigo, que sao singularidades, com canais discretos

sem memoria.

Finalmente, no Capitulo 5, sao apresentadas as consideracoes finais do trabalho e

as propostas para trabalhos futuros.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Em virtude da interdisciplinaridade desta pesquisa, neste capitulo serao apresen-
tados conceitos relacionados a Equagoes Diferenciais Fuchsianas, Geometria Hiperbdlica,

Algebra, Grafos e Cédigos Corretores de Erros.

O presente capitulo esta organizado da seguinte forma: na Secao 2.1 é realizada
uma breve introducgao dos principais conceitos referentes a equacoes diferencias fuchsianas.
Na Secao 2.2 sao apresentadas as principais defini¢oes da geometria hiperbdlica, os modelos
euclidianos presentes nessa geometria e as transformacoes de Mobius. Nas Segoes 2.3 e 2.4,
sao apresentados os principais conceitos e defini¢oes das estruturas algébricas de grupos,
anéis, anéis quociente e grafos. Esses sao fundamentais para as construgoes que serao
realizadas no decorrer deste estudo. Na Secao 2.5 é apresentada uma breve introducao aos
cédigos corretores de erros, os principais elementos em um sistema de comunicacao, além
dos codigos geometricamente uniformes, que serao utilizados para a andlise de correcao de
erros. Além disso, alguns conceitos sobre canais de comunicacao, mais especificamente os

canais binarios simétricos.
2.1 EQUAQ()ES DIFERENCIAIS FUCHSIANAS

Nesta secao, serao apresentados conceitos fundamentais associados as equacoes
diferenciais fuchsianas para a compreensao deste estudo, tendo como principais referéncias
os trabalhos [7] e [11].

2.1.1 Equacoes diferenciais de segunda ordem

Segundo Oliveira [11], a forma padrao de uma equacao diferencial linear de segunda
ordem (EDO) é:
d*u(z du(z
@), i)
dz dz
em que p(z) e q(z) sao fungdes analiticas em um dominio S C C, ou analiticas em S exceto

+q(2)u(z) =0, (1)

em um numero finito de pontos isolados, ou seja, fungoes meromorfas em S. O dominio S

pode ser todo o plano complexo incluindo o 0o, o plano complexo estendido.

Podemos transformar a Eq. (1) em uma forma reduzida:

d*uy (2)
dz?

+qu(2)ur(z) =0 (2)

com a seguinte mudanca de variavel dependente:



REFERENCIAL TEORICO 16

u(z) = wi(2)exp{—3 [, p(z')dz'}
a(2) = q(2) — %2 - 1(p(2))?
em que b€ S.
fE)=f(z0) _

Dizemos que uma funcao f é holomorfa em 2, € U se existe o limite lim,_, ,, pomon

f'(20). A fungao é holomorfa se for holomorfa em todos os pontos de seu dominio.

Uma fungao f : U — C ¢é dita meromorfa se existe um conjunto P tal que as
seguintes condigoes sao satisfeitas: f é holomorfa em U — P; os pontos de P sao isolados,
ou seja, P é discreto; os pontos de P sao polos de f. De fato, a condicao de meromorfia

estd associada & diferenciabilidade em C = C U {oo}.

Exemplo 1. As equacoes a seguir sao exemplos de equagoes diferenciais lineares de

segunda ordem:

2%y +sin ()Y + ey =u(xr) e Yy — Ty + 12y = cos (z).

2.1.2 Classificagcao dos pontos

Um ponto z no plano complexo ¢ classificado dependendo das propriedades analiticas

das fungoes p(z) e ¢(z) em z.

Definigao 1. Um ponto z € C (z # o0) é denominado ponto regular da equagao diferencial
(1) se p(z) e q(z) sao analiticas em uma vizinhanga de z. Um ponto z € C(z # o) é
chamado de ponto singular da equagao diferencial (1) se p(z) ou ¢(z) tem uma singularidade

em z.

Da mesma forma, um ponto z € C(z # oo) na forma reduzida (2) ¢é classificado
como um ponto singular ou regular dependendo se ¢;(z) é singular ou analitica (regular)

em z, respectivamente.

Definicao 2. O ponto infinito z = 0o é classificado como:

1. um ponto regular da equagao diferencial (1) fornecido por % — C%p(%) e é analitico

em ¢ =0 < 2z — 22p(2) for analitico em z = oo tal que p(z) = 2 + O(2?) quando

z

z = 00 e C%q(%) é analitico em ¢ = 0 & 2%¢(z) for analitico em 2z = oo tal que

q(z) = O(z*) quando z — oo;

2. um ponto singular regular da equagao diferencial (1) fornecido por: 2 — %p(%) e é

analitico em ¢ = 0 < 2z — 2%p(2) for analitico em z = oo tal que p(z) = 2 + O(z7?)

quando z — 0o e q(L) é analitico em ¢ = 0 < 2%¢(z) for analitico em 2z = oo tal
¢HING

que ¢(z) = O(z™*) quando z — oo,
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3. um ponto singular irregular da equagao diferencial (1) em todos os outros casos.
2.1.3 Equacoes diferenciais fuchsianas

Dizemos que a equacao:

Y (2) + ()Y 4 a1 (2)Y(2) + pa(2)y(2) =0

é uma equacao de Fuchs ou uma equacao do tipo fuchsiana se todo ponto singular no
plano complexo estendido for regular. Podemos escrever uma equagao diferencial ordinaria

(EDO) fuchsiana de segunda ordem com n pontos singulares da forma:
y'(2) + p1(2)y' () + p2(2)y(2) = 0. (3)

Neste caso, um ponto singular é dito regular se a singularidade em p;(z) for um

polo simples e em ps(2) for um polo de, no maximo, ordem 2.

As equagoes diferenciais fuchsianas (EDFs) possuem como principal caracteristica
o fato de que todo ponto singular no plano complexo estendido é regular [8]. Os pontos
singulares sdo aqueles em que p(z) ou ¢(z) deixam de ser analiticas, ou seja, sdo os pontos
que zeram o denominador da fra¢ao e um ponto é singular regular se tanto (z — zg)p(z)
quanto (z — z0)%q(z) forem analiticas em 2y, onde zy é uma singularidade. Classificamos
uma equacao fuchsiana como hipergeométrica, de Tchebychev e de Legendre, quando

restrita a trés pontos singulares regulares, sendo um desses localizado no infinito.

Para [7], o estudo de equagoes diferenciais fuchsianas é justificado pois vérias
equacgoes importantes, sendo que algumas dessas EDQO’s de segunda ordem, sao equagoes
fuchsianas. Além disso, o fato de considerar o plano complexo estendido, e nao apenas
o plano complexo, facilita o estudo dessas equacoes e permite apresentar resultados
importantes, pois é possivel encontrar a forma das fungoes p;(z2), para i = 1, ..., n, utilizando
resultados conhecidos da teoria das varidaveis complexas, em particular o Teorema de

Liouville.

Segundo [7], encontrar a forma geral das fungoes p;(z) nao é uma tarefa dificil, pois
uma funcao cujas unicas singularidades no plano complexo estendido sao polos deve ser

necessariamente uma funcao racional.

Suponha que o ponto complexo no infinito, 0o, nio seja um polo. Assim, lim, | f(t7!)|<
M = constante. Agora admita que f(z) tem polos de ordem m; nos pontos &;, para
j =1,...,n. Entao, em torno do ponto & a fungao f(z) tem a serie de Laurent,

bl bm1

fz) = ot > a(z - &),
k=0

N R
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podendo ser reescrita como:
Pl(Z)
(z = &)™

em que P;(z) é um polinémio de grau m — 1 e g;(z) é analitica em &;.

fz) = +91(2),

Considere o polo em &, essa singularidade é proveniente da fungao g¢;(z). De

maneira analoga, tomando a serie de Laurente em torno do ponto &, podemos escrever

(2 ;
9i(2) = o g)m + ga(2),

em que P(z) é um polindmio de grau m — 2 e go(2) é analitica em &; e &.
Seguindo esse mesmo raciocinio, podemos escrever f(z) da seguinte forma:

Pi(2) P,(2)
Gy T gy

em que Pj(z) (i = 1,...,n) é um polindémio de grau m; — 1 e g(z) é analitica em C. Do

f(z) = +9(2),

teorema de Liouville tem-se que g(z) = C' = constante, assim:

Pl(z> Pn(z) .
(z=&)m™ 7 (2= &)™ Q(z)’

em que P(z) e Q(z) sao polinoémios.

f(z) =

Considerando uma equacao diferencial fuchsiana de segunda ordem, por definigao
p1(z) deve ter no méximo um polo de ordem 1 em & e py(z) de ordem 2 em &;. Portanto,

devem ser da forma:

A A,
pi(2) =p(z) = =+ + + Ky,

Z_fl Z_fn
B C B, Ch
pa(z) = q(z) = (2_1&)2+Z_1£1+...+(Z_§n)2+z_§n+K2,

Para que z = 0o seja um ponto ordinario, devemos estabelecer uma relacao entre

as constantes A;, B; e Ci(i =1,..,n).

Para isso, vamos fazer a mudanca de variavel z = %, de modo que

dy 5 dy d*y 2 Py 3 dy
- = — e _— = _— 2 —_—
dz Yaw  d2 Y du? e dw’
assim tem-se a seguinte equagao:
d’y dy
-7 -7 =0
St Pw) L+ Quuly =0,
em que:
2 1 1
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Q) = —7a(2).

w

Para que w = 0 seja um ponto ordinario, as fun¢oes P(w) e Q(w) devem ser

analiticas nesse ponto. Para P(w) tem-se:

2 1 Alw Anw
P(w)_i_ﬁ 1—-&uw 1—§nw+K1
Kl 2 1 2 2
=+~ = A+ Lw+ OW?)) + -+ 4+ Ap(1 + L + O(w?))]
w w w
K2 1
=t (A A = (A Ag) + O(w).
w w w

P(w) é analitica em w = 0 se

Agora, para Q(w) tem-se:

2 2
) = [T * Tog t ot T Tt
= % + %[Blﬂ + 26w + 32w’ + O(w?®)) + -+ + Bu(1 + 26w + 3z2w® + O(w?))]
+ %[01(1 +&w + 3w + 23w + O(wh)) + -+ + Cp(1 + L + 22w + 23w + O(w?)))
:%+%(Cl+~-+Cn)+%[(Bl+-~+Bn)+(51(}1+---+§n0n)]+%[(2ng1+---

Q(w) é analitica em w = 0 se:

Ky =0

Ci+---+C,=0,

(By+ -+ Bn) + (&C1 + -+ + §,.C) =0,

(26 B1+ -+ +26,.B,) + (§C1 + -+ + 6Cn) = 0.

Com isso, uma equacao fuchsiana de segunda ordem com n pontos singulares é da

forma 3 com:

1 n
p(z)_z—&—i_'”—i_m’
. Bl Cl Bn Cn
=yt Tt ey T e
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em que

A+ + A, =2,

Ci+-+C,=0,

(Bi+ -+ B,) + (6,01 + -+ + £,C,) = 0,
(261B1 + -+ +28,B,) + (01 + - + £2C,,) = 0.

Podemos representar essa equacao diferencial fuchsiana, com trés pontos singulares
regulares, por meio do simbolo P-Riemann, que representa um conjunto de solucoes da
equacao. Segundo Oliveira [11], o simbolo P-Riemann apresenta os pontos singulares da
equagao e os expoentes da equacao na singularidade zy que sao obtidos por meio da

equacao indicial.

Definigao 3 ( [11]). Se zp é um ponto singular regular de v + py’ + qy = 0, entao a

equacao indicial para esse ponto é:
r(r—1) +por +qo =0, (4)

em que:

po = lim (z — 2)p(2),

Z—rZ20

g = lim (z — z)%q(2).

Z—20
As raizes da equagao indicial sdo chamadas expoentes (indices) da equagao na singularidade

20-

Vaz Jr. e Oliveira [7] mostram que a Equagao de Riemann é obtida ao relacionar os

coeficientes A; e B;(i = 1,2,3.) com os expoentes caracteristicos dos pontos singulares. E
importante destacar que, ao buscar soluges y(z) = (2 — 29)" > o an(z — 20)", 0 expoente

r satisfaz a equacgao indicial 4, em que py = a e gy = b.

Para zo = & temos
a:Alv b:Blv

e, denotando as raizes da equacao indicial por « e o/, vemos que

Al —1=—-a—-d B;=acd.

Para zy = & temos
a = AQ, b= Bg,

e, denotando as raizes da equacao indicial por S e [/, vemos que

Ay —1=-p-p" By=pp.
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Para zy = &3 temos
a = A37 b= B37

e, denotando as raizes da equacao indicial por v e 4/, vemos que
Ay—1=—y—+" Bi=v/.

Com isso, podemos reescrever a relacao dos coeficientes A; + A + A3 = 2, em
termos dos expoentes:
atad ++8 +y+9 =1, (5)

a Equacao 5 é denominada Condicdo de Riemann, e os expoentes do simbolo P-Riemann

satisfazem essa equacao.

Com isso podemos reescrever a Equacao 3 com:

l—a—a 1-B-8 1-—7v—7
_ J1=B=F 1-v—n

p(z)— z2—§& z—& z—&
_ 1 ad(§1 — &) (61 — &3)
Sl P P p—y E—
+5ﬁ/(52 - 51)(52 - 53) + ’Y’Y'(fg - 51)(53 - 52)
z—& z—&

Essa equacao ¢ denominada Equagao de Riemann, e os expoentes das singularidades

dessa equacao se colocam na forma do simbolo P-Riemann,

SERIIRS
y=Pq a B v =z
C(/ 5/ 7/

2.2 GEOMETRIA HIPERBOLICA

Nesta segao, serao apresentados conceitos fundamentais associados a Geometria
Hiperbdlica para a compreensao deste estudo, tendo como principais referéncias os trabalhos
[7] e [11].

2.2.1 Introducao histérica da Geometria Hiperbdlica

Por mais de dois mil anos “Os Elementos” do matematico Euclides (325 a.c - 265
a.c), foi o texto padrao no estudo da Geometria. No primeiro dos seus trinta conjuntos de

volumes, sistematicamente descobriu a geometria euclidiana, introduzindo defini¢oes de
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termos geométricos (tais como reta e ponto), cinco nogoes comuns concentrando magnitudes,

e os seguintes cinco postulados:
(i) Uma reta pode ser tracada de qualquer ponto a outro.

(ii) Qualquer segmento finito de reta pode ser prolongado indefinidamente para construir

uma reta.

(iii) Dados um ponto e uma distancia quaisquer, pode-se tracar um circulo de centro

naquele ponto e raio igual a distancia dada.
(iv) Todos os angulos retos sao iguais entre si.

(v) Se uma reta cortar duas outras retas de modo que a soma dos dois angulos interiores, de
um mesmo lado, seja menor que dois angulos retos, entao as duas outras retas se cruzam,
quando suficientemente prolongadas, do lado da primeira reta em que se acham os dois

angulos.

Ao longo dos séculos foram encontrados diversos enunciados equivalentes ao quinto
postulado, sendo o mais popular deles feito por John Fairplay (1748 — 1819) que afirma
que, “Por um ponto nao contido em uma reta dada, pode ser tracada uma e apenas uma

reta paralela a reta dada”, que ficou conhecido como Postulado das Paralelas.

Durante o século XVIII, diversos matematicos tais como Girolomo Sacheri e Johann
Heinrich Lambert tentaram demonstrar o quinto postulado, mas nao foram bem sucedidos,
ja que este é um postulado independente, fato conhecido hoje em dia. Apesar disso,
conseguiram avancgos importantes, como provar por exemplo, que sem o Postulado das
Paralelas, obtém-se que a soma dos angulos internos de um triangulo pode ser maior ou

menor do que 7.

Na primeira metade do século XIX comecou-se a suspeitar da independéncia do
Postulado das Paralelas. Mateméticos como Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855), Janos
Bolyai (1802 — 1860) e Nicolai Lobatchevsky (1793 — 1856) trataram da questdo ao
considerar trés situacoes distintas: Por um ponto nao contido em uma reta dada passa,
mais de uma, apenas uma ou nenhuma reta paralela a reta dada. Por suspeitarem da
independéncia do Postulado das Paralelas, ou seja, de que sua negacao poderia gerar uma
geometria consistente, sem contradigoes, desenvolveram de forma axiomatica um estudo
amplo e detalhado de uma geometria que assumia a existéncia de mais de uma reta paralela
(a terceira hip6tese, da inexisténcia de retas paralelas, pode ser descartada se assumirmos
que as retas sdo infinitas), criando o que veio a ser chamada com o tempo de Geometria de
Lobatchevsky ou Geometria Hiperbolica. No entanto, as dividas referentes a consisténcia
desta nova geometria so foram dirimidas no final do século XIX, quando matematicos como
Eugenio Beltrami, Henri Poincaré e Felix Klein criaram modelos euclidianos para esta
geometria. A criacgao de modelos euclidianos para a geometria hiperbdlica resolve a questao

da consisténcia desta geometria, pois qualquer eventual contradicao a ser encontrada
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implicaria em uma contradicao existente na geometria euclidiana, ou seja, as geometrias

hiperbdlica e euclidiana tem o mesmo grau de consisténcia, [10].

Existem muitos modelos para o plano hiperbdlico, mas esta pesquisa concentra-se
em apenas dois desses modelos, conhecidos como disco de Poincaré e o semiplano superior.
De acordo com [14], os modelos exercem para a geometria a mesma fungao que um bom
atlas exerce para a geografia: apesar de os mapas apresentarem distorgoes, estas sao
quantificaveis e razoavelmente “bem comportadas”, de modo que podemos nos situar
de forma bastante satisfatoria apenas através de nossos mapas. Além disso, de forma
andloga ao que acontece com os distintos mapas de um atlas, modelos distintos distorcem
ou preservam propriedades distintas. Assim, dependendo da propriedade que desejamos
estudar, podemos escolher um modelo que preserve tal propriedade, ou seja, o mapa mais

conveniente.
2.2.2 Espacgo hiperbdlico

Como definido em [14], considere o conjunto:
H"™ = {(21,...,2041) € R" 2,1 > 0},

dotado da estrutura riemanniana:
2 2
dzi+ ... +dx;

2
CCnJrl

ds® =

(6)

Com essa estrutura, o semi-espago H"! é chamado espaco hiperbélico (n+1)-

dimensional, e a métrica ds, métrica hiperbolica.

Ao introduzir esta estrutura Riemanniana é possivel definir comprimentos de curvas,

geodésicas e distancia entre pontos, apresentadas a seguir.

Definigao 4. Sejam [a,b] um intervalo fechado e v : [a,b] — H""! uma curva continua-
mente diferencidvel por partes, em que y(t) = ((z1(t),...,z,1+1(t)). Entdo, o comprimento

II7|l da curva ~([a, b]) é dado por:

oo f(dmye gy (fmy
Ill= / VU i)

Tn+41

Assuma, sem perda de generalidade, que a curva 7 estd definida no intervalo [0, 1].
De fato, considere a aplicagao ¢ : [0,1] — [a,b] definida por ¢(t) = a + bt e o caminho
F(t) = (v 0 ¢)(t) = v(a + bt), obtém-se pela regra da cadeia que:

T dx, r Tn
b [ R P
Y= =

dt = ]|
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Definicao 5. Dados dois pontos p, ¢ € H?, a distancia entre p e ¢ é dada por:

d(p,q) = inf ¥,

em que o infimo in f é considerado sobre o conjunto das curvas continuamente diferenciaveis

por partes 7 : [0,1] — H?, com v(0) = p e (1) = q.

dx dx.,,
Ve (a2

A distancia d(.,.) é de fato uma distancia, pois é sempre positiva

Tn+1
dz1 ~ ~ dTngl ~

e igual a zero para todo t € [0, 1] se, e somente se, ‘=== =0, 0useja, se a
curva ¢ um tnico ponto p = ¢. A fungao ¢é simétrica, pois se v : [0,1] — H? é tal que
v(0) = p e v(1) = ¢, entao F(t) : [0,1] — H?, definida por F(t) = (1 — ), é tal que
7(0) = ¢ e (1) = p, de modo que d(p,q) = d(q,p). A desigualdade triangular também é
satisfeita, tome os pontos p,q,7 € H? e os caminhos 71,7, : [0, 1] — H? tais que v,(0) = p,

71(1) = 72(0) = q e 2(1) = r, entdo o caminho 3 : [0,1] — H?, definido por:

Y1(2t), se r<t<li
73@): 1( ) ) 2 7
Y22t —1), se 3<t<1

¢ tal que 73(0) = p e 3(1) =7 e [|7sl|= Im|l+[}r2ll, de modo que

d(p,r) < d(p,q) +d(q,r).

A partir da definicao de distancia sao definidas as geodésicas, que sao curvas de

menor comprimento entre dois pontos.

Definigao 6. Uma curva v : [a,b] — H"™ é uma geodésica se para quaisquer pontos

s,t € [a,b] tivermos:

dTp4+1 )2

NN
A2 0) = [ VU s,

ou seja, se v minimizar a distancia entre os pontos de seu tracado.

2.2.3 Modelos euclidianos do plano hiperbdlico

2.2.3.1 Semiplano superior

Considere o semiplano superior H? = {z € C : Im(z) > 0} com a métrica
Riemanniana:
g Vdx? 4 dy? )
§=4+—

)
onde z = x + yi e o angulo entre duas curvas é definido como o angulo entre as curvas

quando elas sao consideradas curvas em C, ou seja, como o angulo entre suas tangentes.

Com esta métrica, H? é um modelo do plano hiperbdlico.
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Observagao 1. O limitante euclidiano ou bordo de H? ¢ dado por 0H? = {z € C :
Im(z) =0} U {oo}.

Pode-se ainda determinar as geodésicas do plano hiperbdlico.

As geodésicas de H? sao as semi-retas e semi-circunferéncias ortogonais a OH?,

conforme apresentado na Figura 1.

Figura 1 — Geodésicas no Semiplano superior.

Fonte: [14]

Dado um conjunto A C H?, sua drea hiperbélica, denotada por u(A) é dada por:

dxdy
u(a) = [ 5
A Y

se a integral existir.

2.2.3.2 Disco de Poincaré
Um outro modelo euclidiano do plano hiperbélico é o disco unitério D? = {z € C :
|z]< 1} com a métrica derivada da diferencial:

2|dz|
ds = 22
STIoRE ®)

e ¢ chamado modelo do disco de Poincaré.

Observagao 2. O limitante euclidiano ou bordo de D? é dado por 9D? = {z € C : |z|= 1}.

Neste caso, as geodésicas do plano hiperbdlico sao dadas pelo seguinte resultado: as
geodédicas de D? sdo segmentos de retas ortogonais a D? (pela origem) e de circunferéncias

ortogonais a OD?. Um exemplo ¢ apresentado na Figura 2.

Dado um conjunto A C D?, sua area hiperbdlica, denotada por u(A) é dada por:

B 4ddxdy
MM_AO—W+WW’

se a integral existir.
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Figura 2 — Geodésicas no plano de Poincaré.

Fonte: [14]

2.2.3.3 Transformacoes de Mobius
Definicao 7. Sejam a, b, ¢, d € C tal que ad —bc # 0 e C = CU{co}. Uma transformacio
de Mobius é uma funcio v : C — C da forma:

(z)_az—i—b
" x4+ d

Note que caso ad — bc = 0, tem se ad = bc e, assim, 7y ¢ constante igual a 2. Além

disso, se ¢ # 0, define-se ’y(%i) =00, e 7(00) = 2. E, se ¢ = 0, define-se y(00) = oo

As transformacoes de Mobius possuem uma transformacao inversa vy~ : C — C,
dada por y71(z) = _d;jfa que também ¢ uma transformagao de Mobius. Tem-se v~ (00) =
00, se ¢ =0 e, caso ¢ # 0, 77 (00) = =% e 7y7!(£) = co. Observe que toda transformagao

de Mobius é uma bijegao do plano complexo estendido (C) em si mesmo.

Além disso, uma propriedade interessante das transformacoes de Mobius é que
estas podem ser decompostas em outras transformacoes de Mobius mais simples. De fato,
a composicao de duas transformacoes de Mobius é também uma transformacgao de Mobius:

__ az+b _ az+p Lo .
= cotd © 72(2) = N.1s & COmMPOSIGao 1 07 €:

~ (aa+bN)z+ (aB+b))  Az+ B

em que AD — BC = (aa + bA)(cf + dd) — (aff + b6)(ca + dX\) = (ad — be)(ad — BA) # 0.

dadas v1(z)

Mais ainda, como a identidade v(z) = z, coma =d =1eb =c = 0, é uma
transformacao de Mobius, tem-se que o conjunto das transformacoes de Mobius forma um

grupo com a operagao de composicao.
Vamos denotar o conjunto das transformagoes de Mobius por Mob(.), sendo

Mob(H?) e Mob(D?) as transformacoes no semi-plano superior e no disco de Poincaré,

respectivamente.
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Definicao 8. Dado v uma transformacao de Mobius, podemos associar a transformagao

de Mobius uma matriz 2 x 2 por:

w<z>=“+be[ﬂ=[“ ”].

cz+d c d

Definigao 9. Considere v € Mob(H?) sendo uma transformacao de Mobius com ~y(z) =

a2t em que ad — be = 1. Chamamos Tr(v) = (a + d)? de trago de 7.

Ao associar a transformacgao de Mobius a uma matriz, o traco é definido como a

a
soma dos elementos da diagonal principal, ou seja, se [y] = [ gl entao 1Tr([y]) = a+d.
¢

Podemos agora classificar os trés tipos de transformacgoes de Mobius: hiperbdlica,

parabdlica e eliptica, por meio da funcao trago.

e Transformagao eliptica, quando Tr([v]) < 2;
e Transformagao parabdlica, quando Tr([y]) = 2;

e Transformacao hiperbdlica, quando Tr([y]) > 2.
2.3 ELEMENTOS DE ALGEBRA

Nesta secao, sera apresentada uma revisao de estruturas algébricas, como grupos,
anéis, anéis de inteiros Gaussianos, anéis quociente, extensao de corpos, norma e traco de
um elemento, e por fim, alguns exemplos e teoremas importantes da teoria de grafos e de
codigos corretores de erros, importantes para a compreensao deste trabalho. As referéncias
utilizadas foram [15], [16] e [17].

2.3.1 Grupos

Definigao 10. Um conjunto nao vazio G munido de uma operagao bindria (z,y) — x x y

é chamado grupo se satisfaz as seguintes condigoes:

1. (axb)xc=ax(bxc),¥Ya,bce G (associatividade);
2. Existee € Gtalqueaxe=exa=a,V a € G (elemento neutro);

3. Para cada a € G, existe @’ € G tal que axa’ =a' *a =e (elemento simétrico).
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Observacgao 3. Particularmente, quando a operacao * é a multiplicagao, denotamos o

1'e 0 chamamos de inverso de a. Neste caso, o elemento neutro de G

simétrico de a por a~
é o 1, que é denotado por 1g, quando hé risco de confusao. Agora, quando a operagao * é
a adigao, denotamos o simétrico de a por —a e o chamamos de oposto de a. Neste caso, o

elemento neutro de G é o 0, que é denotado por Og, quando ha risco de confusao.

Definicao 11. Seja G um grupo em relagao a operacao *. Entao G é chamado de grupo

comutativo, ou um grupo abeliano, se * é comutativa. Ou seja, xxy =y x*xx, Vr, y € G.

Propriedades de um grupo

G1) 3! e € G; (unicidade do elemento neutro)

Demonstracao: Sejam a € G e e, e’ elementos neutros de G. Assim,

O]
G3) 3! a™!, para cada a € G; (unicidade do elemento simétrico)
Demonstracao: Sejam a € G e d’,a” elementos simétricos de a. Assim,
d=exd =(ad"xa)xd =d"x(axd)=d"xe=d".
[

Gs) (') =a,¥ a € G;

Demonstracao: Sejam a € G, a’ o elemento simétrico de a e e € G o elemento neutro de

G.
(@) =) +e=(d)+(+a)=(d)+d)+a=e+a=a.

O
G4) Se a +x = a+y, entdo x = y. O elemento a é chamado de regular.
Demonstracdo: Sejam a,x e y € G. Suponhamos que a + x = a + y, logo
r=e+z=(d+a)+z=d+(a+z)=d+(a+y)=((d+a)+ty=e+y=y.
O

Gs) (a+b) =V +d,VabeG;
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Demonstracao: Sejam a,b € G.

(a+b)+(a+b) = e
(@a+b) +(a+b)+b = e+
(a+b) +a+(D+0b) =V

(a+b)+a+e =V
(a+b)+a =V

(a+b)+a+d = b +d
(a+b)+e = V+d
(a+0b) = V+d

]

Definigcao 12. Se um grupo G tem um nimero finito de elementos, G é chamado de grupo
finito. O nimero de elementos em G é chamado de ordem de G e ¢ indicado por o(G) ou

|G|. Se G néo possui um nimero finito de elementos, G é chamado de grupo infinito.

Exemplo 2. (Z,,, +) é um grupo comutativo para todo m, em que Z,, = {0,1,2,....,m — 1}
¢ chamado conjunto das classes de restos médulo m. Portanto, 0 é formado por todos os
inteiros congruos a 0, médulo m, 1 por todos os inteiros congruos a 1, médulo m, e assim

por diante.

A adicao mdodulo m é uma operagao em Z,, definida por:

G+b=ua+b,

a qual vale a associatividade e a comutatividade. Mais ainda, 0 é elemento neutro dessa
operagao, pois:
a+0=a+0=a.

E a classe m — a é o oposto de @ em Z,, nesta operacao, pois:

a+m—a=a+(m—a)=m=0.

Entao, —a =m — a.

A multiplicacao mddulo m em Z,, é uma operacao definida por:

a-b=a-b.

Nessa operacao também valem as propriedades associativa e comutativa. O elemento 1 é

elemento neutro dessa operagao, pois:

a-1=a-1=a.
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[k

Entretanto, o conjunto Z,, munido da operacao é um grupo se, e somente se, m é
um numero primo e o elemento 0 nao pertence a Z,,. Isso acontece pois nem todos os
elementos de Z,, possuem inverso, como por exemplo o 0. A demonstragao da existéncia

do inverso de todos elementos apenas quando m é primo pode ser verificada em [15].

Vamos mostrar que as operacoes de adicao e multiplicacao em Z,, estao bem

definidas, isto é:

Lema 2.1. Sejam m € N, m > 1 e a,b,x,y € Z. Se a = xz(mod m), entao:

1. a4+b=x+ y(mod m)

2. a-b=x-y(mod m)

Demonstracao:

a = x(mod m) = m\(a — x)
bzy(modm)jm\(b_y)}:m\(a—x—l—b—y):m\((a—i—b)—(m—i—y)):

= (a+b) = (x4 y)(mod m)

a = z(mod m) = m\(a —z) = m\b(a — z)

b= y(mod m) = m\(b—y) = m\x(b— y) } = m\(ab—br+br—zy) = m\(ab—zy) =

= ab = zy(mod m)

Proposicao 2.2. Sejam m € N, m > 1. Se @ =T e b = 7, entéo:

= 7, tem-se que a = x(mod m) e b = y(mod m). Do
x4+

Demonstrag¢ao: Como a =T e

b
Lema 2.1 tem-se que a+b = z +y(mod m) e a-b = z - y(mod m), portanto, a + b
Y

<
0«

ea-b=T-yentdoa+b=T+yea-b=71-
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2.3.2 Anéis e corpos

Definicao 13. Um conjunto nao vazio A, juntamente com duas operagoes bindrias em A

+ e -, é dito ser um anel se:

1. (A,+) é um grupo abeliano;

2. A segunda operagao é associativa, isto é: se a, b, c € A, entdo a- (b-c) = (a-b) - ¢

3. Valem as leis distributivas: se a, b, ¢ € A, entéao a-(b+¢) = (a-b) + (a-¢) e
(a+b)-c=(a-c)+ (b-c).

Notacao: (A, +, ).

Dado o anel (A, +, ), como (A, +) é um grupo abeliano, o anel possui a mesma
propriedade que esse grupo em relacao a primeira operacao. Um anel (A, +,-) em que o

conjunto A ¢é finito, chama-se anel finito.

Definicao 14. Um subconjunto nao vazio S de um anel (A, +,-) é um subanel de A se S

¢ um anel com as operacoes induzidas de A.

Um importante anel é o (Z,,, +, ), chamado anel das classes de resto médulo m.
Para todo inteiro m > 1, é dado pelo conjunto Z,, = {0,1,2,....,m — 1} em relacao as

seguintes operacoes:

a+b=a+b e a-b=ab.

(i) Temos que (Z,,,+) é um grupo abeliano, conforme apresentado na Subsegao 2.3.1.

(i) A multiplicacdo é associativa. De fato, se @,b,¢ € Z,,, entdo a-(b-¢) = @-bc = abc =

ab-c=(a-b)-c

(iii) A multiplicacdo ¢ distributiva em relacdo & adicdo. De fato, se @, b,¢ € Z,,, entdo

a-(b+¢) =a-b+tc=alb+c)=ab+ac = ab+ac A distributiva a direita é

analoga.

Portanto, (Z,,,+,-) ¢ um anel. O zero desse anel ¢ a classe 0 e o oposto de um elemento

a € L, é a classe m — a.

Definigao 15. Um anel (A, +,-) em que a operagao - é comutativa, é chamado anel
comutativo. Um anel (A, +,+) em que a operagao - tem elemento neutro é chamado anel

com unidade ou simplesmente, anel com 1.

Um anel que possui unidade e cuja multiplicagao é comutativa é denominado anel

comutativo com unidade.



REFERENCIAL TEORICO 32

Exemplo 3. Os anéis Z, Q, R e C sao exemplos de anéis comutativos com unidade. Os
anéis Z,, das classes de resto, médulo m, também sao anéis comutativos com unidade,
pois o resto da divisao de ab por m é igual ao resto da divisao de ba por m, e a unidade é

aclasse I, poisa-1=a=1-a, com a,b € Z,,.

Um elemento a € A, a # 0 é um divisor de zero a esquerda se existe b # 0 em A,
tal que a-b = 0. Analogamente a # 0 é um divisor de zero a direita se existe b # 0 tal que
b-a=0.

Definigcao 16. Um anel (A, +,-) comutativo com unidade é um dominio, ou um anel de
integridade, se para todoa, b€ A, a-b=0 =a=00ub=0.

Também podemos definir um dominio, ou um anel de integridade se este for um anel

comutativo com unidade que nao possui divisores de zero.
Definigao 17. Seja A um anel comutativo, e I um subconjunto nao vazio de A. Chamamos
I de ideal de A se para todo x,y € [ e a € A, verificarem-se as relagoes seguintes:

1. z—yel,

2.a-z€el.

Definicao 18. Um anel (A, +,-) é um anel com divisdo, ou um quase corpo se (A — {0}, )
é um grupo, ou seja, 1 € Aeparatodoa € A, a # 0, existebe A, tal quea-b=>b-a =1,

b é o inverso de a e é denotado por a~!. Um corpo é um anel com divisao comutativo.

Se I é um ideal em um anel comutativo A, entao I é um subanel de A e um
subgrupo do grupo aditivo A. Como A é comutativo, I é subgrupo normal de (A, +). Com
isso, podemos considerar o grupo quociente A/I cujos elementos sao as classes laterais
a+1,a€ A. O elemento neutro de A/I é a classe lateral 0 + I = I e o elemento oposto
de a+ I é a classe (—a) + I. A adigao é definida por:

(a+1)+(b+1)=(a+b)+1, abe A,
e a multiplicagao é definida por:
(a+1)-(b+1)=(a-b)+ 1.

(A/1,+,-) é chamado anel quociente.

E importante destacar que as operagoes + e - estdo bem definidas. Se a+1 =a’' + 1

eb+ 1 ="V +1, entdo existem x; e 19 € [ taisque a = a’ + 1 e b =V + xs.
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Portanto, tem-se que

(a+I)+(b+1) = (a+b)+1
(@ + o) + (0 +22)) + 1
= (@ +0)+(xi4a)+T=(+V)+T+ (1 +2)+ 1
(d+b6)+T+0+1=(+b+0)+1
(

a + 1)+ +1),

(a+1)-(b+1) = (a-b)+

(
((/ +:c1) (b +z2))+ 1
(a'V + d'wg + Vxy + x129) + 1
@'V + 1)+ (w2 + V'zy + 2120) +1)

&1
= @V+D)+0+1)=(@bV+0)+1=adb +1
= (a+1I)-(b+1).

2.3.3 Extensoes de corpos

Definicao 19. Sejam K e LL corpos. I é uma extensao algébrica de K se, e somente se, K
¢ um subcorpo de L. Neste caso, K C I, K é um corpo com as operacoes induzidas em L

e 1K: 1]L-

Um elemento o € L é chamado elemento algébrico sobre K se for raiz de um
polinomio com coeficientes em K. Dizemos que LL é algébrico sobre K se todo elemento de

L ¢é algébrico sobre K.

Todo corpo K ¢é uma extensao de si mesmo, e as seguintes extensoes sao chamadas
de extensoes naturais: Q CR, Q c Ce R c C.

Definicao 20. Seja L uma extensao do corpo K. A dimensao de I sobre K é chamada
grau da extensdo, ou grau de IL sobre K, e é denotada por [L : K]. Se o grau de IL sobre Q

é finito, dizemos que IL é um corpo de niumeros.

Exemplo 4. Q(1/2)/Q é uma extensao finita de grau 2. De fato, {1,v/2} gera Q(v/2) =
{a +bv2;a,b € Q) como Q-espaco vetorial. Suponhamos que a + by/2 = 0, com a,b € Q.
Se b0, entdo V2 = —a-b~' € Q, 0 que é um absurdo. Logo, b = 0 e, consequentemente,
a = 0. Portanto, {1,v/2} é linearmente independente sobre Q. Entdo, [Q(v/2) : Q] = 2.
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A extensao de grau 2 sobre o corpo Q dos niimeros racionais do Exemplo 4 é
chamada corpo quadrdtico. Todo corpo quadratico é da forma Q(\/E), onde d é um inteiro

livre de quadrados, ou seja, d Z 0 (mod4).

Teorema 2.3. Seja K = Q(\/E) um corpo quadratico, em que d é um inteiro livre de

quadrados. Se

1. d # 1 (mod4), entdo o anel dos inteiros Ix é Z[V/d] e {1,v/d} é base de Z[v/d] como

um Z-modulo.

2. d=1 (mod4), entao o anel dos inteiros Ik é Z[1+2\/&] e {1, %} ¢ base de Z[Hg/a]

como um Z-modulo.

Obs.: Pode-se dizer, a grosso modo, que um modulo é um “espaco vetorial” sobre um anel.

Uma demonstragao do Teorema 2.3 pode ser encontrada em [17].
2.3.4 Norma e traco de um elemento

Sejam K um corpo de niimeros de grau n e oy, 09,...,0, os monomorfismos de K

em C. Para qualquer a € K definimos respectivamente a norma e o trago de «, como:
n n
N(a) = Hai(a) e Tr(a)= Zai(a).
i=1 =1

Como os 0,s sdo monomorfismos segue que:

para quaisquer «, 5 € K.

Teorema 2.4. Sejam K um corpo de numeros, Ix o anel de inteiros de K e [a] o ideal de

Ix gerado por «, entao o anel quociente [%K] tem N («) elementos.

Uma demonstragdo do Teorema 2.4 pode ser encontrada em [17].

Corolario 2.5. Seja a € Ik.

Ik tem ordem N(a)/N(B);

1. Se g € Ik é tal que B|a, entao o ideal [3] C o]

2. Se B € Ik é tal que S |/a e v = mde(a, B), entao o ideal [5] C [%K*] é gerado por vy e
tem ordem N(a)/N(7).
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2.3.5 Anéis de inteiros Gaussianos

Dado o corpo de nimeros K = Q[i] = {a + bi|a,b € Q}, pelo Teorema 2.3, o anel
dos inteiros de K é Z[i] = {a + bi|a,b € Z}, chamado anel dos inteiros de Gauss.

A norma de Z[i] é dada pela aplicacao N : Z[i] — Z,, definida como N(a) = « - @,

em que o = a+ bt e @ é o conjugado de a, a — bi.

A aplicacdo N é um monomorfismo. De fato, como a3 = @3, tem-se que N (a-3) =
a-B-a-B=a-B-a-f=a-a-B-B=N(a)-N(B). Assim, N é um homomorfismo,
e a aplicacao N ¢ injetora pois, dados « = a+bi e f =c+ di, se a« # 3, entdo a # c e
b#d,logo N(a) = (a+bi) (a—bi) =a>+ b #*+d>=(c+di) (c—di) = N(O),
entdo N(«) # N(B).

O anel quociente %, denotado por Z[i],, possui N(a) = a®+b* elementos, conforme

o Teorema 2.4.

Exemplo 5. Observe os elementos do anel quociente Z[i]3, 4;,

Zli)sra: ={0, 1, 2, 3, =1, =2, =3, 4, 24, 3i, —i, =24, =3¢, 1 +4, 1 +2i, 1 —4, 1 —2i, —1
— 120, —144, —1+42i, 244, -2+, 2—14, -2 —i}.

Como a = 3 + 44, tem-se N(a) = 25, ou seja, o quociente do anel Z[i] e o ideal

[3 + 41], possui 25 elementos.
2.4 GRAFOS

Um grafo G consiste de um conjunto finito e nao vazio V(G) de elementos denomi-
nados vértices e um conjunto A(G) de elementos denominados arestas, que sdo pares nao
ordenados de vértices. Um grafo G é, portanto, um par ordenado G = (V, A), em que V é
o conjunto de vértices e A é o conjunto de arestas de G. As arestas podem ser definidas
como uma funcdo 1 : A — V x V definida como ¢ (a) = uv (ou ¥(a) = vu, pois a ordem
nao importa) que associa a cada aresta a um par nao ordenado de vértices u, v, os quais

chamamos de extremos de a.

Se G = (V, A) é um grafo e u e v s@o dois de seus vértices, diremos que u e v sao
vizinhos ou adjacentes se {u,v} € A; neste caso, dizemos que a aresta {u,v} incide nos
vértices u e v. Se u e v nao forem adjacentes, dizemos que sao vértices nao adjacentes de

G. Denotamos a aresta {u,v} por uv, sempre que nao houver perigo de confusao.

_Z"
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Grafos sao representados por diagramas, em que os elementos de V' correspondem
a pontos no plano e os elementos de A sao os arcos que ligam os pontos correspondentes.
Um grafo pode ter diferentes representacoes graficas e o propésito da Figura 3 é apenas

representar esquematicamente as relagoes de adjacéncia entre os vértices de G.

O numero de vértices de G é denotado por n(G) e o nimero de arestas por m(G).
Assim, n(G) = |[V(G)| e m(G) = |A(G)|. Um grafo é dito completo se possui n vértices,

com dois quaisquer deles conectados por um arco. Um grafo completo com n vértices é

n
denotado por K, e possui ( 5 ) = n(”T_l) arestas.

Exemplo 6. Seja V' o conjunto de todos os subconjuntos de {1,2,3,4,5} que tém
exatamente 2 elementos. Dois elementos v e w de V sao adjacentes se v Nw = (). Essa

relacao de adjacéncia sobre V' define o grafo de Petersen, representado na Figura 3.

Figura 3 — Grafo de Petersen.

Fonte: Autor (baseado em [18]).

2.5 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Pode-se resumir o processo de transmissao de informacao da seguinte forma: a
informacao parte de uma fonte e é destinada a um receptor, através de um meio conhecido
como canal; se o canal nao tem ruido, a informacao recebida sera igual a enviada, porém,
na pratica, o ruido é introduzido a informacao, resultando na introducao de erros pelo

canal.

Um cédigo corretor de erros, basicamente, acrescenta dados adicionais a cada
informacao que deve ser transmitida ou armazenada, de maneira que ao recuperar essa
informacao, seja possivel detectar e talvez corrigir erros. Para ilustrar um cédigo corretor

de erros, suponha que um robo esteja andando sobre um piso quadriculado de modo que
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ao darmos os comandos Leste, Oeste, Norte ou Sul, ele se desloque conforme o comando.

Essas diregoes foram codificadas pelos elementos do conjunto {0,1} x {0,1} da seguinte

maneira:
Fonte Cadigo de fonte
Leste — 00
Oeste — 01
Norte — 10
Sul — 11

Suponha que desejemos que o robd va para o Sul, e devido a alguma interferéncia o
robo receba o comando 10, entao se deslocara para o Norte, nenhum erro serd detectado e
corrigido, pois ambas as palavras pertencem ao codigo. Para evitar esse tipo de problema
pode se recodificar as palavras de modo a introduzir redundancia que permita detectar
e corrigir erros, quando fazemos isso estamos modificando o cédigo de fonte para que se

torne um cédigo corretor de erro. Observe a recodificacao apresentada a seguir:

Fonte Coddigo de fonte Coddigo do Canal
Leste — 00 — 00000
Oeste — 01 — 01011
Norte — 10 — 10110
Sul. — 11 — 11101

Agora, suponha novamente que desejemos que o rob6 va para o Sul, ou seja, a in-
formacao enviada é 11101, porém a mensagem recebida é 11111. Neste caso identificariamos
o0 erro, visto que a palavra ”11111” nao pertence ao cédigo. Além disso, poderiamos corrigir
o erro, pois a palavra do cédigo que tem menor nimero de componentes diferentes da

mensagem recebida é 11101, que é a mensagem enviada.

O procedimento realizado anteriormente pode ser esquematizado pelo diagrama

dado pela Figura 4, que descreve o funcionamento dos cédigos corretores de erros.

Figura 4 — Diagrama do funcionamento de um sistema de comunicacao.

| Codificador Codificador
Fonte de fonte de canal

Ru1’_>|do Canal |

Decodificador Decodificador | Usuario

de canal de fonte

Fonte: Autor.
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Pode-se definir um cddigo corretor de erros (CCE) da seguinte forma:

Definigao 21. Considere um conjunto finito K denominado alfabeto. Um cédigo corretor
de erros C é um subconjunto qualquer de K™, em que K" = KxKz...xK, ou seja, o
produto cartesiano de K por K, n vezes, para algum nimero natural n. Chamamos cada

elemento de C de palavra-codigo.

A distancia de Hamming é definida para toda palavra de K", em particular, para
toda palavra-codigo, que é exatamente o nimero de posicoes nas quais duas palavras
diferem. Assim, sejam as palavras v = {vy,vs,...,v,} e w = {wy,ws,..,w,} € C, a

distancia de Hamming ¢ definida por :

d(v,w) = |{i; v; # w;, 1 <i<n},

em que |{-}| denota a cardinalidade do conjunto {-}.

2.5.1 Cdbdigos geometricamente uniformes

Definigao 22. Seja A um alfabeto e n um nimero natural. Dizemos que uma fung¢ao

F: A" — A" é uma isometria de A" se ela preserva distancia, ou seja,
d(F(z), F(y)) = d(z,y),Vz,y € A"

Exemplo 7. Sejam Fy = {0,1} e n = 3. A aplicacao F' : Fy — Fy, definida por
F(x1, 9, 23) = (1 — 1, 29, x3), é uma isometria. De fato, como 1 —x; =1 —y; &z =y

tem-se d(F(5U175527$3)7F<3/173/27ys)) = d((l_xlvx%x?»)u (1_y17y27y3)) = d((l’l,lﬂg,l’g), (y17y273/3))-

Definicao 23. Uma constelagao de sinais S é um subconjunto finito de pontos em um
espago métrico (M, d). Essa constelagdo é um c6digo geometricamente uniforme se, dados
51 € s em S, existe uma isometria u,, 5, de M que transforma s; em sy mantendo S
invariante, ou seja,

u81,82<51> = S2, u81,82<S) = 5. (9)

Seja U(S) o grupo de simetrias de S em M. Assim, S é geometricamente uniforme
se o grupo de simetrias U(S) de S age transitivamente em S. Se .S for finito, dizemos que

S é uma constelagao uniforme, se S for infinito dizemos que S é um arranjo regular.

Seja P = {p1,p2,P3, P4, ...} um conjunto de pontos no plano euclidiano, com
2 < n < oo. Cada ponto p; tem coordenadas cartesianas (z;,y;) € p; # p; para i # j, i
ej€{1,2,...,n}. Toma-se um ponto p qualquer do plano euclidiano com coordenadas

(x,y). A distancia euclidiana de p até p; é dada por:

d(p,pi) = V(& — )2 + (y — v)2. (10)
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Se d(p,p;) < d(p,p;), com j # i, o ponto p é designado para p; e a regiao V (p;),

chamada regiao de Voronoi associada ao ponto p;, é definida por:
Vi(p) ={p e R*|d(p,p:) < d(p,p;),j #i}.

A regiao de Voronoi de sy em S consiste dos pontos que estao mais proximos de s

que de qualquer outro ponto de S.

Para realizar o processo de decodificagao, em cédigos geometricamente uniformes,
nao ¢é necessario saber a regiao de Voronoi de cada palavra-cddigo; simplesmente basta
saber a regiao de Voronoi associada a uma dessas palavras-cddigo e pode-se determinar as
demais regioes a partir de translagoes da regiao conhecida. Em um cédigo geometricamente

uniforme todas as regides de Voronoi sao congruentes.

2.5.1.1 (Codigos sobre grafos

Podemos definir um grafo gerado por «, com « € Zli], da seguinte forma:

Definicao 24. Seja a # 0, com « € Z[i]. O grafo gerado por «, denotado por G, = (V, A),
¢é definido por:

a) V = o anel quociente Z[i], é o conjunto de vértices, ou seja, os vértices sao as classes

de equivaléncia do anel quociente;
b) A={(n,7) € Vx V| Dy(n,7) =1} é o conjunto de arestas.

Definigao 25. Seja o # 0, a € Z[i]. A distancia sobre o anel quociente Z[i],, é a distancia

induzida pelo grafo G,. Assim, se 1, 7 € Z[i],, a distancia D,, é dada por:

a) Du(n,7) =min{|z|+|y|}, tal que 7 — n =z + yi (mod «).

Exemplo 8. Seja V' = Zli]zy4;. Se T =1+2ien =2, temos 7—n = (1+2i) —2 = —1+4 21,
logo D, (n, 7) = |—1|+|2|= 142 = 3 (em azul na Figura 5). Se 7 = —1+2i e n = 2—1i, temos
T—n=(—-142i)—(2—1i) = —14+2i—2+i = —3+3i,logo D,(n,7) = |-3|+|3|=3+3=6

(em vermelho na Figura 5).

Dado um grafo G, com conjunto de vértices V e distancia D,, um cédigo em G,, é
um subconjunto nao vazio C de G,. A regiao de Voronoi V,,, com n € C é o subconjunto
formado pelos elementos de V' para os quais n é o ponto mais préoximo em C, ou seja,
V, = {7 € V| Dy(n,7) = Dyo(n,C)}. O ntimero t = max{D,(n,C)} é chamado raio de
cobertura do codigo. O raio de cobertura é o menor niimero t tal que as bolas de raio t,
cujo os centros sao pontos do cédigo corretor C, dadas por Bi(n) = {7 € V| Du(n,7) < t}

cobrem V.
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Figura 5 — Representagao das distancias do Exemplo 8
sobre o grafo gerado por a = 3 + 4s.

Zt]344i

Fonte: Autor.

Defini¢ao 26. Um vértice n de um grafo G é dito t-dominar outro vértice 7 se D(n, ) < t,
em que D denota a distancia do grafo. Entao, um subconjunto S de vértices é denominado

um conjunto t-dominante se todo vértice de G é t-dominado por um unico vértice em S.

2.5.1.2 Codigos perfeitos

Um cédigo C é chamado perfeito se as bolas de raio ¢ centradas nos pontos de C
particionam o conjunto de pontos V', ou seja, ¢ um cédigo que corrige todos os padroes
com até t erros e nenhum padrao com ¢+ 1 erros ou mais. Assim, ao recebermos um ponto
da constelagao de sinal que esta dentro de uma bola de raio ¢, poderemos detecta-lo como

um erro e corrigi-lo para o ponto central da bola, que é um ponto do codigo.

O Teorema 2.6 a seguir, fornece um procedimento para a obtencao destes conjuntos

no caso do anel dos inteiros de Gauss.

Teorema 2.6. Dado « # 0 € Z[i] e t um inteiro positivo. Temos que:

1. Se g =t+ (t+ 1)i divide a, entao o ideal S = [f] C Z][i], forma um cddigo perfeito
que corrige todos os padroes com até t erros;

2. Se f =1t — (t+ 1)i divide «, entdo o ideal S = [5] C Z]i],, forma um cédigo perfeito

que corrige todos os padroes com até t erros.

Dado 3, a norma N () = 2t? + 2t + 1 resulta no niimero de pontos da regiao de Voronoi,
a qual chamamos de esfera de Lee de raio t, em que cada ponto do grafo é uma célula da

esfera.

A demonstracao do Teorema 2.6 pode ser encontrada em [17].



REFERENCIAL TEORICO 41

2.5.1.3 Codigos quase perfeitos

Um codigo é dito quase-perfeito se é capaz de corrigir todos os padroes com até t

erros e alguns padroes com t + 1 erros.

Ao escolhermos § = t 4+ (t + 1)i divisor de o obtemos um cédigo perfeito, e a
constelagao de pontos é coberta por regioes cujo raio de cobertura tem valor maximo t,
ou seja, as regioes fundamentais sao constituidas por esferas de Lee de raio ¢t. Portanto,
codigos perfeitos sao obtidos por meio de translagoes de esferas de Lee de raio ¢, e uma
esfera de Lee de raio t em Z?2 possui 2t? + 2t + 1 pontos, visto que obtemos o niimero de
pontos da regiao de Voronoi calculando a norma N (3) = 2t2+2t+ 1. Mas, se tomarmos um
B divisor de « diferente dos definidos anteriormente, ou seja 5 # t £ (¢t + 1)i , deixamos de
ter um codigo perfeito, mas obtemos um novo coédigo que cobre a constelagao de pontos por
regioes fundamentais idénticas, e mantendo as propriedades de um cédigo geometricamente

uniforme.

Teorema 2.7. Seja o # 0 € Z[i] e t um inteiro positivo. Temos que:

1. Se = (t—c)+ (t+ (c+ 1))i divide a, entao o ideal S = [5] C Z[i], forma um
cédigo quase perfeito que corrige todos os padroes com até ¢ erros e 2¢2 + 2¢ padroes

com t + 1 erros em G;

2. Se B =(t—c)—(t+ (c+ 1))i divide «, entao o ideal S = [5] C Z]i], forma um
cédigo quase perfeito que corrige todos os padroes com até ¢ erros e 2¢2 + 2¢ padroes

com t + 1 erros em G,.

A demonstracao do Teorema 2.7 pode ser encontrada em [17].

A partir dos conceitos tedricos apresentados anteriormente, é possivel analisar as
conexoes existentes entre as equacgoes diferenciais fuchsianas, a geometria hiperbélica e os

cédigos geometricamente uniformes, apresentadas nas se¢oes a seguir.



CONEXOES ENTRE EQUACOES DIFERENCIAIS FUCHSIANAS, CODIGOS

GEOMETRICAMENTE UNIFORMES E GEOMETRIA HIPERBOLICA 42

3 CONEXOES ENTRE EQUACOES DIFERENCIAIS FUCHSIANAS,
CODIGOS GEOMETRICAMENTE UNIFORMES E GEOMETRIA
HIPERBOLICA

Neste capitulo serao apresentados trés exemplos com base na seguinte metodologia:
inicialmente foram considerados pontos singulares regulares de uma equacao diferencial
fuchsiana que também gerassem uma constelacao de sinais no plano complexo. A partir
da constelagao de sinais, serd possivel analisar a existéncia de um cédigo perfeito e/ou
quase perfeito, além de verificar a capacidade de correcao de erros. Além disso, dados trés
pontos singulares, sendo um deles o infinito e os outros dois opostos em relagao ao eixo
imagindrio, foi construido um triangulo hiperbélico no semiplano superior e no disco de
Poincaré e efetuou-se a analise do género da superficie associada a equagao diferencial

fuchsiana e a constelagao de sinais.

3.1 SITUACAO 1: SINGULARIDADES 3 + 4i, -3+ 4i E o0

Nesta secao sera apresentado o primeiro resultado obtido com as conexoes entre

equacoes fuchsianas, geometria hiperbdlica e cédigos geometricamente uniformes.

3.1.1 Equacgoes diferenciais fuchsianas

Sejam dois pontos do plano complexo juntamente com o ponto no infinito, vistos
como singularidades de uma equacao diferencial fuchsiana, e também como geradores de

uma constelagao de sinais.

Considere os pontos singulares regulares 3 + 4i, —3 + 47 e oco. A partir dessas
singularidades (desconsiderando o infinito), é possivel identificar a curva algébrica associada,
vista como y? = (z — a)(z — b), em que a e b sdo as singularidades. Entao: (z — 3 — 44)(z +
3—4i)=2+3z—4iz — 32— 9+ 12 — 4iz — 12 — 16 = 2? — 8iz — 25.

Assim, por definicao de equacao diferencial fuchsiana, pode-se construir a seguinte

equacao:
y'+ = S = - K1:| o [ B . B, N
(2= B+4i)  (z-(=3+4)) oGm0 o (=314)?
Cy o )
TG4 (314 +K2} y=0.

Sejam,
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p
Al + A2 - 2

Ci+Cy=0

(B1 + Bs) + ((3+4i)Cy + (=3 + 4i)Cy) =0

Resolvendo o sistema, uma das solucoes possiveis é:

Ay =2
A1231:B2201:CQZO.

Desta forma,

| (2(3+40) By + 2(—3 + 4i) By) + ((3 + 4i)Cy + (=3 + 40)2Ch) = 0

vy (Aale =8 —40) F k(=62 425\ (Ka(z =3 4i)*(z 43— 4i)?
Y (2 — 3 —4i)2(2 + 3 — 4i)?

(z—3—4i)(= + 3 — 4)

22 —6 — 81
:>y”+(¥+[(l>y/+[(23/:0-

22 —8iz — 25

)y:Oﬁ

Logo, a partir das singularidades 3 + 47, —3 + 47 e oo e usando as condicoes

necessarias para que a equagao seja fuchsiana, temos:

(2% — 8iz — 25)y" + [22 — 6 — 8i + K1 (2 — 8iz — 25)]y + [Ka(2* — 8iz — 25)]y = 0,

em que Ky, Ky € C.

Por meio do simbolo P-Riemann, é possivel representar um conjunto de solucoes

da equacao, apresentado a seguir:

e para z = —3+ 41

. . 22 —6 — 81
po :z—}lr?zl—&-éli[z — (3 +4i)] (z2 — 81z — 25 * Kl) B

[22% — 62 — 8iz + 62 — 18 — 24i — 8iz + 24i — 32

= lim

z——3+4i | 22 —8iz — 25
222 — 16iz — 50
i | 22 —8iz—25 Tz Z>1
) [ 22 —8iz—25 )
=t [P R 3| =

= lim 2+ lim Ki(z2+3—-4i)=2+0=2.
z——3+41 z——3+41

Logo, py = 2.

o . o - . 2
Qo = ZJ£I§1+4i[z (—3 4+ 4i)]* Ko,

+ Ky (2 + 3 — 4)
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como lim,_,_344;(2% + 62 — 8z — 7 —24i) = 0, qo = 0.

Substituindo na equacao indicial 4, temos:
r(r—=1)+2r+0=0=r*—r+2r=0=r*+r=0=r(r+1)=0=r=0our = —1.
e para z = 3+ 41

22 —6—8¢
— ] _ 4N === 2" g ) =
Po Z—}lgg-léli[z (3+42)] (22—8iz—25+ 1)

222 —62—8iz—6 18 + 247 — 8s 247 — 32
~ i z z 12 2z + -—l— 7 12 + 240 +K1(z—3—4i) _
2—3+4i 22 —8iz — 25
. 222 — 122 — 16iz — 14 + 48i )
_z—lgg—14z|: 22—8i2—25 +K1(Z_3_4Z):|’

como lim,_,3,4; 22° — 122 —16i2 —14+48; = 0 e lim,_,3,4; 2° — 8z —25 = 0, aplicamos
a regra de L’Hopital para calcular o limite.

Seja f(z) = 222 — 122 — 16iz — 14 + 48i e g(z) = 2> — 8z — 25 — f'(z) =

42—12—-161

5.5 = 0. Logo, tem-se py = 0

4z — 12 — 167 e ¢'(z) = 2z — 8i. Assim, lim, 3, 4;

pOiS, limz_>3+4i Kl(z -3 — 42) =0.

— 3 _ 12
0 e PR
como lim, ,3,4;(2% — 62 — 8iz — 7 — 24i) = 0, gy = 0.

Substituindo na equacao indicial 4, temos:

r(r—=1)+0r+0=0=r(r—1)=0=r=0our=1.

e Para z = oo pode-se analisar a funcao que acompanha y. Como temos ” Kyy”,
r=1our =K.
Desta forma, o simbolo P-Riemann dessa equacao diferencial é:

—34+4 3+4 oo
y="~P 0 0 1 =z
—1 1 0

3.1.2 (Cddigos geometricamente uniformes

Considere agora os pontos 3+4i e —3+41, vistos anteriormente como singularidades,

sendo os geradores de uma constelacao de sinais.
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Tomando a = 3 + 44, os elementos do anel quociente sao:

Zli)sss ={0, 1, 2,3, =1, =2, =3, 4, 26, 3i, —i, =2, —3i, 1 +4,1+2, 1 —i, 1—2i, —1
i, =1 =20, =1+, =142, 241, =2+, 2—1i, =2 — i},

contendo N(«) = 25 elementos.

Se & = —3+4i, obtemos os mesmos elementos do anel quociente, ou seja, Zli]3 4; =
Z[i) -3+ 4i-

Dado o = 3+4i, pode-se reescrever o como 3+4i = (1—2¢)(—142i), e considerando

B =1—2i tem-se o gerador do conjunto perfeito t-dominante, assim o ideal [§] = [1 — 2i]

é um conjunto perfeito 1-dominante em G3y;.

Vamos determinar os elementos do conjunto gerado por /3: (observe que (1 — 2i) +
(1 —2i) = (1 —2i) - 2, serd utilizada essa notacao para melhor visualizagao.)
e (1-2i)-0=0,
o (1—2¢)-1=1-2i,

o (1—2i)-2=2—4i=-2-1(mod3 + 4i), pois 3+ 4i|[(—2 — i) — (2 — 43)], =4+ 3i =
(3 + 44)(4),

o (1—2i)-3=3—6i=2+i(mod3+4i), pois 3+ 4i|[(2+ i) — (3 —6)], =1 + Ti =
(34 4i)(1 + 1),

o (1—2i)-4 =4—8i =-1+2i(mod 3+ 4i), pois 3+ 4i|[(—1+42i) — (4 —8i)], =5+ 10i =
(34 44)(1 + 2i),

o (1—2i)-5 = 5—10i = 0 (mod 3+4i), pois 3+4i|[0—(5—10i)], —5+10i = (3+4i)(1+2i).

O préximo passo é determinar os pontos que pertencem as regioes de Voronoi de
cada palavra cédigo. Como existe uma esfera de Lee com raio de cobertura 1 em todas as
regioes de Voronoi, sabe-se que todos os pontos com distancia 1 de uma palavra cédigo

pertencem a sua regiao de decisao.

e Palavra-codigo 0

— Distancia 0: {0};
— Distéancia 1: {1, —1,4, —i};

e Palavra-codigo 1-2i

— Distancia 0: {1 — 2i};
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— Distancia 1: {—2i,1 —i,1 —3i(= —3),2 - 2i(= —2+1) };

e Palavra-codigo 2+i

— Distancia 0: {2+ i};

— Distancia 1: {2,1 41,2+ 2i(= —1 —2i),3 +i(= —31) };
e Palavra-codigo -1+2i

— Distancia 0: {—1 + 2i};

— Distancia 1: {2i,—1+i,—1+3i(=3),—2+2i(=2—1i)};
e Palavra-codigo -2-i

— Distancia 0: {—2 —i};

— Distancia 1: {—2,—1—14,—-2 —2i(= 1+ 2i), -3 — i(= 3i) };

Portanto, o codigo perfeito que corrige todos os padroes com 1 erro e nenhum padrao

_ 25 _
==

por B. [B] = {0,1 — 2,2+, —1+ 2i, —2 — i} é identificado no grafo a seguir pelos pontos

com 2 ou mais erros, possui N(a)/N(f) 5 elementos e é dado pelo conjunto gerado

que estao duplamente circulados, formando os baricentros dos 5 poligonos fundamentais,

com 5 elementos, que recobrem a constelacao de sinais, contendo 25 elementos de Zl[i]34;

(FIGURA 6).

Figura 6 — Cédigo Perfeito 1-dominante em G, 4;

o
- iﬁ>
= % % ——
50 for0
OK
0l
Z3+4i

Fonte: Autor.

Se a = —3 + 4i, pode-se reescrever & como —3 + 41 = (1 4 24)(1 + 2i). Assim, o

ideal [f] = [1 + 2i] ¢ um conjunto perfeito 1-dominante em G_3,4;.

Vamos determinar os elementos do conjunto gerado por f:
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o (142i)-0=0,

o (1+26)=1+2i,

o (142i)-2=2+4i=-24i(mod —3+4i), pois —3+4i|[(—2+1i) — (2+4i)], —4—3i =
(=3 + 4d) (i),

o (142i)-3=3+06i=2-i(mod —3+4i), pois —3+4i|[(2—1i) — (3+61)], =1 —Ti =
(=3 4 44)(—1 +1),

o (14+26)-4 = 4+8i = -1-2i (mod —3+44), pois —3+4i|[(—1—2i)— (4+8i)], —5—10i =
(=3 + 4i) (=1 + 2i),

o (14+2i)-5=5+10i =0 (mod — 3+ 4i), pois —3 + 4¢|[0 — (5 + 107)], =5 — 10i =
(=3 + 4i)(—1 + 2i).

Vamos determinar os pontos que pertencem as regioes de Voronoi de cada palavra
codigo. Como existe uma esfera de Lee com raio de cobertura 1 em todas as regioes de
Voronoi, sabemos que todos os pontos com distancia 1 de uma palavra cédigo pertencem

a sua regiao de decisao.

e Palavra-codigo 0

— Distancia 0: {0};
— Distancia 1: {1, —1,4,—i};

Palavra-codigo 14-2i

— Distancia 0: {1 + 2i};
— Distancia 1: {2i,1+14,1+ 3i(= —3),2 + 2i(= -2 — i) };

Palavra-codigo 2-i

— Distancia 0: {2 —i};
— Distancia 1: {2,1 —14,2 — 2i(= -1+ 2i),3 — i(= 3i) };

Palavra-codigo -1-2i

— Distancia 0: {—1 — 2i};
— Distancia 1: {—2i, —1 —i,—1 — 3i(= 3), =2 — 2i(= 2+ i) }1

Palavra-codigo -24i

— Distéancia 0: {—2 +i};
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— Distancia 1: {—2,—-141¢, -2+ 2i(=1—2i), -3 + i(= —3i)};

O cédigo perfeito que corrige todos os padroes com 1 erro e nenhum padrao com 2
ou mais erros, possui N(a)/N(8) = 2 =5 elementos. Logo, [3] = {0,1+2¢,2 —i,—1 —
2i, —2 4 i} sao elementos do cédigo perfeito, identificados no grafo a seguir pelos pontos
que estao duplamente circulados, formando os baricentros dos 5 poligonos fundamentais,

com 5 elementos, que recobrem a constelagao de sinais, contendo 25 elementos de Z[i] 3, 4;
(FIGURA 7).

Figura 7 — Cédigo Perfeito 1-dominante em G_3,4;.

Q1€

6
g

o

d,

X0,

N\

Z73+4i

Fonte: Autor.

3.1.3 Geometria hiperbdlica

Considere agora 3+4i, —3+41 e co como vértices de um triangulo hiperbdlico, ou seja,
as singularidades da equacao fuchsiana vistas como vértices de um triangulo hiperbdlico no
semiplano superior e as transformagoes de Mobius (transformacoes de emparelhamentos),
que podem ser aplicadas aos lados desse poligono. A partir das transformagoes de Mobius
é possivel identificar a superficie associada ao triangulo hiperbdlico, conforme apresentado

na Figura 8.

A transformacao eliptica v, leva o ponto 3 + 44 no ponto —3 + 44, o ponto —3 + 44
no ponto 3 + 4¢ e fixa o ponto médio da geodésica, conectando esses dois vértices, e a

transformacao parabdlica vo que leva oo em oo e 3 + 4i em —3 + 47 e vice-versa.
De fato, dado v; = —z + 8i, 71(3 +4i) = =3+ 4i e (=3 + 4i) = 3 + 44, tem-se:

(-Lz+8 ] = [ —1 8i ] |

nle) = 0z + 1 0 1
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Figura 8 — Singularidades {—3 + 44, 3 4+ 4i ¢ oo}.

00 00
Y2
4!
P
—3+4 3+ 4

Fonte: Autor.

Por defini¢ao, Tr(v1) = (—1) + 1 = 0. Logo, a transformacao ; é eliptica.

z2+6 a<0
E, dado v = com a € Re, em que Re representa a parte real de

z2—6 a>0
z=a+bi € C, y(c0) = lim 72 = 00, tem-se:
Z—r00

B 1z+6
0241

1 £6
0 1

V2(2) — [72] = = Tr(y)=1+1=2.

Logo, a transformagao v, é parabdlica.

Além da representacao das singularidades no modelo do semiplano superior, pode-se

representar as mesmas no modelo do disco de Poincaré, por meio da Transformacao de

Cayley z = 277, uma bijecdo do semiplano superior no disco de Poincaré, Figura 9.

_ C 5 344i—i _ 343i _ 1 (19 _ 9.
o para z =3+ 4i = z = 50— = s = (12 — 3i);

o para z = —3 4 4i = z = =5 = =35 — (12 4 3j);

—344iti  —3+bi
° paraz:mjézlimzﬁmﬁzl.
Aplicando a transformacao inversa z = —2';}, tem-se:

-1 . . '12;73i+1 - .
o para z = (12 = 3i) = z = —igm— =3+ 4i;

17
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12437 +

o para 7 = 1:(12 4 3i) = 2 = —igHm— = -3+ 4i;
17

e para z =1 = z = o0.

Figura 9 — Singularidades no disco de Poincaré.

hd

Fonte: Autor.
Além disso, é possivel identificar a superficie associada aos emparelhamentos por
meio da caracteristica de Euler, dada por:
X=2—-29g=V —-—FE+F,

em que X ¢é a caracteristica de Euler, g é o género da superficie, V' é o nimero de vértices,

FE é o numero de arestas e F' é o numero de faces.

Da Figura 9, tem-se:
4
X(A):V—E+F:3—§+1:2,

X(A)=2-2g=2=¢9=0.

Portanto, a superficie associada é a esfera.
3.2 SITUACAO 2: SINGULARIDADES 8 + 9i, —8 + 9i E 00

Nesta segao sera apresentado o segundo exemplo, com as conexoes entre equagoes fu-
chsianas, geometria hiperbdlica e cdédigos geometricamente uniformes para as singularidades
849, =8+ 97 e o0.
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3.2.1 Equacgoes diferenciais fuchsianas

Considere os pontos singulares regulares 8 + 97, —8 + 97 e co. A partir dessas
singularidades pode-se identificar a curva algébrica associada, vista como y* = (2 — a)(z —
b) = (2—8—9i)(2+8—9i) = 22 +82—9iz — 82— 64+ 72 — 9iz — 72i — 81 = 22 — 18iz — 145.

Assim, pode-se construir a seguinte equacao diferencial fuchsiana:

"+ 4 + A +K} ’+{ b + by +
YR 19) (819 "HYT|GE=819))2 " (z—(—8+9))?
o) C,
K|y =0.
TR0 = (=8+9) 2} Y
Sejam,

(

Al + AQ =2

Cy4+Cy =0

(By + Bs) + ((8 + 9i)Cy + (=8 + 91)Cy) = 0
| (2(8 +9i) By +2(—8 + 9i) Ba) + (8 + 91)2C1 + (=84 9i)2Cy) =0

Uma das solugoes possiveis do sistema é:

A2:2
A1231232201202:O.

Desta forma,

v (Aa(z=8=90) + (= ~ 18z + 145)
y 22 — 18iz — 145

)y'+K2y:0:>

22 — 16 — 18
= K|y +Ky=0=
y+(z2—18iz—145+ 1)y+ 2

(22 — 18iz — 145)y" +[22 — 18i — 16 + K (2* — 18iz — 145)]y + [K2(2* — 18iz — 145)]y = 0.

Assim, a partir das singularidades 8 4+ 9¢, —8 4+ 97 e oo e usando as condigoes

necessarias para que a equacao seja fuchsiana, tem-se:
(22 —18iz — 145)y" + [22 — 18i — 16 + K (2% — 18iz — 145)]y/ + [K2(2* — 18iz — 145)]y = 0,

onde K, K, € C.

Um conjunto de solugoes dessa equagao pode ser representado por meio do simbolo

P-Riemann.
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e para zp =8+ 9
2z — 16 — 184

po= T [z =8+ 90| G5 —qus T | =
i 222 — 322 — 36iz — 34 + 288i + K1(23 — 3072 — 822 + 1160 — 27iz2 + 144iz + 13052')
11m
2—8+9i 22 — 181z — 145

Como lim,_,g,9;[22% — 322 — 3612 — 34 +288i] = 0, lim, g, 9;[2> — 3072 — 822 + 1160 —
27i2% + 144iz + 1305i] = 0 e lim, ,g,9;(2* — 18iz — 145) = 0, aplica-se a regra de
L’Hopital para calcular o limite.

Seja f(x) = 222 — 322 —36iz — 34+ 288i+ K1 (2® — 3072 — 822 + 1160 — 27i2% + 1441z +
1305¢) e g(z) = 22—18i2—145 = f(z) = 42—32—36i+ K1 (322 —162—37—54iz+144i)

e g(x) =2z — 18i. Assim, lim, g9 42—32_36i+K1(3522__1155_37_54”“44” =2 = 0. Logo,
po = 0.
o . . 12
qo = Zilgrﬂgi[z (84 91)]° Ky,
como lim, g g;[2% — 17 — 162 — 18z + 144i] = 0, gy = 0.
Substituindo na equacao indicial 4, tem-se:
r(r—=1)+0+0=0=r(r—1)=0=r=0our=1.
e para zyp = —8 + 91
. |22 —16 —18¢
po= i [ — (-8 00 [EER I g
. 222 — 36iz — 290 + K, (2% — 307 + 822 — 1160 — 27i2? — 144iz + 13057)
im =
z——8+9i 22 — 18iz — 145
17 4 144i + K,(—2763 + 2763i)
O - %

tem-se py = 0.

qQ = Z_}i_rgl+9i[z — (8 +9)]?Ky,=0- K, =0,
logo g9 = 0.
Substituindo na equacao indicial 4:

r(r—1)4+0r+0=0=r(r—1)=0=r=0our=1.
e para z = 0o pode-se analisar a fun¢ao que acompanha y. Como temos " Kyy”,
r=1our= K.
Substituindo na equagao indicial 4:

r(r—1) + [oo(1 + K1)]r + (00 - K3) = 0.

Desta forma, o simbolo P-Riemann da equacgao diferencial é:
8+9 —8+9 o0

y=2~r 0 0 1 =z
1 1 K,
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3.2.2 (Cddigos geometricamente uniformes

Considere os pontos 8 + 97 e —8 + 9, anteriormente vistos como singularidades,

agora vistos como os geradores de uma constelacao de sinais.

Tomando o = 8 + 94, os elementos do anel quociente sao:

Zlilsro; ={0,1,2,3,4,5,6,7,8, —1,—2, -3, —4, =5, —6, —7, —8, 4, 2i, 3, 4i, 51, 64, Ti, 8, —
i, —2i, —3i, —4i, —5i, —6i, —7i, —8i, 1 + 4,1+ 2i,1 4 3i,1 + 44,1+ 5i,1 + 6i, 1
+ 70,1 — i1 —2i,1—3i,1 — 44,1 —5i,1 —6i,1 —Ti,— 1+, —1 + 2i, —1+
3i,—1+4i,—1+5i,— 1+ 6i, -1+ 7i, -1 —i, -1 — 2i, —1 — 3i, -1 — 4i, —1—
5i,—1—6i,—1— 73,2 4+14,2 4+ 20,2+ 30,2+ 40,2 + 5i,2 + 6i,2 — i, 2 — 2i,2—
36,2 — 40,2 — 5,2 — 61, —2 + 4, —2 + 24, —2 + 3i, —2 + 4i, —2 + 5i, —2 + 63, —
2 — i, —2—2i,—2—3i,—2 —4i, —2 — 5i, —2 — 6i,3 +14,3 + 24,3 + 30,3 + 4i,
34+5i,3—14,3—2i,3—3i,3—4i,3—5i,—3+14,—3 + 2, —3+ 34, —3 + 4i, —
34+5i,—3—i,—3—2i,—3—3i,—3—4i, —3 —5i, 4+ 1,4+ 2,4+ 3,4+ 4,
A— i d—204—3i4— 4, —A4i —4+2 —4+3i,—4+ 4, —4—i —4— 2
—4—3i,—4—4i,5+4,5+2i,5+3i,5—1,5— 20,5 —3i, =5 +14, =5 + 20, —
5+43i,—5—1i,—5—2i,—5—3i,6+1,6+2i,6 — 4,6 — 2, —6 + i, —6 + 2i, —
6—i,—6—2i,7+i,7—i,—T+i,—7—i},

contendo N(a) = 145 elementos.

Se a = —8 + 917, os mesmos elementos do anel quociente sao obtidos, ou seja,
Z[i)s4+9i = Z[i]-g+9;- Como o conjunto de vértices é dado por V = Z[il,, o grafo gerado

por 8 + 9 e o grafo gerado por —8 4+ 9¢ possuem os mesmos vértices.

Para obter 3, de forma que satisfaca o Teorema 2.7 considera-se a norma de «,
N(a) = 145, e seus divisores, 5 e 29. Assim os divisores de @ em Z[i]g;9; possem norma 5
e/ou 29. Os unicos elementos em Z[i| com norma 5 sdo: 1+2¢, 1 —2i, —142i, —1 —2i, e com
norma 29 so: 2+5i, 2—5i, —2+5i, —2—5i. Observe que 3 = {1423, 1—2i, —1+2i, —1—2i}
nao gera um cédigo quase perfeito, nem § = {2 + 5i, —2 — 5i}, mas § = {2 — 5i, —2 + 5i}

geram, segundo o Teorema 2.7.

Agora, se f = =2+ 51, N(f) = 29, e a maior esfera de Lee contida em 29 pontos
possui 25 pontos com raio de cobertura 3. Nesse caso, como t = 1, teria uma esfera de
Lee com 5 pontos com raio de cobertura 1, e 24 padroes com 2 erros, o que é um absurdo,
visto que nao ha 24 pontos com distancia 2 que equidistem um ponto nessa constelagao.

Sendo assim, § = 2 — 5¢ é o Unico divisor de o que gera um coédigo quase perfeito.
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Dado a = 8+ 91, é possivel reescrever o como 8+ 9i = (2 — 5i)(—1+ 21). Logo, pelo
Teorema 2.7, o ideal gerado por 8 = 2 — 57, forma um cédigo quase perfeito que corrige
todos os padroes com até 3 erros e 2¢2 4+ 2c = 2-12 +2-1 = 4 padroes com t + 1 = 4
erros em Gy g;. A norma de 3 é 29 e a maior esfera de Lee contida em 29 pontos possui
25 pontos com raio de cobertura t = 3, os 4 padroes com 4 erros completam a regiao de
Voronoi com 29 pontos.

%E%; = 2 =5 clementos, o codigo

quase perfeito possui 5 elementos. Vamos determinar os elementos do conjunto gerado por

Dado que o ideal gerado por 3, S = <B>, possui

f3: (observe que (2 — 5i) + (2 — 5i) = (2 — 5i) - 2, ser4 utilizada essa notacdo para melhor

visualizagao.)

e (2—5i)-0=0,
o (2—5i)-1=2-5i,

e (2—5i)-2=4—-10i =-5-2i (mod 8+ 9i), pois 8+ 9i|[(—5 —2i) — (4 —10i)], —9+8i =
(8 +9i)(4),

o (2—5i)-3 = 6—15i = 5+2i (mod 8+ 9i), pois 8+ 9i[[(5+2i) — (6 — 15i)], —1+17i =
(8 4+9i)(1 + 1),

o (2—5i)-4 = 8—20i = -2+5i (mod 8+9i), pois 8+9i|[(—2+5i)— (8—20)], —10+25i =
(8 + 99)(1 + 2i).

Vamos determinar os pontos que pertencem as regioes de Voronoi de cada palavra
codigo. Como temos uma esfera de Lee com raio de cobertura 3 em todas as regioes de
Voronoi, sabemos que todos os pontos com distancia menor ou igual a 3 de uma palavra
cédigo pertencem a sua regiao de decisao. Mas para determinar os 4 padroes com 4 erros,
é necessario analisar se esse ponto nao tem distancia menor ou igual a 3 de qualquer
outra palavra codigo, ou seja, para que esse ponto pertenca a regiao de Voronoi de uma
palavra cédigo ele deve ter distancia 4 dessa palavra e distancia estritamente maior que 4

de qualquer outra palavra cédigo.

e Palavra-codigo 0

— Distancia 0: 0;

Distancia 1: {1, —1,, —i};

— Distancia 2: {2,-2,2i,~2i,1+ 4,1 — i, —1 +4,—1 —i};

~ Distancia 3: {3, —3, 3, —3i, 1420, 1—2i, — 1420, —1—2i, 244, 2—i, —2+i, —2—i}:
— Distancia 4: {1+ 3i,—1 —3i,3 —i, -3+ i};



CONEXOES ENTRE EQUACOES DIFERENCIAIS FUCHSIANAS, CODIGOS
GEOMETRICAMENTE UNIFORMES E GEOMETRIA HIPERBOLICA 55

e Palavra-codigo 2-5i

— Distancia 0: 2 — 5i;
— Distancia 1: {1 — 57,2 — 44,2 — 6i,3 — 5i};

— Distancia 2: {~5i,1 — 44,1 — 6i,2 — 3,2 — Ti(= T +1),3 — 4i,3 — 6i(=
—6+2i),4 — 5i(= -5+ 3i)};

— Distancia 3: {—4i, —6i,1—3i,1—7i, —1—5i,2—2i,2—8i(= —7),3—3i,3— Ti(=
—6+1),4—4i,4 — 6i(= =5 + 20),5 — 5i(= —4 + 3i)}

— Distancia 4: {1 — 8i(= —8),—1 — 44,3 — 2i,5 — 6i(= —4 4 2i) };
e Palavra-codigo -5-2i

— Distancia 0: —5 — 2i;
— Distancia 1: {—4 — 2i, =5 — i, =5 — 3i, —6 — 2i};

Distancia 2: {—5, -3 — 2i, —4 — 1, —4 — 3i, =5 — 4i(= 3+ 5i), —6 — i, —6 — 3i(=
246i), —7—2i(=1+T7i)};

— Distancia 3: {4, -6, -2 — 2,3 — i,~3 — 3i, ~4 — 4i,—5 + i,—5 — bi(=
4 4i), —6 — 4i(= 2 + i), —T — i, —T — 3i(= 1+ 6), -8 — 2i(= Ti)};
— Distancia 4: {—2 — 3i, —4 41, —6 — 5i(= 2 + 4i), —8 — i(= &) };

e Palavra-codigo -2+5i

— Distancia 0: —2 + be;
— Distancia 1: {—1+ 5i, —2 + 4i, —2 + 64, —3 + 5i };

— Distancia 2: {5i, —1 + 6i, —2 + 3i, —1 + 4i, =2+ Ti(= T — i), =3 + 4i, —3 + 6i(=
6 — 2i), —4 + 5i(= 5 — 3i)};

— Distancia 3: {44, 6, 145, —1+3i, —147i, —2+2i, —2+8i(= 7), —3+3i, —3+7i(=
6—1i),—4+4i,—4+6i(=5—2i), -5+ 5i(=4—3i)};

— Distancia 4: {1 + 44, —1 + 8i(=8), —3 4+ 2i, =5 + 6i(= 4 — 2i) };
e Palavra-codigo 5+2i

— Distancia 0: 5 + 21;

— Distancia 1: {4+ 2i,5+ 9,5+ 34,6 + 2i};

— Distancia 2: {5, 3+2i, 4414, 4+3i, 5+4i(= —3—5i), 6+, 64+3i(= —2—6i), T+2i(=
—1-="Ti)};

— Distancia 3: {4,6,2 4 2,3 41,3+ 3i,4 +4i,5 — 0,5 + 5i(= —3 — 44),6 + 4i(=
—2—50),7 44,7+ 3i(= -1 — 6i),8 + 2i(= —T7i)};
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— Distancia 4: {2+ 3i,4 — 1,6 + 5i(= —2 — 44),8 + i(= —8i)};

Assim, § = <B> = {0,2 — 5i,5 + 2i, —2 + 5i, —5 — 2i}, é identificado no grafo
a seguir pelos pontos que estao duplamente circulados, formando os baricentros dos 5

poligonos fundamentais, com 29 elementos, que recobrem a constelagao de sinais, contendo
145 elementos de Z[i|s9; (FIGURA 10).

Figura 10 — Cédigo quase perfeito sobre Zg. ;.

Fonte: [17].

Dado o = —8 + 9i, é possivel reescrever o« como —8 + 9i = (2 4 5i)(1 + 2:). Logo,
pelo Teorema 2.7, o ideal gerado por f = 2 + 5¢, forma um cédigo quase perfeito que
corrige todos os padrdes com até 3 erros e 2¢2+2c = 2-12+2-1 = 4 padrdes com t +1 = 4
erros em G_g,g;. A norma de [ é 29 e a maior esfera de Lee contida em 29 pontos possui

25 pontos com raio de cobertura t = 3, os 4 padroes com 4 erros completam nossa regiao

de Voronoi com 29 pontos.

Dado que o ideal gerado por g, S = (), possui ]J\\;Egg = 12%5 = 5 elementos, o codigo

quase perfeito possui 5 elementos. Vamos determinar os elementos do conjunto gerado por

b:
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o (245i)-0=0,

o (2+5i)-1=2+5i,

o (24+5i)-2 = 4+10i = -5+42i (mod —8+4-9:), pois —849i|[(—5+2i) — (4+10i)], —9—8i =
(=8 + 94)(i),

e (2+45i)-3 = 6+15i = 5-2i (mod —8+9i), pois —8+9i|[(5—2¢) — (64 157)], —1—17i =
(=8 4+ 9i)(—1 + 1),

o (2+5i)-4 = 8+20i = -2-5i (mod —8+9i), pois —8+9i|[(—2—5i) — (8+20i)], —10—
250 = (=8 4 9i)(—1 + 20).

Vamos determinar os pontos que pertencem as regioes de Voronoi de cada palavra
codigo:
e Palavra-codigo 0

— Distancia 0: 0;

— Distancia 1: {1, —1,4, —i};

Distancia 2: {2, —2,2i, —2i,1+i,1—i,—1+1i,—1 —i};
— Distancia 3: {3, —3,3i, =34, 1424, 1—2i, — 1424, —1—2i, 2+4, 2—4, —2+i, —2—i};

Distancia 4: {1 — 3i, —1+ 37,3 +14,—3 — i};
e Palavra-codigo 2+5i

— Distancia 0: 2 + 5i;

Distancia 1: {14 5,2 — 44,2 + 64,3 + 5i };

Distancia 2: {5i,1 4+ 44,1+ 60,2 + 31,2 + Ti(= —7 — i), 3 + 4i,3 + 6i(= —6 —
2i),4+ 5i(= =5 — 3i)};

— Distancia 3: {44,6i,1 4 3i, 1+ 7i, —1 4 50,2 4 20,2 + 8i(= —7),3 + 3,3 + Ti(=
—6 —1),4+ 4i,4+ 6i(= -5 —2i),5+ 5i(= —4 — 30) };

— Distancia 4: {1 + 8i(= —8), —1 + 4,3 + 2i,5 + 6i(= —4 — 2i) };
e Palavra-cédigo -5+2i

— Distancia 0: —5 + 21;

— Distancia 1: {—4 + 2, —5+14,—5 + 3i, —6 + 2i};

— Distancia 2: {—5, 3 +2i, ~4 4+, 4+ 3i, 5 + 4i(= 3 — 5i), —6 + 4, —6 + 3i(=
2—6i),-7T+2i(=1-"Ti)};
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— Distancia 3: {—4,—6,—2 + 2i,—3 + i, —3 + 3i,—4 + 4i, =5 — i, —5 + 5i(=
3 —4i), —6 + 4i(= 2 — 5i), =T +1i,— 7+ 3i(= 1 — 6i), —8 + 2i(= —74) };

— Distancia 4: {—2 + 3i,—4 — i, —6 + 5i(= 2 — 4i), -8 +i(= —8i) };
e Palavra-codigo -2-5i

— Distancia 0: —2 — 5i;

— Distancia 1: {—1 — 5i, —2 — 44, —2 — 61, —3 — bi};

— Distéancia 2: {—5i, —1— 64, —2— 37, —1 —4i, —2 —Ti(= T+1), —3 — 4i, —3 — 6i(=
6+ 2i),—4 —5i(=5+ 3i)};

— Distancia 3: {—4i, —6i,1 — 5i, ~1 — 3i,~1 — Ti,~2 — 2i, —2 — 8i(= T), —3 —
3i,—3 — Ti(= 6+ 1), —4 — 40, —4 — Gi(= 5 + 2i), -5 — 5i(= 4 + 30)};

— Distancia 4: {1 — 4i,—1 — 8i(=8),—3 — 2i,—5 — 6i(= 4+ 2i) };
e Palavra-codigo 5-2i

— Distancia 0: 5 — 2i;

— Distancia 1: {4 —2i,5 — 4,5 — 3i,6 — 2i};

Distancia 2: {5, 3—2i, 4—i, 4—3i, 5—di(= —3+50), 6—i, 6—3i(= —2+6i), T—2i(=
—-1+7i)};

Distancia 3: {4,6,2 — 20,3 —,3 — 3i,4 — 40,5+ 4,5 — 5i(= —3 + 4i),6 — 4i(=
24 5i), T — 0,7 3i(= —1 + 6i),8 — 2i(= Ti));

— Distancia 4: {2 —3i,4 47,6 — 5i(= —2 + 4i),8 — i(= 8i) };

S = () ={0,2+5i,5 — 2i,—2 — 5i, —5 + 2i}, é identificado no grafo a seguir
pelos pontos que estao duplamente circulados, formando os baricentros dos 5 poligonos

fundamentais, com 29 elementos, que recobrem a constelacao de sinais, contendo 145

elementos de Zi]_g+9; (FIGURA 11).

3.2.3 Geometria hiperbdlica

Agora, considere 8 4+ 9i, —8 4+ 9i e 0o como vértices de um poligono hiperbdlico, ou
seja, as singularidades sao vistas como vértices de um triangulo hiperbdlico no semiplano
superior e as transformagoes de Mobius (transformagoes de emparelhamentos), que podem
ser aplicadas a esse poligono. A partir das transformacoes de Mobius sera identificada a

superficie associada ao triangulo hiperbdlico.
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Figura 11 — Cédigo quase perfeito sobre Z_g,g;

A

0

Fonte: Autor.

A Figura 12 apresenta a representacao das singularidades 8 + 91, —8 + 97 e co como
vértices de um triangulo hiperbodlico e as possiveis transformagoes que podem ser aplicadas

a esse poligono.

Neste caso, uma transformagao eliptica v, que leva o ponto 8 + 9¢ no ponto —8 + 9
e o ponto —8 4+ 97 no ponto 8 4+ 91 e fixa o ponto médio da geodésica conectando esses
dois vértices, e a transformagao parabdlica v, que leva co em oo e 8 + 97 em —8 + 9i e

vice-versa.

De fato, dado 71 = —z + 18, 11(8 + 9i) = =8 + 9i e v1(—8 + 9i) = 8 + 94, tem-se:
-1 18
0 1|

por definigao, Tr(v;) = (—1) + 1 = 0. Logo, a transformagao -, é eliptica.

(—1)z + 18i
0z+1

n(z) = — [n] =

E, dado v2 = z +a com a € C, y5(c0) = lim z + a = oo, temos
Z—r 00

1(z) = gt — el = [ o

— =T =14+1=2.
0z+1 0 1 r(72) +




CONEXOES ENTRE EQUACOES DIFERENCIAIS FUCHSIANAS, CODIGOS
GEOMETRICAMENTE UNIFORMES E GEOMETRIA HIPERBOLICA 60

Figura 12 — Singularidades {—8 + 9i,8 + 9i e 0o}

72 00

'

—8+ % 8+ 9

Fonte: Autor.

Logo, a transformagao v, é parabdlica.

Além da representacao das singularidades no modelo do semiplano superior, é

possivel representar as mesmas no modelo do disco de Poincaré, por meio da transformagao

z2—1
Z+1

conforme Figura 13 a seguir.

de Cayley z = que leva os elementos do semiplano superior para o disco de Poincaré,

— S5 849i—i _ 848 _ 1 (o _ 4.
e para z =8+ 9i = z = g = ghe = 7(36 — 4i);

o para z = —8+49i = z = oot — BB L(36 4 4));

—849i+i  —8+10i
e para z = 00 = Z = lim,_,o, 5 = 1.
Aplicando a transformacao inversa z = —i%:

_ 1 . 36414 N
e para Z = ;7(36 —4i) = z = —lgig - = 8+ 9i;
41

36+414 +1

® para zZ = ﬁ(36+4i) =2z =—lgin— = —8+ 95
41

e paraz =1= z = 0.
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Figura 13 — Representacao do triangulo no disco de Poincaré

Fonte: Autor.

3.3 SITUACAO 3: SINGULARIDADES 6 + 3i, —6 + 3i E 0o

3.3.1 Equacgoes diferenciais fuchsianas

Considere os pontos singulares regulares 6 + 3¢, —6 + 3¢ e co. A partir dessas
singularidades a curva algébrica associada serd y*> = (z—a)(z—b) = (z2—6—3i)(2+6—31) =
224+ 462 — 3iz — 62 — 36 + 18 — 3iz — 18i — 9 = 2% — Giz — 45.

A partir da definicao de equacoes diferenciais fuchsianas, tem-se a seguinte equagao:

"t 4 + 4 +K] ’+{ by + by +
Y6430 - (6+3) “HYT|G=6+30))2 " (z—(—6+30)?
o C,
K = 0.
+@—®+myW%44+m»+2h
Sejam,

4

Al + A2 =2

Cy+Cy =0

(By + By) + ((6 +3i)Cy 4+ (=6 4+ 3i)Cy) =0
| (2(6+30)B1 +2(—6+ 3i) B2) + ((6 + 31)2Cy + (—6 + 3i)%Cy) = 0

Resolvendo o sistema, uma das solugoes possiveis é:
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Ay =2
A1231232201202:O.

Desta forma,

- Ay(z — 6 — 3i) + Ky (22 — 6iz — 45)
y 22— 6iz — 45

)y'+K2y:O:>

22— 12— 60
S (T kY L Koy =0
y+<22—6iz—45+ 1)3/—1— 2

Assim, a partir das singularidades 6 + 3i, —6 4+ 3i e oo e usando as condig¢oes

necessarias para que a equacao seja fuchsiana, tem-se:

(22 — 6iz — 45)y" + [22 — 60 — 12 + K (2 — 6iz — 45)]y + [Ko(2* — 6iz — 45)]y = 0,

2:— 12— 6i
" K / K —
y+(22—6z’z—45+ 1>y+ 2y =0

em que K, Ky € C.

E possivel representar um conjunto de solucoes da equacao por meio do simbolo

P-Riemann, conforme apresentado a seguir.

e para zg =6+ 3

22 — 12 — 061
po= lim [z — (64 3i)] - -

e UK =
2—6+3i 22 — 6iz — 45 T

P[22 24 — 120 4 54+ T2 4+ K (27 = 62 — 9i® — 632 — 36i= + 270 + 1351)
203 22 —6iz — 45
Como lim,_,¢3;(22% — 242z — 12i2 + 54 + 72i) = 0, lim,_,6,3;[2> — 62% — 9i2* — 63z —
36iz + 1350 + 270] = 0 e lim, ,5,3;(2% — 6iz — 45) = 0, aplica-se a regra de L'Hopital

para calcular o limite.

Seja f(x) = 222 — 242 —12iz+ 54+ 721 + K1 (2% — 622 — 9i2? — 632 — 3642 + 270 + 1357)

e g(r) =22 —6iz — 45 = f/(v) = 42 — 24 — 120 + K, (32% — 122 — 18iz — 63 — 361)
z—24—121 1 22-122—18i2—63—361 .
42—24—12i+ K (32Z_61i2 18i2-63-36) _ 6K Logo,

e ¢'(z) = 2z — 6i. Assim, lim, ,¢;3;
po = —61K;.

. . . 12
qo = Z_1>16123i[z (6 + 3i)]* Ko,
como lim, ,g3;[2% — 122 — 61z + 27 + 361] = 0, qo = 0.

Substituindo na equacao indicial 4, tem-se:

r(r—=1)+r(—=6iK;)+0 =0 = r*~r—6iK;r =0 = r(r—1-6iK;) =0 =1 =0 ou r = 1+6i K.
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para zg = —6 4+ 3¢

Po = z—}l—%l-‘rfﬂi[z — (=6+3) [

- LK =
z+6—3i+ 1}

lim 2+ Ki(z+6— 3i) =

z——6+43¢
lim 24 K; lim z4+46—-31=2+K;-0=2,
z——6+31 z——6+4+31

temos que py = 2.

qo = Z_}li_r6n+3i(z +6—3i)°Ky=0- Ky, =0,
logo qo = 0.

Substituindo na equacao indicial 4, tem-se:

rr—D+2r+0=0=7r"-r+2r=0=r*4+r=0=r(r+1)=0=r=0our = —1.

para z = oo pode-se analisar a funcao que acompanha y. Como temos “Ksy”, considere,

r=1our=K,.

Desta forma, o simbolo P-Riemann da equacgao diferencial é:

64+3i —6+30 o0
y=~P 0 0 1 =z
14+ 61K, —1 K,

3.3.2 C(Cddigos geometricamente uniformes

Considere os pontos 6 + 37 e —6 + 3i, anteriormente vistos como singularidades,

agora vistos como geradores de uma constelagao de sinais.

Considere oo = 6 + 3i, desta forma os elementos do anel quociente sao:

Zlilors ={0,1,2,3, =1, -2, —3,4,2,3i, —i, =2, —3i, 1+ 4,1+ 2i,1 4+ 3i,1 +4i,1 — 4,1 — 24,
1— 36, —1+4,—1+2,—1+3i,—1 —i,—1— 2, —1—3i,—1 — 44,2 +4,2 + 2,2+
30,2 — 4,2 — 20,2414, —2+2i, -2 —i,—2—2i,—2 — 30,3+14,3— 1,3 — 2, —3+
i, —342i,—3—i,4—i,—4+1}

contendo N (a) = 45 elementos.

Dado o = 6 + 3i, é possivel reescrever o como 6 + 3i = 3i - (1 — 2¢). Tomando
B =1—2i, o ideal gerado por f gera um cédigo perfeito que corrige todos os padroes com
um erro e o cbédigo possui 9 elementos, o que é um absurdo! Logo, vamos tomar § = 3i,

pelo Teorema 2.7, o ideal gerado por § = 3i, forma um coédigo quase perfeito que corrige
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todos os padroes com 1 erro e 2¢> +2c =212+ 2.1 = 4 padrdes com t + 1 = 2 erros em
Ggi3;- A norma de 8 é 9 e a maior esfera de Lee contida em 9 pontos possui 5 pontos com
raio de cobertura t = 1, os 4 padroes com 2 erros completam a regiao de Voronoi com 9
pontos.

Dado que o ideal gerado por 3, S = (), possui %—% = % = 5 elementos, o cédigo

quase perfeito possui 5 elementos. Determinando os elementos do conjunto gerado por [:

(observe que 3i + 3i = 3i - 2, serd utilizada essa notagao para melhor visualizagao.)

e 3i-0=0,

e 3i-1=3i,

e 3i-2=06i=3(mod6 + 3i), pois 6 + 3i|(3 — 6i), 3 — 6i = (6 + 3i)(i),

e 3i-3=9i=-3(mod6 + 3i), pois 6 + 3i|(—3 — 9i), =3 — 91 = (6 + 3i)(—1 — i),

e 3i-4=12i =-3i(mod6 + 3i), pois 6 + 3i|(—3i — 12i), —15i = (6 + 3i)(—1 — 2i).

Vamos determinar os pontos que pertencem as regioes de Voronoi de cada palavra

c6digo. Como temos uma esfera de Lee com raio de cobertura 1 em todas as regioes de
Voronoi, sabemos que todos os pontos com distancia 1 de uma palavra codigo pertencem
a sua regiao de decisao. Mas para determinar os 4 padroes com 2 erros, devemos analisar
se esse ponto nao tem distancia 1 de qualquer outra palavra codigo, ou seja, para que esse

ponto pertenga a regiao de Voronoi de uma palavra cédigo, ele deve ter distancia 2 dessa

palavra e distancia estritamente maior que 2 de qualquer outra palavra codigo.

e Palavra-cédigo 0

— Distancia 0: 0;

— Distéancia 1: {1, —1,4, —i};

— Distancia 2: {1 4+4,1 —4, -1+, —1 —i};
e Palavra-codigo 3

— Distancia 0: 3;

— Distancia 1: {2,3 41,3 —i,4(= -2 — 3i) };

— Distancia 2: {2+,2 —i,4 —i,4+i(= -2 — 2i)};
e Palavra-codigo -3

— Distancia 0: —3;

— Distancia 1: {—2,-3+41,—-3 —i,—4(= 2+ 3i)};
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— Distancia 2: {—2+14, -2 —i,—4+i,—4 —i(=2+ 21) };
e Palavra-codigo 3i
— Distancia 0: 3z;
— Distancia 1: {1 + 3i, —1 + 34,24, 4i(= 3 — 27) };
— Distancia 2: {1+2i,—1+24,14+4i,—1+4i(=2— 2i)};
e Palavra-codigo -3i
— Distancia 0: —3i;
— Distancia 1: {1 — 3i, —1 — 34, —2i, —4i(= —3 + 2i)};
— Distancia 2: {1 —2i,—1 —2i, —1 — 44,1 — 4i(= —2 + 2i) };
Assim, S = <B> =0, 3, —3,3i,—3i}, é identificado no grafo a seguir pelos pontos

que estao duplamente circulados, formando os baricentros dos 5 poligonos fundamentais,

com 9 elementos, que recobrem a constelagao de sinais, contendo 45 elementos de Z[i]¢,3;
(FIGURA 14).

Figura 14 — Cédigo quase perfeito sobre Zg.3;

o e
Sivin

544-bi5-bo

Lig 43
Fonte: Autor.

Agora, tomando o = —6 + 31, os elementos do anel quociente sao:

Z[i] _er3i = {0,1,2,3,—1, -2, —3,4,2,3i, —i, —2i, —3i, 1 + 4,1+ 2,1+ 3i,1 —i,1 — 2,1 — 34,
1—di,—1+4i,—1+2i,—1+3i,—14+4i,—1—i,—1—2i,—1—3i,2 44,2+ 2i,2—
02— 20,230, -2+, -2+ 2, —2+3i, -2 —i,—2— 20,34+1i,3+2i,3 — i, -3+
i, =3 —i,—3—2i,4+i,—4—1i},
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contendo N (a)) = 45 elementos.

Dado oo = —6 + 3i, é possivel reescrever a como —6 + 3i = 3i - (1 + 2i). Logo, pelo
Teorema 2.7, o ideal gerado por § = 3¢, forma um codigo quase perfeito que corrige todos
os padroes com até 3 erros e 2¢2 +2c =2-12+ 2.1 = 4 padroes com t + 1 = 2 erros em
G _¢43i- A norma de 5 é 9 e a maior esfera de Lee contida em 9 pontos possui 5 pontos
com raio de cobertura ¢t = 1, os 4 padroes com 2 erros completam nossa regiao de Voronoi
com 9 pontos.

Dado que o ideal gerado por 3, S = (), possui % = 435 = 5 elementos, o cddigo

quase perfeito possui 5 elementos. Vamos determinar os elementos do conjunto gerado por
B:

e 3:-0=0,

e 3i-1=3i,

e 3i-2=106i=-3(mod — 6+ 3i), pois —6 + 3i|(—3 — 6i), =3 — 6i = (—6 + 31)(7),

e 3i-3=29i=3(mod — 6+ 3i), pois —6 + 3i|(3 — 9i), 3 — 9i = (—6 + 3i)(—1 + 1),

o 3i-4=12i =-3i(mod —6+3i), pois —6+3i|(—3i —127), —15i = (—6+3i)(—1+21).

Vamos determinar os pontos que pertencem as regioes de Voronoi de cada palavra

codigo:

e Palavra codigo O

— Distancia 0: 0;
— Distancia 1: {1, —1,4, —i};
— Distancia 2: {1 +1¢,1 —4,—1+14,—1 —i};

e Palavra codigo 3

— Distancia 0: 3;
— Distancia 1: {2,3 41,3 —i,4(= -2+ 3i) };
— Distancia 2: {2+1¢,2 — 4,44 4,4—i(= -2+ 2i)};

e Palavra codigo -3

— Distancia 0: —3;
— Distancia 1: {—2, -3 +1¢,—-3 —i,—4(=2 — 3i)};
— Distancia 2: {2+, -2 —i,—4+i(=2 — 2i), —4 —i};
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e Palavra cédigo 3i

— Distancia 0: 3i;
— Distancia 1: {1 + 3i, —1 + 3i, 24, 4i(= —3 — 24) };
— Distancia 2: {1 + 2i, —1 + 2,1 + 4i(= —2 — 2i), —1 + 4i};

e Palavra codigo -3i
— Distancia 0: —3i;

— Distancia 1: {1 — 3i, —1 — 3i, —2i, —4i(= 3 + 2)};
— Distancia 2: {1 —2i, —1 — 24,1 — 4i, —1 — 4i(= 2+ 2i) };

S = (B) = {0,3,-3,3i,—3i}, é identificado no grafo a seguir pelos pontos que
estao duplamente circulados, formando os baricentros dos 5 poligonos fundamentais, com

9 elementos, que recobrem a constelagao de sinais, contendo 45 elementos de Z[i] ¢,3;
(FIGURA 15).

Figura 15 — Cédigo quase perfeito sobre Z_¢. 3;

e eIl

g8 8

L¢3
Fonte: Autor.

3.3.3 Geometria hiperbdlica

Considere as singularidades 6 + 3¢, —6 4 37 e co como vértices de um triangulo

hiperbédlico no semiplano superior e as transformagoes de Mobius (transformacoes de
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emparelhamentos), que podem ser aplicadas aos lados desse poligono. A partir das trans-

formacoes de Mobius, é possivel identificar a superficie associada ao triangulo hiperbdlico.

A Figura 16 apresenta a representacao das singularidades 6 + 3i, —6 + 37 e co como

vértices de um triangulo hiperbdlico e as possiveis transformagoes que podem ser aplicadas

a esse poligono.

Figura 16 — Singularidades {—6 + 37,6 + 3i e oo}

Y2
00
a1
>
—6 + 3¢ 6+ 3¢

Fonte: Autor.

Neste caso tem-se uma transformacao eliptica v; que leva o ponto 6 + 3¢ no ponto

—6+ 3¢ e 0 ponto —6 + 3¢ no ponto 6 + 3¢ e a transformacao parabdlica v, que leva oo em

Q.

Dado 1 = —z + 6i, 71(6 4+ 3i) = —6 + 3i e 1 (—6 + 3i) = 6 + 3i:

m<z>=%ﬁ6"emzh f]

por definigao, Tr(v;) = (—1) + 1 = 0. Logo, a transformagao -, é eliptica.

E, dado v2 = 2z +a com a € C, y(c0) = lim z + a = oc:
Z—00

a
0

B 1z +a

— =T =1+1=2.
0z+1 r(72) +

Ya(2)

— 2] = [

Logo, a transformagao 7, é parabdlica.
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Além da representacao das singularidades no modelo do semiplano superior, é
possivel representar as mesmas no modelo do disco de Poincaré, por meio da Transformagao
de Cayley z = £ que leva os elementos do semiplano superior para o disco de Poincaré,

z+1

conforme apresentado na Figura 17.

_ C 5 643i—i _ 642 _ 1 (11 _ 2.
e para z =6+ 3i = z = g = o = 5(11 = 30);

e paraz=—-06+31i = 2= :gig;;; = :gﬁﬁ = 1—13(11 + 3i);

° parazzmiizlimzﬁwz—zzl.

-z41

Aplicando-se a transformagao inversa z = —iZ, temos:
1 ] 1180 4y )
o para z = (11 = 3i) = z = —iml5— = 6 + 3i;
13
11434
3ot

13

e para Z = 1 = 2z = oo.

Figura 17 — Representacao do triangulo no disco de Poincaré

Fonte: Autor.
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4 CONEXAO COM CANAIS DE COMUNICACAO

Além das conexoes estabelecidas no capitulo anterior, sera apresentada a seguir, por
meio da superficie associada aos triangulos hiperbdlicos, uma conexao com o canal binario
simétrico. Para isso, inicialmente serao apresentados alguns conceitos que fundamentaram

tais conexoes.

Definicao 27 ( [11]). Um grafo G é dito mergulhado em uma superficie w quando
quaisquer duas de suas arestas nao se cruzam, a nao ser em um vértice. O complemento
de G em w é chamado de regiao. Uma regido homeomorfa (equivaléncia topolégica) a um
disco aberto é chamada 2-célula; se a regiao toda é uma 2-célula, o mergulho é dito ser um

mergulho 2-células.

Definicao 28 ( [11]). Um grafo completo bipartido com m e n vértices, denotado por
K, 5, ¢ um grafo consistindo de dois conjuntos distintos de vértices com m e n vértices,

em que cada vértice de um conjunto esta conectado a todo vértice do outro conjunto.

O grafo G tem um mergulho 2-células em uma superficie de género g, tal que g

pertence ao intervalo ¢min < ¢ < gmaz, da seguinte forma:

(i) O género minimo de uma superficie compacta orientada é:

(m = 2)(n - 2)
4

gmm(Km,n) = {

} , param,n > 2,

em que {a} é o menor inteiro maior ou igual a a.

(ii) O género méximo de uma superficie compacta orientada é:

(m — 1)2(71 - 1)}

gmax(Km,n) == |: param, n Z 2,

em que [a] é o maior inteiro menor ou igual a a.

Definicao 29. Um canal discreto sem memoéria (DMC) é um canal com entrada e saida
discretas, dadas respectivamente por X e Y. A entrada representa os simbolos transmitidos
e a saida os simbolos recebidos. Para um canal DMC a entrada X assume os valores binarios
0 e 1, enquanto que a saida Y assume valores inteiros de 0 a M — 1. As probabilidades
de transi¢ao sdo dadas por P(Y = y|X = z). As probabilidades de transicao devem
satisfazer que >, P(Y = y|X = z) = 1. Além das probabilidades de transicao sao
também conhecidas as probabilidades de transmissao P(X = z), onde >, P(X =x) = 1.
Este canal é denominado sem memoria, pois o simbolo transmitido no instante ¢ nao

depende dos simbolos transmitidos nos instantes anteriores.
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Definicao 30. Um canal bindrio simétrico (BSC) possui entradas e saidas que sdo varidveis
binarias discretas. Trata-se de um caso particular de um canal DMC (canal discreto sem

memaria).

As probabilidades de acerto e erro sao dadas respectivamente por:

Esse canal é denominado simétrico, pois as probabilidades de acerto, ou de erro, independem

do simbolo transmitido.

Pelos resultados obtidos anteriormente, tem-se que a esfera estd associada ao
triangulo hiperbdlico, e também ao canal bindrio simétrico Cy5, um canal com duas
entradas e duas saidas. De acordo com [19],

G (Kn2) — l(m—l)Z(n— 1)} _ {(2—1)(2— 1)} _ [1] _o.

2 2
Como, Gmin = Jmaz, g = 0, ou seja, o canal esta associado a uma esfera.
Pode-se representar o canal C5 5 com o grafo bipartido completo K 5.

A seguir serao apresentadas as conexoes dos resultados obtidos no capitulo anterior

com canais de comunicacao, em particular, com o canal Cy .

Considere as singularidades 3 + 47, —3 4 47 como as entradas e saidas do canal Cs 5,
sendo representadas respectivamente pelas entradas binarias 0 e 1, conforme apresentado

na Figura 18.
Figura 18 — Grafo associado as singularidades 3 +4i e —3 + 44

lL—=p
3+ 4 0 0

-3+ 4 1 1

Fonte: Autor.

Agora, considere as singularidades 8 + 9i, —8 + 97 como as entradas e saidas do
canal (9, sendo representadas respectivamente pelas entradas binarias 0 e 1, conforme

Figura 19.
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Figura 19 — Grafo associado as singularidades 8 + 97 e —8 + 9i

I—p
8 +9i 0 0

-8+ % 1 1

Fonte: Autor.

E, as singularidades 6 4 3¢, —6 + 37 como as entradas e saidas do canal (o,

representadas respectivamente pelas entradas binarias 0 e 1, conforme Figura 20.

Figura 20 — Grafo associado as singularidades 6 4+ 3i e —6 + 3

l=p
6 + 3 0 0

—6+ 3 1 1

Fonte: Autor.

Considerando que as palavras-cédigo do codigo geometricamente uniforme possuem
a mesma probabilidade de erro e que o niimero de palavras-cédigo é finito, pode-se
representa-las como entradas e saidas de um canal discreto e, posteriormente, apresentar a

probabilidade do cédigo cometer um erro.

Mais ainda, como o conjunto de palavras-codigo, C, é enumeravel, exite uma bije¢ao

com o conjunto dos numeros naturais, f : C — N.

Sendo assim, quando as palavras-cddigo sao representadas como entradas e saidas
desse canal, percebe-se que a probabilidade de erro, p, esta relacionada ao niimero de
palavras-cédigo sobre a constelacao. Portanto, tem-se um tinico canal discreto sem memoria
capaz de representar as palavras-cédigo de todos cédigos apresentados neste trabalho,

dado que todos os casos possuem 5 palavras-cédigo.

Dado que em um cédigo geometricamente uniforme a probabilidade de erro é
a mesma para todas as palavras-codigo, considere a probabilidade de erro p, entao a

probabilidade de acerto sera 1 — 4p, conforme apresentado na Figura 21.

Pode-se calcular essa probabilidade de erro p com o auxilio da constelagao de sinais

gerada para a.

Entao, considere o = 3+47 e suponha que o usuario envie o sinal 0, mas pode ocorrer

um erro no processo de transmissao da informacao e o sinal recebido pode ser 0,1, —1,1
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Figura 21 — Canal associado a cinco palavras-cédigo

1—4p
1 D 1
P
2 2
3 3
4 4
5 5

Fonte: Autor.

ou —i. O cddigo identificara o erro e o corrigird, e o usuario recebera a palavra-cédigo 0,

podendo-se considerar que nao houve um erro.

No entanto, se ocorrer um erro com distancia maior que 1, por exemplo, se ao
enviar 0, ocorrer um erro na transmissao e o sinal recebido for 2,141,247, —1 — 2i ou
—3i, o cédigo corrigird para a palavra-codigo mais proxima, 2 + i, o que identificamos
como um erro desse cddigo corretor, representado pelo canal com probabilidade p. De
maneira analoga, se ao enviar 0, o usuario receber —1 + i, —1 + 24,3 ou 2 — 7, o codigo
cometera outro erro, pois o sinal seré corrido para a palavra-céodigo —1 + 21, esse erro

também tem probabilidade p, representada no canal.

Assim temos que, esse erro acontecera sempre que a mensagem recebida estiver

fora da regiao de Voronoi do sinal enviado.

Na constelagao gerada por a = 3 + 41, a probabilidade desse evento ocorrer é:

n(E) nimero de elementos do evento
n(w)  ndmero de elementos do espago amostral
— P(E) =2 —0,2
p= =5 =0

Dado p = 0, 2, pode-se representar novamente o canal, com a probabilidade de erro

definida, conforme Figura 22 apresentada a seguir.
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Figura 22 — Grafo associado as palavras-cédigo com
probabilidade de erro p definida.

1-4-0,2=0,2
0,2

2 2
3 3
4 4
5 )

Fonte: Autor.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram utilizados conceitos ainda pouco explorados das areas de
Matematica e Engenharia - as equagoes diferenciais fuchsianas, um tipo especial de equagao
diferencial ordindria, a geometria hiperbdlica, uma geometria nao-euclidiana, e os c6digos
perfeitos e quase perfeitos construidos sobre anéis de inteiros gaussianos - mas de extrema
relevancia e com diversas possibilidades de aplicacoes na Fisica-Matematica e no processo

de transmissao da informacao.

O objetivo principal desta pesquisa foi identificar conexoes existentes entre elemen-
tos de geometria hiperbdlica, equagoes diferenciais fuchsianas, codigos geometricamente
uniformes e estruturas algébricas para posteriormente aplica-las em canais discretos, o
qual foi alcancado por meio dos resultados obtidos e as conexoes estabelecidas. Para que
esse objetivo fosse alcancado, singularidades de equagoes diferenciais fuchsianas tomaram
dois caminhos, inicialmente foram vistas como geradoras de constelagoes de sinais sendo
possivel analisar a existéncia de um codigo perfeito ou quase perfeito sobre as mesmas, e
posteriormente, as singularidades foram vistas como vértices de um triangulo hiperbdlico,
superficies de género zero, assim como os canais bindrios simétricos Cs 2. Assim, elementos
de equacoes diferenciais fuchsianas, as singularidades complexas, por meio dos codigos geo-
metricamente uniforme e da geometria hiperbdlica foram aplicados na teoria da informacao,

principalmente na andlise de erros associada a canais de comunicagao.

Por meio dos resultados obtidos, pode-se concluir que singularidades com a parte
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real oposta geram codigos perfeitos e/ou quase perfeitos com a mesma capacidade de
correcao de erros. Além disso, ao considerar pontos simétricos em relacao ao eixo imaginario
para a geracao da constelagao de sinais, obtém-se constelagoes formadas pelos pontos
conjugados. Nos casos em que o médulo da parte real é igual ao médulo da parte imaginaria
menos um, sao obtidas constelacoes iguais, pois os pontos e seus conjugados pertencem
ao anel quociente, Z[il,, a = 3 + 4i, —3 + 4i, 8 + 91 e —8 + 9i. O cbdigo perfeito sobre
a constelagao também é formado pelos pontos conjugados. Observe que na constelacao
de sinais gerada por a = 3 + 4i tem-se um codigo perfeito com os seguintes pontos
{0,1—2i,—2—14,2+14,—1+4 2i}, e na constelacao de sinais gerada por « = —3 + 47 temos
o cédigo perfeito {0,1 + 2i, —2 4+ 7,2 — i, —1 — 2i}. Mas quando « nao segue esse padrao,
modulo da parte real igual ao médulo da parte imaginaria menos um, como no caso em
que a = 6 + 37, —6 + 31, os pontos conjugados na geracao das constelacoes de sinais, ficam
evidentes, porém o codigo gerado sobre as constelagoes de sinais sao iguais, visto que os

pontos e seus respectivos conjugados pertencem ao codigo gerado.

Ao considerar as singularidades como vértices de um triangulo hiperbdlico, foi
estabelecida uma conexao com o canal bindrio simétrico Cy 9, cujas entradas e saidas
representam os pares de singularidades opostas em relagao ao eixo imaginario. Portanto,
temos que a probabilidade de erro, p, ¢ a mesma independentemente da singularidade

transmitida.

Por fim, foi possivel representar as palavras-cédigo como entradas e saidas de um
unico canal discreto sem memdria, visto que o conjunto de palavras-cédigo C é enumeravel.
E, com isso, percebe-se que a probabilidade de erro, p, estd relacionada ao ntimero de

palavras-cédigo sobre a constelagao.

5.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir serao apresentadas algumas sugestoes para trabalhos futuros, como forma

de dar continuidade a este trabalho.

a) Analisar equagoes diferenciais fuchsianas com um nimero maior de singularidades,
como por exemplo a equagao de Heun e as possiveis conexoes com os codigos

geometricamente uniformes;

b) Analisar a probabilidade de erro dos cdigos gerados sobre as constelagoes de sinais

e do canal Cs ;

c) Identificar a estrutura algébrica associada aos emparelhamentos de poligonos hi-
perbdlicos com um numero maior de vértices, identificados a partir de singularidades

de equagoes diferenciais fuchsianas;
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d) Estudar o processo de quantizagao de canais e as possiveis conexdes com os resultados
obtidos neste trabalho.
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