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RESUMO

O mesmo procedimento estabelecido em teoria dos campos classicos que nos leva a deduzir
as equacoes de Maxwell, também conduz a eletrodinamica de Podolsky, desde que a
Lagrangia envolva derivadas do tensor intensidade de campo. A partir das equagoes de
campo para Podolsky, que apresenta uma constante de acoplamento a associada a massa
do féton, é possivel deduzir a equacao de estado para a radiacao de Podolsky. Essa
equagao é do tipo P = w (a,T) €, em que P é pressao do gés fotdnico; €, a sua densidade
de energia e w ¢ o parametro da equacgao barotropica que depende da temperatura 7,
além da massa do féton. Usando essa equacao de estado na expressao de conservacao
do tensor energia-momento de fluido perfeito e na equacao de Friedmann, é possivel
resolver a dindmica césmica para um universo preenchido pela radiacao de Podolsky.
Mostramos que a dindmica é pouco afetada pela presenca de fétons massivos, uma vez
que 0,282 < Wpodolsky < WhMaxwell = 1/3 para qualquer valor de 7', ou equivalentente, do
tempo cosmoldgico t. A correcao de Podolsky para a lei de Stefan-Boltzmann é obtida para
qualquer valor de temperatura, descrevendo potencialmente desde o universo primordial
até o universo atual. Essa corregao ¢é relevante no intervalo 0 < ¢ < 8 para o pardmetro
adimensional £ = fm. A méaxima influéncia da massa do féton acontece em & . = 2, 899.
Fora do intervalo referido intervalo de &, a dindmica cosmoldgica de Podolsky tende a
de Maxwell: nos limites de universo primordial ({ < 1) e universo atual/futuro (§ > 1),
Wpodolsky — Whaxwell € O fator de escala de Podoslsky vai com V/t, de maneira consistente
com um gas de fétons ndo massivos.

Palavras-chave: Podolsky. Maxwell. Eletrodindmica. Cosmologia.






ABSTRACT

The same procedure established by the classical field theory which leads us to Maxwell’s
equations also leads to Podolsky’s electrodynamics provided that the Lagrangian contains
derivatives of the field strength. With Podolsky’s field equations in hand, which has a
coupling constant a associated to the photon mass, it’s possible to derive an equation
of state for Podolsky’s radiation. The equation of state is of the type P = w(a,T)e,
where P is the pressure of the photon gas; € is its energy density and w is the barotropic
parameter depending on the temperature 7" and the photon mass. If we use the equation
of state in the fluid equation and afterwards in Friedmann’s equation, it’s possible to
solve the cosmic dynamics for a universe filled with Podolsky radiation. We show that
the cosmic dynamics is not affected in a significant way by the massive photons, once
0,282 < Wpodolsky < Whaxwenl = 1/3 for any value of T, or equivalently of the cosmic time ¢.
Podolsky correction to the Stefan-Boltzmann law is obtained for every T'; it potentially
describes the whole cosmic history. This correction is significant in the interval 0 < £ <8
for the dimensionless parameter £ = Sm. The maximum influence of the photon mass
takes place at £, = 2,899. Out the above interval for £, Podolsky cosmic dynamics tends
to the Maxwell’s one: the scale factor behaves as v/t in the limits corresponding to the

primeval universe (¢ < 1) and present-day universe (£ > 1), when Wpodolsky — Whiaxwell-

Keywords: Podolsky. Maxwell. Electrodynamics. Cosmology.
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INTRODUCAO

O fisico e matematico escocés James C. Maxwell estabeleceu o paradigma da teoria
classica de campos para a interacao eletromagnética (JACKSON, 1999). Seu maior feito
foi unificar em quatro equagoes os resultados de Gauss, Ampere, Faraday e tantos outros
que estudaram os campos elétrico E e magnético B, entrelacando fenémenos como luz,
eletricidade e magnetismo numa mesma teoria. Suas equacdes preveem a existéncia de
ondas eletromagnéticas, revelam a natureza da luz e estabelecem com sucesso as bases
da teoria de gauge mais simples que conhecemos. Apesar da eletrodindmica de Maxwell
desempenhar um papel crucial para o desenvolvimento tecnolégico da humanidade, existem
teorias alternativas como por exemplo, as de Podolsky e Weber.

Um dos motivos principais que faz com que a teoria de Maxwell seja tao aceita
pela comunidade cientifica, é que ela possui duas simetrias fundamentais da natureza: a de
Lorenz e a de gauge (BONIN et al., 2010). Por outro lado, em uma eletrodindmica massiva
cuja Lagrangiana para o potencial vetor dependente apenas de A, e 0,4, a simetria de
gauge € quebrada (PROCA; GOUDSMIT, 1939), (CUZINATTO et al., 2011). Uma teoria
massiva que possui a simetria de Lorenz foi proposta por Boris Podolsky em 1942, e é
denominada Eletrodindmica Generalizada (PODOLSKY; SCHWED, 1948), (PODOLSKY,
1942),(PODOLSKY; KIKUCHI, 1944). E importante notar que o eletromagnetismo de

1

Podolsky depende de um parametro livre, a, que é proporcional a m~, onde m ¢ a

massa do foton. Esse parametro pode ser fixado a partir de experimentos ou observacoes
(CUZINATTO et al., 2011), (BONIN et al., 2010). Portanto, se existir um modo massivo
para o foton, a eletrodindmica de Podolsky é um dos candidatos para a descrigao da
interagao eletromagnética.

Um dos principais motivos de estudar eletrodinamicas alternativas, é que existe na
teoria Maxwelliana uma divergéncia na origem para um potencial de Coulomb clédssico
de uma carga pontual, sendo que para Podolsky, o potencial é finito em todos os pontos
(PODOLSKY, 1942).

Interessa-nos estudar Podolsky num contexto cosmolégico pois pode haver implica-
¢oes geradas por uma era da radiacao composta por fotons massivos. Isso pode gerar uma
nova fisica e langar luz sobre alguns dos problemas da cosmologia moderna.

A teoria mais aceita é a de que o universo teve um inicio através do Big Bang e
por isso, em geral a cosmologia tenta modelar o cosmos levando em consideragao esse
paradigma. Entretanto, o Big Bang traz consigo problemas. Sao problemas fundamentais
da cosmologia moderna: o problema da planura e o problema do horizonte. O problema
da planura surge devido ao fato de que é sabido, através de dados observacionais, que
o universo é aproximadamente plano hoje. Seguindo essa logica, ele deveria ser ainda

mais plano no passado. J4 o fato de que o universo é altamente isotropico e homogéneo
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hoje, nos faz pensar que ele deveria ter sido assim no inicio também, apesar de que
os dominios separados estiveram causalmente desconectados (SANOJA, 2010). Existem
muitos conceitos “estranhos” da cosmologia moderna como inflagdo, energia escura, formas
exoOticas de matéria denominada escura e até mesmo multiversos, que surgem da tentativa
de explicar o que pode-se observar atualmente ou na tentativa de solucionar os problemas
citados: problema da planura e do horizonte.

Quando tentamos modelar um universo somente com radiacio, descobre-se que as
equacoes de Maxwell nao conseguem descrever um universo isotropico e homogéneo com
uma distribuicao de cargas total uniforme, pois o tensor de campo eletromagnético, F,,,
num cenério deste tipo deveria desaparecer em todas as diregoes (LI, 2016). Entretanto,
nao é isso que acontece na eletrodinamica Maxwelliana. Em um universo fechado com
carga total nao nula, as equagoes de Maxwell falham independentemente da simetria do
espago-tempo e da distribui¢ao de cargas. Dai a importancia de estudar eletrodinamicas
alternativas em um contexto cosmoldgico, pois um modelo do universo primordial pode ser
diferente do que o obtido estudando a cosmologia do modelo padrao. Segundo Branberger
et. al. (CAI et al., 2009), dado um modelo de Lee-Wick obtém-se um universo em bounce
(ou em portugués rebote) e, é possivel introduzir um potencial para um campo escalar e
obter um periodo longo o suficiente de inflagdo depois de ter havido esse salto. Um modelo
deste tipo, pode solucionar os principais problemas da cosmologia moderna. Lee e Wick
(1969) (LEE; WICK, 1969b),(LEE; WICK, 1969a) trabalharam exatamente com o mesmo
formato de eletrodinamica massiva que Podolsky, com excecao de que fizeram isso de uma
maneira mais ampla num contexto perturbativo de teoria de campos que Podolsky nao
teve possibilidade de fazer, pois na década de 40 os diagramas de Feynmann ainda nao
estavam consolidados. Em vista disso, pode ser que a eletrodinamica de Podolsky tenha
algum efeito no modelo de universo primordial.

A presente dissertacao estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 1 fazemos
uma breve discussao da eletrodinamica de Podolsky. Falamos das motivacoes para estuda-
la, passando pela construgao da sua Lagrangiana, obtendo as equag¢oes de movimento para
o potencial vetor, as condi¢oes de gauge para Maxwell e para Proca e também discutimos
os limites experimentais para a massa de Podolsky. No Capitulo 2 discutimos a mecanica
estatistica para um gas de fétons da eletrodinamica de Podolsky, passando pela estatistica
bosonica, construcao da funcao de particao, incluindo a discussao dos graus de liberdade
internos e também obtemos as propriedades termodinamicas: pressao e densidade de
energia sem aproximacgao. Os reflexos da eletrodindmica de Podolsky para a cosmologia
constam no Capitulo 3, onde obtemos as equacgoes diferenciais da dinamica césmica sem
aproximagao. Devido ao fato de nao termos encontrado uma solucao analitica para essas
equagoes diferenciais, sao apresentados resultados obtidos através da analise numérica.
Na busca por uma solucao analitica, estudamos o limite de fm < 1, que corresponde ao

comeco da histéria térmica do universo, e o limite Sm > 1, que corresponde ao universo
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atual e seu futuro. Nessas consideragoes, 3 = (kgT')~! é o pardmetro de Boltzmann, T é
a temperatura e kg é a constante de Boltzmann; m é a massa do fo6ton de Podolsky. As
conclusoes dessa investigagao sao apresentadas no Capitulo 4. Finalmente, no Capitulo 5

tecemos nossos comentarios finais.
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1 A TEORIA ELETROMAGNETICA

Para melhor apreciar a proposta generalizadora de Podolsky, convém lembrar os
principais resultados da teoria de Maxwell para o campo eletromagnético. Isso é feito na

proxima secao, que também serve para fixarmos a notacao.

1.1 O PARADIGMA MAXWELLIANO

Existem quatro equacoes para o campo elétrico E e para o campo magnético B no
vacuo, denominadas Equagdes de Maxwell, onde nao ha densidade de cargas (p =0) e a
densidade de corrente é nula (j = 0). Na forma diferencial, as quatro equagoes de Maxwell
sao:
V-E=0,
V-B =0,

— _oB
V xE=-%,

V xB= MOEQ%.

(1.1)

A primeira equagao do conjunto (1.1) refere-se a Lei de Gauss; a segunda, a auséncia de
monoposlos magnéticos; a terceira, a Lei de Faraday e a quarta, a lei de Ampere-Maxwell.
A beleza dessas equacoes estd ligada ao fato de serem invariantes por transformacoes de
Lorentz, algo que so seria verificado depois do advento da Relatividade Especial, quando
as Eqs. (1.1) ja estavam estabelecidas e haviam previsto a natureza e a velocidade de
propagacao da luz.

Sob as transformacoes de Lorentz:
=AY,

(u=0,1,2,3) com

v =By 00
— 0 0
(A ) = By v |
0 0 10
0 0 01

os campos E e B assumem as formas abaixo (GRIFFITHS, 2014):
Ey=E, Ey,=v(E;—vB;), Ey=v(E3+vB,),
’ ’ v ’ v
Bl :Bl, BQ—V(BQ—&Eg), 33—7(B3+02E2),

sendo
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e ¢ é a magnitude da velocidade da luz. Essas transformagoes indicam que as componentes
dos campos elétrico e magnético misturam-se quando passamos de um referencial inercial

K para um outro referencial K’ em movimento relativo uniforme de velocidade v =

dx’
dt

magnético em um unico tensor, chamado tensor intensidade de campo eletromagnético,

(1 =1,2,3) com respeito ao primeiro. Isso sugere a unifica¢do dos campos elétrico e

que é a matriz 4 x 4:

0 E, E, Ej
-K 0 B; —-B
(Fr) = ' ’ . (1.2)
—Fy —Bs 0 By
—-FE; By —-B;y 0
A matriz acima é também um tensor anti-simétrico: tensor porque obedece a lei de

transformacgao (SABBATA; GASPERINI, 1985):

ox'™ ox™
P = — ——F; 1.3
Oz OxP ’ (13)
anti-simétrico pois, para as componentes da matriz (1.2), vale
F,,=-F,. (1.4)

Os campos E e B podem ser descritos em termos do potencial escalar ¢ e do

potencial vetor A:

B=V xA,
0A
E=-V¢-— e
Por isso, sabemos que os campos elétrico e magnético dependem das derivadas de A, =
(¢, A) = (¢, Ay, Ay, As). Logo, o tensor intensidade de campo eletromagnético pode ser
escrito como:
F,=0,A, —0,A,, (1.5)

w =

com a taquigrafia

0
au @-
Com a defini¢ao (1.5), as equagoes de Maxwell na forma diferencial (1.1) podem
ser resumidas em:

0, F™ = 0, (1.6)

que representam as leis de Gauss e de Ampere-Maxwell no vacuo, e
OuFoo + 0, F,, + 0,F,, =0, (1.7)

que sao as equagoes de Faraday e de auséncia de monopodlos magnéticos. Essas duas

equacoes sao encontradas no Apéndice A.
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1.2 ELETRODINAMICA DE PODOLSKY

Apesar da aceitacao da teoria Maxwelliana, o objetivo desta dissertagao é apresentar
novas possibilidades para a aplicacao da teoria eletromagnética no contexto da cosmologia.

A Lagrangiana de Podolsky é:

1 2
Lp=—7FuF" + %aMFWagﬂ N (1.8)

Consideremos o caso sem fonte, i.e., j, = 0. O segundo termo depois da igualdade na Eq.
(1.8) é justificado pela Teoria Quéntica de Campos (PODOLSKY; KIKUCHI, 1944).

Da mesma forma que em Maxwell o tensor F'* ¢ representado por (1.5):

Fo = 0,4, — 0,A,.

1

O parametro livre a tem dimensdes de m™!, onde m tem dimensdo de energia.! No limite

|m| — oo recuperamos a densidade Lagrangiana de Maxwell dada pela Eq. (A.1) (BONIN
et al., 2010).

As equagoes de movimento associadas & Lp = L (A, d,4,,0,0,A,) sio:?
(1+a’0) 0, F" =0, (1.9)

que generaliza a Eq. (1.6), e
O Fpe) =0, (1.10)

que é a identidade de Bianchi, valida também para Maxwell, Eq. (1.7). Essas equacoes sdo
deduzidas no Apéndice A.
Considerando (1.9) e (1.5), temos:

(1+a*0) 0, = (1+¢*0) (OA” = 9,0 A") = (1 +a’0) 04" — (1+¢’0) 079, A"
(1.11)

O segundo termo pode ser reescrito assim:
(1+a’0) 079, A4" = 0" (9, A") + a*0,0°0" (9, A") .

Como as derivadas ordindrias comutam, podemos fazer 0" aparecer a frente de todos os

termos no ultimo membro. De fato,
(1+a’0) 070, 4" = 0" (9, A") + a*0,0"0" (9, A") = 0" (9, A" + a*0,0°0,A")

i.e.

(1+a’0) 070,4" = 0" [ (1 + a®D0) 9, A"] .

1 Na presente dissertacio usamos o sistema natural de unidades e a assinatura da métrica (+ — ——)

[vide (A.3)].
2 0= 0,00 =1, 000" = c20¢ — 02,
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Perceba que, sob a condigao (GALVaO; PIMENTEL, 1988):

[(1+a°0)7,A" =0 (gauge de Lorenz generalizado) , (1.12)

temos:

(1+a’0)079,4" =0, (1.13)

de modo que o segundo termo do lado direito de (1.11) se anula:
(1+a0) 9, P = (14 a’0) DA, (1.14)

A condigao (1.12) é chamada de gauge de Lorenz generalizado porque é valida
para a eletrodinanima generalizada de Podolsky. O nome dessa condi¢ao de gauge é
apropriado pois, no caso da eletrodindmica convencional de Maxwell, usamos o gauge de
Lorenz, 0, A" = 0, o qual é exatamente (1.12) com a = 0.

Usando (1.14) em (1.9), obtemos a equagao de movimento da eletrodindmica de

Podolsky em termos de A*:

[(1+a*0)04” = 0] (equacao de movimento) . (1.15)

Essa expressao permite ver existéncia de um modo massivo e um modo sem
massa para o campo eletromagnético na teoria de Podolsky.? Isso é feito empregando a

transformada de Fourier de A* conforme segue. Seja:
A (a) = / A () e g (1.16)

Logo,

'O (Zipy?) dtp = [Aw)e = (~ip,)d'p,

047 (@) = [A@prye e 2

ou seja, ganhamos uma fator (—ip,) no integrando da transformada de Fourier quando
atuamos o operador de derivagao d, sobre A”. Acontece que ha varias derivadas de A” na

equagao (1.15); veja:
(1+¢0) 04" = (1+ a070,) 0°0,A" =0 .
Ao substituirmos (1.16) em (1.15), resulta:

(1 + a2D> 6”8P/A”e’ip*xkd4p =0

i . 0$ by X
(1 + aQD) / Avemiran [ _jpr 2 (—ip,) d'p =0
oz,
Todo o procedimento que segue deveria, a rigor, ser realizado com a equacao de movimento com fontes,

ao invés da Eq. (1.15). Com isso a separagdo do potencial vetor em um setor massivo e um setor nao
massivo segue de maneira dedutiva e sem ambiguidades.

3
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(1 + aQD) /fl”e_“”k:‘”A (—p2> dp=0,
(1 I a28"80> /Aue—i;ﬁm (—p2) d'p=0.
Agora, distribuimos a integral pelos dois termos do parénteses, escrevendo:
/fl"e_ipA“ (—pg) dp + a* 8(’8(,/121”6_@%* (—pQ) d'p=0.

Por analogia aos passos anteriores, sabemos que vamos obter mais um fator (—p?) no

interior da segunda integral devido as derivadas 0°0,:
/Aue—ipAJZA (_p2) d'p + 0L2/1[11/€—1‘1m;A (_pQ) (—p2> d'p=0,
ou
/Aye_ipm [pQ (1 _ “2792)} dp=0.

Essa equacao ¢ safisfeita identicamente caso o contetido do colchetes no integrando seja

zero. Por isso, requerimos que:

[(p*(1—d’p?) =0] (1.17)

que ¢ chamada de relagao de dispersao.

Por sua vez, a Eq. (1.17) é satisfeita para
p*>=0  (relagdo de dispersido de Maxwell) , (1.18)

ou

1—a*p*=0 (relagao de dispersao de Proca) . (1.19)

Enfatizamos que as Eqgs. (1.18) e (1.19) sao independentes.

A Eq. (1.18) é chamada de relagao de dispersao do eletromagnetismo de Maxwell
e é consistente com um foéton de massa de repouso nula. Isso é assim pois lembramos a
defini¢do do quadrimomento da relatividade especial (MARION, 2013):

P =(p".p) = (p)

Entao:
P’ =0"pu =, 0" =" —p'p' —p’p® —p’p’ = —p?, (1.20)

de modo que p? =0 ¢
e-p’=0= (Maxwell) . (1.21)
Quando essa equacdo ¢ comparada com a relacio de Einstein da relatividade especial,*

e? =p*+m? (relatividade especial) , (1.22)

4 Em unidade do SI, a relacdo de einstein é 2 = (pc)2 + (ch)Q.
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percebemos que a igualdade s é possivel se
m=0  (Maxwell) , (1.23)

dai dizermos que o foton na eletrodinamica de Mazwell tem massa nula.

A Eq. (1.19) é chamada de relacdo de dispersao da eletrodindmica de Proca
(PROCA; GOUDSMIT, 1939) e esté ligada a um féton massivo. Em verdade, substituindo
(1.20) em (1.19) resulta:

1—a2(52—p2>:O:>a2(52—p2):1:>€2—p2=a12,

i.e.

& =p"+ ] (Proca) . (1.24)

Comparando (1.24) e a relagdo de energia da relatividade especial (1.22), temos:
m?*=—  (Proca) , (1.25)

e, por essa razao, dizemos que o féton da teoria de Podolsky é massivo. Afinal, o fator a
que aparece na Lagrangiana de Podolsky ¢é o inverso da massa de Proca.

Dessa forma, percebemos que na teoria de Podolsky temos um fé6ton com um modo
sem massa — o modo de Maxwell, Eq. (1.23) — e um modo massivo — o modo de Proca,
Eq. (1.25). Ademais, esses modos sao independentes, pois eles decorrem das Eqgs. (1.18)
e (1.17), que sdo independentes. Essa independéncia dos modos foténicos também
¢ manisfesta nas Eqs. (1.21) e (1.24) para as energias dos f6tons e serd de fundamental

importancia quando construirmos a fung¢ao de particao Z (¢) da teoria de Podolsky.

1.3 LIMITES EXPERIMENTAIS PARA A MASSA DE PODOLSKY

Uma predi¢ao fundamental das equagoes de Maxwell é que a radiacdo eletromagné-
tica viaja a uma velocidade constante no vacuo, c¢. No contexto da eletrodindmica quantica
(QED, do inglés Quantum Electrodynamics), um campo eletromagnético relativistico quan-
tizado com frequéncia v, é reconhecido como um conjunto de particulas fotonicas com
energia hr. Esses quanta de luz viajam a velocidade constante ¢ e, por isso, tem massa de
repouso nula. Devido ao fato de essa teoria ter apresentado uma predi¢do de seis ou mais
casas decimais (GOLDHABER; NIETO, 1971) ji na década de 70, a ideia do féton nao
ter massa tornou-se um axioma da fisica.

De uma maneira geral, a ideia da existéncia de fotons massivos é compativel com
os principios mais gerais da fisica de particulas (FONSECA; PAREDES, 2010), por isso, a
possibilidade de ser um fato veridico nao deve ser descartada. Na Tabela 2 fazemos um

apanhado bibliografico das predi¢oes da massa do fé6ton no contexto eletrodindmica de
Podolsky.
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Para relacionar a energia da massa do fé6ton com uma temperatura associada a
uma era especifica pela qual o universo tenha passado, é necessario termos em maos o valor
médio da energia atual. Depois da descoberta da Radiacdo Césmica de Fundo (em inglés,
Cosmic Microwave Background: CMB) por Arno Penzias e Robert Wilson na década
de 60, foi possivel obter muitos dados até entao inacessiveis, e.g. a temperatura atual
do universo e sua densidade de energia. Esses dados sao de grande importancia para a
cosmologia observacional. Usando uma antena ultrasensivel na deteccao de microondas na
Bell Telephone Laboratories, em Nova Jersey, os dois fisicos estadunidenses encontraram
um fundo isotrépico de radiagdo microondas (PENZIAS; WILSON, 1965). Recentemente,
o satélite COBE (do inglés Cosmic Background Exzplorer) nos forneceu dados suficientes
para concluir que a CMB pode ser muito bem ajustada ao espectro do corpo negro com a
temperatura Ty = 2,725 £ 0,001 K (DODELSON, 2003). A densidade de energia da CMB
pode ser calculada através da equacao de Stefan-Boltzmann ¢ = 0T, onde o é a constante
de Stefan-Boltzmann. A densidade de energia da CMB ¢é entdo 4,17 x 107* Jm~3. Com
isso é possivel calcular a energia média dos fétons da CMB: Ey = 6,34 x 10~*eV (RYDEN,
2003).

Em termos numéricos segundo a Ref. (BUFALO; PIMENTEL; SOTO, 2014), temos:

m > 370 GeV. (1.26)

Vamos fazer uma razao para relacionar a energia média por particula com a temperatura.
Para isso, utilizamos a temperatura atual Tj, a temperatura T relacionada a massa-energia
de 370 x 10° eV, a energia atual Ej e a de energia de Podolsky Ep consistente com (1.26).
A seguir os passos:

Ty . Ep . 8.7x10" &

To ¥ Ey ™ 6,34 x 1074 eV

Tr 2 (5,8360 X 1014) x 2,725 21,5903 x 10" K. (1.27)

~

Essa temperatura corresponde a um universo primordial como esperado para a etapa em
que a radiacao de Podolsky tem algum efeito cosmologico. Podemos realizar essa mesma
estimativa para outros valores de limites inferiores da massa do féton de Podosky, conforme
a literatura. Ou seja, sabendo que 1eV equivalem a 1,60217733 x 10719 J e que kT = E,
onde k ¢ a constante de Boltzmann igual a 1,38064852 x 10**-2 e E é energia média por
particula, podemos completar a tultima coluna da Tabela 1 para a temperatura.

A temperatura de Podolsky encontrada de acordo com os calculos indicados acima
nos dé a escala de energia em que a contribuicao de Podolsky é mais relevante para
a dindmica cosmica. De acordo com a Tabela 1 a massa de Podolsky é mais relevante
no intervalo entre o inicio do universo até aproximadamente o evento de bariogénese.
Entretanto, para tempos menores que 107s, a fisica é incerta. Para valores de tempo da

ordem de 1073 s (tempo de Planck) espera-se que a Relatividade Geral ndo seja mais vélida



30 Capitulo 1. A Teoria Eletromagnética

Tabela 1 — Histéria térmica do universo. Adaptado de (ELLIS,2012)

Eventos Tempo Energia Temperature ( K)
Era da Gravitagdo Quéntica <107 s 101 GeV 1.16 x 1032

A Grande Unificagao ~ 10730 g ~ 106 GeV ~ 1.16 x 10%
Inflagdo e Reaquecimento = 107 s =~ 10" Gev < 1.16 x 10*®
Desacoplamento Matéria Escura Fria | < 10719 s >1TeV > 1.16 x 10'6
Bariogénese <1079 g >1TeV > 1.16 x 106
Unificagao eletrofraca <107 g 0,1—-1TeV 101 —101'¢
Transicao quark-hadron <107* s 0,1 —-0,4 GeV | 102
Desacoplamento de neutrinos 1s 1 MeV 1010
Aniquilacao elétron-pdésitron 4 s 0,5 MeV 5.8 x 107
Nucleossinteses 200 s 0,1 MeV 1.2 x 10°

Era matéria-radiacao 10% yrs 1 eV 11605
Desacoplamento de f6tons 4 x 10* yrs 0,1 eV 1160.5

Idade das Trevas 10°—108 yrs

Reionizacao 108 yrs

Formacao das Galaxias ~ 6 x 10% yrs

Era da energia escura ~ 10° yrs

Sistema Solar ~ 8 x 10° yrs

Hoje ~ 14 x10° yrs | 1 meV 11.605

Tabela 2 — Limites para a massa de Podolsky de acordo com a literatura recente. As letras
na tltima coluna indicam respectivamente: D. para o evento de desacoplamento
de neutrinos, T. para transicao quark-hadron e U. para unificagao eletrofraca.

Referéncia Massa m., T (K) Eventos
(BONIN et al., 2010) 24,0 MeV 1,719 x 10 | D.
(CUZINATTO et al., 2011) >3551 MeV | 1,526 x 10 | D.
BARONE; NOGUEIRA, 2015 ~10 GeV 4,298 x 10'3 | T.

( ; ; ;

(BUFALO; PIMENTEL; ZAMBRANO, 2012) | 237,595 GeV | 1,616 x 10** | T.
(ACCIOLY et al., 2011) ~42 GeV 1,805 x 10* | T.
(BUFALO; PIMENTEL; SOTO, 2014) >370 GeV 1,590 x 10% | U.

e a gravidade passa a ser uma interagdo quantica (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM,
2012).

Fazendo um levantamento bibliografico das massas de Podolsky ja calculadas,
podemos relacionéa-las com as temperaturas de acordo com a histéria térmica do universo
apresentada pela Tabela 1.

Na Tabela 2 é possivel observar diferentes limites inferiores para a massa do féton

seguindo a eletrodinamica de Podolsky. Essa eletrodinamica prevé um féton com massa
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de repouso muito maior que zero; por outro lado, a eletrodinamica de Proca (PROCA;
GOUDSMIT, 1939) é construida para um féton com massa muito pequena, proxima do
zero. Ao contrario da eletrodinamica de Proca, onde o limite da massa do féton abrange o
universo num futuro longinquo, a eletrodinamica de Podolsky tem sua maior influéncia no
passado do universo, como veremos no capitulo 4.

O fato de que quando relacionamos a ordem da massa do foton de Podolsky
com a cronologia do universo, abranger altas energias, faz sentido. Isso ocorre porque a
eletrodinamica de Podolsky insere um pardametro a que é proporcional & m~!, o que implica
que o féton massivo é uma particula pesada. De fato, recentemente, Accioly (ACCIOLY
et al., 2011) encontrou que a massa de Podolsky é ~ 42 GeV, que é da mesma ordem de
magnitude que a massa dos bosons W e Z.

O limite inferior para as massas de Podolsky citados na primeira coluna da Tabela

2, abrangem eventos desde o desacoplamento de neutrinos até a grande unificacao.






33

2 MECANICA ESTATISTICA BOSONICA

De acordo com a teoria de Planck, a energia de uma onda eletromagnética nao é
continua, mas quantizada. Se a frequéncia da onda eletromagnética é v, entao a energia

da onda é dada por:!

h
€s = hngw = nshy = nsf = nscp, (2.1)

onde ng =0,1,2,3... ¢ um nimero inteiro positivo incluindo o 0, w ¢é a frequéncia angular,
s representa os possiveis estados e h é a constante reduzida de Planck A = h/2m, p = hk é
o momento linear e k, o vetor de onda. A onda eletromagnética pode ser considerada um
conjunto de fétons com a energia de cada féton sendo hr. Quando a onda eletromagnética
e a parede do recipiente que a contém estao em equilibrio térmico (radiagdo de corpo
negro), pode-se usar as relagoes termodindmicas macroscopicas para estudar a pressao e
densidade de energia dos fotons, que nada mais sao que propriedades termodinamicas do
gas.

Considerando que os fotons sao particulas indistinguiveis e nao-interagentes, pode-
mos tratd-los como um gds quantico ideal. Os fétons sao particulas bosonicas, devido ao
fato de terem spin inteiro e por isso, obedecem a estatistica de Bose-Einstein. Entretanto,
existe uma grande diferenga entre fétons e bosons: o niimero de fétons nao é limitado. E,

por isso, a restricao usualmente utilizada:
Z n; = N, (22)
j=1

onde N é o numero total de particulas, nao pode ser aplicada. Devido a esse fato, a
estatistica fotonica é mais simples que a estatistica de Bose-Einstein.

Ja é sabido através da mecanica estatistica que a Funcdo de Particio Z, que
representa a soma sobre todos os estados (do alemao Zustandsumme) é definida da
seguinte maneira (REIF, 2009):

Z=Y e P, (2.3)

para [ definido como:

1

onde T é a temperatura e kg é a constante de Boltzmann.
Para esse tipo de estatistica, a funcao de particdo é dada pela soma sobre todos os
valores ns (nimero de particulas por estados s) para cada s, sem qualquer restrigdo. Logo

a soma sobre todos os valores é,

7 — Ze—ﬁ(n1€1+NQ62+---) — Z (6—5711616—571262“') — i e~ Pmer i 6—5@62‘”7 (2.5)
S

ni,n2,... n1=0 no=0

1 Especialmente nesta secio serd usado o sistema internacional de unidades SI.
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onde cada soma é do tipo série geométrica:
S=cHcf+cf?+ .. +cf (2.6)

Se o fator |f| < 1 e a série é infinita, S converge para:

C

Szl—f'

Des fato:

S () = 1 e () 4 (5) 4k ()"

n=0

o0 n 1
e ) = (2.8)
5
Substituindo (2.8) em (2.5), temos:

1 1 1 s
Z = .. . 2.9
(1 —eBer) (1 —eBe2) (1 —ePes) =l g (1—e ﬁEs) (29)

s:l

Aplicando o logaritmo:

1
InZ = lnH e Zln APy’

assim

InZ (e Zln (1=, (2.10)

que ¢ o In da funcao de particdo na distribuicao fotonica.

A passagem de (2.10) do regime discreto para o continuo ocorre da seguinte maneira:
InZ (e Zln (1—6 E) —InZ(p :—gNV/ 1—6_Bp) : (2.11)

sendo gy o grau de degenerescéncia, associados a propagacgao dos fétons. A energia € esta

associada ao momento p pela relagao de Einstein V' é o volume do recipiente que encerra

(2 p encontra-se no Apéndice B.

Para os fo6tons nao-massivos da teoria de Maxwell gy = 2. Podemos escrever entao

que a funcio de particdo continua de Maxwell é dada por:

2
In Zy = ——V. /d3p1n (1—eP), (2.12)
2

definimos:
I = /d3pln (1 — e_ﬁp) ,

onde p*=p? + pf/ + p? e d*p = dp,dp,dp, = p*sin pdfdpdp em coordenadas esféricas.

oo 2w pm o - o
I= / / / p* sin ¢dfd¢dp In (1 — e’ﬁp) = / sin ¢d¢/ d@/ pdpln (1 _ efﬁp)
o Jo Jo 0 0 0
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Usando a integral deduzida (C.5) no Apéndice C.1, temos:

I = —coso[ (2m) (;;) — 2 (21) (4;;,) (2.13)

onde o resultado da integral em p sé é vdlido para 8 € R e positivo (uma condigao que
certamente é satisfeita, pois a temperatura absoluta é sempre positiva). Substituimos
(2.13) em (2.12):

w2V
M.

A mecéanica estatistica de sistemas em equilibrio da uma relagao para pressao em

In Zy = (2.14)

termos da funcao de partigao Z (REIF, 2009), qual seja:

P=12%mz (2.15)

— 1
T BovV

Para o caso especifico de Maxwell, vale (2.14). Portanto:

1 w2
P = —-——7. 2.16
A densidade de energia € em termos da fungao de partigao é (REIF, 2009):
e=—ppInZ, (2.17)
ie. 5 2y )
1 T T
=—=— = . 2.18
Substituimos (2.18) em (2.16):
1
P = 3 (Maxwell) (2.19)

que ¢ a pressao de radiagao de um gas de fétons na eletrodindmica de Maxwell.
Conforme mencionamos na se¢ao 1.2, ha dois modos de energia (ou momento) para
os fétons na teoria de Podolsky; e esses modos sao independentes. Portanto, se desejamos

construir a fun¢ao de particao da teoria de Podolsky Zp, devemos somar sobre esses modos

independentes:
InZpoa=— >, > In (1 — e*ﬁss) =—>In (1 — 67’881‘/’) —Y In (1 — e*5€P> , (2.20)
modos €s EM ep
foténicos

onde €7 e €p sao as energias associadas ao modos ndo-massivo e massivo respectivamente.

A energia £); ¢ justamente a Eq. (1.21), i.e.
EM=D. (2.21)

A energia ep é a que aparece na Eq. (1.24), ou seja,

1
<€2:p2+?:p2—l—m2 : (2.22)



36 Capitulo 2. Mecanica FEstatistica Bosonica

onde usamos (1.25).
Agora é trivial rescrever (2.20) usando (2.21) e (2.22), juntamente com a passagem

ao continuo no espago dos momentos sugerida em (2.11). temos:

In Zpoq = MV/ (1-e )

n[1—e—5vp2+m2 . (2.23)

com gy = 2 (o fé6ton ndo massivo tem graus de degenerescéncia dois) e gp = 3 (0 modo

massivo do féton propaga-se nas trés diregoes espaciais) (TU; LUO; GILLIES, 2005).

2.1 FUNCAO DE PARTICAO DE UM GAS DE FOTONS MASSIVOS

A primeira integral do lado direto de (2.23) diz respeito a eletrodindmica de Maxwell
e ja foi resolvida acima — vide Eq. (2.13). A segunda integral do lado direito de (2.23)

pode ser rescrita em coordenadas esféricas. Assim, temos:

7T2V V o0 2 2
In Zpoq = ——= — 7/ dp p°1 [1— —AVpirm 2.24
N Zpod 155° 9P27T2 0 p p n e ( )

Estudando a técnica de expansao de uma fungao em série de Taylor (ARFKEN;
WEBER, 2007), concluimos que:

J@) =n(l42) =3 (—1)* f: (2.25)
k=1

para um z < 1. Com isso,

B i Ite_kﬁ\/m 1 {1 n (_e—ﬂ\/mﬂ _
k=1

(—eﬁvp2+m2) % e—kB\/pP+m?

=3 (—DF! 1)*+ (2.26)
k=1 k k:l -k
Inserindo (2.26) em (2.24):
2V Va1
In Za = o2+ 9P2 / dp pReFoVPEm? (2.27)

A integral em (2.27) é resolvida em detalhes no Apéndice C.2. Substituindo (C.23)

m (2.27), encontramos:

Vo gp Bm*V & Ky (kBm)
572 W (k)

In Zpod = (228)

onde K (z), para x = kfm, é a fungao especial de Bessel modificada de segundo tipo.
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2.2 OBTENCAO DAS PROPRIEDADES TERMODINAMICAS SEM APROXIMACAO

Iremos calcular pressao e densidade de energia em termos do somatoério do logaritmo
da funcao de particdo da secdo anterior. Sabemos pelo mecanica estatistica que a pressao
é expressa pela Eq. (2.15) e a densidade de energia por (2.17). Dessa forma, substituindo
(2.28) em (2.15), temos:

= 1+ 45— .
4554 " 2 nt k=1 (kﬂm)2

Obtemos assim a equagao para a pressao considerando a eletrodinamica de Podolsky.

72 gr (Bm)* s~ Ko (kom) (2.29)

P (B,m)

Pode-se perceber que o primeiro termo depois da igualdade representa o gas de fétons nao
massivos — vide Eq. (2.16). O segundo termo de (2.29) acompanha-o como uma corre¢ao
devido a massa do foton. Esse padrao ocorrerd a cada passo das contas que sao realizadas
neste trabalho.

Para a densidade de energia, vale a relagao (2.17). Substituindo (2.28) nessa relagao,

obtemos:
_g ™ _gemis O (K (kfm)
o =35 - 5 8 5 () 20
A derivada da Eq. (2.30) é:
OB\ (kBm)’ (kBm)? 2 (kBm) | |
onde usamos a rela¢ao de recorréncia (GRADSHTEYN; RYZHIK; TABLES, 1965):
K, 1(2)+ K,(2)= —2;2[(,, (2) , (2.32)
para v = 2.
Substituindo (2.31) em (2.30):
LT gt & [ Ky (kBm) | Ky (kBm) | K (kSm)
= E T & T hpm? T 2(kBm) | 2 (kpm) (233)
A relacao de recorréncia
2Ky, 1 (2) — 2K,41 (2) = —2vK, (2) , (2.34)
com v = 2, resulta em:
2 (kBm) +2 (kﬁm)Q = 2 0m) (2.35)
Substituindo (2.35) em (2.33):
_ m? 15gp B'm* & [ K (kBm) Ks (kBm)
“Pm) = g {1 P S e T (ki H | (2:30)
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Esta é densidade de energia para a Eletrodinamica Generalizada de Podolsky sem qualquer
aproximagao. Da mesma forma que na expressao para pressao (2.29), obtemos um termo
nao-massivo que representa a eletrodindmica de Maxwell — cf. Eq. (2.18), mais um termo

de correcao que ¢ a correcao de Podolsky.
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3 ESTRUTURA GERAL DA DINAMICA COSMICA

Até agora foi possivel calcular, sem lancar mao de nenhuma aproximacao, as
propriedades termodindmicas: pressao, Eq. (2.29), e densidade de energia, Eq. (2.36), para
a Eletrodindmica Generalizada.

Acontece que a pressao P e a densidade de energia € sao grandezas fundamentais
para determinar a dindmica do universo. De fato, como veremos neste capitulo, P e ¢
aparecem nas equacoes diferenciais de fluido e de Friedmann que permitem obter como o
parametro de escala a (uma medida das distancias cosmicas) varia com o tempo cosmolégico
t. Nossa estratégia sera escrever as equagoes diferencias de fluido e de Friedmann em

fungao de f3, resolvendo assim um sistema paramétrico a (7)) e t (7).

3.1 AS EQUACOES BASICAS DA COSMOLOGIA FISICA

Friedmann deduziu um conjunto de equacgoes, usando a Relatividade Geral de
Einstein e considerando o principio cosmoldgico," que descrevem a expansao do espaco no
Universo.

A Relatividade Geral é uma das teorias mais notérias da histéria da fisica, mas
até mesmo Einstein teve problemas na sua tentativa de usa-la para deduzir equagoes
da dinamica coésmica, pois naquela época acreditava-se que o universo era estatico. Na
sua tentativa, Einstein encontrou termos que envolviam a expansao do universo atual, o
que foi descoberto logo depois por Hubble como um fato. Entretanto, devido ao senso
comum de seu tempo, a unica forma de encontrar um universo estatico seria adicionar
um termo constante, chamado constante cosmoldgica e representado pela letra grega A
(EINSTEIN, 1917). No final, Einstein aceitou o universo em expansao, e chamou sua
constante cosmoldgica de o maior erro de sua vida. Hoje em dia, a constante cosmologica é
cotada como um dos candidatos para explicar componentes exdticos, e.g., a energia escura.

O matematico e fisico russo Alexander Alexandrovich Friedmann publicou em
1924 um artigo em alemao: “Uber die Mdglichkeit einer Welt mit konstanter negativer
Krimmung des Raumes” (em portugués, “Da possibilidade de um mundo com uma
constante de curvatura negativa do espago”), onde ele demonstrou com sucesso a dindmica
cosmica do modelo de curvatura negativa (FRIEDMANN; ).

A métrica utilizada usada para isso é a de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

(FLRW):
1
ds* = dt* — a® (t) (dr2 + r2dH?® + r? sin? «9dg02) : (3.1)

1 — kr?

1 Hipétese que nos diz que em escalas suficientemente grandes, o universo pode ser considerado

espacialmente homogéneo e isotrépico.
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onde a (t) é o fator de escala representa a dependéncia temporal entre a distancia relativa
de dois pontos do universo. k é o parametro de curvatura do espaco, tomado como um dos
valores do conjunto {—1,0,+1} os quais descrevem um espago hiperbdlico (aberto), plana
(Euclidiano) ou esférico (fechado), respectivamente. Em nossa convencao, r é admensional.
A métrica (3.1) descreve o universo isotropico e homogéneo, porque nao possui nenhum
termo cruzado entre o espago e o tempo [e.g. do tipo f (¢,r) dtdr] e, por isso, ndo privilegia
nenhuma dire¢do (ROMEU, 2014). Consideramos ¢ = 1. Com (3.1), podemos deduzir as
equagoes de Friedmann usando o maquinario da Relatividade Geral.
As equagoes de Einstein sdo (D'INVERNO, 1992):

1
G = Ry — 59 R = 87GT,0, (3.2)

G ¢é a constante universal da gravitacao.
O lado esquerdo de (3.2) representa a parte geométrica das equagoes de campo de
Einstein, onde G, é chamado tensor de Einstein, e para calcul-lo usamos a métrica (3.1).

G, contém um tensor de Ricci, Ry, e um escalar de Ricci, R. Em geral, o lado esquerdo

Qs
apresenta ainda A, introduzido por Einstein com intuito de obter o seu universo estatico.
Entretanto, para o presente trabalho A é nulo.?

Do lado direito de (3.2) temos o tensor energia momento de um fluido perfeito
T, Esse tensor ¢ usado para modelar distribuicoes de matéria homogeéneas e isotépicas,
como admitimos que seja o caso do universo. Para um sistema de eixos que acompanha o
movimento global do universo (referencial co-mével), a velocidade v* = dx?/ds é nula, ao

passo que dt/ds = 1. Por isso, o quadri-vetor velocidade é:
u® = (1,0,0,0)  (co-mbvel). (3.3)
Isso simplifica bastante a forma de 7},,, que é dado pela expressao:
T, = (e+ P)uyu, — Py, (3.4)

sendo g, é o tensor da métrica do espaco-tempo curvo (que nao é constante como o tensor
do espago-tempo euclidiano 77“,,), P ¢é a pressao.
Substituindo (3.1), (3.3) e (3.4) em (3.2), é possivel obter as equagoes diferenciais

para a dindmica césmica, denominadas equagées de Friedmann (ROMEU, 2014). Temos:

<'>YZH%:35@+3— (3.50)

t
C””):_*“ﬁqw+3pgn+g, (3.5b)

2 Depois do artigo de Einstein de 1917 sobre a constante cosmolégica (EINSTEIN, 1917), outra notével

contribuicao foi feita por W. de Sitter. De Sitter estudou o modelo dindmico onde existe constante
cosmoldgica, i.e., A # 0, mas sem matéria e energias ordindrias (SITTER, 1917).
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Tabela 3 — Solu¢ao da dindmica césmica considerando um universo plano respeitando a
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker para diversos componentes.

Componente EoS ‘ Fator de escala a (t) ‘
Radia¢do Maxwelliana | P = 3¢ (t/to)
Matéria incoerente P=0 (t/to)**
Constante cosmolégica | P = —e = constante | ef(t~%)

da
dt”

ap = a(tp) = 1 é usualmente tomada como o fator de escala atual. Note que a Eq. (3.5b)

Nas Egs. (3.5a) e (3.5b) usamos a nota¢ao a = onde, por definicao, a quantidade

nao possui o pardmetro de curvatura, pois sendo uma constante, sua derivada é zero. A

razao

H

Il
2 le

é conhecida como fung¢io de Hubble. A Eq. (3.5a) é deduzida da componente 00 das
equagoes de campo de Einstein. J& (3.5b) é deduzida da primeira equagao de Friedmann,
juntamente com o traco das equacoes de Einstein.

Para resolver a primeira equacao de Friedmann da dindmica césmica é necessario
obtermos mais uma, que relaciona o fator de escala a (t) e a densidade de energia ¢. Essa
equacao adicional é a equagdo da conservacao ou equagao de fluido, que é deduzida a
partir da conservagao covariante do tensor energia-momento V, 7" =0 (V=0+T éo

operador derivada covariante, e I" é a conexao de Christoffel). O resultado é:

é:—z(erP). (3.6)

Até agora temos trés fungoes desconhecidas, a (t), € (t) e P (t). Poderiamos pensar
que as trés equagoes diferenciais (3.5a), (3.5b) e (3.6) seriam suficientes para encontrarmos
essas fungoes desconhecidas. Todavia, as equagoes diferenciais nao sdo independentes:
combinando(3.5a) e (3.6) obtem-se (3.5b). Evidentemente, precisaremos de uma terceira
equacao independente para fechar o sistema. A equac¢do que cumprira esse papel é uma
equacao de estado (EoS, do inglés Equation of State) que relaciona P e £.® Essa relagio
ira refletir nosso conhecimento sobre os componentes que constituem o universo.

Os principais componentes césmicos sdo: poeira (matéria incoerente, baridnica ou
escura), radiagdo (campo eletromagnético, Maxwelliano ou nao) e a constante cosmologica
(ou energia escura) (D’INVERNO, 1992). Cada um deles terd a sua equacao de estado
P (¢) correspondente, e cada qual levard a uma solu¢ao para a (t) particular (RYDEN;
2003),(SOUZA, 2012). A Tabela 3 exibe essas informagoes para as equagoes de estado e a

solucdo da dindmica césmica a (t).

3 As EoS sdo encontradas através do nosso conhecimento de termodinidmica e mecénica estatistica.
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A equacao de estado para a radiagdo massiva da eletrodinanima de Podolsky nao

encontra-se na Tabela 3 por uma boa razao. Observe novamente as Eqgs. (2.29) e (2.36):

— (km)
P(p) = 4554 [1 + 45gp (kpm)* }

4,4 Ki(kpm Ko (kpm
5(6): 15,84 {1+159P5 Zk; 1{ lkﬁrﬁn))_’_?) (;,(6’2)2)}}

(3.7)

Para escrever P (¢) deveriamos, por exemplo, (i) isolar 8 na equacao para e (f) para
obter 8 = f(g); e (ii) substituir § = [ (¢) na equacao de P (), construindo a fungao
P(B(g)) = P(g). Acontece que nao é possivel realizar o passo (i) analiticamente.?
Em verdade, § aparece no argumento das funcoes de Bessel modificadas, a somatoria
infinita dessas fungdes ndo tem uma forma analitica fechada, o que torna a equacao € (f3)
transcedental em (. Conclusao: a equagao de estado para a radiagao de Podolsky é o
sistema de equagGes paramétricas (3.7). Essa diferenca importante com respeito aos
casos tratados na Tabela 3 exigirda uma abordagem diferente para resolver as equacoes da
cosmologia (3.5a) e (3.6):

.92 2
L:%g(t) A k2

a? . S (3.8)
¢=-3%(c+P)
As equagoes (3.8) serao resolvidas parametricamente. Na se¢ao 3.2, substituimos (3.7) na
segunda relacao do sistema (3.8) para obter uma equagio para o fator de escala em funcao
da temperatura, i.e. tentaremos determinar a (). Na secdo 3.3, o objetivo é trabalhar
com a primeira equagao do sistema (3.8) na tentativa de encontrar o tempo cosmoldgico
em fungdo da temperatura, i.e., t(f). Se isso for possivel, a dindmica cdsmica para a

eletrodinamica geeralizada serd dada por a () e t (/).

3.2 EQUACAO DO FLUIDO PARA PODOLSKY: EQUACAO a(T)

Para resolver a equacao do fluido para Podolsky, usaremos as quantidades termo-
dindmicas (2.29) e (2.36) calculadas anteriormente, sem aproximagao, juntamente com
(3.6):°

&5 =-3%L(B)+P(0),

de 4 348l (3)+ P(B)] =0
§;Zf+3d“d%[s<5>+P<ﬂ>] 0

i.e.,
de

B [ da
[emirm®--2/ % (3.9)

A inversdo do passo (i) pode ser realizada analiticamente apenas no caso aproximado tratado na
Secao 4.
Utilizamos o sistema natural de unidades em que kg = 1.

4

5
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Para avaliar a integral no lado esquerdo de (3.9), temos que fazer o célculo da derivada de

e em relacao a . Usando a Eq. (2.36):

ﬁ__gl 7T2 +
dg — 158°

2 e () 5 s () 57,

Com a relacao:®

)

0 (KV (z)) K (2)

0z zY - zY
podemos calcular as derivadas presentes em (3.10). O resultado é:

de  4rn? 15gp6 m! K3 (kBm)
A5~ 155 {1 Z ( )+ 5 s >} 1y

Substituindo (2.29), (2.36) e (3.11) em (3.9):

1+ 715913 bm DIy (Kz (kpm) + 3K3 kﬁm dﬁ /

1+ 459P (57") Zkf (Klk(gfgl) + 4[§i,(8kﬁm

(3.12)

A integracao da Eq. (3.12) leva a fungdo a = a (/) desejada. Entretanto, até onde os
envolvidos no presente trabalho tém conhecimento, nao ha uma solucao analitica fechada
para a equagao (3.12). No Capitulo 5, resolveremos essa equacao numericamente. Por hora,

dirigimos nossa atencao a equacao de Friedmann para a radiagdo de Podolsky.

3.3 EQUACAO DE FRIEDMANN PARA PODOLSKY: EQUACAO t(T)

Utilizando a primeira equagao de Friedmann (3.5a) para um universo plano, k = 0,
e sem a presenca da constante cosmoldgica, A = 0, podemos encontrar uma equagao

diferencial para t (T"). Da seguinte maneira:

¢y -
a 3
ldadp |87

adgdt  \3°

/ij;f/é - \/?/dt. (3.13)

6 Disponivel em http://functions.wolfram.com/Bessel-TypeFunctions/BesselK/20/01,/02/0006/

i.e.
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A Eq. (3.12) é 0 mesmo que:

lda 1+ % > ket (K2 (kBm) + 3K3k(ffgm)) 1 (3.14)
d 45 (,Bm) K (kBm) Ka(kpm) ’ .
adf L+ Zkl( (kBm) +4(l2<:5m)2) &
Substituindo (3.14) e (2.36) em (3.13):
VE [dt =
gz R em)! S (Katkam) 134 sas _. (3.15)
1 3%% m4zzo—1<K(1k(§’any;l)+4I§i/(;j;LB)Tg)) 15g (Bm)4 > K1 (kBm) Ko (kBm) 2
14189 ;( S5 13 (i,@m)Q)
Usando a relagao de recorréncia:
2K, 1(2) — 2K, 41 (2) = —2vK, (2),
temos:
Kl (kﬂm) _ Kg (kﬂm) _ K2 (kﬂm)
(kBm) — (kBm) (kom)®
(kpm) (kpm)* — (kBm)
Subsitutindo (3.16) em (3.15):
s 8T
—\—= [ dt =
V15V 3 /
l1+ 1295 (Bm)* Y- (K (kBm) +3K3<’“ﬁm>)1 8
/ k=1 ldﬁ
s om' 3 ()| [ am om S (i - )|
- (3.17)

Assim como o que aconteceu em (3.12), ndo foi possivel encontrar uma solugao
analitica fechada para (3.17) durante o percurso deste trabalho: nao obtivemos t (/)
analiticamente como haviamos o planejado. A saida sera resolver as Eqgs. (3.12) e (3.17)
numericamente no Capitulo 5.

Uma solugdo alternativa para resolver as Eqs. (3.12) e (3.17) analiticamente é
aproximar essas expressoes. Tal aproximacao pode ser justificada caso entendamos a
contribuicao do termo massivo de Podolsky como uma leve correcao a Maxwell, fato que
serda verificado pela andlise numérica no grafico da Figura 2, apresentado no Capitulo 5.
Isso de fato fara sentido nos regimes fm < 1 e fm > 1, que correspondem a épocas bem
determinadas da historia térmica do universo. Passaremos a estudar esses limites com

cuidado no proximo capitulo.
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4 SOLUCOES APROXIMADAS PARA A DINAMICA COSMICA

Como visto no capitulo anterior, nao conhecemos nenhum método analitico para
encontrar a solugao das equagoes para a(T') e T'(t) do modelo de Podolsky. Faremos a
solucao numérica dessas equagodes adiante. Antes, porém, estudaremos alguns regimes
aproximados de solugoes analiticas para os quais a solugdo numérica completa deve
convergir.

Aqui é o ponto onde existem mudancas nas equagoes quando tomamos aproximagoes
para fm. Por isso, teremos dois limites para as expressoes a(7") e T(t), uma para a

aproximagao no inicio (fm < 1) do universo e outra para o futuro do universo (fm > 1).

4.1 A APROXIMACAO pm < 1

Analisando a defini¢ao (2.4), podemos observar que para que o limite fm < 1
seja verdadeiro, a temperatura 1" devera tender a valores muito maiores que a massa do
foton de Podolsky. Devido ao fato de estarmos no limite de altas energias, concluimos que
estamos tratando do universo primordial, pois hoje os fétons que produzem a Radiacao
Césmica de Fundo (CMB, do inglés Cosmic Radiation Background) tem sua temperatura
medida em (2,725 4+ 0,002) K (ARFKEN; WEBER, 2007).

Para considerarmos o limite de universo primordial, iremos fazer uma expansao
em série de Taylor na fungao especial de Bessel modificada de segundo tipo Ky(kSm),
mantendo termos de primeira ordem (ARFKEN; WEBER, 2007):

2 1 9
Ky(kBm) ~ —+ O ((kfm)”). (4.1)
(kpm)* 2 ( )
Podemos substituir essa expansao no segundo termo do lado direito de Eq. (2.28):
gp fm*V [ 2 1 &1
InZ - —|. 4.2
e [ R T 5 .

Os somatorios infinitos 1%2 e %4 ja existem na sua forma fechada. O somatorio

S
= k2 6
¢é chamado de Problema da Basileia e foi resolvido por Euler.

Além disso, também temos resolvido analiticamente o seguinte somatorio:
i I 7
=k 90

Logo,
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A funcao completa de particao é dada por:

TV Vo [= 5 1 5 5
— — o 1. 4.3

In Zpoq =

Com o logaritmo da fun¢ao de particao total em maos, podemos calcular as duas
grandezas termodindmicas necessarias para determinar a dindmica do cosmos através da

Equacao de Friedmann: a pressao P e a densidade de energia €.

4.1.1 A densidade de energia para altas temperaturas

Nesta secao levamos em consideragao apenas o universo primordial, devido ao
limite tomado anteriormente fm < 1 que implica em dizer que m < T. Levando em
consideragdo um universo plano e preenchido somente com radiacao, a teoria Maxwelliana
estabelece que £ o< 3%, Devido & discussdao dos modos de Maxwell e Proca no Capitulo 2,
é sensato esperar que teremos um termo nao massivo que correspondera a Maxwell e um
termo massivo associado a Proca.

Para calcular a densidade de energia, usaremos a expressao (2.17) juntamente com
a funcdo de parti¢do de Podolsky aproximada para altas energia (4.3):

1 72 4 1 1 4 1

O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.4) é o resultado usual de Planck. O

e(B,m) (4.4)

segundo termo é a corregao devido a massa de Podolsky. Usando § — Eq. (2.4) — em termos

de T no sistema natural de unidades:

e(T,m) Tt T gt — L gpme? (4.5)
m) ~ — — — —gpm )
) 15 30 gp 24 gp )
Ou ainda
e(T,m) ~ (09 + 00 passado) T ~ oT?, (4.6)
onde )
oy = — (4.7)
0= 15’ '
é a constante de Stefan-Boltzmann em unidades naturais e
gp 1 2
§Upassad0 = ? 0o — E (mﬁ) ; (48)

é nossa corregao para Podolsky do no limite fm < 1. Note que agora temos uma nova
constante de Boltzmann o = 0y 4 00 pagsado que considera a corregao de Podolsky para o
universo primordial 00 passado-

Por se tratar de um campo massivo, temos 3 graus de liberdade associados que
correspondem a duas polarizagoes transversais e uma longitudinal. A primeira instancia

consideramos gp = 3, mas existe uma discussao em aberto ao redor da possibilidade do
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modo longitudinal interagir fracamente com a matéria (TU; LUO; GILLIES, 2005). Dessa
forma, a lei de Planck seria alterada por um fator de 3/2, exatamente o que temos em

gp/2. Outra forma de expressar (4.5) é:

c(p.m) = 5 [o+ oo = 5 ()’ (19)

Passamos, agora, ao estudo da pressao para o gas de fétons de Podolsky no limite fm < 1.

4.1.2 A pressao para altas temperaturas

Utilizando (2.15) e (4.3), podemos calcular a pressao no limite de altas temperaturas:

1 0 w21 2 m? 1 m*
P =——Zpyg>~ ——+ —9gp——— — —(Ggp——— 4.10
(ﬁ,m) 58\/ 11 Zpod 45 ﬁ4 + 9OgP (Bm)4 24gP (6771)2 ( )
ou
2 1 2 4 1 4
P(Bm)~ 4 T r_7 (4.11)

T A2 (G 122 (Bm)
O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.11) é o resultado usual de Planck para

a pressao. O segundo termo é a correcao devido a massa de Podolsky.

4.1.3 Press3o em funcdo da densidade de energia: P (¢)

Préximo passo é obter uma equagao de estado na forma P (¢). Para isso vamos

inverter a Eq. (4.9) para obter um f (¢) e posterior substituigdo em (4.11). Definindo
1

T = g, temos:
1
£~ 0y (1 + g;) i Eng?Pm, (4.12)
que é uma equagao do segundo grau em z:
z? — 1 m% T — = ~ 0
120’0(14‘%}) 0.0(1_'_5];)
cuja solucao é:
ar)?
L 1omt e 152 mt (%)
2
4 () ) 2P ()
ie.
1 15m? & 2 1 152 1 2
L \/5<1+9P>+(QP>, (4.13)
B 24 72 (1 + LP) (1 + HP) oo mA 2 242 4 \ 2
2
ou ainda,
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Para decidir qual é o sinal adequado no lado direito na expressao de T considere o

seguinte. Se estamos no limite de altas temperaturas, a densidade de energia ¢é extremamente
grande devido & lei de Stefan-Boltzmann, £ o< T%. Logo

€ €
ﬁ>>1;”/ﬁ>>1;”/g>>m2‘ (4.14)
Isso significa que o segundo termo do lado direito supera o primeiro, Se mantivermos o

9
sinal negativo, teremos T2 < 0, o que nao tem significado fisico. Logo, o sinal que serd
adotado é o positivo:

T~ 15m? &£

m? 1 € 152 1 2
i m e et 05 ) Famm ()

(1+2)  (1+9%)Voo

Ademais, ao extrair a raiz quadrada de ambos os membros desconsideramos um eventual

sinal negativo global, ja que temperaturas absolutas sao sempre positivas

T o EmZ gp

2 1 ¢ 152 1 2
2 m gp gp
A ) T sm¢am4“‘>+<>'
<1+2) (1+2) 0

= 4.15
2 242 w4 \ 2 ( )
Com essas escolhas, a expressao de (3 fica
2
1 m? 115 e gp\ 13 (%”) 15 1 mi 15m? £
e (yoryt (i B
( _|_9P) w2 mi 2

D R )

Devido a (4.14), m <« 1,0 segundo termo do paréntese é pequeno e ele pode ser aproximado

conduzindo a:

Usando (4.14) novamente:

1 15 z g 15 m?
T? ~ — ~ \/E _ + 22— —
Ch (WQ (1+ 9;)) 24 \ 72 (1+%)) Ve

Préximo passo é substituir esse resultado na expressao para pressao (4.11), para

assim obter a equagao da pressdao em fungao da densidade de energia P (¢). Temos, ap6s

1 1
1 15 ? e 15 15 > m2
w=Amarm) 8 o) | )

fazer uso da aproximacao (4.14)

€ 1
P~_-|1-A— 4.16
3( \/€>’ (4.16)
onde
g VIS B s
RN

(4.17)
Isso determina a equagao de estado P = P (¢) no limite fm < 1. Estamos prontos

para a analise das consequéncias cosmologicas para o universo primordial de levarmos em
conta a eletrodinamica de Podolsky:
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4.1.4 Equacdo de Fluido: a equacdo de €(a) no limite fm < 1

Para ser possivel analisar a dindmica césmica no regime m* < ¢, iremos substituir

a Eq. (4.16) na equacdo de conservagao (3.6):

%_ 4( A
da  a

i.e.

/(6 _d;@) — 2In (4/F - A).

Entao,
2
(4ve—A)" ~C% ",
sendo (' uma constante de integragao. Temos:

2
e(a) ~ a14 (iC’Jr icﬂ) :

Seja ep o valor da densidade de energia quando o efeito da massa fotonica da
eletrodinamica de Podolsky passa ser relevante. Seja apo,q 0 valor do fator de escala
correspondente & £poq. (Operacionalmente, epoq € apoq sdo apenas duas constantes.) Esse
valor para a densidade de energia esta relacionado a densidade de energia critica na
época em que Podolsky poderia ter maior influéncia. Usando a condigao de contorno

€ (apod) = Epod, fixamos C' em:

C = ap,q (4y/epoa — A) .

Assim,

€Pod 1
e(a) ~

2 2
24 g4 2aPod—'—

\/% (a2 — a%od)l : (4.18)

Em (4.18) assume-se que a < apoq, caso contrario os dois termos do lado direito

serdo pequenos. Se a < apoq O primeiro termo sera grande, pois apresenta ap,y/a* € o
segundo serd uma corre¢ao negativa. Além disso, como esperado, mais uma vez a equagao
subdivide-se entre um termo nao massivo que corresponde a densidade de energia para

a radiacdo a4

mais uma correcao devido ao parametro de Podolsky. Isso comprova que
quando o fator de escala era muito pequeno, a densidade de energia era muito grande

(condicao de Big Bang).
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4.1.5 Equacdo de Friedmann: a equacdo de a(t) no limite fm < 1

Para terminar de analisar a dinamica cosmica, vamos substituir a expressao encon-
trada para ¢ (a) [Eq. (4.18)] na primeira equacao de Friedmann (3.5a), para obter o fator

de escala em termos do tempo. Logo,

(a>2_87rG8
a/ 3

1da (G 1 5 A ) ,
—— =\ 5 fPod 3 2 o _ . )
adt 3 °F d(2a)2 l( apoa)” + — (a ap d)
Facamos:
81
Hpoa = || —5—EPod; (4.19)
d
- 2a 9 = HPoddt-
Ron (11— L) + 4222
Pod Pod
Logo,
a 2 5;/2(:1 l (2(A/2)2 )1
- ~1— o 1—eX 7[—[0 t_to . 420
<CLPod> (A/2)? p 5113/02(1 Pod ( Pod) ( )

que é a solucao procurada para um universo dominado pela radiacao de Podolsky.
A Eq. (4.20) deve se reduzir ao caso padrao de um universo dominado pela radiacao

Maxwelliana na condi¢cao em que o fator de Podolsky é zero. No limite Maxwelliano

podemos fazer a seguinte aproximacao, devido ao fato de \/78% < 1, usando (4.14):

a 2
( ) ~ 1 — 2Hp0d (t — tpod)

Apod

conforme esperado da se¢ao 3.1 para a era da radiacao (de Maxwell) — vide Tabela 3.

4.1.6 A aproximacado Sm > 1

Satisfazemos a condi¢ao Sm > 1 para um valor fixo qualquer da massa m exigindo
que 3 seja grande, o que equivale a dizer que a temperatura deve ser pequena. A situacao
em que a temperatura ¢ pequena corresponde ao periodo cosmoldgico que vivemos. De
fato, a temperatura média do universo é estimada em T, = 2,725 £+ 0,001 K (RYDEN,
2003).

Nessas condigoes, podemos expandir o termo Ky(kBm) da equacao do In Zp, Eq.

(2.28), como:
T s 1 \32

Com isso, a fungao de partigao ficara:
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3 Am*V i 1 .
272 (Bm)? = k2 2kﬁ '

In ZPod ~

Consideramos apenas o primeiro termo da soma (k = 1), pois o segundo termo da somatoria

ja ¢ muito menor que o primeiro. Os termos seguintes podem entao, ser desprezados.

Obtemos,
3
R ~ m —Bm
In Zpoq >~ 3V 237T363e 3V <27r5> e

A funcao completa de particao é dada por:

M|

2 2\ 2
TV m 2
In Zpog ~ ——= + 3V e pm ara Sm > 1. 4.21

Pod 15 53 (27r 6m> p B ( )

Com o logaritmo da funcao de particdo total em maos, podemos calcular duas
grandezas termodinamicas necessarias para que possamos calcular a dinamica do cosmos

através da Equagao de Friedmann: a pressao P e a densidade de energia €.

4.1.7 A densidade de energia para altas temperaturas: Sm > 1

Nesta se¢ao levamos em consideragao apenas o presente e o futuro césmico, pois
para que o limite tomado seja verdadeiro, a massa de Podolsky devera ser muito maior
que a temperatura.

Tal qual no limite tratado anteriormente, fm < 1, consideraremos um universo
plano e preenchido somente com radiacao. Assim sendo, a teoria Maxwelliana estabelece
que a densidade de energia é diretamente proporcional a 7.! Em virtude da discussdo dos
modos de Maxwell e Proca no Capitulo 2, é sensato esperar que teremos um termo nao
massivo que corresponderd & Maxwell, proporcional & 57%, ¢ um termo massivo associado
a Proca, da mesma forma que no limite para o universo primordial tratado anteriomente.

Para calcular a densidade de energia, usaremos a expressao (2.17) juntamente com
a fungao de partigdo de Podolsky aproximada para baixas temperaturas (4.21). Logo,

7'(2

342 :
e(B,m) ~ 55 +3 [ +255m1 <2;nﬁ> e Pm.

sabemos que para o limite que estamos trabalhando 3 + 2/m =~ 23m, assim:

2 3
e(f,m) ~ 1;:54 +3m (27rmﬁ> e hm (4.22)
o 2 45

1 Essa é a chamada lei de Stefan-Boltzmann.
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Usando a definicio (2.4), 8= 1/T e (4.7), 0g = 72 /15, obtemos:?

4500 (m\3 _m
€(T, m) ~ T4 [O’o + Tﬂi (T) e T‘| (423)
ou

€(T, m) ~ T [UO + (nguturo] ’

onde calculamos a correcao de Podolsky para o futuro. O resultado da correcao para
Podolsky no limite Sm > 1, pode ser confirmado no artigo “Podolsky Electromagnetism

at Finite Temperature: Implications on Stefan-Boltzmann Law” (BONIN et al., 2010):

00 futuro = ﬁ (T) ¢ (424)

Sabemos que:

0 = 09 + 00 tuturos (4.25)

Logo,
e(T,m) ~ To. (4.26)

4.1.8 A pressao para temperaturas finitas: fm > 1

Para calcular a pressdo, usaremos a expressao (2.15) juntamente com a fungdo de

partigdo de Podolsky aproximada para baixas temperaturas (4.21). Logo,
w2V m?

—— +3V —pm
5P <27r5m> ¢ ]

Py = 2 (T |15 (2 <m)§ %
=315 v ) \r) ¢
Através das definigoes de oo, Eq. (4.7), 0 tuturo, Eq. (4.24) e de o, Eq. (4.25):

[N

10

P(B,m) = Gov

ou seja,

2 m
P(T,m)Z;T4 00+3($55‘707><(T> e

) ,

N3

assim:

1
P~ _-T%
3

3

g0 + m 60_Futuro] . (427)
(%)

Como teste de consisténcia, podemos analisar o regime Maxwelliano, onde a correcao

de Podolsky do (T, m) tende a zero, como consequéncia: o0y = 0. Recuperamos dessa forma

a pressao de radiacao de Maxwell, vide Eq. (2.19), como esperado:

1
P~ §T4a. (4.28)

2 Lembrando que estamos trabalhando com o sistema natural de unidades devido & praticidade que esse

sistema nos proporciona nas dedugoes das equagoes.
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4.1.9 Relacao entre a pressao e densidade de energia no regime de temperatura
finita: fm > 1

Para que seja possivel calcular a equagdao de fluido (3.6), é necessario primeiro
relacionar as duas propriedades termodindmicas encontradas, (4.26) e (4.27). Desse modo,
podemos finalmente resolver a equacao de Friedmann que nos da a dindmica césmica
para o universo atual. Entretanto, podemos notar que nao é possivel inverter a Eq. (4.23)
para encontrar uma funcdo P (¢) de forma analitica. Essa dificuldade acontece devido ao
termo de corre¢ao de Podolsky (4.24), pois possui uma fungao exponencial que dificulta a
inversao, tornando assim, a Eq. (4.23), uma equagao transcedental. Por isso, o proximo
passo seria resolver as equacoes desse limite numericamente. Esse trabalho tem o mesmo
nivel de dificuldade da solugdo nao-aproximada. Por isso, optamos por passar diretamente

a solugao numérica do caso completo, como pode ser visto no Capitulo 5.
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5 SOLUCAO COSMOLOGICA COMPLETA E ANALISE DE SUA
DINAMICA

O objetivo deste capitulo é construir as equacoes completas para a Eletrodinamica
Generalizada, resolvé-las numericamente e analisar o comportamento do universo na era
da radiacao de Podolsky em contraste com a era de radiagado padrao de Maxwell.

Por conveniéncia, foi introduzido um parametro adimensional £, sendo este definido

como:
£ = pm. (5.1)
Substituimos (5.1) em (2.28) para obter a fungdo de partigdo em funcado de &:
21/,,3
45 & 1=

Com o objetivo de obter a densidade de energia em fungao do novo parametro &,
substituimos (5.1) em (2.36):

ot 4 9P Ky (k§) | Ka (kE)
e(m,§) = —4 5 [1+15 5 ;( +3 % )] (5.3)

e, de modo anélogo, substituindo (5.1) em (2.29), temos a pressao:

no- oS (B8]

Observamos que a densidade de energia total de Podolsky, Eq. (2.36) ou Eq. (5.3),

é proporcional a densidade de energia do géas de fotons da teoria Maxwelliana, Eq. (2.18):

2 m*m?
EM 1554 1554 ( )
Logo,
EPod = 7;5? (1+0¢e) =em (1 +0¢e), (5.6)

onde €y é a densidade de energia da parte ndo-massiva e de é a corregao de Podolsky,

definida como:
Ky (k€

i5gp et ) I (K€)

(k¢)?

O termo de proporgao entre as teorias de Maxwell e Podolsky é (1 4 d¢); esse termo

(5.7)

depende da massa do féton de Podolsky e da temperatura. Portanto, na regiao onde d¢ é

desprezivel, tende-se a teoria de Maxwell.

L E preferivel lidar com parametros adimensionais nas analises numéricas das equacoes. No nosso caso,

o parametro adimensional £ é além de tudo muito til, pois ndo requer que fixemos um valor especifico
para a massa do foton.
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— Termo de Podolsky

o g
o
e

- = Termo de Maxwell

Figura 1 — Gréfico de i em funcao do pardmetro adimensional . € = )1 é representado
pela reta vermelha pontilhada e, se € = epyq, Obtém-se a curva preta.
Fonte: Da autora.

A Fig. 1 mostra o grafico de £/ey em fungéo de €. A reta pontilhada representa o
comportamento da radiagdo Maxwelliana: de fato, se & = e, entdao /ey = 1. Por outro
lado, se € = epoa, Eq. (5.6), entao /ey = 1 + ¢, representado pela curva preta no grafico
da Fig. 1. E possivel observar claramente que de é desprezivel no regime de valores grandes
de €.

No gréafico da Fig. 1 percebemos o valor 2,5 no eixo das ordenadas no limite
¢ — 0 para a curva de E{f’—&d (linha preta). Isso acontece pois limg_,ode = 1,5, levando a
elenm = 2,5.

Até este momento nao analisamos o comportamento do parametro da equacgao de
estado w (conhecido também como equagdo efetiva) na equagao de estado barotrépica
P = we. Este par@metro é definido como a razdo entre a pressao e a densidade de energia
de um determinado componente do universo — no nosso caso, a radiagao no contexto da
Eletrodinamica Generalizada. Logo,

Wpod = Z; (5.8)
Para Maxwell esse pardmetro é bem definido e vale 1/3, implicagao direta do logaritmo

(2.19). Ja para Podolsky, o parametro wp,q deverd ser a razao entre (5.4) e (5.3):

:la 15¢% [1 +45§4 277 2kt ( (k)2 5))}

7;25?14 [1_|_ 1564 gp_ Ek . (Kl(kf) _‘_31%(’;5))}

Wpod =




o7

0,6 ,
I — Podolsky
0,5
: == Maxwell
0,4} a

: Ponto onde a corregdo
I mais influencia wpoq($)
O ] 1 j é—min=2,g / WP0d=0'282 1
O O L L 1 1 1 1

§

Figura 2 — Gréfico da equagao efetiva, w (£), para a Eletrodindmica Generalizada (curva
preta). Observamos o comportamento do pardmetro w da equagao efetiva
de Podolsky. A reta vermelha pontilhada representa Maxwell ou w = 1/3.
& min TePresenta o ponto de maior influéncia de Podolsky, para &, = &6 =

2,899, i.e., w (&) = 0, 282.
Fonte: Da autora.
i.e.
1 1 1 1
Wpod = — =—|—-, 5.9
s, wemyr, et 3 (1 +fpod> 29)

onde, por conveniéncia, definimos a fungao fpeq:

15549713 oo Ki(k§)

4 ~k=1  [¢
frod = : e (5.10)
L asg' 25 5 (i)

Perceba que quando fpoq pode ser desprezado, o resultado Maxwelliano é recuperado, Eq.
(2.19). A curva de wpoq é tracada na Fig. 2, onde também aparece a reta Maxwelliana
wy = 1/3, para comparagao.

Através da equacao efetiva wpo,q podemos perceber que nos dois limites, £ — 0
(universo muito no passado) e £ > 1 (universo muito no futuro), a dindmica da teoria de
Maxwell (linha pontilhada em vermelho na Fig. 2) é recuperada. Devido a esse fato nao
ha mudanca na dindmica césmica em nenhum dos extremos.

Isso faz sentido para o passado (i.e. £ < 1), pois nesse limite a energia térmica é

muito maior que a massa do foton de Podolsky (vide discussao no Capitulo 4). Com isso, o
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foton de Podolsky se comportara como uma particula ultrarelativistica, como consequéncia
recuperamos a teoria de Maxwell usual.

No futuro, a condicdo & = m T~! > 1 é satisfeita para uma massa m muito
maior que a temperatura 7'. Isso é naturalmente obtido fisicamente, pois T' é da ordem de
poucos kelvin (e.g., hoje a temperatura da radiagao césmica de fundo é Ty ~ 2,73 K ~
2,35 x 107*eV) enquanto que a massa esperada pelo féton de Podolsky é de, no minimo,
3,70 x 10" eV, conforme a Tabela 2 e a Ref. (BUFALO; PIMENTEL; SOTO, 2014).

Apesar de Podolsky tender a Maxwell nos dois extremos do universo (vide Fig. 2),

existe um valor de £, que denominamos & onde Podolsky tem maior influéncia para

min?

a dindmica césmica. £, corresponde ao menor valor assumido por w (§), o ponto mais

min

baixo da curva preta na Fig. 2. Temos:
gmin = 27 899 ) Wpod (ﬁmin) - O, 282 .

Esse é o valor de wpoq que mais difere de wy = 1/3 = 0, 333.
A Eletrodinamica Generalizada promove uma aceleracdo maior que a de Maxwell.
De fato, a curva preta que representa a eletrodinamica de Podolsky, no grafico da Fig. 2, esta

< W,

min)

abaixo da reta vermelha pontilhada que representa o caso de Maxwell: wpoq (€
logo a/a x (14 3w) é menor em Podolsky — vide Eq. (3.5b). Além disso, a aceleragao
maxima produzida pelo efeito do fé6ton massivo acontece no ponto & ;..

Por essas razoes fisicas, fica claro que o valor £ ;. é um bom valor de referéncia

para o parametro &:
Eret = Emin-

Esse valor é utilizado como condicao de contorno para a solucao das equagoes diferenciais
(3.6) e (3.5a) na forma numérica. Também, &, ¢ ja foi importante para nds anteriormente,
na solucao aproximada, vide Secao 4.1.5, onde precisavamos determinar o ponto em que
o fator de escala de Podolsky, ap.q, seria normalizado. Vamos utilizar a normalizagao
apoqa = 1, onde apy,q nao pode ser confundido com a definicdo de fator de escala atual
ap = 1, pois agora estamos tomando a condi¢cao de normalizacdo para o tempo em que
Podolsky teve maior efeito, i.e., no universo primordial. Utilizamos essa normalizagdo para
pod (§re) = 1.

E interessante construir um grafico do comportamento da primeira derivada do
pardametro de equagao de estado em funcao de &. Este grafico é mostrado na Fig. 3. Pode-se
observar claramente que Podolsky apresenta uma dw/d¢ > 1 para & — 0. Por isso, embora
a equacao de estado de Podolsky tenda a de Maxwell no comego do universo, a primeira
rapidamente se diferencia da tltima. Ainda que isso seja verdade, dw/d¢ de Podolsky é
diferente de zero em apenas cerca de 3% (que é o valor minimo das ordenadas observado na
Fig. 3). Além disso, o grafico de dw/d§ é consistente com a equivaléncia Podolsky-Maxwell
¢ ~ 8. O ponto de minino na Fig. 2 ocorre no ponto em que a derivada dw/d¢ se anula e

isso ocorre em £ = 2,9, conforme o esperado.
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Figura 3 — Grafico do comportamento da variacao do parametro de equacao de estado
(dw/dE), onde a curva pontilhada vermelha representa a primeira derivada de
w em relacao a £ para Maxwell e a curva preta para Podolsky.
Fonte: Da autora.

Usando (3.6) e (5.8), temos:

da a de
—_—=—_ 5.11
df 3 (1 + ’wpod) 15 df ( )

Com essa equacao diferencial construimos o grafico de a (), pois € (§) é uma fungao
conhecida, Eq. (5.3).
Para resolver (5.11), precisamos ter g—z. Isso segue diretamente do logaritmo (3.11):

basta dividi-la por m e usar a defini¢ao de & = fm. Logo,

de w2m?

e~ 15¢

[1 + 15%f gl <K2 (k&) + 3;51(3 (k{))] . (5.12)

Observe que, ao substituir (5.3) e (5.12) em (5.11), o termo de massa que nao estd embutido
na definicao de £ serd cancelado. Devido a esse fato, nao é necessario fixar um valor para
a massa de Podolsky na andlise numérica, feita logo abaixo (Fig. 4).

A equagao que soluciona a dinamica césmica é a Eq. (3.5a), vide Secao 3.1. Conside-
ramos o caso do universo plano, x = 0, somente com radiacao e sem constante cosmologica,

A = 0, assim:?

(d)2 B 8TEPod €

a 3 EPod ’

2 Lembramos novamente que estamos usando o sistema natural de unidades.
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Usamos a defini¢cdo para o pardmetro de densidade, €2:

Q==: (5.13)

que é uma grandeza adimensional. Empregamos também a defini¢ao (4.19):

Hpyy = 8”?“. (5.14)
Entao,
&) -
a - Pod
ou
@1
A€ 4 () Hpoa\/Q (€) %
Definimos:

Hpodt =T, (515)

como o tempo césmico adimensional: a unidade relacionada & Hpoq é s~'; t é dado em s.

Assim,

dr 1 1 da
—_— = 5.16
g o) a(@)ds (5.16)

que é a equacao de Friedmann resolvida numericamente para obter o comportamento 7 (&).
Observe que a funcao 2 (&) é obtida do logaritmo (5.3): basta dividi-la por epyq € teremos
a equagao da densidade de energia em termos de € (§). O fator fl—g vem da resolucao de
(5.11).

Usando as condigoes de Big Bang, a (0) = 0 e 7(0) = 0, podemos obter graficos
das Figuras 4, e 5. E possivel assim, construir um grafico de a (1) quando fazemos um
grafico paramétrico de a (§) e 7 (§), c.f. a Fig. 6.

O grafico da Fig. 4 representa o fator de escala em relagao a £ e foi obtido da solugao
de (5.11). A curva preta é a solu¢ao completa para a Eletrodindmica Generalizada e, para
efeito de comparacao, podemos observar a curva vermelha pontilhada da Eletrodinamica
Maxwelliana. Na Fig. 2, para o grafico de w (§), percebemos que a maior influéncia para
Podolsky esta na regiao em que £ varia entre 0 e 8, grosseiramente. Assim, no grafico
de a(§), na Fig. 4, delimitamos o intervalo do fator de escala entre 0 e 4. Ainda no
grafico de a (&), percebemos que se £ x [ e, estes sdo inversamente proporcionais a
temperatura, conforme o fator de escala aumenta, temos um decaimento na temperatura,
em conformidade com o modelo de Big Bang.

Resolvendo logaritmo (5.16) numericamente temos um grafico do tempo césmico
adimensional, 7, em func¢ao do pardmetro ¢ (vide Fig. 5) para um universo primordial
preenchido por fotons massivos. Pode ser visto que, assim como no grafico anterior para
a (§), quanto maior o tempo cdésmico menor a temperatura relacionada, pois £ o< 1/T.

Isso é consistente com o comportamento de um universo em expansao. Da mesma forma,
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Figura 4 — Grafico do fator de escala a completo em relagdo a £ para Podolsky (curva
preta) e para Maxwell.
Fonte: Da autora.

limitamos o eixo para £ entre os valores 0 e 8, pois de acordo com a Fig. 2, é nesse intervalo
que Podolsky tem maior influéncia sobre Maxwell. Isso significa que no grafico 7 (£) que
a maior influéncia de Podolsky esta para valores de 7 entre 0 e 25. Como consequéncia
limitamos 7 nesse intervalo na Fig. 6.

E possivel obter o grafico paramétrico a (1) a partir das Egs. (5.11) e (5.16) para
a(§) e (§). O resultado é a Fig. 6. O comportamento mostrado por a(7) confirma nossas
predigoes de que, levando em conta uma eletrodindmica de fé6tons massivos, ndo ha um
efeito significativo na dindmica cdésmica em relacao ao que ja era esperado de Maxwell.
Como pode-se notar no grafico da Fig. 6, para 7 = 0 até aproximadamente 7 = 1 Maxwell
é equivalente a Podolsky, isso aparece como consequéncia direta das condigoes iniciais
utilizadas. Apds o periodo de equivaléncia, que representa um dos extremos da Fig. 2,
segue um periodo onde hd uma pequena diferenca entre as duas teorias, que equivale ao
periodo de maior influéncia de Podolsky. Limitamos o grafico para 7 entre 0 e 20, pois
como como visto no grafico w (§) a maior de influéncia de Podolsky acontece para & entre
0es8.

Neste capitulo, fizemos a anélise da dindmica césmica para um universo preenchido
por radiacdo de Podolsky. No préximo capitulo, faremos consideregoes finais sobre essas

analises e previsoes de estudos futuros para o presente trabalho.
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— Termo de Podolsky
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Figura 5 — Grafico do tempo adimensional 7 em fungao de ¢ para Podolsky.
Fonte: Da autora.
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Figura 6 — Fator de escala a em fungao do tempo césmico 7 para Maxwell (curva vermelha
pontilhada) e para Podolsky (curva preta).
Fonte: Da autora.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Segundo (CUZINATTO et al., 2011), a Eletrodindmica Generalizada é a tnica
extensao possivel do eletromagnetismo que possui derivadas de segunda ordem do tensor
de campo, tomando o cuidado de preservar a linearidade das equagdes, sem quebrar as
duas simetrias da interagdo eletromagnética, a saber: a de gauge e a de Lorenz. Abordamos
essas questoes na Secao 1.2. A teoria de Podolsky prevé a existéncia de um modo massivo
para o foton. Neste trabalho, perguntamo-nos quais poderiam ser os efeitos gravitacionais
para o universo em larga escala advindos desses possiveis modos massivos de radiagao.

O principal objetivo desta dissertacao foi analisar as diferencas da era da radiacao
de Podolsky com a era da radiacdo ordinaria na cosmologia de background homogéneo e
isotropico. Para tanto, usamos todo o maquinario da mecanica estatistica em equilibrio
termodinamico, pois essa teoria nos possibilita encontrar as equagoes de estado que
complementam as equagoes de fluido e de Friedmann. Com base nisso, pudemos solucionar
a dinamica cosmica para um gas de fétons massivos no modelo padrao da cosmologia.

Vimos que a teoria de Podolsky afeta a dindmica césmica, e isso acontece para & entre
0 e 8 (vide gréfico da Fig. 2). Entretanto, essa influéncia da Eletrodindmica Generalizada
nao é pronunciada. De fato, ndo obtivemos uma dinamica acelerada primordial que poderia
ser interpretada como um periodo inflacionario baseado em primeiros principios, por
exemplo. Tampouco encontramos um universo com bounce, que seria interessante por
prever um efeito atipico do modelo cosmolégico padrao. O que ocorre é uma aceleracao da
expansao césmica levemente maior do que acontece em uma era da radiacao a la Maxwell.
Esse efeito pode ser observado no grafico w (§) em conjunto com a equagao de Friedmann
para a aceleracgao, Eq. (3.5b):

<ZE§3> = —47;G [e(t)+ 3P (g)].
Qualquer material com pressao e densidade de energia positivas, produzird uma aceleracgao
negativa que é consistente com uma forca gravitacional atrativa, na interpretacao Newto-
niana da interagao gravitacional. O gas de f6tons massivos é caracterizado por P = wpeqe
em que 0,282 < wpyq < wy = 1/3. Logo, por um lado, a aceleragdo na expansao esté
garantida para qualquer valor de tempo; e, por outro lado, a radiacao de Maxwell é capaz
de acelerar o universo em uma taxa menor do que a radiagao de Podolsky.

Neste trabalho foi descoberto que a teoria de Podolsky tende a de Maxwell nos
limites fm < 1, passado do universo e fm > 1, presente e futuro césmico (vide Fig. 2).
Sendo assim, a teoria de Podolsky representa uma correcao a de Maxwell, que é efetiva
para a evolugao do universo no intervalo 0 < ¢ < 8. O intervalo de energia em que Podolsky
tem maior influéncia pode ser calculado através de uma estimativa para massa de Podolsky

e do valor de referéncia do parametro utilizado, &, Escolhemos o valor de m = 370 GeV

ref*
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da tabela 2, que corresponde ao menor valor para a massa do fé6ton de acordo com os
vinculos experimentais para o espalhamento Bhabha. Desse modo, Podolsky tem maior
efeito em kT ~ 130 GeV, i.e., no universo primordial. De acordo com a tabela 3, esse valor
de temperatura esta relacionado a eventos anteriores a unificacao eletrofraca.

O grafico de a (7) na Fig.6 também mostra que a dindmica de Podolsky diferencia-se
pouco da de Maxwell. Com o valor de w (§,¢) da Fig. 2, é possivel calcular a diferenca

Aw = M~ Weod (§rer) _ 15, 3%

WM

com respeito ao wy; da teoria Maxwelliana. Esse valor mostra que, mesmo no maximo de
sua influéncia para a cosmologia, a Eletrodinamica Generalizada altera em apenas cerca
de 15% aequacao de estado para a radiacdo, ndo importa o qudo massivo seja o foton da
teoria de Podolsky.

Nosso modelo é considerado um toy model, longe de ser um modelo realista para o
universo primordial, pois nao levamos em consideragao interacoes, possiveis decaimentos,
produgoes de pares e nem mesmo outras componentes. Apesar de ser um modelo simplista, a
cosmologia de Podolsky permite-nos observar como os fétons massivos poderiam influenciar
a dindmica do universo primordial. Com essa vantagem em mente, poderfamos pensar em
alguns projetos futuros envolvendo a cosmologia de Podolsky. O primeiro seria estudar
o universo com multiplas componentes, onde uma dessas componentes é a radiagao de
Podolsky. Para isso, usamos as mesmas equacoes do capitulo 5 com somas sobre os
parametros de densidade dos varios possiveis componentes. Por exemplo, logaritmo (3.6)
pode ser rescrita da seguinte forma:

da  dg; a
d¢ dg 3e; (1+w)’

e a equacao de Friedmann, Eq. (3.5a):

dT_ld&(N Qk0>_

N|=

i=1
onde o indice i representa as i-ésima componente que preenchem o universo. O parametro
Qo é denominado pardmetro de curvatura (e é zero para o universo plano que consideramos
neste trabalho). Além de considerar outras componentes, é possivel pensar em consideramos
outros valores para r (pardmetro de curvatura).

Outro trabalho futuro possivel é expandir a nossa analise cosmoldgica a outros
modelos de eletrodinamica. Muito ja foi feito no campo da eletrodinamicas nao-lineares
(NOVELLO, 2010), (MEDEIROS, 2012), (AKMANSOQOY, 2014); (AKMANSOY; MEDEI-
ROS, 2014), e a Ref. (TU; LUO; GILLIES, 2005) lida com a eletrodindmica de Proca em
cosmologia. Ainda assim, pretendemos investigar, dentre os modelos de eletrodindmica
nao-maxwelliana, quais os que ainda nao tiveram suas implicagoes cosmoldgicas analisadas,

e implementar esse estudo.
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O trabalho (BONIN et al., 2010) encontrou uma correcao para a lei de Stefan-
Boltzmann devida a eletrodindmica de Podolsky para o universo atual. As inomogeneidades
da radiacao de fundo foram usadas para vincular a massa do féton da teoria de Podolsky.
Nesta dissertagao, estendemos a abrangéncia da cosmologia de Podolsky para qualquer
periodo da evolugao do universo. Apesar da abrangéncia maior, as equagoes da cosmologia
foram todas resolvidas em termos do parametro & = mf. A conclusao é: a cosmologia
de Podolsky depende do produto m(, mas nao diretamente da massa. Devido a essa
caracteristica, deixamos de vincular a massa de Podoslky diretamente, usando um evento

comologico bem determinado. Talvez essa limitagao possa ser superada no futuro.
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APENDICE A - EQUACOES DE MOVIMENTO DA
ELETRODINAMICA

A seguir usamos o métodos variacional para encontrar a Equacao de Euler-Lagrange

e com ela as equagoes de Movimento das eletrodinamicas de Maxwell e Podolsky.

A.1 EQUACAO DE MOVIMENTO DA ELETRODINAMICA MAXWELLIANA

No vacuo, o eletromagnetismo classico pode ser deduzido da acao:

1
= (L)

onde d*z é elemento de volume do espaco-tempo. Isso significa que a densidade Lagrangiana
de Maxwell é dada por:

1 1
L= —ZFWF“” = —Zn“pn””FWFpg, (A.1)

que é uma decorréncia direta do fato de
F,=0,A,—0,A,

ser invariante de gauge (BONIN, 2011), pois para uma transformacao de gauge A" =

AY — 9" f, nao ha variagdo do tensor eletromagnético:

F;;u:au(Au_an)_aV(Au_auf)
F,, = 0,A, — 0,0,f — 0,A, + 0,0, f

F, =04, —0,A,=F,., (A.2)
onde f é uma funcao arbitraria.
A matriz (V) é a métrica de Minkowski, que escreve-se:
+1 0 0 O
o 0 -1 0 0
(") = (A.3)
0 0 -1 0

em coordenadas cartesianas.
O proximo passo para encontrar as equagoes de Maxwell (1.6) a partir de (A.1)
é tratar cada componente do potencial vetor A, como um campo independente (F),, é
dado em termos de A,) e usar as equacoes de Euler-Lagrange generalizada para quatro
dimensoes,
oL oL

oi gy " (A.4)
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onde £L = L (A, (x),0,A, (x)). A equacao de Euler-Lagrange em mecanica cldssica envolve
L =L(g(x),q¢(x)). Em teoria dos campos classicos (ndo-quantico), ao invés de usarmos
o conceito de coordenadas generalizadas, lidamos com campos continuos A, (x), onde x

estd em R*. As velocidades ¢; (t) sdo equivalentes as derivadas do campo 9,4, (x) = 82’;5””)

com respeito ao tempo e as coordenadas espaciais (NOLTING, 2010).

Encontramos (A.4) pelo principio da minima agao:

oL oL
— 4 — e | 22 G —
08 = /Qd x 6L (A,,0,A,) = /ﬂd x l@AM(SA“+ a(aVAu)é(ayAu)]
oL oL
_ [
08 = /Qd x [814“5/1”4— a@VAM)&/ (5AM)]

oL oL oL
4 _ =
58‘/9“[3 u(FAM—l—&,(a(ay H)M“> a,,((?@ “)>5Au],

onde €2 representa o dominio de integracao. Usamos a regra de derivacdo do produto:

oL oL oL
(s ) A g O 9
Entao,
oL oL oL
— 4 _
58_/Qd z [814# a,,a@AM)] 6A,A+/m (6,(8”14#)514”) ds,, (A.6)

onde 0f) é a borda do volume de integragao €2 e d.S, um elemento de area orientado dessa
superficie. Como 0A4,, = 0 sobre 9, o tltimo termo de (A.6) se anula. Ademais, a condicdo
de minima ag¢ao requer 0S = 0, ou seja
oL oL
58:/d4 IE 9, lsa, =0,
0" laAu 9 @Au)] "

que ¢ satisfeita para qualquer €2 se o nicleo da integral é identicamente zero. Isso conduz
a equagao de Euler-Lagrange (A.4).

Para usar (A.1) em (A.4), é conveniente calcular:

oL 0 1 0 1
= PO — T Mp VO B _ _
aAa aAa ( 47) Ui FNVFPU> 814& |: 477 n (apAy 81//4#) (@,AU 80'Ap) O,
(A.7)
pois F,, = F,, (0,A,), ou seja, F,, independe explicitamente de A,. Também temos:
oL 0 1
= _ P Vo AV_ VA Aa_— O_A
0(Dads)  0(0aAp) { 21 Oy = 8, A44) (8,40 = 0 p>]
oL 1

56 — (6200 = 6202) (9,40 — 05A,) + (BuA, — 0,A,) (0507 — 8207

oL 1

8 (0.45) 4
+ (0747 = 07 A%) — (97 A~ — 97 A7)

[(amﬁ - aﬁAa) - (&BA"‘ - aaAﬁ)



A.2. FEquagio de Movimento da FEletrodinamica de Podolsky 75

oL
0 (0, A5) Aﬁ)
Substituimos (A.7) e (A.8) em (A.4):
oL 9 oL
04, "0(0,A,)

onde usamos (1.4). Logo,

— 047 = 97 A°] = —F7 (A8)

=00, (~F") = 0= ,F"* = 0= 9, (~F*) =0,

0,F" =0, (A.9)

que ¢ logaritmo (1.6).
logaritmo (1.7) é uma identidade verificada diretamente da definicao de F,,, Eq.
(1.5). De fato,
OuFps + Os by + Oplyy =

=0, (0,A; — 0,A,) + 05 (0,A, — 0,A,) + 0, (0, A, — 0,As)
= (0,0,A5 — 0,0,A5) + (—0,0,A, + 0,0,A,) + (—0,0,A, + 0,0,A,) =0,
onde usamos [0, d,] = 0. Logo, como nlogaritmo (1.7):
OuFpo + 05 F,p + 0, F5, = 0. (A.10)

Esta equacao é chamada de identidade de Bianchi.

A2 EQUACAO DE MOVIMENTO DA ELETRODINAMICA DE PODOLSKY

Aplicando o principio da minima acao,
58 = /Q d'z 0L (A, 8,A,,0,0,A,) = 0, (A.11)

deduzimos a equagao de Euler-Lagrange para Lp = L (A, 0, A,,0,0,A,,). Isso é necessario
pois agora a Lagrangiana depende também da derivada segunda do potencial, e ja nao se

pode fazer uso de (A.4). Temos:

or oL or
L = a0t gy O) + g a0 ()
oc oL or
L= a0 Aut gy O) + 0, [NMA 1 l%aaA 1 (0,A,)
oc oL oc oc
0L =g, Mt 55,40 O+ 9 {a [a(a Gy ] a”a(a By A } - [apa(apayAM)

oL oL oL oL oL
"= ga, Mt L‘? 0.4 "o (apayAw] OO A) + 5 {a” [8 0,0,4,)" 1 5 0,0,4,)" ™

oL oL oL oL oL
o= giom 0 [gaas ~ ) )~ sy~ awaa

oL oL
O {a” [a 0,0,4,) M“] ~ 056,04, M“} |
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oL oL oL oL oL
= —0A Oy |0A Oy~ ————|0A
o 814#6 »t % { [8 (0pAp) 8,,8 (8,,8,014“)] ’ M} i l 51/8 (0, AL) i ayapa (0,0, A,) O

oL oL
00 [ O aman )

oL oL oL
— _ — - A
o [% %50,4,) *a”apa@mu)} O
oL oL oL oL
- A %% sa,l -0, sa,t
*a”{[awp) a”a@%)]é wt o [a@%)é 1 %5004 }
oL oL oL
5L = [814“ 05 s e (3,)@14#)] SA,
oL oL oL
% {a 0,4 M 2 5 8,0,4,) M T O [a 0,0,4,) 5‘4“1 } '
Logo,
oL oL oL
_ 4 _
55 = [ ' (5 g 0 5ma)

oL oL
dS,{ —————0A,, — 20,
" Joo p{a(apAu) :

oL
50,0,y T la 0,0, 4,) M“] } (4-12)

onde usamos o teorema de Gauss:

/ d*z 9,V° = / ds, v,
Q o0

sendo V* um vetor, que, para nds, é o termo entre chaves na segunda linha de (A.12).

O termo de superficie em (A.12) anula-se pois dA4, = 0 quando calculado na borda

0€), de modo que a condi¢ao S = 0 é satisfeita se

oL oL oL
aAu — a,/a(aVAu) + 8paym =0. (Al?))

Esta é a equacao de Euler-Lagrange para uma teoria que depende da segunda derivada do

campo.

Utilizando explicitamente a métrica (1.8),

1 vo a2 vo T
Lp= _ZUWU FlFp + EUWU 77C OuF oo OcFr, (A.14)

oL oL, __oc
94, (0,4, © 8(0,0,4,)°

procedimento analogo ao feito para Maxwell, temos:

oL
i =0 (A.15)

para calcular e poder utilizar (A.14) em (A.13). Assim, em um

devido ao fato de nao haver dependéncia explicita em A,,.
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Para a(aauiﬁxu)’ temos:
6‘(3;1@ - (A.16)
Para m, temos:
2
S i Gy e ] £ T | gy e
e

Notamos que o tltimo termo se anula. De fato:
T ¢ 1 T ¢ 1 T ¢ 1 T ¢ 1 af
6¢8 F. = 58(;58 F_ %+ 5%8 F. = 5%8 F. - 5858(1}7
Usando o mesmo raciocinio para o indice o do tltimo termo de 9,07F, ¢, temos:
T ¢ 1 T ¢ 1 T ¢
0,0"F. ° = 5%3 F_?— 5@,8 F?=0

Logo, ficamos com:

oL

00 50,04,

= a’0,0°0"F. " =d?00"F, "= a*00,F"" (A.17)

onde OJ é o operador D’Alembertiano. De acordo com (A.3) n% = +1; n® = n% = 0;
n® = —1; n'* = 0 para i # k. Entao:

onde V? é o Laplaciano e 7" é o inverso da métrica de Minkowski.
Substituimos (A.15), (A.16) e (A.17) em (A.13):

—8, (—F"") + a®00,F"™" =0 ,

ou seja,

(1+a0)0,F™" =0. (A.18)

que é uma das equagdes de movimento da eletrodindmica de Podolsky — Eq. (A.18).

A segunda equagao da Eletrodindmica Generalizada é:
O Fpe) = 0. (A.19)

logaritmo (A.19) é a mesma que (A.10): como a definigdo de F'*” para Podolsky é a mesma

de Maxwell, a identidade de Bianchi permanece valida.
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APENDICE B - CONSIDERACOES SOBRE UM GAS DE
FOTONS

Este apéndice apresenta o método para passar de uma estatistica discreta de
particulas ndo relativisticas para o regime continuo de particulas relativisticas. E sabido
que o foton apresenta uma distribuicao de energia continua e por isso, é necessario conhecer
essa passagem para completar o estudo proposto no presente trabalho.

A partir de agora vamos supor uma particula nao relativistica com uma momento
p, e em determinado instante localizada em uma posicao r confinada em um recipiente de
volume V. E necessario fazer uma analise do niimero de estados quanticos possiveis s e
suas energias correspondentes €, para cada particula nao interagente. Para isso, iremos
desconsiderar por enquanto o efeito das paredes deste recipiente. Utilizando o formalismo
da mecénica quantica podemos relacionar essa particula a sua fun¢ao de onda W (r, ) para
posteriormente podermos fazer uso da equagao de Schrédinger:

L OV (r,1)
th—————=
ot

onde H é o Hamiltoniano da particula. Considerando que nao ha nenhuma forga atuando

= HU (1,1), (B.1)

sobre a particula em questao, a energia potencial sera nula e o Hamiltoniano serda somente

a contribui¢do da energia cinética (REIF, 2009):

9 2
P 1 (h | R
2m  2m (2 ) 2m 7 (B.2)
onde V2 é o operador Laplaciano, no espaco euclidiano:
0? o? 0?
Vie 4+ ——+ . B.3
0x? * 0y? * 022 (B.3)
Usando o ansatz e logaritmo (B.2):
U (r,t) =9 (r)e ™, (B.4)

nlogaritmo (B.1), onde w ¢ a frequéncia, obtemos:

2mw

—T¢ (r) = V2¢ (r).

Usando (2.1), temos como resultado uma equagdo de Schrodinger independente do tempo,

onde ¥ = U (r,t) e ¢ =1 (r), para ¢ = hw:

2me
-0 =V, (B.5)
ou 9
V2 + T = 0. (B.6)

ﬁ2
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logaritmo (B.6) é uma equagao de onda e tem solugoes da forma mais geral do tipo:

w — Aei(kszrknyrkzz) — Aeik-r’ (B7)

onde k é o vetor de onda ¢ A ¢ uma constante. Substituindo (B.7) em (B.6), temos:

VZ (Aeik-r) + %Aeikr — 0

= , (B.8)

considerando (B.3):

2 2 2
(8 + 87 + 8) (ei(kxa:—l—kyy—i-kzz)) + 22;51461'1(.1- _0,

onde

2 2 2
(8 + > + 8) (eikzxeikyyeikzz) _
) 9 . . ) 9 . ) 9 .
— (Zk’m) €ka$6Zkyy€Zkzz+(lky) ezkxxezkzz+(lkz) 6zkmxezkyy7
assim,

2me Atk

0=A4 [(ka)g eikzmeikyyeikzz + (Z/{Zy)2 eikza:eikzz + (Z/{ZZ)Q eikzxeikyy} + =

: : : ik-r 2me ik-r
0 = [(iks)? + (iky) + (ik.)"] Ae™™ + Sy Ae k

iker 2me ik-r
0=~ (k24K +k2) Ac™ + oy Ae™ (B.9)
2me

0=—<k§+k§+k§)w+?

(B.10)

A funcado de onda (B.7) ndo pode se anular dentro do recipiente em que a particula estd,

por isso podemos dividir logaritmo (B.9) por ¢:

ﬁ2
" 2m

h?
2 2 2\ __ 2
(k;x + K, + kz) = —2mk: ) (B.11)

€

por isso, pode-se concluir que a energia € é funcao apenas da magnitude do vetor de onda,
k=|k|.

Sabendo que:
h h{0 0 0 .
Y — A = s e i(kex+kyy+k.z)
py <iv>¢ Ai <8x + Jy + 82) ¢
pw — AR [(kz) eik-r + (ky) eik-r + (kz) 6ik-r}
pY = hky.
ou

p = hk, (B.12)
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que é a relacao de de Broglie. Tanto (B.11) quanto (B.12) sdo obtidos do fato que ¢ deve
satisfazer a equagao de Schrodinger (B.1).

O préximo passo € considerar como o estado de cada féton é especificado. Conside-
remos a eletrodinamica de Maxwell. Como estamos lidando com uma onda eletromagnética,
o campo elétrico E deve satisfazer uma equagao do tipo onda:

1 O’E
V’E = ERTE (B.13)

O conjunto de solugoes para ondas planas é dado por:
E = B!k — E( (r) e ™", (B.14)
onde B ¢é uma constante e E satisfaz a equacao de onda independente
2 w)?
VIR, + <> Eo = 0, (B.15)
c
o que concluimos apds substituir (B.14) em (B.13). Sabemos que o vetor de onda satisfaz

as condigoes:
k=2 k=K. (B.16)
c

Inserindo (B.14) na lei de Gauss no vicuo, V - E = 0, concluimos que k - E = 0.
Assim, o campo elétrico deve ser transversal ao vetor de onda (REIF, 2009). Portanto,
para cada k teremos duas possibilidades para a direcao do campo elétrico, sabendo que
este deve ser perpendicular a k, existem dois possiveis f6tons correspondentes as duas
possibilidades de polarizacao de E.

Entretanto, ndo sdo todos os valores do vetor de onda que sdo possiveis, apenas
alguns valores discretos que dependem das condi¢oes de contorno. Iremos agora considerar
um recipiente ctibico de lado L, ou seja, o volume V é igual a L3. Assumindo que L > ),
i.e., o lado serd muito maior que o comprimento de onda, para A = 27/k. Fora desse
recipiente nao poderd haver particula, assim, z € [0, L], y € [0, L] e z € [0, L]. Portanto, a

funcdo de onda v devera satisfazer as condigoes (REIF, 2009):

¥ (0,y,2) =¥ (L,y,2) =0,
¥ (x,0,2) = (x,L,2z) =0, (B.17)

¢(l‘,y,0) :¢($,y,L)=O

Considerando a funcao de onda espacial (B.7), podemos checar as condigoes acima impostas:

6 (0,,2) = Aeitbrw+he?) (B.18)
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entao
Aez(kyy-‘rkzz) _ Aezkyy—l—zkzzezka = 1= ezka )

Usando a equacao de Euler,

e = cosf + isiné,

para 0 = k, L, temos
1 = cos (k,L) +isin (k. L),

a qual é verdadeira se:

cos (kL) =1 (B.20)
e
isin (k,L) = 0. (B.21)
Essas equagoes sao satisfeitas para:
koL = 2mn,, (B.22)

onde n, sao valores inteiros n, =0,1,2,3, ...
Consideramos sempre nimeros inteiro positivos para que as ondas estejam sempre
propagando no eixo x positivo. Um raciocinio andlogo vale apara as outras dire¢oes

espaciais. Assim:

kx = Q%nm
ky = *n,, (B.23)
k, = %’rnz

A variacao das componentes do vetor onda sera:

Ak, = 2% An,,
Ak, = 2 An,, (B.24)
Ak, = Q%Anz.

No limite termodinamico, V' é muito grande. Logo, L > 1 e, entao:
Ak, < 1.
Isso justifica passarmos aos infinitésimos:

dk, — Q%Anr,
dk, — %Any, (B.25)

dk, — 2T’TAnz;

ou seja, para um pequeno intervalo k e k 4+ dk, temos:

An, — (L> dk,.
2
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Nesse ponto é possivel reconhecer o ntimero de estados transladados p (k) d®k para cada

vetor de onda. Dessa forma:
p (k) d°k = An,An,An, = igdkxdkydkz = LSd?’k, (B.26)
(2m) (2m)
onde d®k ¢ um elemento do espaco k. A densidade de estados p é independente de k e
proporcional ao volume, i.e., o nimero de estados por unidade de volume é independente
do tamanho ou da geometria deste volume V.

Sabendo que f (k) d®k é o ntimero médio de f6tons por unidade de volume, com
uma direcio especifica de polarizacao e considerando logaritmo (B.26), existem (27)~° d°k
estados foténicos de um tipo por unidade de volume. Usando (2.10) podemos garantir,
depois de toda a argumentagao acima, que a passagem de um regime discreto para o

continuo ocorre da seguinte maneira:

InZ (e Zln (1 —e” ) —InZ(p) = —gNV/ ln 1— e_ﬂp) : (B.27)

sendo gy o numero de graus de liberdade internos do féton. logaritmo (B.27) é a relagao
(2.11) do Capitulo 2.
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APENDICE C - INTEGRAIS IMPORTANTES

C.1 INTEGRAL NA FORMA [*p?In (1 - e—ﬁp) dp

Rescrevemos a integral

/Ooop2 In (1 — e’ﬁp) dp

da seguinte forma:

/Ooop2ln(l—e dp*3/ 1—6 p).

Aplicamos integragao por partes:
L () (1- e ) - [p?’m(l_e—ﬁp)r+
3o VP 3 .
L B

S R B
3)o P (efr—1) b

onde o primeiro termo é zero aplicando os limites de integracao. Logo,

1 00 3 “ap\ 1 00 3 5
g/o d(P)ln(l—e )——50 Pmdp
Fazemos com que s = [Bp, assim:

3

1 foo IR T
g/o d(p3)ln(l—e B ) __353/0 (688_ 1)d8.

Usamos a relagao entre a fungdo Gama I'(z) e a fungdo zeta de Riemann ( (2)
(GRADSHTEYN; RYZHIK; TABLES, 1965):

00 Sz—l

LECE) = [ mopds RG> 1),

para z = 4, temos:

3/ )n ( 1—eﬁp):—3;3r(4)g(4>.

Usamos a definigao da funcdo Gama (GRADSHTEYN; RYZHIK; TABLES, 1965):
T () = / et ldt (R(2) > 0), (C.1)
0

encontrando depois da aplicacao de varias integrais por partes o seguinte resultado:

[(4) = / T et = 6.
0
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Assim,

1 o0 3 _5

3/0 d(p*)In (1—e) = - 3636C() (C.2)
Usamos a defini¢ao da funcao zeta de Riemann (GRADSHTEYN; RYZHIK; TABLES,
1965):

1 oo =1
) = T3 /0 Tl (R(E)>0) (C.3)

assim, para z = 4, temos:

¢ = (1—23)6/0 a1

4 4 Tt

4 = — _ = —

¢) 21 / et —l— 1 21120

A
T 21 / et T 90 (G4)
Substituindo (C.4) em (C.2):

4

T
3/ (1-e) = 55 (C.5)

C.2 INTEGRAL NA FORMA [5* p?e kOvVr*+m? g,

Para deduzirmos a contribuicao de Podolsky na sua forma integral, é necessario

aprender como manipular a seguinte integral (MEDEIROS, 2007):

o0
1. :/0 ple kv PHEmE gy, (C.6)
Primeiramente, essa integral vem da seguinte:

d3p3 e—kﬁ /p2+m2
(27) ’

que pode ser reescrita em coordenadas esféricas em forma de integral tripla da seguinte

forma:

(P2+p3+p2)+m?

1 —kB
I = W/dpmdpydpze
1 27 T 00 5 5
= (2%)3/0 /0 /o p2e FAVPHEME gin ddpdpd
I= 1) 27(2) /Oo ple FBVPEEm gy
0

(2m)?
1 [e§)
- — /0 pre FVEm gy, (C.7)

Agora vamos chamar a integral que sobrou de uma func¢ao de [ e m, pois essa integracao

acontece em p e por isso, o resultado serd alguma f (5, m). Entao,

1
[:277_‘_2 (va)>
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onde

f (5, m) = /Ooop2€—k6\/p2+m2dp' (08)

Esse foi o primeiro passo para entender e tentar manipular a integral.
Segundo passo é determinar quem é f (3, m) e para isso vamos investigar e manipular
a fungdo de Bessel modificada na sua forma integral, pois ela assemelha-se muito com

a integral cuja solucao queremos buscar. A funcao de Bessel modificada é dada por

(GRADSHTEYN; RYZHIK; TABLES, 1965):

2\ [° e (22 —1)"

KV@:F(H;)(Q) N i M

Observe que os limites de integracdo mudam quando fazemos essa troca de varidveis.

Fazendo z = fm, temos:

K, (Bm) = ﬁ) <6m> /Oooe_ﬁm a1 1,

r (1/ + é 2 m2 m 5722 +1
Assim:
2\ Y 0o 5 5 t21/ 1
Kl/ (6m) = \/7_T <6m ) / 675 =m Tidt
P(u+§) 2m ) Jo m2 12 + m?
VT BN o [® svErmr 1 1
K, (Bm)= ———— | — m”/ PR A A I ——
(Bm) F(u+%) 2m 0 m® \/t2 + m2
N
K, (gm) = Y™ (2 C T vy (C.9)
T (,/ + %) om 0 V2 +m?
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O terceiro passo para resolver a integral (C.6) é derivar logaritmo (C.9) em relagao

a f3:
o lbm) i (BT (LY e T,
dp B F(y+%) 2m 2m/ Jo 12+ m?
ﬁ 5 Voo 6*5\/@ )
+ - (Ve m?)dt
F(u+%) 2m ) Jo 12+ m? ( m)
AR, (m) _ r v BTN (B e,
dp F(V—l—%)ﬁ 2m 2m ) Jo  /t?2 4+ m?
(3)"
- <6> [T ey
I (]/ —+ %) 2m 0

Pela regra da cadeia:

dK, (3m)d(Bm) 7 v (6) e
d(Bm) dpg F(y—{—%)ﬁ 0 V2 +m?

2m
— ﬁ </6>l/ /OO eiﬁmt2ydt7
r (V + %) 2m 0

para obtermos algo parecido com a integral que estamos estudando, Eq. (C.6), v tem que

valer 1. Assim,

pHam - vr v <5> e IV VT <5>
d(pm) T (1+3)0\2m) o VE+m? r(1+4)\2m

Fixando v = 1 na Eq. (C.9) e comparando com o que temos acima concluimos que:

/ e BVEEm 2y
0

m L — LK (Bm) — s () o7 e BV + m2iRdL.

d(Bm) r(1+1)

Para rescrever a integral do lado direito de (C.10), usaremos a funcao Gama
(também chama de funcao fatorial). Por definicdo (GRADSHTEYN; RYZHIK; TABLES,
1965):

(C.10)

T(z) = / et (R(2) > 0),
0
que, assim como o fatorial, satisfaz a propriedade:
F'(z4+1)=2I(z2),

Na Eq. (C.10) aparece I' (1 + %), por isso z = % Entao:
1 1_/1
Ff=+1)==I'(= 11
<2 + ) 2 (2)’ (C.11)

1 o0 [e')
P<> :/ e—tt%—ldt:/ et dt,
2 0 0

onde
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Pela substituicao de varidveis t = u?, temos que dt = %u du e, obviamente, v/t = u. Assim:
1 o e ]
r <> = / ¢ —udu
2 u 2

N 0
1 1 foe 2

que é similar a integral de Gauss,

Io = /OO e du .

— 00

—u? - ~ . . . N . .
Como e~ é uma funcao simétrica com respeito a origem u = 0, a integral de Gauss pode

ser escrita como:
o0 2
Ig=2 / e “du
0

I3 =4 </OOO e_"2du> (/OOO e_“2du>
IZ =2 </OOO e‘“Qdu> (/OOO e_“’de>

IZ = 2/ e~ dudw
0

I = 2/ 67(“2+w2)dudw,
0

em coordenadas polares r? = u? 4+ w?, onde o Jacobiano é rdrdf. Logo,

27 0
12:2/ / " drdf,
G 0 0 e rar

por substituicdo simples chamando y = —r?2, temos dy = —2rdr. Entéo,
T2 1 r2m p—oo
¢ _—_Z / e’dydd
2 2Jo Jo
IZ 1 2\
2~ 9 (2m) (e )0
[2
?G =-7m(0—-1)
[2
o,
2
ie.,
Ig = 24/T. (C.13)
Substituindo o resultado da fungao erro (C.13) em (C.12):
1 1
Mi-)==2
() =327

r (;) — 7. (C.14)

Substituindo (C.14) em (C.11):

r <1 n 1) Ll (C.15)
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Substituindo o valor da nossa funcao Gama C.15 na nossa funcao modificada de Bessel,
Eq. (C.10):

mm - ;Kl (Bm) — 2\\//; <2fn> /0°° BV 2 3
dK1 (5m) B 1 6 1 o -
dwm—mfﬁwm—(m)m/o T,

E possivel reconhecer no segundo termo depois da igualdade a integral que estavamos a

procura [vide (C.8)]. Entéo,
dK1(Bm F{ 6) B r 5)

Para continuarmos as contas, precisaremos lancar mao das relagoes de recorréncia
das fungdes modificadas de Bessel (ARFKEN; WEBER, 2007):

—2v
K, 1(z)— K, (2) = TKV (x), (C.17)
dK, (z)
dv
Para v =1, a Eq. (C.18) tomard a seguinte forma:

Ko (x) + Ky () = _—2@,

T dx

K, 1(x)+ Ky (z) = —2v (C.18)

onde x = m, na nossa notacao, assim:

Ko (5m) + K (5m) = 20
A, (Bm) Ko (Bm) — Ko (m)
d(pm) 2
Igualando as Egs. (C.16) e (C.19):

— Ko (Bm) — Ky (Bm) _ 1 (8m) — <5> ~ £ (B,m) (C.20)

2 bBm m) m

Agora reescrevendo a Eq. (C.17) com v = 1, temos:
—Ko (Bm) n Ky (Bm) Ky (Bm)
2 2 Bm
K (9m) _ K (9m) | Ko (9m)
2 Bm 2

. (C.19)

(C.21)

Substituindo (C.21) em (C.20):

2 2
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B

Ko om) + (2 ) £ 5. = 21000

Bm
KO (ﬂm) Kl (Bm) . 1 52

m

Pela Eq. (C.21):

m

B (ﬁ) 7 (8 m)

Ra(m) = (L) £ 5.
£ (8,m) = Ky (6m) (”;) . (C.22)

Com varias manipulagoes algébricas e conhecimentos de fisica matemaética, foi
possivel manipular uma funcao especial e encontrar uma primitiva analitica para um

integral sem solucao tabelada.

Assim, a integral (C.6), ficard considerando um k qualquer, onde k& € R*, juntamente
com [Sm:

00 2
I = /0 e VI 4y — K (kBm) (Z;)

I. = pm* K, (kﬁm)i (5217712>

I, = gm* —7( ) (C.23)



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Epígrafe
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	A Teoria Eletromagnética
	O paradigma Maxwelliano
	Eletrodinâmica de Podolsky
	Limites experimentais para a massa de Podolsky

	Mecânica Estatística Bosônica 
	Função de partição de um gás de fótons massivos
	Obtenção das propriedades termodinâmicas sem aproximação 

	Estrutura Geral da Dinâmica Cósmica
	As equações básicas da cosmologia física 
	Equação do Fluido para Podolsky: equação a(T) 
	Equação de Friedmann para Podolsky: equação t(T) 

	Soluções Aproximadas para a Dinâmica Cósmica 
	A aproximação 0=x"010Cm1
	A densidade de energia para altas temperaturas
	A pressão para altas temperaturas
	Pressão em função da densidade de energia: P( 0=x"0122) 
	Equação de Fluido: a equação de 0=x"0122(a) no limite 0=x"010Cm1
	Equação de Friedmann: a equação de a(t) no limite 0=x"010Cm1
	A aproximação 0=x"010Cm1
	A densidade de energia para altas temperaturas: 0=x"010Cm1
	A pressão para temperaturas finitas: 0=x"010Cm1
	Relação entre a pressão e densidade de energia no regime de temperatura finita: 0=x"010Cm1


	Solução cosmológica completa e análise de sua dinâmica 
	Considerações Finais
	Referências
	APÊNDICES
	Equações de Movimento da Eletrodinâmica 
	Equação de Movimento da Eletrodinâmica Maxwelliana
	Equação de Movimento da Eletrodinâmica de Podolsky

	Considerações sobre um gás de fótons 
	Integrais importantes
	Integral na forma 0p2ln( 1-e-0=x"010Cp) dp 
	Integral na forma 0p2e-k0=x"010Cp2+m2dp 





