UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALFENAS

DIEGO AUGUSTO FRIZO

SOLUCOES DA ELETRODINAMICA
GENERALIZADA EM ESPACOS-TEMPO
CURVOS

Pogos de Caldas/MG
2019



DIEGO AUGUSTO FRIZO

SOLUCOES DA ELETRODINAMICA
GENERALIZADA EM ESPACOS-TEMPO
CURVOS

Dissertacao apresentada como parte dos
requisitos para obtencao do titulo de Mes-
tre em Fisica pelo Programa de Pos-
Graduacao em Fisica da Universidade Fe-
deral de Alfenas. Area de concentracio:
Fisica de Particulas e Campos. Orienta-
dor: Prof. Dr. Céssius Anderson Miquele
de Melo.

Pogos de Caldas/MG
2019



Dados Internacionais de Catalogag&o-na-Publicagao (CIP)
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal de Alfenas
Biblioteca campus Pogos de Caldas

F919s Frizo, Diego Augusto.
Solugdes da eletrodindmica generalizada em espagos-tempo
curvos. / Diego Augusto Frizo -- Pogos de Caldas/MG, 2019.
85f. —

Orientador: Céssius Anderson Miquele de Melo.
Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Universidade Federal de
Alfenas, campus Pocos de Caldas, 2019.
Bibliografia.

1. Relatividade geral. 2. Buracos negros. 3. Podolsky. I. Melo,
Cassius Anderson Miquele de. Il. Titulo.

CDD - 523.1

Ficha Catalografica elaborada por Giovani Ribeiro
Bibliotecaria-Documentalista CRB6/ 2822




DIEGO AUGUSTO FRIZO

SOLUCOES DA ELETRODINAMICA GENERALIZADA EM ESPACOS-
TEMPO CURVOS

A banca examinadora abaixo-assinada,
aprova a Dissertagdo apresentada como
parte dos requisitos para obtencdo do
titulo de mestre em Fisica, pelo
Programa de Pés-Graduagdo em Fisica
da Universidade Federal de Alfenas.

Area de Concentragio: Particulas e
Campos

Aprovada em: 28 de junho de 2019.

Institujgdo: JUNIFAL-MG
/

M K. &%m

rof. Dr. Samuel Rocha de Oliveira

Institui¢io: UNICAMP

Gl

Prof. Dr. Rodrigo ﬂbcha Cuzinatto

Institui¢do: UNIFAL-MG



Dedico este trabalho & minha mae e irma,
que nunca mediram esfor¢os para me ajudar

a realizar esse sonho.



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a minha familia por todo apoio e compreensao ao longo
desses anos de trabalho e estudo, pois sem eles nao teria forcas para continuar. Em especial
a minha mae, Luiza, guerreira, que mesmo enfrentando suas préprias dificuldades fez
muito mais do que eu poderia imaginar. A minha irma, Samira, pelas longas horas de
conversas e desabafos, de mitua compreensao das necessidades e dificuldades por cada

um enfrentadas e que juntos seguimos lutando.

Aos meus amigos da "Turma do Mé", que entenderam as minhas auséncias mas

que nunca se distanciaram quando precisei da ajuda deles.

Aos colegas de estudos do mestrado da Unifal, Maria Helena, Lucas, Pablo, Farley,
Gabriel e tantos outros pelo companheirismo. Aos colegas da Unicamp, em especial Dany;,

Rafael e Juliana, que mesmo distantes, sempre se propunham a ajudar de alguma forma.

Agradego também minha psicéloga Raquel Grillo, por me fazer enxergar caminhos

e perspectivas que jamais poderia ter feito sozinho.

A minha prima Raquel Pan, por entender exatamente como me senti durante todos

€sses anos.

Aos colegas do Colégio Ultra, pelo apoio e compreensao em minhas aulas durante
todo esse tempo, um agradecimento especial & Patricia Braga, Patricia Inhasz, Ana Luisa,

Eduardo, Karen, Duda, José Ricardo, Juliana, Luis Otavio e Gustavo.

Aos guerreiros de jiu-jitsu da equipe Pedro Moreira por minhas auséncias nos

treinos, pelo apoio e motivagao para continuar buscando minha evolugao. OSS!

Agradeco também ao PitStop Pocos de Caldas e todos os seus funcionérios, que

por muitas vezes nos serviu como escritorio.

Agradego por todos os professores pelos ensinamentos, broncas e motivagao. Sai-
bam que sao exemplos a serem seguidos. Em especial ao Cassius, Enrique, Gardim e

Pamplona pelos seus ensinamentos.

Ao Samuel, pela longa auséncia que tive em outros estudos e por sua compreensao

e apoio.



Um agradecimento também a CAPES, pelo apoio financeiro ao programa de pos-

graduacao em fisica da Unifal-MG.

Por fim, agradeco ao meu orientador Cassius, pelas tantas horas de dedicagao e
comprometimento com meu trabalho, que mesmo nas horas vagas nao mediu esforcos para

me ajudar a realizar este sonho.

A todos vocés, muito obrigado!



"0 estado de pensamento que permite que o homem faca um trabalho desse tipo €
semelhante a adoragao religiosa ou de um amante; o esforco didrio nao vem da intencao
deliberada, mas direto do coracao.”

(Albert Finstein,1918)



RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo investigar a eletrodinamica generalizada em espacos-
tempo curvos. A partir das solugoes de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom para as equa-
¢oes de Einstein com simetria esférica e com independéncia temporal, deseja-se encontrar
solugoes que levem em consideracao a eletrodinamica generalizada. Para isso, deseja-se
encontrar uma expressao para o campo elétrico da eletrodinamica generalizada no espaco-
tempo plano e entao utilizar esse campo elétrico para encontrar as componentes da métrica
do espacgo-tempo curvo. Por fim, sera feita uma analise dos resultados obtidos tais como
o comportamento dos horizontes de eventos, o desvio da trajetoria de um raio de luz e o

atraso temporal de um raio de luz.

Palavras-chave: Schwarzschild. Podolsky. Buracos negros. Relatividade geral.



ABSTRACT

This work aims to investigate the generalized electrodynamics in curved space-time. From
the Schwarzschild and Reissner-Nordstrom solutions for the Einstein equations with spher-
ical symmetry and with temporal independence, it is desired to find solutions that take
into account the generalized electrodynamics. For this, we want to find an expression for
the electric field of generalized electrodynamics in the flat space-time and then use this
electric field to find the components of the metric of the curved space-time. Finally, an
analysis will be made of the results obtained such as the behavior of the horizons of events,

the deviation of the trajectory of a ray of light and the temporal delay of a ray of light.

Keywords: Schwarzschild. Podolsky. Black holes. General relativity.
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1 INTRODUCAO

Em 1915 , Albert Einstein publica a Teoria da Relatividade Geral, onde propoe
que o espago-tempo é curvo e que sofre essa deformacao através da agao da gravidade. Sua

equacgoes mostram como se dé a interagao entre gravidade, matéria, movimento e energia

(ISAACSON et al., 2007).

Sua teoria foi responsavel por grandes avangos na ciéncia e explicagao de fendme-
nos fisicos, por exemplo, o desvio do periélio de Mercirio que intrigava astrénomos da
época, que propuseram a existéncia de um planeta ainda nao observado préximo a érbita
de Mercurio, batizado de Vulcano (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975). Esse planeta
seria capaz de produzir uma perturbacao na oérbita de Mercurio que explicaria o desvio
sofrido. Porém, esse suposto planeta nunca foi observado. Utilizando de sua teoria, Eins-
tein mostrou que nao era necessario a existéncia de um planeta para tal desvio, pois seus

calculos conferiram exatamente com os dados observados.

Uma segunda prova (ou teste) para sua teoria foi que a luz poderia sofrer um
desvio de sua trajetoria se estivesse proxima o suficiente de um campo gravitacional
muito forte. Assim, para verificar essa hipotese, grupos de cientistas se propuseram a
observar as estrelas durante a noite e comparar as suas posi¢coes quando houvesse um
eclipse solar. Assim, o Sol iria desviar a luz proveniente de uma dessas estrelas. Véarias
equipes de cientistas foram formadas para tentar essa observacao e uma em especial, foi

para Sobral-CE (ISAACSON et al., 2007), onde puderam comprovar o efeito em 1919.

Outro teste bem sucedido foi o desvio da luz para o vermelho, que gera uma
diferenca nas frequéncias emitidas pela luz caso os emissores nao estejam em repouso
absoluto. Em 2016, o consoércio formado pelos laboratérios LIGO e VIRGO anunciou a
primeira deteccao de ondas gravitacionais de maneira direta, ondas essas ja previstas na

teoria de Einstein (SAA, 2016).

Mas foi logo ap6s Einstein publicar sua teoria que em 1916 Karl Schwarzschild pu-
blica um artigo com a solugao exata para a equagao de Einstein (SAA, 2016). A solugao
de Schwarzchild leva em consideracao um espago-tempo de simetria esférica e estatico,

que abordaremos nesse trabalho. Dessa solucao tém-se a primeira ideia de buraco negro.



Buscando outras solugoes para a equacao de Einstein, Reissner e Nordstrom utilizaram
de simetria esférica para um espago-tempo estético, mas que possui carga elétrica e as-
sim temos o buraco negro de Reissner-Nordstrom, que se diferencia do buraco negro de

Schwarzchild por possuir um campo elétrico (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975).

A solugao de Reissner-Nordstrom leva em consideracao a teoria eletromagnética
de Maxwell para o tensor energia-momento nas equacoes de Einstein. Aqui, pretendemos
analisar uma solugao com simetria esféria e estatica mas utilizando uma teoria eletro-
magnética mais geral, a Eletrodinamica de Podolsky em espagos-tempo curvos. Para isso,
vamos resolver as equagoes para o campo elétrico em espago-tempo curvo disponivel em
(CUZINATTO et al., 2018). A Eletrodinamica de Podolsky possui lagrangiana tnica no
espago-tempo plano, mas em espagos-tempo curvos é preciso acrescentar um novo para-

metro para que a lagrangiana seja unica (CUZINATTO; MELO; POMPEIA, 2007).

A escolha por abordar o problema utilizando a eletrodindmica generalizada de
Podolsky vem do fato de que a mesma nao possui a divergéncia para o campo elétrico
proximo a origem como a teria de Maxwell (GRATUS; PERLICK; TUCKER, 2015).
Embora esta tltima seja amplamente aceita no meio cientifico e muito contribuiu para
o desenvolvimento da ciéncia e tecnologia, a eletrodindmica de Podolsky também possui
diversas aplicacoes e apresenta grandes possibilidades de investigacao em Cromodinamica
Quéantica para uma teoria de segunda ordem, e para ordens superiores, uma generalizagao

para teoria Eletrofraca (ORTEGA, 2014).



2 ESPACO-TEMPO ESTATICO E SEM CARGA ELETRICA

Neste capitulo mostraremos como Schwarzschild obteve sua solugao para as equa-
¢oes de Einstein, assim como as consequéncias dos seus resultados. Schwarzschild publica
sua solucao em 1916, enquanto servia o exército alemao durante a I Guerra Mundial
(SAA, 2016). Os calculos envolvidos nesse capitulo estao em (ADLER; BAZIN; SCHIF-

FER, 1975) com ligeira modificagao na notagdo para uma versao atualizada.

2.1 A SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

. . : . 1 811G
A equacao de Einstein para a relatividade geral G, = R, — §ng, = 7T s
com a assinatura (+,---) é na verdade um conjunto de dez equagoes diferenciais, que

relaciona a curvatura do espago-tempo com a matéria.

A solugao encontrada por Schwarzschild para resolver as equagoes leva em consi-
deracao uma simetria esférica e um corpo estatico num campo livre de matéria e energia.
Levando em consideracao essas peculiaridades, o tensor energia-momento é 7" = 0 e
assim, o tensor de Einstein fica na forma
1

G =R, — 5

Rg,, = 0. (2.1)

o que reduz o problema a encontrar uma métrica que satisfaca R,, = 0, (basta aplicar

g" em (2.1) e o resultado segue).

Como estamos interessados em uma simetria esférica, vamos escrever o elemento

de linha ds* = g,,dx#"dz” da seguinte forma no espago-tempo de Minkowski
ds* = Adt* — (dr* + r*df* + r* sen’0d¢?).
Para um espacgo-tempo curvo, precisamos encontrar fungdes A, B, C, D tais que
o elemento de linha possua a seguinte estrutura
ds® = goo(dz®)* + g1 (dz")? + gao(dz®)? + gsz(dz®)?.
e como estamos utilizando um sistema de coordenadas esféricas, temos

ds* = Ac*dt* — (Bdr* + Cr*d6* + Dr? sen*0d¢?*).



Como nesse caso tem-se uma simetria esférica, nao ha dependéncia angular, de modo que

as fungoes C' e D devem ser iguais.

De fato, tomando um deslocamento € ao longo de um meridiano, temos que € = rdf
partindo do polo norte, o que implica que ds?> = —Ce?. Tomando um deslocamento € no

equador, temos que € = rd¢, o que implica que ds* = —De?. Logo, C = D.

Assim, podemos escrever o elemento de linha como

ds®> = Ac*dt* — Bdr? — C(r*d6* + r? sen®0d¢?).

E possivel simplificar ainda mais se escolhermos uma coordenada radial conveni-
ente 7 tal que 7 = /C(r)r. Sendo assim, temos 7* = Cr? e substituindo no elemento de
linha temos

ds? = Actdt? — Bdi? — (#2d6* + 72 sen®0dp?).

que podemos fazer, por comodidade

ds* = Ac*dt* — Bdr®* — (r*df* + r? sen®0d¢?).

Assim, restam apenas duas funcoes A, B a serem determinadas. Para manter a
assinatura da métrica, as funces A e B devem ser funcoes positivas, entdo sejam A = e*(")
e B =¢e)" onde A(r) e v(r) sdo fungdes a serem determinadas. Voltando ao elemento de

linha, temos

ds? = e’ e2dt? — MV dr? — (r2d6? + r? sen0dp?).
Para encontrar essas fungoes, vamos voltar a equagao (2.1), resolver

Ry = 0515, — Oulgs + I751%, — I'7 1735 = 0.

«

e encontrar os simbolos de Christofell nao nulos. Aqui, supondo que esse campo gravitaci-
onal descreve uma geodésica e aplicando o principio da minima acao, podemos encontrar

os simbolos de Christofell ndo nulos:

0 _ 0 _ 1.7 1 _ 1.7 v=A 1 _ 1y
oo e BRI
I'y, = —re I's; = —rsen®f e I', =15 =

= ==

'z, = —senf cos 0 Iy, =TI =cotd Iy =r



Lembrando que I, = e

log\/—g e g = det g,,,, onde indices latinos vao de 1 a

3 e indices gregos vao de 0 a 3. Entao o tensor de Riemann fica na forma
Ry = 0,0,(log\/=g) — 0175, + I, T, — I'1,0-(log \/=g) = 0.

Escrevendo g, na forma matricial para encontrar o determinante da métrica te-

mos:

G = = det g, = —e" Tt sen?g.

0 0 0 —r?sen?d

Entao, log/—g = M—I—Q log r+log | senf|. Assim, podemos encontrar as componentes

do tensor de Riemann resolvendo quatro equacoes diferenciais, as duas primeiras sao:

v oUN )

Roo = l/// + 7 - 5 + , = 0. (22)
VNV 2N
R].l = ]/// + 7 — T - T - 0 (23)

Resolvendo o sistema de 2.2 e 2.3, encontramos
V' 4+ N =0= v+ =k, com k constante.

k/2

Se fizermos uma troca na coordenada temporal de t por te*“, podemos tomar

k = 0, de modo que no elemento de linha isso é equivalente a trocar v por v + k. Entao

temos v = —A\. Voltando a equacao diferencial (2.3), temos:
2X
N =N 2 =0= (re ) =0.
r

(re™*)" = C com C constante.

Para Ry temos:
(e7*r) =1.

A

Integrando essa equagao, tem-se e *r = r — 2m, onde 2m ¢é uma constante arbitraria.

Sendo assim,




Para Rs3 obtemos (e™*r) = 1, que ja foi resolvida. Isso nos mostra que as solugoes

sao consistentes.

Sendo assim o elemento de linha fica na forma:

ds?* = (1 — 2Tm) (dx0)2 — ﬁ —7r? (d92 + sen29d¢2) : (2.4)

r

E esse é o elemento de linha de um espaco-tempo de Schwarzschild onde a constante
G

m ¢ definida como massa geométrica do corpo central, dado por m = ——. Vamos analisar
c

alguns limites importantes.

Para r — oo, ou seja, longe o suficiente da massa pontual, o espago-tempo se
torna assintoticamente plano. A medida de tempo de um observador longe o suficiente da

origem ¢é dada por .

Além disso, para r = 2m, o coeficiente da coordenada temporal no elemento de
linha se torna nulo e o coeficiente da coordenada radial tende a infinito. O raio r = 2m
¢ chamado de Rato de Schwarzschild. Isso mostra que para um objeto cujo r — 2m, o
tempo para esse objeto é diferente daquele medido quando » — oco. Quanto mais proximo

dessa singularidade, mais devagar o tempo passar em relacao aquele que esta assintotico.

2.2 A SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD EM COORDENADAS ISOTROPICAS

A solugao de Schwarzschild como foi construida na se¢ao anterior levou em con-
sideracao coordenadas esféricas, mas é possivel mostrar que a solu¢ao nao depende deste

sistema de coordenadas escolhido. Buscamos entdo um elemento de linha na forma
ds* = A(r)(dz°)* — B(r)do?.

onde do? = da? + dy* + dz* ou do? = dr* 4+ r2df* + r? sen®0d¢?, e as fungoes A(r) e B(r)

devem preservar o elemento de linha para qualquer escolha de coordenadas.
Definicao: Coordenadas isotropicas sao aquelas cujo elemento de linha toma a forma

ds* = A(r)(dz°)* — B(r)do*.

Nesse tipo de coordenada, t, ¢, e 6 nao sofrem variagao, enquanto que r — p(r).



O elemento de linha de Schwarzschild na forma isotrépica é definido por

il (1‘27m) Cdt? — X(p) [dp? + 7 (A6 + sen®0d?)]

2
- <1 - —m> Rdt? — N(p) do?

r

Comparando o elemento de linha em coordenadas esféricas com o elemento de
2

r .
linha em coordenadas isotrépicas, temos que 72 = \2p? e 5 = A2dp?, o que implica

que
+dr dp

r2 — 2mr p

Integrando, temos:
+log [(T2 — 2m7“)1/2 + (r— m)] =logp+ C, com C constante.
Vamos analisar alguns limites. Considere agora um observador longe o suficiente

tal que r > m
+log2r =logp + C.

Entao, tomando o sinal positivo e C' = log 2, para que no infinito r = p,

Vr2=2mr+ (r —m) = 2p.

Veja que
[(r —m)+Vr?— Qm?"] [(7’ —m)—Vr?— er] =m?.
m2
Dividindo pela equacao acima e depois somando, obtemos r —m = p+ s o que implica
D
em

m? m >
r:p—l—%—i—m:p 1+% .

2

Como A = t, temos A(p) = (1 + QE) . Assim, o coeficiente da coordenada
p p

temporal fica:

p(1+2ﬁ)2 (L+m/2p)°
P

(1 _ Q_m) 2m (1—m/2p)°



Agora, pondo m = 0, veja que temos o elemento de linha do espaco-tempo plano

m
ds? = c*dt?> — do?. Para um campo gravitacional fraco, esperamos que — < 1, entdo

. m
fazemos uma expansao de 1* ordem em —.

2
= <1 — m) (1 — T) Adt? — (1 + _m) do?.
p p p

12

ds?

12
VN
—_
|
> | ¥
N——
(@)

[\

Q,

~
[\

|
VRN VN

—_

_|_
[\
SE
N——

Q.

)
[\

GM
Comparando com o potencial classico | ¢ = ——) , (D'INVERNO, 1992), temos
r
que
2m 2 2kM
Joo = (1+—) = (1+—f> = (1— > )
p c c2p
0 que nos da o mesmo valor para m, ou seja, m = ——. Isso nos mostra que a solugao de
c

Schwarzschild é valida para qualquer sistema de coordenadas.

2.3 O PROBLEMA DE KEPLER DA RELATIVIDADE GERAL E O DESVIO DO PERIELIO
DE MERCURIO

Um dos testes da Teoria da Relatividade Geral proposto pelo préprio Einstein era

que sua teoria é capaz de resolver o problema do desvio do periélio de Mercurio.

De acordo com Kepler, a 6rbita dos planetas em torno do Sol é uma elipse fechada,
com o Sol em um dos focos. Mas a influéncia gravitacional dos outros planetas afeta essa
orbita, que nao sera precisamente eliptica. Na verdade, a trajetéria do planeta é uma
elipse na qual o semi-eixo maior rotaciona em torno do foco onde se localiza o Sol. Assim,
o periélio nao acontece sempre no mesmo ponto. A mecanica Newtoniana ja previa que

um pequeno desvio poderia ocorrer na orbita, mas que seria possivel obter esse desvio.

Algumas hipoteses que tentaram explicar esse desvio: (1) deveriam haver erros nos
calculos e uma analise rigorosa poderia encontra-los, mas mesmo com uma revisao dos
célculos, o erro persistia. (2) Deveria existir um planeta na 6rbita de Merctrio produ-
zindo essa perturbacao. O suposto planeta foi batizado de Vulcano e varias tentativas de

observagao foram feitas, todas sem éxito.

Vamos analisar o problema do ponto de vista da relatividade geral. Para isso

tomamos o elemento de linha de Schwarzschild (2.4), e lembrando que a 6rbita deve



seguir uma linha geodésica, temos que ¢ [ ds = 0. Assim

5/ [(1 - 277”) 22— (1 . 277”) T (9’2 + sen?d gé?)] ds=0.  (2.5)

As equagbes de movimento para #, ¢, e t seguem abaixo:

di; <T29> = r%senf cos 0¢°. (2.6)
d% <7"2 sen29q3> = 0. (2.7)

IR

Para r, vamos dividir o elemento de linha por ds?, obtendo a quarta equacao

diferencial e assim podemos resolver para t,r, 0, ¢.

-1
= <1 - 2—m> A% — (1 - 2—m) i — 12 (9‘2 + sen29q52> . (2.9)

r

Na mecéanica classica, a 6rbita de um corpo esta sobre um plano. Nesse caso, tome
0 =7/2 e =0 para algum s inicial.

Na primeira equagao de Euler-Lagrange (2.6) assumimos que 6 = 7/2. Substi-
tuindo na segunda equacao de Euler-Lagrange, temos

2(124) =0

r2¢ = h, com h constante (2.10)

Integrando a ultima das equagoes de Euler-Lagrange, temos

2m\ .
1— — ] t=1com [ constante
r

Vamos substituir esses resultados em (2.9), o que nos déa

om\ ! om\ ! h?
- (1 - —m> 22— (1 - —m> P2 (2.11)

r

Fazendo uma mudanga de variavel para deixar r como fungao de ¢, onde (’) significa

derivada com respeito a ¢
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Da equagao (2.10) temos que

Po= or
o= T—hQr’ (2.12)

Entao a equagao (2.11) fica

2m 0o h% . h? 2m

/

Agora, seja r = —. Isso implica que ' = Substituindo, temos
u

u? -’

(1—2mu) = 1*— h*u? — h*u® (1 — 2mu)

212 1 2
u? = (CT) + h—rgu —u? + 2mu? (2.14)
“ d
b = do+ / 4 (2.15)
272 1/2
w [clF—1  2mu ) 5
% + b u? + 2mu

A equagao (2.15) é a solugao exata do problema, porém, perdemos a visao ge-
ométrica da elipse. Para contornar essa situacao, diferenciamos (2.14) em ¢ e obtemos
2m

2u'u" = 3 u' — 2un’ + 6muy’. (2.16)

Uma solugao é tomar v/ = 0 = u = constante,= r = constante. Ou seja, temos nesse

caso um movimento circular.

Para u' # 0, podemos fazer

U 4 u= % + 3ma?, (2.17)

que possui estrutura similar para a equagao da 6rbita do problema cléssico de Kepler.
Vamos comparar com a derivagao da féormula de Binet para o movimento de uma
particula de massa m no centro de um campo de forga com uma fungao potencial mf(r),

(ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975), que segue abaixo.

Assumindo que o movimento esta no plano, temos que # = 0. A Lagrangiana

L= % [(%) L (2—?)1 — f(r) (2.18)
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nos da as equagoes de movimento

dr do\*
7‘2% = H, H constante (2.20)
df
de f'(r) = —.
onde f'(r) .
Considere a equagao da trajetoria r = r(¢) e a funcao u(¢) = ) Entao das
r
equagoes (2.20) e (2.19) temos, respectivamente
dr dr d¢ . H , , du
T = gt = Hg) — ()
= u” = H%u T
L f(r)
UII+U = ﬁ u2 (221)

que é a Formula de Binet para o caso geral.

Para o caso Newtoniano, f(r) = implica que

GM
U// +u = —F7 (222)

d
H = rzd—f:constante (2.23)

Comparando com (2.17), temos

m kM kM
B2 2rt(dp)ds)? 2t (de/dt)® (dt/ds)® (2.24)

Para movimentos lentos em campos gravitacionais fracos, (dt/ds)? = %. Entao

2
m kM kM

~

n2 " ri(dgjdt)?  H? (2.25)

Veja que a equagao cléssica (2.22) ¢é diferente da relativistica (2.17) pela adigao do

termo 3mu?. Esperamos que o termo 3mu? seja pequeno em relacdo ao termo constante
m

oL cuja razao ¢ 3h?u®. Substituindo (2.10) temos

: dol1? 1
3r?p? =3 [rd—f] 5 (2.26)

onde r(d¢/dt) é a velocidade lateral (velocidade perpendicular a r). Temos entao para

Mercurio o valor numérico de

3 serar/C =T, 7 x 1075,
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A equagao (2.17) pode ser interpretada como a equacao de Binet com potencial

fr)y==" _ 2 comy=mH?= kMh?

f(r) = —M (1 + ff—z) :

r

Se vy ¢ a velocidade lateral, u>h? = (1/r?) h* = (”—61)2, entao
kM 2
Flr) (1 + (2 ) .

r c
. . . . 3
Se o movimento for aproximadamente circular, v; = 2—:’? Da 3% Lei de Kepler, 7

N—

é constante, entao r(v/c)* = C e

firy= =M (1+ Q) ,

r r

sem a velocidade angular. Ou seja, temos aqui uma correspondéncia entre mecanica clas-

sica e relatividade geral.

Sendo assim, vamos aplicar a equagao (2.17) para o caso do periélio de Merctrio.
m kM 3k2M?

Seja A = 7 = oz ¢ = 2mA = v)eh adimensional. A equagao (2.17) se torna
2
Wt u= At (2.27)
A
cuja solucao ¢ do tipo
u(@) = uo(9) +ev(9) + O(<?). (2.28)
Substituindo, temos:
U2
up + v’ 4+ ug + v = A+5ZO +0(e?). (2.29)
Tomando os termos sem &, temos
ug +ug = A (2.30)
cuja solucao é
up = A+ Bcos(¢+0), com B e § constantes arbitrarias. (2.31)

E assim, chegamos em

up = A+ Bcos(¢), equagdo da elipse. (2.32)
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Tomando os termos de € em (2.29)

2
V' +u = A—l—QBcos(gzﬁ)%—BZcos?((b)

2

2
= (A + %) + 2B cos (¢) + QB_A cos (2¢). (2.33)

Precisamos apenas da solu¢ao homogénea e como (2.33) é linear em v, podemos

escrever v = v, + vy + v, onde v,, vy, V. 820 solugdes das equacoes

B2
" u — A -
v, TV + 54
v +uv, = 2Bcos (o),
B? cos (2¢)
"o, = ———2, 2.34
o que nos da
BQ
a — A YR
v + 5A
v, = Bosen(o)
2
= 2 2.
ve = - cos(20), (2:35)

e entao a solucao é v = v, + vy + v, :
2 2

+ oA + Bosen(¢) — 5 cos (2¢).

v=A4A 6A

Entao, para u = ug + v temos

2

2
u = (A +eA+ %) + (B cos (¢) — 66% Ccos (2gb)) + eBgsen(o). (2.36)

Com essa solucao, podemos calcular o desvio do periélio. Como o tnico termo
nao periddico é e Bgpsen(¢), a irregularidade ocorre por esse termo. Veja que para uma

primeira ordem de ¢

cos (¢ — ) = cos (@) cos () + sen(¢) sen(e¢) = cos (P) + epsen(o) (2.37)

e a solugao pode ser escrita como segue

V¥ B?
u:A+Bcos(gz5—5¢)+a(A+ﬂ—6—Acos(2gzﬁ)>. (2.38)
b2 BQ
Aqui, A+ B cos (¢) fornece uma base eliptica, e € (A + oA " 6A °s (2¢)) fornece

variagoes periddicas na distancia radial. A solugao entao é do tipo

u= A+ Bcos (¢ — e¢p) + (termos periodicos de ordem ¢). (2.39)
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O periélio ocorre quando 7 é minimo (ou v ¢ maximo). Derivando u com respeito

a ¢ e igualando a zero

o(l—¢e)=2mn ou ¢=2mn(l+e). (2.40)

Entao periélios sucessivos ocorrem em intervalos de

Ap =2n(1+¢).

O desvio do periélio por revolugao é dado por

SKEM 2) (2.41)

(5¢:27T€:27T (W

que esta em concordancia com a observagao do periélio de Merctrio. Esse resultado foi o

primeiro grande teste da Relatividade Geral.

2.4 MOMENTO QUADRUPOLAR DO SOL E O MOVIMENTO PERIELICO

Além da hipotese do planeta Vulcano para o desvio do periélio de Mercurio, outra

hipotese é que esse desvio seria explicado pelo momento quadrupolar do Sol.

Sendo assim, vamos agora analisar o potencial criado por uma esfera um pouco
alargada no equador. O potencial depende apenas de r e 6 e nao deve mudar em qualquer
ponto do plano equatorial. Seja f(r,0) o potencial em harménicos esféricos (ADLER,;

BAZIN; SCHIFFER, 1975)

flr,0) = kM D%} +0 (i) : (2.42)

r r? rd

O potencial usual da esfera foi corrigido adicionando o termo quadrupolo. Assu-

mindo que os planetas tem suas Orbitas no plano eliptico onde § = /2 o potencial fica

fr)=—-=. (2.43)

Da formula de Binet (2.21), temos a equagao diferencial para a fungao

u(¢) =r(¢)™

1 1 9 € o
W't u= s f(r) = 25 (kM + 3Bu ) = A+ o, (2.44)
kM kM
onde H = r*(d¢/dt) , A= — ee = M

H? H*
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Aqui, € é muito pequeno pois B depende da deformacao da esfera, que também é

6rkM
muito pequena. Como 0¢ = 2me = d¢ = Wh . B. Assim, o desvio da orbita ¢
0p  6mkM
S T HAT (245)

d
Agora, se r é a principal distancia do planeta ao Sol, integrando r2—¢ = H temos

dt
21r? = HT, o que implica em
T3
Da 3% Lei de Kepler, T?/r® = C constante, entao
3kMBC®/?\ _
Como apenas r muda de planeta para planeta, o quadrupolo deve variar como
3k2M?
r~7/2. Vamos comparar com a relatividade geral. Lembrando que d¢ = 27 [ —— |,
2 ]2
c

temos
6rk>M> 1 3EPMCY?
= = r .

S =
¢z H2T 272

5/2

Ou seja, o periélio deve variar com r~°/* na relatividade geral. Devemos entao levar

em consideracao os dois efeitos para a fazer medigoes

2 2,1/2 3/2
SZB)\kMC/ _5/2+3kMBC/ 2

5z " 27)? (2.48)

onde A e B devem ser obtidos experimentalmente de dois planetas.

A dependéncia de r nos efeitos relativisticos é diferente dos efeitos do quadrupolo.
A separacao dos efeitos relativisticos e dos efeitos do quadrupolo nas medi¢oes ainda nao
¢é possivel, mas medi¢oes cada vez mais precisas serao possiveis com o radar planetario de

reflexdo (SHAPIRO, 1966).

2.5 A TRAJETORIA DO RAIO DE LUZ EM UM CAMPO DE SCHWARZSCHILD

Continuando nossos estudos sobre a solugao de Schwarzschild, vamos considerar
agora a trajetoria de uma raio de luz sobre esse campo. Nesse caso, assumimos que a
trajetoria é uma geodésica nula e assim ds? = 0, ou seja, ndao podemos utilizar o parametro

s. Para contornar esse problema, usaremos o conceito de transporte paralelo, ou seja, que
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um vetor dz®/dq seja deslocado paralelamente de um parametro ¢ de acordo com a lei

geral

o B A
d <d1’ ) o, daP dx o, (2.49)

dg\dg )~ "7 dg dg

em que no deslocamento paralelo esse vetor deve conservar seu comprimento.

A equacao diferencial para geodésicas nulas é equivalente ao problema variacional

(ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975)

dz® da”
6/ga5 a7 da —dq = 0. (2.50)

Fazendo uma variagao em ¢, temos as equacoes do movimento na métrica de

Schwarzschild.

. 9 o
r?¢ = h = constante e (1 - _m) t = | = constante. (2.51)
r

Assumindo 6 = 7/2 e como ds® = 0, temos

-1 -1 7.2
0= (1 - Q—m) 22 — (1 - 2—m) 2 (2.52)

r

Fazendo u(¢) = r(lqﬁ),

0=c2? — h?u? — h*u? (1 — 2mu) . (2.53)
Diferenciando com respeito a ¢

u'(u” + v — 3mu?) = 0. (2.54)

Descartando a solucao u = constante, temos
" 2
u’ +u = 3Imu’, (2.55)
que ¢é a equacao da trajetoria do raio de luz.

Pode-se deduzir a equagao (2.55) a partir da equagao u” + u = ﬁ + 3mu?. De

fato, substituindo m e o valor exato de m/h?
kM (ds\? | BkMu?
do '

ull+u:

c2rd c2

Essa equagao para a geodésica segue direto do problema variacional (2.5). Tomando

ds* = 0 e que d¢ em geral é nao nulo

m_ KM (ds\*_
h2 2t \do)
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o que implica em v’ 4+ u = 3mu?. Além disso, 3mu? ¢ muito pequeno comparado com os

) ) 3 /r
outros termos. Veja que considerando 3mu e usando ry = 2m, temos 5 (—S) Como r,
r

para o Sol é da ordem de quilometros, para fora do Sol, a razao acima é muito pequena,
3m=c¢

u' 4+ ut = eu’. (2.56)
Suponha uma solugao para a equacao acima na forma
u=ug+ev+ 0 (g% £ = 3m. (2.57)

Substituindo temos

ug + ug + 0" + v = gug + O (7). (2.58)
Os termos sem ¢ nos dao

"
ug +up =0,

up = Asen(¢ — o)

que podemos ajustar os eixos das coordenadas para termos

up = Asen(¢) (2.59)
ou na forma radial
1
= —. 2.
rsen(¢) " (2.60)

Veja que rsen(¢) = y, ou seja, para a 1* aproximacao nao héa desvio do raio de

1
luz. Veja também que por (2.60) temos que — ¢ a distancia mais proxima da origem (o

A
Sol).
~sen(9) : (261)
Uy = — sen com ro= —. .
0= 0= 7
Agora, analisando os termos em ¢
" 2 1 2 1
V' +v=uy = 5sen”(¢) = -— (1 —cos (29)). (2.62)
rH 2rg

Vamos usar como solucao

v =a+ fcos(2¢). (2.63)
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Diferenciando, temos
v = —4fcos (2¢) = (2.64)

vV"+v = a—3Bcos(2¢) (2.65)

Comparando com os termos em (2.62), a equagao (2.65) é solucado se

_ _ ! (2.66)
a_27“§ © 62 '
Logo
1 1
v = 2—7%+6—7%COS(2¢), (267)
~sen(6) + g (14 5 cos (20) (269)
u = —sen — — Cos )
T0 2r} 3

Aqui podemos ver que a trajetoria sofre uma perturbacao de ordem ¢, o que provoca
o desvio. A trajetoria é assintota longe o suficiente do campo, quando se aproxima sofre

um desvio e depois volta a ser assintota. Isso implica que ¢ = 7 ou 0.

Seja agora ¢ muito pequeno tal que ¢ — 0 numa distancia muito grande, ou seja,
u = 0. Seja § o angulo com o eixo x. Entdo podemos aproximar sen(¢) por 0 e cos (2¢)

por 1. Substituindo em (2.68) temos

1 4 ¢
0 = —64+-——
o +32r8 ou
—2¢e —2m
§ = —— = 2.69
37”0 To ( )

O sinal de (-) indica que a trajetoria foi dobrada em diregdo ao Sol. Tomando

-2
¢p=m—90, temos § = m' A deflexao total sera
To
4 4G M
A= (2.70)
To C°To

Assim, a Relatividade Geral mostra que a luz sofre um desvio no campo gravita-
cional. Uma maneira de observar o efeito previsto foi de analisar as posicoes das estrelas
durante a noite e comparar com as suas posi¢oes durante um eclipse, onde o Sol causaria
o desvio dos raios provenientes de algumas estrelas. Em 1919, uma equipe de observadores
veio para o Brasil, mais precisamente na cidade de Sobral-CE, onde puderam fotografar

o eclipse e apds a analise das imagens, confirmaram o desvio previsto pela Relatividade

Geral (ISAACSON et al., 2007).
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Sol

Figura 1 — Desvio do raio de luz causado pela curvatura que o Sol causa no espago-tempo.

2.6 O TEMPO DE VIAGEM DA LUZ EM UM CAMPO DE SCHWARZSCHILD

O desvio sofrido pela luz como mostrado anteriormente provoca um atraso no seu
tempo de viagem. Se considerarmos a viagem de um planeta a outro, a curvatura da
trajetoria nao contribui para um atraso pois serd praticamente retilinea. Para ter esse
atraso no tempo é necessario um objeto capaz de fazer um curvatura consideravel no

espaco-tempo.

Vamos colocar um raio de luz que passe perto o suficiente do Sol para sofrer os
efeitos da curvatura. Vamos colocar também essa trajetoria paralela ao eixo x : rsen(¢) =

ro € 0 = /2. Veja que 1 é a distancia mais proxima do Sol.

Para um elemento de linha tipo luz temos

2 dr?
0= (1 - —m) e — 22 (2.71)
r 2m
r
Da equacao rseny = 1y podemos escrever
radr?

272
rede® = 5 3
r? —nrg
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Extraindo a raiz e expandindo até a primeira ordem de m.
dr? radr?

2 12 _
T N R [

dr? (1 —2mr3/r?)
(1—r3/r?) (1 - 2m/r)2
2 2
cﬁ:_gﬁ_g+ﬁ_@g. (2.72)

V1—r13/r? r r3

Integrando, temos
<, [r2 —rd+ rp) <\/r§ —ri+ re)
ct = (\/r2—r§+/r2 =15 )+2mIn 5
2 _ .2
[V v
Tp Te

To

(2.73)

Onde a integral vai de r = ry a 7, (raio do planeta) e r = r¢ a r. (raio da Terra
(Earth)), ou seja, do ponto da trajetoria mais proximo do Sol até o planeta e depois
novamente do ponto da trajetoria mais proxima do Sol até a Terra. O primeiro termo

corresponde ao espaco plano, e os dois ultimos no aumento da distancia.

Planeta Terra

Sol

Figura 2 — O aumento da trajetoria do raio de luz implica num tempo maior para a recepgao do
sinal.

No sistema solar podemos tomar r como coordenada radial e ¢ como tempo fisico.
A principal contribui¢ao no tempo da viagem vem da trajetoria proxima ao Sol, onde ha

maior desvio no caminho.
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Assim, mostramos que um campo gravitacional altera a trajetoria de corpos e
também da luz. Como ¢ é a maior velocidade possivel, uma trajetoria maior implica que
a luz levara mais tempo para chegar ao seu destino, dentro de um espaco-tempo curvo.

Este foi um dos testes da relatividade geral discutido por (SHAPIRO, 1972).
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3 O CAMPO DE UMA MASSA PONTUAL CARREGADA

3.1 A SOLUCAO DE REISSNER-NORDSTROM

Depois de toda a analise anterior feita em um campo de Schwarzschild, vamos
investigar agora como ¢ um espago tempo onde além da massa, o objeto possui carga
elétrica. Vamos considerar que existe uma simetria esférica e que nao ha rotacao como
anteriormente. Assim, nao ha campo magnético envolvido, apenas o campo elétrico. Nesse

caso, o tensor energia-momento nao é mais nulo e o tensor de Einstein fica na forma

81k

1
Gw/ = R,uu — §Rguy = —C—QTMV. (31)

Agora, lembrando que devido a anti-simetria o traco do tensor eletromagnético

¢ nulo, (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975), T" = 0, vamos fazer uma manipulagdo no

Y 1 o[ 8Tk
(rton) - (22

tensor de Einstein.

R—-2R = ——-T
c
k
r = Tt
c
Substituindo no tensor, temos que
1 8k
R;w - §Rg;w = _?Tyu
187k 87k
R/“/ = 50_29#VT - C_QT'LW
8tk (1
R/“/ = ? (§guyT - T/I,ll) .

Como T' = 0 e as equacgoes de R, ja foram encontradas, resta agora encontrar
as equagOes para 7). Assim, nosso trabalho se resume a resolver (ADLER; BAZIN;

SCHIFFER, 1975)

C 1
Ruy = CTy = 5 | FuaFY + Z—LgWFa/gFO‘B (3.2)

onde C' é uma constante.
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Da relatividade especial (JACKSON, 1999), temos que

0 —-E, —E, —E,
E, 0 —-B. B,
(3.3)
E. B. 0 -B,
E. —B, B, 0

Como estamos trabalhando com simetria esférica, dependemos apenas de r, e como
estamos supondo que nesse caso nao ha movimento da carga pontual, temos que B = 0,

ou seja:

0 —E. 00
E. 0 00
F.= (3.4)
0 0 00
0 0 00
Temos também que a métrica nesse caso é dada por
e 0 0 0
0 —e* 0 0
Guv = (35)
0 0 —r? 0
0 0 0  —r?sen?(6)
e sua inversa é
e’ 0 0 0
0 —e?* 0 0
g — (3.6)
0 0 —T% 0
1
|00 ol

Como queremos F*7, vamos subir os indices de F),, utilizando a métrica e sua

inversa, ou seja, resolver F°# = g“agﬂTFm7 o que nos da

0 100
-100 0

FH = e~V E (3.7)
0 000
0 000
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Agora, da definicao do tensor de forca de campo duplo, F*™ = /—gF*"", e como
V=g = (e’ senQ(G))l/Q, entao

FHT = e~ N/2p260n(0) E

[a)
o o o =
o o o O
o o o O

Ainda nas equagoes de Maxwell, 0, (F*7) = 0, (v/—gF"") = 0, e como E nesse

caso depende apenas de r, tomamos 7 = 1, assim

HF? = [eNPE sen(@)]/ =0 (3.9)
= ¢ V22 Fsen(f) = constante = ¢
” €
E = ¢ H)/Qﬁ‘ (3.10)

Para um observador longe o suficiente tal que r tende a infinito, temos que v, A — 0

e ai 0 campo elétrico é o do espago-tempo plano. Sendo assim a equacgao (3.10) possui a

forma usual, com ¢ = %, onde () é a carga da particula.
vy

Agora resta encontrar F& = g**F),;

0 e* 00
e’ 0 00
F*=FE (3.11)
0 0 00
0 0 00

T

Podemos assim calcular 7),, = = [FWFO‘ + %ngagFaﬁ} Temos

—er=Y/2 0 0 0
o /€l 0 e=N/2 0 0
FNOZFT = 6( +>\)/2T_4 7
0 0 00
0 0 00
1000
210 100 262
af _ < _
FO{BF —TT' ﬁ _F
0000
0000
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e — -
—e” 0 0 0
2 0 e 0 0
Tl“' - 262 4
cr 0 0 —r? 0
0 0 0 —r’sen?(9)

Sendo assim, vamos igualar os termos R;; com os termos Tj; e resolver as equagoes.

s .y Ny 2 v
- v 12
Roo € |: 5 + 4 4 4 (3 )
I/// )\/V/ V/2 )\/
_ v A 1
F 2 P T (3.13)
Y rv rXN
= 14— — 2| -1 14
RQQ € |: + 9 ) } (3 )
Rsz = Ryysen®(6) (3.15)

R,, = 0, parapu#7

Multiplicando a equagdo (3.12) por e~ e somando com (3.13), temos

N+ =0 = X+ v =constante. (3.16)
Para r — oo, A e v — 0, logo, A = —v. Substituindo na equagao (3.14), temos
Ce?
v noo_
e’ [1+r/] = 52,2
Ce?
/
o= 1 3.17
(re”) + 52,2 (3.17)
2m  Ce? 2m kQ?
= = 1-"_ =1—-— ) 3.18
c r 2c%r2 r + dmctr? (3.18)

Onde a constante de integracao ¢ 2m pois caso tivéssemos € = 0, entao R, = 0
e assim teriamos o caso de Schwarzschild. A equagao (3.15) nos da o mesmo resultado,
mostrando que a solugao é consistente. Portanto, na teoria eletromagnética de Maxwell,

levando em consideracao as simetrias esféricas para o caso estatico o elemento de linha é

2 2\ 1
ds? = <1 _2m C_g> Adt? — (1 _2m e > dr? —r? (d92 + sen2(9)d¢2)

(3.19)
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3.2 ELETRODINAMICA DE PODOLSKY

A equacgao (3.19) nos déa o elemento de linha para um Buraco Negro sem rotagao
com carga elétrica, chamado de Buraco Negro de Reissner-Nordstrom, que utiliza a ele-
trodinadmica de Maxwell. Como sabemos, a teoria Maxwelliana possui uma divergéncia na

origem para um potencial de Coulomb classico (JACKSON, 1999), (SOUZA et al., 2016).

A eletrodinamica de Podolsky é uma teoria que leva em consideragao um modo
massivo para féton e também possui a simetria de Lorentz, a qual chamamos de Ele-
trodinamica Generalizada (PODOLSKY, 1942), (PODOLSKY; KIKUCHI, 1944), (PO-
DOLSKY; SCHWED, 1948). O modo massivo dado pelo pardmetro a, que é inversamente
proporcional a m, ou seja, a massa do féton. Esperamos que a eletrodinamica de Podolsky
corrija a divergéncia do campo elétrico de Maxwell proximo a origem, o que se mostrara

muito util adiante.

Vamos desenvolver agora os conceitos da eletrodinamica de Podolsky para que pos-
samos aplicar depois como fundo em um espago-tempo com carga elétrica e sem rotagao.

Os célculos aqui mostrados podem ser encontrados em (SOUZA et al., 2016).

A lagrangiana de Podolsky é dada por

1 2
L=Lp=—7Fub" + %aHFWagFE , (3.20)

onde F), = 9,A,—0,A,. Aplicando o principio da minima agao para Lp = L(A,,0,A,,0,0,A,).

05

/ SL(A,,0,4A,,0,0,A,)d"z
o

oL oL oL
= [ 5o s O s

oL oL oL .

(5(@;&,‘4#)} d*x

Usando a regra do produto no segundo e terceiro termos do integrando, temos

oL oL oL
o5 = /Q [EM“”” (a@Au)M“) O (a@An) o
oL oL
_ % 5,64, -0, [T A)| dz.
0 [a@%)&/“ “)} % (a@pauAu))a““ “)]dx

Usando a regra do produto no tultimo termo do integrando e substituindo na la-
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grangiana, temos

- [Bhona () o )]
) o ] o bty o]

A segunda integral se refere aos termos de superficie. Assim, do principio variaci-

Para melhor visualizacao, vamos reescrever a Lagrangiana tomando o cuidado de

onal obtemos

nao misturar os indices
1
L=Lp = —1 (0,A, — 0,A,)n “5 vy (OcAy — OpAe)

+g#wwwm@—a@m)%@@@—a%@)

Analisando os termos, temos:

oL 0 1
4#

2
- —_— | = j04 a_ a3 6 _
94, — 94, FJ’—%2%F @@) 0, (3.22)

pois nao ha dependéncia de Ay em L,. Analisando o segundo termo temos que

oL 0 1
— i _ u£ vy _

+amﬁww%h—a@&) @@@—@%@0

2
= 411 (576A 675A) 0" (e Ay — Oy Ae)
1
1 (0,A, —0,A,)n g (5755 517)52)
= 1 (F’Y)\ — Fx\v) 1 (Fw\ — F’W)
4 4
= —F

Ou seja,
oL

a@mg:_mA (3.23)
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Para o terceiro termo temos

oL 0 1
= = [ (9e Ay — O A) 1 (9 Ay — Oy A
0(0,0.4,) a<6payAH)< 1 (0 = 0,A) " (eAy — DuAe)

+“2 19059 (0,05 Ay — BadsAs) 1T (8,05 A5 — araﬁAa))

= “277M P00, Fop (60050 — 60505 ) + a2 100" Do Fig (626401 — 02057 )

2
_ “2 0P [0, Fys0h08h — Or Fapdlo%sh + On Fsgdl 004 — 0, Fss02040%]
2
a

— G O 0,F) = (O, F™ + 0,F™)
— 2 [ pl/a Fos npua Foa/]

Ou seja
oL

— 42 [op Foz/\_ oA Fer] 24
DAy O 0] (3:24)

Voltando & equagao de Euler-Lagrange, substituindo as equagoes (3.22), (3.23) e
(3.24) em (3.21), e ainda lembrando que o segundo termo de (3.24) se anula

Demonstragao. Tomando as derivadas na equagao (3.21)

oL

0 | e

} = a217"”808p80F0‘>‘ - azn")‘aa('?paaF“”

temos que
oL

%0, [a (0,0,45)

onde [ é o operador D’Alambertiano definido como [ = 09, e

] = a’00,F** — a?0* (0,0, F)

020 (9,0, F7) = 0

De fato, dado que 0,0, = 0,0, e F*’ = —F"* podemos escrever
0,0, F° ;(80 + 0,0,)
= % (0,00 F Y + 0,0,F ")
= % (0,0, F Y + 0,0, F")
= % (0,00 F' " — 0,0, F*)
=0
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Temos entao
—0, (=F) + a®00, F* = 0, (3.25)
que podemos escrever como

(14 ¢°0) 9, F"" = 0. (3.26)

Essa é umas das equagoes de movimento da eletrodindmica de Podolsky. A segunda
dessas equacoes é

a[u Foe) = Ol o + 0o Fup + 0, F5 = 0. (3.27)

Da equagao (3.26), e da condigdo de gauge de Lorentz generalizada (GALVAO;
PIMENTEL, 1988) (1 + a?0J) 9, A* = 0 temos

(1+ a®0) 9, F™ 1+ a’0) 9, (9" A” — & A¥)

= )

= (1+a’0) 04" — (1+a°0) §,0" A
= (14+a’0)04" - 0" [(1+a’0) 0,A%]
= (1+a0)

1+ ¢?0)0AY.

Substituindo esse resultado na equacao (3.26), obtemos a seguinte equagao a ser

resolvida.

(1+¢°0) 04" = 0. (3.28)
Vamos aplicar a transformada de Fourier de A* para resolver essa equacao

ey = [ Ay

, - Cipear O .
0,A”(2") = A”(pH)e P p (—ipaa?) d'p
= [ A @p")e ™ (—ip,) d'p
A 0 . .
apapAu(:L,u) _ V(pu)e—lpxx 77/)1/_ (—Zpr)‘) (_pr) d4p

ox?
AY (p)e™ P (—ip,) (—ip,) d'p
AY (p")e™ P (—ip?) (—ip,) d'p

A (p)e= e (—p?) d'p

\\\?\\
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Repetindo os passos anteriores e substituindo os resultados na equagdo (3.28) te-

remos
/fl"(p“)e””*xA (—p2) dp + cﬂ/fl”(p“)e"p*xA (—p2) (—p2) dp=0 (3.29)
ou
/zzl’j(p“)e_ipwA [p* (1 —a®p?)] d*'p=0. (3.30)
Para satisfazer a integral acima, queremos que
P’ (1—d’p?) =0 (3.31)
onde uma solugao é

p* =0. (3.32)

A equagao (3.32) é chamada de Relacao de Dispersao de Maxwell. Lembrando a
definicio do quadrimomento da relatividade especial p* = (p°, p) = (€, ), com a ernegia

€ e 0 momentum p, entao
P2 = Py = N = P20 — plpt — p2p? — pPp® = €2 — 2. (3.33)

E entdao p? = 0 nos da € = 5 2. Comparando com a relatividade especial, €2 =
P 2+m? s6 é possivel se m = 0, ou seja, na eletrodinamica de Maxwell, o féton tem massa

nula.

A outra solugao de (3.31) é
1—a*p*=0 (3.34)

que substituindo (3.33) em (3.34) nos da um modo massivo para o féton. De fato:

2

1-d*(-p?% = 0
A€ —p?) =1
1
2 =2
€ —pP = ?
ou seja,
1
e =p2+ = (3.35)
_ : s 1
e comparando com a relatividade especial, temos que m* = —.
a

Portanto, na teoria eletromagnética de Podolsky, temos um termo a que nos fornece

um modo com massa e um modo sem massa para o féton.
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3.3 BURACO NEGRO NA ELETRODINAMICA DE PODOLSKY

Aqui, vamos investigar melhor a lagrangiana de Podolsky e suas solugoes para que
possamos aplicd-la em um buraco negro. Mais detalhes dos célculos apresentados estao
disponiveis em (CUZINATTO et al., 2018). Para comegar, a lagrangiana de Podolsky é
construida sobre as hipoteses:

1- Deve ser invariante sobre transformacoes de Lorentz;

2- Deve ser invariante sobre transformacoes de gauge U(1) do grupo de simetria A, —
Ay + 0y

3- Deve resultar em equagoes de campo linares;

4- E dependente no campo de gauge e suas duas primeiras derivadas.

A lagrangiana de Podolsky no espago-tempo plano (L,,) é uma combinagao dos
termos de Maxwell e termos de 0.F"0.F" em Minkowski. Analisando as possibilidades, as

nao nulas sao:

LYV = 95F*P0,F)
L® = 9gF*0,Ff
L® = 9;F*9°F,,

Veja que L? = LY + termos de superficie e Ly pode ser obtido de LY quando

a identidade de Bianchi é levada em conta.

Demonstracao. LY = LY + termos de superficie . De fato,

LP = 95F*0,F?
mas
O3 (FO‘W('?VFC‘?) = 0sF*0,FP + F* 050, F”
entao
OsF* 0, FY = 05 (F*0,FY) — F*1030,FY
o que implica em

L? = 05 (F0,F?) — F*1050,F?

mas

0, (F¥0,F7) = 0,F*0,F° + F*'0,0,F?
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o que resulta em

L’STZL) = O (FM&VFE) — 0, (FavaﬁFo?) + avFMaﬁFf
L? = LW 4 termos de superficie
O
E agora para Lg) = 2L$Z).
Demonstragao. Seja
85FM + OaFw + &yFﬁa =0
que podemos escrever
IpFoy = — (OaFys + 0, Fpa)
Como
LY = 9P F*195F,,
temos
LY = —(0aFyp+ 0,Fpa) °F™
= — (0PF*0,F,5 4+ 0°F*10,F,)
que pela antissimetria
LY = 0gF 0, F) + 0°F*0,F,g
L¥ = 2L?
O

Assim, mostramos que a lagrangiana de Podolsky é tinica no espago-tempo plano,

dada por

1 2
Lin = —7F*Fog + %@F“”&YFJ (3.36)

onde — é um parametro de massa.
a

Vamos agora fazer o acoplamento com o campo gravitacional n** — ¢g"*, 9,, — V..
Como consequéncia a Lagrangiana fica na forma L,,(A, VA, VVA). Agora impomos a

simetria

oL oL oL

mSA _mm L(0A . Tm J(0A,) = 37
a4, Mt g, VOt gy, Ay VAV =0 (3:37)
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onde 0A, = V,a. Considerando a independéncia funcional de o, temos

L,
0L,
o, 4, Ve =0 339
oL,,
_ 5 =0 3.40
8(V)\VZ,A#)V/\V Vo ( )

Analogamente, para que ocorra no espago plano, a Equagao (3.38) acima mostra
que L, nao depende explicitamente de A,,. De (3.39) nés vemos que L,, depende de V, A,
apenas numa anti-simetria £, = V,A, — V,A, e derivadas de F},,,.
Substituindo as equagoes (3.38), (3.39) e (3.40) em (3.37), temos que esta equagao
(3)

é satisfeita para todos os termos. Vamos checar agora se LS}L), L,(ﬁ), Ly, sao equivalentes.

Pela versao covariante da identidade de Bianchi

VﬂFa,y + Vang + nyFﬂa =0 (3‘41)

é possivel mostrar que L$;? = 2L§,%). Por outro lado,

L® = YV (FPVzF*) — V4(FV, F*) (3.42)

m

+RypFOFP + Ropp, FOVF*? + L

Os dois primeiros termos sao de superficie. A nao comutatividade das derivadas
covariantes implica na presenca de dois termos extras.

1 2 v’

e entao podemos escrever

1 2 4 2p?
Lm — __FaﬁFaﬁ + (G_FT)

1 VFPV L F + 0 (Rog FF? + Ropsy FVF)  (3.44)

Essa expressao mostra que a eletrodinamica de Podolsky obtida pela técnica de
Utiyama apresenta dois termos devido ao acoplamento nao minimo em adi¢cao ao termo

usual obtido em (3.36). Temos entao dois casos, com b= 0 e b # 0.

Vamos levar em consideracao agora a A¢ao de Einstein-Podolsky, dada por

1
S = on d*rv/—=g(—R+4L,,) (3.45)
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onde L,, ¢ dado por (3.43). As equagoes de campo correspondentes sao obtidas da variagao

de S com respeito ao campo Au e g". Variando com respeito a Au temos
V, [F* — (a® +2b°) H* + 2b°S"] =0 (3.46)

onde H" = VFKY — VYK" e S" = FMRY — F*RE + 2RI FP, sio tensores anti-

simétricos, com K" = V, F#7.

Variando com respeito a g*”

1 a
Ry = 59w R = 81T, = 87 (T + 15, +1Tp,) (3.47)
onde
M 1 o 1 af
T;w = E F,LLUFV + g/u/ZF Faﬁ (348)
a CL2 Y B g,ul/ B
T;w = E [guquvny +7K K/B
+2F((ZVV)KO< - F(O;L vozKu) - K[,LKI/:| (349)
o~ Ll iEev,E, 4 FLVALE,
[ 72 % _Zgw/v V,B ay + (“V V5 )Y
+F VY, PP — v, <F5V(H FJ))} (3.50)

e a notagao (...) representa simetriza¢ao com os indices pv.

O trago do tensor energia momento é:

a? + 20 8 b yaxyB VI
T= = ) K"K+ - [2Vs (F*V o) + F71S), (3.51)

Considere agora o caso onde hé simetria esférica e o campo é estatico. O elemento
de linha é:

ds? = e"dt* — e A dr? — r2d6? — 1% sen®dg? (3.52)

enquanto o campo eletromagnético é dado por:
F,, = E(r) [6160 — 8%] (3.53)

e assim o campo é caracterizado completamente por trés fungoes: E(r), e as componentes

gravitacionais v(r) e A(r). Assim, a equagao (3.46) pode ser escrita como

v+
e 2

72

E — (a® +20°) 0 Ko + 2b°S1o = C (3.54)
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onde C é uma constante de integracao,

Y
SlO = Ee_’\ (V >
r

Os componentes nao nulos de (3.47) sao

onde V' = 0,v = O1v

N1y 1
- _ 0
[V 1 r L
—€ (? - 7"_2) + 7’_2 = 87TT1 (356)
1
—4—€_>\ (V' = N)(2+7/)+ 21" = 8Ty (3.57)
r

11

2K Ky  2B\* 2B’
70— -9 {E [E —2(a® + 20%) 0 Ko + 462Sy0] + -0 + 207" [(—0 + —) + =
qg T

gll r

(3.58)

911 gll r

2 )2 Ky 2E\> 2E?
7i= 99 {E[E—Q(a2+2b2)alKo+4bQSm}—a—°—2b29”[(—°+—) +

(3.59)

00411 K21 202K?2 K, 2E\?’ E 2[2
Tf:&{ﬁ—a? [QEalKo——O} + 0 gt [(—°+—> L BSo 287

S gl gl g1 r 211 r2
(3.60)
A simetria esférica faz com que o traco do tensor energia-momento seja
2 2p? b? 4K, b? 3v—XN 6
T:<a )900K3+—g00911E 0, Ky — —20 +_900(911E)2 oV _ =
4 ™ r T 2 r r?
(3.61)
Subtraindo (3.55) de (3.56), temos a relagao
NtV ol oK\ o (Ko 2E\®> 2E?
5 =99 |a P +2b F—i—T +7 (3.62)

que nos sera 1til para encontrar uma métrica para o espago-tempo com a eletrodinamica

de Podolsky.

r2

}
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A eletrodindmica generalizada de Podolsky em espacos curvos apresenta uma tnica
lagrangiana, que possui o termo b adicional. Aqui, o que queremos é encontrar solugoes
para o campo elétrico (3.54) quando temos um espago-tempo com simetria esférica e esté-
tico, tal como Reissner-Nordstrém, como feito em (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975)
mas utilizando a eletrodinamica generalizada de Podolsky ao invés da eletrodinamica de

Maxwell.
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4 O CAMPO ELETRICO DA ELETRODINAMICA GENERALIZADA

Como vimos anteriormente, temos a equagao que descreve o espago-tempo esferi-
camente simétrico e estatico dada por Schwarzschild. Reissner e Nordstrom acrescentaram
carga elétrica e assim temos um espago-tempo com as mesmas caracteristicas de Schwarsz-
child, mas agora com um campo elétrico, com as mesma simetria e estatico. O que estamos
propondo é encontrar o campo elétrico para esse espaco-tempo de Reissner-Nordstrom,

mas utilizando a teoria da eletrodinamica generalizada de Podolsky:.

4.1 CAMPO ELETRICO DE PODOLSKY NO ESPACO-TEMPO DE REISSNER-NORDSTROM

Aqui vamos usar a equagao (3.54) para encontrar o campo elétrico da eletrodina-

mica de Podolsky. Assim, dado a equagcao

E — (a® 4 2b°) 0, Qal (rE) ) + wZ () =L (4.1)
72 r r2 '
vamos tomar e = (1 — 27m + g), pois desejamos que a métrica que serda obtida

futuramente seja uma aproximacao da métrica de Reissner-Nordstrom.

Substituindo temos

— (a*+20%) (r* = 2mr + ¢*) E" — (a® 4 2b%) (2r — 2m) E

8 6g> 2 5¢
_[aQ(—2+—m——qQ)+4b2(—1+—m—l)—r2]E = q (4.2)
T r T

r2
que é uma equacao diferencial linear de segunda ordem, cuja solugao nos fornecera o

campo elétrico de Podolsky com o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom como fundo.

Porém, devido a complexidade proveniente dos coeficientes da EDO, vamos aqui
solucionar para um caso particular mais simples, tomando como fundo o espago-tempo

plano.

4.2 CAMPO ELETRICO DE PODOLSKY NO ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI
Para o espago-tempo plano (m = 0) sem fontes temos a equagao

— (a®+20*) r*E" — (a® + 2b°) 2rE' + (2a° + 40° + 1°) E = —q. (4.3)
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Dividindo todos os membros por — (a? + 2b?), podemos escrever
r2E' 4+ 2rE + <—2 o ) E=—191__
(a2 +202) ) (a® +202)

Essa equacao nos fornece o campo elétrico de Podolsky no espago de Minkowski. Vale
lembrar que no espago-tempo plano a lagrangiana de Podolsky ¢é tnica, onde temos a
presenga do modo massivo do campo dado pelo parametro a. O parametro b corresponde
ao termo de acoplamento nao minimo da lagrangiana de Podolsky, o que faz que ela seja
tinica no espago-tempo curvo. Como desejamos encontrar solugoes dessa eletrodinamica

€1 espagos—tempo CUrvos, vamos preservar esses termos.

Para solucionar a EDO acima, vamos fazer uma troca de variével
18
v/ (a? + 2b?)

Isso implica que as derivadas terao as formas

xr =

d  ded i d
dr — drde /(e + 20 da’
2 -1
dr2 (a4 20%) da?

Assim, substituindo as trocas na equagao, obtemos a EDO

9 . . 2 q
E +2zFE —2)F=———. 4.4
oL+ 22 +(x ) (a2+2b2) ( )
onde “ponto” significa derivada em relacao a x.
Analisando a equagao homogénea associada
22Ey, + 22E), + (22 — 2) B, = 0, (4.5)

percebemos que ela pode ser escrita como uma equagao de Bessel esférica, tomando n = 1:

d? d
xQd_xz + 2x£ + (2> =n(n+1))y=0. (4.6)

Assim, sabemos que a solu¢ao homogénea sera

Eh( (a2+2b2)>:Aj1< (a2+2b2)>+Byl< (a2+2b2)>’
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onde 71 (z) e y1 () sdo as fungoes esféricas de Bessel, escritas como

. ™ Senx COS T
Ji(x) = 4/ gt]g (z) =
(e (e COSI‘ senx
= S vi@) =/ 2T _ senw
v (@) 2x % 2x x? x

De posse da solugao homogénea, precisamos agora determinar a soluc¢ao nao-

homogénea. Para tanto, vamos utilizar o Método de Variacao dos Parametros. Seja E, ()

uma solucao particular dada por

E, () = a(z)ji (z) + B (z) 1 (x)
e suas derivadas

By(@) = &2 (@) + 5@ () +ale) D+ 5 (0) i (o),

By() = 605 @) +a@ D+ 3@ @)+ 5 @) @)

+d(x)di;+oz(x)%+B($)y'1(33)+5(x)yl(33)-

Substituindo na equacao nao-homogénea, obtemos

ﬁ = (2 =2) (a(2) 51 (x) + B () y1 (7))

o9 (Oé(x)jl (z) +B(:p)y1 (x) +&($)%+5($>Ql ($)>

b (A0 o)+ B ) 0+ 2 o) B 420 0 (0) 4 o) 2 46 ) o)

onde podemos escrever organizando os parametros do seguinte modo

04(3:)( fl]§+2x%+(:ﬂ —2) i (x ))

+8 () (2§ (x) + 2z () + (2 = 2) y1 ()
9 (.. . - i djy
o (6 (0) o)+ 6 (2D (042 ) B2 4200 )
420 (6(0) 31 () + 8 (0 () = oy
Usando a solu¢ao homogénea isto se reduz para
(83 0+ AW () + 200 L2423 () o))
+2z (a () 1 (x) + B (x) yn (93)> = (afq%z)-



O método exige que se imponha a condicao de integracao:

. ‘ : _ () = —B8 (z N
d@) @)+ 8@y (@) = 0= d(@)=-F) >,

alz) = _"xyl(x)_'x _yl(:v)%
« o B()< Ji@fde (@)

e assim encontramos

e ([-3w28 —p (- 2 ((x”?] Dy ) )

+0 () y (2) +2 [—5‘ (z) gi gg] dj

Fazendo as distributivas e simplificagoes chegamos em

2 (i 0) = 20D §0) =

g1 (x) dzx a? + 2b%)

Isolando ﬁ (x), finalmente chegamos em duas equagoes:

2 (r) — q J1 ()

P = @ 2 (L@ i (@) - B @)
q Y1 (33)

@+ 29) 22 (o (@) 41 (@) — g (@)

a(r) = —

Lembrando da definicao de Wronskiano

podemos escrever as equagoes como segue:

: . q Ji ()
Blz) = (a? + 20%) 22W (z)’
i(r) = — q y1 ()

(a? + 2b%) 22W (x)

Vamos calcular o Wronskiano:

Y1 ()

q

ps 26 () i (1')) = (@ +21)

COsS T

)
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senx

Wiz) = <:r2 v /) dx

dr \ 22 T
(senx CcoS x) 1

2 T

5 — (2 cost — x2cosx + 2x senx)
T T T
1

- ( 2senx — 2senx + 2z cos :v) <—
T

cosT  senxt )
2 T

senxr  cos x) d ( cos senx) d <senx cos :L‘) <

xr2

X

)
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e assim temos expressdes para 3 () e &(x):

: _ q ey g
Bla) = (a2—|—2b2)x2W(:c)_(a2—|—2b2)‘71<x>’
a(z) = ——5r ni@ _ e (@),

(a® + 2b%) 22W (z) (a? + 2b?)

Fazendo uma integragao simples, encontramos os coeficientesf (z) e a (z)

B(z) = m/ﬁ (2) d = (azf%z)/<s?;x ey,

a(z) = —ﬁ/% (x) do = _ﬁ/<_cff - Sexm> dx.

Agora, dada a féormula de Rayleigh para as fungoes esféricas de Bessel

jnlz) = (—2)" <id%>n se;x’
yn (z) = —(—z)" <idix>" Co;x7

podemos tomar o caso particular onde n =1

i) _IGi) w4 (seney,

T dx T

i@ = o (5o ) == 4 ().

x dx x

E assim obtemos:

B q ‘ _ q _i senx _ q senx
) = Gt 0Ot = Gt [ () e

q q d scosx q cosS T
= ——— dr = ———~ | — dr = — .
@ () (a2 + 2b?) /yl (w) de (a2 + 2b?) / dx ( x ) v (a® +2b2) «x

Dessa forma, a solugao particular seré:

Ey,(v) = a(x)j(z)+8(x)y ()
q CoS T |
- (a®> +20%) =« j(@) = (a>+20%) «x o ().
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Logo, a solucao geral é dada por:

B = E( a2+2b2)+Ep< a2+262))

) r
Aj + B
() o ()
q <\/(a2+2b2)>j (
; 1
Y1

" (a2 2 i
(a? + 2b?) )

PR €, )
(a? +20%) \/ﬁ V/ (a% +2b?)

onde podemos organizar de tal maneira que fique da seguinte forma

V(a? + 2b2)>

A_ q

1
@+ ir (w/a2+2b2 )] ( a2+2b2)>

B—#lsen — ||y S
(a? + 202) ir (a2+2b2) AW

Vamos definir aqui

E(r) =

+

onde rp = \/(a? + 2b?) é chamado de raio de Podolsky.

Assim, o campo elétrico é dado por

E(u)=[|A- %i cos (zu)} g1 (iu) + {B — %i sen (1u) | yp (iu) .

rp iU rp iU

Lembrando que as fungoes esféricas de Bessel com argumentos complexos sao dadas

por
Lo sen (2u cos (1u
iy (i) = '(2)_ .( ),
(1u) N
, cos (iu)  sen (iu)
w) = — — _
3/1( ) (2u)2 (zu)
e usando a identidade
sinhu = —isen (iu),

coshu = cos (iu)
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podemos escrever

i sinh (u)  cosh (u)
.« cosh(u) sinh(u)
S A ST )

Substituindo na equacao do campo elétrico, temos

B = [4- L) (o)

2 i (—1) (iu)? (iu)

. [B_ VR, (u)] (_cosh (u)  sinh (w) )

% iu (—1) (iu)? (—i) (iu)

Aqui pretendemos separar a parte real e imaginéria fazendo algumas manipulacoes

usando a paridade de algumas das func¢oes acima, obtendo

sinh (u) cosh(u)) q 1
+ —

E(u) = iA (-

u? u 2 0
B <cosh2(u) _ sinh (u)) .
u u
Agora, usando a identidade
coshu = i,
2
et —e "
hy - ¢
sinhu 5

e substituindo, obtemos

1 fe*—e™™ 1 /e +e™™

E — A=)+ (L=

@ = (- (55) 2 (55))
1 fet*4+e™ 1 /e —e™ q 1
Bl—|— )| —— — =
(6 () - (557) -

Separando os termos com exponenciais negativas e positivas temos

1 1 1 /1
E = (B4+iA) —(1+—|e“+(B—iA)—(——1]|¢"
(u) ( +z)2u(—|—u)e + ( z)2u<u )e
1
% u?’

Que é o campo elétrico de Podolsky. Para que a solucao seja convergente para
r — 0, devemos ter

B—-iA=0
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que na variavel r é
E(r)= —% + B (1 + T—P> e .
r r r

Por outro lado, sabemos que no espago-tempo plano a eletrodinadmica de Podolsky

é tnica, e a solugao do potencial eletrostatico, (ORTEGA, 2014), é dada por

p = _g<1_6_$>7

,
dyp q q -~ q 1\ _-
— = ——Ze P+ =-|——1]e P
dr r2 2 r rp
:%_%Eczﬂﬁﬁz
r rH T oNT
Como
de
E(r)=-—-—-
() dT’

comparando as equagoes concluimos que

4

B= 5.
P

E assim obtemos o campo elétrico de Podolsky no espago-tempo plano

E(r):—g—l—ig <1+T_P> e 7P (4.7)

Sem perda de generalidade, podemos tomar ¢ — —¢q, de tal maneira que quando

rp — 0, o campo elétrico de Coulomb seja o limite do campo elétrico de Podolsky. Sendo

Ewy:%(l—(£;+geﬂ;)

assim temos
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Vamos comparar o campo elétrico de Podolsky Ep (1) = —% + %% (1 + TTP) e

para alguns valores de 7p com o campo de Coulomb E¢ (r) = %, através do gréfico abaixo.

Ep() , EcO)
q q
El/q
20

— Coulomb
rp=10"1-20

— rp=10-075

— rp=107050

— rp= 1 0—0.25

0 L L L L I L L L L I n I n n " ¥ Y —

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3 — Campo de Coulomb x Campo de Podolsky para alguns valores de rp.

Agora, vamos ver como é o comportamento do campo elétrico em variaveis adi-

r
mensionais. Assim, seja u = — e vamos comparar o campo de Podolsky Ep (u) com o
rp
campo de Coulomb E¢ (u) . Para isso, vamos definir
2
roFo (u
co(w) = Bl
q
2
r5Ep (u
ep(u) = PT()

e assim temos

€p(u) x €c(u)

0.8

0.4+

0.2

00 L L L Il L L L Il ‘”""" L Il L I T T T T T | u
0 2 4 6 8 10

Figura 4 — Campo de Coulomb x Campo de Podolsky em variaveis adimensionais.

Perceba que proximo a origem, o campo elétrico de Podolsky Ep (1) possui um

limite, enquando que o campo de Coulomb tende ao infinito. O campo elétrico de Po-
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dolsky como foi encontrado acima levou em consideragao uma aproximagao para um
espago-tempo plano para a equacao (3.54). Na subsecdo seguinte, utilizaremos um mé-
todo matemético para resolucao de equagoes diferenciais que apresentem um coeficiente
de perturbacao de magnitude pequena comparada aos outros coeficientes. A Teoria de
Perturbacao Regular nao é suficiente para resolver tais EDQO’s, sendo necessario aplicar a

Teoria de Perturbagao Singular, (maiores detalhes estao disponiveis no Apéndice).

4.2.1 Campo elétrico de Podolsky via teoria de perturbagdo singular

A teoria de perturbacao singular surge como uma proposta para resolver equagoes
diferenciais que possuem um termo de magnitude muito pequena na derivada de maior
ordem quando comparado & magnitude dos outros termos da equagao. Aplicamos a seguir
os procedimentos para resolver uma equacao via teoria de perturbacgoes singulares onde o
mesmo se encontra com maiores detalhes no Apéndice. Por ser uma teoria ainda em de-
senvolvimento, decidimos aplicar o método para a equacao (3.54) considerando a métrica

de Minkowski a fim de contribuir com o desenvolvimento dessa teoria.

A equagao do campo elétrico de uma carga pontual na eletrodinamica de Podolsky,
tomando a métrica de Minkowski em (4.1) é
E— 10, |20 (PE)| = L (4.8)
Esta equacao tem como solugao

E(r):i+g<}+1)e_é
P

E(r):% {1— (iﬂ) e‘é]

Para % >> 1 (correspondente a rp pequeno) temos

Vamos tentar agora implementar o procedimento de perturbacao singular para
a eq. (4.8). Com base na solugdo exata (4.7), vamos impor as seguintes condi¢oes de
contorno para (4.8):

lim E (r) =

r—0

e lim E(r)~0. (4.9)

4
2
T’P r—00
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Com o intuito de transformar (4.8) em uma equac¢ao homogénea vamos fazer a

seguinte mudanca de variavel:

q
Neste caso,
1
X — 130, {—281 (ﬁx)] =0 (4.10)
r
com

lim X (r) = lim [E (r) q] e lim X (r) ~0.

r—0 r—0 7’2 r—00

Observe que apesar de lim,_,o X (r) divergir, lim,_,o F (r) permanece finito.

1°) Encontrar a solugao externa: Seguindo o procedimento de perturbagao
singular vamos supor que a camada limite se encontra préoximo da fronteira r = 0. Neste

caso, a solugao exterior é obtida de (4.10) excluindo o termo contendo 7p i.e.
Xout (7") ~ 0
Note que X,,; satisfaz a condicao lim,_,oo Xour >~ 0.

2°) Fazer a mudancga de varavel: O proximo passo ¢ introduzir a variavel da

camada limite

5§ 6
onde 0 representa a magnitude da espessura da camada limite. Assim, 6 — 0 quando
rp — 0. Utilizando esta nova variavel (4.10) se torna
r% d [1 d

i e 0] =0

A Teoria de Perturbagao Singular exige que haja compensagao entre os termos da derivada

de ordem 2 com os outros termos da equacao, entao devemos ter § = rp.

3°) Encontrar a solugao interna: Neste caso, a equacao a ser resolvida é da

forma
14

T YT

e 1 e 1
-M—Qzﬁ‘ﬁ @?(“f)

Voltando para a variavel original £ temos

©x)] =0

cuja solucao interior é
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e
ep r e r
En() =G (1-2)+ 0= (1+28) + 4
r r r r
erp r e P r
= By (1) = C1—; (1——)+02 5 (1+—>+%
r rp Tp T

Utilizando a condigao lim, o E () = - temos:
P

1 1
im |G — (1+— ) (1- =)+ (1-—) (1+ =)+ L] =2
r0 72 Tp Tp 72 Tp Tp 72 %
q
- =

evr r e P r e P r
Ein (1) = C1—; (1——)—01 5 (1+—)—q 5 (1—1——)—1—%
r rp r rp r rp T

w0 =G (1= D) e (1 D) A [ (14 1) o]
r rp rp r rp

4°) Introduzir a variavel intermediaria: Para determinar C escolhemos uma

regiao intermediaria (r;,;) entre a parte interior (contida na camada limite) e a regido

exterior tal que
. Tint
lim
rp—0 6

=00 e lim 7, =0
rp—0

O proximo passo é impor que as duas solugoes (in e out) devem coincidir quando

rp — 0. Assim,

TEY_I}O Ei, (Tint) = rlgr_rgo Eout (Tint) :

Logo, eliminando o fator comum 1/7? presente em todos os termos de Ej, ¢ E,,; temos

lim {C’l {erf;t (1 — Tim) e (1 + Tmt)} +q {1 — (1 + 7‘mt> e_r’f;t” = lim ¢
rp—0 ’["P ’["P ’I”P rp—0

= lim {Cler’fgt (1 - rmt) +q} =q=C; =0

rp—0 Trp

Portanto, a solugao interna é da forma

Eun (r) = % {1 - (1+%> e‘r’}} .
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5°) Fazer a aproximagao uniforme: Por fim, para obter uma aproximacao uniforme
valida em todo o intervalo [0, co[ somamos Ej, com E,, e subtraimos a parte comum a

ambas
2 q , q L Y
(r) rz 2 [1 (1 rp> ¢ P} 72

:>E(r):%{1—(1+i>e‘v;1_

O resultado que obtivemos via teoria de perturbacao singular é o resultado exato

de (4.8) com as condigoes de contorno (4.9).

Na teoria de perturbacao singular, através de um redimensionamento, obtemos
um termo perturbativo que dentro da camada limite possui a mesma magnitude do termo
de ordem zero. Neste sentido, esta perturbacao nao respeita a hierarquia da teoria de
perturbagoes usual, onde termos perturbativos sao sempre muito menores do que os termos

de ordem zero.

4.3 OBTENDO e®*+» PARA O CAMPO ELETRICO DE PODOLSKY NO ESPACO-TEMPO
PLANO

Com a posse do campo elétrico da eletrodinamica de Podolsky, vamos investigar
como esse campo curva o espago-tempo. Assim, desejamos encontrar as fungoes v e A da

métrica. Para isso usaremos a equacao (3.62) para encontrar as componentes e’ e e* da

N+ Ko \? K 2E\> E?
tv = —e Ve |a? E + 20? E + —] +2—
2r —e=A —e=A r r2

Fazendo as simplificagoes chegamos em

meétrica.

d L2 . AE E\?
6(1/+)\) — 9 7,?3 (QAK()) + 2h2 (_eAKO_ +6 (_) > (411)
T

dr r

Vamos comecar supondo que, do lado direito dessa expressao, temos uma métrica
tal que A = —v, que é compativel com Minkowski, Schwarzschild e Reissner-Nordstrom.

Isso implica que

e de
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temos

Ko = 7’2 d'r’( E)

5 1d
Ko = 7’2dr( E)

Agora, vamos supor que o campo elétrico do lado direito da equacao possa ser

aproximado pelo campo de espaco-tempo plano, portanto

1 _r
B R
T rpr r
P = g L (1+12)
rp T
d _r
L n) = e
T TP

R et

¢ 3P——<56 TP—2> q TP——(e ’“P—l) quP—bQ g <1—e ’“P)
r

3 2 3

Sendo assim, basta integrar a equagao

d 1d ? 1d AE E\®
—eN = 9 72 = — (rPE 2% | —= E =
dr* " [TP <r2 dr (r )> T 2 dr () == r 0 r

que obtemos uma expressao para e, dada por

1 b2 b2 b?
e<v+A>:c+T—2f1()+ fg()+ fg()+ f4<)+b2f5(r)
P



onde as funcoes fi1, fa, f3, fa, € f5 sao

fi = —2q2/e dr = —2¢*Ei (——),
rp
o 2mi(~2)
fo = —16q2/¥dr:16q2 tLpf 1,
r rp r
= 8¢ [ (5e7F —2) “Lar
3 q 3
,
. 2r : T
(omi(=E) Bi(=%) a1 5\ L
= 8¢ > s te P (5—————)+e |
TP TP rpr 2r r
fi = —48(_]2/(6_”3 —1> ‘ ;P dr
r
; r ; 2r
= —48q 3 - 3 - P\ E T2 Taa
ory 3rp 3r 3rérp  3rpr
_r 1 1 1
—e TP I P ,
3r3 " 6r2rp  6rar
2 L2 4 3
£ = —2L = (—Ei (——) +8Ei (——) te (%’ Y
5T rp P r r r r
2 4 3 4
+(47_2T_2_ ﬁ+2ﬁ>€ P 37‘_4)
e a funcao especial Exponencial Integral é definida como
ee} eft
Usando as funcoes acima, podemos escrever
(N 1 b? b? b? 9
e C+—2f1(7’)—|——3f2(r)—|——2f3(7")—|——f4(7")—|—bf5(r)
2 2 b? ¢? 2 _2r
= 1-2L p (—l> + 16— L (2Ei (—l> + L 3,,)
T rp e T rp r
s L (10Ei (—l) .y (——) +5e (’”P — r—fz) te
rpTH rp rp r 2r
b2 2 2 o 3 2 2
s L (Bi (-2 -smi(-2) -2 (L4 22))
5T rp rp r r r
022 . 3 2
8 Le (2% -+ LP)
e T r r r
b2 o2 9 2 4 3
o2 4 (—Ei (——) + 8B (—l> + <4T—P L e <
5T rp rp r r r r
e TP roor r r

2r

T

2r

ol

% rp
72 r
2

e P
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2 2
et = -2l g ( r) +2——E ( i)
T rp r
b2 2 o 4 2 4 rd 2
+a-- T T'P(T—Z+6 +10—§> 2 e (6—+6 T—g—T—P)
5T r r r
b2 o2 d
6L (4.12)
rHTH T
Escrevendo de uma forma mais compacta, temos
A ¢
G+ — ¢ — 25 F(r) (4.13)
P
com F'(r) definido por

2 2
F(r) = Ei (—l> b
e H (r) definido por

r 4 3 2 o

A constante de integracao C' pode ser determinada pela condigao

lim e

() =1 s 0=1
a,b—0

(4.14)
ou seja, quando a,b — 0, o campo elétrico passa ser o campo de Maxwell e com isso a
métrica se torna Reissner-Nordstrom

Sendo assim, de (4.13) e de (4.14) obtemos uma relagdo importante entre as com-
ponentes da métrica v e A dada por

2
et =1 — 2q—2F (r) (4.15)
r
P
Agora, para determinar a métrica, devemos encontrar e” e e
resolver a seguinte equagao

Para isso devemos

e assim, através de e

PUN| 1
- 0
(7 - ﬁ) + g =8l

, podemos encontrar e

d

€_>‘("n) 26_)‘(r)
(%)

B :—2—87TT0
r T

determinando assim as componen-
tes da métrica. Para isso é necesséario resolver a equagao acima que faremos do seguinte
modo. Seja a EDO proveniente de (3.55)
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que definindo o (r)

67)‘(7”)
o) =
pode ser reescrita na forma
d 2 1
d_(; “o=— =811y =G (r)

cuja solucao sera

onde S é uma constante de integra(;ao, e portando

e =2 1 / G (F) 72dr.
T r

Sendo assim, o que faremos agora é substituir os resultados no tensor (3.58) para

pode encontrar e~ "),

4.3.1 Densidade de energia

A densidade de energia ¢ dada por (CUZINATTO et al., 2018)

00 11 2 12 2 2
o 979 9 9 9 a“K; o 11 | (Ko @ 2F 2F
TO__ 87T {E[E—Z(a +2b)81K0+4b;910}+ gu +2bg [(F—i‘T +7 .
Aqui vamos tomar ¢ = e e g'' = —e* do espaco-tempo plano e o campo elé-

trico E' () é o campo elétrico de Podolsky obtido anteriormente. Entao podemos escrever

2

2 2 o 1 2o 1 _2r
oot = () - ah () (8) e o () F ol e
r r P T r Tp T Tp

1 _ (1 1 _r
e (_+_)_217‘_P%<1+7“_P>6
rrp T Trp TPTT r

Vamos multiplicar por :—i de tal maneira que o tensor fique na forma

1 g r2\? r2 (1 qgr3\° 202 . g2 2
SrT0 = <_i_§) Cplre (_i_z;) N (i) TP 2 __5(12) o
rprp T r4r2 \rprpr %) r r2 \r%
b? r2 _2r 1 r2 1 ré T /T 1
L X (__i_z;) L Laryred (1)~
T’PT TP rprprT rprpT T Trp T Tp

r

utilizando u = . definindo as grandezas adimensionais

ﬁrp =
Qrp = -
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e substituindo temos

1 1\? 1 Q Q
0o _ Tp —2u Tp —2u
Srlo = (EQ’”) ‘”W( Ors 2) (rp) 2 uz(rp)

1Qr, 2 1 ~ 1
- T “ - Ty o - T _2 T “ 1 -
ﬁp rp ( TPQ pu2)+TpQ pu3 Qpe <u+ )

rp
Qrp 1 u
—Qr,— = (I+u)e

rp Tp

e simplificando podemos obter

2
1 1 1
0 Tp 2u
8Ty ) <u4 124, — 5 + 88, — wis ) )

Agora multiplicando por 72

2
2 1
8rTyr® = —gtrpu’ (u__12ﬁ7,p G—I—S[i’rp e “)
P
1

1 1
_ 2 —2u
- rp (@ - 1257‘,,@ + 867"1)@6 )
e integrando
8t | TOr%dr = r3Q? i—mﬂ i+8/3 12 d
T ortdr = rpQ;, 3 i ,,pu26 u
1 1 1
= 1507 (—— +46,,— + 80y, / —26_2“du)
P U U U

onde da definicao de Exponencial Integral temos

1 ) —2u
—e "du = -2Fi(—2u) —
/u2€ u i(—2u) "
e assim encontramos
0.2 2 1 , e " A
87 [ Tyr*dr = rpQ; | —— —l— 46% = — 83, | 2Bi(—2u) + +C
U

I
<
R

q ? rp b rp 3 b 2 . r rp —_o1 _
(—) ——+4(—> (—) —8(—) (2Ez(—2—)+—e rp) +C
rp r rp r rp rp r
2 2 2 2 2 , _
_ ¢, (i) () s (i) (in(_zLHr_Pezrp)w
T rp Tp T rp Tp Tp r
4.3.2 Obtendo A(r)

De posse de T podemos resolver a equacao

e A = Z 4 —/G (7) 72dr (4.16)
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para encontrar uma das componentes da métrica. Lembrando que
/G (7) P2dir = r — 87T/T87‘2d7'
2 2 b 2 3 2 b 2 o B
- (_q_m_ (2Y () 2 (L) (mica 25 ) w0
r Tp rp T Tp rp Tp r
2 2 b\ 2 3 2 bh\2 o B
—r+ Dol (2] () 8L () (22 D)+ ) -
r rp rp T rp rp rp r
Temos entao que
2 2 b 2 3 2 b 2 o _
e Loaf (2) () sl (1) (ami-2 D)+ )
T rp rp T rp Tp rp T
2 2 2 2 2 ~
b 4 b g
— 1+ s + q_2 4 (i) <_) (T_P> +8 (&) (_) e <2Ei(—2L) L re, 2rp) _ ¢
r r rp rp T rp rp T rp T T

Como queremos que nossa métrica seja uma aproximacao da métrica de Reissner-

Nordtrém, tomando o limite b — 0 temos

2 2
lime ) =1 - " 4 L (4.17)
b—0 T r
e portanto, S = —2m e C' = 0, de modo que obtemos
2m ¢ b\’ L 270\’ or
e~ Mr) — 1__m+q_2_4 <i) (_) <T_P) +8 (i) <_> e (2Ei(_2i) L e, 2rp) _
T r rp Tp T Tp rp r Tp T
(4.18)

4.3.3 Obtendo v (r)

Agora & possivel usar as duas solucdes anteriores para encontrar e”(") combinando

as equagoes (4.15) e (4.18) para obter

eV(?") — e(y+)‘)ei)‘(r)
q2
- (1 - 2—2F(r)) x (4.19
Tp

2m > q 270 \? rp\4 q 27 27"]3 r rp _or -
() (Y () (1) (2] (s )
T r rp rp T rp Tp T rp T

e assim determinamos as duas componentes da métrica.
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Observe que esta forma para a métrica nos permite estudar diferentes limites:

% < 1 é o limite de pequenas cargas.

b
rp

com o termo de Podolsky puro.

£ <1 ¢ o limite de grandes distancias.

o6

. — <K 1 é o limite em que o acoplamento nao-minimo é pequeno em comparagao
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5 CONSEQUENCIAS DA METRICA DE PODOLSKY

5.1 HORIZONTES PERTURBADOS

No limite de grandes distancias, i.e., % — 00, a métrica se reduz a

2 2m 2 b\ eyt
v = (1 2L L BN - £
¢ < %, (r) r +7“2 rp rp (r)

e a fungao F'(r) se reduz para

27"120

Entao, a componente g% fica na forma

(M(g (g;i;) [1_27m+g_j_4(é)2(g)2<§)1 5)

A

Perceba que e” se anula somente se e~ se anula, conforme foi provado por (VISH-

VESHWARA, 1968), que em um espago-tempo estatico com simetria esférica, os limites

para os horizontes de eventos e para a superficie de redshift infinito coincidem.
Os horizontes sdo determinados pela condicao e*(") = 0, (ADLER; BAZIN; SCHIF-

FER, 1975), que tomando a equagao (5.1) devemos encontrar as raizes de

1
- [r4 —2mr® + ¢*r® — 4q2b2} =0
”

o que implica em

rt—2mr® + ¢*r* — 44°0* = 0. (5.2)
Para b = 0, temos que
r? (7"2 —2mr + q2) =0

cujas raizes sao

r0:0,7‘+:m<1+ 1—<%>2>,r_:m<1— 1—(%)-2) (5.3)

Onde 7y ¢é a singularidade essencial. As raizes r, e r_ correspondem aos horizontes
de eventos externo e interno de Reissner-Nordstrom, respectivamente, (ADLER; BAZIN;

SCHIFFER, 1975).
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Para b # 0, vamos determinar as corregoes a estes horizontes usando a teoria de
perturbacoes. Utilizaremos b? como parametro de perturbacao, pois o mesmo esté presente

no polinémio (5.2). Sejam entao as raizes perturbadas

To =T+ b2Toc = bQTOC (54)
r=Ty + b, (5.5)
ro =1+ b*r_, (5.6)

Comecemos lembrando que

rt = 2mr® + ¢*r® — 4¢°V° = r* (r* = 2mr + ¢°) — 4¢°b°

2 (r—ry)(r—r_)—4¢*0* =0 (5.7)

Substituindo primeiro (5.4) em (5.7), e desprezando termos de O(b%) e superiores,

obtemos

—4¢°* = 0

o =0. (5.8)

Isso nos permite concluir que nao existe perturbacao em ry até uma ordem de b2

Substituindo agora (5.5) em (5.7)

(T+ + b27’+c)2 (7"+ + b2T+C — Ty
r2 2 0% ) (ry 4+ WP, —ry
+

(Ti + 27”+b27“+c> (b2T+C

+ w ~— ~— ~— —

(rib2r+c re+ bW, —1r_) —4¢%* = 0
- rib2r+c7"_ —4¢%* = 0
W (ryer? (re —r-) —4¢*) = 0
reert (re—r-)—4¢ = 0
encontramos ,
o= L (5.9)



Analogamente, substituindo (5.6) em (5.7) encontramos

Veja que

re—7r_ —7nG+-1—(%f>—m<1— 1—(—

2
= 2my/1- (L)
m
Entao as raizes com uma primeira correcao sao dadas por
4q?
Tye = 3

m? (1 - (%)2> om/1— (£)?

2 ( q )2 1

m \m

Fazendo

obtemos

r_. = —

2 2 1
=1 2
(1-vi- @) Vi-@
2 ) 1
- _E(l_w)(l—w)%u
_ 2 1tw
mwl—w

Substituindo (5.9) em (5.5) e (5.10) em (5.6)

4q2
r=r4+ + b2 )
7’3 (ry —7-)
4q2
2

S ) —
et r2 (ry —r_)

29

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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onde encontramos em funcao de w

2 1—w
=m (1 P 1
1 m( +W)+bmw1+wa (5 9)
2 14w
= l—w)—pP——— 2
= m(l—w) - (5.20)
Escrevendo em varidveis adimensionais
r
= — 5.21
-, (5.21)
==L (5.22)
m7
b2
B = ey (5.23)
e substituindo (5.21), (5.22) e (5.23) respectivamente em (5.8), (5.19) e (5.20)
po =0, (5.24)
21—w
=1 e 5.25
p1 Tt 6@) 1+w’ (5.25)
21
py=1—w—pat¥ (5.26)
wl—w

que sao os raios adimensionais calculados numa primeira perturbacao em Reissner-Nordstrom,
onde p; corresponde ao horizonte externo e p, ao horizonte interno. Veja que quando ¢ = 0,
a relagdo carga-massa dada por (5.13) se resume a w = 1. De (5.17) e (5.18) temos que

(5.17) é na verdade o raio de Schwarzschild e (5.18) é nulo devido ao parametro f.

Comparando nossos resultados com o espago-tempo de Reissner-Nordstrom, temos

para o horizonte exterior:

p1:1+w_ﬁ 1-w) (2+w!
(1+w)2 w

pl
201

15 — B=0
—_— ﬁ=10_2
1.0/ =103
B=10"
05
00 s s s s ' w
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5 — Horizonte de eventos externo.

Perceba que para 5 — 0, o horizonte exterior perturbado se aproxima do horizonte

exterior de Reissner-Nordstrom. Para valores de w préximos de 1 praticamente nao se
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observa os efeitos do parametro b de Podolsky, enquanto que para w — 0, a perturbacao
provoca uma divergéncia no horizonte externo, onde a teoria de perturbacgoes deixa de ter

validade.

Para o horizonte interior:

p2=1-w- B(1+w) (2+w)
(1-w? w

— B=0
— ﬁ=10_2
B=10"2
p=10"

Figura 6 — Horizonte de eventos interno.

Aqui novamente, quando 5 — 0 o horizonte perturbado se aproxima do horizonte
interno de Reissner-Nordstrom. Analisando os limites de w, vemos que quando w — 1 nao
temos horizonte interno, como foi discutido anteriormente. Mas mesmo com uma pequena
presenca de carga elétrica, podemos observar que para alguns valores de 3 fixo, nao ha
presenga do horizonte interno. Além disso, vemos que o parametro § contribui para a
diminui¢ao do tamanho do horizonte interno. Para o limite w — 0 também ¢é possivel que

para alguns valores de S nao haja horizonte interno.

Por fim, analisando simultaneamente os dois horizontes, temos o grafico abaixo:
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Horizontes de Eventos

15} — B=0

— B=102

/
1.0 /3210_3
& _
B=10"
.
.
0.5f
—
S

0.0 ) ) ) LS,

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7 — Horizontes de eventos de Reissner-Nordstrém e horizontes perturbados de Podolsky

Entao, para 8 — 0, os horizontes da eletrodinamica de Podolsky se aproximam

dos horizontes de Reissner-Nordstrom.

O limite de validade das expressoes (5.25) e (5.26) é determinado pelas condigoes:

2 1—w
—pE— =1 5.27
n ﬁw(l—i—w)Q (5.27)
2 14w
—ps -1 = 5.28
2 Bw(l—w)Z ( )
onde
w=1-0Q?

onde (5.27) e (5.28) s@o dados pela razao dos termos na série perturbativa.

E facil verificar que o limite imposto por 7 é véalido para todo p. Para uma melhor

visualizagao do comportamento dos horizontes de eventos, temos o grafico abaixo:

5.2 A TRAJETORIA DE UM RAIO DE LUZ EM UM CAMPO DE PODOLSKY

Vamos agora analisar a trajetoria de um raio de luz em um campo de Podolsky.
Para isso, vamos determinar as equag¢oes do movimento na métrica de Podolsky. Assim
como feito na métrica de Schwarzschild, vamos assumir que a trajetoria é uma geodésica
nula e assim ds? = 0. Como nao podemos diferenciar em relacao a s, vamos utilizar do
transporte paralelo. Assim, tomando um vetor dz®/dp deslocando paralelamente a um

parametro p de acordo com

d (dx* ., dzP dx”
By dp dp o

dp \ dp

que no transporte paralelo deve preservar seu comprimento.
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A equacao diferencial para geodésicas nulas é equivalente ao problema variacional

(ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975)

da? daP
5/ wg— ——dp =0

Lembramos que na métrica de Podolsky

onde
2 v?
F(r) = Ei (—l) — 2 H(r)
Tp p
r _2r (1} r3 r? e (1] roorh o rp rt
H(rY=FEi|—— (32 162 +10-L ) —e7r [6-L +6-£ + £ _Z )43
() z( 7,P)—l—e P(r4+7’3+ 2 e r\6 Oyt 3

Entao o problema variacional é dado por
5/ [e”chz — M2 —p? (92 + sen29¢2)] dp =10
onde “ponto” é variagao com respeito a p.

Por se tratar de uma métrica com simetria esférica, a parte angular do elemento

de linha é idéntica a Schwarzschild, de modo que as equacoes de Euler-Lagrange para 6,

¢ et sao:
d 25\ _ 2 2
& <r 9) = r“senf cosf¢p (5.29)
dip <7"2 sen29$> =0 (5.30)
d , .
& (e"t) = 0 (5.31)

Escolhendo um eixo de coordenadas apropriadamente orientado de tal maneira que pode-

mos tomar 0§ = w/2, e f = 0 para algum parametro inicial p, temos
r2¢ = h = constante (5.32)

Para (5.31) temos
et = | = constante (5.33)
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Agora, substituindo as equagoes (5.32) e (5.33) no elemento de linha
ds® = e’*t? — eMi? — 1? <92 + sen29(b2> (5.34)
temos
0 = el —eM? — — (5.35)

vamos multiplicar por e”

h2
0= C2l2 ey—l—)\?ﬁ — eV
r2
Fazendo
, dr 7
ro= — ==
do ¢
o= o' = ﬁr’
r2
onde (/) significa derivada em rela¢éo a ¢ temos
h? h?
0= C2l2 . 61/+)\_4T/2 . 61/_2
r r
Fazendo agora
1
r o= -
z
/
, z
T = ——2
z
e assim temos
2 2
0 = 22 e"+’\h—r’2 euh_
ra r2
0 = 02l2 6V+>\h2212 6V22h2
Em Schwarzschild, temos que ¥ = —\ | e assim nao ha componentes da métrica no segundo

termo do lado direito da equacao acima.

Vamos substituir (4.18), (4.15) e (4.19), supondo que r >> rp , podemos aproximar

para

2

P

2 2 4 9 2 2
() (o) et
rp r T r T



65

r 72 rd

2 2 2 2
e = etV = (1 + 6b2q—4) (1 L 4q—b2) .
T

Vamos definir
£1=2m, & =2¢°, &3 =060 (5.36)
Escrevendo em func¢ao de z e desprezando os termos de ordem superior a €1 = 3m, ey =
22, g3 = 6b%¢>.
TN = 1 4 6b%¢%21,
e M) =1 —2mz + ¢22% — 462022,
e’ =1—2mz+ ¢*2* + 2¢°b*2*.
Entao a equacao fica
0=c%l?—h? [(1 + 6b2q2z4) 2?4+ (1 —2mz + ¢*22 + 2b2q2z4) 22} .
Diferenciando com respeito a ¢
0 =2 (240¢°2°2" + 22" + 120°¢°2*2" + 22 — 6m2” + 4¢°2° + 120°¢%2°) .
Se 2z = 0, temos r constante, ou seja, movimento circular. Para 2z’ # 0, temos
22— 3mz? 4 2672 + 66772 " + 12022222 + 6022 = 0.
Reescrevendo temos
24z — a2 e’ s (21 + 22722 4+ 2°) = 0.
Veja que tomando g = 0, ou seja, €3 =0 e 5 = 0, temos o caso de Schwarzschild.
2"+ 2 —3mz* =0.
Supondo uma solu¢ao do tipo

2 =2Zy+ &1 +O (8%)

e separando os termo de ordem zero de €; dos termos de ordem 1, obtemos a solucao de
Schwarzschild
" 1
2o t+2z = 0=2 = T—sen(ﬁ,
0

1 1
e e = ez == 2—7% (1 + gc082¢> .
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Agora, tomando b = 0, ou seja, €3 = 0, temos o caso de Reissner-Nordstrom, pois
o parametro a de Podolsky faz parte de rp, e como tomamos o limite r/rp — 00, 0

parametro a desaparece com exponenciais.

2"+ 2+ 22 (e +e92) = 0.

Seguindo o mesmo raciocinio, supomos uma solucao do tipo

2 =2Zzy+E1V1 +€2’02+O (8%) +O (5;) .

Separando novamente os termos de ordem &

"
" 2
€107 + €11 €120,
" 3
E2Uy + 202 —&2%-
Assim, buscamos uma solugao para
" 3
Uy + vy = —2;. (5.37)

Finalmente, considerando que nenhum termo de ordem 1 de perturbacao é desprezivel,

obtemos o caso de Podolsky

D R S AN RN (242” + 22327 + 25) =0
e novamente, supondo uma solugao do tipo

2 =Zzy+ €1V1 + €Uy + E3V3 + O (6%) + O (8%) + O (8%)

e separando os termos de ordem ¢ temos

1
zg+2 = 0,

" 2
€10 + v = €12y,

" 3
€2Uy + EoUy = —E2%),

" 4_n 3.2 5
E3Vy + €303 = —¢€3 (ZOZO + 22525 + zo) .

Procuramos uma solucao para

vy +v3 = — (220 + 22020 + 20) - (5.38)
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Como todas essas equagodes possuem solucao homogénia idéntica e apresentam o mesmo
operador diferencial, vamos encontrar a solugao particular de cada uma através da funcao

de Green.

As solugoes das duas primeiras equagoes ja sao conhecidas (ADLER; BAZIN;
SCHIFFER, 1975), sendo elas

Zop = — seng,
To
1 1
v = 2—7% 1+§C082¢ .

Queremos entao encontrar uma solugao particular para (5.37) e (5.38). Em contexto geral,

essa solugao é dada por (ARFKEN; WEBER, 2007)

yp (z) = /G (x,2") g (z) da’ (5.39)

onde G (z,2’) é a funcdo de Green associada ao operador L [y] = g () . Essa fungao deve

satisfazer

LG (z,2")] =0 (x—2a).
2
No nosso caso, o operador é definido como L = — + 1.

0¢?
Sendo assim, dado o problema
Lu = v +u=g(x),

w(0) = Oeu(7r/2):r—10,

ou seja, para ¢ = 0 a trajetoria é assintotica e para ¢ = 7/2 temos a maior aproximagao
da trajetoria da luz em relacao ao Sol. Sendo assim, vamos encontrar a funcao de Green,

que é solucao do problema

G'(x)+G(x)=0(x—s). (5.40)
Se x # s, entao a fungao delta é nula, e a solugao geral é

G (x,s) = ¢y senx + ¢y cos T.
Para x < s, a condi¢ao de contorno em x = 0 implica que

G1(0,s) = ¢ysen0+ cpcos0 =0,

CQZO.
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Para = > s, a condigao de contorno em = = 7/2 implica que

Go (m/2,s) = czsenmw/2+ cqcosm/2 =0,

C3 = 0.
Entao a solucao até agora é da forma

crsenx se T < s
G(x,s) =

C4COST S€e T > S

Para determinar as constantes ¢; e ¢4, vamos impor a condi¢gao de continuidade da fungao
de Green em x = s, ou seja

€1 SENS = €4 COS S.

Pela condigao de descontinuidade da derivada
IimG (s+¢e,8)—G (s—¢,s) =1
e—0
temos
c1C0s s + cgsens = 1.
Entao, resolvendo o sistema encontramos

¢ = cos(s),

¢y = sen(s)
e assim a funcao de Green para esse problema é

cos(s) senz se x < s
G(x,s) =

sen(s)cosz se x > s

ou G(z,s) = 0(s—x)cos(s)senz + 0 (x — s) sen(s)coszx.

Onde 0(z) ¢ a fungao de Heaviside. Vamos testar a fun¢do de Green encontrada

para a solucao ja conhecida da equacao
Vv =22 = ———1 1+—1c082¢
! ! 0 ! 2r2 3 '

A solugao homogénea é

1
20 = — senag. (5.41)
To
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Sendo o intervalo de integragao entre 0 e w/2 (maior proximidade ao Sol), e to-

mando s como um parametro de integracao, a solucao particular serd dada por

To

m@ - | " cos () sen (6) (J)d . f " cen (s) cos (9 (J)d

To To

o = | " 015 — o) cos(s) seno 40 (6~ 9 sen<s>cos¢>(sen<3>)2ds

v (¢) = 2%(2) <1—|—%cos2¢).

E entao a solugao geral é

z (Qb) = Zpt+enm ((ZS)
z(p) = lsen¢+(€12%2 <1+10052¢) :
0

To 3
Que é a Soluc@o encontrada por Schwarzschild, (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975).
Com o resultado acima, podemos utilizar a fung¢ao de Green para encontrar as solugoes

das equagoes restantes.

Entao, tomando o caso de Reissner-Nordstrom, temos que resolver
vy 4+ vy = —23, (5.42)

e substituindo (5.41) em (5.42) temos que encontrar a solugao particular dada por

@) = - [ " cos () sen (6) (= <S>)3 i [ " e (s) cos (0) (= (3))3ds

0 To

sen (3¢) 9sen(¢) 3mwcos (¢)+3¢COS (9)
T3 3208 167 8

'U2p (¢) -

E agora, tomando o caso de Podolsky, resta resolver a equagao

vy +vs = — (2520 + 22020 + 23) (5.43)

substituindo (5.41) em (5.43), implica em encontrar uma solu¢ao particular para

2sen?(¢) cos?(9) |

5
To

"
vy + U3 = —

Utilizando a fungao de Green

¢ /2
vsp (@) = / cos (s) sen () (‘286113(?56082(8)) ds +/ sen (s) cos (¢) (—236n3(510052(5)> J
’ B ¢ g

_ sen (5¢) | fen (3¢) Tsen(¢) mcos(¢) N ¢ cos (9)

9675 32r5 24r8 8rd 457

V3p ((b) =
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e assim a solugao é

1 1 1
z(¢) = —senp+ei-— (1—|— —0082¢) + & <—
2r§ 3

To 32rd 32r3 1673
sen (5¢)  sen(3¢) Tsen(¢p) wcos(¢) @cos(9)
Tes |~ 5 T 5 5 5 T 5 :
9675 32rg 24rg 8rg 4rg

Agora, considere que a trajetoria do raio de luz é assintoticamente paralela ao
eixo x. Isso corresponde aos valores de ¢ que tornam z = 0, ou seja, ¢ — 0 ou ¢ — .
Considerando entao ¢ = 0 e sendo § o menor angulo entre a trajetoria assintotica e o eixo
x, podemos aproximar ¢ /~ sen¢ = 9 e cosng =~ 1. Tomando entao z = 0 e fazendo essas
substituigoes em (5.44) temos

1
0 = —06

To

+e1 ! 1+ = !
2 3
_sen (39) 99 3m 30
5T 33
32r3 327"0 16rg  8rp

( sen 5¢ sen (3¢) 76 7r J )

9613 328 243 8% ard

Lembrando que

sen (3¢)  9sen(¢)  3mcos () N 3¢ cos ((/5))

(5.44)

sen (3¢) = sen (2¢ + ¢) = sen (2¢) cos (¢)+sen (¢) cos (2¢) = 2sen (¢) cos? (¢)+sen (¢) cos (2¢)

sen (bo) = sen (3¢ + 2¢) = sen (3¢) cos (2¢) + sen (2¢) cos (3¢)
= 2sen (¢)cos® (¢) cos (2¢) + sen (¢) cos® (2¢) + 2sen (¢) cos (¢) cos (3¢)

podemos escrever

0 = ! (5
i (3)
}) cos? (¢)  sen (¢)cos(2¢) 95 3 36
( 327"0 - 3213 T3 16 873)
sen (@) cos? (¢) cos (2¢)  sen (¢) cos? (2¢)  sen (¢) cos (¢) cos (3¢)
( A8r5 B 9613 a A8r5

sen (¢) cos® (¢)  sen(¢)cos(2¢) 70 m 4
+ + 5 o 5 o5 T 18
167§ 32rg 24rg  8rg  4rg
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temos entao

1
0 = =6
To

1 1
1
_ 99 _ 3T N 30
‘3 32r0 327“8 167’8 87"3

5+5+5_75_7T+5
487“0 967“0 CoA8ry T 16ry T 32r0 240 8y 4rf

0—15+6 2+6 i +e i
T 3rp P\ erg) TP s

Entao nossa expressao para o é:

simplificando

2 3 T
§ = —3m—+2 6b°¢> —
m30+q162+ 8rd

Assim como em Schwarzschild, o sinal de menos indica que a trajetoria foi desviada
em direcao a estrela. Na outra assintotica, ou seja, para ¢ = m— 9, impondo uma simetria,
teremos o mesmo valor para 9, e assim, a deflexao total do raio de luz, ou seja, o angulo

entre as assintoticas é
4m  3mq®  3mb¢?

A=
o 47"(2) 27“3

Percebemos aqui que, em uma primeira aproximacao, a deflexao total da luz na
eletrodindmica generalizada sofre o efeito da carga elétrica e do acoplamento nao minimo,

além ¢ claro, da massa do objeto.

Considerando apenas o efeito da massa, temos o caso de Schwarzschild. Percebemos
entao que a carga elétrica e o parametro b de Podolsky diminuem um pouco o desvio que

a luz deve sofrer pela acao da massa.

5.3 TEMPO DE VIAGEM DA LUZ EM UM CAMPO DE PODOLSKY

Assim como feito no caso de Schwarzschild, vamos analisar o tempo de viagem da
luz com as métricas encontradas anteriormente. Considere entao que um raio de luz sofra
um desvio em sua trajetoria, e como a velocidade da luz é constante, um aumento na
trajetoria implica em um tempo maior de viagem. Pondo esse raio paralelamente ao eixo

x, com rseng =rg e = /2, em um elemento de linha tipo luz temos

0 = e’c*dt* — erdr® — r?d¢*. (5.45)
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Utilizando a mesma ideia de Schwarzschild, vamos reescrever r2d¢? em termos de

r e dr. Da equagao rsen¢ = ry podemos escrever

rédr?
- (5.46)

r2d¢2 =

r

basta tomar a diferencial de

rseng = rq
e elevar ao quadrado.

Substituindo (5.46) em (5.45):
2 7,2 A—v Y 7ﬁ(Q) 2
C dt =€ 1 + e m d?"

e extraindo a raiz

A—v T2 1/2
cdt =e™2 <1 +e_’\—02)) dr (5.47)

2 _
(r? =g
Tomando a aproximagao rp << r, as componentes da métrica resultam nas equagoes

(4.18), (4.15) e (4.19), o que implica em

A—v 1 1
ev—A 2 9 2 2 2"
(1 + 6523—4> (1 _m oy g 43—4192)

T s

Substituindo em (5.47) temos

1/2

2m, 2 | ¢°,.2 v2q .2
( _T3T0+T4T0_4T6r0 1

cdt = ~ .
(1roms) (1= - ate) (1)

dr.

2
Considerando a defini¢ao (5.36), vamos expandir <1 — 277“ + ;{—z — 4bj—32> e despre-
zar termos de orde superior a €. Temos entao

1/2

_2m2 4 ¢?2 gb%% 2
( r3 TO+7‘4T0 4 76 10 1

cdt = . . . =
(1 + 6b2g—4) (1 —4m g% 8b23—4) (1 - —)

dr

Agora, fazendo a multiplicagao do denominador e desprezando os termos de ordem

superior a €, nossa aproximacao fica

1/2
_2m,2  d®2_  4b%¢ 2
C —_=

(142 + 2% —2p5) %

r2
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Vamos expandir o denominador. Para isso faremos a expansao de primeira ordem

em £, onde £ é o termo que contém as perturbacoes €1, €9, €3,

Substituindo, temos
o, o, PP\ ] dr
cdt = (1 —r2+ L1092 —4—? 1—=¢) ——
< p3 0 a0 r6 "0 27 ) \J1=r2/r2

9 2 b2a? 1/2 2 242 d
cdt = <1——mr§+q—r§—4Tgr§) (1+2%—q—+ q) i

3 4 2 4 2 /2
r r r r V31=r3/r

Agora, vamos fazer uma expansao de primeira ordem em & para
1
V1i4+e= 1+§€_+O(52)

e assim obtemos

1 2 b22 2 b22 d
= (1= Bt S0P 0g) (1402 - £ B0) O
r r

3 24 r2oort ) 1=

Multiplicando os termos entre parénteses e desprezando os termos de ordem 2 de &, che-

gamos em
2 mré ¢ 1¢*r V¢ V¢ dr
o= (142200008 UL PO
r r r 2 r r r 1—r2/r2
Aqui, tomando ¢ = 0 temos o tempo de viagem da luz no espago-tempo de

Schwarzschild. Se tomarmos apenas b = 0, temos o caso de Reissner-Nordstrom, e to-
mando a equacgao completa, o caso de Podolsky. Sendo assim, para os trés primeiros

termos ja sabemos o resultado da integral (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975)

A
2 2 2 2
5 2 5 5 (\/ Tplaneta —To + Tplaneta) < V " Terra = 70 + TT@”‘“/
ct = \/ rplaneta —To + TTerra = T0 +2m log 7“2
0
2 2
T — T 2 2
\/ planeta 0 A/T -1
—m + Terra

T'planeta TTerra

onde a integral vai de r = 7 até rpjanetq € de 7 = 19 até ryerq. E mais conveniente separar
a integral em duas partes pois temos assim o tempo que a luz leva para sair do planeta
e chegar até a distancia mais préoxima do Sol, e depois o tempo que leva, partindo dessa

distancia de maior aproximagao com o Sol até a Terra.
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Aqui, vamos reescrever em termos de £, definindo os parametros &, = m, &y =

¢* &5 = b*¢°
cdt = 1+2_m_m_7"8_q_2+1q2r(2) _|_b2q2 _2b2q2T(% dr
r 73 r2 2 rd ré 76 /1 — 2 /72

dt Lea (2o i (c L) s (L2 ar
cdt = gl=-=2 &Gl ——+ 2L Hl——22) ) — —
Y\ 93 2 r2 = 24 S\t 6 1—r¢/r?

Assim, obtemos as integrais

N\
2 2 2 2
2 2 2 2 = ( V "planeta — 70 - Tplaneta,) ( V "Terra — T0 T TTe'r'r'a/
ct = \/Tplaneta —To + \/TTerra ) + 251 log 5
2 2
A/T - V) 2
B planeta 0 n "Terra — T0

7o

Tplaneta TTerra
2 2 —1 0 -1 0
= T — T 2 2 = COS o COS —_—
+52 \/ ' planeta 0 n V  "Terra — 70 3&9 (Tplaneta) + (rTe,«m>
el 5 5 _ -
4 Tplaneta TTerra 4 To
2 2 2 2
= A/T -7 /0.2 2 = T —T 2 2
_5_3 planeta 0 n TTCTT’CI — 75 B 5_3 planeta 0 n TTerra i
4 4 2.2 2.2
2 Tplaneta TTerra 4 o Tplaneta 0T Terra
s [ cos™! (JL> + cos™! (L>
3 Tplaneta TTerra
a4 3
4 Ty

Assim como esperado, o primeiro termo representa o espago-tempo plano, e os
demais termos as corre¢oes devido ao aumento da distancia percorrida. Aqui, podemos
ver claramente quais termos sofrem o efeito de atraso no tempo por conta das contribuigoes

da massa (g1), da carga (e2) e do acoplamento nao minimo (e3).
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6 CONCLUSAO

Na teoria da relatividade geral proposta por Einstein, a relacao entre a geometria
do espago-tempo com a matéria, mudou a maneira de como vemos o universo (ISAACSON
et al., 2007). A primeira solugao dessas equagoes foi encontrada por Schwarzschild, que
obteve uma métrica para um espago-tempo estatico e sem carga elétrica. Outra solugao
que foi abordada neste trabalho é a métrica encontrada por Reissner-Nordstrom, que
difere da solugao de Schwarzschild por levar em consideragao a carga elétrica do objeto
que deforma o espago-tempo. A teoria eletromagnética utilizada por Reissner-Nordstrom

é a teoria de Maxwell.

E possivel mostrar que a eletrodindmica de Maxwell possui uma tnica extensao
linear de segunda ordem no espago-tempo plano, a eletrodinamica de Podolsky, que intro-
duz um novo parametro a. Este nos fornece uma interpretacao de que o féton possui um

modo massivo, e tal teoria eletromagnética é chamada de Eletrodinamica de Podolsky.

Buscando uma generaliza¢ao para espagos-tempo curvos, (CUZINATTO et al.,
2018) mostraram que, para a lagrangiana da eletrodindmica de Podolsky ser tunica, é

necessario acrescentar mais um parametro, b, chamado aqui de acoplamento nao-minimo.

A eletrodinamica de Maxwell pode ser vista como um limite da eletrodinamica de
Podolsky quando a — 0. Neste trabalho utilizamos o parametro rp = a® + 2b* (raio de
Podolsky), onde o parametro b é introduzido ao generalizar a eletrodindmica de Podolsky

para espagos-tempo curvos.

Outras possiveis aplicagoes da eletrodindmica de Podolsky é na Eletrodinamica
Quantica (BORGES et al., 2019), utilizando a lagrangiana que possui ordens superiores de
derivadas para corre¢oes quanticas. Também existem estudos de aplicagoes nas equagoes
de Schrédinger para o dtomo de hidrogénio considerando a eletrodinamica de Podolsky
(CARLEY; KIESSLING; PERLICK, 2018). Além disso, aplicagdes da eletrodinamica de
Podolsky oferecem possibilidades para uma grande area de pesquisas em fisica, como por

exemplo estudos em massa de cargas aceleradas (ZAYATS, 2014).

Sendo assim, o que buscamos nesta dissertacao foi encontrar solugoes para as equa-

¢oes de Einstein que levassem em consideracao a eletrodinamica de Podolsky generalizada,
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ou seja, levando em consideragao o termo de acoplamento nao minimo. Para isso seguimos
os passos feitos por Schwarzschild e Reissner-Nordstrom presentes em (ADLER; BAZIN;
SCHIFFER, 1975).

Buscando uma solugao para a equagao (3.54), a fim de encontrar o campo elétrico
de um espaco-tempo curvo com a eletrodinamica generalizada, levamos em considera-
¢ao que as componentes da métrica deveriam ser perturbagoes da métrica de Reissner-
Nordstrom. A complexidade de se resolver a equacao considerando a aproximagao acima
nos levou a buscar uma aproximagao para uma métrica mais simples, e assim pudemos
encontrar o campo elétrico com a eletrodinamica generalizada em um espago-tempo plano.

Ou seja, supomos uma aproximacao para um campo gravitacional fraco.

Assim, obtivemos E (r) = % (1 — <% + 1) e_é), onde rp = va® + 202 ¢ cha-
mado raio de Podolsky. Este primeiro resultado nos mostrou que o campo elétrico de
Podolsky possui um termo coulombiano e um termo que decai exponencialmente com raio
de Podolsky vezes o fator (TL + 1). Vimos que o campo de Podolsky tende ao campo
elétrico coulombiano quando oPtermo rp tende a zero. Também vimos que, diferentemente

do campo coulombiano, o campo de Podolsky nao diverge quando nos aproximamos da

origem, ou seja, quando estamos muito proximos da fonte.

O parametro rp se tornou muito util em simplificagoes matemaéticas e foi usado em
todo o trabalho. De posse do campo elétrico, através da equagao (3.58) encontramos uma
relagao entre as componentes da métrica v e X\ e assim foi possivel encontrar a métrica

para um espago-tempo com a eletrodinamica de Podolsky.

Assim como esperavamos inicialmente, a métrica encontrada é uma perturbagao da
métrica de Reissner-Nordstrom, e essa perturbacao é proveniente do termo de acoplamento
nao-minimo. Isso nos levou a analisar os horizontes de eventos dessa métrica, e pudemos
constatar que sao aproximagoes dos horizontes de eventos de Reissner-Nordstrom. Nosso
resultado é coerente com (VISHVESHWARA, 1968), que diz que a superficie de redshift
infinito coincide com o horizonte de eventos em espacos-tempo esfericamente dimétricos

e estaticos.

Por fim, fazemos uma analise da trajetéria de um raio de luz e do atraso no tempo
de viagem da luz em um espago-tempo de Podolsky, assim como feito por (ADLER,;

BAZIN; SCHIFFER, 1975) para um espago-tempo de Schwarzschild. Percebemos que
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h& uma contribuicao que leva em consideragao novamente o termo de acoplamento nao-

minimo.

Esperamos que esses resultados sirvam como uma primeira aproximacao em es-
tudos que envolvam a eletrodinamica generalizada em espagos-tempo curvos. Uma abor-
dagem futura para este problema é resolver a equacao para o campo elétrico levando
em consideragdo a métrica de Reissner-Nordstréom (4.2), e assim encontrar o campo elé-
trico em um espago-tempo curvo, a partir dai repetir os passos aqui feitos e encontrar as

componentes da métrica para esta situagao mais geral.

Para isso sugerimos que se leve em consideragao a Teoria de Perturbacgao Singular
(LIN; SEGEL, 1988) para resolver (3.54), pois esperava-se que o pardmetro rp tivesse
magnitude muito pequena em relacao aos outros termos da equacao. Embora ainda esteja
em desenvolvimento, a teoria de perturbacoes singulares apresenta um grande potencial
em resolver equacoes diferenciais de segunda ordem. No Apéndice colocamos os pontos
importantes da teoria de perturbagoes singulares (e um roteiro a ser seguido) e na subsegao
4.2.1 mostramos como é possivel obter o campo elétrico (4.7) via teoria de perturbagoes

singulares, contribuindo com mais um resultado para o desenvolvimento desta teoria.
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APENDICE A — TEORIA DE PERTURBACOES SINGULARES

A teoria de perturbacao singular consiste em utilizar a perturbacao regular, onde
simplesmente se despreza o termo de menor magnitude e, resolvendo a equagao, encontra-
se uma aproximacao. Porém, se este termo estiver acompanhado da derivada de ordem
mais alta, (no nosso caso, na derivada de ordem 2), despreza-lo significa mudar com-
pletamente a natureza da equacgao, e consequentemente, suas solugoes. Os calculos aqui

apresentados estao disponiveis em (LIN; SEGEL, 1988).

Sendo assim, vamos trabalhar com dois tipos de perturbacoes, as regulares e as

singulares. Dada uma EDQO, analisamos a magnitude de cada termo.

Na perturbagao regular, desprezamos aquele que possui magnitude de ordem
O(e). Exemplo
e——+—+y~x—+y (A.1)
x x

Veja que fazendo isso, alteramos a natureza da EDO, que agora passa a ser de 1*

ordem.

Na perturbacao singular, fazemos um redimensionamento de tal maneira que o
termo com ¢ possa ser desprezado sem alterar a natureza da EDO. Exemplo
dy dy

e—+2—=4+y=0, comO0<z<lel<exl (A.2)
dz dx

com as condigoes que y(0) =0 e y(1) = 1.
Na perturbacgao regular, temos a seguinte aproximagao

dy
2-—2Z ~ A.
- ty~0 (A.3)

cuja solucao é y = ke~27. Pelas condic¢oes de contorno, ou y = 0, ou

N

y = ez 2" (A4)
que é a solucao aproximada pela teoria de perturbacoes regular.

Vamos encontrar a solu¢ao exata de (A.2) e comparar com a solu¢ao aproximada

(A.4). A solugao de (A.2) é da forma

y = CLem™* 4 Cye™ (A.5)
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onde my e my sao as raizes de

em* +2m+1=0 (A.6)

Pelas condigoes de contorno temos 0 = C7 + Cy e 1 = Che™ + (5e¢™2. Resolvendo

o sistema
1 —1
C e C AT
eml — emQ 6m1 _ emg
As raizes de (A.6) sdo m; = =L e my = =2, e assim, a solucio exata é
2 I3 ) bl
=1 -2
et _ T
Y= ——5 (A.8)
ez —e

Veja que para 0 < € < 1, temos que e® tem pouca contribui¢ao, de modo que

podemos despreza-lo. Assim, a solugao fica

Yy~ e (e%x - 676236) (A.9)

Analisando a equagao (A.9), temos y(0) = 0. Quando x — o0, o termo em colchetes
tende a 0. Quando z = ¢, y = 0. Para z = n.e, n € N, o segundo termo tem pouca

.~ . —2z
contribuicao. Assim, podemos desprezar o segundo termo e~ .

Entao, a solugao aproximada de (A.8) ¢é
y=ezez =170/ (A.10)

ou seja, (A.4) é uma boa aproximagao.

Na regiao de €, a aproximagao nao é boa, mas fora dessa regiao, ela é. Entao a
perturbagao regular nos da uma boa aproximacao para uma determinada regiao, mas deixa
a desejar nos entornos de €. Aqui a solucao satisfaz apenas uma condi¢ao de contorno e nao
¢ uma boa aproximacao para a regiao onde se encontra a segunda condi¢ao de contorno.

Essa solugao aproximada chamaremos de y,, solu¢ao externa (outer).

E possivel mostrar que tomando € < 0 a solucio satisfaz apenas a outra condicao
de contorno, ou seja, nao é uma boa aproximacao em x = 1. Para encontrar uma solucao
aproximada dentro da camada de contorno vamos aplicar a teoria de pertubagoes singular.

Seja

d
e—+2—4+y=0 (A.11)
x
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com0<e<1,y(0)=0ey(l) =1

A camada de contorno proxima de z = 0 tem espessura de magnitude J(g). Que-
remos que essa espessura tenda a 0 quando ¢ tender a 0, ou seja, 6 — 0, quando € — 0,

ou seja, quanto menor a perturbacgao, menor deve ser a camada de contorno de 4.
Seja
E=— (A.12)
um redimensionamento, e trocando y por Y, temos

e d’Y 24dY
S 2T Ly = Al
5 de2 + 5 + 0 (A.13)

onde Y (§,¢) = y(€e, e) é a aproximagao interna y;(e) para & fixo.
Como 0 é o comprimento da escala, as expressoes

2Y dy
g2’ dg’

sao de ordem 1. Analisando e comparando os termos de (A.12), temos

€ 1
ﬁ—g = =90
2 2
ﬁ::l = =90
1
-=1 0=1
5 =

E assim, ficamos com a primeira opc¢ao, ¢ = ¢. Logo, temos que

¢ = g em (A.12) (A.14)

Assim, temos de (A.13) e (A.14)

A’y ay
— + 2— Y = Al
Tz + Tz +e 0 (A.15)

Agora, podemos desprezar o termo em &, com y;(0) =0

d?y d
d_§2 + 2d_§ =0 (A.16)
Temos entao
yi(§) =C (1 -e™) (A.17)

que é a solugao a menos da constante C'.
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Supondo que (A.17) seja uma boa aproximacgao da solugdo na camada de contorno,
deseja-se fazer a colagem entre as solugoes de tal maneira a garantir a continuidade e a
uniformidade da solugao. Assim, temos que x esta dentro da camada de contorno quando
x = 0(0) e x esta fora da camada de contorno quando = = O(1). Na regido intermediaria,

temos x = O [O(¢)], onde O(O) esta entre O(J) e O(1). Assim, a fun¢do © deve obedecer

limQ:oo e limO =0 (A.18)

e—0 e—0

~ , . . . xz .
Entao, para x na camada de contorno, é apropriado introduzir £ = 5 e deixar

e — 0 com ¢ fixo. Na regiao intermediaria, introduzimos 7, onde

x ()
n=g com x—n@eg—ng (A.19)

e deixar € — 0 com 7 fixo. As aproximagoes externa e interna se encontrarao se possuirem

um limite comum quando 7 é introduzido e € — 0.

Esse encontro requer que

lim [y, () |x:n9] = lli% [y[(f) ‘5=779/5] (A.20)

e—0

com 7 fixo. Nesse caso, no lado esquerdo de (A.20) utilizando (A.18) temos

ll_l;% [61/2(1—56) |:c:77@:| — ll—l;% 61/2(1—77@) — 61/2 (A21)
No lado direito temos
m C (1 —e 297 = C (A.22)
e—0
De (A.21) e (A.22) temos C = e'/2, logo
yr(§) = e (1 —e™) (A.23)

Com essas duas aproximagoes, devemos fazer agora a colagem. Para isso, usa-
remos a aproximacao uniforme, ou seja, as duas solugoes precisam se encontrar no li-
mite estabelecido pela varidvel intermediaria. Para isso devemos somar a solugao interna
com a externa e, caso existam termos em comum, eles devem ser subtraidos, ou seja,

Yu = Y1 + Yo — termos em comum.
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T .
Yu(r) = Yol) +y1(5) — lim y,(nO)
yulz) = e(/20=2) 4 o1/ (1 _ 6—2z/5) _ 12

yu(z) = e/? (e_m/Q - 6_2$/€) (A.24)

que esta de acordo com a solugao exata.

Segue agora um procedimento geral para tratar problemas com a teoria de pertur-
bacao singular. Porém, deve-se ter em mente que esta é uma teoria ainda em desenvol-
vimento, portanto, é preciso muito cuidado e atencao ao se trabalhar com ela, visto que
essa teoria atende a um grande ntiimero de equagoes, mas nao todas. Além disso, pequenas

variacoes podem ser necessarias dependendo da situacao analisada.

Sendo assim, segue o procedimento. Considere a equagao
ey + flx,y,y') =0 (A.25)

com y(a) = A e y(b) = B. Supondo que (A.25) tem soluc¢do tnica com condigao de

contorno em z(a) = A.

1°) Determine a aproximagao externa resolvendo

f(#,90,9,) =0 y,(b) =B (A.26)
2°) Introduza em (A.25) a variavel £ = :I:%, onde a escolha do sinal determina
£
& > 0 dentro do intervalo.
e d*Y 1dY
-5 +0,Y, +—— | =0 A.27
62d§2+f<a &Y, 5d§) ( )

Suponha que para e pequeno e & fixo, a contribuigdo dominante em (A.27) é da

forma

. dy
§°F (g, Y, d_g) (A.28)

para alguma fungao F' e alguma constante s. Veja que F'(&,Y,dY/d¢) é independente de

. Equilibre o termo de segunda ordem com (A.28) escolhendo

e072=6 ou §=ec7 (A.29)



3°) Determine y;(€) resolvendo

Y,
dgz

+F(5,m,%) =0, Yi(0)=4

4°) Introduza a variavel intermediaria

r—a
==+
I
onde @ é uma funcao tal que
limO) =0 e lim o) = 00
e—0 e—0 (5(5)

Imponha a condigao de encontro

lian [y, () [s—aeq ] = 1im [y7(€) [e=eys]

com 7 fixo.
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(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

5°) Imponha a condigdo de uniformidade, ou seja, a aproximagao uniforme. y, =

yr + Yo — termos em comum.

Segue uma lustracao das camadas das solugoes interna, externa e regiao interme-

diaria

d(€)
¢ " v
a L b
Yr Yo

Figura 8 — Representacao das camadas interna, intermediaria e externa.
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