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RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo investigar a eletrodinâmica generalizada em espaços-

tempo curvos. A partir das soluções de Schwarzschild e Reissner-Nordström para as equa-

ções de Einstein com simetria esférica e com independência temporal, deseja-se encontrar

soluções que levem em consideração a eletrodinâmica generalizada. Para isso, deseja-se

encontrar uma expressão para o campo elétrico da eletrodinâmica generalizada no espaço-

tempo plano e então utilizar esse campo elétrico para encontrar as componentes da métrica

do espaço-tempo curvo. Por fim, será feita uma análise dos resultados obtidos tais como

o comportamento dos horizontes de eventos, o desvio da trajetória de um raio de luz e o

atraso temporal de um raio de luz.

Palavras-chave: Schwarzschild. Podolsky. Buracos negros. Relatividade geral.



ABSTRACT

This work aims to investigate the generalized electrodynamics in curved space-time. From

the Schwarzschild and Reissner-Nordström solutions for the Einstein equations with spher-

ical symmetry and with temporal independence, it is desired to find solutions that take

into account the generalized electrodynamics. For this, we want to find an expression for

the electric field of generalized electrodynamics in the flat space-time and then use this

electric field to find the components of the metric of the curved space-time. Finally, an

analysis will be made of the results obtained such as the behavior of the horizons of events,

the deviation of the trajectory of a ray of light and the temporal delay of a ray of light.

Keywords: Schwarzschild. Podolsky. Black holes. General relativity.
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1 INTRODUÇÃO

Em 1915 , Albert Einstein publica a Teoria da Relatividade Geral, onde propõe

que o espaço-tempo é curvo e que sofre essa deformação através da ação da gravidade. Sua

equações mostram como se dá a interação entre gravidade, matéria, movimento e energia

(ISAACSON et al., 2007).

Sua teoria foi responsável por grandes avanços na ciência e explicação de fenôme-

nos físicos, por exemplo, o desvio do periélio de Mercúrio que intrigava astrônomos da

época, que propuseram a existência de um planeta ainda não observado próximo a órbita

de Mercúrio, batizado de Vulcano (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975). Esse planeta

seria capaz de produzir uma perturbação na órbita de Mercúrio que explicaria o desvio

sofrido. Porém, esse suposto planeta nunca foi observado. Utilizando de sua teoria, Eins-

tein mostrou que não era necessário a existência de um planeta para tal desvio, pois seus

cálculos conferiram exatamente com os dados observados.

Uma segunda prova (ou teste) para sua teoria foi que a luz poderia sofrer um

desvio de sua trajetória se estivesse próxima o suficiente de um campo gravitacional

muito forte. Assim, para verificar essa hipótese, grupos de cientistas se propuseram a

observar as estrelas durante a noite e comparar as suas posições quando houvesse um

eclipse solar. Assim, o Sol iria desviar a luz proveniente de uma dessas estrelas. Várias

equipes de cientistas foram formadas para tentar essa observação e uma em especial, foi

para Sobral-CE (ISAACSON et al., 2007), onde puderam comprovar o efeito em 1919.

Outro teste bem sucedido foi o desvio da luz para o vermelho, que gera uma

diferença nas frequências emitidas pela luz caso os emissores não estejam em repouso

absoluto. Em 2016, o consórcio formado pelos laboratórios LIGO e VIRGO anunciou a

primeira detecção de ondas gravitacionais de maneira direta, ondas essas já previstas na

teoria de Einstein (SAA, 2016).

Mas foi logo após Einstein publicar sua teoria que em 1916 Karl Schwarzschild pu-

blica um artigo com a solução exata para a equação de Einstein (SAA, 2016). A solução

de Schwarzchild leva em consideração um espaço-tempo de simetria esférica e estático,

que abordaremos nesse trabalho. Dessa solução têm-se a primeira ideia de buraco negro.
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Buscando outras soluções para a equação de Einstein, Reissner e Nordström utilizaram

de simetria esférica para um espaço-tempo estático, mas que possui carga elétrica e as-

sim temos o buraco negro de Reissner-Nordström, que se diferencia do buraco negro de

Schwarzchild por possuir um campo elétrico (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975).

A solução de Reissner-Nordström leva em consideração a teoria eletromagnética

de Maxwell para o tensor energia-momento nas equações de Einstein. Aqui, pretendemos

analisar uma solução com simetria esféria e estática mas utilizando uma teoria eletro-

magnética mais geral, a Eletrodinâmica de Podolsky em espaços-tempo curvos. Para isso,

vamos resolver as equações para o campo elétrico em espaço-tempo curvo disponível em

(CUZINATTO et al., 2018). A Eletrodinâmica de Podolsky possui lagrangiana única no

espaço-tempo plano, mas em espaços-tempo curvos é preciso acrescentar um novo parâ-

metro para que a lagrangiana seja única (CUZINATTO; MELO; POMPEIA, 2007).

A escolha por abordar o problema utilizando a eletrodinâmica generalizada de

Podolsky vem do fato de que a mesma não possui a divergência para o campo elétrico

próximo a origem como a teria de Maxwell (GRATUS; PERLICK; TUCKER, 2015).

Embora esta última seja amplamente aceita no meio científico e muito contribuiu para

o desenvolvimento da ciência e tecnologia, a eletrodinâmica de Podolsky também possui

diversas aplicações e apresenta grandes possibilidades de investigação em Cromodinâmica

Quântica para uma teoria de segunda ordem, e para ordens superiores, uma generalização

para teoria Eletrofraca (ORTEGA, 2014).
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2 ESPAÇO-TEMPO ESTÁTICO E SEM CARGA ELÉTRICA

Neste capítulo mostraremos como Schwarzschild obteve sua solução para as equa-

ções de Einstein, assim como as consequências dos seus resultados. Schwarzschild publica

sua solução em 1916, enquanto servia o exército alemão durante a I Guerra Mundial

(SAA, 2016). Os cálculos envolvidos nesse capítulo estão em (ADLER; BAZIN; SCHIF-

FER, 1975) com ligeira modificação na notação para uma versão atualizada.

2.1 A SOLUÇÃO DE SCHWARZSCHILD

A equação de Einstein para a relatividade geral Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν ,

com a assinatura (+,-,-,-) é na verdade um conjunto de dez equações diferenciais, que

relaciona a curvatura do espaço-tempo com a matéria.

A solução encontrada por Schwarzschild para resolver as equações leva em consi-

deração uma simetria esférica e um corpo estático num campo livre de matéria e energia.

Levando em consideração essas peculiaridades, o tensor energia-momento é T µν = 0 e

assim, o tensor de Einstein fica na forma

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = 0. (2.1)

o que reduz o problema a encontrar uma métrica que satisfaça Rµν = 0, (basta aplicar

gµν em (2.1) e o resultado segue).

Como estamos interessados em uma simetria esférica, vamos escrever o elemento

de linha ds2 = gµνdx
µdxν da seguinte forma no espaço-tempo de Minkowski

ds2 = c2dt2 − (dr2 + r2dθ2 + r2 sen2θdφ2).

Para um espaço-tempo curvo, precisamos encontrar funções A, B, C, D tais que

o elemento de linha possua a seguinte estrutura

ds2 = g00(dx0)2 + g11(dx1)2 + g22(dx2)2 + g33(dx3)2.

e como estamos utilizando um sistema de coordenadas esféricas, temos

ds2 = Ac2dt2 − (Bdr2 + Cr2dθ2 +Dr2 sen2θdφ2).
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Como nesse caso tem-se uma simetria esférica, não há dependência angular, de modo que

as funções C e D devem ser iguais.

De fato, tomando um deslocamento ε ao longo de um meridiano, temos que ε = rdθ

partindo do polo norte, o que implica que ds2 = −Cε2. Tomando um deslocamento ε no

equador, temos que ε = rdφ, o que implica que ds2 = −Dε2. Logo, C ≡ D.

Assim, podemos escrever o elemento de linha como

ds2 = Ac2dt2 −Bdr2 − C(r2dθ2 + r2 sen2θdφ2).

É possível simplificar ainda mais se escolhermos uma coordenada radial conveni-

ente r̂ tal que r̂ =
√
C(r)r. Sendo assim, temos r̂2 = Cr2 e substituindo no elemento de

linha temos

ds2 = Ac2dt2 − B̂dr̂2 − (r̂2dθ2 + r̂2 sen2θdφ2).

que podemos fazer, por comodidade

ds2 = Ac2dt2 −Bdr2 − (r2dθ2 + r2 sen2θdφ2).

Assim, restam apenas duas funções A, B a serem determinadas. Para manter a

assinatura da métrica, as funções A e B devem ser funções positivas, então sejam A = eν(r)

e B = eλ(r), onde λ(r) e ν(r) são funções a serem determinadas. Voltando ao elemento de

linha, temos

ds2 = eν(r)c2dt2 − eλ(r)dr2 − (r2dθ2 + r2 sen2θdφ2).

Para encontrar essas funções, vamos voltar à equação (2.1), resolver

Rµν = ∂δΓ
α
βα − ∂αΓα

βδ + Γα
τδΓ

τ
βα − Γα

ταΓ
τ
βδ = 0.

e encontrar os símbolos de Christofell não nulos. Aqui, supondo que esse campo gravitaci-

onal descreve uma geodésica e aplicando o princípio da mínima ação, podemos encontrar

os símbolos de Christofell não nulos:

Γ 0
10 = Γ 0

01 = 1
2
ν ′ Γ 1

00 = 1
2
ν ′eν−λ Γ 1

11 = 1
2
λ′

Γ 1
22 = −re−λ Γ 1

33 = −r sen2θ e−λ Γ 2
12 = Γ 2

21 = 1
r

Γ 2
33 = − senθ cos θ Γ 3

32 = Γ 3
23 = cot θ Γ 3

13 = Γ 3
31 = 1

r
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Lembrando que Γ i
ih =

∂

∂xh
log
√
−g e g = det gµν , onde índices latinos vão de 1 a

3 e índices gregos vão de 0 a 3. Então o tensor de Riemann fica na forma

Rµν = ∂µ∂ν(log
√
−g)− ∂αΓα

µν + Γ β
τµΓ

τ
βν − Γ τ

µν∂τ (log
√
−g) = 0.

Escrevendo gµν na forma matricial para encontrar o determinante da métrica te-

mos:

gµν =


eν(r) 0 0 0

0 −eλ(r) 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2 sen2θ

⇒ det gµν = −eν(r)+λ(r)r4 sen2θ.

Então, log
√
−g = ν(r)+λ(r)

2
+2 log r+log | senθ|. Assim, podemos encontrar as componentes

do tensor de Riemann resolvendo quatro equações diferenciais, as duas primeiras são:

R00 = ν ′′ +
ν ′2

2
− ν ′λ′

2
+

2ν ′

r
= 0. (2.2)

R11 = ν ′′ +
ν ′2

2
− λ′ν ′

2
− 2λ′

r
= 0. (2.3)

Resolvendo o sistema de 2.2 e 2.3, encontramos

ν ′ + λ′ = 0⇒ ν + λ = k, com k constante.

Se fizermos uma troca na coordenada temporal de t por tek/2, podemos tomar

k = 0, de modo que no elemento de linha isso é equivalente a trocar ν por ν + k. Então

temos ν = −λ. Voltando a equação diferencial (2.3), temos:

λ′′ − λ′2 +
2λ′

r
= 0⇒ (re−λ)′′ = 0.

(re−λ)′ = C com C constante.

Para R22 temos:

(e−λr)′ = 1.

Integrando essa equação, tem-se e−λr = r − 2m, onde 2m é uma constante arbitrária.

Sendo assim,

eν = e−λ = 1− 2m

r
e eλ =

1

1− 2m

r

.
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Para R33 obtemos (e−λr)′ = 1, que já foi resolvida. Isso nos mostra que as soluções

são consistentes.

Sendo assim o elemento de linha fica na forma:

ds2 =

(
1− 2m

r

)(
dx0
)2 − dr2(

1− 2m

r

) − r2
(
dθ2 + sen2θdφ2

)
. (2.4)

E esse é o elemento de linha de um espaço-tempo de Schwarzschild onde a constante

m é definida como massa geométrica do corpo central, dado porm =
GM

c2
. Vamos analisar

alguns limites importantes.

Para r → ∞, ou seja, longe o suficiente da massa pontual, o espaço-tempo se

torna assintoticamente plano. A medida de tempo de um observador longe o suficiente da

origem é dada por t.

Além disso, para r = 2m, o coeficiente da coordenada temporal no elemento de

linha se torna nulo e o coeficiente da coordenada radial tende a infinito. O raio r = 2m

é chamado de Raio de Schwarzschild. Isso mostra que para um objeto cujo r → 2m, o

tempo para esse objeto é diferente daquele medido quando r →∞. Quanto mais próximo

dessa singularidade, mais devagar o tempo passar em relação aquele que está assintótico.

2.2 A SOLUÇÃO DE SCHWARZSCHILD EM COORDENADAS ISOTRÓPICAS

A solução de Schwarzschild como foi construída na seção anterior levou em con-

sideração coordenadas esféricas, mas é possível mostrar que a solução não depende deste

sistema de coordenadas escolhido. Buscamos então um elemento de linha na forma

ds2 = A(r)(dx0)2 −B(r)dσ2.

onde dσ2 = dx2 + dy2 + dz2 ou dσ2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sen2θdφ2, e as funções A(r) e B(r)

devem preservar o elemento de linha para qualquer escolha de coordenadas.

Definição: Coordenadas isotrópicas são aquelas cujo elemento de linha toma a forma

ds2 = A(r)(dx0)2 −B(r)dσ2.

Nesse tipo de coordenada, t, φ, e θ não sofrem variação, enquanto que r → ρ(r).
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O elemento de linha de Schwarzschild na forma isotrópica é definido por

ds2 =

(
1− 2m

r

)
c2dt2 − λ2(ρ)

[
dρ2 + ρ2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)]
=

(
1− 2m

r

)
c2dt2 − λ2(ρ) dσ2

Comparando o elemento de linha em coordenadas esféricas com o elemento de

linha em coordenadas isotrópicas, temos que r2 = λ2ρ2 e
dr2

1− 2m

r

= λ2dρ2, o que implica

que
±dr√

r2 − 2mr
=
dρ

ρ

Integrando, temos:

± log
[(
r2 − 2mr

)1/2
+ (r −m)

]
= log ρ+ C, com C constante.

Vamos analisar alguns limites. Considere agora um observador longe o suficiente

tal que r � m

± log 2r = log ρ+ C.

Então, tomando o sinal positivo e C = log 2, para que no infinito r = ρ,
√
r2 − 2mr + (r −m) = 2ρ.

Veja que [
(r −m) +

√
r2 − 2mr

] [
(r −m)−

√
r2 − 2mr

]
= m2.

Dividindo pela equação acima e depois somando, obtemos r−m = ρ+
m2

4ρ
, o que implica

em

r = ρ+
m2

4ρ
+m = ρ

(
1 +

m

2ρ

)2

.

Como λ =
r

ρ
, temos λ(ρ) =

(
1 +

m

2ρ

)2

. Assim, o coeficiente da coordenada

temporal fica: (
1− 2m

r

)
= 1− 2m

ρ

(
1 +

m

2ρ

)2 =
(1−m/2ρ)2

(1 +m/2ρ)2 .

Voltando ao elemento de linha,

ds2 =
(1−m/2ρ)2

(1 +m/2ρ)2 c
2dt2 −

(
1 +

m

2ρ

)4

(dρ2 + ρ2dθ2 + ρ2 sen2θdφ2).

ds2 =
(1−m/2ρ)2

(1 +m/2ρ)2 c
2dt2 −

(
1 +

m

2ρ

)4

dσ2.
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Agora, pondo m = 0, veja que temos o elemento de linha do espaço-tempo plano

ds2 = c2dt2 − dσ2. Para um campo gravitacional fraco, esperamos que
m

ρ
� 1, então

fazemos uma expansão de 1a ordem em
m

ρ
.

ds2 ∼= =

(
1− m

ρ

)(
1− m

ρ

)
c2dt2 −

(
1 +

2m

ρ

)
dσ2.

∼=
(

1− 2m

ρ

)
c2dt2 −

(
1 +

2m

ρ

)
dσ2.

Comparando com o potencial clássico
(
ϕ = −GM

r

)
, (D’INVERNO, 1992), temos

que

g00
∼=
(

1 +
2m

ρ

)
∼=
(

1 +
2ϕ

c2

)
=

(
1− 2kM

c2ρ

)
.

o que nos dá o mesmo valor para m, ou seja, m =
GM

c2
. Isso nos mostra que a solução de

Schwarzschild é válida para qualquer sistema de coordenadas.

2.3 O PROBLEMA DE KEPLER DA RELATIVIDADE GERAL E O DESVIO DO PERIÉLIO

DE MERCÚRIO

Um dos testes da Teoria da Relatividade Geral proposto pelo próprio Einstein era

que sua teoria é capaz de resolver o problema do desvio do periélio de Mercúrio.

De acordo com Kepler, a órbita dos planetas em torno do Sol é uma elipse fechada,

com o Sol em um dos focos. Mas a influência gravitacional dos outros planetas afeta essa

órbita, que não será precisamente elíptica. Na verdade, a trajetória do planeta é uma

elipse na qual o semi-eixo maior rotaciona em torno do foco onde se localiza o Sol. Assim,

o periélio não acontece sempre no mesmo ponto. A mecânica Newtoniana já previa que

um pequeno desvio poderia ocorrer na órbita, mas que seria possível obter esse desvio.

Algumas hipóteses que tentaram explicar esse desvio: (1) deveriam haver erros nos

cálculos e uma análise rigorosa poderia encontrá-los, mas mesmo com uma revisão dos

cálculos, o erro persistia. (2) Deveria existir um planeta na órbita de Mercúrio produ-

zindo essa perturbação. O suposto planeta foi batizado de Vulcano e várias tentativas de

observação foram feitas, todas sem êxito.

Vamos analisar o problema do ponto de vista da relatividade geral. Para isso

tomamos o elemento de linha de Schwarzschild (2.4), e lembrando que a órbita deve
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seguir uma linha geodésica, temos que δ
∫
ds = 0. Assim

δ

∫ [(
1− 2m

r

)
c2ṫ2 −

(
1− 2m

r

)−1

ṙ2 − r2
(
θ̇2 + sen2θ φ̇2

)]
ds = 0. (2.5)

As equações de movimento para θ, φ, e t seguem abaixo:

d

ds

(
r2θ̇
)

= r2 senθ cos θφ2. (2.6)

d

ds

(
r2 sen2θφ̇

)
= 0. (2.7)

d

ds

[(
1− 2m

r

)
ṫ

]
= 0. (2.8)

Para r, vamos dividir o elemento de linha por ds2, obtendo a quarta equação

diferencial e assim podemos resolver para t, r, θ, φ.

1 =

(
1− 2m

r

)
c2ṫ2 −

(
1− 2m

r

)−1

ṙ2 − r2
(
θ̇2 + sen2θφ̇2

)
. (2.9)

Na mecânica clássica, a órbita de um corpo está sobre um plano. Nesse caso, tome

θ = π/2 e θ̇ = 0 para algum s inicial.

Na primeira equação de Euler-Lagrange (2.6) assumimos que θ = π/2. Substi-

tuindo na segunda equação de Euler-Lagrange, temos

d

ds
(r2φ̇) = 0

r2φ̇ = h, com h constante (2.10)

Integrando a última das equações de Euler-Lagrange, temos(
1− 2m

r

)
ṫ = l com l constante

Vamos substituir esses resultados em (2.9), o que nos dá

1 =

(
1− 2m

r

)−1

c2l2 −
(

1− 2m

r

)−1

ṙ2 − h2

r2
(2.11)

Fazendo uma mudança de variável para deixar r como função de φ, onde (’) significa

derivada com respeito a ϕ

r′ =
dr

dφ
=
ṙ

φ̇
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Da equação (2.10) temos que

ṙ = φ̇r′

ṙ =
h

r2
r′ (2.12)

Então a equação (2.11) fica(
1− 2m

r

)
= c2l2 − h2

r4
r′2 − h2

r2

(
1− 2m

r

)
(2.13)

Agora, seja r =
1

u
. Isso implica que r′ =

−u′

u2
. Substituindo, temos

(1− 2mu) = c2l2 − h2u′2 − h2u2 (1− 2mu)

u′2 =

(
c2l2 − 1

h2

)
+

2m

h2
u− u2 + 2mu3 (2.14)

φ = φ0 +

∫ u

u0

du(
c2l2 − 1

h2
+

2mu

h2
− u2 + 2mu3

)1/2
(2.15)

A equação (2.15) é a solução exata do problema, porém, perdemos a visão ge-

ométrica da elipse. Para contornar essa situação, diferenciamos (2.14) em φ e obtemos

2u′u′′ =
2m

h2
u′ − 2uu′ + 6mu2u′. (2.16)

Uma solução é tomar u′ = 0 ⇒ u = constante,⇒ r = constante. Ou seja, temos nesse

caso um movimento circular.

Para u′ 6= 0, podemos fazer

u′′ + u =
m

h2
+ 3mu2, (2.17)

que possui estrutura similar para a equação da órbita do problema clássico de Kepler.

Vamos comparar com a derivação da fórmula de Binet para o movimento de uma

partícula de massa m no centro de um campo de força com uma função potencial mf(r),

(ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975), que segue abaixo.

Assumindo que o movimento está no plano, temos que θ = 0. A Lagrangiana

L =
1

2

[(
dr

dt

)1/2

+ r2

(
dφ

dt

)2
]
− f(r) (2.18)
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nos dá as equações de movimento

d2r

dt2
= r

(
dφ

dt

)2

− f ′(r), (2.19)

r2dφ

dt
= H, H constante (2.20)

onde f ′(r) =
df

dr
.

Considere a equação da trajetória r = r(φ) e a função u(φ) =
1

r(φ)
. Então das

equações (2.20) e (2.19) temos, respectivamente

dr

dt
=

dr

dφ

dφ

dt
= r′(φ)

H

r2
= −Hu′(φ), onde u′(φ) =

du

dφ

d2r

dt2
= −H2u′′(φ)u2 = H2u3(φ)− f ′(r)

u′′ + u =
1

H2

f ′(r)

u2
(2.21)

que é a Fórmula de Binet para o caso geral.

Para o caso Newtoniano, f(r) =
GM

r
implica que

u′′ + u = −GM
H2

, (2.22)

H = r2dφ

dt
= constante (2.23)

Comparando com (2.17), temos

m

h2
=

kM

c2r4 (dφ/ds)2 =
kM

c2r4 (dφ/dt)2 (dt/ds)2 . (2.24)

Para movimentos lentos em campos gravitacionais fracos, (dt/ds)2 = 1
c2
. Então

m

h2
≈ kM

r4(dφ/dt)2
=
kM

H2
. (2.25)

Veja que a equação clássica (2.22) é diferente da relativística (2.17) pela adição do

termo 3mu2. Esperamos que o termo 3mu2 seja pequeno em relação ao termo constante
m

h2
, cuja razão é 3h2u2. Substituindo (2.10) temos

3r2φ̇2 ∼= 3

[
r
dφ

dt

]2
1

c2
. (2.26)

onde r(dφ/dt) é a velocidade lateral (velocidade perpendicular a r). Temos então para

Mercúrio o valor numérico de

3v2
lateral/c

2 = 7, 7× 10−8.
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A equação (2.17) pode ser interpretada como a equação de Binet com potencial

f(r) = −kM
r
− γ

r3 , com γ = mH2 = kMh2

f(r) =
−kM
r

(
1 +

h2

r2

)
.

Se vl é a velocidade lateral, u2h2 = (1/r2)h2 ∼=
(
vl
c

)2, então

f(r) ∼=
−kM
r

(
1 +

(vl
c

)2
)
.

Se o movimento for aproximadamente circular, vl = 2πr
T
. Da 3a Lei de Kepler, r3

T 3

é constante, então r(v/c)2 = C e

f(r) ∼=
−kM
r

(
1 +

C

r

)
,

sem a velocidade angular. Ou seja, temos aqui uma correspondência entre mecânica clás-

sica e relatividade geral.

Sendo assim, vamos aplicar a equação (2.17) para o caso do periélio de Mercúrio.

Seja A =
m

h2
∼=
kM

H2
e ε = 2mA ∼=

3k2M2

c2H2
adimensional. A equação (2.17) se torna

u′′ + u = A+
εu2

A
(2.27)

cuja solução é do tipo

u(φ) = u0(φ) + εv(φ) +O(ε2). (2.28)

Substituindo, temos:

u′′0 + εv′ + u0 + εv = A+ ε
u2

0

A
+O(ε2). (2.29)

Tomando os termos sem ε, temos

u′′0 + u0 = A (2.30)

cuja solução é

u0 = A+B cos (φ+ δ), com B e δ constantes arbitrárias. (2.31)

E assim, chegamos em

u0 = A+B cos (φ), equação da elipse. (2.32)
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Tomando os termos de ε em (2.29)

v′′ + v = A+ 2B cos (φ) +
B2

A
cos2 (φ)

=

(
A+

B

2A

)2

+ 2B cos (φ) +
B2

2A
cos (2φ). (2.33)

Precisamos apenas da solução homogênea e como (2.33) é linear em v, podemos

escrever v = va + vb + vc, onde va, vb, vc são soluções das equações

v′′a + va = A+
B2

2A
,

v′′b + vb = 2B cos (φ),

v′′c + vc =
B2 cos (2φ)

2A
, (2.34)

o que nos dá

va = A+
B2

2A
,

vb = Bφ sen(φ)

vc =
−B2

6A
cos (2φ), (2.35)

e então a solução é v = va + vb + vc :

v = A+
B2

2A
+Bφ sen(φ)− B2

6A
cos (2φ).

Então, para u = u0 + εv temos

u =

(
A+ εA+

εB2

2A

)
+

(
B cos (φ)− εB2

6A
cos (2φ)

)
+ εBφ sen(φ). (2.36)

Com essa solução, podemos calcular o desvio do periélio. Como o único termo

não periódico é εBφ sen(φ), a irregularidade ocorre por esse termo. Veja que para uma

primeira ordem de ε

cos (φ− εφ) = cos (φ) cos (εφ) + sen(φ) sen(εφ) = cos (φ) + εφ sen(φ) (2.37)

e a solução pode ser escrita como segue

u = A+B cos (φ− εφ) + ε

(
A+

b2

2A
− B2

6A
cos (2φ)

)
. (2.38)

Aqui, A+B cos (φ) fornece uma base elíptica, e ε
(
A+

b2

2A
− B2

6A
cos (2φ)

)
fornece

variações periódicas na distância radial. A solução então é do tipo

u = A+B cos (φ− εφ) + (termos periódicos de ordem ε). (2.39)
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O periélio ocorre quando r é mínimo (ou u é máximo). Derivando u com respeito

a φ e igualando a zero

φ(1− ε) = 2πn ou φ = 2πn(1 + ε). (2.40)

Então periélios sucessivos ocorrem em intervalos de

∆φ = 2π(1 + ε).

O desvio do periélio por revolução é dado por

δφ = 2πε = 2π

(
3k2M2

c2H2

)
(2.41)

que está em concordância com a observação do periélio de Mercúrio. Esse resultado foi o

primeiro grande teste da Relatividade Geral.

2.4 MOMENTO QUADRUPOLAR DO SOL E O MOVIMENTO PERIÉLICO

Além da hipótese do planeta Vulcano para o desvio do periélio de Mercúrio, outra

hipótese é que esse desvio seria explicado pelo momento quadrupolar do Sol.

Sendo assim, vamos agora analisar o potencial criado por uma esfera um pouco

alargada no equador. O potencial depende apenas de r e θ e não deve mudar em qualquer

ponto do plano equatorial. Seja f(r, θ) o potencial em harmônicos esféricos (ADLER;

BAZIN; SCHIFFER, 1975)

f(r, θ) = −kM
r

[
1 +D

3 cos2 (θ)− 1

r2

]
+O

(
1

r4

)
. (2.42)

O potencial usual da esfera foi corrigido adicionando o termo quadrupolo. Assu-

mindo que os planetas tem suas órbitas no plano elíptico onde θ = π/2 o potencial fica

f(r) = −kM
r
− B

r3
. (2.43)

Da fórmula de Binet (2.21), temos a equação diferencial para a função

u(φ) = r(φ)−1

u′′ + u =
1

u2H2
f ′(r) =

1

H2

(
kM + 3Bu2

)
= A+

ε

A
u2, (2.44)

onde H = r2(dφ/dt) , A =
kM

H2
e ε =

3kM

H4
B.
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Aqui, ε é muito pequeno pois B depende da deformação da esfera, que também é

muito pequena. Como δφ = 2πε⇒ δφ =
6πkM

h4
B. Assim, o desvio da órbita é

S =
δφ

T
=

6πkM

H4T
B. (2.45)

Agora, se r é a principal distância do planeta ao Sol, integrando r2dφ

dt
= H temos

2πr2 = HT , o que implica em

S = 6πkMB
T 3

(2π)4r8
. (2.46)

Da 3a Lei de Kepler, T 2/r3 = C constante, então

S =

(
3kMBC3/2

(2π)3

)
r−7/2. (2.47)

Como apenas r muda de planeta para planeta, o quadrupolo deve variar como

r−7/2. Vamos comparar com a relatividade geral. Lembrando que δφ = 2π

(
3k2M2

c2H2

)
,

temos

S =
6πk2M2

c2

1

H2T
=

3k2M2C1/2

2πc2
r−5/2.

Ou seja, o periélio deve variar com r−5/2 na relatividade geral. Devemos então levar

em consideração os dois efeitos para a fazer medições

S =
3λk2M2C1/2

2πc2
r−5/2 +

3kMBC3/2

(2π)3
r−7/2 (2.48)

onde λ e B devem ser obtidos experimentalmente de dois planetas.

A dependência de r nos efeitos relativísticos é diferente dos efeitos do quadrupolo.

A separação dos efeitos relativísticos e dos efeitos do quadrupolo nas medições ainda não

é possível, mas medições cada vez mais precisas serão possíveis com o radar planetário de

reflexão (SHAPIRO, 1966).

2.5 A TRAJETÓRIA DO RAIO DE LUZ EM UM CAMPO DE SCHWARZSCHILD

Continuando nossos estudos sobre a solução de Schwarzschild, vamos considerar

agora a trajetória de uma raio de luz sobre esse campo. Nesse caso, assumimos que a

trajetória é uma geodésica nula e assim ds2 = 0, ou seja, não podemos utilizar o parâmetro

s. Para contornar esse problema, usaremos o conceito de transporte paralelo, ou seja, que
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um vetor dxα/dq seja deslocado paralelamente de um parâmetro q de acordo com a lei

geral
d

dq

(
dxα

dq

)
+ Γα

βγ

dxβ

dq

dxγ

dq
= 0, (2.49)

em que no deslocamento paralelo esse vetor deve conservar seu comprimento.

A equação diferencial para geodésicas nulas é equivalente ao problema variacional

(ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975)

δ

∫
gαβ

dxα

dq

dxβ

dq
dq = 0. (2.50)

Fazendo uma variação em q, temos as equações do movimento na métrica de

Schwarzschild.

r2φ̇ = h̃ = constante e
(

1− 2m

r

)
ṫ = l̇ = constante. (2.51)

Assumindo θ = π/2 e como ds2 = 0, temos

0 =

(
1− 2m

r

)−1

c2l̇2 −
(

1− 2m

r

)−1

ṙ2 − h̃2

r2
. (2.52)

Fazendo u(φ) = 1
r(φ)

,

0 = c2l̇2 − h̃2u′2 − h̃2u2 (1− 2mu) . (2.53)

Diferenciando com respeito a φ

u′(u′′ + u− 3mu2) = 0. (2.54)

Descartando a solução u = constante, temos

u′′ + u = 3mu2, (2.55)

que é a equação da trajetória do raio de luz.

Pode-se deduzir a equação (2.55) a partir da equação u′′ + u =
m

h2
+ 3mu2. De

fato, substituindo m e o valor exato de m/h2

u′′ + u =
kM

c2r4

(
ds

dφ

)2

+
3kMu2

c2
.

Essa equação para a geodésica segue direto do problema variacional (2.5). Tomando

ds2 = 0 e que dφ em geral é não nulo

m

h2
=
kM

c2r4

(
ds

dφ

)2

= 0
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o que implica em u′′ + u = 3mu2. Além disso, 3mu2 é muito pequeno comparado com os

outros termos. Veja que considerando 3mu e usando rs = 2m, temos
3

2

(rs
r

)
. Como rs

para o Sol é da ordem de quilômetros, para fora do Sol, a razão acima é muito pequena,

3m = ε

u′′ + u+ = εu2. (2.56)

Suponha uma solução para a equação acima na forma

u = u0 + εv +O
(
ε2
)

ε = 3m. (2.57)

Substituindo temos

u′′0 + u0 + εv′′ + εv = εu0 +O
(
ε2
)
. (2.58)

Os termos sem ε nos dão

u′′0 + u0 = 0,

u0 = A sen(φ− φ0)

que podemos ajustar os eixos das coordenadas para termos

u0 = A sen(φ) (2.59)

ou na forma radial

r sen(φ) =
1

A
. (2.60)

Veja que r sen(φ) = y, ou seja, para a 1a aproximação não há desvio do raio de

luz. Veja também que por (2.60) temos que
1

A
é a distância mais próxima da origem (o

Sol).

u0 =
1

r0

sen(φ) com r0 =
1

A
. (2.61)

Agora, analisando os termos em ε

v′′ + v = u2
0 =

1

r2
0

sen2(φ) =
1

2r0

(1− cos (2φ)) . (2.62)

Vamos usar como solução

v = α + β cos (2φ). (2.63)
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Diferenciando, temos

v′′ = −4β cos (2φ)⇒ (2.64)

v′′ + v = α− 3β cos (2φ) (2.65)

Comparando com os termos em (2.62), a equação (2.65) é solução se

α =
1

2r2
0

e β =
1

6r2
0

. (2.66)

Logo

v =
1

2r2
0

+
1

6r2
0

cos (2φ), (2.67)

u =
1

r0

sen(φ) +
ε

2r2
0

(
1 +

1

3
cos (2φ)

)
(2.68)

Aqui podemos ver que a trajetória sofre uma perturbação de ordem ε, o que provoca

o desvio. A trajetória é assíntota longe o suficiente do campo, quando se aproxima sofre

um desvio e depois volta a ser assíntota. Isso implica que φ = π ou 0.

Seja agora φ muito pequeno tal que φ→ 0 numa distância muito grande, ou seja,

u = 0. Seja δ o ângulo com o eixo x. Então podemos aproximar sen(φ) por δ e cos (2φ)

por 1. Substituindo em (2.68) temos

0 =
1

r0

δ +
4

3

ε

2r2
0

ou

δ =
−2ε

3r0

=
−2m

r0

(2.69)

O sinal de (-) indica que a trajetória foi dobrada em direção ao Sol. Tomando

φ = π − δ, temos δ =
−2m

r0

. A deflexão total será

∆ =
4m

r0

=
4GM

c2r0

(2.70)

Assim, a Relatividade Geral mostra que a luz sofre um desvio no campo gravita-

cional. Uma maneira de observar o efeito previsto foi de analisar as posições das estrelas

durante a noite e comparar com as suas posições durante um eclipse, onde o Sol causaria

o desvio dos raios provenientes de algumas estrelas. Em 1919, uma equipe de observadores

veio para o Brasil, mais precisamente na cidade de Sobral-CE, onde puderam fotografar

o eclipse e após a análise das imagens, confirmaram o desvio previsto pela Relatividade

Geral (ISAACSON et al., 2007).
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Figura 1 – Desvio do raio de luz causado pela curvatura que o Sol causa no espaço-tempo.

2.6 O TEMPO DE VIAGEM DA LUZ EM UM CAMPO DE SCHWARZSCHILD

O desvio sofrido pela luz como mostrado anteriormente provoca um atraso no seu

tempo de viagem. Se considerarmos a viagem de um planeta a outro, a curvatura da

trajetória não contribui para um atraso pois será praticamente retilínea. Para ter esse

atraso no tempo é necessário um objeto capaz de fazer um curvatura considerável no

espaço-tempo.

Vamos colocar um raio de luz que passe perto o suficiente do Sol para sofrer os

efeitos da curvatura. Vamos colocar também essa trajetória paralela ao eixo x : r sen(φ) =

r0 e θ = π/2. Veja que r0 é a distância mais próxima do Sol.

Para um elemento de linha tipo luz temos

0 =

(
1− 2m

r

)
c2dt2 − dr2(

1− 2m

r

) − r2dφ2. (2.71)

Da equação r senϕ = r0 podemos escrever

r2dϕ2 =
r2

0dr
2

r2 − r2
0

.
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Extraindo a raiz e expandindo até a primeira ordem de m.

c2dt2 =
dr2(

1− 2m
r

)2 +
r2

0dr
2(

1− 2m
r

)
(r2 − r2

0)

=
dr2 (1− 2mr2

0/r
3)

(1− r2
0/r

2) (1− 2m/r)2

c dt =
dr√

1− r2
0/r

2

(
1 +

2m

r
− mr2

0

r3

)
. (2.72)

Integrando, temos

ct =

(√
r2
p − r2

0 +
√
r2
e − r2

0

)
+ 2m ln

(√
r2
p − r2

0 + rp

)(√
r2
e − r2

0 + re

)
r2

0

−m


√
r2
p − r2

0

rp
−
√
r2
e − r2

0

re

 . (2.73)

Onde a integral vai de r = r0 a rp (raio do planeta) e r = r0 a re (raio da Terra

(Earth)), ou seja, do ponto da trajetória mais próximo do Sol até o planeta e depois

novamente do ponto da trajetória mais próxima do Sol até a Terra. O primeiro termo

corresponde ao espaço plano, e os dois últimos no aumento da distância.

rp

r0

re

Sol

Planeta Terra

Figura 2 – O aumento da trajetória do raio de luz implica num tempo maior para a recepção do
sinal.

No sistema solar podemos tomar r como coordenada radial e t como tempo físico.

A principal contribuição no tempo da viagem vem da trajetória próxima ao Sol, onde há

maior desvio no caminho.
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Assim, mostramos que um campo gravitacional altera a trajetória de corpos e

também da luz. Como c é a maior velocidade possível, uma trajetória maior implica que

a luz levará mais tempo para chegar ao seu destino, dentro de um espaço-tempo curvo.

Este foi um dos testes da relatividade geral discutido por (SHAPIRO, 1972).
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3 O CAMPO DE UMA MASSA PONTUAL CARREGADA

3.1 A SOLUÇÃO DE REISSNER-NORDSTRÖM

Depois de toda a análise anterior feita em um campo de Schwarzschild, vamos

investigar agora como é um espaço tempo onde além da massa, o objeto possui carga

elétrica. Vamos considerar que existe uma simetria esférica e que não há rotação como

anteriormente. Assim, não há campo magnético envolvido, apenas o campo elétrico. Nesse

caso, o tensor energia-momento não é mais nulo e o tensor de Einstein fica na forma

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = −8πk

c2
Tµν . (3.1)

Agora, lembrando que devido a anti-simetria o traço do tensor eletromagnético

é nulo, (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975), T = 0, vamos fazer uma manipulação no

tensor de Einstein.

gµν
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
= gµν

(
−8πk

c2

)
Tµν

R− 2R = −8πk

c2
T

R =
8πk

c2
T.

Substituindo no tensor, temos que

Rµν −
1

2
Rgµν = −8πk

c2
Tµν

Rµν =
1

2

8πk

c2
gµνT −

8πk

c2
Tµν

Rµν =
8πk

c2

(
1

2
gµνT − Tµν

)
.

Como T = 0 e as equações de Rµν já foram encontradas, resta agora encontrar

as equações para Tµν . Assim, nosso trabalho se resume a resolver (ADLER; BAZIN;

SCHIFFER, 1975)

Rµν = CTµν =
C

c2

[
FµαF

α
τ +

1

4
gµνFαβF

αβ

]
(3.2)

onde C é uma constante.
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Da relatividade especial (JACKSON, 1999), temos que

Fµτ =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By

Ez Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 (3.3)

Como estamos trabalhando com simetria esférica, dependemos apenas de r, e como

estamos supondo que nesse caso não há movimento da carga pontual, temos que ~B = 0,

ou seja:

Fµτ =


0 −Er 0 0

Er 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 . (3.4)

Temos também que a métrica nesse caso é dada por

gµν =


eν 0 0 0

0 −eλ 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2 sen2(θ)

 (3.5)

e sua inversa é

gµν =


e−ν 0 0 0

0 −e−λ 0 0

0 0 − 1
r2 0

0 0 0 − 1
r2 sen2(θ)

 (3.6)

Como queremos F µτ , vamos subir os índices de Fµτ utilizando a métrica e sua

inversa, ou seja, resolver Fαβ = gµαgβτFµτ , o que nos dá

F µτ = e−(ν+λ)E


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 . (3.7)
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Agora, da definição do tensor de força de campo duplo, Fµτ =
√
−gF µτ , e como

√
−g =

(
eν+λr4 sen2(θ)

)1/2, então

Fµτ = e−(ν+λ)/2r2 sen(θ)E


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 . (3.8)

Ainda nas equações de Maxwell, ∂τ (F µτ ) = ∂τ (
√
−gF µτ ) = 0, e como E nesse

caso depende apenas de r, tomamos τ = 1, assim

∂1F01 =
[
e−(ν+λ)/2r2E sen(θ)

]′
= 0 (3.9)

⇒ e−(ν+λ)/2r2E sen(θ) = constante = ε

E = e(ν+λ)/2 ε

r2
. (3.10)

Para um observador longe o suficiente tal que r tende a infinito, temos que ν, λ→ 0

e aí o campo elétrico é o do espaço-tempo plano. Sendo assim a equação (3.10) possui a

forma usual, com ε = Q
4π
, onde Q é a carga da partícula.

Agora resta encontrar Fα
τ = gαµFµτ

Fα
τ = E


0 e−λ 0 0

e−ν 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 . (3.11)

Podemos assim calcular Tµτ =
1

c2

[
FµαF

α
τ + 1

4
gµτFαβF

αβ
]
Temos

FµαF
α
τ = e(ν+λ)/2 ε

2

r4


−e(ν−λ)/2 0 0 0

0 e(ν−λ)/2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,

FαβF
αβ = Tr


ε2

r4


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



 =
2ε2

r4
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e

Tµτ =
ε2

2c2r4


−eν 0 0 0

0 eλ 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2 sen2(θ)

 .

Sendo assim, vamos igualar os termos Rii com os termos Tii e resolver as equações.

R00 = eν−λ
[
−ν ′′

2
+
λ′ν ′

4
− ν ′2

4
− ν ′

4

]
(3.12)

R11 =
ν ′′

2
− λ′ν ′

4
+
ν ′2

4
− λ′

r
(3.13)

R22 = e−λ
[
1 +

rν ′

2
− rλ′

2

]
− 1 (3.14)

R33 = R22 sen2(θ) (3.15)

Rµτ = 0, para µ 6= τ

Multiplicando a equação (3.12) por e−(ν−λ) e somando com (3.13), temos

λ′ + ν ′ = 0 ⇒ λ+ ν = constante. (3.16)

Para r →∞, λ e ν → 0, logo, λ = −ν. Substituindo na equação (3.14), temos

eν [1 + rν ′] = 1 +
Cε2

2c2r2

(reν)′ = 1 +
Cε2

2c2r2
(3.17)

⇒ eν = 1− 2m

r
− Cε2

2c2r2
= 1− 2m

r
+

kQ2

4πc4r2
. (3.18)

Onde a constante de integração é 2m pois caso tivéssemos ε = 0, então Rµν = 0

e assim teríamos o caso de Schwarzschild. A equação (3.15) nos dá o mesmo resultado,

mostrando que a solução é consistente. Portanto, na teoria eletromagnética de Maxwell,

levando em consideração as simetrias esféricas para o caso estático o elemento de linha é

ds2 =

(
1− 2m

r
− Cε2

2c2r2

)
c2dt2 −

(
1− 2m

r
− Cε2

2c2r2

)−1

dr2 − r2
(
dθ2 + sen2(θ)dφ2

)
(3.19)

onde m =
kM

c2
e C =

−8πk

c2
.
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3.2 ELETRODINÂMICA DE PODOLSKY

A equação (3.19) nos dá o elemento de linha para um Buraco Negro sem rotação

com carga elétrica, chamado de Buraco Negro de Reissner-Nordström, que utiliza a ele-

trodinâmica de Maxwell. Como sabemos, a teoria Maxwelliana possui uma divergência na

origem para um potencial de Coulomb clássico (JACKSON, 1999), (SOUZA et al., 2016).

A eletrodinâmica de Podolsky é uma teoria que leva em consideração um modo

massivo para fóton e também possui a simetria de Lorentz, a qual chamamos de Ele-

trodinâmica Generalizada (PODOLSKY, 1942), (PODOLSKY; KIKUCHI, 1944), (PO-

DOLSKY; SCHWED, 1948). O modo massivo dado pelo parâmetro a, que é inversamente

proporcional a m, ou seja, a massa do fóton. Esperamos que a eletrodinâmica de Podolsky

corrija a divergência do campo elétrico de Maxwell próximo a origem, o que se mostrará

muito útil adiante.

Vamos desenvolver agora os conceitos da eletrodinâmica de Podolsky para que pos-

samos aplicar depois como fundo em um espaço-tempo com carga elétrica e sem rotação.

Os cálculos aqui mostrados podem ser encontrados em (SOUZA et al., 2016).

A lagrangiana de Podolsky é dada por

L ≡ LP = −1

4
FµνF

µν +
a2

2
∂µF

µν∂ξF
ξ
ν , (3.20)

onde Fµν = ∂µAν−∂νAµ. Aplicando o princípio da mínima ação para LP = L(Aµ, ∂νAµ, ∂ρ∂νAµ).

δS =

∫
∂Ω

δL(Aµ, ∂νAµ, ∂ρ∂νAµ)d4x

=

∫
∂Ω

[
∂L

∂Aµ
δAµ +

∂L

∂(∂νAµ)
δ(∂νAµ) +

∂L

∂(∂ρ∂νAµ)
δ(∂ρ∂νAµ)

]
d4x

=

∫
∂Ω

[
∂L

∂Aµ
δAµ +

∂L

∂(∂νAµ)
∂ν(δAµ) +

∂L

∂(∂ρ∂νAµ)
∂ρ∂ν(δAµ)

]
d4x.

Usando a regra do produto no segundo e terceiro termos do integrando, temos

δS =

∫
∂Ω

[
∂L

∂Aµ
δAµ + ∂ν

(
∂L

∂(∂νAµ)
δAµ

)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂νAµ)

)
δAµ

+∂ρ

[
∂L

∂(∂ρ∂νAµ)
∂ν(δAµ)

]
− ∂ρ

(
∂L

∂(∂ρ∂νAµ)

)
∂ν(δAµ)

]
d4x.

Usando a regra do produto no último termo do integrando e substituindo na la-
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grangiana, temos

δS =

∫
∂Ω

[
∂L

∂Aµ
δAµ − ∂ν

(
∂L

∂(∂νAµ)

)
δAµ + ∂ν

[
∂ρ

(
∂L

∂(∂ρ∂νAµ)

)]
(δAµ)

]
d4x

+

∫
∂Ω

[
∂ν

(
∂L

∂(∂νAµ)
δAµ

)
+ ∂ρ

[
∂L

∂(∂ρ∂νAµ)
∂ν(δAµ)

]
− ∂ν

[
∂ρ

(
∂L

∂(∂ρ∂νAµ)

)
(δAµ)

]
d4x.

A segunda integral se refere aos termos de superfície. Assim, do princípio variaci-

onal obtemos

∂L

∂Aλ
− ∂γ

(
∂L

∂(∂γAλ)

)
+ ∂σ

[
∂ρ

(
∂L

∂(∂σ∂ρAλ)

)]
= 0. (3.21)

Para melhor visualização, vamos reescrever a Lagrangiana tomando o cuidado de

não misturar os índices

L = LP = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ) ηµξηνψ (∂ξAψ − ∂ψAξ)

+
a2

2
ηαδηβφ (∂α∂δAφ − ∂α∂φAδ) ηθτ (∂τ∂θAβ − ∂τ∂βAθ) .

Analisando os termos, temos:

∂L

∂Aλ
=

∂

∂Aλ

(
−1

4
FµνF

µν +
a2

2
∂αF

αβ∂θF
θ
β

)
= 0, (3.22)

pois não há dependência de Aλ em Lp. Analisando o segundo termo temos que

∂L

∂(∂γAλ)
=

∂

∂(∂γAλ)

(
−1

4
(∂µAν − ∂νAµ) ηµξηνψ (∂ξAψ − ∂ψAξ)

+
a2

2
ηαδηβφ (∂α∂δAφ − ∂α∂φAδ) ηθτ (∂τ∂θAβ − ∂τ∂βAθ)

)
= −1

4

(
δγµδ

λ
ν − δγν δλµ

)
ηµξηνψ (∂ξAψ − ∂ψAξ)

−1

4
(∂µAν − ∂νAµ) ηµξηνψ

(
δγξ δ

λ
ξ − δ

γ
ψδ

λ
ξ

)
= −1

4

(
F γλ − F λγ

)
− 1

4

(
F γλ − F λγ

)
= −F γλ.

Ou seja,
∂L

∂(∂γAλ)
= −F γλ (3.23)
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Para o terceiro termo temos

∂L

∂(∂ρ∂νAµ)
=

∂

∂(∂ρ∂νAµ)

(
−1

4
(∂ζAω − ∂ωAζ) ηζξηωψ (∂ξAψ − ∂ψAξ)

+
a2

2
ηαδηβφ (∂α∂δAφ − ∂α∂φAδ) ηθτ (∂τ∂θAβ − ∂τ∂βAθ)

)
=

a2

2
ηαδηβθηθτ∂τFθβ

(
δραδ

ν
δ δ

µ
φ − δ

ρ
αδ

ν
φδ

µ
δ

)
+
a2

2
ηαδηβθηθτ∂αFδφ

(
δρτδ

ν
θ δ

µ
β − δ

ρ
τδ
ν
βδ

µ
θ

)
=

a2

2
ηαδηβθηθτ

[
∂τFθβδ

ρ
αδ

ν
δ δ

µ
φ − ∂τFθβδ

ρ
αδ

ν
φδ

µ
δ + ∂αFδφδ

ρ
τδ
ν
θ δ

µ
β − ∂αFδφδ

ρ
τδ
ν
βδ

µ
θ

]
=

a2

2
[ηρν (∂τF

τµ + ∂αF
αµ)− ηρµ (∂τF

τν + ∂αF
αν)]

= a2 [ηρν∂αF
αµ − ηρµ∂αFαν ] .

Ou seja
∂L

∂(∂σ∂ρAλ)
= a2

[
ησρ∂αF

αλ − ησλ∂αFαρ
]
. (3.24)

Voltando à equação de Euler-Lagrange, substituindo as equações (3.22), (3.23) e

(3.24) em (3.21), e ainda lembrando que o segundo termo de (3.24) se anula

Demonstração. Tomando as derivadas na equação (3.21)

∂σ∂ρ

[
∂L

∂ (∂σ∂ρAλ)

]
= a2ησρ∂σ∂ρ∂αF

αλ − a2ησλ∂σ∂ρ∂αF
αρ

temos que

∂σ∂ρ

[
∂L

∂ (∂σ∂ρAλ)

]
= a2�∂αF

αλ − a2∂λ (∂ρ∂αF
αρ)

onde � é o operador D’Alambertiano definido como � = ∂µ∂µ e

a2∂λ (∂ρ∂αF
αρ) = 0

De fato, dado que ∂ρ∂α = ∂α∂ρ e Fαρ = −F ρα podemos escrever

∂ρ∂αF
αρ =

1

2
(∂ρ∂α + ∂α∂ρ)F

αρ

=
1

2
(∂ρ∂αF

αρ + ∂α∂ρF
αρ)

=
1

2
(∂ρ∂αF

αρ + ∂ρ∂αF
ρα)

=
1

2
(∂ρ∂αF

αρ − ∂ρ∂αFαρ)

= 0
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Temos então

−∂γ
(
−F γλ

)
+ a2�∂αF

αλ = 0, (3.25)

que podemos escrever como (
1 + a2�

)
∂νF

νµ = 0. (3.26)

Essa é umas das equações de movimento da eletrodinâmica de Podolsky. A segunda

dessas equações é

∂[µFρσ ] = ∂µFρσ + ∂σFµρ + ∂ρFσµ = 0. (3.27)

Da equação (3.26), e da condição de gauge de Lorentz generalizada (GALVAO;

PIMENTEL, 1988) (1 + a2�) ∂µA
µ = 0 temos

(
1 + a2�

)
∂µF

µν =
(
1 + a2�

)
∂µ (∂µAν − ∂νAµ)

=
(
1 + a2�

)
�Aν −

(
1 + a2�

)
∂µ∂

νAµ

=
(
1 + a2�

)
�Aν − ∂ν

[(
1 + a2�

)
∂µA

µ
]

=
(
1 + a2�

)
�Aν .

Substituindo esse resultado na equação (3.26), obtemos a seguinte equação a ser

resolvida. (
1 + a2�

)
�Aν = 0. (3.28)

Vamos aplicar a transformada de Fourier de Aµ para resolver essa equação

Aν(xµ) =

∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ

d4p

∂ρA
ν(xµ) =

∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ ∂

∂xρ
(
−ipλxλ

)
d4p

=

∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ

(−ipρ) d4p

∂ρ∂ρA
ν(xµ) =

∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ

ηρν
∂

∂xν
(
−ipλxλ

)
(−ipρ) d4p

=

∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ

ηρν (−ipν) (−ipρ) d4p

=

∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ

(−ipρ) (−ipρ) d4p

=

∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ (−p2
)
d4p
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Repetindo os passos anteriores e substituindo os resultados na equação (3.28) te-

remos ∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ (−p2
)
d4p+ a2

∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ (−p2
) (
−p2

)
d4p = 0 (3.29)

ou ∫
Ãν(pµ)e−ipλx

λ [
p2
(
1− a2p2

)]
d4p = 0. (3.30)

Para satisfazer a integral acima, queremos que

p2
(
1− a2p2

)
= 0 (3.31)

onde uma solução é

p2 = 0. (3.32)

A equação (3.32) é chamada de Relação de Dispersão de Maxwell. Lembrando a

definição do quadrimomento da relatividade especial pµ = (p0, ~p) = (ε, ~p), com a ernegia

ε e o momentum ~p, então

p2 = pµpµ = ηµνp
µpν = p0p0 − p1p1 − p2p2 − p3p3 = ε2 − ~p 2. (3.33)

E então p2 = 0 nos dá ε2 = ~p 2. Comparando com a relatividade especial, ε2 =

~p 2 +m2 só é possível se m = 0, ou seja, na eletrodinâmica de Maxwell, o fóton tem massa

nula.

A outra solução de (3.31) é

1− a2p2 = 0 (3.34)

que substituindo (3.33) em (3.34) nos dá um modo massivo para o fóton. De fato:

1− a2(ε2 − ~p 2) = 0

a2(ε2 − ~p 2) = 1

ε2 − ~p 2 =
1

a2

ou seja,

ε2 = ~p 2 +
1

a2
(3.35)

e comparando com a relatividade especial, temos que m2 =
1

a2
.

Portanto, na teoria eletromagnética de Podolsky, temos um termo a que nos fornece

um modo com massa e um modo sem massa para o fóton.
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3.3 BURACO NEGRO NA ELETRODINÂMICA DE PODOLSKY

Aqui, vamos investigar melhor a lagrangiana de Podolsky e suas soluções para que

possamos aplicá-la em um buraco negro. Mais detalhes dos cálculos apresentados estão

disponíveis em (CUZINATTO et al., 2018). Para começar, a lagrangiana de Podolsky é

construída sobre as hipóteses:

1- Deve ser invariante sobre transformações de Lorentz;

2- Deve ser invariante sobre transformações de gauge U(1) do grupo de simetria Aµ →

Aµ + ∂µα;

3- Deve resultar em equações de campo linares;

4- É dependente no campo de gauge e suas duas primeiras derivadas.

A lagrangiana de Podolsky no espaço-tempo plano (Lm) é uma combinação dos

termos de Maxwell e termos de ∂·F ··∂·F ·· em Minkowski. Analisando as possibilidades, as

não nulas são:

L(1)
m = ∂βF

αβ∂γF
γ
α

L(2)
m = ∂βF

αγ∂γF
β
α

L(3)
m = ∂βF

αγ∂βFαγ

Veja que L(2)
m = L

(1)
m + termos de superfície e L(3)

m pode ser obtido de L(2)
m quando

a identidade de Bianchi é levada em conta.

Demonstração. L(2)
m = L

(1)
m + termos de superfície . De fato,

L(2)
m = ∂βF

αγ∂γF
β
α

mas

∂β
(
Fαγ∂γF

β
α

)
= ∂βF

αγ∂γF
β
α + Fαγ∂β∂γF

β
α

então

∂βF
αγ∂γF

β
α = ∂β

(
Fαγ∂γF

β
α

)
− Fαγ∂β∂γF

β
α

o que implica em

L(2)
m = ∂β

(
Fαγ∂γF

β
α

)
− Fαγ∂β∂γF

β
α

mas

∂γ
(
Fαγ∂βF

β
α

)
= ∂γF

αγ∂βF
β
α + Fαγ∂γ∂βF

β
α
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o que resulta em

L(2)
m = ∂β

(
Fαγ∂γF

β
α

)
− ∂γ

(
Fαγ∂βF

β
α

)
+ ∂γF

αγ∂βF
β
α

L(2)
m = L(1)

m + termos de superfície

E agora para L(3)
m = 2L

(2)
m .

Demonstração. Seja

∂βFαγ + ∂αFγβ + ∂γFβα = 0

que podemos escrever

∂βFαγ = − (∂αFγβ + ∂γFβα)

Como

L(3)
m = ∂βFαγ∂βFαγ

temos

L(3)
m = − (∂αFγβ + ∂γFβα) ∂βFαγ

= −
(
∂βFαγ∂αFγβ + ∂βFαγ∂γFβα

)
que pela antissimetria

L(3)
m = ∂βF

γα∂αF
β
γ + ∂βFαγ∂γFαβ

L(3)
m = 2L(2)

m

Assim, mostramos que a lagrangiana de Podolsky é única no espaço-tempo plano,

dada por

Lm = −1

4
FαβFαβ +

a2

2
∂νF

µν∂γF
γ
µ (3.36)

onde
1

a
é um parâmetro de massa.

Vamos agora fazer o acoplamento com o campo gravitacional ηµν → gµν , ∂µ → ∇µ.

Como consequência a Lagrangiana fica na forma Lm(A,∇A,∇∇A). Agora impomos a

simetria
∂Lm
∂Aµ

δAµ +
∂Lm

∂(∇νAµ)
∇ν(δAµ) +

∂Lm
∂(∇λ∇νAµ)

∇λ∇ν(δAµ) = 0 (3.37)
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onde δAµ = ∇µα. Considerando a independência funcional de α, temos

Lm
∂Aµ
∇µα = 0 (3.38)

∂Lm
∂(∇νAµ)

∇ν∇µα = 0 (3.39)

∂Lm
∂(∇λ∇νAµ)

∇λ∇ν∇µα = 0 (3.40)

Analogamente, para que ocorra no espaço plano, a Equação (3.38) acima mostra

que Lm não depende explicitamente de Aµ. De (3.39) nós vemos que Lm depende de ∇µAµ

apenas numa anti-simetria Fµν = ∇µAν −∇νAµ e derivadas de Fµν .

Substituindo as equações (3.38), (3.39) e (3.40) em (3.37), temos que esta equação

é satisfeita para todos os termos. Vamos checar agora se L(1)
m , L

(2)
m , L

(3)
m são equivalentes.

Pela versão covariante da identidade de Bianchi

∇βFαγ +∇αFγβ +∇γFβα = 0 (3.41)

é possível mostrar que L(3)
m = 2L

(2)
m . Por outro lado,

L(2)
m = ∇γ(F

β
α∇βF

αγ)−∇β(F β
α∇γF

αγ) (3.42)

+RσβF
σαF β

α +RασβγF
σγFαβ + L(1)

m

Os dois primeiros termos são de superfície. A não comutatividade das derivadas

covariantes implica na presença de dois termos extras.

Lm = −1

4
FαβFαβ +

a2

2
∇βF

αβ∇γF
γ
α +

b2

2
∇βF

αγ∇βFαγ (3.43)

e então podemos escrever

Lm = −1

4
FαβFαβ +

(a2 + 2b2)

2
∇βF

αβ∇γF
γ
α + b2

(
RσβF

σαF β
α +RασβγF

σγFαβ
)

(3.44)

Essa expressão mostra que a eletrodinâmica de Podolsky obtida pela técnica de

Utiyama apresenta dois termos devido ao acoplamento não mínimo em adição ao termo

usual obtido em (3.36). Temos então dois casos, com b = 0 e b 6= 0.

Vamos levar em consideração agora a Ação de Einstein-Podolsky, dada por

S =
1

16π

∫
d4x
√
−g (−R + 4Lm) (3.45)
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onde Lm é dado por (3.43). As equações de campo correspondentes são obtidas da variação

de S com respeito ao campo Aµ e gµν . Variando com respeito a Aµ temos

∇ν

[
F µν −

(
a2 + 2b2

)
Hµν + 2b2Sµν

]
= 0 (3.46)

onde Hµν ≡ ∇µKν − ∇νKµ e Sµν ≡ F µσRν
σ − F νσRµ

σ + 2Rµν
σβF

βσ, são tensores anti-

simétricos, com Kν = ∇γF
µγ.

Variando com respeito a gµν

Rµν −
1

2
gµνR = 8πTµν = 8π

(
TMµν + T aµν + T bµν

)
(3.47)

onde

TMµν =
1

4π

[
FµσF

σ
ν + gµν

1

4
FαβFαβ

]
(3.48)

T aµν =
a2

4π

[
gµνF

γ
β∇γK

β +
gµν
2
KβKβ

+2Fα
(µ∇ν)Kα − Fα

(µ∇αKν ) −KµKν

]
(3.49)

T bµν =
b2

2π

[
−1

4
gµν∇βFαγ∇βFαγ + F γ

(µ∇
β∇βFν )γ

+Fγ(µ∇β∇ν )F
βγ −∇β

(
F β
γ∇(µF

γ
ν )

)]
(3.50)

e a notação (...) representa simetrização com os índices µν.

O traço do tensor energia momento é:

T =

(
a2 + 2b2

4π

)
KβKβ +

b2

4π

[
2∇β

(
F γα∇βFαγ

)
+ F γµSµγ

]
(3.51)

Considere agora o caso onde há simetria esférica e o campo é estático. O elemento

de linha é:

ds2 = eν(r)dt2 − e−λ(r)dr2 − r2dθ2 − r2 sen2θdφ2 (3.52)

enquanto o campo eletromagnético é dado por:

Fµν = E(r)
[
δ1
µδ

0
ν − δ0

µδ
1
ν

]
(3.53)

e assim o campo é caracterizado completamente por três funções: E(r), e as componentes

gravitacionais ν(r) e λ(r). Assim, a equação (3.46) pode ser escrita como

E −
(
a2 + 2b2

)
∂1K0 + 2b2S10 = C

e
ν+λ

2

r2
(3.54)
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onde C é uma constante de integração,

K0 =
e
ν−λ

2

r2
∂1

(
r2e−

(ν+λ)
2 E

)
e

S10 = Ee−λ
(
ν ′ − λ′

r

)
onde ν ′ ≡ ∂rν ≡ ∂1ν

Os componentes não nulos de (3.47) são

e−λ
(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
= 8πT 0

0 (3.55)

−e−λ
(
ν ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
= 8πT 1

1 (3.56)

− 1

4r
e−λ [(ν ′ − λ′) (2 + rν ′) + 2rν ′′] = 8πT 2

2 (3.57)

onde

T 0
0 = −g

00g11

8π

{
E
[
E − 2

(
a2 + 2b2

)
∂1K0 + 4b2S10

]
+
a2K2

0

g11
+ 2b2g11

[(
K0

g11
+

2E

r

)2

+
2E2

r2

]}
(3.58)

T 1
1 = −g

00g11

8π

{
E
[
E − 2

(
a2 + 2b2

)
∂1K0 + 4b2S10

]
− a2K2

0

g11
− 2b2g11

[(
K0

g11
+

2E

r

)2

+
2E2

r2

]}
(3.59)

T 2
2 =

g00g11

8π

{
E2 − a2

[
2E∂1K0 −

K2
0

g11

]
+

2b2K2
0

g11
− 4b2g11

[(
K0

g11
+

2E

r

)2

+
ES10

2g11
+

2E2

r2

]}
(3.60)

A simetria esférica faz com que o traço do tensor energia-momento seja

T =
(a2 − 2b2)

4π
g00K2

0 +
b2

π
g00g11E

(
∂1K0 −

4K0

r

)
+
b2

π
g00
(
g11E

)2
[

3

2

ν − λ′

r
− 6

r2

]
(3.61)

Subtraindo (3.55) de (3.56), temos a relação

λ′ + ν ′

2r
= g00g11

[
a2

(
K0

g11

)2

+ 2b2

((
K0

g11
+

2E

r

)2

+
2E2

r2

)]
(3.62)

que nos será útil para encontrar uma métrica para o espaço-tempo com a eletrodinâmica

de Podolsky.
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A eletrodinâmica generalizada de Podolsky em espaços curvos apresenta uma única

lagrangiana, que possui o termo b adicional. Aqui, o que queremos é encontrar soluções

para o campo elétrico (3.54) quando temos um espaço-tempo com simetria esférica e está-

tico, tal como Reissner-Nordström, como feito em (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975)

mas utilizando a eletrodinâmica generalizada de Podolsky ao invés da eletrodinâmica de

Maxwell.
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4 O CAMPO ELÉTRICO DA ELETRODINÂMICA GENERALIZADA

Como vimos anteriormente, temos a equação que descreve o espaço-tempo esferi-

camente simétrico e estático dada por Schwarzschild. Reissner e Nordström acrescentaram

carga elétrica e assim temos um espaço-tempo com as mesmas características de Schwarsz-

child, mas agora com um campo elétrico, com as mesma simetria e estático. O que estamos

propondo é encontrar o campo elétrico para esse espaço-tempo de Reissner-Nordström,

mas utilizando a teoria da eletrodinâmica generalizada de Podolsky.

4.1 CAMPO ELÉTRICO DE PODOLSKY NO ESPAÇO-TEMPO DE REISSNER-NORDSTRÖM

Aqui vamos usar a equação (3.54) para encontrar o campo elétrico da eletrodinâ-

mica de Podolsky. Assim, dado a equação

E −
(
a2 + 2b2

)
∂1

(
e−λ

r2
∂1

(
r2E

))
+ 4b2E

r

(
e−λ
)′

=
q

r2
(4.1)

vamos tomar e−λ =
(

1− 2m
r

+ q2

r2

)
, pois desejamos que a métrica que será obtida

futuramente seja uma aproximação da métrica de Reissner-Nordström.

Substituindo temos

−
(
a2 + 2b2

) (
r2 − 2mr + q2

)
E ′′ −

(
a2 + 2b2

)
(2r − 2m)E ′

−
[
a2

(
−2 +

8m

r
− 6q2

r2

)
+ 4b2

(
−1 +

2m

r
− 5q2

r2

)
− r2

]
E = q (4.2)

que é uma equação diferencial linear de segunda ordem, cuja solução nos fornecerá o

campo elétrico de Podolsky com o espaço-tempo de Reissner-Nordström como fundo.

Porém, devido a complexidade proveniente dos coeficientes da EDO, vamos aqui

solucionar para um caso particular mais simples, tomando como fundo o espaço-tempo

plano.

4.2 CAMPO ELÉTRICO DE PODOLSKY NO ESPAÇO-TEMPO DE MINKOWSKI

Para o espaço-tempo plano (m = 0) sem fontes temos a equação

−
(
a2 + 2b2

)
r2E ′′ −

(
a2 + 2b2

)
2rE ′ +

(
2a2 + 4b2 + r2

)
E = −q. (4.3)
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Dividindo todos os membros por − (a2 + 2b2), podemos escrever

r2E
′′

+ 2rE ′ +

(
−2− r2

(a2 + 2b2)

)
E =

q

(a2 + 2b2)
.

Essa equação nos fornece o campo elétrico de Podolsky no espaço de Minkowski. Vale

lembrar que no espaço-tempo plano a lagrangiana de Podolsky é única, onde temos a

presença do modo massivo do campo dado pelo parâmetro a. O parâmetro b corresponde

ao termo de acoplamento não mínimo da lagrangiana de Podolsky, o que faz que ela seja

única no espaço-tempo curvo. Como desejamos encontrar soluções dessa eletrodinâmica

em espaços-tempo curvos, vamos preservar esses termos.

Para solucionar a EDO acima, vamos fazer uma troca de variável

x =
ir√

(a2 + 2b2)
.

Isso implica que as derivadas terão as formas

d

dr
=

dx

dr

d

dx
=

i√
(a2 + 2b2)

d

dx
,

d2

dr2
=

−1

(a2 + 2b2)

d2

dx2
.

Assim, substituindo as trocas na equação, obtemos a EDO

x2Ë + 2xĖ +
(
x2 − 2

)
E =

q

(a2 + 2b2)
. (4.4)

onde “ponto” significa derivada em relação a x.

Analisando a equação homogênea associada

x2Ëh + 2xĖh +
(
x2 − 2

)
Eh = 0, (4.5)

percebemos que ela pode ser escrita como uma equação de Bessel esférica, tomando n = 1:

x2 d
2y

dx2
+ 2x

dy

dx
+
(
x2 − n (n+ 1)

)
y = 0. (4.6)

Assim, sabemos que a solução homogênea será

Eh

(
ir√

(a2 + 2b2)

)
= Aj1

(
ir√

(a2 + 2b2)

)
+By1

(
ir√

(a2 + 2b2)

)
,
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onde j1 (x) e y1 (x) são as funções esféricas de Bessel, escritas como

j1 (x) =

√
π

2x
J 3

2
(x) =

senx

x2
− cosx

x
,

y1 (x) =

√
π

2x
Y 3

2
(x) =

√
π

2x
J− 3

2
(x) = −cosx

x2
− senx

x
.

De posse da solução homogênea, precisamos agora determinar a solução não-

homogênea. Para tanto, vamos utilizar o Método de Variação dos Parâmetros. Seja Ep (x)

uma solução particular dada por

Ep (x) = α (x) j1 (x) + β (x) y1 (x)

e suas derivadas

Ėp (x) = α̇ (x) j1 (x) + β̇ (x) y1 (x) + α (x)
dj1

dx
+ β (x) ẏ1 (x) ,

Ëp (x) = α̈ (x) j1 (x) + α̇ (x)
dj1

dx
+ β̈ (x) y1 (x) + β̇ (x) ẏ1 (x)

+α̇ (x)
dj1

dx
+ α (x)

d2j1

dx2
+ β̇ (x) ẏ1 (x) + β (x) ÿ1 (x) .

Substituindo na equação não-homogênea, obtemos

q

(a2 + 2b2)
=

(
x2 − 2

)
(α (x) j1 (x) + β (x) y1 (x))

+ 2x

(
α̇ (x) j1 (x) + β̇ (x) y1 (x) + α (x)

dj1

dx
+ β (x) ẏ1 (x)

)
+ x2

(
α̈ (x) j1 (x) + β̈ (x) y1 (x) + 2α̇ (x)

dj1

dx
+ 2β̇ (x) ẏ1 (x) + α (x)

d2j1

dx2
+ β (x) ÿ1 (x)

)
onde podemos escrever organizando os parâmetros do seguinte modo

α (x)

(
x2d

2j1

dx2
+ 2x

dj1

dx
+
(
x2 − 2

)
j1 (x)

)
+β (x)

(
x2ÿ1 (x) + 2xẏ1 (x) +

(
x2 − 2

)
y1 (x)

)
+x2

(
α̈ (x) j1 (x) + β̈ (x) y1 (x) + 2α̇ (x)

dj1

dx
+ 2β̇ (x) ẏ1 (x)

)
+2x

(
α̇ (x) j1 (x) + β̇ (x) y1 (x)

)
=

q

(a2 + 2b2)
.

Usando a solução homogênea isto se reduz para

x2

(
α̈ (x) j1 (x) + β̈ (x) y1 (x) + 2α̇ (x)

dj1

dx
+ 2β̇ (x) ẏ1 (x)

)
+2x

(
α̇ (x) j1 (x) + β̇ (x) y1 (x)

)
=

q

(a2 + 2b2)
.
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O método exige que se imponha a condição de integração:

α̇ (x) j1 (x) + β̇ (x) y1 (x) = 0→ α̇ (x) = −β̇ (x)
y1 (x)

j1 (x)
,

α̈ (x) = −β̈ (x)
y1 (x)

j1 (x)
− β̇ (x)

(
− y1 (x)

[j1 (x)]2
dj1

dx
+
ẏ1 (x)

j1 (x)

)
e assim encontramos

x2

([
−β̈ (x)

y1 (x)

j1 (x)
− β̇ (x)

(
− y1 (x)

[j1 (x)]2
dj1

dx
+
ẏ1 (x)

j1 (x)

)
j1 (x)

]
+β̈ (x) y1 (x) + 2

[
−β̇ (x)

y1 (x)

j1 (x)

]
dj1

dx
+ 2β̇ (x) ẏ1 (x)

)
=

q

(a2 + 2b2)
.

Fazendo as distributivas e simplificações chegamos em

x2

(
ẏ1 (x)− y1 (x)

j1 (x)

dj1

dx

)
β̇ (x) =

q

(a2 + 2b2)
.

Isolando β̇ (x), finalmente chegamos em duas equações:

β̇ (x) =
q

(a2 + 2b2)

j1 (x)

x2
(
j1 (x) ẏ1 (x)− dj1

dx
y1 (x)

) ,
α̇ (x) = − q

(a2 + 2b2)

y1 (x)

x2
(
j1 (x) ẏ1 (x)− dj1

dx
y1 (x)

) .
Lembrando da definição de Wronskiano

W (x) = j1 (x) ẏ1 (x)− dj1

dx
y1 (x)

podemos escrever as equações como segue:

β̇ (x) =
q

(a2 + 2b2)

j1 (x)

x2W (x)
,

α̇ (x) = − q

(a2 + 2b2)

y1 (x)

x2W (x)
.

Vamos calcular o Wronskiano:

W (x) =
( senx

x2
− cosx

x

) d

dx

(
−cosx

x2
− senx

x

)
− d

dx

( senx

x2
− cosx

x

)(
−cosx

x2
− senx

x

)
=

( senx

x2
− cosx

x

) 1

x3

(
2 cosx− x2 cosx+ 2x senx

)
− 1

x3

(
x2 senx− 2 senx+ 2x cosx

) (
−cosx

x2
− senx

x

)
=

1

x2
.
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e assim temos expressões para β̇ (x) e α̇ (x):

β̇ (x) =
q

(a2 + 2b2)

j1 (x)

x2W (x)
=

q

(a2 + 2b2)
j1 (x) ;

α̇ (x) = − q

(a2 + 2b2)

y1 (x)

x2W (x)
= − q

(a2 + 2b2)
y1 (x) .

Fazendo uma integração simples, encontramos os coeficientesβ (x) e α (x)

β (x) =
q

(a2 + 2b2)

∫
j1 (x) dx =

q

(a2 + 2b2)

∫ ( senx

x2
− cosx

x

)
dx,

α (x) = − q

(a2 + 2b2)

∫
y1 (x) dx = − q

(a2 + 2b2)

∫ (
−cosx

x2
− senx

x

)
dx.

Agora, dada a fórmula de Rayleigh para as funções esféricas de Bessel

jn (x) = (−x)n
(

1

x

d

dx

)n
senx

x
,

yn (x) = − (−x)n
(

1

x

d

dx

)n
cosx

x
,

podemos tomar o caso particular onde n = 1

j1 (x) = −x
(

1

x

d

dx

)
senx

x
= − d

dx

( senx

x

)
,

y1 (x) = − (−x)

(
1

x

d

dx

)
cosx

x
=

d

dx

(cosx

x

)
.

E assim obtemos:

β (x) =
q

(a2 + 2b2)

∫
j1 (x) dx =

q

(a2 + 2b2)

∫
− d

dx

( senx

x

)
dx = − q

(a2 + 2b2)

senx

x
;

α (x) = − q

(a2 + 2b2)

∫
y1 (x) dx = − q

(a2 + 2b2)

∫
d

dx

(cosx

x

)
dx = − q

(a2 + 2b2)

cosx

x
.

Dessa forma, a solução particular será:

Ep (x) = α (x) j1 (x) + β (x) y1 (x)

= − q

(a2 + 2b2)

cosx

x
j1 (x)− q

(a2 + 2b2)

senx

x
y1 (x) .
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Logo, a solução geral é dada por:

E (r) = Eh

(
ir√

(a2 + 2b2)

)
+ Ep

(
ir√

(a2 + 2b2)

)

= Aj1

(
ir√

(a2 + 2b2)

)
+By1

(
ir√

(a2 + 2b2)

)

− q

(a2 + 2b2)

cos

(
ir√

(a2+2b2)

)
ir√

(a2+2b2)

j1

(
ir√

(a2 + 2b2)

)

− q

(a2 + 2b2)

sen

(
ir√

(a2+2b2)

)
ir√

(a2+2b2)

y1

(
ir√

(a2 + 2b2)

)
,

onde podemos organizar de tal maneira que fique da seguinte forma

E (r) =

[
A− q√

(a2 + 2b2)

1

ir
cos

(
ir√

(a2 + 2b2)

)]
j1

(
ir√

(a2 + 2b2)

)

+

[
B − q√

(a2 + 2b2)

1

ir
sen

(
ir√

(a2 + 2b2)

)]
y1

(
ir√

(a2 + 2b2)

)

Vamos definir aqui

rP =
√

(a2 + 2b2)

e

u =
r

rP
,

onde rP =
√

(a2 + 2b2) é chamado de raio de Podolsky.

Assim, o campo elétrico é dado por

E (u) =

[
A− q

r2
P

1

iu
cos (iu)

]
j1 (iu) +

[
B − q

r2
P

1

iu
sen (iu)

]
y1 (iu) .

Lembrando que as funções esféricas de Bessel com argumentos complexos são dadas

por

j1 (iu) =
sen (iu)

(iu)2 − cos (iu)

(iu)
,

y1 (iu) = −cos (iu)

(iu)2 −
sen (iu)

(iu)

e usando a identidade

sinhu = −i sen (iu) ,

coshu = cos (iu)
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podemos escrever

j1 (iu) =
sinh (u)

(−i) (iu)2 −
cosh (u)

(iu)
,

y1 (iu) = −cosh (u)

(iu)2 − sinh (u)

(−i) (iu)
.

Substituindo na equação do campo elétrico, temos

E (u) =

[
A− q

r2
P

1

iu
cosh (u)

](
sinh (u)

(−i) (iu)2 −
cosh (u)

(iu)

)
+

[
B − q

r2
P

1

iu (−i)
sinh (u)

](
−cosh (u)

(iu)2 − sinh (u)

(−i) (iu)

)
.

Aqui pretendemos separar a parte real e imaginária fazendo algumas manipulações

usando a paridade de algumas das funções acima, obtendo

E (u) = iA

(
−sinh (u)

u2
+

cosh (u)

u

)
− q

r2
P

1

u2

+B

(
cosh (u)

u2
− sinh (u)

u

)
.

Agora, usando a identidade

coshu =
eu + e−u

2
,

sinhu =
eu − e−u

2

e substituindo, obtemos

E (u) = iA

(
− 1

u2

(
eu − e−u

2

)
+

1

u

(
eu + e−u

2

))
+B

(
1

u2

(
eu + e−u

2

)
− 1

u

(
eu − e−u

2

))
− q

r2
P

1

u2
.

Separando os termos com exponenciais negativas e positivas temos

E (u) = (B + iA)
1

2u

(
1 +

1

u

)
e−u + (B − iA)

1

2u

(
1

u
− 1

)
eu

− q

r2
P

1

u2
.

Que é o campo elétrico de Podolsky. Para que a solução seja convergente para

r → 0, devemos ter

B − iA = 0
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logo,

E (u) = − q

r2
P

1

u2
+
B

u

(
1 +

1

u

)
e−u

que na variável r é

E (r) = − q

r2
+B

rP
r

(
1 +

rP
r

)
e
− r
rP .

Por outro lado, sabemos que no espaço-tempo plano a eletrodinâmica de Podolsky

é única, e a solução do potencial eletrostático, (ORTEGA, 2014), é dada por

ϕ = −q
r

(
1− e−

r
rP

)
,

dϕ

dr
=

q

r2
− q

r2
e
− r
rP +

q

r

(
− 1

rP

)
e
− r
rP

=
q

r2
− q

r2
P

rP
r

(rP
r

+ 1
)
e
− r
rP .

Como

E (r) = −dϕ
dr
,

comparando as equações concluímos que

B =
q

r2
P

.

E assim obtemos o campo elétrico de Podolsky no espaço-tempo plano

E (r) = − q

r2
+

1

rP

q

r

(
1 +

rP
r

)
e
− r
rP . (4.7)

Sem perda de generalidade, podemos tomar q → −q, de tal maneira que quando

rP → 0, o campo elétrico de Coulomb seja o limite do campo elétrico de Podolsky. Sendo

assim temos

E (r) =
q

r2

(
1−

(
r

rP
+ 1

)
e
− r
rP

)
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Vamos comparar o campo elétrico de Podolsky EP (r) = − q
r2 + 1

rP

q
r

(
1 + rP

r

)
e
− r
rP

para alguns valores de rP com o campo de Coulomb EC (r) = q
r2 , através do gráfico abaixo.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
r0

5

10

15

20
E/q

EP (r)

q
x
EC (r)

q

Coulomb

rP=10-1.00

rP=10-0.75

rP=10-0.50

rP=10-0.25

Figura 3 – Campo de Coulomb x Campo de Podolsky para alguns valores de rP .

Agora, vamos ver como é o comportamento do campo elétrico em variáveis adi-

mensionais. Assim, seja u =
r

rP
e vamos comparar o campo de Podolsky EP (u) com o

campo de Coulomb EC (u) . Para isso, vamos definir

εC (u) =
r2
PEC (u)

q
,

εP (u) =
r2
PEP (u)

q

e assim temos

0 2 4 6 8 10
u0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
ϵ(u)

ϵP(u) x ϵC (u)

ϵC(u)=
1

u2

ϵP(u)=
1-(u+1) e-u

u2

Figura 4 – Campo de Coulomb x Campo de Podolsky em variáveis adimensionais.

Perceba que próximo a origem, o campo elétrico de Podolsky EP (r) possui um

limite, enquando que o campo de Coulomb tende ao infinito. O campo elétrico de Po-
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dolsky como foi encontrado acima levou em consideração uma aproximação para um

espaço-tempo plano para a equação (3.54). Na subseção seguinte, utilizaremos um mé-

todo matemático para resolução de equações diferenciais que apresentem um coeficiente

de perturbação de magnitude pequena comparada aos outros coeficientes. A Teoria de

Perturbação Regular não é suficiente para resolver tais EDO’s, sendo necessário aplicar a

Teoria de Perturbação Singular, (maiores detalhes estão disponíveis no Apêndice).

4.2.1 Campo elétrico de Podolsky via teoria de perturbação singular

A teoria de perturbação singular surge como uma proposta para resolver equações

diferenciais que possuem um termo de magnitude muito pequena na derivada de maior

ordem quando comparado à magnitude dos outros termos da equação. Aplicamos a seguir

os procedimentos para resolver uma equação via teoria de perturbações singulares onde o

mesmo se encontra com maiores detalhes no Apêndice. Por ser uma teoria ainda em de-

senvolvimento, decidimos aplicar o método para a equação (3.54) considerando a métrica

de Minkowski a fim de contribuir com o desenvolvimento dessa teoria.

A equação do campo elétrico de uma carga pontual na eletrodinâmica de Podolsky,

tomando a métrica de Minkowski em (4.1) é

E − r2
P∂1

[
1

r2
∂1

(
r2E

)]
=

q

r2
. (4.8)

Esta equação tem como solução

E (r) =
q

r2
+

q

r2

(
r

rP
+ 1

)
e
− r
rP

E (r) =
q

r2

[
1−

(
r

rP
+ 1

)
e
− r
rP

]

Para r
rP
>> 1 (correspondente a rP pequeno) temos

E (r) ' q

r2

[
1− r

rP
e
− r
rP

]
.

Vamos tentar agora implementar o procedimento de perturbação singular para

a eq. (4.8). Com base na solução exata (4.7), vamos impor as seguintes condições de

contorno para (4.8):

lim
r→0

E (r) =
q

r2
P

e lim
r→∞

E (r) ' 0. (4.9)
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Com o intuito de transformar (4.8) em uma equação homogênea vamos fazer a

seguinte mudança de variável:

X = E − q

r2
.

Neste caso,

X − r2
P∂1

[
1

r2
∂1

(
r2X

)]
= 0 (4.10)

com

lim
r→0

X (r) = lim
r→0

[
E (r)− q

r2

]
e lim

r→∞
X (r) ' 0.

Observe que apesar de limr→0X (r) divergir, limr→0E (r) permanece finito.

1o) Encontrar a solução externa: Seguindo o procedimento de perturbação

singular vamos supor que a camada limite se encontra próximo da fronteira r = 0. Neste

caso, a solução exterior é obtida de (4.10) excluindo o termo contendo rP i.e.

Xout (r) ' 0

Note que Xout satisfaz a condição limr→∞Xout ' 0.

2o) Fazer a mudança de varável: O próximo passo é introduzir a variável da

camada limite

ξ =
r − 0

δ
=
r

δ

onde δ representa a magnitude da espessura da camada limite. Assim, δ → 0 quando

rP → 0. Utilizando esta nova variável (4.10) se torna

X − r2
P

δ2

d

dξ

[
1

ξ2

d

dξ

(
ξ2X

)]
= 0.

A Teoria de Perturbação Singular exige que haja compensação entre os termos da derivada

de ordem 2 com os outros termos da equação, então devemos ter δ = rP .

3o) Encontrar a solução interna: Neste caso, a equação a ser resolvida é da

forma

X − d

dξ

[
1

ξ2

d

dξ

(
ξ2X

)]
= 0

cuja solução interior é

Xin = C1
eξ

ξ

(
1− 1

ξ

)
+ C2

e−ξ

ξ

(
1 +

1

ξ

)
.

Voltando para a variável original E temos

Eout (r) =
q

r2
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e

Ein (r) = C1
e
r
rP

r

(
1− rP

r

)
+ C2

e
− r
rP

r

(
1 +

rP
r

)
+

q

r2

⇒ Ein (r) = C1
e
r
rP

r2

(
1− r

rP

)
+ C2

e
− r
rP

r2

(
1 +

r

rP

)
+

q

r2

Utilizando a condição limr→0E (r) = q
r2
P
temos:

lim
r0

[
C1

1

r2

(
1 +

r

rP

)(
1− r

rP

)
+ C2

1

r2

(
1− r

rP

)(
1 +

r

rP

)
+

q

r2

]
=

q

r2
P

⇒ lim
r→0

[
(C1 + C2)

(
1

r2
− 1

rP 2

)
+

q

r2

]
=

q

r2
P

⇒ C1 + C2 = −q.

Ou seja,

Ein (r) = C1
e
r
rP

r2

(
1− r

rP

)
− C1

e
− r
rP

r2

(
1 +

r

rP

)
− q e

− r
rP

r2

(
1 +

r

rP

)
+

q

r2

⇒ Ein (r) =
C1

r2

[
e
r
rP

(
1− r

rP

)
− e−

r
rP

(
1 +

r

rP

)]
+

q

r2

[
1−

(
1 +

r

rP

)
e
− r
rP

]

4o) Introduzir a variável intermediária: Para determinar C1 escolhemos uma

região intermediária (rint) entre a parte interior (contida na camada limite) e a região

exterior tal que

lim
rP→0

rint
δ

=∞ e lim
rP→0

rint = 0

O próximo passo é impor que as duas soluções (in e out) devem coincidir quando

rP → 0. Assim,

lim
rP→0

Ein (rint) = lim
rP→0

Eout (rint) .

Logo, eliminando o fator comum 1/r2 presente em todos os termos de Ein e Eout temos

lim
rP→0

[
C1

[
e
rint
rP

(
1− rint

rP

)
− e−

rint
rP

(
1 +

rint
rP

)]
+ q

[
1−

(
1 +

rint
rP

)
e
− rint

rP

]]
= lim

rP→0
q

⇒ lim
rP→0

[
C1e

rint
rP

(
1− rint

rP

)
+ q

]
= q ⇒ C1 = 0

Portanto, a solução interna é da forma

Ein (r) =
q

r2

[
1−

(
1 +

r

rP

)
e
− r
rP

]
.
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5o) Fazer a aproximação uniforme: Por fim, para obter uma aproximação uniforme

válida em todo o intervalo [0,∞[ somamos Ein com Eout e subtraímos a parte comum a

ambas

E (r) =
q

r2
+

q

r2

[
1−

(
1 +

r

rP

)
e
− r
rP

]
− q

r2

⇒ E (r) =
q

r2

[
1−

(
1 +

r

rP

)
e
− r
rP

]
.

O resultado que obtivemos via teoria de perturbação singular é o resultado exato

de (4.8) com as condições de contorno (4.9).

Na teoria de perturbação singular, através de um redimensionamento, obtemos

um termo perturbativo que dentro da camada limite possui a mesma magnitude do termo

de ordem zero. Neste sentido, esta perturbação não respeita a hierarquia da teoria de

perturbações usual, onde termos perturbativos são sempre muito menores do que os termos

de ordem zero.

4.3 OBTENDO e(ν+λ) PARA O CAMPO ELÉTRICO DE PODOLSKY NO ESPAÇO-TEMPO

PLANO

Com a posse do campo elétrico da eletrodinâmica de Podolsky, vamos investigar

como esse campo curva o espaço-tempo. Assim, desejamos encontrar as funções ν e λ da

métrica. Para isso usaremos a equação (3.62) para encontrar as componentes eν e eλ da

métrica.

λ′ + ν ′

2r
= −e−νe−λ

[
a2

(
K0

−e−λ

)2

+ 2b2

((
K0

−e−λ
+

2E

r

)2

+ 2
E2

r2

)]

Fazendo as simplificações chegamos em

d

dr
e(ν+λ) = −2r

[
r2
P

(
eλ̄K0

)2

+ 2b2

(
−eλ̄K0

4E

r
+ 6

(
E

r

)2
)]

(4.11)

Vamos começar supondo que, do lado direito dessa expressão, temos uma métrica

tal que λ̄ = −ν̄, que é compatível com Minkowski, Schwarzschild e Reissner-Nordström.

Isso implica que

eν̄+λ̄ = 1

e de

K0 =
e(

ν̄−λ̄
2 )

r2

d

dr

(
r2e−

(ν̄+λ̄)
2 E

)
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temos

K0 =
e−λ̄

r2

d

dr

(
r2E

)
eλ̄K0 =

1

r2

d

dr

(
r2E

)
Agora, vamos supor que o campo elétrico do lado direito da equação possa ser

aproximado pelo campo de espaço-tempo plano, portanto

E = − q

r2
+

q

rP

1

r

(
1 +

rP
r

)
e
− r
rP

r2E = −q +
q

rP
r
(

1 +
rP
r

)
e
− r
rP

d

dr

(
r2E

)
= − q

r2
P

re
− r
rP

Então, substituindo no lado direito de (4.11)

−2r

[
r2
P

(
1

r2

d

dr

(
r2E

))2

+ 2b2

(
− 1

r2

d

dr

(
r2E

) 4E

r
+ 6

(
E

r

)2
)]

=

−2rr2
P

(
1

r2

(
− q

r2
P

re
− r
rP

))2

− 2r2b2

(
− 1

r2

(
− q

r2
P

re
− r
rP

)
4

r

(
− q

r2
+

q

rP

1

r

(
1 +

rP
r

)
e
− r
rP

)
+

6

r2

(
− q

r2
+

q

rP

1

r

(
1 +

rP
r

)
e
− r
rP

)2
)

que simplificando fica na forma

−2r

[
r2
P

(
1

r2

d

dr

(
r2E

))2

+ 2b2

(
− 1

r2

d

dr

(
r2E

) 4E

r
+ 6

(
E

r

)2
)]

= − 1

r2
P

2q2

r
e
− 2r
rP

− b
2

r3
P

16q2

r2
e
− 2r
rP − b2

r2
P

(
5e
− r
rP − 2

) 8q2

r3
e
− r
rP − b2

rP

(
e
− r
rP − 1

) 48q2

r4
e
− r
rP − b2 24q2

r5

(
1− e−

r
rP

)2

Sendo assim, basta integrar a equação

d

dr
e(ν+λ) = −2r

[
r2
P

(
1

r2

d

dr

(
r2E

))2

+ 2b2

(
− 1

r2

d

dr

(
r2E

) 4E

r
+ 6

(
E

r

)2
)]

que obtemos uma expressão para e(ν+λ), dada por

e(ν+λ) = C +
1

r2
P

f1 (r) +
b2

r3
P

f2 (r) +
b2

r2
P

f3 (r) +
b2

rP
f4 (r) + b2f5 (r)
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onde as funções f1, f2, f3, f4, e f5 são

f1 = −2q2

∫
e
− 2r
rP

r
dr = −2q2Ei

(
−2r

rP

)
,

f2 = −16q2

∫
e
− 2r
rP

r2
dr = 16q2

2Ei
(
− 2r
rP

)
rP

+
e
− 2r
rP

r

 ,

f3 = −8q2

∫ (
5e
− r
rP − 2

) e− r
rP

r3
dr

= −8q2

10Ei
(
− 2r
rP

)
r2
P

−
Ei
(
− r
rP

)
r2
P

+ e
− 2r
rP

(
5

1

rP

1

r
− 5

2r2

)
+ e

− r
rP

(
1

r2
− 1

rP

1

r

) ,

f4 = −48q2

∫ (
e
− r
rP − 1

) e− r
rP

r4
dr

= −48q2

Ei
(
− r
rP

)
6r3

P

−
4Ei

(
− 2r
rP

)
3r3

P

− e−
2r
rP

(
1

3r3
− 1

3r2rP
+

2

3r2
P r

)

−e−
r
rP

(
− 1

3r3
+

1

6r2rP
− 1

6r2
P r

))
,

f5 = −2
q2

r2
P

1

r2
P

(
−Ei

(
− r

rP

)
+ 8Ei

(
−2r

rP

)
+ e

− r
rP

(
r2
P

r2
− rP

r
+ 6

r4
P

r4
− 2

r3
P

r3

)
+

(
4
rP
r
− 2

r2
P

r2
− 3

r4
P

r4
+ 2

r3
P

r3

)
e
− 2r
rP − 3

r4
P

r4

)
e a função especial Exponencial Integral é definida como

Ei (x) = −
∫ ∞
−x

e−t

t
dt.

Usando as funções acima, podemos escrever

e(ν+λ) = C +
1

r2
P

f1 (r) +
b2

r3
P

f2 (r) +
b2

r2
P

f3 (r) +
b2

rP
f4 (r) + b2f5 (r)

= 1− 2
q2

r2
P

Ei

(
−2r

rP

)
+ 16

b2

r2
P

q2

r2
P

(
2Ei

(
−2r

rP

)
+
rP
r
e
− 2r
rP

)
−8

b2

r2
P

q2

r2
P

(
10Ei

(
−2r

rP

)
− Ei

(
− r

rP

)
+ 5e

− 2r
rP

(
rP
r
− r2

P

2r2

)
+ e

− r
rP

(
r2
P

r2
− rP

r

))
−8

b2

r2
P

q2

r2
P

(
Ei

(
− r

rP

)
− 8Ei

(
−2r

rP

)
− 2e

− 2r
rP

(
r3
P

r3
− r2

P

r2
+

2rP
r

))
−8

b2

r2
P

q2

r2
P

e
− r
rP

(
2
r3
P

r3
− r2

P

r2
+
rP
r

)
−2

b2

r2
P

q2

r2
P

(
−Ei

(
− r

rP

)
+ 8Ei

(
−2r

rP

)
+

(
4
rP
r
− 2

r2
P

r2
− 3

r4
P

r4
+ 2

r3
P

r3

)
e
− 2r
rP

−2
b2

r2
P

q2

r2
P

−
(
rP
r
− r2

P

r2
− 6

r4
P

r4
+ 2

r3
P

r3

)
e
− r
rP − 3

r4
P

r4

)
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e fazendo as simplificações chegamos em

e(ν+λ) = C − 2
q2

r2
P

Ei

(
−2r

rP

)
+ 2

b2

r2
P

q2

r2
P

Ei

(
− r

rP

)
+2

b2

r2
P

q2

r2
P

e
− 2r
rP

(
3
r4
P

r4
+ 6

r3
P

r3
+ 10

r2
P

r2

)
− 2

b2

r2
P

q2

r2
P

e
− r
rP

(
6
r4
P

r4
+ 6

r3
P

r3
+
r2
P

r2
− rP

r

)
+6

b2

r2
P

q2

r2
P

r4
P

r4
. (4.12)

Escrevendo de uma forma mais compacta, temos

e(ν+λ) = C − 2
q2

r2
P

F (r) (4.13)

com F (r) definido por

F (r) = Ei

(
−2r

rP

)
− b2

r2
P

H (r)

e H (r) definido por

H (r) = Ei

(
− r

rP

)
+e
− 2r
rP

(
3
r4
P

r4
+ 6

r3
P

r3
+ 14

r2
P

2r2

)
−e−

r
rP

(
6
r4
P

r4
+ 6

r3
P

r3
+
r2
P

r2
− rP

r

)
+3

r4
P

r4
.

A constante de integração C pode ser determinada pela condição

lim
a,b→0

e(ν+λ) = e(ν̄+λ̄) = 1→ C = 1 (4.14)

ou seja, quando a, b → 0, o campo elétrico passa ser o campo de Maxwell e com isso a

métrica se torna Reissner-Nordström.

Sendo assim, de (4.13) e de (4.14) obtemos uma relação importante entre as com-

ponentes da métrica ν e λ dada por

e(ν+λ) = 1− 2
q2

r2
P

F (r) . (4.15)

Agora, para determinar a métrica, devemos encontrar eν e eλ. Para isso devemos

resolver a seguinte equação

e−λ
(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
= 8πT 0

0

e assim, através de e(ν+λ) e e−λ, podemos encontrar eν , determinando assim as componen-

tes da métrica. Para isso é necessário resolver a equação acima que faremos do seguinte

modo. Seja a EDO proveniente de (3.55)

d

dr

(
e−λ(r)

r

)
+ 2

e−λ(r)

r2
=

1

r2
− 8πT 0

0
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que definindo σ (r)

σ (r) =
e−λ(r)

r

pode ser reescrita na forma

dσ

dr
+

2

r
σ =

1

r2
− 8πT 0

0 = G (r)

cuja solução será

σ (r) =
S

r2
+

1

r2

∫
G (r̄) r̄2dr̄

onde S é uma constante de integração, e portando

e−λ(r) =
S

r
+

1

r

∫
G (r̄) r̄2dr̄.

Sendo assim, o que faremos agora é substituir os resultados no tensor (3.58) para

pode encontrar e−λ(r).

4.3.1 Densidade de energia

A densidade de energia é dada por (CUZINATTO et al., 2018)

T 0
0 = −g

00g11

8π

{
E
[
E − 2

(
a2 + 2b2

)
∂1K0 + 4b2S10

]
+
a2K2

0

g11
+ 2b2g11

[(
K0

g11
+

2E

r

)2

+
2E2

r2

]}
.

Aqui vamos tomar g00 = e−ν e g11 = −e−λ do espaço-tempo plano e o campo elé-

trico E (r) é o campo elétrico de Podolsky obtido anteriormente. Então podemos escrever

8πT 0
0 =

( q
r2

)2

− 12b2 1

r2

( q
r2

)2

+

(
q

r2
P

)2
r2
P

r2
e
−2 r

rP − r2
P

1

r2

(
q

r2
P

)2

e
− 2r
rP − 8b2 1

r2

q

r2
P

e
− 2r
rP

(
− q

r2

)
+
q

r2
2r2

P

1

r

q

r2
P

e
− r
rP

(
1

r
+

1

rP

)
− 2

q

r2
P

rP
r

q

r2

(
1 +

rP
r

)
e
− r
rP .

Vamos multiplicar por rP
rP

de tal maneira que o tensor fique na forma

8πT 0
0 =

(
1

rP

q

rP

r2
P

r2

)2

− 12
b2

r2
P

r2
P

r2

(
1

rP

q

rP

r2
P

r2

)2

+

(
q

r2
P

)2
r2
P

r2
e
−2 r

rP − r2
P

r2

(
q

r2
P

)2

e
− 2r
rP

−8
b2

r2
P

r2
P

r2

q

r2
P

e
− 2r
rP

(
− 1

rP

q

rP

r2
P

r2

)
+

1

rP

q

rP

r2
P

r2
2
rP
r

q

rP
e
− r
rP

(rP
r

+ 1
) 1

rP

−2
q

r2
P

rP
r

1

rP

q

rP

r2
P

r2

(
1 +

rP
r

)
e
− r
rP ,

utilizando u = r
rP
, definindo as grandezas adimensionais

βrp =
b2

r2
P

,

Qrp =
q

rp
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e substituindo temos

8πT 0
0 =

(
1

rP
Qrp

1

u2

)2

− 12βrp
1

u2

(
1

rP
Qrp

1

u2

)2

+

(
Qrp

rP

)2
1

u2
e−2u − 1

u2

(
Qrp

rP

)2

e−2u

−8βrp
1

u2

Qrp

rP
e−2u

(
− 1

rP
Qrp

1

u2

)
+

1

rP
Qrp

1

u3
2Qrpe

−u (u+ 1)
1

rP

−2
Qrp

rP

1

rP
Qrp

1

u3
(1 + u) e−u

e simplificando podemos obter

8πT 0
0 =

Q2
rp

r2
P

(
1

u4
− 12βrp

1

u6
+ 8βrp

1

u4
e−2u

)
.

Agora multiplicando por r2

8πT 0
0 r

2 =
Q2
rp

r2
P

r2
Pu

2

(
1

u4
− 12βrp

1

u6
+ 8βrp

1

u4
e−2u

)
= Q2

rp

(
1

u2
− 12βrp

1

u4
+ 8βrp

1

u2
e−2u

)
e integrando

8π

∫
T 0

0 r
2dr = r2

PQ
2
rp

∫ (
1

u2
− 12βrp

1

u4
+ 8βrp

1

u2
e−2u

)
du

= r2
PQ

2
rp

(
−1

u
+ 4βrp

1

u3
+ 8βrp

∫
1

u2
e−2udu

)
onde da definição de Exponencial Integral temos∫

1

u2
e−2udu = −2Ei(−2u)− e−2u

u

e assim encontramos

8π

∫
T 0

0 r
2dr = rPQ

2
rp

(
−1

u
+ 4βrp

1

u3
− 8βrp

(
2Ei(−2u) +

e−2u

u

))
+ C̄

= rP

(
q

rP

)2
(
−rP
r

+ 4

(
b

rP

)2 (rP
r

)3

− 8

(
b

rP

)2(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

))
+ C̄

= −q
2

r
+ 4

q2

rP

(
b

rP

)2 (rP
r

)3

− 8
q2

rP

(
b

rP

)2(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)
+ C̄

4.3.2 Obtendo λ(r)

De posse de T 0
0 podemos resolver a equação

e−λ(r) =
S

r
+

1

r

∫
G (r̄) r̄2dr̄ (4.16)
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para encontrar uma das componentes da métrica. Lembrando que∫
G (r̄) r̄2dr̄ = r − 8π

∫
T 0

0 r
2dr

= r −

(
−q

2

r
+ 4

q2

rP

(
b

rP

)2 (rP
r

)3

− 8
q2

rP

(
b

rP

)2(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)
+ C̄

)

= r +
q2

r
− 4

q2

rP

(
b

rP

)2 (rP
r

)3

+ 8
q2

rP

(
b

rP

)2(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)
− C̄.

Temos então que

e−λ(r) =
S

r
+

1

r

[
r +

q2

r
− 4

q2

rP

(
b

rP

)2 (rP
r

)3

+ 8
q2

rP

(
b

rP

)2(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)
− C̄

]

= 1 +
S

r
+
q2

r2
− 4

(
q

rP

)2(
b

rP

)2 (rP
r

)4

+ 8

(
q

rP

)2(
b

rP

)2
rP
r

(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)
− C̄

r
.

Como queremos que nossa métrica seja uma aproximação da métrica de Reissner-

Nordtröm, tomando o limite b→ 0 temos

lim
b→0

e−λ(r) = 1− 2m

r
+
q2

r2
(4.17)

e portanto, S = −2m e C̄ = 0, de modo que obtemos

e−λ(r) = 1−2m

r
+
q2

r2
−4

(
q

rP

)2(
b

rP

)2 (rP
r

)4

+8

(
q

rP

)2(
b

rP

)2
rP
r

(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)
.

(4.18)

4.3.3 Obtendo ν (r)

Agora é possível usar as duas soluções anteriores para encontrar eν(r) combinando

as equações (4.15) e (4.18) para obter

eν(r) = e(ν+λ)e−λ(r)

=

(
1− 2

q2

r2
P

F (r)

)
× (4.19)[

1− 2m

r
+
q2

r2
− 4

(
q

rP

)2(
b

rP

)2 (rP
r

)4

+ 8

(
q

rP

)2(
b

rP

)2
rP
r

(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)]

e assim determinamos as duas componentes da métrica.
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Observe que esta forma para a métrica nos permite estudar diferentes limites:

1. q
rP
� 1 é o limite de pequenas cargas.

2. b
rP
� 1 é o limite em que o acoplamento não-mínimo é pequeno em comparação

com o termo de Podolsky puro.

3. rP
r
� 1 é o limite de grandes distâncias.
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5 CONSEQUÊNCIAS DA MÉTRICA DE PODOLSKY

5.1 HORIZONTES PERTURBADOS

No limite de grandes distâncias, i.e., r
rP
→∞, a métrica se reduz a

eν(r) =

(
1− 2

q2

r2
P

F (r)

)[
1− 2m

r
+
q2

r2
− 4

(
q

rP

)2(
b

rP

)2 (rP
r

)4
]

e a função F (r) se reduz para

F (r) = −3b2 r
2
P

r4

Então, a componente g00 fica na forma

eν(r) =

(
1 + 6

(
q

rP

)2(
b

rP

)2
r4
P

r4

)[
1− 2m

r
+
q2

r2
− 4

(
q

rP

)2(
b

rP

)2 (rP
r

)4
]

(5.1)

Perceba que eν se anula somente se e−λ se anula, conforme foi provado por (VISH-

VESHWARA, 1968), que em um espaço-tempo estático com simetria esférica, os limites

para os horizontes de eventos e para a superfície de redshift infinito coincidem.

Os horizontes são determinados pela condição eν(r) = 0, (ADLER; BAZIN; SCHIF-

FER, 1975), que tomando a equação (5.1) devemos encontrar as raízes de

1

r4

[
r4 − 2mr3 + q2r2 − 4q2b2

]
= 0

o que implica em

r4 − 2mr3 + q2r2 − 4q2b2 = 0. (5.2)

Para b = 0, temos que

r2
(
r2 − 2mr + q2

)
= 0

cujas raízes são

r0 = 0 , r+ = m

(
1 +

√
1−

( q
m

)2
)

, r− = m

(
1−

√
1−

( q
m

)
.2
)

(5.3)

Onde r0 é a singularidade essencial. As raízes r+ e r− correspondem aos horizontes

de eventos externo e interno de Reissner-Nordström, respectivamente, (ADLER; BAZIN;

SCHIFFER, 1975).
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Para b 6= 0, vamos determinar as correções a estes horizontes usando a teoria de

perturbações. Utilizaremos b2 como parâmetro de perturbação, pois o mesmo está presente

no polinômio (5.2). Sejam então as raízes perturbadas

r̄0 = r0 + b2r0c = b2r0c (5.4)

r1 = r+ + b2r+c (5.5)

r2 = r− + b2r−c (5.6)

Comecemos lembrando que

r4 − 2mr3 + q2r2 − 4q2b2 = r2
(
r2 − 2mr + q2

)
− 4q2b2

r2 (r − r+) (r − r−)− 4q2b2 = 0 (5.7)

Substituindo primeiro (5.4) em (5.7), e desprezando termos de O(b3) e superiores,

obtemos

−4q2b2 = 0

r̄0 = 0. (5.8)

Isso nos permite concluir que não existe perturbação em r0 até uma ordem de b2.

Substituindo agora (5.5) em (5.7)

r2 (r − r+) (r − r−)− 4q2b2 = 0(
r+ + b2r+c

)2 (
r+ + b2r+c − r+

) (
r+ + b2r+c − r−

)
− 4q2b2 = 0(

r2
+ + 2r+b

2r+c

) (
r+ + b2r+c − r+

) (
r+ + b2r+c − r−

)
− 4q2b2 = 0(

r2
+ + 2r+b

2r+c

) (
b2r+c

) (
r+ + b2r+c − r−

)
− 4q2b2 = 0(

r2
+b

2r+c

) (
r+ + b2r+c − r−

)
− 4q2b2 = 0

r3
+b

2r+c − r2
+b

2r+cr− − 4q2b2 = 0

b2
(
r+cr

2
+ (r+ − r−)− 4q2

)
= 0

r+cr
2
+ (r+ − r−)− 4q2 = 0

encontramos

r+c =
4q2

r2
+ (r+ − r−)

. (5.9)
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Analogamente, substituindo (5.6) em (5.7) encontramos

r−c = − 4q2

r2
− (r+ − r−)

. (5.10)

Veja que

r+ − r− = m

(
1 +

√
1−

( q
m

)2
)
−m

(
1−

√
1−

( q
m

)2
)

= 2m

√
1−

( q
m

)2

. (5.11)

Então as raízes com uma primeira correção são dadas por

r+c =
4q2

m2

(
1 +

√
1−

(
q
m

)2
)2

2m
√

1−
(
q
m

)2

=
2

m

( q
m

)2 1(
1 +

√
1−

(
q
m

)2
)2√

1−
(
q
m

)2

. (5.12)

Fazendo

ω =

√
1−

( q
m

)2

, (5.13)( q
m

)2

= 1− ω2, (5.14)

obtemos

r+c =
2

m

(1− ω2)

(1 + ω)2 ω
=

2

mω

1− ω
1 + ω

. (5.15)

Para a segunda raíz temos

r−c = − 4q2(
m

(
1−

√
1−

(
q
m

)2
))2(

2m
√

1−
(
q
m

)2
)

= − 2

m

( q
m

)2 1(
1−

√
1−

(
q
m

)2
)2√

1−
(
q
m

)2

= − 2

m

(
1− ω2

) 1

(1− ω)2 ω

= − 2

mω

1 + ω

1− ω
. (5.16)

Substituindo (5.9) em (5.5) e (5.10) em (5.6)

r1 = r+ + b2 4q2

r2
+ (r+ − r−)

, (5.17)

r2 = r− − b2 4q2

r2
− (r+ − r−)

, (5.18)
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onde encontramos em função de ω

r1 = m (1 + ω) + b2 2

mω

1− ω
1 + ω

, (5.19)

r2 = m (1− ω)− b2 2

mω

1 + ω

1− ω
, (5.20)

Escrevendo em variáveis adimensionais

ρ =
r

m
, (5.21)

Q =
q

m
, (5.22)

β =
b2

m2
, (5.23)

e substituindo (5.21), (5.22) e (5.23) respectivamente em (5.8), (5.19) e (5.20)

ρ0 = 0, (5.24)

ρ1 = 1 + ω + β
2

ω

1− ω
1 + ω

, (5.25)

ρ2 = 1− ω − β 2

ω

1 + ω

1− ω
, (5.26)

que são os raios adimensionais calculados numa primeira perturbação em Reissner-Nordström,

onde ρ1 corresponde ao horizonte externo e ρ2 ao horizonte interno. Veja que quando q = 0,

a relação carga-massa dada por (5.13) se resume a ω = 1. De (5.17) e (5.18) temos que

(5.17) é na verdade o raio de Schwarzschild e (5.18) é nulo devido ao parâmetro β.

Comparando nossos resultados com o espaço-tempo de Reissner-Nordström, temos

para o horizonte exterior:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ω0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
ρ1

ρ1=1+ω- β (1-ω) (2+ω)

(1+ω)2 ω

β=0

β=10-2

β=10-3

β=10-4

Figura 5 – Horizonte de eventos externo.

Perceba que para β → 0, o horizonte exterior perturbado se aproxima do horizonte

exterior de Reissner-Nordström. Para valores de ω próximos de 1 praticamente não se
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observa os efeitos do parâmetro b de Podolsky, enquanto que para ω → 0, a perturbação

provoca uma divergência no horizonte externo, onde a teoria de perturbações deixa de ter

validade.

Para o horizonte interior:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ω0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
ρ2

ρ2=1-ω- β (1+ω) (2+ω)

(1-ω)2 ω

β=0

β=10-2

β=10-3

β=10-4

Figura 6 – Horizonte de eventos interno.

Aqui novamente, quando β → 0 o horizonte perturbado se aproxima do horizonte

interno de Reissner-Nordström. Analisando os limites de ω, vemos que quando ω → 1 não

temos horizonte interno, como foi discutido anteriormente. Mas mesmo com uma pequena

presença de carga elétrica, podemos observar que para alguns valores de β fixo, não há

presença do horizonte interno. Além disso, vemos que o parâmetro β contribui para a

diminuição do tamanho do horizonte interno. Para o limite ω → 0 também é possível que

para alguns valores de β não haja horizonte interno.

Por fim, analisando simultaneamente os dois horizontes, temos o gráfico abaixo:
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ω0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
ρ

Horizontes de Eventos

β=0

β=10-2

β=10-3

β=10-4

Figura 7 – Horizontes de eventos de Reissner-Nordström e horizontes perturbados de Podolsky

Então, para β → 0, os horizontes da eletrodinâmica de Podolsky se aproximam

dos horizontes de Reissner-Nordstrom.

O limite de validade das expressões (5.25) e (5.26) é determinado pelas condições:

γ1 = β
2

ω

1− ω
(1 + ω)2 = 1 (5.27)

γ2 = β
2

ω

1 + ω

(1− ω)2 = 1 (5.28)

onde

ω2 = 1−Q2

onde (5.27) e (5.28) são dados pela razão dos termos na série perturbativa.

É fácil verificar que o limite imposto por γ é válido para todo ρ. Para uma melhor

visualização do comportamento dos horizontes de eventos, temos o gráfico abaixo:

5.2 A TRAJETÓRIA DE UM RAIO DE LUZ EM UM CAMPO DE PODOLSKY

Vamos agora analisar a trajetória de um raio de luz em um campo de Podolsky.

Para isso, vamos determinar as equações do movimento na métrica de Podolsky. Assim

como feito na métrica de Schwarzschild, vamos assumir que a trajetória é uma geodésica

nula e assim ds2 = 0. Como não podemos diferenciar em relação a s, vamos utilizar do

transporte paralelo. Assim, tomando um vetor dxα/dp deslocando paralelamente a um

parâmetro p de acordo com

d

dp

(
dxα

dp

)
+ Γα

βγ

dxβ

dp

dxγ

dp
= 0

que no transporte paralelo deve preservar seu comprimento.
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A equação diferencial para geodésicas nulas é equivalente ao problema variacional

(ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975)

δ

∫
gαβ

dxβ

dp

dxβ

dp
dp = 0

Lembramos que na métrica de Podolsky

g11 = e−λ(r) = 1−2m

r
+
q2

r2
−4

(
q

rP

)2(
b

rP

)2 (rP
r

)4

+8

(
q

rP

)2(
b

rP

)2
rP
r

(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)

g00 = eν(r) =

(
1− 2

q2

r2
P

F (r)

)
×[

1− 2m

r
+
q2

r2
− 4

(
q

rP

)2(
b

rP

)2 (rP
r

)4

+ 8

(
q

rP

)2(
b

rP

)2
rP
r

(
2Ei(−2

r

rP
) +

rP
r
e
−2 r

rP

)]
onde

F (r) = Ei

(
−2r

rP

)
− b2

r2
P

H (r)

H (r) = Ei

(
− r

rP

)
+e
− 2r
rP

(
3
r4
P

r4
+ 6

r3
P

r3
+ 10

r2
P

r2

)
−e−

r
rP

(
6
r4
P

r4
+ 6

r3
P

r3
+
r2
P

r2
− rP

r

)
+3

r4
P

r4

Então o problema variacional é dado por

δ

∫ [
eνc2ṫ2 − eλṙ2 − r2

(
θ̇2 + sen2θϕ̇2

)]
dp = 0

onde “ponto” é variação com respeito a p.

Por se tratar de uma métrica com simetria esférica, a parte angular do elemento

de linha é idêntica a Schwarzschild, de modo que as equações de Euler-Lagrange para θ,

φ e t são:

d

dp

(
r2θ̇
)

= r2 senθ cos θφ̇2 (5.29)

d

dp

(
r2 sen2θφ̇

)
= 0 (5.30)

d

dp

(
eν ṫ
)

= 0 (5.31)

Escolhendo um eixo de coordenadas apropriadamente orientado de tal maneira que pode-

mos tomar θ = π/2, e θ̇ = 0 para algum parâmetro inicial p, temos

r2φ̇ = h = constante (5.32)

Para (5.31) temos

eν ṫ = l = constante (5.33)
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Agora, substituindo as equações (5.32) e (5.33) no elemento de linha

ds2 = eνc2ṫ2 − eλṙ2 − r2
(
θ̇2 + sen2θφ̇2

)
(5.34)

temos

0 = e−νc2l2 − eλṙ2 − h2

r2
, (5.35)

vamos multiplicar por eν

0 = c2l2 − eν+λṙ2 − eν h
2

r2
.

Fazendo

r′ =
dr

dφ
=
ṙ

φ̇

ṙ = φ̇r′ =
h

r2
r′

onde (′) significa derivada em relação a φ temos

0 = c2l2 − eν+λh
2

r4
r′2 − eν h

2

r2

Fazendo agora

r =
1

z

r′ = − z
′

z2

e assim temos

0 = c2l2 − eν+λh
2

r4
r′2 − eν h

2

r2

0 = c2l2 − eν+λh2z′2 − eνz2h2

Em Schwarzschild, temos que ν = −λ , e assim não há componentes da métrica no segundo

termo do lado direito da equação acima.

Vamos substituir (4.18), (4.15) e (4.19), supondo que r >> rP , podemos aproximar

para

e(ν+λ) = 1 + 6
q2

r2
P

b2

r2
P

r4
P

r4
= 1 + 6b2 q

2

r4
,

e−λ(r) = 1− 2m

r
+
q2

r2
− 4

(
q

rP

)2(
b

rP

)2 (rP
r

)4

= 1− 2m

r
+
q2

r2
− 4

q2

r4
b2,
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eν = e(ν+λ)e−λ =

(
1 + 6b2 q

2

r4

)(
1− 2m

r
+
q2

r2
− 4

q2

r4
b2

)
.

Vamos definir

ε1 = 2m, ε2 = 2q2, ε3 = 6b2q2. (5.36)

Escrevendo em função de z e desprezando os termos de ordem superior a ε1 = 3m, ε2 =

2q2, ε3 = 6b2q2.

e(ν+λ) = 1 + 6b2q2z4,

e−λ(r) = 1− 2mz + q2z2 − 4q2b2z4,

eν = 1− 2mz + q2z2 + 2q2b2z4.

Então a equação fica

0 = c2l2 − h2
[(

1 + 6b2q2z4
)
z′2 +

(
1− 2mz + q2z2 + 2b2q2z4

)
z2
]
.

Diferenciando com respeito a φ

0 = z′
(
24b2q2z3z′2 + 2z′′ + 12b2q2z4z′′ + 2z − 6mz2 + 4q2z3 + 12b2q2z5

)
.

Se z′ = 0, temos r constante, ou seja, movimento circular. Para z′ 6= 0, temos

z′′ + z − 3mz2 + 2q2z3 + 6b2q2z4z′′ + 12b2q2z3z′2 + 6b2q2z5 = 0.

Reescrevendo temos

z′′ + z − ε1z
2 + ε2z

3 + ε3

(
z4z′′ + 2z3z′2 + z5

)
= 0.

Veja que tomando q = 0, ou seja, ε3 = 0 e ε2 = 0, temos o caso de Schwarzschild.

z′′ + z − 3mz2 = 0.

Supondo uma solução do tipo

z = z0 + ε1v1 +O
(
ε2

1

)
e separando os termo de ordem zero de ε1 dos termos de ordem 1, obtemos a solução de

Schwarzschild

z′′0 + z0 = 0⇒ z0 =
1

r0

senφ,

ε1v
′′
1 + ε1v1 = ε1z

2
0 ⇒ v1 =

1

2r2
0

(
1 +

1

3
cos 2φ

)
.
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Agora, tomando b = 0, ou seja, ε3 = 0, temos o caso de Reissner-Nordström, pois

o parâmetro a de Podolsky faz parte de rP , e como tomamos o limite r/rP → ∞, o

parâmetro a desaparece com exponenciais.

z′′ + z + z2 (−ε1 + ε2z) = 0.

Seguindo o mesmo raciocínio, supomos uma solução do tipo

z = z0 + ε1v1 + ε2v2 +O
(
ε2

1

)
+O

(
ε2

2

)
.

Separando novamente os termos de ordem ε

z′′0 + z0 = 0,

ε1v
′′
1 + ε1v1 = ε1z

2
0 ,

ε2v
′′
2 + ε2v2 = −ε2z

3
0 .

Assim, buscamos uma solução para

v′′2 + v2 = −z3
0 . (5.37)

Finalmente, considerando que nenhum termo de ordem 1 de perturbação é desprezível,

obtemos o caso de Podolsky

z′′ + z − ε1z
2 + ε2z

3 + ε3

(
z4z′′ + 2z3z′2 + z5

)
= 0

e novamente, supondo uma solução do tipo

z = z0 + ε1v1 + ε2v2 + ε3v3 +O
(
ε2

1

)
+O

(
ε2

2

)
+O

(
ε2

3

)
e separando os termos de ordem ε temos

z′′0 + z0 = 0,

ε1v
′′
1 + ε1v1 = ε1z

2
0 ,

ε2v
′′
2 + ε2v2 = −ε2z

3
0 ,

ε3v
′′
3 + ε3v3 = −ε3

(
z4

0z
′′
0 + 2z3

0z
′2
0 + z5

0

)
.

Procuramos uma solução para

v′′3 + v3 = −
(
z4

0z
′′
0 + 2z3

0z
′2
0 + z5

0

)
. (5.38)
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Como todas essas equações possuem solução homogênia idêntica e apresentam o mesmo

operador diferencial, vamos encontrar a solução particular de cada uma através da função

de Green.

As soluções das duas primeiras equações já são conhecidas (ADLER; BAZIN;

SCHIFFER, 1975), sendo elas

z0 =
1

r0

senφ,

v1 =
1

2r2
0

(
1 +

1

3
cos 2φ

)
.

Queremos então encontrar uma solução particular para (5.37) e (5.38). Em contexto geral,

essa solução é dada por (ARFKEN; WEBER, 2007)

yp (x) =

∫
G (x, x′) g (x′) dx′ (5.39)

onde G (x, x′) é a função de Green associada ao operador L [y] = g (x) . Essa função deve

satisfazer

L [G (x, x′)] = δ (x− x′) .

No nosso caso, o operador é definido como L =
∂2

∂φ2
+ 1.

Sendo assim, dado o problema

Lu = u′′ + u = g (x) ,

u (0) = 0 e u (π/2) =
1

r0

,

ou seja, para φ = 0 a trajetória é assintótica e para φ = π/2 temos a maior aproximação

da trajetória da luz em relação ao Sol. Sendo assim, vamos encontrar a função de Green,

que é solução do problema

G′′ (x) +G (x) = δ (x− s) . (5.40)

Se x 6= s, então a função delta é nula, e a solução geral é

G (x, s) = c1 senx+ c2 cosx.

Para x < s, a condição de contorno em x = 0 implica que

G1 (0, s) = c1 sen0 + c2 cos 0 = 0,

c2 = 0.
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Para x > s, a condição de contorno em x = π/2 implica que

G2 (π/2, s) = c3 senπ/2 + c4 cos π/2 = 0,

c3 = 0.

Então a solução até agora é da forma

G (x, s) =

 c1 senx se x < s

c4 cosx se x > s

Para determinar as constantes c1 e c4, vamos impor a condição de continuidade da função

de Green em x = s, ou seja

c1 sens = c4 cos s.

Pela condição de descontinuidade da derivada

lim
ε→0

G′ (s+ ε, s)−G′ (s− ε, s) = 1

temos

c1 cos s+ c4 sens = 1.

Então, resolvendo o sistema encontramos

c1 = cos(s),

c4 = sen(s)

e assim a função de Green para esse problema é

G (x, s) =

 cos(s) senx se x < s

sen(s) cosx se x > s

ou G (x, s) = θ (s− x) cos(s) senx+ θ (x− s) sen(s) cosx.

Onde θ(x) é a função de Heaviside. Vamos testar a função de Green encontrada

para a solução já conhecida da equação

v′′1 + v1 = z2
0 ⇒ v1 =

1

2r2
0

(
1 +

1

3
cos 2φ

)
.

A solução homogênea é

z0 =
1

r0

senφ. (5.41)
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Sendo o intervalo de integração entre 0 e π/2 (maior proximidade ao Sol), e to-

mando s como um parâmetro de integração, a solução particular será dada por

v1p (φ) =

∫ π/2

0

(θ (s− φ) cos (s) senφ+ θ (φ− s) sen (s) cosφ)

(
sen (s)

r0

)2

ds

v1p (φ) =

∫ φ

0

cos (s) sen (φ)

(
sen (s)

r0

)2

ds+

∫ π/2

φ

sen (s) cos (φ)

(
sen (s)

r0

)2

ds

v1p (φ) =
1

2r2
0

(
1 +

1

3
cos 2φ

)
.

E então a solução geral é

z (φ) = z0 + ε1v1 (φ)

z (φ) =
1

r0

senφ+ ε1
1

2r2
0

(
1 +

1

3
cos 2φ

)
.

Que é a Solução encontrada por Schwarzschild, (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975).

Com o resultado acima, podemos utilizar a função de Green para encontrar as soluções

das equações restantes.

Então, tomando o caso de Reissner-Nordström, temos que resolver

v′′2 + v2 = −z3
0 , (5.42)

e substituindo (5.41) em (5.42) temos que encontrar a solução particular dada por

v2p (φ) = −
∫ φ

0

cos (s) sen (φ)

(
sen (s)

r0

)3

ds−
∫ π/2

φ

sen (s) cos (φ)

(
sen (s)

r0

)3

ds

v2p (φ) = − sen (3φ)

32r3
0

− 9 sen (φ)

32r3
0

− 3π cos (φ)

16r3
0

+
3φ cos (φ)

8r3
0

E agora, tomando o caso de Podolsky, resta resolver a equação

v′′3 + v3 = −
(
z4

0z
′′
0 + 2z3

0z
′2
0 + z5

0

)
, (5.43)

substituindo (5.41) em (5.43), implica em encontrar uma solução particular para

v′′3 + v3 = −2 sen3(φ) cos2(φ)

r5
0

.

Utilizando a função de Green

v3p (φ) =

∫ φ

0

cos (s) sen (φ)

(
−2 sen3(s) cos2(s)

r5
0

)
ds+

∫ π/2

φ

sen (s) cos (φ)

(
−2 sen3(s) cos2(s)

r5
0

)
ds

v3p (φ) = − sen (5φ)

96r5
0

+
sen (3φ)

32r5
0

− 7 sen (φ)

24r5
0

− π cos (φ)

8r5
0

+
φ cos (φ)

4r5
0

,
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e assim a solução é

z (φ) =
1

r0

senφ+ ε1
1

2r2
0

(
1 +

1

3
cos 2φ

)
+ ε2

(
− sen (3φ)

32r3
0

− 9 sen (φ)

32r3
0

− 3π cos (φ)

16r3
0

+
3φ cos (φ)

8r3
0

)
+ε3

(
− sen (5φ)

96r5
0

+
sen (3φ)

32r5
0

− 7 sen (φ)

24r5
0

− π cos (φ)

8r5
0

+
φ cos (φ)

4r5
0

)
. (5.44)

Agora, considere que a trajetória do raio de luz é assintoticamente paralela ao

eixo x. Isso corresponde aos valores de φ que tornam z = 0, ou seja, φ → 0 ou φ → π.

Considerando então φ = 0 e sendo δ o menor ângulo entre a trajetória assintótica e o eixo

x, podemos aproximar φ ≈ senφ ≈ δ e cosnφ ≈ 1. Tomando entao z = 0 e fazendo essas

substituições em (5.44) temos

0 =
1

r0

δ

+ε1
1

2r2
0

(
1 +

1

3

)
+ε2

(
− sen (3φ)

32r3
0

− 9δ

32r3
0

− 3π

16r3
0

+
3δ

8r3
0

)
+ε3

(
− sen (5φ)

96r5
0

+
sen (3φ)

32r5
0

− 7δ

24r5
0

− π

8r5
0

+
δ

4r5
0

)
Lembrando que

sen (3φ) = sen (2φ+ φ) = sen (2φ) cos (φ)+ sen (φ) cos (2φ) = 2 sen (φ) cos2 (φ)+ sen (φ) cos (2φ)

e

sen (5φ) = sen (3φ+ 2φ) = sen (3φ) cos (2φ) + sen (2φ) cos (3φ)

= 2 sen (φ) cos2 (φ) cos (2φ) + sen (φ) cos2 (2φ) + 2 sen (φ) cos (φ) cos (3φ)

podemos escrever

0 =
1

r0

δ

+ε1
1

2r2
0

(
1 +

1

3

)
+ε2

(
−2 sen (φ) cos2 (φ)

32r3
0

− sen (φ) cos (2φ)

32r3
0

− 9δ

32r3
0

− 3π

16r3
0

+
3δ

8r3
0

)
+ε3

(
− sen (φ) cos2 (φ) cos (2φ)

48r5
0

− sen (φ) cos2 (2φ)

96r5
0

− sen (φ) cos (φ) cos (3φ)

48r5
0

+
sen (φ) cos2 (φ)

16r5
0

+
sen (φ) cos (2φ)

32r5
0

− 7δ

24r5
0

− π

8r5
0

+
δ

4r5
0

)
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temos então

0 =
1

r0

δ

+ε1
1

2r2
0

(
1 +

1

3

)
+ε2

(
− δ

16r3
0

− δ

32r3
0

− 9δ

32r3
0

− 3π

16r3
0

+
3δ

8r3
0

)
+ε3

(
− δ

48r5
0

− δ

96r5
0

− δ

48r5
0

+
δ

16r5
0

+
δ

32r5
0

− 7δ

24r5
0

− π

8r5
0

+
δ

4r5
0

)
simplificando

0 =
1

r0

δ + ε1
2

3r2
0

+ ε2

(
− 3π

16r3
0

)
+ ε3

(
− π

8r5
0

)
Então nossa expressão para δ é:

δ = −3m
2

3r0

+ 2q2 3π

16r2
0

+ 6b2q2 π

8r4
0

Assim como em Schwarzschild, o sinal de menos indica que a trajetória foi desviada

em direção à estrela. Na outra assintótica, ou seja, para φ = π−δ, impondo uma simetria,

teremos o mesmo valor para δ, e assim, a deflexão total do raio de luz, ou seja, o ângulo

entre as assintóticas é

∆ =
4m

r0

− 3πq2

4r2
0

− 3πb2q2

2r4
0

Percebemos aqui que, em uma primeira aproximação, a deflexão total da luz na

eletrodinâmica generalizada sofre o efeito da carga elétrica e do acoplamento não mínimo,

além é claro, da massa do objeto.

Considerando apenas o efeito da massa, temos o caso de Schwarzschild. Percebemos

então que a carga elétrica e o parâmetro b de Podolsky diminuem um pouco o desvio que

a luz deve sofrer pela ação da massa.

5.3 TEMPO DE VIAGEM DA LUZ EM UM CAMPO DE PODOLSKY

Assim como feito no caso de Schwarzschild, vamos analisar o tempo de viagem da

luz com as métricas encontradas anteriormente. Considere então que um raio de luz sofra

um desvio em sua trajetória, e como a velocidade da luz é constante, um aumento na

trajetória implica em um tempo maior de viagem. Pondo esse raio paralelamente ao eixo

x, com r senφ = r0 e θ = π/2, em um elemento de linha tipo luz temos

0 = eνc2dt2 − eλdr2 − r2dφ2. (5.45)
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Utilizando a mesma ideia de Schwarzschild, vamos reescrever r2dφ2 em termos de

r e dr. Da equação r senφ = r0 podemos escrever

r2dφ2 =
r2

0dr
2

r2 − r2
0

(5.46)

basta tomar a diferencial de

r senφ = r0

e elevar ao quadrado.

Substituindo (5.46) em (5.45):

c2dt2 = eλ−ν
(

1 + e−λ
r2

0

(r2 − r2
0)

)
dr2

e extraindo a raiz

cdt = e
λ−ν

2

(
1 + e−λ

r2
0

(r2 − r2
0)

)1/2

dr (5.47)

Tomando a aproximação rP << r, as componentes da métrica resultam nas equações

(4.18), (4.15) e (4.19), o que implica em

eλ−ν =
1

eν−λ
=

1(
1 + 6b2 q

2

r4

)(
1− 2m

r
+ q2

r2 − 4 q
2

r4 b2
)2 .

Substituindo em (5.47) temos

cdt =


(

1− 2m
r3 r

2
0 + q2

r4 r
2
0 − 4 b

2q2

r6 r
2
0

)
(

1 + 6b2 q
2

r4

)(
1− 2m

r
+ q2

r2 − 4 b
2q2

r4

)2

1(
1− r2

0

r2

)


1/2

dr.

Considerando a definição (5.36), vamos expandir
(

1− 2m
r

+ q2

r2 − 4 b
2q2

r4

)2

e despre-

zar termos de orde superior a ε. Temos então

cdt =


(

1− 2m
r3 r

2
0 + q2

r4 r
2
0 − 4 b

2q2

r6 r
2
0

)
(

1 + 6b2 q
2

r4

)(
1− 4m

r
+ 2 q

2

r2 − 8b2 q
2

r4

) 1(
1− r2

0

r2

)
1/2

dr

Agora, fazendo a multiplicação do denominador e desprezando os termos de ordem

superior a ε, nossa aproximação fica

cdt =


(

1− 2m
r3 r

2
0 + q2

r4 r
2
0 − 4 b

2q2

r6 r
2
0

)
(

1− 4m
r

+ 2 q
2

r2 − 2b2 q
2

r4

)
1/2

dr√
1− r2

0

r2

.
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Vamos expandir o denominador. Para isso faremos a expansão de primeira ordem

em ε̄, onde ε̄ é o termo que contém as perturbações ε1, ε2, ε3.

1√
1 + ε̄

= 1− 1

2
ε̄+O

(
ε̄2
)
.

Substituindo, temos

cdt =

(
1− 2m

r3
r2

0 +
q2

r4
r2

0 − 4
b2q2

r6
r2

0

)1/2(
1− 1

2
ε̄

)
dr√

1− r2
0/r

2

cdt =

(
1− 2m

r3
r2

0 +
q2

r4
r2

0 − 4
b2q2

r6
r2

0

)1/2(
1 + 2

m

r
− q2

r2
+
b2q2

r4

)
dr√

1− r2
0/r

2
.

Agora, vamos fazer uma expansão de primeira ordem em ε̄ para

√
1 + ε̄ = 1 +

1

2
ε̄+O

(
ε̄2
)

e assim obtemos

cdt =

(
1− m

r3
r2

0 +
1

2

q2

r4
r2

0 − 2
b2q2

r6
r2

0

)(
1 + 2

m

r
− q2

r2
+
b2q2

r4

)
dr√

1− r2
0/r

2
.

Multiplicando os termos entre parênteses e desprezando os termos de ordem 2 de ε, che-

gamos em

cdt =

(
1 +

2m

r
− mr2

0

r3
− q2

r2
+

1

2

q2r2
0

r4
+
b2q2

r4
− 2

b2q2r2
0

r6

)
dr√

1− r2
0/r

2
.

Aqui, tomando q = 0 temos o tempo de viagem da luz no espaço-tempo de

Schwarzschild. Se tomarmos apenas b = 0, temos o caso de Reissner-Nordström, e to-

mando a equação completa, o caso de Podolsky. Sendo assim, para os três primeiros

termos já sabemos o resultado da integral (ADLER; BAZIN; SCHIFFER, 1975)

ct =

(√
r2
planeta − r2

0 +
√
r2
Terra − r2

0

)
+ 2m log

(√
r2
planeta − r2

0 + rplaneta

)(√
r2
Terra − r2

0 + rTerra

)
r2

0

−m


√
r2
planeta − r2

0

rplaneta
+

√
r2
Terra − r2

0

rTerra


onde a integral vai de r = r0 até rplaneta e de r = r0 até rTerra. É mais conveniente separar

a integral em duas partes pois temos assim o tempo que a luz leva para sair do planeta

e chegar até a distância mais próxima do Sol, e depois o tempo que leva, partindo dessa

distância de maior aproximação com o Sol até a Terra.
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Aqui, vamos reescrever em termos de ε̄, definindo os parâmetros ε̄1 = m, ε̄2 =

q2, ε̄3 = b2q2

cdt =

(
1 +

2m

r
− mr2

0

r3
− q2

r2
+

1

2

q2r2
0

r4
+
b2q2

r4
− 2

b2q2r2
0

r6

)
dr√

1− r2
0/r

2

cdt =

(
1 + ε̄1

(
2

r
− r2

0

r3

)
+ ε̄2

(
− 1

r2
+

r2
0

2r4

)
+ ε̄3

(
1

r4
− 2r2

0

r6

))
dr√

1− r2
0/r

2

Assim, obtemos as integrais

ct =

(√
r2
planeta − r2

0 +
√
r2
Terra − r2

0

)
+ 2ε̄1 log

(√
r2
planeta − r2

0 + rplaneta

)(√
r2
Terra − r2

0 + rTerra

)
r2

0

−ε̄1


√
r2
planeta − r2

0

rplaneta
+

√
r2
Terra − r2

0

rTerra


+
ε̄2

4


√
r2
planeta − r2

0

r2
planeta

+

√
r2
Terra − r2

0

r2
Terra

− 3ε̄2

4

cos−1
(

r0
rplaneta

)
+ cos−1

(
r0

rTerra

)
r0


− ε̄3

2


√
r2
planeta − r2

0

r4
planeta

+

√
r2
Terra − r2

0

r4
Terra

− ε̄3

4


√
r2
planeta − r2

0

r2
0r

2
planeta

+

√
r2
Terra − r2

0

r2
0r

2
Terra


− ε̄3

4

cos−1
(

r0
rplaneta

)
+ cos−1

(
r0

rTerra

)
r3

0


Assim como esperado, o primeiro termo representa o espaço-tempo plano, e os

demais termos as correções devido ao aumento da distância percorrida. Aqui, podemos

ver claramente quais termos sofrem o efeito de atraso no tempo por conta das contribuições

da massa (ε1), da carga (ε2) e do acoplamento não mínimo (ε3).
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6 CONCLUSÃO

Na teoria da relatividade geral proposta por Einstein, a relação entre a geometria

do espaço-tempo com a matéria, mudou a maneira de como vemos o universo (ISAACSON

et al., 2007). A primeira solução dessas equações foi encontrada por Schwarzschild, que

obteve uma métrica para um espaço-tempo estático e sem carga elétrica. Outra solução

que foi abordada neste trabalho é a métrica encontrada por Reissner-Nordström, que

difere da solução de Schwarzschild por levar em consideração a carga elétrica do objeto

que deforma o espaço-tempo. A teoria eletromagnética utilizada por Reissner-Nordström

é a teoria de Maxwell.

É possível mostrar que a eletrodinâmica de Maxwell possui uma única extensão

linear de segunda ordem no espaço-tempo plano, a eletrodinâmica de Podolsky, que intro-

duz um novo parâmetro a. Este nos fornece uma interpretação de que o fóton possui um

modo massivo, e tal teoria eletromagnética é chamada de Eletrodinâmica de Podolsky.

Buscando uma generalização para espaços-tempo curvos, (CUZINATTO et al.,

2018) mostraram que, para a lagrangiana da eletrodinâmica de Podolsky ser única, é

necessário acrescentar mais um parâmetro, b, chamado aqui de acoplamento não-mínimo.

A eletrodinâmica de Maxwell pode ser vista como um limite da eletrodinâmica de

Podolsky quando a → 0. Neste trabalho utilizamos o parâmetro rP = a2 + 2b2 (raio de

Podolsky), onde o parâmetro b é introduzido ao generalizar a eletrodinâmica de Podolsky

para espaços-tempo curvos.

Outras possíveis aplicações da eletrodinâmica de Podolsky é na Eletrodinâmica

Quântica (BORGES et al., 2019), utilizando a lagrangiana que possui ordens superiores de

derivadas para correções quânticas. Também existem estudos de aplicações nas equações

de Schrödinger para o átomo de hidrogênio considerando a eletrodinâmica de Podolsky

(CARLEY; KIESSLING; PERLICK, 2018). Além disso, aplicações da eletrodinâmica de

Podolsky oferecem possibilidades para uma grande área de pesquisas em física, como por

exemplo estudos em massa de cargas aceleradas (ZAYATS, 2014).

Sendo assim, o que buscamos nesta dissertação foi encontrar soluções para as equa-

ções de Einstein que levassem em consideração a eletrodinâmica de Podolsky generalizada,
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ou seja, levando em consideração o termo de acoplamento não mínimo. Para isso seguimos

os passos feitos por Schwarzschild e Reissner-Nordstrom presentes em (ADLER; BAZIN;

SCHIFFER, 1975).

Buscando uma solução para a equação (3.54), a fim de encontrar o campo elétrico

de um espaço-tempo curvo com a eletrodinâmica generalizada, levamos em considera-

ção que as componentes da métrica deveriam ser perturbações da métrica de Reissner-

Nordström. A complexidade de se resolver a equação considerando a aproximação acima

nos levou a buscar uma aproximação para uma métrica mais simples, e assim pudemos

encontrar o campo elétrico com a eletrodinâmica generalizada em um espaço-tempo plano.

Ou seja, supomos uma aproximação para um campo gravitacional fraco.

Assim, obtivemos E (r) = q
r2

(
1−

(
r
rP

+ 1
)
e
− r
rP

)
, onde rP =

√
a2 + 2b2 é cha-

mado raio de Podolsky. Este primeiro resultado nos mostrou que o campo elétrico de

Podolsky possui um termo coulombiano e um termo que decai exponencialmente com raio

de Podolsky vezes o fator
(
r

rP
+ 1

)
. Vimos que o campo de Podolsky tende ao campo

elétrico coulombiano quando o termo rP tende a zero. Também vimos que, diferentemente

do campo coulombiano, o campo de Podolsky não diverge quando nos aproximamos da

origem, ou seja, quando estamos muito próximos da fonte.

O parâmetro rP se tornou muito útil em simplificações matemáticas e foi usado em

todo o trabalho. De posse do campo elétrico, através da equação (3.58) encontramos uma

relação entre as componentes da métrica ν e λ e assim foi possível encontrar a métrica

para um espaço-tempo com a eletrodinâmica de Podolsky.

Assim como esperávamos inicialmente, a métrica encontrada é uma perturbação da

métrica de Reissner-Nordström, e essa perturbação é proveniente do termo de acoplamento

não-mínimo. Isso nos levou a analisar os horizontes de eventos dessa métrica, e pudemos

constatar que são aproximações dos horizontes de eventos de Reissner-Nordström. Nosso

resultado é coerente com (VISHVESHWARA, 1968), que diz que a superfície de redshift

infinito coincide com o horizonte de eventos em espaços-tempo esfericamente dimétricos

e estáticos.

Por fim, fazemos uma análise da trajetória de um raio de luz e do atraso no tempo

de viagem da luz em um espaço-tempo de Podolsky, assim como feito por (ADLER;

BAZIN; SCHIFFER, 1975) para um espaço-tempo de Schwarzschild. Percebemos que
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há uma contribuição que leva em consideração novamente o termo de acoplamento não-

mínimo.

Esperamos que esses resultados sirvam como uma primeira aproximação em es-

tudos que envolvam a eletrodinâmica generalizada em espaços-tempo curvos. Uma abor-

dagem futura para este problema é resolver a equação para o campo elétrico levando

em consideração a métrica de Reissner-Nordström (4.2), e assim encontrar o campo elé-

trico em um espaço-tempo curvo, a partir daí repetir os passos aqui feitos e encontrar as

componentes da métrica para esta situação mais geral.

Para isso sugerimos que se leve em consideração a Teoria de Perturbação Singular

(LIN; SEGEL, 1988) para resolver (3.54), pois esperava-se que o parâmetro rP tivesse

magnitude muito pequena em relação aos outros termos da equação. Embora ainda esteja

em desenvolvimento, a teoria de perturbações singulares apresenta um grande potencial

em resolver equações diferenciais de segunda ordem. No Apêndice colocamos os pontos

importantes da teoria de perturbações singulares (e um roteiro a ser seguido) e na subseção

4.2.1 mostramos como é possível obter o campo elétrico (4.7) via teoria de perturbações

singulares, contribuindo com mais um resultado para o desenvolvimento desta teoria.
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APÊNDICE A – TEORIA DE PERTURBAÇÕES SINGULARES

A teoria de perturbação singular consiste em utilizar a perturbação regular, onde

simplesmente se despreza o termo de menor magnitude e, resolvendo a equação, encontra-

se uma aproximação. Porém, se este termo estiver acompanhado da derivada de ordem

mais alta, (no nosso caso, na derivada de ordem 2), desprezá-lo significa mudar com-

pletamente a natureza da equação, e consequentemente, suas soluções. Os cálculos aqui

apresentados estão disponíveis em (LIN; SEGEL, 1988).

Sendo assim, vamos trabalhar com dois tipos de perturbações, as regulares e as

singulares. Dada uma EDO, analisamos a magnitude de cada termo.

Na perturbação regular, desprezamos aquele que possui magnitude de ordem

O(ε). Exemplo

ε
d2y

dx
+
dy

dx
+ y ≈ dy

dx
+ y (A.1)

Veja que fazendo isso, alteramos a natureza da EDO, que agora passa a ser de 1a

ordem.

Na perturbação singular, fazemos um redimensionamento de tal maneira que o

termo com ε possa ser desprezado sem alterar a natureza da EDO. Exemplo

ε
d2y

dx
+ 2

dy

dx
+ y = 0, com 0 < x < 1 e 0 < ε� 1 (A.2)

com as condições que y(0) = 0 e y(1) = 1.

Na perturbação regular, temos a seguinte aproximação

2
dy

dx
+ y ≈ 0 (A.3)

cuja solução é y = ke−
1
2
x. Pelas condições de contorno, ou y ≡ 0, ou

y = e
1
2
− 1

2
x (A.4)

que é a solução aproximada pela teoria de perturbações regular.

Vamos encontrar a solução exata de (A.2) e comparar com a solução aproximada

(A.4). A solução de (A.2) é da forma

y = C1e
m1x + C2e

m2x (A.5)
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onde m1 e m2 são as raízes de

εm2 + 2m+ 1 = 0 (A.6)

Pelas condições de contorno temos 0 = C1 +C2 e 1 = C1e
m1 +C2e

m2 . Resolvendo

o sistema

C1 =
1

em1 − em2
e C2 =

−1

em1 − em2
(A.7)

As raízes de (A.6) são m1 = −1
2

e m2 = −2
ε
, e assim, a solução exata é

y =
e
−1
2
x − e−2

ε
x

e
−1
2 − e−2

ε

(A.8)

Veja que para 0 < ε � 1, temos que e
−2
ε tem pouca contribuição, de modo que

podemos desprezá-lo. Assim, a solução fica

y ≈ e
1
2

(
e
−x
2 − e

−2x
ε

)
(A.9)

Analisando a equação (A.9), temos y(0) = 0. Quando x→∞, o termo em colchetes

tende a 0. Quando x = ε, y ≈ 0. Para x = n.ε, n ∈ N, o segundo termo tem pouca

contribuição. Assim, podemos desprezar o segundo termo e
−2x
ε .

Então, a solução aproximada de (A.8) é

y = e
1
2 e
−x
2 = e(1−x)/2 (A.10)

ou seja, (A.4) é uma boa aproximação.

Na região de ε, a aproximação não é boa, mas fora dessa região, ela é. Então a

perturbação regular nos dá uma boa aproximação para uma determinada região, mas deixa

a desejar nos entornos de ε. Aqui a solução satisfaz apenas uma condição de contorno e não

é uma boa aproximação para a região onde se encontra a segunda condição de contorno.

Essa solução aproximada chamaremos de yo, solução externa (outer).

É possível mostrar que tomando ε < 0 a solução satisfaz apenas a outra condição

de contorno, ou seja, não é uma boa aproximação em x = 1. Para encontrar uma solução

aproximada dentro da camada de contorno vamos aplicar a teoria de pertubações singular.

Seja

ε
d2y

dx2
+ 2

dy

dx
+ y = 0 (A.11)
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com 0 < ε� 1, y(0) = 0 e y(1) = 1.

A camada de contorno próxima de x = 0 tem espessura de magnitude δ(ε). Que-

remos que essa espessura tenda a 0 quando ε tender a 0, ou seja, δ → 0, quando ε → 0,

ou seja, quanto menor a perturbação, menor deve ser a camada de contorno de δ.

Seja

ξ =
x

δ
(A.12)

um redimensionamento, e trocando y por Y , temos

ε

δ2

d2Y

dξ2
+

2

δ

dY

dξ
+ Y = 0 (A.13)

onde Y (ξ, ε) ≡ y(ξε, ε) é a aproximação interna yI(ε) para ξ fixo.

Como δ é o comprimento da escala, as expressões

d2Y

dξ2
,
dY

dξ
, Y

são de ordem 1. Analisando e comparando os termos de (A.12), temos

ε

δ2
=

1

δ
⇒ ε = δ

ε

δ2
= 1 ⇒ ε = δ2

1

δ
= 1 ⇒ δ = 1

E assim, ficamos com a primeira opção, ε = δ. Logo, temos que

ξ =
x

ε
em (A.12) (A.14)

Assim, temos de (A.13) e (A.14)

d2Y

dξ2
+ 2

dY

dξ
+ εY = 0 (A.15)

Agora, podemos desprezar o termo em ε, com yI(0) = 0

d2y

dξ2
+ 2

dy

dξ
= 0 (A.16)

Temos então

yI(ξ) = C
(
1− e−2ξ

)
(A.17)

que é a solução a menos da constante C.
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Supondo que (A.17) seja uma boa aproximação da solução na camada de contorno,

deseja-se fazer a colagem entre as soluções de tal maneira a garantir a continuidade e a

uniformidade da solução. Assim, temos que x está dentro da camada de contorno quando

x = O(δ) e x está fora da camada de contorno quando x = O(1). Na região intermediária,

temos x = O [Θ(ε)], onde O(Θ) está entre O(δ) e O(1). Assim, a função Θ deve obedecer

lim
ε→0

Θ

δ
=∞ e lim

ε→0
Θ = 0 (A.18)

Então, para x na camada de contorno, é apropriado introduzir ξ =
x

δ
e deixar

ε→ 0 com ξ fixo. Na região intermediária, introduzimos η, onde

η =
x

Θ
; com x = ηΘ e ξ = η

Θ

δ
(A.19)

e deixar ε→ 0 com η fixo. As aproximações externa e interna se encontrarão se possuírem

um limite comum quando η é introduzido e ε→ 0.

Esse encontro requer que

lim
ε→0

[yo(x) |x=ηΘ ] = lim
ε→0

[
yI(ξ)

∣∣
ξ=ηΘ/δ

]
(A.20)

com η fixo. Nesse caso, no lado esquerdo de (A.20) utilizando (A.18) temos

lim
ε→0

[
e1/2(1−x) |x=ηΘ

]
= lim

ε→0
e1/2(1−ηΘ) = e1/2 (A.21)

No lado direito temos

lim
ε→0

C
(
1− e−2ηΘ/δ

)
= C (A.22)

De (A.21) e (A.22) temos C = e1/2, logo

yI(ξ) = e1/2
(
1− e−2ξ

)
(A.23)

Com essas duas aproximações, devemos fazer agora a colagem. Para isso, usa-

remos a aproximação uniforme, ou seja, as duas soluções precisam se encontrar no li-

mite estabelecido pela variável intermediária. Para isso devemos somar a solução interna

com a externa e, caso existam termos em comum, eles devem ser subtraídos, ou seja,

yu = yI + yo − termos em comum.
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yu(x) = yo(x) + yI(
x

δ
)− lim

ε→0
yo(ηΘ)

yu(x) = e(1/2)(1−x) + e1/2
(
1− e−2x/ε

)
− e1/2

yu(x) = e1/2
(
e−x/2 − e−2x/ε

)
(A.24)

que está de acordo com a solução exata.

Segue agora um procedimento geral para tratar problemas com a teoria de pertur-

bação singular. Porém, deve-se ter em mente que esta é uma teoria ainda em desenvol-

vimento, portanto, é preciso muito cuidado e atenção ao se trabalhar com ela, visto que

essa teoria atende a um grande número de equações, mas não todas. Além disso, pequenas

variações podem ser necessárias dependendo da situação analisada.

Sendo assim, segue o procedimento. Considere a equação

εy′′ + f(x, y, y′) = 0 (A.25)

com y(a) = A e y(b) = B. Supondo que (A.25) tem solução única com condição de

contorno em x(a) = A.

1o) Determine a aproximação externa resolvendo

f(x, yo, y
′
o) = 0 yo(b) = B (A.26)

2o) Introduza em (A.25) a variável ξ = ±x− a
δ(ε)

, onde a escolha do sinal determina

ξ > 0 dentro do intervalo.

ε

δ2

d2Y

dξ2
+ f

(
a± δξ, Y,±1

δ

dY

dξ

)
= 0 (A.27)

Suponha que para ε pequeno e ξ fixo, a contribuição dominante em (A.27) é da

forma

δsF

(
ξ, Y,

dY

dξ

)
(A.28)

para alguma função F e alguma constante s. Veja que F (ξ, Y, dY/dξ) é independente de

δ. Equilibre o termo de segunda ordem com (A.28) escolhendo

εδ−2 = δs ou δ = ε
1

2+s (A.29)
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3o) Determine yI(ξ) resolvendo

d2YI
dξ2

+ F

(
ξ, YI ,

dYI
dξ

)
= 0, YI(0) = A (A.30)

4o) Introduza a variável intermediária

η = ±x− a
Θ(ε)

(A.31)

onde Θ é uma função tal que

lim
ε→0

Θ(ε) = 0 e lim
ε→0

Θ(ε)

δ(ε)
=∞ (A.32)

Imponha a condição de encontro

lim
ε→0

[yo(x) |x=a±Θη ] = lim
ε→0

[
yI(ξ)

∣∣
ξ=Θη/δ

]
(A.33)

com η fixo.

5o) Imponha a condição de uniformidade, ou seja, a aproximação uniforme. yu =

yI + yo − termos em comum.

Segue uma lustração das camadas das soluções interna, externa e região interme-

diária

δ(ε) Θ(ε)

YOYI

a b

ξ η x

Figura 8 – Representação das camadas interna, intermediária e externa.
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