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Resumo

Estados Fundamentais de Uma Cadeia Unidimensional Dimerizada Supercondutora

Neste trabalho, primeiramente estudamos dois modelos fisicos unidimensionais, um para um
material isolante como o poliacetileno chamado modelo SSH e o outro para um supercondutor
p-wave chamado modelo de Kitaev. Também estudamos os estados fundamentais de um modelo
alternativo dos dois anteriores, ou seja, um modelo fisico que contém uma parte isolante e uma
parte supercondutora. O modelo supercondutor hibrido que estudamos para condi¢des-limite
como U igual a zero e A igual a zero, torna-se 0 modelo SSH conforme o esperado. Os espectros
de energia obtidos para este modelo ndo convencional mostram a semelhangca com os dois
modelos convencionais mencionados, ou seja, apresentam a existéncia de um gap de energia,
que fecha ou abre a medida que nos aproximamos dos pontos de transicdo de fase. Além disso,
descobrimos que as fases topoldgicas em certos limites do modelo hibrido parecem as mesmas,
entdo usamos outros argumentos para discernir as fases.

Uma maneira de diferenciar as fases dos modelos SSH e Kitaev € através do winding number, que
também usamos para o modelo hibrido. Através do winding number, podemos diferenciar as fases
e/ou regides topoldgicas que encontramos para diferentes valores dos parametros de hopping e
outros (e.g. correlagdes supercondutoras, potencial quimico e hopping). Além disso, encontramos
fases topoldgicas ndo triviais em certos limites do modelo hibrido. Caracterizamos as transi¢oes
de fase topoldgicas através do fechamento do gap e um invariante topolégico chamado de
winding number. Através do winding number, podemos diferenciar as fases topoldgicas ou
regides topoldgicas que encontramos para diferentes valores dos pardmetros e das correlagdes de
hopping e supercondutor.

Além disso, encontramos as simetrias dos dois modelos convencionais e do modelo alternativo,
que por sua forma estabelecida, os trés modelos tém trés simetrias discretas: quiral, reversao
temporal e de particula-buraco. Com essas simetrias, encontramos a classe topoldgica a qual

elas pertencem.






Abstract

In this work, firstly, we study two one dimensional physics models, one for an insulating material
such as polyacetylene called SSH model and the other of a p-wave superconductor called
Kitaev. We also study the fundamental states of an alternative model from the previous two,
that is, a physical model that contains an insulating part and a superconducting part. The hybrid
superconducting model that we study for limit conditions such as p is equal to zero and A is equal
to zero, becomes the SSH model as expected.The energy spectra obtained for this unconventional
model show the similarity it has with the two conventional models mentioned, that is, it presents
the existence of an energy gap, which closes or opens as we vary "k"and others parameters
(e.g. superconducting correlations, chemical potential and hopping). Also, we find non-trivial
topological phases in certain limits of the hybrid model. We characterized the topological phase
transitions through the gao closing and a topological invariant called winding number. Through
the winding number, we can differentiate the topological phases or topological regions thaat we
find for different values of hopping and superconducting correlations parameters.

One way to be able to differentiate the phases for both the SSH and Kitaev models, is through
the winding number, which we also use for the hybrid model. Through the winding number we
can differentiate the phases or topological regions that we find for different values of the hopping
parameters. We also find the symmetries of the two conventional models and the alternative
model, which by their established form the three models have three discrete symmetries, Chiral,
Reversal Time and Particle-hole. With these symmetries we find the topological class to which

they belong.
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Introducao

1.1 Transicoes de Fase Topolégicas

Nos tltimos anos, o estudo de modelos fisicos realisticos que exibem transi¢des de fases
topoldgicas cresceu de maneira assustadora em toda a comunidade cientifica do mundo. Em
particular, em matéria condensada existe um nimero grande de trabalhos tedricos e experimentais
(17)-(44) dedicados ao estudo das fases topoldgicas da matéria. Esse grande interesse nas
transicoes de fase topoldgicas € justificado pelo fato de que esse tipo de transi¢ao de fase ndao
segue o paradigma de Laudau, o qual se aplica aos casos onde € possivel definir um parametro
de ordem que vai a zero na transi¢ao de fase. Nao existe um parametro de ordem bem definido
associado a uma transi¢ao de fase topoldgica, pois as fases antes e depois da transicdo topoldgica
possuem as mesmas simetrias discretas. Portanto, uma transi¢ao de fase topolégica ndo pode
ser explicada segundo a teoria de Landau de quebra de simetria (17; 36). Notemos que, nas
transi¢oes de fase convencionais, ou seja, aquelas descritas pela teoria de transi¢des de fase de
Landau, a quebra de simetria estd intimamente associada a um parametro de ordem finito, como

no caso das fases magnéticas ordenadas, cujo parametro de ordem € a magnetizagao.

O fato de nao existir um parametro de ordem bem definido para uma transi¢cdo de fase
topoldgica nao inviabiliza o seu estudo segundo a teoria de fendmenos criticos, pois ainda €
possivel associar um comprimento de correlagdo espacial e temporal que diverge na transi¢io e

obedece as leis de escala e expoentes criticos (Ref. (19)).

Uma transi¢do de fase topoldgica € caracterizada por um invariante topologico ou nimero
topoldgico que diferencia uma fase topoldgica trivial de uma nao- trivial. O nimero topoldgico
que deve ser calculado depende das simetrias discretas (reversdo temporal, particula-buraco e
quiral) e da dimensao do modelo considerado (37). De fato, o termo "topoldgico "surge porque
o invariante topolégico pode identificar diferentes topologias entre os estados eletronicos de
Bloch das fases "topologicamente trivial"e "topologicamente nao-trivial". Nessa dissertacdo de
Mestrado, dedicaremo-nos exclusivamente ao estudo das fases topoldgicas com gap no espectro

de energia.

Enquanto a fase topoldgica trivial ndo possui propriedades fisicas relevantes, a fase com

topologia ndo-trivial é capaz de exibir estados de superficie sem gap e com energia zero cuja
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existéncia € protegida e garantida pela topologia nao-trivial dos estados eletronicos do bulk,
ou "bulk states", que significa estados do volume(em oposi¢ao aos estados de superficie ou de
borda). Por simplicidade, usaremos o termo bulk ao longo da dissertagdo. Em outras palavras,
a fase ndo-trivial garante estados metélicos de borda ou superficiais insensiveis a desordem ou
operacdes no material que preservem as simetrias discretas do bulk.

Um isolante topoldgico é um material que possui o interior isolante a0 mesmo tempo que
conduz eletricidade somente pela sua superficie (17; 37; 38). A natureza do estado de superficie
depende do modelo considerado, i. €., os estados metélicos de superficie do isolante topoldgico
sdo insensiveis com relagdo aos processos de espalhamento do tipo retro espalhamento, enquanto
que um supercondutor topoldgico exibe modos de excitacdo com energia nula do tipo Majorana
(39)-(2).

E importante salientar que as propriedades ndo-locais superficiais das fases topoldgicas
ndo-triviais sdo importantes para diversos ramos da fisica, como transporte e informacao quantica
(39).

Até agora discutimos as caracteristicas gerais das fases topoldgicas. Nessa dissertacao
de mestrado, estudaremos dois modelos unidimensionais que apresentam transi¢cdes de fase
topoldgicas discutidas acima.

No capitulo 1, estudaremos o modelo desenvolvido pelos cientistas Su, Schrieffer e
Heeger (SSH (38)). Esse modelo foi proposto para estudar a cadeia dimerizada unidimensional
da molécula do poliacetileno (Fig. 2.1). Trata-se de um isolante de banda unidimensional, que
pode sofrer uma transicdo de fase topoldgica e se tornar um isolante topoldgico, o qual exibe
estados metalicos de borda protegidos pela simetria quiral do bulk.

No capitulo 2, estudaremos a cadeia de Kitaev que descreve um supercondutor topolégico
do tipo p-wave sem spin ( Usaremos novamente, por simplicidade o termo em inglés spinless que
¢ capaz de exibir modos de excita¢do de estados ligados ndo-locais de Majorana nas extremidades
da cadeia (39; 40). Os modos dos estados ligados ndo-locais de Majorana possuem energia zero
e estdo no meio do gap supercondutor. Esses modos de excitacdo sao chamados também de
estados ligados ndo-locais de Majorana, e descrevem modos fermidnicos cuja quasi antiparticula
€ igual a sua quasi particula, semelhante ao que acontece com o férmion de Majorana proposto
pelo fisico Ettore Majorana.

Fisicamente, podemos obter um modelo efetivo do tipo Kitaev que exibe estados ligados
ndo-locais de Majoranas nas extremidades utilizando uma heteroestrutura composta por um
fio semicondutor (InAs) com forte interagdo spin-Orbita e um supercondutor padrdo do tipo
BCS (2)-(43). Para obter o cendrio fisico descrito pelo modelo de Kitaev, devemos colocar o
fio em contato com a superficie do supercondutor e em seguida aplicar um campo magnético
externo a fim de gerar um fio spinless. O efeito de proximidade com o supercondutor induz uma
supercondutividade do tipo spinless no fio.

Finalizaremos a dissertag¢do investigando um modelo hibrido entre o modelo SSH e a

cadeia de Kitaev, recentemente introduzido na literatura (44). Esse novo modelo considera um
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termo de interacao eletrOnica diretamente na cadeia dimerizada do modelo SSH. Dessa forma,
podemos gerar um acoplamento supercondutor do tipo p-wave. Exploraremos as diversas fases
que podem surgir da juncao desses dois modelos (SSH e Kitaev) e as propriedades fisicas que

podem ser diretamente relacionadas com materiais reais.

1.2 Aproximacao Tight Binding

O modelo Tight Binding descreve a estrutura de bandas de elétrons em sélidos. Um
desenho esquemadtico é mostrado na Fig. 1.1.a), que mostra a formac¢ao de uma rede ou conjunto
de dtomos deste modelo. Na mecanica quantica, consideramos um elétron orbitando ao redor
do nicleo com uma interagdo coulombiana e, com base nisso, encontramos a energia discreta
para os orbitais atdmicos, como E, = —ﬁ, onde ag é o radio de Bohr (ap = 0.529A) e n
¢ um nimero inteiro. A diferenca de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado
excitado € E; — E1 = —10.2¢V. Como essa energia € bastante grande em relacdo ao solido, é
bom considerar o estado fundamental do elétron em baixas temperaturas. Consequentemente, 0s
atomos estdo muito préximos entre os primeiros vizinhos, as orbitas dos elétrons de diferentes
atomos podem se sobrepor; e, portanto, um elétron tem a probabilidade de saltar para a drbita de
outro atomo. No entanto, como o elétron estd ao redor do nticleo, a probabilidade de tunelamento
€ bem pequena. Sendo essa superposicao (chamada também de "overlap ") de orbitais muito
pequena, eles formam bandas de energia, como mostrado na Fig. 1.1b). Portanto, sendo o overlap
muito pequeno, podemos dizer que os elétrons estdo fortemente ligados ao nicleo, por isso €
chamado de uma ligacao forte ou Tight Binding. O hamiltoniano do modelo 7ight Binding na

segunda quantizacdo pode ser escrita como:

H=-t) (czccjp—i—h.c.);

(i.j),0

onde i, j sdo indices para a soma de todos os sitios da rede unidimensional, ¢ representa o spin
para cima ou para baixo do elétron, A.c. € o termo hermitiano conjugado, ¢ € a amplitude de
T

i o+ Cj,c 880 os operadores de cria¢do e destrui¢do, respectivamente. E bom destacar

hopping e c
que o hopping € a probabilidade de salto entre orbitais atdmicos, uma definicdo desse parametro

¢ dada pela seguinte expressao:

t=(9(F=R)|V-U[$(7))

onde V € potencial do elétron na rede cristalina, U € potencial do elétron em atomos isolados,
¢(7) e ¢ (7 — R) sdo as fungdes dos orbitais atdmicos.
Nos capitulos 1 e 2, todos os hamiltonianos seguem o modelo de aproximacgao Tight

Binding.
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Figura 1.1: Desenho esquematico que mostra a aproximacio do modelo Tight Binding. a)
Modelo de atomos cldssicos juntos, que formam um sélido, onde a fun¢do de onda associada aos
orbitais atdmicos adjacentes formam um overlap. b) Se consideramos o overlap pequeno, os
elétrons ainda estdo nos orbitais originais. No entanto, eles t€m uma probabilidade de tunelar para
as Orbitas adjuntas, criando desta forma uma banda de energia.
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O Modelo SSH

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos o modelo "Tight binding"proposto por Su-Schrieffer-
Huger (SSH) para descrever as propriedades de transporte de elétrons na molécula de poliaceti-
leno. Escrevemos o modelo no formalismo da segunda quantiza¢do, calculamos os autovalores e
autovetores, e também identificamos a transi¢do de fase quintica entre duas fases isolantes. A
transicao de fase € induzida pela variacdo dos parametros de hopping do modelo. Na ultima parte
deste capitulo, calculamos o invariante topoldgico, "Winding Number", e os estados de borda ou
"Edge States"da cadeia; também mostramos que o modelo SSH apresenta uma transicdo de fase

topoldgica.

2.2 O Hamiltoniano do Modelo SSH

Como se pode ver, a figura 2.1 mostra um desenho esquematico da molécula do poli-
acetileno. Nesta figura podemos ver as ligacdes duplas do Carbono e as ligagdes simples do
Carbono e Hidrogénio. A figura 2.2 descreve o modelo matematico usado para estabelecer
matematicamente a molécula do poliacetileno em forma de uma cadeia finita. Nesta figura,
idetificamos os hoppings #; dentro da célula unitaria, composta por 4tomos de Carbono A e B.
Podemos também identificar os hoppings 7, entre células unitdrias. E bom apontar que os termos
de hopping #; e f; conectam subredes diferentes. Alem disso é importante mencionar que os
termos do hopping representam a probabilidade de pular, de um orbital para outro para formar
uma banda de energia no modelo Tight — Binding. Usando a figura 2.2, podemos escrever o

Hamiltoniano para o modelo SSH como

N/2 N/2

H=1 Z (CI\,iCB:i —+ C};JC‘A’,‘) “+1 Z (Cg7i+1CB,i + Cg’iCA7i+1)7
i=1 i=1

onde ¢’ e ¢ sdo os operadores de criacio e destruicio, tanto para A como para B. Aqui #;
€ o termo de hopping entre subredes e #, o termo de hopping entre células unitdrias adjacentes.
Para o modelo SSH, a energia potencial € nula, entdo temos um modelo de elétrons livres, e o

potencial quimico u € zero. O modelo SSH € derivado do modelo Tight-Binding, que significa
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ligacdo forte. Neste modelo, Eq. 2.1, os 4tomos sdo descritos como fortemente ligados uns aos

outros, com um "overlap"pequeno.

H H H H H H H H H H

N AVAV SV AN AW AN

CYYYyrYYYe
H H H H H H H

h¢

H

=

\
|
H

Figura 2.1: Representacdo esquematica da Molécula do Poliacetileno. Aqui os 4tomos de
carbono sdo representados pela letra C, enquanto os dtomos do Hidrogénio sdo representados pela
letra H. Podemos ver a ligacdo simples (representado por um traco) do Carbono e Carbono, a
ligacdo dupla entre carbonos (representado por dois tragos na figura) e a ligagao simples entre
Carbono e Hidrogénio

N2

Figura 2.2: Modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH) para descrever as propriedades eletronicas da
molécula do Poliacetileno. Aqui, A e B s@o as duas sub-redes da cadeia, e em cada subrede temos
um atomos de carbono. #; sdo os hoppings entre as subredes dentro da célula unitdria, e t, € o
termo de hopping entre células unitdrias

2.3 Modelo SSH no espaco dos Momentos

Nesta parte, faremos uso da representacao de Fourier, nos operadores do Hamiltoniano do
modelo SSH. Considerando que o modelo possui simetria translacional, conforme estabelecido
pelas fungdes de Bloch, podemos definir a transformada de Fourier para os operadores c4 ; € ¢,

Ccomo:

1 -
CAi = N zk‘,elk'r’CA,k
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| o
CB,i = ﬁzk:e_’k'”c&k

onde c4 € cgy s80 0s operadores no espaco de momentos, k € o vetor de onda e r; a posi¢ao
de cada atomo na célula unitdria i. Substituindo as equagdes (Eq. 2.2, e Eq 2.3) no modelo
SSH(Eq 2.1), obtemos a seguinte expressao para os operadores de criagdo e destruicdo do

hamiltoniano SSH no espago dos momentos:
¥ 1
Y caicni = N chjl,k’c&k
i Kok
1 .
ZC;icA,HI = ¥ ) ZC;kchkelka,
i Kk

onde a € a constante de rede nas equacdes (2.5 € 2.4), e ri1| = 7; +d para o operador cy ;1.

Portanto, o Hamiltoniano pode ser escrito como:

—‘. .
H, =1 Z (cA’kc&k +hc)+t Z (c;kcA,kelk“ +h.c),
k=1 k=1
Definindo um vetor base da seguinte forma l;/]: = ( c:‘ k cZ ), reescrevemos o hamiltoniano na
notac¢do de Dirac da seguinte forma:
H =Y wHw,
k

ou ainda

0 1 + e ika CAk
H = < kel ) ) ’ , 2.8
; Ak B.k ( n+ lzelka 0 CBi .

onde Hj € o Kernel ou nicleo do hamiltoniano H. Agora, usando a férmula de Euler para o
exponencial complexo e definindo i =t} 4t cos(ka) e hy = t sin(ka) podemos reescrever Hj,

como:

hy +ihy

0 hy —ih
sz( | O)

2.4 Calculo do Espectro de Energia

O espectro de energia do modelo SSH ( Eq 2.6 ) no espaco dos momentos pode ser obtido
pelo calculo dos autovalores do Kernel (Hy) do hamiltoniano H. Definindo E como autovalor de

H; esses autovalores sdo obtidos através da equacao de Schrodinger:

H|p) =E|p) 2.10
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onde:
X1
) == ( )

ou ainda:

Hp—Ep = 0 2.12
(H—ED)¢ep = 0 2.13

que € chamado de equacdo caracteristica e que admite solu¢des nao triviais apenas se seu

determinante for igual a zero.Logo tinhamos que:

o= % 214
X2
—F hy—i
| —ihy x\ 0 G
hi+ihy,  —E X2 0

onde ¥, sdo as componentes dos autovetores (ver Apéndice*). Para evitar solugdes triviais de

e fazemos:

X1,X2, somos for¢ados a exigir que:

—E hy —ihy
det =0 2.16
hy +ihy —F

Resolvendo o determinante anterior (Eq 2.16) e isolando a varidvel E encontramos que as

E==+\/h?+h} 2.17

onde hy =t +1tycos(ka) e hy = tysin(ka). Reescrevendo a equagdo anterior em termos de ¢| e

autoenergias do modelo SSH sao:

tp temos:

Ey = £1\/13 +13 + 2111z cos(ka) 2.18

Portanto, o espectro de energia do modelo SSH € dado por E. e E_. Substituindo os autovalores

1 hy—ihy
E 2.19
NoAES|

E. e E_ na Eq 2.15 encontramos que:

S
I
|

a seguir tomaremos o valor de a = 1.
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2.5 Estados Fundamentais do Modelo SSH

Nessa secdo vamos recorrer a solucdess graficas para o espectro de energia para entender
o que € o "gap"e como ele muda como fung¢do de ¢ e r,. As figuras ( 2.3) sdo graficos da energia

em funcdo dos momentos das quase-particulas:

1.5 5
14/
1.
0.51
Ek Ep= A
0 FH Elg Eg=l
-0.51
_l-
_14
-5 - - - - - -2 . .
3n n om0 L A I 3t w T 0 n T 3t 0w
4 2 4 Lk 4 2 4 2 T4 k 4 2 4
t2/t1=0.5 to/t1=1
(2) (b)

LIS}

l/

Ex EFH\
0

_l_
2\/
T 3n omooom 0 t 3n

- 3n
4

3
4 2 4 e 4
to/t1=1.5

(©)

a

K2
2

Figura 2.3: Espectro de energia para o modelo SSH com #; = 1. (a) Energia como funcdo de &
paraty/t; =0.5,b) 12/t = 1 ec) 1o /t; = 1.5. Aqui EF é o nivel de Fermi e i o potencial quimico.
Consideramos a energia de Fermi e o potencial quimico iguais a zero, onde a linha verde na figura
representa o nivel zero de energia. Podemos ver o gap A nas fases isolantes, ver as partes a) e ¢) da
figura. Na parte b) temos uma transi¢@o de fase quantica caracterizada pela auséncia de gap(A) no

espectro de energia.

Podemos ver na figura ( 2.3(a)) o espectro da energia para o caso t; = 1 e, /t; = 0.5.
Neste caso, existe um gap A entre 0 maximo valor de E_ e o minimo valor de E. No gréfico,
A representa a regido proibida entre as bandas de valéncia e de conducdo. N6s fixamos que o
potencial quimico seja igual a energia de Fermi (Er) em 7 = 0, com isto garantimos que a banda

de valéncia (E_) estd na sua totalidade preenchida de elétrons. Portanto para excitar os elétrons
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para a banda de conducdo (E ) é necessdrio fornecer uma energia E > A. Neste caso o espectro
de energia do tipo a) descreve um material isolante de banda, sendo assim ndo é possivel gerar

correntes eletronicas no material fornecendo valores de energia para o elétron menores que A.

Fazendo % = 1 obtemos o grafico da Fig. 2.3(b). Neste caso, pode-se observar que o
espectro de energia ndo possui gap entre E_ e E;. Agora, é possivel excitar os elétrons com
energia arbitraria do nivel de Fermi (Er = 0) para estados com energia maior que zero. Portanto,
o espectro da Fig. 2.3(b) descreve um material condutor. Além de descrever o espectro de
energia de um metal, esta figura apresenta uma transicao de fase quantica, ja que o gap do
sistema se anula em |¢| = |f,| . A transi¢@o de fase ocorre entre as fases || > || € |t2] > |t1]. O
l‘2| > ‘ﬁ’ €
|t2| < |t1| apresentam um gap no espectro de energia e portanto sdo isolantes de banda. Podemos

grifico da Fig. 2.3(c) mostra o caso quando , /] = 1.5, logo |t2| > |t1|. Ambas fases,

realizar o seguinte questionamento: as fases isolantes dos gréficos 2.3(a) e 2.3(c) sdo iguais?
Possuem as mesmas propriedades fisicas? Vale a pena ressaltar que segundo a teoria de Landau
para transi¢des de fase, ambas as fases isolantes, possuem as mesmas simetrias, conservando o
nimero de particulas, as fases deveriam ser fisicamente iguais. Para Landau, uma transi¢ao de
fase quantica ou classica ocorre quando o parametro de ordem da fase se anula, existindo assim
uma quebra de simetria entre as fases envolvidas na transi¢do. Como exemplo, temos a transi¢ao
de fase de uma fase ferromagnética ordenada para uma paramagnética desordenada quando a

temperatura 7' é maior que a temperatura critica (T > T¢), como se ilustra na Fig. 2.4. Nas

FASE PARAMAGNETICA
IASE MAGNETICA

trene TRANSICAO \\_;'
YYYY H/’/T‘/

{—
! T<T¢

mzzl Sl /N m:O >Tc
i=

Figura 2.4: Transicdo de fase cldssica ordem-desordem induzida pela temperatura. Fase
ferromagnética (a esquerda) e fase paramagnética (direita). Na fase ferromagnética, temos
magnetizagcdo (m) diferente de zero, enquanto na fase paramagnética a magnetizacdo € igual zero.

proximas secdes, mostraremos que a transi¢do de fase da figura 2.3 ndo obedece o paradigma
de Landau. A transicdo de fase da figura 2.3(b) é um exemplo de fase topoldgica. Ela separa
duas fases isolantes com as mesmas simetrias discretas, mas con diferentes propriedades fisicas
e estados eletronicos de Bloch com propriedades topoldgicas diferentes. Discutiremos essas

propriedades nas proximas secoes.
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2.6 Simetrias do Modelo SSH

Nessa secdo, introduziremos as seguintes operacdes discretas: Reversao Temporal, Quiral,

e Particula-Buraco. Como vimos na se¢do anterior, o Hamiltoniano Eq 2.9 pode ser escrito da

0 hy—ih
Hy(k) = 1t 2.20
hy +ihy 0

seguinte maneira:

sendo: hy =t; +1tycos(k) e hp = tpsin(k). Logo, identificando as matrizes de Pauli podemos

reescrever o Kernel do Hamiltoniano do modelo SSH como:

hk<k>=h1<0 1)%(9 ;i>

1 0 I

hi(k) = hy Gy + ha 0, 2.22

2.6.1 Simetria Quiral
Agora, lembrando uma das propriedades de anticomutacao das matrizes de Pauli:
{oi,0/} = 0i0j+0j0; = 2§;;. 2.23
A simetria quiral é definida pela seguinte equacao:
{h, 023 =0, 2.24

onde o, € a matriz de Pauli e nosso operador quiral que anticomuta com o hamiltoniano. Sabemos
que equacdo de Schrodinger em qualquer base para o Hamiltoniano do modelo SSH pode ser
escrito da seguinte maneira:

H |Vy) =E|Vy) 2.25

Considerando a equagdo Eq.( 2.25) e a simetria quiral, segue que:

hoz|Vi) = —ohi|Vi)
hoe|Vi) = —E(0:Vi))
vy = —E|V]) 2.28

Entao teremos que:
Vi) = o;|Vi) 2.29
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Portanto, mostramos que para cada estado |V//) com energia E, existe um estado o;|Vj) com

energia —FE. O operador de simetria quiral atua na base ¥ da equacdo 2.8 da seguinte forma:

o:ly) = <(1) _01 ) (E‘; ) 230

oly) = ( “ )

Concluimos que o operador quiral para o modelo SSH é:
Il=o,, 2.32

com IT? = 1.

2.6.2 Simetria de Reversao Temporal

Para um sistema "spinless", esperamos que Hy (k) = H;(—k) (onde H," é o conjugado do
hamiltoniano), quando o sistema tem reversdo temporal. Sabemos que para esse tipo de simetria
a energia em k € igual a energia em —k. Para mostrar esse resultado, come¢amos definindo o

operador de reversao temporal da seguinte forma:
luy — T |u) 2.33

onde |u) € o estado de tempo invertido, portanto esperamos que se: |u) = |k) — T|k) = | — k).
Entdo, para que haja uma reversio temporal, precisamos exigir que :H = THT~!. A seguir

continuamos com a simetria de reversdo temporal para o modelo SSH da seguinte maneira:
I (k) u(k)) = E (k)|u(k)) 234
Como hy(—k) = Ohy(k)®~!, (® é um operador anti unitdrio) segue que:
Ohy(—k)O u(k)) = E(k)|u(k)) 2.35

Fazendo ® = TK, sendo 7" um operador anti unitdrio ¢ K um operador de conjugacdo complexo,

e ® € um operador antiunitario:
TKh(—k)T 'K u(k)) = E(k)|u(k)) 2.36
Multiplicando por 7~! obtemos:

Khi (=) T 'K~ Yu(k)) = T71E (k) |u(k)) 2.37
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Portanto, podemos estabelecé-lo como:

N
%Y
o

e (—k)(T'|u(k))) = E(k)(T"|u(k)))

onde T’ € a transposta do operador T'. Logo temos:

N
%Y
©

h (=k)(T |u(k)))" = E(k)(T |u(k)))"

ou ainda:

N
~
(@]

hi(=k)[[u(=k))] = E(k)[[u(—k))]

Logo, lembrando que podemos trocar k por —k na equacao 2.34 temos:

™)
~
—

hi(k)|u(k)) = E(—k)[u(k))
Logo comparando as equacdes 2.34 e 2.41 encontramos:
E(k) = E(—k) 2.42

Portanto, o modelo SSH apresenta simetria de Reversao temporal ® = 7K (onde T ¢ igual a

matriz identidade), por ndo sofrer mudangas na energia, com a propriedade ® = 1.

2.6.3 Simetria Particula-Buraco

Finalmente, a ultima simetria do modelo SSH pode ser obtida com:

E=0II 243

E=Ko; 2.44
com a propriedade de:

B =1; 245

onde o, é a matriz de Pauli e K é o operador de conjuga¢do complexa. O que nos leva a concluir
que, para o modelo SSH, o produto das duas simetrias discretas anteriores ¢ diferente de zero,

pois tem simetria Chiral e Reversao Temporal, portanto apresenta simetria Particula-Buraco Z.

2.7 Transicao de Fase Topologica e Diagrama de Fases

Na secdo anterior, mostramos que o Hamiltoniano do modelo SSH apresenta as trés
simetrias discretas: Reversdo temporal ®* = 1, Quiral IT> = 1 e Particula-Buraco Z%> = 1. O
sistema apresenta essas simetrias em ambas as fases isolantes (1] > 1, e 1] < 1), figuras 2.3a)

e 2.3¢) respectivamente. Com base na tabela de classificacdo de isolantes topolégicos (Ver
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Fig. 2.5), o modelo SSH pertence a classe BDI (32 =1,02=1,I%= 1).

=

Symmetry Dimension
Az @ 2201131 2 3 4 5 6 7 8
Alo o oo 2z o 2z o 2z o 2
amf o o 1]z 0o 2z 0o z 0 7z o0
Al1 o olo o 0 7z 0 % % z
BO 11T 1]z 00 0 2z 0 % 7%
Do 1 0% 2z 0 0 0 2z 0 %
om| 1 1 1|z % zZ 0 0 0 Z 0
Al 4 o o|lo0o % % 7z 0 0 0 z
cil 14 1 1|z 0 % % 7z 0o 0 0
clo 4 olo z 0 % % 7z o0 o
cgl1 4 1]0 0 z 0 % % z 0

Figura 2.5: Tabela de isolantes topolégicos, onde ®, =, IT sdo os operadores de simetria discreta
de reversao temporal,Particula-buraco e Quiral, respectivamente. Na primeira coluna temos as
classes topoldgicas (dez), e na segunda, terceira e quarta colunas temos os valores de ®2, =2, T1.
Da quinta a décima segunda coluna temos a dimenséo espacial do modelo. Na tabela o simbolo 7Z
representa um invariante topolégico que pode assumir valores inteiros (i.e winding number na
classe BDI). O simbolo Z; € um invariante topolégico que assume dois valores, O ou 1. Marcamos
em vermelho a classe BDI, a qual o modelo SSH pertence.

Uma fase topoldgica é caracterizada por um invariante topoldgico, de tal forma que o
invariante topolégico € zero na fase topologicamente trivial e diferente de zero na fase topoldgica
ndo trivial. O invariante topoldgico que deve ser calculado depende da classe topoldgica do
modelo e depende das simetrias discretas. Na classe BDI, a fase topoldgica € caracterizada por
un invariante topolégico do tipo Z (niimeros inteiros), conhecidos como "winding Number". Para
um sistema com simetria quiral Il, o winding number é dado por:

2r oH
-1 k
TV(H'Hk W

onde I1 = o para o modelo SSH e Hy = h| 0, + hy0,. Para encontrar o diagrama de fase devemos

w=— dk 2.46
4mi Jo ) ’

calcular @ como uma func¢do de 71 e ;. Integrando a equagdo anterior (ver Apéndice*) chegamos
ao seguinte resultado.

1, selr| >4l

w =
0, se |t2| < |l‘1|.
Na figura seguinte, destacamos a regido verde para valores que fornecem w =1 e a
regido azul quando @ = 0. Por meio do invariante topoldgico, descobrimos que as fases isolantes
da figura ( 2.3(a))e ( 2.3(c)) sdo topologicamente diferentes, pois a figura ( 2.3(a)) mostra uma

fase isolante com @ = 0, enquanto a figura 2.3¢) mostra uma fase isolante com ® = 1. A seguir
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Figura 2.6: Diagrama de fases do modelo SSH, onde o eixo x é o hopping ¢; e o eixo y é o
hopping t,. A fase topologicamente trivial (@ = 0) ocorre quando #, < t1, ver a regido azul do
diagrama de fases. A fase topoldgica ndo trivial (w = 1) ocorre na regido t, > #; do diagrama de
fases, ver regido verde. A linha branca do diagrama representa os ponto de transicdo de fase onde
o gap A se anula.

mostraremos as diferengas nas propriedades fisicas de transporte eletronico entre um isolante

trivial @ = 0 e um isolante topolégico @ # 0

2.8 Espectro de Energia no Espaco Real da Cadeia Aberta

Nessa secdo, estudaremos o modelo SSH numa cadeia aberta usando o hamiltoniano da

Eq 2.1 da seguinte forma:

Hr =Y w/Hy 2.47
i
onde:
0 0 n 0
b 1 0 O
th t1 O
q— 0O 0 0 O Hh N
th b O
0 1 b
o b oo 0
\0 0 07 0000

E a base y € definida como:

T _ T T oo T T T
v _(CI,A Cop o o Cyad Clp Cop v oo CN,B> 2.49

Para obter o espectro de energia do Hamiltoniano Eq 2.48 para 50 sitios, precisamos diagonalizar
uma matriz 2Nx2N = 100x100. Diagonalizando numericamente em Maple-2017, H, obtemos
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um conjunto de 2N autoenergias e 2N autovetores, ou seja:

E = {El,Ez, ........ ,EN;EN+1, ....... E2N} 2.50

Vo= {V,V e SUNSVN Ly eeeees Van} 2.51

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Figura 2.7: Espectro de energia como como funcio do hopping 7, (com #; = 1) para uma cadeia
finita com 50 células unitarias . As linha azuis sdo os estados de bulk, e as linhas tracejadas
vermelhas e verdes sdo os estados de borda com energia zero. Os estados de energia zero surgem
na fase isolante topoldgica para t, > 1.

1 (valor fixo). Notamos que existem 50 energias positivas e 50 negativas. Dentro desse conjunto
de 100 energias, existem duas energias (E| e E,) que se mantém iguais a zero para a regido t, > 1
destacada na cor vermelha. As regides t; < 1 e f, > 1 apresentam um gap no espectro de energia.
Quando 7, = 1, podemos observar que o gap do sistema desaparece. O ponto f, = 1 € um ponto
de transicao de fase entre as fases isolantes topologicamente trivial #; > f,, e topologicamente

ndo trivial #, > #1, ver figuras 2.3 e 2.7.

2.9 Estados de Borda

Sejam os autovetores da secdo anterior;
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Podemos definir |v;, j|2 como a amplitude de probabilidade de obter uma solucao i de energia

zero no sitios j da cadeia. Obtemos a figura 2.8:

Nessa Figura o eixo vertical é |v; jlz, enquanto o eixo horizontal marca a posicao dos
sitios da cadeia SSH. Podemos ver que os estados de energia zero (E; e E3) estdo concentrados
nas extremidades da cadeia, pois a mdxima probabilidade ocorre nos sitios 1 e N. Note-se ainda
que |v; j’2 tende a zero para sitios localizados no meio da cadeia que correspondem ao Bulk da
cadeia, ver Fig. 2.8. Portanto, E; e E, sdo os estados de borda da cadeia. Os estados com energia

diferente de zero oscilam ao longo da cadeia.

0.7

0.6

0.5

2 0.4

sitel

0.31

0.1

10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
siti0s
Figura 2.8: Densidade de probabilidade(|y|*) dos estados de energia zero como funcio da

posi¢do dos sitios da cadeia. O estado vermelho esta localizado em torno do primeiro sitio da
cadeia, enquanto o estado verde esta localizado no ultimo sitio.

E importante ressaltar que os estados com energia zero na borda da cadeia, apenas existem
na regido , > 1 "topoldgica ". A existéncia dos estados de borda € garantida pela fase topoldgica
ndo trivial do isolante. De fato, segundo o teorema "Bulk Boundary Correspondence"(9) o
invariante topoldgico @ conta (Eq. 2.46) o numero de estados de borda na ponta da cadeia. A
protecdo dos estado de borda vem da topologia nao trivial dos estados eletronicos do Bulk, uma
vez que o célculo do invariante topolégico @ depende apenas dos estados de Bulk. Enquanto o
isolante for topoldgico, ou seja || > |t1] e existe a simetria Quiral, teremos estados de borda
com energia zero. Esses estados estdo localizados no meio do gap da fase isolante |f,| > |¢1|. Ver

Fig. 2.7(curvas vermelho e verde).

2.9.1 Natureza dos Estados de Borda

Com base em:
H =Y v Hanon Vo, 2.54
i
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podemos realizar uma mudanga de base para diagonalizar H, definida por:

von = Uy 2.55
C1,A L O Ui2N aj
CN A . . . . . . . . an

’ = 2.56
C1.B : A : by
CN.B UN1 -« v oo o o .. UINXIN bN

Substituindo Eq.2.52 em Eq 2.54, segue que:
a
an

H=Y(a . - av b . . by )U'HU "l 257
k 1

by
onde UTHU = H. A matriz U pode ser construido pelos autovetores de H. Entdo, definimos

€sses autovetores como:

Ve, Van}

Vi = (Vil, Vidy eeeveeees ,Vi2N) 259

Com v;; sendo as componentes de V;;, entdo a matriz U serd dada por:

V11 .. e e e e VIN1
Viz V22

V12N .. e e e we .. VINDON
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Entdo u11 = vii, UI2N = VONT,eeeenneent ,uan2n = vanon- Na base diagonal temos que:
T T T
ai = ) aijcy;+ Y, Bijeg;
i=1 j=N+1
bl = Y v+ Y ey 2.62
i LJ™Aj LJ“Bj> .
i=N j=2N

onde «;j, fi;.%; e Nij dependem dos coeficientes da matriz U. As excitacdes eletronicas estdo
escritas como fungdes dos operadores c4 € cp. Note que qualquer excitacao na base diagonal
com energia E; ¢ uma combinacdo linear dos operadores de todos os sitios. As excitacdes nos
estados de borda e Bulk sdo combinacdes de particulas cl; e cg ou antiparticulas c4 e cp; segundo

a notacao da Fisica de Particulas.
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O Modelo de Kitaev

3.1 Introducao

Nessa se¢do, comecamos o estudo de um novo modelo efetivo chamado de cadeia de
Kitaev. Ao contrdrio do modelo anterior, que foi proposto para estudar fases isolantes, o0 modelo
de Kitaev descreve estados supercondutores nao convencionais do tipo tripleto (p-wave), onde os
"spins"estao totalmente polarizados. Ap6s definimos os parametros do modelo do Hamiltoniano
de Kitaev (1 o potencial quimico, A pardmetro supercondutor), vamos calcular as suas autoener-
gias e autovetores, e entdo estudar as diferentes fases para as quais se tem um "gap'"no espectro
de energia. Finalmente vamos obter, como no capitulo anterior, o windingnumber e os estados

de borda para entender a natureza desses estados da cadeia Supercondutora de Kitaev.

3.2 O Hamiltoniano de Kitaev

O modelo de Kitaev € definido pelo seguinte Hamiltoniano:

H:—tz ccﬂ—cc, ch,—l—z —cc)+hc)

<i,j> <i,j>

A -A -A
D )tD—(Y
A A A

Figura 3.1: Cadeia supercondutora de Kitaev, onde os sitios foram numerados de 1 ate N. té o
termo de hopping entre os sitios de primeiros vizinhos, e A é o parametro supercondutor
antisimetrico (A;; = —Aj;)

onde cj e ¢; sdo os operadores de criacdo e destruicdo no sitio i respectivamente, e ¢ €
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o termo de Hopping, ver Fig. 3.1. Nesta parte, € importante dizer que o sub-indice j pode ser
escrito como j = i+ 1; definimos u como sendo o potencial quimico ou a energia de Fermi em
T = 0. A é o parametro supercondutor que causa a criagdo de pares de elétrons correlacionados
em sitios adjacentes, para um sistema "spinless”. Consideramos que A € real e quebra a simetria

de inversdo espacial, ou seja A;; = —Aj;; € h.c. € 0 hermitiano complexo.

3.3 O Hamiltoniano Kitaev no Espaco dos Momentos

Considerando que o hamiltoniano de Kitaev apresenta simetria translacional, definimos a

transformada de Fourier da seguinte maneira:

¢ = %che
k

Cit+1 = L\/—chfelk,f’
K

onde F] =r;+d, e a é o parametro de rede. Realizando a transformada de Fourier, e susbtituindo
as equacoes anteriores em Eq. 3.1, podemos reescrever o Hamiltoniano de Kitaev na seguinte

forma (ver apéndice):
Hy= -2t Zcos(ka)chk —u Zchk + 2iAZ sin(ka) (chik —CkC_k),
k k k

Usando a simetria da soma em k e a relagdo de anticomutacio, o hamiltoniano (Eq. 3.4) pode ser

reescrito como;

Hk:thos(ka)(chk—c_kc %Z C)Cr—C— kc +12AZsm (ka)( ckc  — CkC—k)
k

k

Por conveniéncia, escreveremos a Eq. 3.5 na forma matricial abaixo,
H = Y ¢/Ht
k
1 U+ 2t cos(ka) 2iAsin(ka) Ck
m= (e (M +).

—2iAsin(ka) —p —2tcos(ka) ¢y,

onde definimos o spinor de Nambu como ¢,j = ( cZ C_k > e

H,— U+2tcos(ka)  2iAsin(ka)
—2iAsin(ka) —u —2tcos(ka)

A seguir, tomaremos a = 1.
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3.4 Calculo do Espectro de Energia

O espectro de energia do modelo de Kitaev no espaco dos momentos, pode ser obtido
a partir da diagonalizacdo da Eq. 3.8. A diagonalizagdo fornece as autoenergias, seguindo o

mesmo procedimento que para o modelo SSH temos (Ver se¢do 2.4):

Hlg) = E|o)
det(H,—EI) = 0

Resolvendo a equacdo anterior, obtemos:

Ei=+ \/4A2 —4A? cos? (k) + pu? +4urcos(k) 4 412 cos? (k), 3.11

cujos correspondentes autovetores encontramos da seguinte forma:

U+ 2t cos(k) 2iAsin(k) 10 viy (O
< —2iAsin(k) —u —2tcos(k) ) b ( 0 1 )] ( v ) B ( 0 )

B 2iAsin(k)

‘7’1(E_‘_) — /J+2tcos(k)\/4A21+,uz+4(t2A2)cosz(k)
B 2iAsin(k)

w(E_) = /.H-2tcos(k)+\/4A21+/,12+4(t2—A2)cosz(k)

3.5 Estados Fundamentais do Modelo Kitaev

Nessa secao usamos a Fig. 3.2, para descrever as fases supercondutoras do modelo de
Kitaev; da mesma forma que foi feito no caso do modelo SSH, Fig. 2.3(a). A Fig. 3.2 mostra os
autovalores de Hj para % = 1e A= 1. Pode-se ver que existe um "gap"d no espectro de energia
quando todos os parametros e/ou variaveis da Eq. 3.11 t€m o mesmo valor, ou seja % = ‘t—L =1.E
importante mencionar que representamos o gap por 9, ao contrario do capitulo anterior onde o
gap € representado pelo delta maidsculo; devemos também mencionar que 6 pode ser obtido
da seguinte forma 6 = E{ (%) — E_(Z) =2. Comparando o gréfico (Fig. 3.2) do modelo de
Kitaev com o grifico do modelo SSH( ver Fig. 2.3(a)), descobrimos que os dois grificos sdao
semelhantes. Isso se deve ao fato de que as equagdes para as auto-energias dos dois modelos sao
semelhantes, em particular sdo iguais quando % =A=1et; =t = 1. Para o caso do modelo
Kitaev o gréfico da Fig. 3.2 representa um estado Superconductor, enquanto o modelo SSH um
isolante. A Fig. 3.3 mostra os autovalores de Hy como fun¢do do momento k para valores fixos de
£ e A; onde a) ¢ uma fase supercondutora e tem valores de 5- = 1/2 ¢ A=1, b) é uma transigdo

de fase com 5, =1, A=1ec) com 2% =3/2, A= 1 é uma fase supercondutora. Para seguir a
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andlise dos graficos da Fig. 3.3, notamos que existe uma transi¢do de fase quantica quando temos

ul
2] —

entre duas fases supercondutoras ndo convencionais (p-wave). As duas fases supercondutoras

0 = 0, ou seja quando 5+ = 1, ver Fig. 3.3.b). O ponto de transi¢do de fase define a fronteira

ocorrem quando ‘|g[|‘ < 1verFig.33.a)e Hg ‘| > 1, ver Fig. 3.3.c). Na se¢do 3.7, mostraremos

il 1u]
que as duas fases supercondutoras que aparecem para o < le ke 1 sdo topologicamente

-3 T T T T T T
3 non 0 m m 3m
4 k =+ > 4
Figura 3.2: Espectro de energia do modelo de Kitaev como fung¢do do momento k. Pode-se ver o

gap O no espectro de energia. A presenca do gap 6 e do pardmetro supercondutor A # 0 nos indica
um estado fundamental supercondutor(% =leA=1)

distintas.

31 41 A
2—/\ ;
1 b 2
Ek 01 Ek 0] Eko
-1 N -2
_2_
_2. _3_ _4
-3 . - . -4+ .
r 0 r 0 r *© - = 0 m x
2 2 2 2 2 2
k k k

Figura 3.3: Espectro de energia do modelo de Kitaev como fun¢do do momento k para A = 1. a)
Fase Topoldgica ndo trivial, onde fixamos os valores de 5, = 1/2. b) Transigo de fase topoldgica,
onde fixamos os valores de % = 1. c) Fase topoldgica nao trivial, onde fixamos os valores de

=3/2.

A Fig. 3.4 mostra uma transi¢do de fase Supercondutor-Metal, no limite A=0e % =1/2.
Podemos ver que eliminando o pardmetro A o espectro de energia ndo tem mais o gap 0. A
Fig. 3.4, mostra que os elétrons podem ser excitados com valores arbitrarios de energia da banda

de valéncia (E_) para a banda de condugdo (E. ) e, portanto, nessas condi¢des, a cadeia de
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Kitaev se comporta como um metal. Na Fig. 3.5, mostramos o caso para |p| < |2¢| (u/2t = 0.9,

e A =1). Aproximando do valor limite % = 1, nota-se que o gap de energia tende para zero

em k = 7, ver Fig. 3.5. Portanto, o Hamiltoniano do modelo de Kitaev nesse limite tem uma

transi¢do de fase com A # 0.

3_

Exko
- 1-
_2_
-3+ T T T T T T T T
3 o om0 mm 3m ox
4 2 sk 4 2 4
Figura 3.4: Espectro de energia do modelo de Kitaev como fun¢do do momento k para A=0e¢e
uo_
5 =1/2.
3_
2_
1_
= 1_
_2-
- 3_
w 3r mo om0 m om 3m ow
4 2 4 k 4 2 4
Figura 3.5: Espectro de energia do modelo de Kitaev como func¢do do momento k para A=0e¢
£-09
2 7

Finalmente, analisamos os dois dltimos gréficos, Fig. 3.6. Na Fig. 3.6(a) mostramos o
espectro de energia quando || < |2¢| (% = 1/2, A = 1), que mostra que existe um gap entre as
bandas de energia. Na Fig. 3.6(b) mostramos o grafico da energia como uma func¢do de k£ quando

|| > |21], sendo & = 3/2, A= 1. Novamente, notamos que o espectro de energia também
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apresenta um gap entre suas duas bandas de energia. Concluimos que nos casos limite || < |2¢|

e |u| > |2t|, o Hamiltoniano do modelo Kitaev se comporta como um Supercondutor com gap.

2/\ 41

1 21
E E

K 5| 5
-1 -2

2--\ / -4

% 3% o om 0 mom 3@ % oom 3@ xom 0 & om 3t om

s 2 4 ko4 2 s s 2 "2 ko422

Figura 3.6: Espectro de energia do modelo de Kitaev como fungdo do momento k para A = 1. a)
% =1/2.b) 5 =3/2. Aqui & e &’ sao gap no espectro de energia das fases supercondutoras.

3.6 Simetrias Discretas do Modelo de Kitaev

Como no caso do modelo SSH, nesta se¢do, mostraremos as trés simetrias discretas
(Reversao Temporal, Particula-Buraco e Chiral) para classificar o modelo segundo a tabela de
supercondutores e calcular suas propriedades topoldgicas. Para as etapas a seguir, serd util

reescrever o0 Hamiltoniano. Lembre-se que o Hamiltoniano pode ser escrito da seguinte maneira

U +2tcos(ka)  2iAsin(ka)

Hy =

—2iAsin(ka) —u —2tcos(ka)

A partir da representacio usual das matrizes de Pauli, podemos usa-los para reescrever a

Eq. 3.15 como:
0 1
o (14)

Gy: . ) 3.17
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Logo:

e ( ST )+( —2tcos(ka) 0 )

0 u 0 2t cos(ka)
. ( 0 —2iAsin(ka) )
2iAsin(ka) 0
H, = —uo;—2tcos(ka)o,+2Asin(ka)oy

A seguir, mostraremos os operadores de simetria do modelo Kitaev.

3.6.1 Simetria Quiral

No capitulo anterior, ja haviamos encontrado o operador de simetria Quiral do modelo
SSH, Eq. 2.32. O operador de simetria Quiral para o modelo de Kitaev € a matriz de Pauli

o, = I, visto que o, anticomuta com Eq.3.17, ou seja:
{oy,H;} =0, 3.21

onde usamos {0;,0;} = 28;; . Portanto temos que 02 = 1 e [1> = 1.

3.6.2 Simetria de Reversao Temporal

Sabendo que o operador de reversao temporal para um sistema spinless é o operador
complexo conjugado (® = IK), podemos mostrar que o modelo de Kitaev tem simetria de

reversdo temporal se a condi¢ao seguinte € satisfeita:

H(k) = H* (k)

O lado direito da Eq. 3.22 fornece:

H (—k) = w—+2tcos(—ka)  —2iAsin(—ka)
~\ 2iAsin(—ka) —p—2tcos(—ka) |’ '

onde, usando as seguintes propriedades:
cos(x) = cos(—x) 3.24
—sin(x) = sin(—x), 3.25

temos que cumpre-se H*(—k) = H(k). O operador ® tem a seguinte propriedade @ = 1
como visto no modelo SSH.
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3.6.3 Simetria de Particula-Buraco

O operador de simetria Particula-Buraco € dado por:

oK,

[x]
I

De fato, aplicando & na base ¢, chegamos a:

ousejac_p — cT_k e cZ — Cc_4.

Este operador de simetria tem a seguinte propriedade:

t=1

[

3.7 Transicao de Fase Topolégica e Diagramas de Fase

Como mostrado na se¢do anterior, com base nas trés simetrias 2 = Gf =1, e% =1,
=2 = 1 o Hamiltoniano pertence 2 classe BDI da tabela de isolantes topolégicos, ver figura. Na
classe BDI o invariante topoldgico € dada pelo winding Number para sistemas com simetria

Quiral. Sabemos que o winding number € dado por:

1 2 dH;
w=-— | Tr(Il-H '=*)dk 3.29
e /O r(0-H, ' —7) (329)
onde:
. u+2tcos(k) —2iAsin(k)
e B e e O P
u2+4ur cos(k)+4r2 cos? (k) +4A2sin® (k) u244ut cos(k)+412 cos? (k) +4A2 sin? (k)
oH; [ 2tsin(k) —2iAcos(k) 330
ok \ 2iAcos(k) —2rsin(k) '
ell=o,.

Resolvendo a integral da Eq. 3.29 numericamente por medio do MAPLE 2017, obtemos
o seguinte resultado:

1, se|ul<|2t
=140, sel|u|l>|2t|, Supercondutora trivial.

, t > 0, Supercondutora topolégica.

—1, se|u| < |2t],t <0, Supercondutora topoldgica.

Podemos obter o diagrama de fase com base nos resultados da Eq. 3.32. O diagrama de
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fases pode ser visto na Fig. 3.29. As regioes vermelhas e azuis da Fig. 3.7 s@o topologicamente
ndo triviais. As regides brancas sao triviais, apesar de identificar as diferencas topoldgicas nos
estados eletronicos de Bloch da cadeia de Kitaev, ainda ndo sabemos qual a principal diferenca
fisica entre a fase supercondutora topoldgica ndo trivial e topologicamente trivial. Na proxima

secdo abordaremos essa questao.

) -1 0 1 2
u
Figura 3.7: Diagrama de fases do modelo de Kitaev, onde o eixo x é o potencial quimico U € o
eixo y € o hopping 7. A fase topologicamente nao trivial (0w = 1 e @ = —1) ocorre quando

|| < |2¢|, ver as regides azul e vermelha do diagrama de fases. A fase topoldgica trivial (& = 0)
ocorre na regido |u| > |2¢| do diagrama de fases, ver regido branca. A linha preta do diagrama
representa os pontos de transi¢éo de fase onde o gap 6 se anula.

3.8 Espectro de Energia no Espaco Real e os Estados de Borda

3.8.1 Estados de Borda na Cadeia Aberta de Kitaev

Em uma cadeia aberta, considerando N = 4, o Hamiltoniano do modelo de Kitaev pode

ser escrito como:

Hkitaev = Z ‘PTH(P
i

(c ci— +A Ci1—C; lcl+c,+1c, CiCit1)
+ +

Consideramos o pardmetro supercondutor A como real, e definindo a base ¢ como:

d)T:(cI cg cg CI cr ¢ C4>

'Mz

3 i
Z C cH—l_CH-]c +Cl+1cl cici+1)+.u

i=1

H sera dado por:



48 O MODELO DE KITAEV

w t 0 0 0 A 0 0
roou ot 0O -A 0 A O
0 +r u 0 -A 0 A
o 0 ¢+ pmu O O —-A O
H = (3.36)
O -A 0 0 —u —t 0 0
A0 -A 0 —t —u —t O

0 A 0 —-A 0 —t —u -t
0 0 A 0 0 0 —t —pu

Podemos ver que a matriz Eq. 3.36 pode ser dividida em quatro subespagos, dois para A

e dois para u e ¢. Portanto, podemos reescrever o Hamiltoniano de Kitaev como:

-1 0 -t — -t 0
Hkitaev = ( )® #

0 1 0 O
0 1 -1 0 1 O
+ A ®
-1 0 0O -1 0 1
0O 0 -1 0
Hijtgey = —0;®@(—ul—tTcos)+ iAoy ® Tsen,

Onde a ultima expressdo € generalizada para um ndmero N de sitios, € onde Tcos e Tsen

representam as seguintes matrizes simétrica e antissimétrica abaixo:

N

Tcos = ) (8 j+1+81,)
ij=1
N

Tsen = ) (8ij+1—8jr14)
ij=1

Na Fig. 3.8.a) mostramos as auto-energias como uma funcao de % do Hamiltoniano do
modelo de Kitaev(Eq. 3.1), onde as linhas azuis s@o as energias do Bulk, enquanto as linhas
vermelhas e verde vermelha representam as autoenergias com valor zero. Essas linhas estdo
colapsadas no intervalo de [—1, 1]. Nessa regido, ha uma fase topoldgica Supercondutora pois
|| < |2t|. Observamos que nas demais regides fora do intervalo [—1, 1], a fase é trivial, pois
|tt| > |2¢] . Fora deste intervalo, as linha vermelha e verde se tornam as energias do Bulk. A
Fig. 3.8b) mostra o médulo da probabilidade ao quadrado dos estados de energia zero como

uma fun¢do da posi¢do dos sitios da cadeia. Note que os estados de energia zero (linha verde e
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Figura 3.8: a) Espectro de energia como fungéo da razdo (t /2t (com A = 1) para uma cadeia
finita com 100 sitios . As linhas azuis sdo os estados de bulk, e as linhas tracejadas vermelhas e
verdes sdo os estados com energia zero (localizados nas bordas da cadeia, ver figura b)). Os
estados de energia zero surgem na fase supercondutora topoldgica ndo trivial para |(/t] < 1. b)
Densidade de probabilidade dos estados de energia zero (representadas pelas linhas verde e
vermelha na parte a)) como func¢do dos sitios da cadeia de Kitaev. c)Densidade de probabilidade
dos estado do bulk (representados por linhas azuis da parte a))como funcao dos sitios da cadeia de
Kitaev.

vermelha) tém probabilidade méxima nas extremidades (sitios 1 a 100) da cadeia de Kitaev. De
fato a probabilidade de encontrar esse modo no Bulk € zero.(sitios diferentes de 1 e 100)

A Fig. 3.8c) mostra o0 médulo da probabilidade ao quadrado dos modos fermi6nicos
com energia diferente de zero(linhas azuis na Fig. 3.8.a)). Nesse caso, o0 modo fermidnico com
energia diferente de zero pode ser encontrado em toda a cadeia, Bulk. Os estados com energia
zero que sao localizados nas extremidades da cadeia de Kitaev s@o a principal caracteristica da
fase supercondutora topoldgica (|| < |2¢]). Esses estados sdo topologicamente protegidos pela
topologia nao trivial do Bulk, e ndo podem ser destruidos, enquanto a cadeia de Kitaev estiver
na fase topologicamente nao trivial. O que sdo esses estados com energia zero localizados nas

extremidades da cadeia? Responderemos essa questao na proxima se¢ao.

3.8.2 Natureza dos Estados de Borda no Modelo Kitaev

Considerando a Eq. 3.1, ou seja,

H= tZ(cchiH +c;(+1c,~) —f-AZ(C;LCL_I - CL_ICZr +h.c.)— IJZC,TCi 3.41
i i i
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e a seguinte transformacao entre férmions de Dirac e férmions de Majorana,

oy Bt it

Com:
Yo = Yo

podemos reescrever a cadeia de Kitaev em termos dos operadores de Majorana da seguinte

forma.

t+A . t—A :
H = —— ({71,j771,j+1}+l[71,j+177’2,j])+TZ({YZ,#YZ,]’H}+l[71,j772,j+1

J J

- %2(712, +iN Y — BN T,
J

onde os termos entre {} e [,] sdo o anti-conmutador e o conmutador, respectivamente.

Para reduzir a equacao anterior, temos que usar:

{'}’a,/}a'}’a’,/}’} = 504705’6[37[3’

Podemos chegar a Eq. 3.45 por meio da Eq. 3.42. Logo, usando a Eq. 3.45 na Eq. 3.44

chegamos a:

N

l’—f—AN_l . Z'—AN_l .
Z L+in ) === L 2k ——— Y 2t
= =

J:

l\)l'—‘

3.8.3 Fixando os Parametros na Fase Topoldgica

Na fase topoldgica || < |2¢] e A# 0. Em particular para A=t e yu =0, temos que ® = 1
e portanto estamos na fase topoldgica supercondutora com estados de energia zero localizados

nas bordas da cadeia. Para esses parametros, o Hamiltoniano Eq. 3.46 se torna :

N—1
H=-AY ipnjn
=1
ou
H=—iAp1Yi2+ 1213+ 103Y14+ oo +PHN-1YIN)-

A equacdo anterior (Eq. 3.48) nos indica que existem dois Majoranas isolados em cada
borda da cadeia, porque os fermions ¥; | € ¥ y ndo aparecem e ndo se ligam com seus primeiros
vizinhos, ver Fig. 3.9 a). Isso significa que esses Majoranas da borda da cadeia aberta estao
ligados de maneira nio local ¥ 1 € % v, jd que ndo € possivel obter fracdes de elétrons isolados

na natureza (Ref. (7)). Por outro lado a Fig. 3.9.b) mostra a situagido quando || > |2/, nesse
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caso, a fase € trivial e ndo apresenta Majoranas isolados nas bordas da cadeia.

H>[24]

Figura 3.9: Estados fundamentais da cadeia de Kitaev e o surgimento do estado ligado de
Majorana com energia zero. a) Para |i1| < |¢[, notamos que sobram dois majoranas y; 1 e 7> v
desacoplados do bulk da cadeia. Esses Majoranas possuem energia zero e estdo localizados na
borda da cadeia. Os operadores de Majorana 1,1 € > v se combinam para formar um modo
fermibnico ndo-local d = (1,1 + i n)/2. b) Para || > |¢| todos os Majoranas estdo acoplados ao
bulk da cadeia.
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Estados Fundamentais de uma Cadeia Unidimensional Dimerizada Supercondutora

4.1 Introducao

Na fisica da matéria condensada, os férmions nao-locais de Majorana sdo excitacdes de
quasi particulas que surgem quando um tnico modo eletronico fraciona-se em duas metades. A
cadeia de Kitaev pode ser usada para estudar as propriedades de estados ligados nao-locais de
Majorana com energia zero que residem nas bordas da cadeia.

O modelo de Kitaev pertence a classe topoldgica BDI. Nesta classe, a fase topoldgica
nao trivial depende da simetria de reversao temporal, simetria particula-buraco e simetria quiral.
A simetria de particula-buraco garante que os estados ligados ndo-locais de Majorana com
energia zero se comportem como uma superposi¢ao de particula e buraco, portanto ndo t€ém
carga bem definida. No entanto, além da simetria de particula-buraco, o niimero de estados de
energia zero nas extremidades da cadeia € crucial para obter um estado ndo-local de Majorana
. Qualquer cadeia com um ndmero par de estados de borda com energia zero nao pode exibir
estados ndo-locais de Majorana. Para obter um estado nao-local de Majorana com energia-zero, €
necessdrio um nimero impar de estados de energia zero em cada extremidade da cadeia, Ref. (7).

Nos dltimos anos, varios modelos foram propostos para estudar estados nao-locais de
Majorana com energia zero . O modelo dimerizado de Kitaev exibe um diagrama de fases
composto por estados fundamentais do tipo SSH e Kitaev. Existem dois estados de borda com
energia zero no estado fundamental do tipo SSH, enquanto apenas existe um estado de energia
zero na borda da cadeia no estado fundamental do tipo Kitaev.

O estado fundamental do tipo SSH exibe um numero par de estados de energia zero,
enquanto os estados fundamentais do tipo Kitaev apresentam um nimero impar. Nos estados
fundamentais do tipo Kitaev, o modelo pode suportar estados ndo-locais de Majorana nas
extremidades da cadeia.

Portanto, a cadeia dimerizada de Kitaev permite estudar transicdes de fase topoldgicas
de estados fundamentais com um ndmero par de estados ligados nas bordas, para um estado
fundamental com um nimero impar de estados ligados com energia zero nestas bordas da cadeia.

Neste capitulo, estudamos o diagrama de fases do modelo de Kitaev com hoppings

alternados e correlacdes supercondutoras. Os resultados ndo dependem de vinculos entre os
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termos de hopping e os parametros supercondutores, conforme o empregado na Ref. (8). Obtemos

a transi¢do de fase correta entre 0 modelo hibrido e 0 modelo SSH puro.

4.2 Modelo Anisotrépico

O modelo SSH mostrado na Fig. 4.1, sujeito a correlagdes supercondutoras anisotrépicas,

pode ser definido como:

H= Z(tchiCB,i + tzc;icAﬂ-H +h.c)— Z(Alc;;’icki + A2Cj&,i+1czg,i +h.c)—u Z CToc,iCO‘J?
i o

i
onde U € o potencial quimico, #; € f sdo termos de hopping (e reais), A e Ay sdo 0s parametros
de ordem das correlagdes anisotrépicas dos supercondutores( e tambem sao reais), ver a Fig. 4.1.
Aqui, cjx, ; € um operador que cria um férmion no sitio i na sub-rede & com o = A, B. O modelo da
Eq. 4.1 pertence a classe topoldgica BDI na classificacdo Altland-Zirnbauer de supercondutores
/ 1solantes topoldgicos (12; 13). O modelo possui simetria de reversdo temporal, simetria de

particula-buraco e simetria quiral ou simetria de sub-rede (11).

- o g

Figura 4.1: (Cor em linha)O modelo hibrido com primeiros vizinhos | e t, sdo hopping, e A; e
A, sdo parametros supercondutores.Cada célula unitarial i contém uma, as esferas vermelha e azul,
respectivamente. Os termos de hopping e os parametros supercondutores funcionam para
diferentes sub-redes, #; e A; dentro da célula unitdria, enquanto #, e A, fora da célula unitaria.

4.3 Hamiltoniano Hibrido no Espaco dos Momentos

Tomando a representacdo de Fourier dos operadores de campo no espago dos momentos

a Hamiltoniana (Eq. 4.1) pode ser reescrita da seguinte forma:

Hyi = Y ((t1+0e™ch ian) + (0 + e ™)k epi— (c) yeas +chienr)
k
— A (C;ij‘,_k +ca,—kCBK) — Az(e”‘“c/}_kc;k +e Mg ea ).

Em termos das matrizes de Dirac podemos reescrever a Eq. 4.2 como
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HHi:Z‘VZ[:Ikaa
k
onde . .
—u 1) 4 tye ke 0 —A| 4 Age—ika
_ ¢ t ika _ Al —A ika 0
A, = 1+ he u ' 1 2€ .
0 Al — Aze_lka u —1 —tze_lka
—A; + Ayeike 0 —t] — helke u

sendo a base y' = (cj"k,c;g’k,cA,,k,cB?,k) .
As autonergias de Hj, sdo:

E= i\/ 24 2 4 2 4 202y 2 4 44222 + ()92 2 ()2
E'= i\/\ylz a2 2 = 22 422+ ()22 222,

onde: x = —A| +Aye *a ¢ y==n +1ye tka,

Podemos encontrar onde o gap fecha quandok =0ek =7 :

ur=(t+n)— (A —Ar)?
ur=(t—0)— (A1 +4y)°

4.4 Estados do Modelo Hibrido

Nos gréficos a seguir ( Fig. 4.2, Fig. 4.3 e Fig. 4.4) mostramos as autoenergias (Eq. 4.6
e Eq. 4.5) como fun¢do do momento k, onde o potencial quimico, hopping e o parametro
superconductor sao iguais a /t; = 0.9, Ay /t; =0, t/t; = 0.2, e Ay /t; varia no intervalo de[
—2,2]. A seguir vamos fazer uma andlise de cada grafico. Note que destacamos com a cor preto
e amarelo as autoenergias dadas pela Eq. 4.6 e em vermelho e azul as autoenergias dadas pela
Eq. 4.5.

Nas Fig. 4.2 vemos a varia¢do de A, /f; para os valores de —2, —1.5 ¢ —0.83. Na
Fig. 4.2a) e b) vemos a existéncia de um gap no espectro de energia em torno do nivel de
Fermi(Er = 0), portanto para Ay /t; = —2 e Ay /t; = —1.5 o estado fundamental é um super-
condutor do tipo ndo-convencional, ou p-wave(ver (1; 2)). Podemos ver pouca variacdo das
autoenergias dadas pelas curvas azul e vermelha.

Na Fig. 4.2 ¢) vemos que o espectro de energia apresenta um gap que tende a zero a

medida que A, /f; aumenta. Note que o gap vai a zero quando A;/t; = —0.83 em k = 0, ver
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Fig. 4.2.c). Nesse ponto existe uma transi¢do de fase topologica entre duas fases supercondutoras,

pois para Ay /t; > —0.83 o gap volta aumentar. Ver Fig. 4.3

34
24

E o IE o1 Eof

T b o T b

- _3m T g o b 3 3n L n i3 0 g T 3n n
2 7 kg T 72

&7 @ kT2 3 ‘34—"‘7‘71(777
a)Ap=-2 b)Ar=-1.5 ¢)Ar>=-0.83

Figura 4.2: Espectro de energia como funcdo do momento k para o modelo hibrido com
u/tl =0.9, l‘z/l‘[ =0.2, A]/l‘[ =0.a) Az/tl =-2. b)Az/tl =-—1.5. C)Az/tl =—0.83

3 3m T -m
a 1

Na figura Fig. 4.3 a) novamente podemos ver o gap no espectro de energia para A, /t; =
—0.5. Seguindo aumentado o valor da razao A;/t;, podemos ver que o gap se anula para
A/t =0em k = 0.697, ver Fig. 4.3 b). A diferenca para o caso anterior, onde o gap fechava-se
em k = 0, é que neste caso o gap é zero em k == 0.697, portanto a transicao de fase ocorre em
k = 0.697. Finalmente para valores A, /t; > 0 o gap se abre como podemos ver na Fig. 4.3 c)

IE oA

o

k

a)A2/t1=-0.5 )A2/t1=0 c)A2/t1=0.5

0 3n T -n 3n i3 T 0 bl kil 3n 4

= T 2
4 2 % "z 7 = > =

-m_3m _m
4 ) z 4k ) 2

ki3 3n T o-m 3n n

. I T
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Figura 4.3: Espectro de energia como fun¢do do momento k para o modelo hibrido com
,LL/tl =0.9, t2/t1 =0.2, Al/tl =0.a) Az/t1 =—-0.5. b)Az/tl =0. C)Az/tl =0.5.

Finalmente os graficos na Fig. 4.4 mostram também duas fase supercondutoras (primeira
fase para A, /t; > 0.83, ver Fig. 4.4 b) e ¢) ) com gap e uma transi¢do de fase topoldgica que

ocorre quando o gap € igual a zero, ver Fig. 4.4 a).

4.5 Simetrias do Modelo Hibrido

4.5.1 Simetria Quiral

Para facilitar a identificacdo das simetrias discretas da tabela de isolantes topoldgicos,
ver Fig. 2.5, escreveremos abaixo o Hamiltoniano do modelo hibrido Eq. 4.2 em funcao das

matrizes de Pauli:
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Figura 4.4: Espectro de energia como fun¢do do momento k para o modelo hibrido com
,LL/I] =0.9, tz/tl =0.2, Al/l‘l =0. a) Az/l‘] =0.83. b)Az/l‘l =1.5. C)Az/l‘l =2

Hy = —ut,®00+ (t; +t coska) T, 0y +1) sinkat, ® oy + (A; —As coska) Ty ® 0y — iA; sinkat, @ Oy

ou ainda

H, = —UT,®0p)+at,®0,+bT,® 0, 4.10

— CTy®O0y—dTy® Oy

onde: a = t; +tycos(ka), b = tsin(ka), ¢ = A; + Aycos(ka), d = Ay sin(ka) e 0y é a matriz
identidade.

Podemos notar que quando it = 0 o hamiltoniano Hj possui simetria Chiral({H;,IT} = 0)
dada pelo operador Chiral:

I=1.® 0.

4.5.2 Simetria de Reversao Temporal

Tomando o conjugado da equacgdo Eq. 4.4 temos o seguinte resultado

—u 11 + 1€ 0 —A| + Age™
_ t t —ika _ Al —A —ika 0
= e g A 1 412
0 Ay — Apett Hu —t — e
—Aq —}—Aze*ika 0 —t — l‘zefika i}

onde podemos notar que quando substituimos k por —k na Eq. 4.12 chegamos ao seguinte
resultado:

Portanto, o modelo Hibrido tem simetria de reversao temporal dada pelo operador

complexo conjugado ® = K, cuja propriedade é ®% = 1.



58 ESTADOS FUNDAMENTAIS DE UMA CADEIA UNIDIMENSIONAL DIMERIZADA
SUPERCONDUTORA

4.5.3 Simetria Particula Buraco

A simetria de particula-buraco para u # 0 € dada pelo operador E = 7y ® 0, K. Aplicando
& a base y do Hamiltoniano hibrido temos que esse operador troca particulas por buracos, ou seja:
c_y —> ¢’ i € CZ — c;. Temos que lembrar que a simetria particula buraco € uma caracteristica
do modelo supercondutor de Kitaev, porque lembremos que a matriz do hamiltoniano hibrido
podemos dividir em quatro subespacos, dois para o parametro supercondutor A e dois para 1

(potencial quimico) e ¢ (hopping) como pode-se ver na seguinte equacao:

—u 11 + e~ ka 0 —Aj + Ayeka
N 1 + ek — Aj — Aetke 0
go=| e oo ST |, Gu
0 A — Ape %4 u —1 — e 4
—A —|—A2€ika 0 —1 — l‘zeika il

4.6 Transicao de Fase Topolégica e Diagramas de Fase

4.6.1 Limite SSH puro

Quando A; = Ay = 1 =0, o sistema se torna o modelo SSH que pertence a mesma classe
topoldgica que o modelo Kitaev, como € bem conhecido (7). O modelo SSH nio exibe os estados
ndo locais de Majorana com energia zero nas extremidades da cadeia (7).

O estado fundamental topoldgico ndo-trivial (|f2| > |f1|) do modelo SSH suporta um
estado de borda de energia zero no primeiro e no ultimo sitio da cadeia. Os estados de energia
zero do modelo SSH sdo compostos por uma superposi¢do de particulas que possuem uma carga
bem definida. Portanto, um modo convencional de excita¢do fermidnica emerge nas bordas da
cadeia (7). No modelo SSH, a simetria quiral resulta de uma equivaléncia entre as subredes A
e B. Mostramos no capitulo do Modelo SSH que a simetria quiral protege a regido topolégica

nao-trivial e os estados de borda com energia zero.

4.6.2 Limite de Kitaev

Agora, quando #; =, e A| = Ay, a Hamiltoniana dada pela Eq. 4.1, se torna o modelo de
Kitaev, que possui a simetria de particula-buraco, dada (£ = 6,K), simetria de reversao temporal
(® = K) e também simetria quiral (IT = £0).

Embora o modelo de Kitaev e o modelo SSH pertengam a mesma classificagio topoldgica
(isto é, BDI), é importante notar que a origem da simetria particula-buraco € fisicamente distinta
para cada modelo (Ref. (7)).

Como apontado na Ref. (11), para o modelo SSH, a simetria de particula-buraco foi
induzida pelas simetrias de reversdo temporal e quiral, enquanto para o modelo de Kitaev,

a simetria de particulas-buraco é essencialmente uma caracteristica da fase supercondutora.
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Diferentemente do modelo SSH, mostramos no capitulo do modelo de Kitaev (ver Cap. 3)
que os estados de borda com energia zero sao uma combinacao linear de particulas e buracos,
sem carga bem definida e portanto define um modo fermidnico conhecido como estados ligados

nao-locais de Majorana.

4.6.3 Diagrama de Fases no Espaco dos Parametros, Limite quando 1 = 0.

Como o modelo na Eq. 4.1 foi classificado na classe topolégica BDI, o invariante

topoldgico Z que deve ser calculado para caracterizar as fases triviais e ndo triviais € o winding
number (14;7;11).
w; = % /Ozn Tr(%Hk_l%)dk, 4.15
onde %1 » sdo os operadores de simetria e Hy € dado por Eq. 4.10. Os operadores 6;—1 > sdo
duas matrizes que anti-comutam ({%;, H; } = 0) com o Hamiltoniano e definem dois invariantes
topoldgicos distintos Wi— ».

No caso de u = 0, o Hamiltoniano, Eq. 4.10, anti-comuta com duas matrizes, as quais sao
61 =1T,®0p e 6, = T)® 0,K. Aqui, a matriz 6] € o operador quiral ou simetria de sub-rede e 6,
€ o operador de simetria de particula-buraco. Além disso, como demonstrado por R. Wakatsuki
et al. Ref (11), W € igual ao nimero de estados de energia zero por extremidade da cadeia e
|W5| € igual ao niimero dos estados ligados ndo-locais de Majorana. Quando A = A} = u =0,
o operador quiral 4] = 7, ® 0y se torna o;. Essa redugdo, 4] = 0, € necessdria para obter uma
transicao de fase quantica da cadeia hibrida para o limite SSH.

Calculamos Wj para u = 0 e os resultados do diagrama de fases sdo mostrados na Fig. 4.5.
Todos os parametros sdao expressos em unidades de ¢; no gréafico. Os resultados para W, podem
ser vistos na Fig. 4.6. Como podemos ver, nas Fig 4.5 e Fig. 4.6, esses diagramas de fases sdo
apresentados em funcdo dos parametros ?—1‘ e % para valores fixos de %

A Figura 4.5 (a) mostra o diagrama de fases do modelo SSH puro sem os termos de
correlacdo supercondutores. Nesse caso, uma fase topoldgica ndo-trivial surge quando [t2| > ||
tal que W; = 1 (regifio vermelha) e uma fase topoldgica trivial surge quando |t;| > |f2| (W) = 0)
( ver regido azul).

Em seguida, procedemos a nossa andlise, introduzindo as correlacdes supercondutoras

A1 e Ap no modelo SSH. A partir dos trés estados fundamentais : % < 1 (trivial topolégico),

no_
12_

supercondutoras (A; = Ay = 0), variamos as correlagdes supercondutoras de cada caso e os

1 (linha de transi¢do de fase) e % > 1 (fase topoldgica ndo trivial) na auséncia de correlacdes

resultados sdo apresentados nas Figs. 4.5 (b), (c) e (d). A razdo t,/t; foi mantida fixa em cada
painel.

A Fig. 4.5 (b) mostra o caso % < 1 e observamos que as correlacdes supercondutoras
induzem trés diferentes regioes topologicas: azul (W = 0), vermelha (W = 1) e uma regido branca

extra (W = 2). Além disso, a Fig. 4.5 (c) mostra os resultados ao longo da linha de transi¢ao,
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no__ A A
= 1, na presenca dos pardmetros o

diferentes das obtidas anteriormente, indicadas pelo mesmo esquema de cores da Fig. 4.5 (b).

,?—12 # 0, e obtemos as mesmas trés fases topologicas

No entanto, observe que agora, existe um ponto preto localizado na origem do diagrama

de fases; este ponto representa um ponto gapless (na linha de transi¢ao de fase) do modelo SSH,
A _ A

T h
Finalmente, o diagrama de fases mostrado na Fig. 4.5 (d) emerge de uma fase topoldgica do
modelo SSH, quando ;—f =1,6.

Os resultados sdo andlogos aos obtidos anteriormente, exceto que, diferentemente do

0, que € consistente com o diagrama de fases na Fig. 4.5 (a) no ponto t; =1, = 1.

resultado obtido por R. Wakatsuki et al (11), determinamos corretamente a transicao de fase
topoldgica em A; = A, = 0, veja o ponto vermelho na origem do diagrama de fases. De fato,
o modelo deve cair na fase topoldgica do modelo SSH, W; = 1, quando % > 1 e na auséncia
de correlagdes supercondutoras (veja o ponto vermelho na origem do diagrama na Fig. 4.5 (d).
A Fig. 4.6 (a) mostra o espectro de energia no espago real para N = 50 em funcio de ;—f para
valores fixos % =0e ?—12 =2.

Os estados de energia zero localizados nas extremidades da cadeia sdo destacados por
linhas sélidas verdes e azuis e correspondem ao quadrado e tridngulo laranja, indicados pelos
pontos A = 0 e A, = 2 da fase diagrama na Fig. 4.6 (c) e (d).

Por outro lado, os estados de energia do bulk destacados por linhas sélidas pretas
(correspondentes ao circulo amarelo no espectro de energia da Fig. 4.6 (a)) estdo relacionadas ao
ponto A; =0 e A, =2 dos diagramas de fases (b) e (c) da Fig. 4.6.

As solugdes de estados de borda com energia zero sdo mostradas na Fig. 4.6 (a) e
indicadas pelas linhas sélidas pontilhadas em vermelhas e verdes. O circulo indica o estado
fundamental topolégico nao-trivial (indices topoldgicos Wi = 2 e W, = 0) com quatro estados
de energia zero nas extremidades da cadeia, ver a Fig. 4.6 (a). O quadrado e o triangulo laranja
mostram a regido topoldgica ndo-trivial (indices topolégicos Wi =1 e W, = —1) com dois
estados de energia zero nas extremidades da cadeia, Fig. 4.6.

Vemos que, no intervalo 0 < % < 1 da Fig. 4.6 (a) W| = 2. Portanto, usando o teorema
“bulk boundary correspondence” (9), pode-se ver que W) = (4)/(2) = 2 é o niimero de estados
de energia zero por extremidade da cadeia. De fato, as regides brancas da figura (b), (c) e (d)
indicam dois estados de energia zero por extremidades da cadeia.

Além disso, para 1,0 < % < 1,8, existem apenas dois estados de energia zero na Fig.
4.6 (a) (veja as duas linhas verdes em colapso nesse intervalo). Novamente, usando o teorema
“bulk boundary correspondence”, concluimos que Wi = 1 € o niimero de estados de energia zero
por extremidade da cadeia (ou seja, W) = (2)/(2) = 1 estados / final).

Sabemos que, dada a simetria particula-buraco, um estado nao-local de Majorana com
energia zero emerge nas extremidades da cadeia quando cada extremidade da cadeia possui
apenas um estado de energia zero. Por exemplo, no intervalo 1,0 < % < 1,8 e para ?—11 =0e
% = 2 existe apenas um estado de Majorana nao-local com energia zero por extremidade da

cadeia; veja linhas verdes sdlidas na Fig. 4.6 (a). De fato, o ponto (?—11 =0, %2 =2) da Fig. 4.6
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(c) e (d) estd localizado dentro a regido verde com W, = —1, veja quadrado amarelo e tridngulo
na Fig. 4.6.

Na verdade, as regides verde e vermelha da Fig. 4.6 suportam um estado de Majorana
nao-local com energia zero nas bordas, enquanto as regides azuis nao exibem um estado isolado
de energia zero Majorana isolado. Os limites dos diagramas de fases Fig. 4.5 e Fig. 4.6 indicam
as linhas de transi¢des de fase entre fases topoldgicas com niimero diferente de estados de borda
com energia zero, de modo que as regides verde e vermelha exibem estados fundamentais com
estados ligados de Majorana ndo-locais nas bordas da cadeia.

Para investigar a transi¢do da fase topoldgica da fase hibrida para o estado fundamental
do SSH puro, introduzimos as seguintes parametrizagdes; t; = —t(1+ny), o = —t(1 — 1),
A =A(l1+1m2) e Ay =A(1 —12), onde M, = a1 e @ sdo pardmetros reais. N, foi definido em
Ref. (11) como o pardmetro de dimerizacdo. Chamamos atenc¢do para o fato de que, na Ref (11),
os autores estudaram apenas o caso & = 1, ou seja, 1> = 1. Relatamos que a condicio n; = n;
cria uma restricdo especifica entre os termos de hopping e os parametros supercondutores.
Substituindo a parametriza¢do acima no Hamiltoniano 4.1, obtemos um novo diagrama de fases,
ver Fig. 4.7. Além disso, a Fig. 4.7 fornece uma visualiza¢do clara da transicao topoldgica da
fase quantica do modelo hibrido supercondutor para o0 modelo SSH. A linha pontilhada em

A = 0 representa a fase isolante topolégica do modelo SSH com W55

=1,vejaaFig. 47 (a) e
(b). Para comparar com os resultados anteriores, na Fig. 4.7 (a) com os resultados da Ref (11)
fixamos 1 = 1. O diagrama de fases em que 7 # 1M, pode ser visto na Fig. 4.7 (b). Nesse
caso, fixamos x = 1,5,y =an;e0<n < 1.

Podemos ver trés fases topoldgicas diferentes: vermelho Wj = 1, azul W; = 0, branco
Wi =2 e uma linha tracejada vermelha com WISSH =1porA/t =0en; <0. Aqui WfSH éo
winding number para a fase isolante do modelo SSH. Este resultado (linha tracejada) ndo foi
obtido na Figura 2- (a) da Ref. (11), onde, para A/t =0 e 1 < 0, encontramos N; = 2 em toda a

drea do diagrama de fases paran <0e |A/f| < |n|.

4.6.4 u diferente de zero.

Para |p| > 0 a simetria da sub-rede é explicitamente quebrada e somente a simetria de
particula-buraco ( £, = 69 ® 6K ) induz um indice topolégico. Calculamos o nimero de estados
de energia zero e W, em fungdo de Ay /11, Ay /11 e % Estes resultados estdo resumidos nas figuras
4.8¢e4.09.

A Fig. 4.8 mostra os efeitos do potencial quimico % sobre o numero de solucdes de
energia zero por extremidade da cadeia. Na Fig. 4.8 (a), calculamos o espectro de energia para
uma cadeia com 120 sitios em fungdo de % para % =0,9, ?—11 =0e % =0.4.

Os estados de energia zero localizados nas extremidades da cadeia sdo destacados por
linhas sélidas verdes e correspondem ao tridngulo laranja, indicado pelo ponto Ay =0, Ay =2

do diagrama de fases na Fig. 4.8 (d). Por outro lado, destacamos os estados de energia do bulk
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por linhas sélidas pretas, correspondentes ao circulo amarelo e quadrado no espectro de energia
da Fig. 4.8 (a). Esses estados estdo relacionados ao ponto A; = 0 e A, = 2 dos diagramas de
fases (b) e (c) da Fig. 4.8.

A Fig. 4.8 (b) mostra o diagrama de fases no plano A — A, para u/t =09 e ;—? =0,2.
Novamente, as regides com W, = 0 sdo coloridas em azul, enquanto as regides com W, = —1
e W, = 1 foram coloridas em verde e vermelho, respectivamente. O circulo amarelo indica os
estados fundamentais topoldgicos triviais (W, = 0) para u = 0,9, 1, /t; = 0,2, A; =0e Ay =2.

Fig. 4.8 (c) mostra o diagrama de fases quando % = 1, em que o quadrado amarelo
indica o estado fundamental topologicamente trivial (W, = 0) para g = 0,9,1,/t; = 0,2, A1 =0
e A =2.

A Fig. 4.8 (d) mostra o diagrama de fases para ;—f = 1.6. O tridngulo laranja indica o
estado fundamental topologicamente nao-trivial (W, = 0) para p =0,9,1,/t; =1,6,A; =0e
Ay = 2. Podemos ver claramente que as regides topologicas com W, # 0 aumenta quando a
razdo tp /1 cresce em magnitude (ou seja, o tamanho das regides vermelha e verde da Fig. 4.8 (b)
(t2/t1 =0,2), (¢) (t2/t1 = 1,0) (d) (t2/1; = 1,6) aumenta a2 medida que a razdo (¢, /1) cresce em
magnitude).

Para estudar os efeitos do potencial quimico e da fun¢do de correlagdao supercondutora
nas fases topoldgicas, definimos o parametro r como A, = rA;. A Fig. 4.9 (a) mostra o espectro
de energia no espago real em fungio da razdo u/t; quando , /t; = 1.6 (aqui fixamos r = —1 e
N = 120 sitios.). Descrevemos os estados de energia zero pela linha sélida verde e os estados de
bulk pela cor azul.

Na Fig. 4.9 (b), (c¢) e (d), mostramos o diagrama de fases para W> no plano r - % para
% =0,2 (b), (c) % =1,0e(d) % = 1,6. Nesse caso, observamos fases topolégicas ndo-triviais
com W, = 1 (regides vermelhas), fases topoldgicas ndo-triviais com W, = —1 (regides verdes)
e fases topoldgicas triviais com W, = 0 (regides azuis). Observe que as fases topoldgicas nao-
triviais sdo cercadas por fronteiras circulares.

Fixando r = —1 e variando u de —2 a 2, podemos ver transi¢des de fase topoldgicas em
% =—-1,75,-0,6,0,6, 1,75, veja a Fig. 4.9 (a). Observe que, exatamente um estado de energia
zero por borda da cadeia emerge para —1,75 < % <—-0,75¢0,6 < % < 1,75. Portanto, nesses
intervalos, um estado de Majorana isolado aparece nas extremidades da cadeia.

Na Fig. 4.9 (b), podemos observar uma transicdo de fase quantica da fase W, = 1 (regido
vermelha) para a fase W, = —1 (regido verde) quando » = —0.2, aqui ambas as fases exibem um
estado de Majorana isolado nas bordas da cadeia hibrida. Para % =1, ver a Fig. 4.9 (¢), temos
duas fases topolégicas W, = —1 (regido verde) e W, = 0 ( regido azul), enquanto a Fig. 4.9 (d)
mostra um diagrama de fases mais complexo com trés fases topoldgicas, regido verde (W, = —1),
regido azul (W, = 0) e regides vermelha ( W, = 1).

Para alguns valores fixos de r nas Fig.4.9 (b), (c) e (d), encontramos um fendmeno
interessante de reentrancia , que ndo havia sido observado antes, separado por transi¢des de fase

topoldgicas.
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Por exemplo, para r = —1 na Fig. 4.9 (d) as transi¢Oes de fase topoldgica entre as regides
com W, = 0 (azul) e W, = 1 (vermelho) acontecem em u/t; = —1,75, —0,6, 0,6 ¢ 1,75. A

fracionalizac@o fermidnica nas extremidades da cadeia depende do parametro anisotrépico r e da

u

razao -
n

, como podemos ver em todos os diagramas de fases desta secao.
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-1 0

Ay
t

¢) t,/t,;=1.0 d) to/t,=1.6

Figura 4.5: (Color online) Diagramas de fases topoldgicas em relacdo a Wy com u = 0. Os
nimeros nas figuras (a), (b), (c) e (d)denota os valores possiveis Wj. (a) Diagrama de fase
topolégico do modelo SSH puro com Ay = Ay = 0. A regido topoldgica trivial € indicada pela cor
azul (W) = 0), enquanto a regido vermelha € a fase topol6gica ndo-trivial com W; = 1. Nas figuras
(b), (c) e (d), consideramos os efeitos das correlagdes A; para valores fixos da relagdo #, /1.
(b)Diagrama de fase topolégico com % = 0.2, (c)Diagrama de fase topolégico com % =1le(d)

Diagrama de fase topolégico com % = 1.6. Uma nova fase topolégica com W = 2(regides
brancas) surge no sistema hibrido supercondutor.
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17

C) t2/t1=10

Figura 4.6: (Color online) Espectro de energia no espago real e diagramas de fases topolégicas
em relagdo a W, com i = 0. As regides verde, vermelha e azul correspondem a W, = —1, W, =1
e W, = 0, respectivamentes. Os nimeros nas figuras (b), (c) e (d) denotam os valores de W,. (a)
Espectro de energia em fungao de ? para o ponto particular tTl =0e %2 = 2 dos diagramas de
fases (b), (c) e (d). Aqui, as linhas sélidas pretas sdo a energia dos estados de bulk, enquanto as
linhas azul e verde sdo a energia dos estados de borda. O circulo (amarelo), quadrado (laranja) e
tridingulo (laranja) no espectro de energia (a) indica o valor da razéo t, /#,. (b)Diagrama de fase
topolégico com % = 0.2, onde o circulo indica o ponto (0,2). (c) Diagrama de fase topoldgico
com % = 1, onde o quadrado indica o ponto (0,2). (d)Diagrama de fase topolégico com % = 1.6,

onde o tridngulo indica o ponto (0,2).
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-1 0 1
L} M
a) b)

Figura 4.7: (Color online) Diagramas de fases topoldgicas em relacdo a W no plano % — 1 com
@ =0. Parametrizagdo t; = —t(14+m1), o = —t(1 —11), Af = A(1+m1) e Ay = A(1 —1p),(11).
Os niimeros nas figuras indicam Wj. As regides vermelhas exibem fase com W = 1, regides azuis
exibem uma fase com W = 0 e as regides brancas W; = 2. (a) Caso 17, = 1n;. (b) Caso
N2 = 1.57m;. Todos os pontos que pertencem a linha tracejada em % =0e 1 < 0estdo em uma
fase topologicamente ndo-trivial do modelo SSH puro, j4 que nesses pontos, o winding number é
WSSH = 1. A linha topologica tragada para 1; < 0 separa duas regides topoldgicas com o mesmo
invariante topoldgico W = 2 (regido branca.
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1_
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0 0.5 1
t,/t,

a) A/t =0, AjJt,=2

Figura 4.8: (Color online)Espectro de energia da cadeia finita em funcdo de % e diagramas de
fase topoldgica em relacao a W, com p = 0.9. Os nimeros nas figuras (b), (c) and (d) denotam W;.
(a) Espectro de energia em funcio % com ?—1' =0.0, %2 =2.0e u =0.9. Aqui, as linhas sélidas
pretas sdo os estados de energia do bulk, enquanto as linhas verdes sdo as energias dos estados da
borda da cadeia. Nesse caso, podemos ver estados ligados a Majorana com energia zero apenas
para 1.2 < t, < 2.0 (linhas verdes s6lidas em E = 0). O circulo, quadrado e tridngulo no espectro
de energia(a) indica o ponto A; = 0 e A, = 2 nos diagramas de fases (b), (c) e (d). (b) Diagrama
de fase topolégico com % = 0.2, (c) Diagrama de fase topolégico com % = 1.0 e (d) Diagrama de
fase topoldgico com % = 1.6). O ponto (0,2) dos diagramas de fase em (b), (c) e (d) sdo
indicados por circulo (amarelo), quadrado (amarelo) e tridngulo (laranja). Aqui, a cor verde
corresponde a Wy = —1, red W, = 1 e azul W, = 0.
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C) t2/t1 :10 d) tZ/tl :16

Figura 4.9: (Color online) Espectro de energia da cadeia finita e diagrama de fase topolégica em

B
3l
valores de W,. (a) Espectro de energia em fungdo de # com % = 1.6 e r=—1. (b) Diagrama de

relacdo a W, no plano r. Aquir= ﬁ—f. Os nimeros nas figuras (b), (c) e (d) denotam os

fase topoldgico para % = 0.2 (c) Diagrama de fase topolégico para % = 1.0 e (d) Diagrama de

fase topoldgico para % =16
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Neste trabalho, no capitulo 1, encontramos as autoenergias do modelo SSH e mostramos
as fases isolantes e condutoras do modelo. As fases isolantes ocorrem quando t, >t e f; <
a fase condutora ocorre quando t, = ¢;. Mostramos que quando o comutador do hamiltoniano
¢ zero, o modelo SSH mostra simetria quiral dada por ;. O Hamiltoniano dado pela equagdo
Eq. 2.9, mostra que tem simetria de reversdo temporal, € como a diagonal principal dessa matriz é
zero, ela apresenta simetria particula-buraco, o que também é mostrado no capitulo 1. Com tudo
o que foi descrito anteriormente, concluimos que o modelo SSH pertence a classe topoldgica
BDI, mostrada na Fig. 2.5. Com base no anterior dito obtivemos tambem o winding number,
ja que cada fase topoldgica € caracterizada por um invariante topoldgico, e na clase BDI esse
invariante é caracterizada pelo winding number. Finalmente encontramos os estados de borda da
cadeia, os quais tem energia zero e estio localizados nas extremidades da cadeia, como podemos

ver na Fig. 2.8.

No capitulo do modelo de Kitaev encontramos as autoenergias, € como no caso do modelo
SSH também verificamos que apresenta as trés simetrias. Neste caso a simetria Chiral é dado por
o,. Quanto ao diagrama de fases, e sendo que igual que no modelo SSH (isto € encontrar as outras
simetrias como reversdo temporal e particula-buraco), o modelo de Kitaev pertence a classe BDI.
Além disso podemos dizer que o invariante topologico para este modelo supercondutor vém
dado em trés regides: a primeira quando |i| < |2¢| com ¢ > 0, a segunda quando || < |2¢| com
t < 0 e a terceira quando || < |2¢|. Nos dois primeiros é um supercondutor topolégico e no
ultimo de supercondutor trivial. Em relagdo ao espectro de energia no espaco real, podemos ver
a diferenga que existe com o modelo SSH(ver Fig. 2.7 e Fig. 3.8). Para o modelo de Kitaev os
estados ligados ndo-locais de Majorana se encontram dentro o intervalo de [-1,1]. A natureza
desses estados que estdo nas extremidades da cadeia se deve ao fato de que cada particula vem
com sua antiparticula correspondente.

Neste trabalho, estudamos a fraccionacao fermidnica que emerge no modelo supercondu-
tor anisotropico Su-Schieriffer-Heeger (SSH). Generalizamos os diagramas de fases obtidos na
Ref. (11).

O modelo hibrido SSH exibe duas simetrias discretas distintas para o potencial quimico

nulo e, portanto, nesse caso, essas duas simetrias (simetria Chiral e particula-buraco) permitem
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calcular dois invariantes topoldgicos distintos Wj e W,, onde o primeiro pode ser associado ao
numero de estados com energia zero por extremidade da cadeia, e o tltimo nos diz que um estado
ligado ndo-local de Majorana com energia zero reside no final da cadeia.

O resultado foi confirmado pelo célculo do niimero de estados de borda com energia
zero, em cada caso dos diagramas de fases obtidos através desses dois invariantes topoldgicos.
Estudamos tambem os efeitos de um potencial quimico finito sobre os diagramas de fases e a
existéncia de fracionamento fermidnico, como os estados ligados nao-locais de Majorana com
energia zero. Diferentemente dos trabalhos anteriores, os diagramas de fases do nosso modelo

hibrido foram corretamente reduzidos ao limite de um estado fundamental de SSH puro.
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Modelo SSH

Al

Modelo SSH na representacao de Fourier

N
7
(CA iCBi T+ CB iCAi) T2 Z (CXH—ICBJ + C;’;,icA,i—H)

=

H=n
i=1 i=1
Se:
CAi = L Ze_iz'F"CA k
7l - )
N'%
1 i
CBi = —F=).€ o iep
N @
Substituindo essas expressoes temos:
%
1 2 o
_ ik-7; T ik -r; T ik'-r; T ik-7; T
H =n Z(;,Ze ‘Chr e LCBk’—i_NZe ‘g e ey )
i=1 k K K

+

'Mwwz
ZI

I
—_

Z 7 1 AkZe_’k/?’ch,—F Ze’k r'ch,Ze lkr]CAk)
3

75

onde: 7; = 7; +d. Logo, usando a defini¢do de funcdo discreta da delta de Dirac 0 da seguinte

forma:

Encontramos que:

225 CAkCBk’+ZZ5 Bk/CAk)
+ b 225 elkaCAkCBk/+225 —tka ;k/CAk)
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ou ainda:

H=n Z(ij,kCB,k‘FC;,kCA’k) +t22(6ikacj\,k03.,k+€7ik“ +
k

k

H = Z((tl —l—tzeika)cj"kCBJ( + (1 —|—t2€_ika)cg7kCA7k
k

Se usamos a férmula de Euler ¢’? = cos ¢ + isin ¢ temos:

H= Z(tl +1tr(coska+ isinka))cz (CBKk T+ Z(tl +1r(coska — sinka))cg LCA K
k k

A.2  Calculo do winding number para o modelo SSH

2n/a
i / Tr(H-H,;l%)dk,
0

" 4ri ok
onde:
1
H];l — (1) hl-ﬁ(-)ihz )
hy—ihy
1 0
o =
0 —1)
oH, 0 —iatye~ka
dk ialzeika 0

A9

>
=

—

2

A.13

com:h; =1t) +1tycos(ka) e hy = tp sin(ka). Fazendo a multiplicagdo das matrizes e aplicando o

traco da matriz resultante, obtemos:

® aty /27r/a etka N o ika )
~4rm o t +teka  t 4 tpeika

Logo fazemos:

7 = eika
dz
az

sustituindo em A.14 obtemos:

t 1/27t/a dz 1 [27/a (g ]
0

~ Aile h i [§)
4mi'tp i+ ndoo 2zt 3P)

A.14

>
o

>
>

A.17

Lembramos que uma conseqiiéncia direta do Teorema integral de Cauchy, €, o Teorema de
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| | Real z
-t/t\ -/t

curva C,

a) b)

Figura A.1: Razoamento para o calculo do winding number. a) Se |t'| > 1.b) Se M >1

Residuos :

R A.l
es(£(2)20) = 5 [ 162

onde Res(f(z),z0) € o residuo da fungdo f(z), f(z) é uma fungdo analitica, e zo é um ponto

singular da fun¢do f(z). Além disso temos:

1 dk—l

Res(f(2),20) = =y Jim & (e 20)! /(2] A19

onde k € a ordem do polo, que para nosso caso € k = 1, e zo € um polo. Substituindo A.18 em
A.17 temos:
%) 2mi - 2mi 15}
® = —[——Res(f(z), ——) + ——(Res(f(2),0) +Res(f(z),—=))] A.20
A b 5] 8] 1
Com base em A.15 e na figura A.l observamos que o médulo do nosso nimero complexo é

|z| = 1, portanto para calcular o winding number com A.20 temos que considerar os polos que
||

estejan dentro do circulo de raio |z| = 1. Procedemos da seguinte maneira; Se } t'| <l= ik I,
portanto o Res(f(z), | z‘ T') ndo esta dentro da curva C de raio 1 (Ver Fig. A.1a)).
27i —f 2mi
= 4—[—R s(f(2), —=) + ——Res(f(2),0)] A2l
i 2 |
2mi 2mify
o = 2= =2 A.22
47'L'i[ 1) ( ) n Z‘z]
o =1 A.23

2]
I

Por outro lado se }?I >1=

radio 1 (Ver Fig. A.1b)).

< 1,portanto o Res(f(z), %) ndo estd dentro da curva C de
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D——&

=0 w=1 0=2

Figura A.2: Representagdo esquemadtica do winding number

Finalmente o winding number é:

I, Se 2l > 1
w= ] A25
0, Selzl <

It1]
A.3 Interpretacio do Winding Number

O winding number ou indice de uma curva fechada é o nimero inteiro de voltas em torno
de um ponto, que para o caso € em torno de 0. A figura A.2 € um exemplo simples do winding

number. Lembremos do capitulo 2 a Eq. 2.22

hy = h10x+ hy0y A.26

que também podemos escrever como:
i = (hy, hy) - (Oy, Oy) A.27
com hy = hy =t +1t,cos(ka) e hy = hy = tpsin(ka). Podemos expresar & em forma vetorial

com componentes vetoriais A, € hy. A defini¢do formal do winding number € aquela dada por
uma curva no plano xy e ademais esta parametrizada; ou seja: x = x(t) e y = y(¢) para 0 <t < 1
Como nosso vetor /1 ésta parametrizado em relagio a k, ou seja i = (hy (k), ho(k)), e que tanto na

fisica quanto na topologia o winding number representa um mapeamento continuo da forma
h:R—S?,

sendo que agora nosso vetor h podemos representar no plano xy como se pode ver na fig. A.3,
a interpretacdo direta do winding number € poder discernir entre uma fase topoldgica e outra
(Ver Fig. A.3a) e c¢)). Como vimos no capitulo 2 os graficos das energias em func¢do de k eram
semelhantes para os casos || > |f1] e |t1| > |t2], o winding number calculado para esses valores
de |t1| e || € diferente. No caso da Fig. A.3c) vemos que esta na transi¢do de fase topologica,

ou scja [ry| = |1



1 0f 1 2 hx 3
7 w=1

0.5 1 1.5 h 2
t2: 1 ,tlz 1
ponto de transi¢@o
E
© N

hy
1 2 3 hx 4
1 :O
t2:1 ,t1:2
X ARAC RRRFY B

b)

Figura A.3: Winding Number para valores diferentes de #; e #;.a) quando |t2|>[¢;| o winding

number é 1 e no espectro de energia apresenta um gap. b) quando |f;|=|f

€ uma transicdo de fase.

¢) quando |f;|<|f;| o winding number € zero e apresenta um gap no espectro de energia
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Modelo de kitaev

B.1 Modelo de Kitaev na Representacao de Fourier

Tomando o hamiltoniano de Kitaev

N N
H= —tZ(cjc_,- +cj.c,~) -un) cjc,- —l—Z(Azj(cjcj- - cj.ciT) +h.c.),
i=1 ij

i,J

podemos expressd-lo no espaco dos momentos na representacio de Fourier usando os termos:
1 k-7
c = —=y e’
VN %
1 (P
_ ik'-(Fi+ad) .
Ci+1 = ——= Cpe B.3
VN L ’

kl

substituindo as equagdes anteriores em B.1 temos

AR | i(F—k) -7 —ik-G@
H = _tz ZCka/ek kr,ezk a‘l'—ZCZ/Ckel(k k)r,e ik a]
i kk’ kK
N )
A ik 1 T 2 S 10V T ANE3
+ AOZ chiclt/ ik-d, i(K+k)-F; _NZCIL'CI'ce ikd, i(K'+k)-F;
i kk’ kK
1 g (k)7 1 i (k)7
+ N ch/cke’k ael(k +k)-r; N chck/e’k ael(k +k) r,]
k& k,k'
UYLl
i kk’
onde usamos A7 ;= —Aji = Ao. Logo, usando a defini¢do de delta de Dirac discreta como:

_ Ly vie—kyr
S
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e aproveitando sua propriedade de fungdo par da delta de Dirac reescrevemos B.4 como:

H = —tZ[eik“c}:ck + e*ik“c,tck] —u Zc;ick
k k

. y . »
+ Ao Z[c}:c'_kelka — cT_kcke’k“ +c_pere ® — cre_re k]
k

da equacdo B.6 trabalhamos o primeiro termo do lado direito da seguinte forma:

Z[eikac;ick + e_ikac,tck] = ZZcos(ka)c};ck
k k

logo usando o anticomutador dos operadores {c};, ¢k} = 1 podemos escrever chk da seguinte
maneira:
" 1

CCk = E(chk+chk)
il _

1
k= E(c,tck—i—l—ckc,t)

substituindo em B.7 encontramos:
) . 1
Z[e’k“c,tck + e_’kac,tck] = 2Zcos(ka) E(c};ck +1-— ckc,t) B.10
k k

o terceiro termo do lado direito de B.10 pela propriedade do indice mudo com o somatorio
e aproveitando a simetria espacial na primeira zona de Brillouin podemos reescrever e depois

verficar que:

chcz = Zc,kcik B.11
k —k

-3
chc;z = C3c§ + czc; +q c;f + cocg + c_1cT_1 + c_ch_z + c_3c7t_3
3

3
Zc,kcik = C3C§ + czc; +cq c;f + cocg + c’_lci1 + c_ch_z + c_3cT_3
-3

O termo que resulta da constante 1 de B.10 vira integral se o tamanho de dk € muito pequeno,

ou seja:

1 1 [a
—Zcos(ka) = —/ cos(ka)dk B.14
24 ar

2y

avaliando a integral de B.14 encontramos que o resultado € 0. Usando o critério de B.8 e B.11

para o termo do potencial quimicoem B.6,e B.11 (mas daforma} _; c;icJr ke*"k" =Y ¢t kc,teik“)
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para o segundo e quarto termos do parametro supercondutor de B.6, obtemos:

1 . .
H, = —t Zcos(ka) (c}:ck — c_ch_k) —5H Z(c,tck - c_ch_k) + ZAZ sin(ka) (c,tcT_k — CkC—k)
3 k k

onde A = 2A, e o termo constante do potencial quimico u tende a N (nimero total de sitios), e
foi passado para o lado esquerdo da equacao, pois é uma constante e € a energia necessdria para

colocar o elétron no atomo.
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