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RESUMO

Quando se deseja analisar um conjunto de dados medidos, assumindo a aleatóriadade das

medições, levando em conta os erros estatísticos e instrumentais envolvidos no processo, as

incertezas experimentais exercem um papel fundamental nos resultados de algumas aná-

lises estatísticas. Entretanto, muitas ferramentas estatísticas não as levam em conta em

seus cálculos e, por isso, este estudo tem como objetivo inseri-las nos cálculos das análises

de Componentes Principais, Discriminante Linear de Fisher e de Correlação Canônica,

bem como analisar o impacto no resultado �nal destas técnicas. Como as três análises

têm em comum o fato de seus resultados estarem ligados à matriz de covariância dos da-

dos, o procedimento metodológico deste estudo consistiu em utilizar a média ponderada

das variáveis, por suas incertezas experimentais, para construir as matrizes de covariância.

Já para propagar esses erros para os resultados das três análises, optou-se por utilizar um

método numérico a la Monte Carlo, através de algoritmos desenvolvidos para gerar resul-

tados aleatórios a partir da �utuação da média ponderada dos dados. A �m de demonstrar

a aplicabilidade do novo modelo de componentes principais, foram refeitas as análises de

componentes principais, das variáveis que caracterizam o meio interestelar difuso, reali-

zadas por Ensor et al. (2017) e comparados os resultados com a abordagem tradicional

que não leva em conta as incertezas experimentais. Este novo modelo de componentes

principais propiciou uma forma alternativa de escolher o número de componentes a ser uti-

lizado, através dos valores obtidos para as incertezas relativas às proporções explicativas

acumuladas. Já para as outras duas análises foram realizadas simulações para avaliar a

aplicabilidade do método em exemplos desenvolvidos pelo autor. A análise discriminante

foi a única ferramenta que apresentou uma mudança na sua interpretação, fornecendo

como resposta a probabilidade de novas observações pertencerem a cada um dos grupos

e não uma classi�cação determinística. Já a análise de correlações canônicas permitiu

uma avaliação dos dados mais próximo da realidade do experimento, uma vez que tanto

as variáveis canônicas e vetores de transformação quanto as correlações canônicas, pos-

suem incertezas. Portanto, pôde-se concluir que nas três análises a inserção das incertezas

experimentais possibilitou ao pesquisador uma interpretação dos resultados mais condi-

zente com a realidade do experimento, podendo evitar uma super ou subestimação de

parâmetros na análise dos dados.

Palavras-chave: Incerteza experimental. Estatística Multivariada. Ánalise Discrimi-

nante. Componentes Principais. Correlação Canônica.



ABSTRACT

When a researcher wants to analyze a set of data, assuming the randomness of the mea-

surements, taking into account the statistical and instrumental errors involved in the

process, experimental errors have a key role in the results of some statistical analysis.

However, many statistical tools do not take them into account in their calculations and,

therefore, this study proposes new formulations for the Principal Components, Fisher

Linear Discriminant and Canonical Correlation analysis which take the experimental er-

rors into account, and also proposes to evaluate the impact on the results of these new

techniques. Since the three analysis have in common the fact that their results are tied to

the data covariance matrix, the methodological procedure of this study consisted of using

the weighted average of the variables by their experimental errors, in order to construct

the covariance matrices. For purposes of propagating these errors to the results of the

three analysis, it was chosen to use a numerical method similar to Monte Carlo, through

algorithms developed to generate random results from the �uctuation of the data weighted

average. In order to demonstrate the applicability of the new principal components model,

it was reconstructed the principal component analysis of the variables for the di�use in-

terstellar band performed by Ensor et al. (2017) and the results were compared with the

traditional approach that does not take into account the experimental errors. This new

model of principal components provided an alternative way to choose the number of com-

ponents to be used, through the values obtained for the relative errors concerning to the

accumulated proportion of variance explained. For the other two analysis, simulations

were performed to evaluate the applicability of the method in examples developed by the

author. The discriminant analysis was the only technique that presented a change in its

interpretation, providing as answer the probability of new observations belonging to each

group and not a deterministic classi�cation. The analysis of canonical correlations allowed

for an evaluation of the data closer to the reality of the experiment, once both canonical

variables and transformation vectors as well as canonical correlations have available now

error bars. Therefore, it was possible to conclude that in the three analysis the insertion

of the experimental errors enabled the researcher an interpretation of the results faithful

to the real experiment, which may avoid a super or underestimation of parameters in the

data analysis.

Keywords: Experimental error. Multivariate Statistics. Discriminating Analysis. Prin-

cipal Components. Canonical Correlation.
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PREFÁCIO

A ideia de realizar este trabalho nasceu em um projeto de iniciação cientí�ca,

quando eu ainda estava na graduação de Bacharelado Interdisciplinar em Ciência e Tec-

nologia. Ao trabalhar com algumas análises de estatística multivariada as seguintes ques-

tões foram levantadas: por que utilizamos as incertezas experimentais em algumas análises

como regressão linear simples e não as utilizamos em outras análises como discriminante,

correlação canônica e outras análises multivariadas? E como poderíamo inserí-las nestas

análises?

Buscar responder a segunda questão �cou, então, como proposta do meu orienta-

dor, Prof. Dr. Cássius Anderson Miquele de Melo, para um possível trabalho de mestrado

caso eu decidisse seguir este caminho. Foi um trabalho desa�ador nesses últimos dois anos

e com certeza há muito o que trabalhar. Entretanto, a medida que eu ia estudando, o

que me motivava a continuar a pesquisar era descobrir as diversas aplicações destas fer-

ramentas estatísticas nas mais diferentes áreas da ciência, além da Física.

Portanto, ao ler este trabalho, o leitor irá perceber que os cálculos de cada método

está, na medida do possível, bem detalhado. Ao desenvolver esta dissertação eu viso

como público não só pessoas da Física, Estatísitica ou das ciências exatas em geral, mas

também pesquisadores de outras áreas que queiram conhecer um pouco mais dos assuntos

abordados neste trabalho. Assim, espero que este texto sirva, além das constribuições dos

resultados das pesquisas desenvolvidas, também, como fonte de estudo para aqueles que

se interessarem pelo assunto.
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1 INTRODUÇÃO

A Estatística é indispensável e fundamental para análise e interpretações de dados

em todos os ramos da ciência, desde estudos sociais até as mais diversas áreas das ciências

exatas, e em particular na Física (MAGALHÃES; LIMA, 2008). No entanto, esta não

é uma área de estudo nova, segundo Castro (1970), a estatística é tão antiga quanto os

primeiros homens, uma vez que a necessidade de enumerar e organizar seus objetos sempre

esteve presente na natureza humana.

A origem da palavra estatística, que deriva da palavra "estado", em latim, se deu

em torno de 1730, e foi proposta por Schmeitzel na Universidade de Iena, no entanto, até

hoje há uma controvérsia se a palavra se referia ao Estado como organização política ou

ao estado como um modo de ser (CASTRO, 1970).

Há registros de recenseamentos realizados por grupos sumérios entre 5000 e 2000

anos antes de Cristo, contudo, foi em meados do século XVII que houve grandes progressos

no estudo de técnicas estatísticas devido à necessidade dos líderes de estado da época

quanti�car e explicar fenômenos sociais e econômicos (ANDRIOTTI, 2003).

A estatística pode ser dividida em três importantes períodos: o primeiro, marcado

pela necessidade do Estado de organizar e registrar informações de forma sistemática,

ocorreu desde a época dos senhores feudais até meados do século XVII; o segundo período,

onde a estatística começou a ser vista como um ramo da ciência de forma autônoma foi

quando a Universidade de Iena inaugurou o primeiro curso de Estatística, em 1708. Foi

também nesse período que Schmeitzel propôs o uso da palavra Estatística; o terceiro

período é o período contemporâneo da estatística, teve início a partir de 1853 com o

primeiro Congresso de Estatística e se mantem até os dias de hoje (CASTRO, 1970).

A estatística começou a se rami�car na medida que novos problemas eram levanta-

dos. Houve um grande interesse da parte de algumas pessoas em desenvolver teorias que

explicassem os jogos de azar e com isso surgiu o que se conhece por teoria das probabili-

dades. Leonardo Pisano, conhecido como Fibonacci, viveu do século XII até meados do

século XIII e foi o primeiro, que se tem registros, a estudar jogos de azar (VIALI, 2008).

Blaise Pascal (1623-1662) e Pièrre de Fermat (1601-1665) trocaram cartas sobre problemas

levantados por Pascal, como por exemplo qual seria o momento ideal para se interromper

um jogo e a melhor maneira de fazer a divisão do dinheiro apostado (ANDRIOTTI, 2003).

Para Viali (2008), Laplace (1749 - 1827) publicou no início do século XIX uma

clássica obra, considerada fundamental para sua época, intitulada Théorie Analytique

des Probabilités, e abordou temas como as funções geratrizes, a regra de Thomas Bayes

(1702 - 1761) sobre probabilidade inversa, probabilidade de eventos compostos, a teoria

dos mínimos quadrados, e em edições posteriores também destacou a probabilidade de

erros de observações, na determinação das massas dos maiores planetas, Júpiter e Saturno,
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e também problemas de Geodésia.

Segundo Boyer e Merzbach (2012), Laplace foi um dos maiores contribuintes para o

avanço da teoria das probabilidades. Mas para Viali (2008), Jacques Bernoulli teve grande

in�uência ao dar início nos estudos sobre a Lei dos Grandes Números da qual se derivou,

segundo Magalhães e Lima (2008), o Teorema do Limite Central em que mostra que as

tomadas de valores aleatórios tendem a se distribuir igualmente em torno de um valor

central. Esse Teorema do Limite Central levou ao que se conhece, hoje, por distribuição

normal de probabilidade ou distribuição gaussiana descrita por uma equação matemática

que leva o nome de equação de Laplace-Gauss (VUOLO, 1996).

A estatística contemporânea visa, através de diferentes ferramentas, estabelecer

uma relação de causa e efeito de diversos fenômenos buscando prevê-los dentro de um

especí�co intervalo de incerteza (CASTRO, 1970). Estas ferramentas foram e são desen-

volvidas de acordo com a necessidade da análise em questão. Assim, de acordo com Hair et

al. (2009), as análises de problemas que envolvem apenas uma variável são denominadas

univariadas e problemas que possuem duas variáveis, dependentes e/ou independentes

são classi�cados como bivariados e possuem como algumas ferramentas as análises de

distribuições de probabilidade, correlação e regressão linear simples, e outras mais.

Já para casos em que se tem múltiplas variáveis dependentes e independentes as

análises são classi�cadas como multivariadas, em outras palavras, esta denominação se dá

para todas as ferramentas estatísticas que abrangem mais de duas variáveis independentes

que possam explicar uma ou mais variável dependente (HAIR et al., 2009). Alguns méto-

dos de análise univariada e bivariadas tiveram seus conceitos generalizados para análises

multivariadas, como por exemplo a análise de distribuição de uma única variável, regres-

são linear, análise de correlação entre outros. Assim, algumas ferramentas multivariadas

são as análises de regressão múltipla, correlação canônica, componentes principais, discri-

minante. (FERREIRA, 2008).

Segundo Ferreira (2008), um conjunto de dados apresenta uma característica intrín-

seca a ele denominada variabilidade e é devido a esta característica que se torna necessário

a utilização de ferramentas estatísticas para melhor interpretação dos resultados. Esta

variabilidade, além do desvio estatístico, deve-se, também, ao fato de que é inevitável re-

alizar uma medida isenta de erro, ou seja, com um valor absoluto sem nenhuma incerteza

experimental (VUOLO, 1996).

Assim, para Taylor (2012), o conhecimento da incerteza experimental é impres-

cindível para uma boa análise e interpretação dos resultados, pois dados que apresentam

menores incertezas oferecem maior credibilidade e, portanto, apresentam um maior peso,

comparado a dados com maiores incertezas, para a análise estatística que estiver sendo

aplicada. Isso quer dizer que um conjunto de dados, cujas incertezas experimentais são

desconhecidas, pode ser completamente inutilizado devido à falta de con�ança em seus

valores.
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Para isso, a ferramenta estatística em uso deve ser capaz de assimilar esta incerteza

experimental. Assim, devido aos pontos citados, este trabalho tem como objetivo inserir

os valores de incertezas experimentais, de um conjunto de dados, nas análises Discrimi-

nante Linear de Fisher, de Componentes Principais e de Correlação Canônica, e também

avaliar o impacto desta modi�cação nos resultados �nais destas técnicas de estatística

multivariada. Para isso, cada modelo será reformulado de modo que cada erro tenha um

peso nos resultados �nais de cada análise.

Quando se realiza uma análise estatística de um determinado conjunto de dados,

levar em consideração as incertezas experimentais de cada elemento do conjunto se torna

fundamental para a interpretação e análise dos resultados,pois os erros intrínsecos à to-

mada de dados exercem um peso na análise de forma que dados com incertezas pequenas

são mais importantes que aqueles com incertezas maiores.

Isso pode ser observado, por exemplo, em uma análise de regressão linear simples

em que se adota a distribuição normal de probabilidade para as incertezas experimentais.

De uma maneira mais grosseira, o peso que cada dado exerce sobre o ajuste é inversamente

proporcional ao quadrado da sua incerteza de modo que quanto maior o erro menos

in�uência o ponto terá sobre o ajuste dos parâmetros da reta.

As duas imagens a seguir exempli�cam bem esta situação. Como exemplo, assumiu-

se valores �ctícios para uma tomada de dados de tensão e corrente elétrica, com as incer-

tezas da corrente já rebatidas para tensão.

Figura 1 � Grá�co de tensão por corrente, onde p0 e p1 representam o coe�ciente angular e linear,
respectivamente, da reta ajustada.
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Fonte: Adaptado de Vuolo (1996).
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Figura 2 � Grá�co de tensão por corrente, onde p0 e p1 representam o coe�ciente angular e linear,
respectivamente, da reta ajustada.
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Fonte: Adaptado de Vuolo (1996).

Como pode ser observado no primeiro caso, Figura 1, o último ponto apresentou

uma incerteza muito maior que os outros dados e isso fez com que os parâmetros fossem

ajustados de modo com que a reta �casse mais rente aos pontos com barras de erro

menores. Já para o segundo caso, Figura 2, onde o último ponto tem uma incerteza

menor, os parâmetros são tais que a reta se afasta de alguns pontos e se aproxima do

último devido à sua maior importância para o ajuste.

Assim, essa grande importância que as incertezas experimentais exercem tanto no

resultado da análise quanto em sua qualidade, justi�ca este trabalho de buscar inserir os

valores de erros experimentais em modelos de análises estatísticas multivariadas. Por-

tanto, no Capítulo 2 serão abordados alguns conceitos básicos de estatística multivariada

que irão fundamentar o desenvolvimento. Nos Capítulos 3, 4 e 5 os conceitos clássicos

das análises de Componentes Principais, Discriminante Linear de Fisher e de Correla-

ções Canônicas irão ser discutidos, respectivamente. Já no Capítulo 6 será demonstrado

e discutido um novo modelo desenvolvido neste trabalho para cada análise e por �m,

no Capítulo 7 será realizada uma conclusão evidenciando as peculiaridades dos modelos

desenvolvidos.
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2 CONCEITOS DE ESTATÍSTICA MULTIVARIADA

A utilização de técnicas de análise multivariada de dados cresceu tanto que se tor-

nou complicado mensurar as diferentes formas de aplicação para seus métodos (JOHN-

SON; WICHERN, 2007). Para Han, Pan e Yang (2016), o rápido desenvolvimento tecno-

lógico demanda análises e previsões estatísticas em dados multidimensionais que estãos

presentes não só na Física mas nos mais diferentes ramos da Ciência, como Egenharia,

desenvolvimento de softwares, processamento de imagens dentre outros. Já para Aktekin,

Polson e Soyer (2017), modelos de análise multivariada de dados têm importantes aplica-

ções no desenvolvimento de ferramentes para websites como o número de clicks, contagem

de acessos em múltiplas páginas da web e muitos outros.

Pode-se perceber, dado os exemplos citados acima, que há um número ilimitado de

aplicações para ferramentes de estatística multivariada, e também existe a necessidade de

melhoria dos modelos já existentes além da possibilidade de desenvolvimento de novos mo-

delos. Como temos como objetivo reformular alguns modelos já existentes, é importante

introduzir alguns conceitos e ferramentas matemáticas necessárias para compreensão e

desenvolvimento deste trabalho. Por isso, neste capítulo, serão demonstradas algumas

ferramentas imprescindíveis para o cumprimento deste estudo.

2.1 Amostras Aleatórias Multidimensionais

Quando se realiza um estudo cientí�co, é imprescindível que exista uma etapa

em que os conceitos teóricos sejam confrontados com resultados práticos e, para isso, é

necessário que se realize experimentos e coleta de dados. Estes dados são conhecidos

como observações de uma dada variável aleatória e quando há apenas uma, todo o estudo

estatístico se resume ao caso univariado. Já para uma situação em que existem multi-

plas variáveis aleatórias, o conhecimento de estatística multivariada deve ser empregado

(FERREIRA, 2008).

Segundo Johnson e Wichern (2007), no caso de n observações aleatórias, cada uma

pode ser representada por um vetor aleatório de dimensão p, dado por

xj =


x1j

x2j

...

xpj

 (2.1)

onde j = 1, 2, · · · , n. Outra forma de representar essa variável é através do seu vetor

transposto xj = [x1j, x2j, · · · , xpj]T . Já para Härdle e Simar (2015), todo o conjunto

de variáveis aleatórias, também conhecido como amostra aleatória, pode ser expresso de
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forma matricial, onde se tem

X =


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

...
...

. . .
...

xp1 xp2 · · · xpn

 (2.2)

e cada coluna da matrizX é um vetor aleatório de dimensão p. Estas observações podem

ser consideradas aleatórias devido ao processo de coleta dos dados e são distribuídas

conforme uma determinada função densidade de probabilidade comm parâmetros descrita

por f(xj; θj1, · · · , θjm), onde a probabilidade total das amostras ocorrerem é dada pela

distribuição conjunta das n observações aleatórias. Assim, a probabilidade conjunta pode

ser dada por

F (θ) =
n∏
j=1

f(xj; θj1, · · · , θjm). (2.3)

Se for assumido, previamente, que a função densidade de probabilidade, f(xj; θj1, · · · , θjm),

é conhecida, como a distribuição normal, por exemplo, e que os dados são observados

conforme essa distribuição, então essa probabilidade conjunta é denominada função de

verossimilhança (FERREIRA, 2008).

2.2 Distribuição Normal Multivariada

A distribuição normal multivariada pode ser interpretada como uma densidade de

probabilidade conjunta de múltiplas variáveis normalmente distribuidas, que dependa dos

parâmetros valor médio e variância de cada uma delas e também das correlações entre si

(MAJUMDAR; MAJUMDAR, 2016). A função densidade de probabilidade gaussiana é

aplicada em teoria dos erros pois descreve o comportamento de erros experimentais (VU-

OLO, 1996). Para Haubold, Mathai e Thomas (2007) a distribuição normal (gaussiana) é

uma família de distribuições contínuas de probabilidade e está presente em todas as áreas

da estatística e teoria de probabilidade.

Tanto para Haubold, Mathai e Thomas (2007) quanto para Vuolo (1996) sua im-

portância é fundamentada no teorema do limite central que, de maneira mais simples,

mostra que se uma medida, x, é a soma de muitras outras medidas com diferentes distri-

buições, a distribuição de probabilidade para x tende à gaussiana à medida que o número

de observações tende ao in�nito. Deste modo, como qualquer coleta de dados apresenta

diferentes fontes de erro, o conhecimento da distribuição normal de probabilidade se torna

fundamental. Uma maneira possível de visualizá-la gra�camente é através do caso parti-

cular em que a distribuição é bivariada, como mostra a Figura a seguir:
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Figura 3 � Representação grá�ca de uma função densidade de probabilidade normal bivariada.

Fonte: (MAHMOUDI; MAHMOODIAN, 2017).

De acordo com Balakrishnan e Lai (2009), a distribuição normal multivariada

pode ser demonstrada a partir da distribuição normal univariada, quando as variáveis são

independentes. Por exemplo, em um conjunto de p variáveis independentes pertencentes

a um vetor aleatório x = [x1, x2, · · · , xp]T , cada variável possui uma função densidade de
probabilidade dada por

f(xi;µi, σi) =
1√

2Πσ2
i

exp[−1

2

(xi − µi)2

σ2
i

] (2.4)

onde µi e σ2
i são o valor esperado e a variância, respectivamente, para i-ésima variável. A

densidade conjunta das variáveis presentes no vetor aleatório pode ser calculada como o

produto de todas as probabilidades individuais, logo

f(x;µ, θ) =

p∏
i=1

f(xi;µi, σi) =
1

(2Π)
p
2

(

p∏
i=1

σ2
i )
− 1

2 exp[−1

2

p∑
i=1

(xi − µi)2

σ2
i

]. (2.5)

Essa expressão pode ser reescrita utilizando notações de vetores e matrizes, dada por

f(x) =
1

(2Π)
p
2

|V |−
1
2 exp[−1

2
(x− µ)T V −1 (x− µ)]. (2.6)

em que V = diag(σ2
ii) e µ = [µ1, µ2, ..., µp]

T . A matriz V representa um caso particular

em que as variáveis são independentes entre si. Segundo Ambikasaran et al. (2016), para
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um caso mais geral, onde as variáveis não são necessariamente independentes, pode-se

utilizar, no lugar de V , uma matriz de covariância dada por

Σ =


σ2

11 · · · σ1p

...
. . .

...

σp1 · · · σ2
pp

 . (2.7)

Uma vez que o termo (x− µ)T V −1 (x− µ) está na forma quadrática, e portanto seus

elementos são não negativos, para que a inversa da matriz Σ exista, ela deve ser positiva

de�nida. Assim, pode-se reescrever a equação 2.6 como

f(x;µ,Σ) =
1

(2Π)
p
2

|Σ|−
1
2 exp[−1

2
(x− µ)T Σ−1 (x− µ)]. (2.8)

onde x = [x1, x2, · · · , xi, · · · , xp]T é o vetor p-dimensional cujas componentes são as va-

riáveis xi, µ = [µ1, · · · , µi, · · · , µp]T é o vetor em que suas componentes são os valores

médios de cada variável e Σ é a matriz de covariância entre as variáveis (FERREIRA,

2008).

2.3 Estimadores de Máxima Verossimilhança do vetor médio e da matriz de covariância

Quando se tem um conjunto de dados �nitos que respeitam uma determinada

função densidade de probabilidade (fdp) onde pelo menos um dos parâmetros são desco-

nhecidos, pode-se utilizar o método da máxima verossimilhança como uma técnica para

estimá-los. A função de verossimilhança representa a probabilidade total de todos os valo-

res da amostra ocorrerrem (COWAN, 1998). Assim, para uma variável aleatória medida n

vezes e pertencente a uma fdp f(x; θ1, · · · , θm), a probabilidade de cada uma das medidas

ocorrerem, separadamente, é f(x1; θ1, · · · , θm), · · · , f(xn; θ1, · · · , θm). Já a probabilidade

total de todas as medidas ocorrerem segundo Cowan (1998) é

L(θ) =
n∏
i=1

f(x; θ1, · · · , θi, · · · , θm) (2.9)

onde L(θ) é denominada função de verossimilhança. Os parâmetros desejados serão aque-

les que maximizam a função de verossimilhança e para obtê-los basta resolver as equações

para cada um dos parâmetros, dadas por

∂L(θ)

∂θi
= 0 i = 1, 2, · · · ,m. (2.10)

Como os parâmetros de qualquer fdp são puramente teóricos, e portanto inclui-se os

parâmetros da distribuição normal multivariada, µ e Σ, uma maneira de estimá-los é

aplicando as equações (2.9) e (2.10) em (2.8), portanto, tem-se que

L(X;µ,Σ) =
n∏
j=1

f(xj) (2.11)
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L(X;µ,Σ) =
n∏
j=1

1

(2Π)
p
2

|Σ|−
1
2 exp[−1

2
(xj − µ)TΣ−1(xj − µ)] (2.12)

L(X;µ,Σ) =
1

(2Π)
np
2

|Σ|−
n
2 exp[−1

2

n∑
j=1

(xj − µ)TΣ−1(xj − µ)] (2.13)

Para Ferreira (2008), pode-se tomar o logaritmo natural da função de verossimilhança,

transformando-a em uma nova função denominada função suporte. Isto facilita os cálculos

e não altera os resultados obtidos para os parâmetros desejados. Portanto, uma maneira

para estimar o valor de µ que maximiza (2.13), é calcular a função suporte aplicada à

densidade de probabilidade gaussiana, derivá-la e igualá-la à zero, então determinar o

valor de µ que satisfaz a equação. Assim, a função suporte será

ln[L(X;µ,Σ)] = ln{ 1

(2Π)
np
2

|Σ|−
n
2 exp[−1

2

n∑
j=1

(xj − µ)TΣ−1(xj − µ)]} (2.14)

rearranjando obtem-se

ln[L(X;µ,Σ)] = ln(2Π)−
np
2 + ln |Σ|−

n
2 − 1

2

n∑
j=1

(xj − µ)TΣ−1(xj − µ) (2.15)

e derivando com relação a µ e igualando a zero encontra-se

∂ ln[L(X;µ,Σ)]

∂µ
=

n∑
j=1

Σ−1(xj − µ) = 0. (2.16)

Logo
n∑
j=1

(xj − µ) = 0 (2.17)

n∑
j=1

xj −
n∑
j=1

µ = 0 (2.18)

e o estimador de verossimilhança de µ, será

µ̂ = X̄ =
1

n

n∑
i=1

xi (2.19)

que, segundo Ferreira (2008), corresponde com o valor da média amostral.

Para estimar a matriz de covariância, é mais adequado levar em consideração que

o argumento da exponencial da equação (2.13) é um escalar, visto que os elementos da

soma são da forma quadrática e, portanto, pode-se aplicar a seguinte propriedade: seja

uma matriz simétrica e quadrada, p× p, e um vetor coluna, p× 1, tem-se que

vTAv = tr(vTAv) = tr(AvvT ) (2.20)
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tr(A) =

p∑
i=1

λi (2.21)

onde p e λi são a ordem e autovalor i da matriz A, repectivamente (JOHNSON; WI-

CHERN, 2007).

Assim, reescrevendo a equação (2.13) tem-se

L(X;µ,Σ) =
1

(2Π)
np
2

|Σ|−
n
2 exp{−1

2

n∑
j=1

tr[Σ−1(xj − µ)(xj − µ)T ]} (2.22)

como a somatória do traço de matrizes é o traço da somatória de matrizes, então

L(X;µ,Σ) =
1

(2Π)
np
2

|Σ|−
n
2 exp{−1

2
tr[Σ−1

n∑
j=1

(xj − µ)(xj − µ)T ]}. (2.23)

Somando e subtraindo dentro de cada vetor da soma o elemento x̄, obtém-se

L(X;µ,Σ) =
1

(2Π)
np
2

|Σ|−
n
2 exp{−1

2
tr[Σ−1

n∑
j=1

(xj+x̄−x̄−µ)(xj+x̄−x̄−µ)T ]}. (2.24)

Assim, a equação anterior pode ser escrita da forma

L(X;µ,Σ) =
1

(2Π)
np
2

|Σ|−
n
2 exp{−1

2
tr[Σ−1(

n∑
j=1

(xj−x̄)(xj−x̄)T +
n∑
j=1

(x̄−µ)(x̄−µ)T )]}

(2.25)

L(X;µ,Σ) =
1

(2Π)
np
2

|Σ|−
n
2 exp{−1

2
tr[Σ−1(

n∑
j=1

(xj− x̄)(xj− x̄)T +n(x̄−µ)(x̄−µ)T )]}.

(2.26)

Lembrando que o valor esperado do vetor aleatório, x, que maximiza a equação (2.13) é

µ = x, dado por (2.19), e portanto a equação acima �ca

L(X;µ,Σ) =
1

(2Π)
np
2

|Σ|−
n
2 exp{−1

2
tr[Σ−1

n∑
j=1

(xj − x̄)(xj − x̄)T ]}. (2.27)

Já a matriz, Σ, que maxima a função L(X;µ,Σ) pode ser determinada pela seguinte

propriedade: seja uma matriz quadrada p×p e simétrica positiva de�nida, B, e um escalar

positivo b, então
1

|Σ|b
exp

[
−tr(Σ

−1B)

2

]
≤ 1

|B|b
(2b)−bp (2.28)

que apresentará uma igualdade quando Σ = 1
2b
B.

Portanto, utilizando a propriedade descrita por Johnson e Wichern (2007), consi-

derando B =
∑n

j=1(xj − x̄)(xj − x̄)T e b = (n
2
), tem-se que a matriz Σ que maximiza

(2.13) é

Σ̂ =
1

n

n∑
j=1

(xj − x̄)(xj − x̄)T , (2.29)
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o que, segundo Ferreira (2008) é o mesmo que

Σ̂ =
1

n
(n− 1)S (2.30)

onde

S =
1

(n− 1)

n∑
j=1

(xj − x̄)(xj − x̄)T . (2.31)

2.4 Teste de Normalidade Multivariada

Ao trabalhar com estatística multivariada para análise de dados, depara-se com

métodos que só podem ser aplicados caso o conjunto de observações respeite uma dis-

tribuição normal multivariada de probabilidade. Portanto, antes de se realizar alguns

métodos, é estritamente necessário saber se a probabilidade de ocorrência dos dados a

serem analisados respeitam a função densidade gaussiana multivariada (THULIN, 2014).

Neste tópico serão abordados dois métodos utilizados para testar normalidade, o cálculo

de assimetria e de curtose da distribuição de frequência dos dados. Contudo, é impor-

tante ressaltar que há muitos outros testes capaze de realizar esta averiguação, conforme

Henze e Koch (2016) tem-se, por exemplo, os testes de Anderson-Darling, Shapiro-Wilk,

Epps-Pulley, dentre outros.

Ferreira (2008) mostra que pode-se analisar a normalidade de um conjunto de

dados realizando um teste de hipótese, em conjunto, do coe�ciente de assimetria, β1p, e

curtose, β2p. Assim, seja a hipótese nula H0 : β1p = 0; β2p = p(p+ 2), o teste consiste em

determinar o valor

k = n
β̂1p

6
+

n

8p(p+ 2)

[
β̂2p −

p(p+ 2)(n− 1)

(n+ 2)

]2

(2.32)

onde β̂1p e β̂2p são os estimadores de β1p e β2p, respectivamente, p é a dimensão do vetor de

observação e n a quantidade desses vetores. deste modo, a hipótese nula deve ser rejeitada

se k for maior que o valor obtido pela distribuição χ2
ν com ν = 1 + p(p + 1)(p + 2)/6

graus de liberdade para um dado valor de signi�cância α. Ainda para Ferreira (2008), os

estimadores dos coe�cientes de assimetria e curtose podem ser obtidos calculando

G = (I − 1

n
1 · 1T )XS−1

n X
T (I − 1

n
1 · 1T ) (2.33)

em que I é a matriz identidade de ordem n e 1 = [1(1), 1(2), · · · , 1(n)]
T é um vetor de

dimensão (n × 1) onde todos os elementos são iguais a 1. Uma vez construida a matriz

G(n× n), os estimadores dos coe�cientes de assimetria e curtose serão

β̂1p =
n∑
j=1

n∑
i=1

(Gij)
3

n2
(2.34)

e

β̂2p =
n∑
j=1

n∑
i=1

(Gij)
2

n
. (2.35)
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2.5 Propagação de incertezas

Foi demonstrado no tópico anterior como estimar o valor esperado e a matriz

de covariância de uma vetor aleatório x = [x1, x2, · · · , xn]T cuja função densidade de

probabilidade é dada pela função gaussiana. Neste tópico será abordado o problema de

estimar a incerteza de uma variável dependente de x. Assim, a variável dependente, y, e

a variável idependente, x, podem ser representadas através de uma função dada por y(x).

Na prática não se conhece por completo a função densidade de probabilidade da

variável x, mas se conhece os estimadores de seu valor esperado e variância e isso já é

su�ciente para estimar a incerteza de y, assim, pode-se estimar o valor esperado de y(x)

expandindo essa função em série de Taylor, até primeira ordem, em torno do valor médio

de x denotado por µ (COWAN, 1998).

Segundo Vuolo (1996), essa condição de se expandir somente até a primeira ordem

só é considerada uma boa aproximação se o desvio dxi
= (xi − µ) for da ordem de

grandeza do desvio padrão σx, pois assim o termo quadrático de dxi
= (xi −µ) pode ser

considerado desprezível. Portanto, temos que

y(x) = y(µ) +
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

]
x=µ

(xi − µi) +
1

2

n∑
i=1

[
∂2y

∂x2
i

]
x=µ

(xi − µi)2 + · · · , (2.36)

como dito
1

2

n∑
i=1

[
∂2y

∂x2
i

]
x=µ

(xi − µi)2 ≈ 0 (2.37)

quando (xi − µi) ≈ σxi . Logo, para Cowan (1998) todos os termos a partir da segunda

ordem serão desprezíveis e uma aproximação para o valor de y(x) é dada por

y(x) ≈ y(µ) +
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

]
x=µ

(xi − µi) (2.38)

e usando a propriedade em que a esperança da soma é a soma das esperanças, então seu

valor médio será

E[y(x)] ≈ E[y(µ) +
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

]
x=µ

(xi − µi)]

= E[y(µ)] + E[
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

]
x=µ

(xi − µi)]
(2.39)

E[y(x)] ≈ y(µ) +
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

]
x=µ

E[(xi − µi)] (2.40)

Portanto, uma aproximação para o valor esperado de y(x) será

E[y(x)] ≈ y(µ) (2.41)
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desde que

E[xi − µi] = 0. (2.42)

Como a variância de uma variável qualquer, A, é calculada por V ar[A] = E[A2]−
E2[A], então a variância de y(x) é

V ar[y(x)] = E[y2(x)]− E2[y(x)] = σ2
y. (2.43)

Assim, expandindo y2(x) em série de Taylor até a primeira ordem e calculando a esperança

do resultado, tem-se

E[y2(x)] ≈ y2(µ) + 2y(µ)
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

]
x=µ

E[(xi − µi)]+

+ E

[(
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

]
x=µ

(xi − µi)

)(
n∑
j=1

[
∂y

∂xj

]
x=µ

(xj − µj)

)] (2.44)

E[y2(x)] ≈ y2(µ) +
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

∂y

∂xj

]
x=µ

E[(xi − µi)(xj − µj)] (2.45)

E[y2(x)] ≈ y2(µ) +
n∑
i=1

[
∂y

∂xi

∂y

∂xj

]
x=µ

Vij (2.46)

onde Vij é a componente ij da matriz de covariância de x. Logo

σ2
y = y2(µ) +

n∑
i,j=1

[
∂y

∂xi

∂y

∂xj

]
x=µ

Vij − y2(µ) (2.47)

σ2
y =

n∑
i,j=1

[
∂y

∂xi

∂y

∂xj

]
x=µ

Vij (2.48)

Caso haja mais de uma varável dependente, y1(x), y2(x), · · · , ym(x), a matriz de covari-

ância é obtida de forma análoga, e sua equação é dada por

Cov[yk, yl] =
n∑

i,j=1

[
∂yk
∂xi

∂yl
∂xj

]
x=µ

Vij (2.49)
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3 ANÁLISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS

Quando se deseja conhecer as causas de uma medida ou fenômeno, o pesquisador

pode, a princípio, se deparar com uma quantidade muito grande de variáveis capazes de

explicar certos comportamentos observados. Isso torna o problema ainda maior, uma

vez que quanto maior o número de variáveis, mais complicado se torna identi�car quais

delas possuem, de fato, mais peso para uma determinada análise. Nestes casos, a análise

de componentes principais, ou Principal Components Analysis (PCA) pode exercer um

papel fundamental, pois seus principais objetivos são a redução de dimensionalidade do

problema e identi�car padrões que não sejam triviais em um conjunto de dados (ENSOR

et al., 2017).

Conforme abordado por Johnson e Wichern (2007), a PCA consiste em determinar

novas variáveis (componentes principais) através de combinações lineares das variáveis

originais do problema, utilizando sua matriz de covariância, de maneira que estas no-

vas variáveis possam explicar de um modo mais sucinto a variabilidade do sistema. De

acordo com Mingoti (2005), após a obtenção das componentes principais, calcula-se um

valor numérico, também denominado score, para cada observação do conjunto de dados

utilizado. Assim, pode-se empregar esta técnica para construir variáveis que possam ser

analizadas através de outras ferramentas estatísticas como análise de regressão, variância

e até mesmo análise discriminante.

Dentre as aplicações, Mursula e Holappa (2017) utilizaram a análise de compo-

nentes principais para estudar a atividade geomagnética a partir de dados obtidos por

26 e 40 estações magnéticas no período de 1966 à 2015 e 1980 à 2015, respectivamente.

Já Sirunyan et al. (2017) utilizaram, pela primeira vez, a PCA para separar modos orto-

gonais da matriz de correlação de duas partículas em uma colisão de íons pesados. Em

outro trabalho, ao estudarem, através de análise de imagens, os domínios ferroelétrico em

amostras de LiNbO3 polidas periodicamente, Esfahani, Liu e Li (2017) destacaram que

com a utilização da PCA foram capazes de reduzir os níveis de ruídos do experimento e

analizar, de maneira quantitativa, dados que antes não eram possíveis de ser analisados.

Como pôde ser observado, a análise de componentes principais é uma ferramenta

bastante poderosa para interpretação e análise de dados multivariados. Sua aplicação,

assim como qualquer outra ferramenta de estatística multivariada, se extende, além da

Física, as mais diversas áreas como ciências econômicas, biológicas, da saúde e suas rami-

�cações. Neste capítulo será abordada toda a estrutura matemática usual da PCA bem

como a interpretação dos possíveis resultados.
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3.1 Análise de Componentes Principais por matriz de Covariância

Como já mencionado, a análise de componentes principais tem como objetivo de-

terminar novas variáveis que sejam combinações lineares das variáveis originais. Contudo,

a análise terá um maior impacto se as observações originais forem correlacionadas. Uma

consequência da análise é que as combinações lineares (componentes principais), geradas,

não são correlacionadas entre si. Se o problema inicial contempla p variáveis, então a aná-

lise gerará p componentes principais, entretanto, o objetivo de quem a aplica é escolher

k ≤ p componentes que expliquem satisfatoriamente o comportamento e variabilidade das

variáveis originais (MINGOTI, 2005).

A princípio, as observações mensuradas experimentalmente não precisam respeitar

uma distribuição de probabilidade especí�ca, porém, neste trabalho será admitido que

os dados possuem uma função densidade de probabilidade gaussiana. Assim, seja um

vetor aleatório xi = [x1, x2, · · · , xp]T , de um conjunto de dados com n medidas onde

i = 1, 2, · · · , n, com média µ = [µ1, µ2, · · · , µp]T e matriz de covariânciaΣ com dimensões

(p× p), então a j - ésima componente principal será um escalar dado por

Yj = ej · x, (3.1)

onde ej é o j - ésimo vetor desconhecido que se deseja determinar sob um critério de

maximização de modo que j = 1, 2, · · · , p (FERREIRA, 2008).
Para Johnson e Wichern (2007), o que a PCA faz, na realidade, é rotacionar os

sistema de eixos coordenados de modo que os novos eixos estejam na direção de maior

variabilidade dos dados. Portanto, a análise consiste em determinar os p vetores ej que

maximizam a variância das componentes principais. Seja a variância da j-ésima compo-

nente principal, Yj, dada por

V ar(Yj) = V ar(ejx) = eTj V ar(x)ej, (3.2)

então

V ar(Yj) = eTj Σej (3.3)

e a covariância entre Yj e Yk, com j 6= k igual a

Cov(Yj, Yk) = Cov(eTj x, e
T
kx) = eTj V ar(x)ek (3.4)

ou

Cov(Yj, Yk) = eTj Σek. (3.5)

Tanto para Johnson e Wichern (2007) quanto para Mingoti (2005) a maximização

da variância deve ocorrer sob as restrições tais que eTj ej = 1 e eTj ek = 0. Assim o máximo

de (3.3) será

λj = max
ej
eTj Σej (3.6)
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que dado a restrição é o mesmo que

λj = max
ej

eTj Σej

eTj ej
. (3.7)

Segundo Härdle e Simar (2015) a maior variância que uma componente principal pode ter

corresponde ao maior autovalor, λj, da matriz Σ de modo que este máximo é alcançado

com o autovetor, ej, correspondente a este autovalor. De forma análoga, o autovetor ge-

rado pelo menor autovalor deΣ resultará na menor variância possível de uma componente

principal.

Assim sendo, a componente principal de maior relevância (PC1) será aquela es-

tabelecida pelo autovetor correspondente ao maior autovalor da matriz Σ, já a PC2

corresponderá ao segundo maior autovalor, e assim por diante até a última componente

principal (PC) (AL-SAYED, 2015; GRATIER et al., 2017). Cada autovetor, ej, da matriz

Σ será um eixo do novo sistema de coordenadas e considerando que eTj ek = 0 então os ei-

xos são ortognais e consequentemente as componentes principais são independentes entre

si. Conforme Hamill et al. (2018) isso pode ser demonstrado, uma vez que a determinação

dos p diferentes Yj consiste, no fundo, em solucionar o seguinte sistema de equações,

(Σ − λjI)ej = 0,

então

Σej = λjej,

e, ao substituir a igualdade acima na equação (3.3), tem-se

V ar(Yj) = eTj λjej = λje
T
j ej = λj. (3.8)

Analogamente,

Cov(Yj) = eTj λkek = λke
T
j ek = 0. (3.9)

Uma característica desta análise é que os coe�cientes das combinações lineares,

ou seja, as componentes de cada autovetor da matriz Σ, determinam a importância

de cada variável. Assim, a variável mais importante para cada PC será sempre aquela

que possuir o maior coe�ciente (MINGOTI, 2005). Outra propriedade importante da

PCA, é que segundo o teorema da decomposição espectral, a matriz de covariância pode

ser escrita como Σ = UV UT , em que V é uma matriz diagonal cujos elementos da

diagonal principal são os autovalores da matriz Σ e U é a matriz com os correspondentes

autovetores em cada coluna. Portanto,

tr(Σ) = tr(UV UT ) = tr(V UTU) = tr(V I) (3.10)

e

tr(Σ) =

p∑
j=1

λj. (3.11)
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Porém, como o traço de uma matriz é a soma dos elementos da sua diagonal principal,

então pode-se a�rmar que a soma das variâncias das variâveis originais é igual a soma

das variâncias das componentes principais, ou seja, a variabilidade total das medidas é

mantida (HÄRDLE; SIMAR, 2015; MINGOTI, 2005).

Na prática, não se conhece os valores médios dos dados amostrais. Por isso, é

necessário estimar o vetor de média, µ, e a matriz de covariância, Σ, através das equações

(2.19) e (2.31), respectivamente. Assim, na ausência de incertezas experimentais, para

um número n de vetores aleatórios coletados experimentalmente, seu vetor médio e matriz

de covariância serão

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi (3.12)

e

S =
1

(n− 1)

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T . (3.13)

Desta forma, o j-ésimo autovalor e seu correspondente autovetor, da matriz S,

serão λ̂j e êj, respectivamente (JOHNSON; WICHERN, 2007).

3.2 Análise de Componentes Principais por Matriz de Correlação

Quando se utiliza a matriz de covariância dos dados originais para realizar a análise

de componentes principais, as PCs sofrem bastante in�uência das variáveis cujas variâncias

são muito discrepantes das restantes. Em outras palavras, em cada combinação linear o

maior coe�ciente será, geralmente, daquela variável que possuir a maior variância. Uma

das causas dessa discrepância pode ser a diferença de escala das variáveis mensuradas

(MINGOTI, 2005).

Esta situação pode ser resolvida ou suavizada se os autovalores e autovetores forem

extraídos da matriz de correlação, ρ, dos dados originais. Isso pode ser mostrado ao

realizar uma transformação nas variáveis originais, de modo que

zi = Γ−
1
2 (xi − µ), (3.14)

onde Γ−
1
2 é uma matriz diagonal cuja diagonal principal é a diagonal principal da matriz

Σ, e zi é denominada variável padronizada. Assim, as componentes principais serão

combinações lineares do tipo

Yj = eTj z, (3.15)

que para manter a simplicidade será utilizado neste caso a mesma notação de autovalores

λ, autovetores e, e componentes principais Y , daquela vista no tópico anterior. En-

tretanto, é importante ressaltar que seus valores numéricos são diferentes (FERREIRA,

2008).

Johnson e Wichern (2007) discutem que o processo de obtenção das componentes

principais através das variáveis padronizadas é o mesmo, pois as restrições eTj ej = 1
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e eTj ek = 0 continuam as mesmas e o conceito de maximização da variância também,

porém, agora as PCs não são afetadas pela mudança de escala das variáveis originais.

Assim, tem-se que

V ar(Yj) = V ar(eTj z) = eTj V ar(z)ej (3.16)

ou

V ar(Yj) = eTj ρej (3.17)

já que a matriz de covariância das variáveis padronizadas é igual a matriz de correlação

das variáveis originais. Portanto, encontram-se os mesmos resultados obtidos no tópico

anterior, visto que

ρej = λjej. (3.18)

Logo, �ca demonstrado que as PC das variáveis padronizadas são os autovalores e auto-

vetores da matriz de correlação dos dados originais. Com isso, a variabilidade total pode

ser descrita como

tr(ρ) =

p∑
j=1

1 =

p∑
j=1

λj = p. (3.19)

Na prática, este método pode ser aplicado estimando-se as variáveis padronizadas,

ẑi = Γ̂−
1
2 (xi − x̄) (3.20)

e, a partir delas, sua matriz de covariância dada pela equação (2.31). Isso é equivalente à

calcular diretamente a matriz de correlação dos dados originais,

ρ̂ = Γ̂−
1
2SΓ̂−

1
2 (3.21)

onde Γ̂−
1
2 = diag( 1√

Sii
). Assim, a j-ésima componente principal pode ser determinada a

partir dos j-ésimo autovalor λ̂j, e autovetor êj, da matriz ρ̂ (HÄRDLE; SIMAR, 2015).

3.3 Escolha das Componentes Principais

Um dos principais objetivos da análise de componentes principais é reduzir o nú-

mero de variáveis com as quais o pesquisador irá trabalhar, como já citado anteriormente.

Como o número de componentes principais geradas pela PCA é igual ao número de va-

riáveis originais do problema, se torna necessário escolher k ≤ p PCs que possam explicar

satisfatoriamente a variabilidade do problema. Para isso, é possível calcular a variabili-

dade individual de cada componente principal com relação a variabilidade total dos dados

originais. Dado que a variância da componente Yj é o autovalor λj da matriz Σ ou ρ,

Ferreira (2008) aborda que seu peso, γj, será

γj =
λj

tr(Σ)
=

λj∑p
j=1 λj

. (3.22)
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e que o peso total das k componentes escolhidas pode ser calculado por

γT =
k∑
j

γj. (3.23)

Assim, através da equação (3.22) é possível identi�car qual componente principal

explica a maior parte da variabilidade dos dados originais. Conforme discutido por Min-

goti (2005), o que se busca geralmente com a PCA, é reduzir o número de variáveis p para

k < p, sem que se perca muita informação da variabilidade das variáveis originais. Assim,

o pesquisador pode analisar e tirar conclusões a partir de um número k muito menor de

variáveis comparado à p, o que torna mais simples o seu trabalho. Não há, entretanto,

uma regra que determina o número k de componentes principais de devam ser seleciona-

das. Para Ensor et al. (2017), há casos em que são utilizadas as componentes cuja soma

de seus pesos γj seja superior a 0, 9. Mingoti (2005) também discute que a escolha de um

peso de corte cabe ao pesquisador e pode variar de acordo com o problema.

Outra forma de estimar quantas componentes principais deverão ser utilizadas

no problema é utilizar, como referência, a média aritimética ou média geométrica dos

autovalores tirados tanto da matriz de covariância dos dados originais quanto dos dados

padronizados. Assim, os autovalores médios podem ser calculados por

λ̄ =
1

p

p∑
j=0

λj (3.24)

e

λ̄G =

(
p∏
j=0

λj

) 1
p

(3.25)

onde λ̄ e λ̄G são os valores da média aritmética e geométrica respectivamente. A ideia

deste método é que uma PC com variância menor que a média das variâncias comportará

menos informação que qualquer uma das variáveis originais e portanto pode ser desprezada

(FERREIRA, 2008; MINGOTI, 2005). Ao se utilizar a matriz de correlação, a média

simples será λ̄ = 1 e portanto as PC cujos autovalores forem menores que 1 devem ser

desconsideradas (ENSOR et al., 2017).

Já nos casos em que as variâncias das componentes principais são muito discrepan-

tes, Ferreira (2008) argumenta que a média geométrica, por apresentar um valor menor

que a média aritmética, pode ser mais conservadora e acabar retendo alguma componente

cuja variância é maior que a variabilidade da maioria dos dados originais. Entretanto,

essa regra não deve ser aplicada sem uma interpretação do pesquisador, pois é possível

que uma componente que possua um autovalor abaixo da média contenha informações

importantes para o problema e cabe a quem estiver utilizando esta análise tomar esta

decisão.

Segundo Johnson e Wichern (2007), outro método de escolha das componentes

principais é através de uma representação grá�ca, denominada screeplot (Figura 4), onde
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no eixo das ordenadas está o valor numérico ou relativo de cada autovalor e no eixo das

abscissas está a ordem, decrescente, dos autovalores. Em um scree plot, é possível observar

que a nuvem de pontos se assemelha a um cotovelo e o método consiste em reter as PCs

que estiverem acima do ponto onde os autovalores passam a ter, aproximadamente, o

mesmo valor ou se tornem su�cientemente pequenos.

Figura 4 � Um Scree Plot, grá�co de autovalor por componente principal.
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Fonte: Adaptado de Ensor et al. (2017).

Conforme pode ser observado na Figura 4, ao analisar dados do meio interestelar,

Ensor et al. (2017) utilizaram uma combinação de métodos para escolher as PCs. Foi

averiguado a média dos autovalores da matriz de correlação e usado este resultado para

determinar o ponto que forma o "cotovelo"do scree plot. Deste modo, foram escolhidas

apenas as quatro primeiras componentes principais. Por �m, é importante destacar que

há vários estudos sobre como escolher as melhores componentes principais, mas não há

uma regra especí�ca de modo que cabe ao pesquisador as escolhas para cada problema.

Há, tabém, outros métodos como o logarítmo do autovalor e o teste de hipótese de que os

p− k autovalores são iguais, que não foram descritos neste trabalho (FERREIRA, 2008;

MINGOTI, 2005).
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4 ANÁLISE DISCRIMINANTE

A análise discriminante é uma ferramenta de estatística multivariada cujo objetivo

é determinar uma regra para classi�cação ou para separação de um conjunto de dados

previamente observados em diferentes grupos para que futuramente essa regra possa clas-

si�car novas observações realizadas (HUBERT; DRIESSEN, 2004). Já para Tang e Li

(2016), a análise discriminante, também conhecida como Análise Discriminante Linear

de Fisher ou Linear Discriminant Analysis (LDA), é um método bastante utilizado para

reduzir a dimensão de um conjunto de dados e que busca uma combinação linear entre

diferentes características que possam separar dois ou mais objetos ou eventos.

Segundo Aerts e Wilms (2017), a LDA é uma das técnicas de classi�cação mais

aplicadas em casos sujeitos à normalidade, tanto Tang e Li (2016) quanto Zheng et al.

(2017) citam sua aplicação na área da saúde em diagnosticar doenças em pacientes, estudo

de genética e imagens cerebrais, por se tratarem de efeitos com múltiplas causas, já Ferrer

(2017) prôpos um novo modelo de reconhecimento de voz utilizando análise discriminante

probabilística. Para Ferreira (2008), bancos podem utilizar LDA para classi�car seus

clientes em bons ou maus pagadores e posteriormente classi�car novos clientes nestas

categorias. En�m, quando se trata de métodos de classi�cação em que se tem diversas

variáveis capazes de explicar a segregação de diferentes grupos de observações, a análise

discriminante é amplamente utilizada devido à sua simplicidade, e�ciência e por ser de

fácil interpretação (ZHENG et al., 2017).

Neste capítulo será introduzido toda a estrutura de cálculo da Análise Discrimi-

nante Linear de Fisher. Será abordada uma regra de classi�cação para os casos em que

as observações devem ser discriminadas em apenas dois grupos, para um caso generali-

zado com k ≥ 2 grupos e, também, uma avaliação da regra de classi�cação utilizada. É

importante ressaltar que uma observação terá valores para as p variáveis discriminantes,

xT = [x1, x2, · · · , xp], e pode, a priori, ser classi�cada em k diferentes populações com uma

função densidade de probabilidade qualquer, fi(x), com i = 1, 2, · · · , k, se diferenciando
apenas pelos parâmetros da distribuição, de modo que todas as populações respeitem a

mesma fdp. Contudo, neste trabalho, será considerado que as k populações respeitam

uma distribuição normal de probabilidade.

4.1 Análise Discriminante Linear de Fisher para duas populações

A proposta dada por Fisher de uma função discriminante capaz de classi�car ob-

servações em uma de duas populações, foi a de transformar as variáveis aleatórias multi-

dimensionais x em variáveis unidimensionais y de modo que estas variáveis fossem uma
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combinação linear dada por

y = aT · x, (4.1)

onde aT é o vetor de transformação.

Assim, é possível obter valores y11, y12, · · · , y1n1 e y21, y22, · · · , y2n2 , onde o primeiro

índice refere-se á população e o segundo á observação, pertencentes às populações Π1 e Π2

respectivamente, que são denominados scores discriminantes. A princípio, a técnica de

Fisher não exige que as populações sejam distribuídas de acordo com alguma função den-

sidade de probabilidade especí�ca, contudo é necessário que o conjunto de dados possua

uma matriz comum de covariância. A diferença entre as duas populações se dá através da

distância entre os valores médios de cada população de modo que a transformação linear,

dada pela equação (4.1), deve maximizar essa distância (JOHNSON; WICHERN, 2007).

Segundo Ferreira (2008), a combinação linear deve ser tal que maximize a distância esta-

tística quadrática entre as médias dos scores discriminantes ou score discriminante médio,

pois abrangeria tanto a distância euclidiana entre as médias das duas populações quanto a

variância de y. As esperanças do conjunto de dados que pertencem às populações Π1 e Π2

também são conhecidas como centroide do grupo Π1 e Π2. Portanto, se esses centroides

podem ser calculados por, respectivamente, E(x|x ∈ Π1) = µ1 e E(x|x ∈ Π2) = µ2,

então as médias da variável escalar y para ambas as populações são

E(y|Π1) = E(aTx|Π1) = aTE(x|Π1) = aTµ1 (4.2)

e

E(y|Π2) = E(aTx|Π2) = aTE(x|Π2) = aTµ2 (4.3)

e a variância de y, independentemente da população de origem, é

V ar(aTx) = aTV ar(x)a = aΣa. (4.4)

Assim, essa distância quadrática pode ser descrita por

D2 =
[E(y|Π1)− E(y|Π2)]2

V ar(aTx)
, (4.5)

ou

D2 =
(aTµ1 − aTµ2)2

aTΣa
(4.6)

D2 =
[aT (µ1 − µ2)]2

aTΣa
(4.7)

onde o (µ1−µ2) é a diferença entre os centroides das populações Π1 e Π2. Logo o objetivo

da análise de Fisher é determinar o vetor a que maximiza esta distância. Para isso,

Johnson e Wichern (2007) sugerem utilizar a desigualdade extendida de Cauchy-Schwarz

em que dado dois vetores u(p × 1) e v(p × 1) e uma matriz B(p × p) positiva de�nida

tem-se que (uTv)2 ≤ (uTBu)(vTB−1v) onde a igualdade ocorre quando u = cB−1v
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ou v = cBu para alguma constante c. Assim, se for considerado, na equação (4.7) que

a = u, v = (µ1 − µ2) e Σ = B, então a desigualdade extendida de Cauchy-Schwarz se

torna

[aT (µ1 − µ2)]2 ≤ (aTΣa)[(µ1 − µ2)TΣ−1(µ1 − µ2)], (4.8)

que ao dividir os dois lados da desigualdade por (aTΣa) obtém-se

[aT (µ1 − µ2)]2

(aTΣa)
≤ [(µ1 − µ2)TΣ−1(µ1 − µ2)] (4.9)

cujo máximo ocorrerá quando a igualdade for satisfeita, ou seja, quando a = Σ−1(µ1−µ2).

Assim, conclui-se que a distância quadrática máxima visada pela análise de Fisher

é

D2 = [(µ1 − µ2)TΣ−1(µ1 − µ2)] (4.10)

onde D2 é conhecido como distância de Mahalanobis e representa a maior distância entre

as médias das populações. Segundo Bodnar et al. (2017), aT = (µ1 − µ2)TΣ−1 são os

coe�cientes discriminantes da função discriminante linear de Fisher que, de acordo com

Johnson e Wichern (2007), Ferreira (2008) e Härdle e Simar (2015), é dada pela seguinte

combinação linear

y = aTx = (µ1 − µ2)TΣ−1x. (4.11)

Uma vez determinada a função discriminante, deve-se obter uma regra de classi�-

cação. Para duas populações a maneira mais tradicional é encontrar o valor médio m da

distância máxima entre as médias das funções discriminantes aplicadas em cada centroide.

Essa distância, é a própria distância de Mahalanobis e portanto uma observação x será

classi�cada na população Π1 se seu score discriminate, aTx, estiver mais próximo de seu

score médio, aTµ1, e em Π2 caso contrário (JOHNSON; WICHERN, 2007). Assim, o

ponto médio será

m =
1

2
{E[y|Π1]− E[y|Π2]} =

1

2
(aTµ1 − aTµ2) (4.12)

que pode ser escrito como

m =
1

2
aT (µ1 − µ2) (4.13)

e lembrando que aT = (µ1 − µ2)TΣ−1, então pode-se veri�car que m = (1
2
)(µ1 −

µ2)TΣ−1(µ1 − µ2) é de fato a metade da distância de Mahalanobis entre os centroides.

Toda esta dedução pode ser melhor interpretada pela seguinte Figura
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Figura 5 � Uma representação grá�ca da LDA aplicada em duas populações com duas variáveis
discriminantes, onde x̄ equivale ao centroide µ̂ de cada população e 1

2(ȳ1 + ȳ2) é a
metade da distância de Mahalanobis m.

Fonte (JOHNSON; WICHERN, 2007).

É importante destacar que os valores de média e covariância utilizados nos cálculos

são considerados puramente teóricos e desta forma é necessário utlizar seus estimadores

que, na ausência de incertezas experimentais, são

µ̂1 = x̄1 =
1

n1

n1∑
i=1

x1i (4.14)

e

µ̂2 = x̄2 =
1

n2

n2∑
i=1

x2i (4.15)

Já a matriz de covariância comum, é dada por

Sc =
k∑
j=1

(nj − 1)

(
Sj

n− k

)
(4.16)

onde k é o número de populações e Sj é a matriz de variância e covariância amostral

dada pela equação (2.31) (BODNAR et al., 2017). Desta forma, a matriz de covariância

comum para duas populações será

Sc =
(n1 − 1)S1 + (n2 − 1)S2

n1 + n2 − 2
(4.17)

e Johnson e Wichern (2007) destaca que o tamanho das amostras, n1 +n2, deve ser maior

ou igual ao número de variáveis discriminantes, p, pois em caso contrário a matriz Sc será
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singular e sua inversa não existirá. Em situações reais e na ausência de informação sobre

as incertezas experimentais, a função discrminante linear de Fisher bem como o ponto

médio de classi�cação, será respectivamente

ŷ = (x̄1 − x̄2)TS−1
c x (4.18)

m̂ =
1

2
D̂2 (4.19)

onde

D̂2 = (x̄1 − x̄2)TS−1
c (x̄1 − x̄2) (4.20)

é um estimador da distância real de Mahalanobis entre duas populações (FERREIRA,

2008).

Conforme Johnson e Wichern (2007), essa classi�cação só fará sentido se houver

uma diferença entre as médias das duas populações baseada em um teste de signi�cância.

Portanto, para duas populações com distribuição normal multivariada e com matriz de

covariância comum, pode-se realizar um teste de hipótese onde a hipótese nula é de que

as médias são iguais e a hipótese alternativa é de que são diferentes. Assim, utilizando

a distribuição F , pode-se rejeitar a hipótese nula para um dado nível de signi�cância, α,

quando
n1 + n2 − p− 1

(n1 + n2 − 2)p
D̂2

for maior que o quantil superior da distribuição Fα,ν1,ν2 , onde ν1 = p e ν2 = n1 + n2 −
1 − p são graus de liberdade. Assim, se a hipótese nula for rejeitada, conclui-se que

a separação entre as duas populações é signi�cativa. Ainda para Johnson e Wichern

(2007), mesmo que a hipótese nula seja rejeitada não há garantias de que a regra de

classi�cação será de boa qualidade e para isso é necessário estimar a probabilidade de se

classi�car uma determinada observação em uma população incorreta. Desta forma, é de

suma importância descrever um método para estimar tais probabilidades, conforme será

visto a seguir.

4.2 Estimativa das Probabilidades de Classi�cação Incorreta

Foi abordado no tópico anterior como encontrar a função discriminante linear de

Fisher para discriminar observações em duas diferentes populações. No entanto, uma

vez determinada uma regra de classi�cação é necessário avaliar seu poder discriminante.

Portanto, neste tópico serão abordados dois métodos de estimar as probabilidades de se

classi�car uma observação em um grupo inadequado, o Método de Amostra de Validação

e o Método de Validação Cruzada. Em ambos os métodos, deve-se conhecer previamente

a classi�cação de todas as observações na amostra de teste (FERREIRA, 2008).
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O primeiro deles consiste em dividir as observações em duas partes, uma para

análise e outra para teste. Os dados do grupo de análise serão utilizados para realizar

o cálculo das funções discriminantes, que uma vez ajustadas, servirão para classi�car os

dados do grupo de teste. A importância de se conhecer previamente em qual grupo ou

população os dados pertencem é que após feita a classi�cação do grupo de teste é possível

veri�car quais observações foram alocadas incorretamente (HAIR et al., 2009).

Para Ferreira (2008) este método possui como ponto fraco não ter validade em

amostras pequenas e também a perda de informações importantes para a determinação

das funções discriminantes uma vez que os dados foram divididos em duas partes. Hair et

al. (2009) sugerem que uma forma de aumentar a con�ança deste método é realizar diversas

vezes, e aleatoriamente, a escolha dos dados que pertencerão aos grupos de análise e teste.

Assim, seria possível estimar uma probabilidade de classi�cação incorreta diferentes vezes

e ao �nal obter um valor médio para essas probablidades. Lembrando que em cada escolha,

novas funções discriminantes deverão ser ajustadas.

O segundo método, o de validação cruzada, é comparado ao método de Jackknife

e consiste em realizar o ajuste das funções discriminantes deixando uma observação de

fora. Contudo, apesar desta observação não ter sido usada para o cálculo das funções

discriminantes ela é utilizada para avaliá-las, pois como já se conhece o grupo ao qual

essa observação pertence é possível saber se as funções ajustadas a classi�caram no grupo

correto (FERREIRA, 2008). Este método também apresenta fragilidades em amostras

pequenas sendo que é aconselhado utilizá-lo quando o tamanho da menor população for

no mínimo de três a cinco vezes maior que o número de variáveis discriminantes (HAIR

et al., 2009).

Tanto Ferreira (2008) quanto Hair et al. (2009) sugerem que após contabilizar o

número de observações classi�cadas nas populações corretas e incorretas pode-se construir

uma matriz de classi�cação em que os elementos da diagonal principal, σii, correspondem

ao número de acertos e o restante, σij, i 6= j, representam o número de erros. Assim, a

matriz de classi�cação será da forma

Tabela 1 � Matriz de classi�cação onde as linhas representam as populações reais e as colunas
as populações classi�cadas.

Real/Classi�cada Π1 Π2 · · · Πk Total
Π1 σ11 σ12 · · · σ1k n1

Π2 σ21 σ22 · · · σ2k n2
...

...
...

. . .
...

...
Πk σk1 σk2 · · · σkk nk

Fonte: Do autor.

Desta forma, Ferreira (2008) a�rma que as probabilidades de se classi�car uma
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observação em Πi sendo que ela pertence à população Πj com i 6= j, será

p(i|j) =
nji
nj

(4.21)

e a probabilidade total, denominada taxa de erro, será

PTotal =

∑k
i 6=j=1 σij∑k
i=1 ni

(4.22)

No caso particular de duas populações, k = 2, a equação (4.21) gera

p(2|1) =
n12

n1

(4.23)

e

p(1|2) =
n21

n2

. (4.24)

Já a equação (4.22) gera

PTotal =
n12 + n21

n1 + n2

. (4.25)

4.3 Análise Discriminante Linear de Fisher para mais de duas populações

Neste tópico será abordado o caso em que se têm k > 2 populações nas quais as

observações podem ser classi�cadas. De forma análoga ao caso particular de k = 2, as

populações possuem distribuição gaussiana multivariada e uma matriz comum de covari-

ância. Após a coleta de um conjunto de dados para análise, cada população, Πj, possuirá

um número, nj(j = 1, 2, · · · , k), de observações p dimensionais, xT = [x1, x2, · · · , xp],
onde cada elemento deste vetor representará uma variável discriminante e cada população

terá um vetor médio, ou centroide, dado por µj (FERREIRA, 2008). Assim, segundo

Johnson e Wichern (2007) é possível obter um vetor médio dos centroides de todas as

populações, dado por

µ̄ =
1

k

k∑
j=1

µj (4.26)

Para Härdle e Simar (2015), a análise discriminante linear de Fisher é descrita

por uma combinação linear que independe de quantas populações existam. Portanto,

igualmente ao tópico anterior, as funções discriminantes lineares de Fisher serão da forma

y = aTx. Johnson e Wichern (2007) a�rmam que a esperança da variável y, ou seja o

score médio para uma população Πj será

E[y|Πj] = E[aTx|Πj] = aTE[x|Πj] = aTµj = ȳj (4.27)

e sua variância

V ar[y|Πj] = V ar[aTx|Πj] = aTV ar[x|Πj]a = aTΣa (4.28)
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onde Σ é a matriz comum de covariância. Consequentemente, como cada população

possui um centroide diferente, a esperança total da variável y será

E[E[y|Πj]] = E[aTµj] = aTE[µj] = aT
1

k

k∑
j=1

µj = aTµj. (4.29)

Ferreira (2008) a�rma que Fisher teve como ponto de partida o objetivo de de-

terminar o vetor a de forma que a razão entre a variância das populações e a variância

comum dentro das populações fosse maximizada. Assim, seja a soma das diferenças entre

a média da função discriminante para uma população, dada pela equação (4.27), e a média

total da função, conforme a equação (4.29), dada por∑k
j=1(E[y|Πj]− E[E[y|Πj]])

2

V ar[y|Πj]
(4.30)

e substituindo as equações (4.27) e (4.29) na equação (4.30), lembrando que a matriz de

covariância é comum a todas as populações, obtém-se∑k
j=1(aTµj − aT µ̄)2

aTΣa
=

∑k
j=1[aT (µj − µ̄)]2

aTΣa
(4.31)

que pode ser reescrita da forma∑k
j=1[aT (µj − µ̄)]2

aTΣa
=

∑k
j=1 a

T (µj − µ̄)(µj − µ̄)Ta

aTΣa
(4.32)

ou ∑k
j=1 a

T (µj − µ̄)(µj − µ̄)Ta

aTΣa
=
aT
[∑k

j=1(µj − µ̄)(µj − µ̄)T
]
a

aTΣa
(4.33)

Härdle e Simar (2015) abordam que o termo
∑k

j=1(µj − µ̄)(µj − µ̄)T é uma matriz

quadrada (p× p) denominada matriz de somas de quadrados e produtos entre os grupos.
Assim, se B =

∑k
j=1(µj − µ̄)(µj − µ̄)T , então a razão que Fisher buscava maximizar é∑k

j=1(E[y|Πj]− E[E[y|Πj]])
2

V ar[y|Πj]
=
aTBa

aTΣa
, (4.34)

em que o máximo desta razão é igual ao maior autovalor da matriz Σ−1B e o vetor, a,

responsável por esse resultado é o autovetor correspondente a este autovalor.

Uma vez determinado como calcular a função discriminante linear de Fisher é im-

portante estabelecer qual será o critério de classi�cação de novas observações. Antes disto,

é importante observar que a solução do problema de maximização da equação (4.34) é

dada pelo maior autovalor, e seu correspondente autovetor, da matriz Σ−1B. Contudo o

autovetor correspondente ao menor autovalor fornece o mínimo da equação (4.34). Por-

tanto, se existir p autovalores (λ1 > λ2 > · · · > λp) não nulos de Σ−1B, existirá p vetores

a que formarão p funções discriminantes que são denominadas de primeira função discrmi-

nante para λ1 até p-ésima função discriminante para λp (JOHNSON; WICHERN, 2007).
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Tanto Johnson e Wichern (2007), Ferreira (2008) quanto Fávero et al. (2009) a�rmam que

o número de funções discriminantes necessário para realizar a análise deverá respeitar a

condição dem = min(p, k−1), onde p é o número de variáveis discriminantes e k o número

de populações. Portanto, diferentemente do caso particular de duas populações, existirá

um vetor de funções discriminantes, ou scores discriminantes de uma nova observação,

dado por

y = aTx =


aT1 x

aT2 x
...

aTmx

 =


y1

y2

...

ym

 (4.35)

onde, agora, aT é uma matriz (m × p) em que cada linha é um vetor de coe�cientes

discriminantes p-dimensional, como pode ser observado

aT =


a11 a12 · · · a1p

a21 a22 · · · a2p

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amp

 . (4.36)

Haverá, também, um vetor dos scores médios calculados com os dados da amostra de

teste, dado por

ȳj = aTµj =


aT1µj

aT2µj
...

aTmµj

 . (4.37)

Assim, conforme Johnson e Wichern (2007) a equação (4.35) é um vetor cujas com-

ponentes possuem variâncias unitárias e são não correlacionadas entre si, e uma maneira

de expressar a distância entre o score discriminante de uma nova observação e o score

médio de uma população é dada pela distância quadrática expressa por

(y − ȳ)T (y − ȳ) =
m∑
j=1

(aTx− aTµj)2 =
m∑
j=1

[
aT (x− µj)

]2
. (4.38)

Logo, Ferreira (2008) e Johnson e Wichern (2007) abordam que a regra de classi�cação

de Fisher será a de alocar a observação x naquela população que minimizar a distância

descrita pela equação (4.38). Em outras palavras, essa distância, assim como para o caso

particular de k = 2, representa a distância de Mahalanobis entre o score discriminante

da observação, y, e o score médio da população Πj, ȳj = aTµj. Portanto, novamente a

regra de discriminação é determinada pela distância mínima de Mahalanobis (FÁVERO

et al., 2009; HÄRDLE; SIMAR, 2015).

Conforme Johnson e Wichern (2007), da mesma forma que no caso particular de

k = 2, os centroides de cada população devem ser estimados através da equação (2.19) e
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cada grupo terá uma média das observações dada por

x̄j =
1

nj

nj∑
i=1

xi, (4.39)

assim como a média global. Logo

x̄G =

∑k
j=1 x̄j

k
. (4.40)

Já a matriz de covariância comum é estimada através da equação (4.16). Portanto,

a função discrminante de Fisher, y = aTx, será determinada, como já observado, com a

maximização de
âT B̂âT

âTScâT
,

onde B̂ é o estimador da matriz B que pode ser calculado por

B̂ =
k∑
j=1

(x̄j − x̄G)(x̄j − x̄G)T , (4.41)

e â é o estimador de a, que pode ser obtido solucionando o sistema de equações

(B̂ − λ̂jSc)âj = 0, (4.42)

que manipulando a equação tem-se

(S−1
c B̂ − λ̂jI)âj = 0, (4.43)

onde λ̂j e âj são, respectivamente, os autovalores e autovetores da matriz S−1
c B̂.

Tanto Ferreira (2008) quanto Johnson e Wichern (2007) abordam que também é

possível resolver o sistema de equações dado pela equação (4.42) realizando uma troca de

variáveis. Assim, se âj = S
− 1

2
c êj então a equação (4.42) se torna

(B̂ − λ̂jSc)S
− 1

2
c êj = 0, (4.44)

e como S
− 1

2
c ScS

− 1
2

c = I então

(S
− 1

2
c B̂S

− 1
2

c − λ̂jI)êj = 0, (4.45)

onde λj permanece o mesmo, ou seja, os autovalores de S−1
c B̂ não variam com essa troca

de variáveis realizada. Já êj são os autovetores da matriz S
−1 1

2
c B̂S

− 1
2

c , que uma vez

calculados são usados para determinar os vetores da combinação linear de Fisher pela

transformação apresentada, ou seja,

âj = S
− 1

2
c êj. (4.46)

A e�cácia da regra de classi�cação para k > 2 é desconhecida, contudo a avalia-

ção do poder discriminante da função de Fisher pode ser feita através dos dois métodos

abordados no tópico anterior, o Método de Amostra de Validação e o Método de Va-

lidação Cruzada, utilizando da mesma forma a matriz de classi�cação e calculando as

probabilidades de classi�cação incorreta através das equações (4.21) e (4.22) (JOHNSON;

WICHERN, 2007).
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5 ANÁLISE DE CORRELAÇÃO CANÔNICA

A análise de Correlação Canônica ou do inglês Canonical Correlation Analysis

(CCA), pode ser interpretada como uma generalização da análise de Regressão Linear

Múltipla, pois para cada observação, além das p variáveis explicativas (independentes),

x = (x1, x2, · · · , xp)T , pode haver, também, q variáveis a serem explicadas (dependentes),

y = (y1, y2, · · · , yq)T , onde p e q não são necessariamente iguais (HAIR et al., 2009). Esta

ferramenta busca determinar o comportamento linear entre dois grupos de variáveis. Com

isso, o método consiste em encontrar novas variáveis (variáveis canônicas) que possuam

máxima correlação entre si (correlação canônica), através de combinações lineares de cada

um dos conjuntos de variáveis aleatórias (CHU et al., 2013).

Quando Hotelling (1936) demonstrou pela primeira vez a análise de correlação

canônica, ele discutiu em seu trabalho que a correlação entre duas medidas não é aplicada

apenas a variáveis unidimensionais, mas também a casos em que cada variável é um vetor

multidimensional, como por exemplo, para a mesma pessoa, obter a pontuação de diversos

testes de raciocínio juntamente com medidas de parâmetros físicos. Hotelling (1936)

argumentou que a relação entre essas medidas (testes de raciocínio e parâmetros físicos)

deveriam permanecer invariantes sob transformações lineares, e com isso ele demonstrou

ser possível estabelecer pares de variáveis, onde cada variável seria uma função linear de

um desses conjuntos de informações.

A CCA é uma técnica que, assim como as outras duas técnicas abordadas neste

trabalho, também pode ser utilizada para reduzir o espaço dimensional de um determinado

problema, interpretar o comportamento de diferentes fenômenos e fazer previsões de novos

resultados (LEE, 2016). Jones et al. (2016) fez seu uso na previsão de possíveis cirurgias

em pacientes com determinadas doenças, analisando dados médicos. Já Gao et al. (2017)

utilizaram a CCA para desenvolver um algorítmo com melhor desempenho para solucionar

problemas que envolvem Empirical Risk Minimization (ERM).

Com o avanço do poder computacional, novos métodos e aplicações com emba-

samento na análise de correlação canônica estão sendo desenvolvidos. Como exemplo, a

técnica de análise de correlação canônica de vetores singulares, que segundo Raghu et al.

(2017) é uma combinação da decomposição de valor singular com correlação canônica,

capaz de realizar análises computacionalmente mais e�cazes, e com aplicações em NRL

(Network Representation Learning), uma ferramenta capaz de aprender com novas análi-

ses e amplamente utilizada para reconhecimento de imagens, busca de textos entre outras

aplicações de inteligência arti�cial (YANG et al., 2015).

Como pode ser observado, a CCA tem um grande potencial para análises de dados

multivariados, e neste capítulo será demonstrada toda a estrutura matemática necessária

para realização da análise de correlação canônica, na ausência de informações sobre as
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incertezas experimentais das medidas.

5.1 Análise de Correlações Canônicas por variáveis não padronizadas

Para realizar a análise de correlação canônica é necessário que cada indivíduo

observado possua dois vetores de informações, x = [x1, x2, · · · , xp] e y = [y1, y2, · · · , yq],
onde p e q não são necessariamente iguais, e um destes vetores pode ser denomiado

de variável explicadora enquanto o outro é a variável a ser explicada. Assim, para um

conjunto de n observações haverá um grupo com n vetores p-dimensionais e outro grupo

com n vetores q-dimensionais que possuirão os vetores médios µx e µy com as respectivas

dimensões. Os grupos terão uma matriz de covariância interna Σx, de dimensão (p× p),
e Σy, de dimensão (q × q), bem como uma matriz de covariância entre eles, Σxy, cuja

dimensão é (p× q) (CHU et al., 2013).

A CCA, segundo Benton et al. (2017), consiste em determinar a projeção linear

de dois vetores que possuam correlação máxima, ou seja, realizar uma transformação

linear nos vetores x e y de modo que as novas variáveis, oriundas dessas transformações,

possuam uma correlação linear maximizada. As novas variáveis podem ser expressas por

U = aTx (5.1)

e

V = bTy, (5.2)

onde a e b são vetores de transformação, p-dimensional e q-dimensional respectivamente,

e U e V são escalares denominados como variáveis canônicas.

A correlação linear do par U e V , também denominada correlação canônica, é dada

por

ρU,V =
Cov[U, V ]√
V ar[U ]V ar[V ]

, (5.3)

onde Cov[U, V ] é a covariância entre as variáveis canônicas e V ar[U ] e V ar[V ] são as

variâncias das variáveis U e V respectivamente (SUO et al., 2017; MIN; LIU; ZHANG,

2017).

Ao substituir as equações (5.1, 5.2) em cada um dos termos de (5.3) tem-se que

V ar[U ] = V ar[aTx] = aTV ar[x]a = aTΣxa, (5.4)

V ar[V ] = V ar[bTy] = bTV ar[y]b = bTΣyb (5.5)

e

Cov[U, V ] = Cov[aTx, bTy] = aTCov[x,y]b = aTΣxyb, (5.6)
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e desta maneira, a equação (5.3) se torna

ρU,V =
aTΣxyb√

(aTΣxa)(bTΣyb)
. (5.7)

Portanto, o método consiste em determinar os vetores a e b tal que a correlação canônica,

ρU,V , seja maximizada, conforme foi proposto Hotelling (1936).

Para encontrar os vetores a e b que maximizam a correlação canônica, Ferreira

(2008) sugere derivar ρU,V com relação a cada um dos vetores e igualar o resultado das

duas equações a zero para então determinar as incógnitas. Assim, derivando com relação

ao vetor a, tem-se

∂ρU,V
∂a

=
Σxyb(a

TΣxa)
1
2 (bTΣyb)

1
2 − (aTΣxyb)(b

TΣyb)
1
2 (aTΣxa)−

1
2Σxa

(aTΣxa)(bTΣyb)
(5.8)

que pode ser reescrita como

∂ρU,V
∂a

=
Σxyb(a

TΣxa)
1
2 (bTΣyb)

1
2

(aTΣxa)(bTΣyb)
− (aTΣxyb)(b

TΣyb)
1
2 (aTΣxa)−

1
2Σxa

(aTΣxa)(bTΣyb)
(5.9)

e
∂ρU,V
∂a

=
Σxyb

(aTΣxa)
1
2 (bTΣyb)

1
2

− (aTΣxyb)

(aTΣxa)(bTΣyb)

(bTΣyb)
1
2Σxa

(aTΣxa)
1
2

(5.10)

como os termos (aTΣxa)
1
2 e (bTΣyb)

1
2 são escalares, podemos fatorá-los, e assim

∂ρU,V
∂a

=
1

(aTΣxa)
1
2 (bTΣyb)

1
2

[
Σxyb−

(aTΣxyb)

(aTΣxa)
1
2 (bTΣyb)

1
2

(bTΣyb)
1
2Σxa

(aTΣxa)
1
2

]
. (5.11)

Igualando o resultado a zero e observando que o termo (aTΣxyb)

(aTΣxa)
1
2 (bTΣyb)

1
2
é a própria

correlação canônica, chega-se em

Σxyb− ρU,V
(bTΣyb)

1
2

(aTΣxa)
1
2

Σxa = 0. (5.12)

Uma vez que o coe�ciente de correlação linear é invariante com relação à mu-

dança de escala pois ρkU,V = ρU,V para qualquer que seja a constante k, então é possível

redimensionar os vetores a e b tais que as variâncias sejam

V ar[U ] = aTΣxa = 1

e

V ar[V ] = bTΣyb = 1

de modo que a correlação canônica dada pela equação (5.7) seja preservada (HÄRDLE;

SIMAR, 2015). Assim, a equação (5.12) se torna

Σxyb− ρU,VΣxa = 0. (5.13)
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Ao realizar o mesmo procedimento de derivação com relação ao vetor b obtém-se

Σyxa− ρU,VΣyb = 0. (5.14)

onde Σyx = ΣT
xy.

Escolhendo, por exemplo, a equação (5.13) pode ser observado que

ρU,VΣxa = Σxyb (5.15)

e portanto

a =
1

ρU,V
Σ−1
x Σxyb. (5.16)

Substituindo a equação acima em (5.14), chega-se em

1

ρU,V
ΣyxΣ

−1
x Σxyb− ρU,VΣyb = 0 (5.17)

que pode ser reescrito como

1

ρU,V
(ΣyxΣ

−1
x Σxy − ρ2

U,VΣy)b = 0 (5.18)

e multiplicando essa equação, pela esquerda, por Σ−1
y tem-se

(Σ−1
y ΣyxΣ

−1
x Σxy − ρ2

U,V I)b = 0 (5.19)

e portanto o vetor b que maximiza a correlação canônica é o autovetor correspondente ao

maior autovalor ρ2
U,V da matriz Σ−1

y ΣyxΣ
−1
x Σxy (FERREIRA, 2008; MINGOTI, 2005).

Como, para uma matriz com dimensão n× n, por exemplo, o número de autovalores não
nulos será igual a n, então existirão n autovetores que satisfazem a igualdade, considerando

seus respectivos autovalores, e, portanto, n pares de variáveis canônicas. Desta forma, será

abordado mais adiante neste capítulo, como escolher o número de pares para representar

um determinado modelo.

Ao realizar o mesmo procedimento descrito acima para o vetor a, a transformação

linear que relaciona os vetores a e b, bem como a equação homogênea resultante serão,

respectivamente,

b =
1

ρU,V
Σ−1
y Σyxa. (5.20)

e

(Σ−1
x ΣxyΣ

−1
y Σyx − ρ2

U,V I)a = 0. (5.21)

Pode-se observar que ρ2
U,V é o autovalor tanto da matriz Σ−1

y ΣyxΣ
−1
x Σxy quanto da

Σ−1
x ΣxyΣ

−1
y Σyx. Entretanto, apesar de ser possível determinar os dois vetores de maneira

independente, Ferreira (2008) sugere determinar um deles por uma das duas equações

(5.19, 5.21) e o outro pela transformação linear dada, respectivamente, pela equação (5.16)

ou (5.20), principalmente se o objetivo for a redução de dimensionalidade do problema.
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Uma vez determinado os vetores a e b, deve-se substituí-los nas equações (5.1, 5.2)

para obter as variáveis canônicas com máxima correlação entre si. Como µx, µy, Σx,

Σy e Σxy são apenas teóricos, na prática é preciso fazer uma estimação destes valores.

Considerando que neste trabalho está sendo admitido que as variáveis aleatórias seguem

uma distribuição normal de probabilidades, para um conjunto de n dados amostrais, os

vetores médios podem ser estimados, na ausência de incertezas experimentais, através da

equação (2.19) e as matrizes de covariâncias através da equação (2.31). Portanto, tem-se

que

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi,

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi,

são os vetores médios das variáveis x e y respectivamente, e

Sx =
1

(n− 1)

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T , (5.22)

Sy =
1

(n− 1)

n∑
i=1

(yi − ȳ)(yi − ȳ)T (5.23)

e

Sxy =
1

(n− 1)

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)T (5.24)

são, na sequência, as matrizes de covariância das variáveis x, das variáveis y e entre as

variáveis x e y (MINGOTI, 2005). A partir destas equações, Johnson e Wichern (2007)

discutem que as equações (5.16, 5.19) e (5.20, 5.21) tornam-se, na sequência,

â =
1

ρ̂U,V
S−1
x Sxyb (5.25)

(S−1
y SyxS

−1
x Sxy − ρ̂2

U,V I)b̂ = 0 (5.26)

e

b̂ =
1

ρ̂U,V
S−1
y Syxa (5.27)

(S−1
x SxyS

−1
y Syx − ρ̂2

U,V I)â = 0 (5.28)

onde os vetores â e b̂ são os vetores de transformação das variáveis originais. Por �m, as

variáveis canônicas, geradas a partir dos dados originais, serão

Û = âTx (5.29)

e

V̂ = b̂Ty (5.30)
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5.2 Análise de Correlações Canônicas por variáveis padronizadas

É possível, também, realizar a análise de correlação canônica utilizando variá-

veis padronizadas, da mesma maneira como foi descrito para a análise de componentes

principais. Assim, segundo Johnson e Wichern (2007), as i-ésimas observações, xi =

[x1, x2, · · · , xp]T e yi = [y1, y2, · · · , yp]T , com médias µx e µy, bem como matrizes de co-

variâncias Σx e Σy respectivamente, podem ser transformadas em variáveis padronizadas

por

zi = Λ−
1
2 (xi − µx) (5.31)

e

wi = ∆−
1
2 (yi − µy), (5.32)

onde zi e wi são as variáveis padronizadas de xi e yi, Λ−
1
2 e ∆−

1
2 são matrizes diagonais

com os elementos da diagonal principal de Σx e Σy respectivamente.

Uma consequência desta transformação, de acordo com Johnson e Wichern (2007),

é que as matrizes de covariância dos dados padronizados (individualmente e entre si) são

iguais às matrizes dos coe�cientes de correlação linear dos dados originais, e podem ser

descritas como

V ar[z] = ρx = Λ−
1
2ΣxΛ

− 1
2 , (5.33)

V ar[w] = ρy = ∆−
1
2Σy∆

− 1
2 (5.34)

e

Cov[z,w] = ρxy = Λ−
1
2Σxy∆

− 1
2 . (5.35)

Portanto, as variáveis canônicas geradas a partir de variáveis padronizadas podem

ser expressadas por

U∗ = a∗Tz (5.36)

e

V ∗ = b∗Tw (5.37)

onde os vetores a∗ e b∗ são os vetores de transformação linear. Já suas matrizes de

variância e covariância são, respectivamente

V ar(U∗) = V ar
[
a∗Tz

]
= a∗TV ar[z]a∗ = a∗Tρxa

∗, (5.38)

V ar(V ∗) = V ar
[
b∗Tw

]
= b∗TV ar[w]b∗ = b∗Tρyb

∗ (5.39)

e

Cov[U∗, V ∗] = Cov
[
a∗Tz, b∗Tw

]
= a∗TCov[z,w]b∗ = a∗Tρxyb

∗ (5.40)

onde ρx é a matriz de correlação de x, ρy de y e ρxy entre x e y (FERREIRA, 2008).
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Da mesma maneira, o método consiste em determinar os vetores a∗ e b∗ que ma-

ximizam a correlação entre U∗e V ∗, que, conforme a equação (5.3), pode ser dada por

ρU∗,V ∗ =
a∗Tρxyb

∗√
a∗Tρxa∗

√
b∗Tρyb∗

(5.41)

De forma análoga ao desenvolvimento do tópico anterior, os vetores podem ser determi-

nados resolvendo a equação

(ρ−1
y ρyxρ

−1
x ρxy − ρ2

U∗,V ∗I)b∗ = 0, (5.42)

onde ρyx = ρTxy, e substituindo b
∗ em

a∗ =
1

ρU∗,V ∗
ρ−1
x ρxyb

∗. (5.43)

Ou então, de forma equivalente, pode-se resolver a equação

(ρ−1
x ρxyρ

−1
y ρyx − ρ2

U∗,V ∗I)a∗ = 0, (5.44)

e substituir a∗ em

b∗ =
1

ρU∗,V ∗
ρ−1
y ρyxa

∗. (5.45)

Johnson e Wichern (2007) discutem que há uma relação entre os vetores de trans-

formação obtidos pelas variáveis padronizadas e aqueles obtidos pelas variáveis originais.

Portanto, é possível calcular as variáveis canônicas dos dados originais realizando a análise

com os dados padronizados, e vice e versa. Assim, os vetores de transformação podem ser

expressados como

a∗ = Λ
1
2a, (5.46)

e

b∗ = ∆
1
2b. (5.47)

Isso pode ser demonstrado substituindo as equações (5.46, 5.47) na equação (5.41).

Desta forma, tem-se que

ρU∗,V ∗ =
aTΛ

1
2ρxy∆

1
2b√

aTΛ
1
2ρxΛ

1
2a
√
bT∆

1
2ρy∆

1
2b

(5.48)

e conforme as equações (5.38, 5.39, 5.40), pode ser observado que

ρU∗,V ∗ =
aTΛ

1
2ρxy∆

1
2b√

aTΛ
1
2ρxΛ

1
2a
√
bT∆

1
2ρy∆

1
2b

=
aTΣxyb√

(aTΣxa)(bTΣyb)
= ρU,V . (5.49)

Esta é uma propriedade da análise de correlação canônica e que não pode ser observada

em outras técnicas como análise de componentes principais, por exemplo. Na prática as

i-ésimas obervações padronizadas, que serão utilizadas, são dadas por

ẑi = Λ̂−
1
2 (xi − x̄) (5.50)
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e

ŵi = ∆̂−
1
2 (yi − ȳ) (5.51)

onde os vetores x̄ e ȳ são os valores médios de cada conjunto de variáveis, que podem ser

estimados através da equação (2.19), e Λ̂−
1
2 e ∆̂−

1
2 são os estimadores de Λ−

1
2 e ∆−

1
2 ,

respectivamente. Já as matrizes de correlação dos dados amostrais, serão

ρ̂x = Λ̂−
1
2SxΛ̂

− 1
2 , (5.52)

ρ̂y = ∆̂−
1
2Sy∆̂

− 1
2 (5.53)

e

ρ̂xy = Λ̂−
1
2Sxy∆̂

− 1
2 (5.54)

onde Sx, Sy e Sxy são estimados pela equação (2.31) (MINGOTI, 2005). Com isso,

Ferreira (2008) aborda que as equações (5.42, 5.43) e (5.44, 5.45) se tornarão, respectiva-

mente,

(ρ̂−1
y ρ̂yxρ̂

−1
x ρ̂xy − ρ̂2

U∗,V ∗I)b̂∗ = 0 (5.55)

â∗ =
1

ρ̂U∗,V ∗
ρ̂−1
x ρ̂xyb

∗ (5.56)

e

(ρ̂−1
x ρ̂yxρ̂

−1
y ρ̂yx − ρ̂2

U∗,V ∗I)â∗ = 0 (5.57)

b̂∗ =
1

ρ̂U∗,V ∗
ρ̂−1
y ρ̂yxa

∗ (5.58)

onde os vetores â∗ e b̂∗ são os vetores de transformação das variáveis padronizadas. Fi-

nalmente as variáveis canônicas que serão estimadas, a partir dos dados padronizados, são

dadas por

Û∗ = â∗T ẑ (5.59)

e

V̂ ∗ = b̂∗T ŵ. (5.60)

5.3 Número de pares de variáveis canônicas e a qualidade de um modelo reduzido

Como visto, o método CCA consiste em estabelecer as transformações lineares

dadas pelas equações (5.1, 5.2) encontrando os vetores a e b que maximizam a correlação

linear entre as variáveis canônicas U e V . Para isso, foi demonstrado que pode-se calcular

a a partir de b, este que é o autovetor correspondente ao autovalor, ρ2
U,V , da matriz

Σ−1
y ΣyxΣ

−1
x Σxy, onde ρU,V é a correlação canônica. Ou então, de forma equivalente,
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calcular b a partir de a, que é o autovetor correspondente ao autovalor, ρ2
U,V , da matriz

Σ−1
x ΣxyΣ

−1
y Σyx.

Contudo, pode-se observar que a matriz Σ−1
y ΣyxΣ

−1
x Σxy tem dimensões (q× q) e

a matriz Σ−1
x ΣxyΣ

−1
y Σyx tem dimensões (p× p), o que leva o leitor a pensar que existe q

autovetores para a primeira matriz e p autovetores para a segunda. De fato, isso é verdade,

entretanto, Ferreira (2008) discute que o número de pares de variáveis será m = min(p, q)

pois, se, por exemplo p < q, então a primeira matriz terá seus últimos q − p autovalores
iguais a zero. Além disto, os primeiros p autovetores da primeira metriz serão idênticos

aos p autovetores da segunda.

Uma vez que a análise de correlação canônica fornecerá m pares de variáveis, é

possível calcular a correlação entre cada variável canônica e cada variável original, tanto

de x quanto de y. Para isso, as variáveis canônicas podem ser escritas na forma vetorial

por

Û =


Û1

Û2

...

Ûm

 (5.61)

e

V̂ =


V̂1

V̂2

...

V̂m

 . (5.62)

Já os vetores de transformação também podem ser colocados na forma matricial, onde

Â =


âT1

âT2
...

âTm

 (5.63)

e

B̂ =


b̂T1

b̂T2
...

b̂Tm

 (5.64)

são as matrizes contendo os vetores de transformação das variáveis x e y respectivamente.

Desta forma, generalizando as equações (5.1, 5.2) tem-se

Û = ÂX (5.65)

V̂ = B̂Y (5.66)
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onde X e Y são matrizes contendo, em cada coluna, os vetores de observações x e y

respectivamente (FERREIRA, 2008).

Portanto, segundo Johnson e Wichern (2007) a covariância entre o vetor de variá-

veis canônicas Û e as variáveis originais X será

Cov(Û ,X) = Cov(ÂX,X) = ÂCov(X) = ÂSx. (5.67)

Já a correlação entre Û e X pode ser feita de maneira análoga a equação (5.54) porém

como V ar(Û) = 1, a matriz diagonal com suas variâncias será igual a identidade. Com

isso, tem-se que

ρ̂Û ,X = I−
1
2 ÂSxΛ̂

− 1
2 = ÂSxΛ̂

− 1
2 . (5.68)

Da mesma maneira, a covariância entre Û e Y será

Cov(Û ,Y ) = Cov(ÂX,Y ) = ÂCov(X,Y ) = ÂSxy, (5.69)

e a correlação

ρ̂Û ,Y = I−
1
2 ÂSxy∆̂

− 1
2 = ÂSxy∆̂

− 1
2 . (5.70)

Analogamente, para a variável canônica V̂ , chega-se em

Cov(V̂ ,Y ) = B̂Sy, (5.71)

ρ̂V̂ ,Y = B̂Sy∆̂
− 1

2 , (5.72)

Cov(V̂ ,X) = B̂Syx (5.73)

e

ρ̂V̂ ,X = B̂SyxΛ̂
− 1

2 . (5.74)

Seguindo o mesmo raciocínio para as correlações com as variáveis padronizadas pode ser

demonstrado que

ρ̂Û∗,Z = Cov(Û ∗,Z) = Â∗ρ̂x, (5.75)

ρ̂Û∗,W = Cov(Û ∗,W ) = Â∗ρ̂xy, (5.76)

ρ̂V̂ ∗,W = Cov(V̂ ∗,W ) = B̂∗ρ̂y (5.77)

e, �nalmente,

ρ̂V̂ ∗,Z = Cov(V̂ ∗,Z) = B̂∗ρ̂yx. (5.78)

Tanto Mingoti (2005) quanto Johnson e Wichern (2007) discutem que essas cor-

relações entre as variáveis canônicas e as variáveis originais, também denominadas por
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canonical loadings, podem auxiliar na interpretação e análise da qualidade do modelo

ajustado. Uma vez que as variáveis canônicas apresentem alta correlação com as variáveis

originais x e y, é possível, através de regressões lineares simples, estimar os valores de y

tendo x, ou então de x conhecendo y.

Também é possível reduzir a dimensionalidade do problema escolhendo um número

de par de variáveis canônicas k ≤ m. Contudo, é necessário avaliar a qualidade do modelo

reduzido e para isso pode-se utilizar a proporção explicativa de cada conjunto de variáveis

comparada a varição total do grupo. Portanto, essa porporção pode ser dada para o

conjunto de variáveis padronizadas z e w, respectivamente, por

R2
(z)k =

∑k
j=1

∑p
i=1 ρ̂

2
Ûj ,xi

p
(5.79)

e

R2
(w)k =

∑k
j=1

∑q
i=1 ρ̂

2
V̂j ,yi

q
. (5.80)

Desta forma, pode-se mensurar o quanto o modelo reduzido pode explicar a variabilidade

total dos dados originais em uma escala de 0 á 100%, uma vez que 0 ≤ R2 ≤ 1. Há também

outras medidas que podem auxiliar na avaliação da qualidade do modelo reduzido que

não foram abordadas neste trabalho. Dentre elas, pode-se destacar a matriz de resíduos,

onde se obtem as matrizes de covariâncias das variáveis originais, a partir dos k pares

de variáveis canônicas, e calcula-se a diferença com relação as matrizes de covariâncias

originais, de modo que quanto mais próximo de zero for o desvio dos resultados melhor é

a qualidade do modelo reduzido (FERREIRA, 2008).
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6 DESENVOLVIMENTO DAS NOVAS FORMULAÇÕES

Até o momento, foi abordado neste trabalho uma revisão de ferramentas matemá-

ticas e como são estruturadas as análises discriminante linear de Fisher, de componentes

principais e de correlação canônica. Agora, neste capítulo, será descrito uma nova meto-

dologia que altera cada uma dessas análises de forma a incorporar os efeitos das incertezas

experimentais dos dados originais. Como pôde ser observado, a abordagem clássica destas

técnicas estatísticas não levam em consideração as incertezas experimentais dos dados e

como consequência disto, cada observação representa um ponto no espaço multidimensi-

onal em que está inserido, onde cada dimensão é uma variável do modelo. Mesmo que

a distância de Mahalanobis, no caso da análise discriminante, seja relativa com as vari-

âncias e covariâncias comuns entre os grupos, estes desvios são apenas estatísticos e não

levam em consideração os erros instrumentais no momento da coleta dos dados, e o mesmo

ocorre para as outras duas ferramentas.

Como um dos objetivos desta pesquisa é inserir as incertezas experimentais de cada

valor observado para as multiplas variáveis, em cada um dos três métodos, é importante

destacar que a incerteza experimental de uma observação é a incerteza total represen-

tada pela soma quadrática das incertezas estatísticas e instrumentais no momento da

coleta. Assim, em uma possível representação grá�ca as observações multidimensionais

não seriam mais pontos no espaço, mas sim nuvens onde o valor verdadeiro teria uma

determinada probabilidade de estar em agum lugar dentro desta nuvem. Logo, as obser-

vações, independente do método de análise, terão um vetor com os valores das variáveis

e um vetor com suas respectivas incertezas dados por

xi =


xi1

xi2
...

xip

 (6.1)

e

σi =


σi1

σi2
...

σip

 , (6.2)

onde i representa uma observação e p o número de variáveis para cada observação. No

caso da análise discriminante, xi representará um índivíduo que pertence ao grupo j que

contém nj indivíduos. Já para a análise de componentes principais, esse vetor será uma

das n observações, e o mesmo vale para a análise de correlação canônica. Porém, nesta

última, haverá um grupo de observações com p e outro com q variáveis.
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É possível observar que os três métodos têm em comum o fato de utilizarem a

matriz de covariância dos dados para obter seus resultados. Como já visto, a matriz de

covariância depende diretamente do vetor médio das observações e Vuolo (1996) discute

que para um conjunto de n valores de uma mesma medida, cada qual com sua incerteza,

o método da máxima verossimilhança garante que a melhor estimativa para esta medida

é a média ponderada dos dados onde os pesos são o inverso das variâncias.

Portanto, o método escolhido para inserir as incertezas experimentais nos cálculos

foi construir as matrizes de covariância, em cada uma das três análises, utilizando a melhor

estimativa do vetor médio, onde cada componente é dada por

x̄a =

∑n
i=1

xia
σ2
ia∑n

i=1
1
σ2
ia

(6.3)

e sua variância é

σ2
x̄a =

1∑n
i=1

1
σ2
ia

. (6.4)

Portanto, o vetor médio e sua variância serão

x̄ =


x̄1

x̄2

...

x̄p

 (6.5)

e

σ2
x̄ =


σ2
x̄1

σ2
x̄2
...

σ2
x̄p

 , (6.6)

onde as incertezas das coordendas do vetor médio serão a raíz quadrada positiva dos

elementos de σ2
xj
. Este mesmo procedimento é realizado, na análise discriminante, para

construir a matriz B̂ =
∑k

j=1(xj − xG)(xj − xG)T , onde xG é a média dos centroides que

neste caso será a média ponderada pelas incertezas de cada centroide.

Outro objetivo deste trabalho é avaliar o impacto no resultado das três análises

ao inserir as incertezas como descrito acima. Desta forma torna-se necessário propagar

os erros das componentes principais, dos scores discriminantes e das variáveis canônicas.

Para fazer esta propagação, foi utilizado neste trabalho um procedimento numérico com o

auxílio de algoritmos desenvolvidos pelo autor, utilizando o software de análise de dados

ROOT versão 5.34.36, construído por pesquisadores da Organização Europeia para a Pes-

quisa Nuclear (CERN). Para mais detalhes, pode-se consultar a referência (ANTCHEVA

et al., 2011). O método utilizado pelos algoritmos foi o mesmo para as três análises.

Como já observado nos capítulos anteriores, as três ferramentas têm em comum o

fato de que seus resultados dependem diretamente de se extrair autovalores e autovetores
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(vetores da transformação linear) de determinadas matrizes. Como estas matrizes têm

uma ligação com a matriz de covariância dos dados, S = 1
(N−1)

∑N
i=1(xi − x̄)(xi − x̄)T ,

a metodologia aplicada à cada algoritmo, consiste em realizar um procedimento iterativo

(um milhão de iterações)1 onde, em cada iteração, gera-se um vetor médio aleatório com

distribuição gaussiana, em que a média e desvio padrão de cada componente são, respec-

tivamente, as componentes da média ponderada e suas incertezas. Com isso, calcula-se

uma matriz de covariância aleatória e consequentemente, uma matriz aleatória de cada

análise.

A partir do vetor médio original, calculam-se as matrizes originais, os vetores

de transformação linear e os resultados de cada análise. Isso também é feito em cada

iteração do algoritmo de modo que o procedimento consiste em armazenar estes resultados

(autovalores, autovetores e resultados) em histogramas. Os histogramas gerados pelo

ROOT fornecem, automatiacamente, o valor médio das entradas e o rms (root mean

square). O rms foi utilizado como estimativa das incertezas dos resultados de cada análise.

Outro aspecto comum entre as três análises é que ao se utilizar o ROOT para

calcular os autovalores de uma matriz e alimentar um vetor, o procedimento é realizado

colocando os autovalores de forma decrescente. Como neste trabalho a metodologia con-

siste em gerar matrizes aleatórias e extrair seus autovalores e autovetores, estes se tornam

variáveis aleatórias. Portanto, se suas distribuições estiverem signi�cativamente sobre-

postas em qualquer ponto, pode ocorrer de uma amostra referente ao maior autovalor ser

menor que uma referente ao segundo maior, por exemplo. Isso faria com que os valores que

deveriam ser utilizados nos cálculos referentes ao maior autovalor pudessem, na verdade,

estarem sendo utilizados nos cálculos correspondentes ao segundo maior.

Uma vez que é intrínseco ao ROOT ordenar os autovalores de forma descrescente,

não é possível identin�car as amostras que foram comutadas. Deste modo, para que este

método seja válido, é fundamental que as distribuições dos autovalores não se sobrepo-

nham de forma signi�cativa, pois desta forma a estimativa das incertezas desejadas estará

sendo representativa aos dados originais. Neste capítulo será demonstrada uma aplicação

em dados reais para a análise de componentes principais e uma simulação de possíveis

aplicações para as análises discriminante e de correlação canônica.

6.1 Análise de Componentes Principais

Neste tópico, o método desenvolvido será demonstrado através de uma aplicação

real. Como abordado no capítulo 3, a análise de componentes principais consiste em

calcular os autovalores e autovetores da matriz de covariância, S, ou de correlação, ρ̂, dos

dados originais, caso a análise seja aplicada a dados não padronizados ou padronizados,

1Apenas para a análise de correlação canônica foi utilizado um procedimento com 100 mil iterações

devido ao tempo necessário para o recurso computacional utilizado.



61

respectivamente. Ensor et al. (2017) aplicaram a PCA a um conjunto de 30 observações,

cada uma com 23 variáveis com o objetivo de reduzir dimensionalidade e determinar

quantos parâmetros eram necessários para explicar a variação do espectro das conhecidas

di�use interstellar bands (DIBs), com base nas 23 variáveis. Seguem os dados nas Figuras

(6, 7, 8).

Figura 6 � Tabela de dados com oito variáveis de comprimento de onda (todas em 10−13m), onde
cada linha representa uma observação (estrela) e cada coluna uma variável.

Fonte: Adaptado de Ensor et al. (2017).
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Figura 7 � Tabela de dados com oito variáveis de comprimento de onda (todas em 10−13m), onde
cada linha representa uma observação (estrela) e cada coluna uma variável.

Fonte: Adaptado de Ensor et al. (2017).
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Figura 8 � Tabela de dados com seis variáveis, onde cada linha representa uma observação (es-
trela) e cada coluna uma variável.

Fonte: Adaptado de Ensor et al. (2017).

Um dos pontos levantados pelos autores é que eles testaram a normalidade de
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algumas variáveis e observaram que elas não possuíam uma distribuição normal, como

pode ser observado nas Figuras 6 e 8, nas variáveis cujas incertezas são assimétricas.

Entretanto, a�rmaram que assumir a normalidade dos dados não era uma decisão crítica

e não afetaria signi�cativamente a análise, portanto, neste trabalho, optou-se também

por assumir que os dados são distribuidos normalmente. Contudo, para as variáveis

com incertezas assimétricas, foram considerados os desvios de maior valor por questão de

conservadorismo.

Outro ponto é que, nas Figuras 6, 7 e 8 há apenas 22 variáveis, porém, segundo

Ensor et al. (2017), foi construída uma nova variável como combinação de outras duas,

pois, além de discutirem uma aplicação da PCA em um ajuste paralelo, demonstraram que

o autovalor correspondente a esta variável era nulo. Assim, a nova variável é determinada

por

N(H) = N(HI) + 2N(H2) (6.7)

onde N(H) representa o total de hidrogênio, N(HI) a densidade do hidrogênio atômico

neutro e N(H2) a desidade molecular do hidrogênio do meio interestelar na linha de visada

da estrela. Através da equação 2.48 tem-se que a variância da variável N(H) será

σ2
N(H) = σ2

N(HI) + 4σ2
N(H2). (6.8)

Para realizar a análise, os autores optaram por fazer a padronização dos dados

conforme a equação (3.20). Neste trabalho, será utilizada a mesma equação, contudo, o

vetor médio será dado pela média pondera dos dados e Γ = diag(Saa), onde, neste caso,

a matriz S corresponde à matriz de covariância construída a partir da média ponderada.

Assim, as variáveis padronizadas são determinadas por

zi = Γ−
1
2 (xi − x̄), (6.9)

onde x̄ é a média ponderada das observações xi. Para comprovar essa padronização, cada

componente do vetor médio das novas variáveis deve ser calculada por

z̄a =

∑N
i p

a
i z
a
i∑N

i=1 p
a
i

, (6.10)

onde

pai =
1

σ2
xai

. (6.11)

Desta forma, ao substituir a componente a da variável padronizada na equação acima,

pode-se mostrar que

z̄a =

∑N
i p

a
i

(
xai−x̄a√
Saa

)
∑N

i=1 p
a
i

(6.12)

e

z̄a =
1√
Saa

(∑N
i=1 p

a
i x

a
i∑N

i=1 p
a
i

−
∑N

i=1 p
a
i x̄

a∑N
i=1 p

a
i

)
=

1√
Saa

(
x̄a − x̄a

∑N
i=1 p

a
i∑N

i=1 p
a
i

)
= 0. (6.13)
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Já a variância será

Saaz =
1

(N − 1)

N∑
i=1

(zai − z̄a)(zai − z̄a) =
1

(N − 1)

N∑
i=1

(zai )2. (6.14)

Novamente, substituindo a componente a da equação (6.9) na equação da variância, acima,

tem-se que

Saaz =
1

(N − 1)

N∑
i=1

(xai − x̄a)2

Saa
=

1

(N − 1)Saa

N∑
i=1

(xai − x̄a)2. (6.15)

Uma vez que a variância de xai é

Saa =
1

(N − 1)

N∑
i=1

(xai − x̄a)2, (6.16)

então a equação (6.15) se torna

Saaz =
Saa

Saa
= 1. (6.17)

Portanto está demonstrada a padronização utilizando a média ponderada dos dados.

Conforme discutido por Ensor et al. (2017), vários autores já mostraram a exis-

tência de correlação entre vários parâmetros, tanto entre si quanto com as DIBs. Como

exemplo, eles citam a existência de correlação linear, mostrada por Bohlin, Savage e Drake

(1978), entre o excesso de cor E(B − V ) e a densidade atômica do hidrogênio N(H), e

aplicam a PCA para buscar um ajuste linear entre essas variáveis e comparar com os

resultados obtidos por Bohlin, Savage e Drake (1978).

Assim, devido à essa correlação, antes de realizar a análise completa com as 23

variáveis, será demonstrado um exemplo mais simples com as duas variáveis E(B − V ) e

N(H). Entretanto, inicialmente, foi realizada uma regressão linear ponderada, conforme a

Figura 9, para avaliar o comportamento da reta ajustada para os pares (E(B−V ), N(H)).
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Figura 9 � Regressão linear para o conjunto de dados das variáveis E(B−V ), em mag, e N(H),
em cm−2, onde p0 representa o coe�ciente angular da reta, p1 o coe�ciente linear e
χ2/ndf é o Chi-quadrado dividido pelo número de graus de liberdade.

Fonte: Do autor.

Foi observado na Figura 9 que o ponto (0, 0± 0, 2mag; 1, 50± 0, 29 · 1021cm−2) (em

vermelho), correspondente à estrela HD143275 é um possível outlier. Para averiguar isso,

foi calculada a distância do ponto à reta com relação as suas barras de erro, em cada eixo

coordenado. Foi constatado que a distância relativa do ponto à reta no eixo vertical é

de 5, 2σ e no eixo horizontal é de 11, 5σ. Portanto, dado a mínima probabilidade desta

medida cair sobre a função ajustada, este ponto foi considerado um outlier, e a aplicação

do modelo de PCA desenvolvida neste trabalho foi realizada com as 29 amostras restantes.

Para realizar esta aplicação, foi desenvolvido pelo autor um algoritmo que realiza

os cálculos da média ponderada, matriz de covariância e correlação dos dados originais e

variáveis padronizadas. A matriz de correlação foi construída conforme a equação (3.21),

e em cada iteração era extraído os seus autovalores e autovetores para construir as compo-

nentes principais (PC). Ao realizar o procedimento metodológico deste trabalho, pôde-se

observar que as distribuições dos autovalores estão completamente distintas (Figura 10),

viabilizando, assim, o método proposto.
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Figura 10 � Histogramas com as distribuições dos autovalores referentes as PC1(vermelho) e
PC2(azul) da PCA aplicada ás variáveis E(B − V ) e N(H), onde Entries, Mean e
RMS representam o número de dados colocados nos histogramas, a média aritmética
deles e a raíz do valor quadrático médio respectivamente.

Fonte: Do autor.

Para avaliar a variabilidade explicada por cada PC, em cada iteração, também foi

aplicada a equação (3.22). Assim, a distribuição destas proporções segue demonstrada na

Figura 11.

Figura 11 � Histogramas com as distribuições das proporções explicativas da PC1(vermelho) e
PC2(azul).

Fonte: Do autor.
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As proporções explicativas acumuladas também foram calculadas. Uma vez que

sua equação é dada por

γCumj
= γj + γCumj−1

, (6.18)

ao utilizar a equação (2.48) pode-se calcular sua incerteza por

σ2
γCumj

= σ2
γj

+ σ2
γCumj−1

. (6.19)

Como agora as proporções acumuladas possuem incertezas, é possível calcular uma incer-

teza relativa pela equação

σRe =
σγCumj

γCumj

. (6.20)

Assim, os resultados obtidos por este novo método seguem, juntamente com suas incer-

tezas2, demonstrados na Tabela 2.

Tabela 2 � Resultados da PCA para as variáveis E(B − V ) e N(H), onde cada linha representa
uma componente principal e cada coluna, da esquerda para a direita, representa
os autovalores, as proporções explicativas, as proporções acumuladas, as incertezas
relativas do percentual acumulado e os autovetores, respectivamente, juntamente com
suas incertezas.

Fonte: Do autor.

A �m de comparação, segue, também, os resultados obtidos por Ensor et al. (2017).

Tabela 3 � Resultados da PCA para as variáveis E(B − V ) e N(H), onde cada linha representa
uma componente principal e cada coluna, da esquerda para a direita, representa os
autovalores, as proporções explicativas, as proporções acumuladas e os autovetores.

Fonte: (ENSOR et al., 2017).

Como pôde ser observado, os resultados deste novo modelo apresentaram uma

pequena diferença comparados ao trabalho de Ensor et al. (2017). Contudo, é razoável

2As incertezas entre parênteses correspondem aos últimos algarismos signi�cativos da medida. Assim,

por exemplo, o autovetor 1 é 1, 706± 0, 019 e o percentual cumulativo 2 é 100, 1± 1, 3%.
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pensar que dados com incertezas de ordens de grandezas maiores resultarão em valores

menos precisos. Um fato que deve ser destacado, é que segundo Ensor et al. (2017) as duas

componentes principais seriam capazes de replicar 100% da variabilidade do problema.

Porém, o novo modelo mostra que isso não é necessariamente verdade. Uma vez que o

vínculo dos pesos individuais de cada componente
∑

j γj = 1 deve ser respeitado, então

isso signi�ca que uma variação positiva em um dos pesos gera uma variação negativa em

outros pesos. Ao �nal da análise, pode ser que mesmo que se escolha todas as componen-

tes, devido as incertezas experimentais, não seja possível explicar 100% da variabilidade

do problema.

Cada componente principal pode, então, ser descrita como uma combinação linear

das variáveis, conforme a equação (3.1). Desta forma, as equações das componentes

principais �cam

PC1 = 0, 707107(3)zE(B−V ) + 0, 707107(3)zN(H) (6.21)

PC2 = −0, 707107(3)zE(B−V ) + 0, 707107(3)zN(H), (6.22)

onde zE(B−V ) e zN(H) são as variáveis padronizadas de E(B−V ) e N(H), respectivamente,

que são calculadas a partir da equação (6.9). Uma vez que se tem a média ponderada e

as variâncias de cada variável, é possível calcular as componentes principais em função

das variáveis originais. Neste caso, tem-se que

PC1 = 5, 590±0, 003E(B−V )+4, 96×10−22±0, 07×10−22±N(H)−1, 54±0, 03 (6.23)

e

PC2 = −5, 590±0, 003E(B−V )+4, 96×10−22±0, 07×10−22N(H)+0, 82±0, 03. (6.24)

Ensor et al. (2017) discutem que como a primeira componente principal explica

grande parte da variabilidade do problema, pode-se fazer uma aproximação para a segunda

componente, de modo que PC2 = 0. Neste caso, pode-se utilizar a equação (6.24) para

colocar N(H) em função de E(B − V ), e a equação (2.48) para propagar a incerteza de

cada parâmetro. Fazendo isso, chega-se em

N(H) = 11, 3± 0, 2× 1021E(B − V )− 1, 65± 0, 05× 1021. (6.25)

Para fazer um comparativo, foi realizada uma regressão linear, construída através do

método da máxima verossimilhança. Entretanto, uma vez que os valores da variável

E(B − V ) possuíam a mesma incerteza, foi realizado um rebatimento das incertezas de

E(B − V ) para as de N(H), conforme a equação

σ2
N(H) = σ2

N(H)0
+

(
dN(H)

dE(B − V )

)2

σ2
E(B−V ), (6.26)
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onde foi utilizado a incerteza inicial do valor de N(H) para σN(H)0 e a inclinação da reta

ajustada na Figura 9 para
(

dN(H)
dE(B−V )

)
(VUOLO, 1996). Assim, a função ajustada é dada

por

N(H) = 6, 2± 0, 5× 1021E(B − V ) + 5, 27± 7, 54× 1019, (6.27)

em que o coe�ciente angular foi menor e o coe�ciente linear foi maior do que o ajuste

pelas componentes principais. Ao fazer esses cálculos, Ensor et al. (2017) encontram a

função linear

N(H) = 9, 0× 1021E(B − V )− 0, 3× 1021, (6.28)

das componentes principais e

N(H) = 10, 0× 1021E(B − V )− 0, 5× 1021 (6.29)

para o ajuste a partir do método dos mínimos quadrados3. Ensor et al. (2017) também

discutem que (BOHLIN; SAVAGE; DRAKE, 1978) apresentou uma função linear que

explicava o comportamento dessas duas variáveis, dada por

N(H) = 5, 8× 1021E(B − V ). (6.30)

Para uma melhor interpretação, as retas ajustadas pelas componentes principais,

método da máxima verossimilhança e pelo Bohlin, Savage e Drake (1978) estão dispostas

na Figura 12.

3Dadas as diferenças dos parâmetros da função, esse ajuste provavelmente não foi realizado com o

método da máxima verossimilhança.
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Figura 12 � Ajuste a partir da equação (6.25) com PC2 = 0 (reta azul), ajuste obtido por
Ensor et al. (2017) pela equação (6.28) (reta verde claro), regressão linear (reta
verde escuro), dada pela equação (6.27), em que p0 e p1 são os coe�cientes angular e
linear, respectivamente, e função proposta por Bohlin, Savage e Drake (1978) dada
pela equação (6.30), (reta vermelha), onde [N(H)] = [cm−2] e [E(B − V )] = [mag].

Fonte: Do autor.

Como pode ser observado na Figura 12, a regressão linear ponderada pelas incertezas

dos pontos se assemelhou mais a função proposta por Bohlin, Savage e Drake (1978) do

que a reta ajustada pelas componentes principais, pois mesmo sem as informações das

incertezas experimentais, no caso de Ensor et al. (2017), quanto neste caso levando-as em

conta, vale ressaltar que a PCA não tem como objetivo ajustar funções mas, sim, reduzir

a dimensionalidade do problema. Assim, ao aplicar os autovetores obtidos nas variáveis

padronizadas pode-se calcular os valores das componentes principais de cada observação

que estão dispostos no Apêndice A.

Já para a análise contemplando as 23 variáveis, o mesmo procedimento foi utilizado.

Portanto, para fazer a mesma avaliação da distribuição de cada autovalor, seguem as

distribuições nas Figuras 13-16 , em ordem crescente de valor.
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Figura 13 � Da esquerda para a direita estão as distribuições de frequências do 23o ao 17o auto-
valor.

Fonte: Do autor.

Figura 14 � Da esquerda para a direita estão as distribuições de frequência do 16o ao 6o autovalor.

Fonte: Do autor.
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Figura 15 � Da esquerda para a direita estão as distribuições de frequência do 5o ao 2o autovalor.

Fonte: Do autor.

Figura 16 � Distribuição de frequência do autovalor correspondente à PC1.

Fonte: Do autor.

Como pode ser observado, a Figura 16 mostra a distribuição do maior autovalor

(média 14,45) isolado, pois, ele se encontra muito distante do segundo maior (média

2,863). Como o método exige que para se utilizar os autovetores, seus correspondentes

autovalores devem ter suas distribuições não superpostas, as Figuras 13-16 mostram que

todas as distribuições estão distintas, com excessão dos autovalores 18 (vermelho claro) e

19 (azul claro) na Figura 13. Entretanto, devido a escala, pode �car alguma dúvida se há

superposição ou não das distribuições dos autovalores 21 (laranja) e 22 (preta) da Figura

13 e 15 (azul) e 16 (marrom) da Figura 14. Por isso, seguem suas distribuições em uma

escala reajustada.
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Figura 17 � Distribuição de frequência do 15o (azul) e 16o (marrom) autovalor.

Fonte: Do autor.

Figura 18 � Distribuição de frequência do 18o (vermelho claro) e 19o (azul claro) autovalor.

Fonte: Do autor.

Figura 19 � Distribuição de frequência do 21o (laranja) e 22o (preta) autovalor.

Fonte: Do autor.
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Com isso, pôde-se constatar que as distribuições do 15o e 16o autovalor, bem como

do 21o e 22o autovalores não se sobrepõem signi�cativamente, conforme as Figuras 17 e

19 respectivamente. Já a �gura 18 mostra que as únicas distribuições superpostas, desta

análise, correspondem ao 18o e 19o autovalores. É importante destacar que a validade do

modelo depende das distribuições dos autovalores não serem superpostas. Neste caso, a

superposição ocorreu nos autovalores correspondentes a 18a e 19a componentes principais

e portanto não resultará em problema para a análise.

Entretanto, em casos que isso ocorrer nas primeiras componentes, uma análise

de melhor qualidade pode ser comprometida, pois os autovetores correspondentes aos

autovalores superpostos poderão ser comutados gerando valores distintos dentro do nível

de con�ança estipulado. Por exemplo, caso os autovalores se sobreponham dentro de um

intervalo de 3σ de probabilidade, então estes falharão no teste de hipótese de que são

distintos com um nível de con�ança de 97%.

Assim, realizando os mesmos cálculos apresentados no caso de duas variáveis, se-

guem os resultados obtidos para as 23 variáveis do modelo.

Tabela 4 � Resultados da PCA para as 23 variáveis, onde cada linha representa uma componente
principal e cada coluna, da esquerda para a direita, representa os autovalores e suas
incertezas, as proporções explicativas e suas incertezas, as proporções acumuladas e
suas incertezas e as incertezas relativas.

Fonte: Do autor.
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Ao aplicar os autovetores nas 29 observações, já excluído o outlier HD143275,

foram obtidos os vetores de componentes principais para cada observação, juntamente

com suas incertezas estimadas. Já os resultados obtidos por Ensor et al. (2017), para os

autovalores, seguem na Tabela 5.

Tabela 5 � Resultados da PCA para as 23 variáveis, onde cada linha representa uma componente
principal e cada coluna, da esquerda para a direita, representa os autovalores, as
proporções explicativas e as proporções acumuladas.

Fonte: (ENSOR et al., 2017).

De acordo com as Tabelas 4 e 5, os autovalores calculados pelo novo modelo, bem

como a variabilidade explicada por cada componente, diferiram um pouco dos resultados

obtidos por Ensor et al. (2017). Entretanto, isso é o que se espera ao inserir as incertezas

experimentais na análise, pois a matriz de covariância, da qual foi extraído os autova-
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lores e autovetores, foi modi�cada, uma vez que se usou a média ponderada dos dados

em sua construção. Também é importante destacar que este novo modelo gera, como

consequência, incertezas para os autovalores e demais resultados.

Assim como no caso de duas variáveis, a Tabela 4 mostra que mesmo que fossem

utilizadas todas as componentes principais a variabilidade explicada poderia não ser 100%

devido as incertezas do percentual cumulativo. Isso, é um dos pontos que diferencia esta

metodologia do modelo padrão, pois a incerteza do percentual cumulativo é afetada pelas

incertezas experimentais dos dados. Outro fato a ressaltar é que as incertezas relativas

apresentaram um decaimento suave (Figura 20), com excessão da segunda para terceira

que apresentou um salto de 0, 00156 unidades. Esse salto pode ser interpretado como

uma fase de transição até que as incertezas relativas caiam assintoticamente. Contudo,

esse valor inferido de incerteza relativa sugere uma nova forma de selecionar o número de

componentes principais que irá representar o modelo trabalhado, pois pode-se estipular um

limite de corte e utilizar um número de componentes cuja incerteza relativa da proporção

explicativa acumulada já tenha estabilizado e seja igual ou inferior a este limite.

Figura 20 � Grá�co das incertezas relativas as proporções acumuladas de cada componente prin-
cipal.
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Fonte: Do autor.

Para selecionar o número de componentes principais a ser utilizado, Ensor et al.
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(2017) utilizaram dois critérios: selecionar o número de componentes que juntas somassem

pelo menos 90% da variabilidade total; e as componentes cujos autovalores fossem maiores

que 1. E para auxiliar nesta interpretação utilizaram um screeplot, conforme foi mostrado

na Figura 4. Pela Tabela 5 é possível perceber que as quatro primeiras componentes

satisfazem essas duas condições. Para manter o mesmo raciocínio, foram utilizados os

mesmos critérios e construído um screeplot (Figura 21).

Figura 21 � Grá�co Scree Plot de autovalores por número da componente principal.
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Fonte: Do autor.

Observando a Figura 21 e, também, com o auxílio da Tabela 4, percebe-se que as

quatro primeiras componentes satisfazem as duas condições pois possuem um percentual

explicativo acumulado igual à 89, 9± 0, 4 e os autovalores maiores que 1. Rigorosamente,

a componente 5 também poderia ser escolhida dado que seu autovalor é 1, 025 ± 0, 006,

entretanto, como o objetivo da análise é captar o menor número de variáveis possível

e dado que o quinto autovalor, comparado ao quarto, é pouco maior que 1, optou-se

por manter a mesma escolha de quatro componentes principais, uma vez que as quatro

primeiras componentes cumprem satisfatoriamente as duas condições. Para ilustrar as

componentes principais, a Figura 22 mostra a distribuição de frequência da primeira e da

segunda componente principal referente à estrela HD15137.
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Figura 22 � Componentes principais 1(vermelho) e 2(azul) referentes à estrela HD15137.

Fonte: Do autor.

Como pode ser observado, as médias das distribuições da PC1 e PC2, da es-

trela HD15137, são, respectivamente, −0, 01409 e −1, 584 e seus rms são, na sequência

0, 02221 e 0, 1441. Portanto, as PCs originais são dadas por PC1 = −0, 015 ± 0, 022 e

PC2 = −1, 59± 0, 14, onde a incerteza de cada componente é o rms dos seus respectivos

histogramas. Todas as componentes princiais de cada uma das 29 estrelas estão disponí-

veis no Apêndice B. Já as interpretações e aplicabilidades destas componentes principais

no estudo das DIBs permaneceram as mesmas após a aplicação deste novo método. Para

uma melhor interpretação destas aplicações no estudo das DIBs, sugere-se a leitura de

Ensor et al. (2017).

6.2 Análise Discriminante

Neste tópico, será demonstrado um exemplo genérico, desenvolvido pelo autor, de

aplicação da análise discriminante, bem como possíveis aplicações reais deste método.

Portanto, como já visto no capítulo 4, o método tradicional consiste em determinar os

m vetores de co�cientes discriminantes, â, que maximizam a razão dada pela equação

(4.34), vetores estes, que são os m autovetores correspondentes aos m maiores autovalores

da matriz S−1
c B̂, onde m = min(p, k − 1) e então realizar as transformações lineares no

centroide de cada grupo e em novas observações, a �m de se obter um vetor de scores

discriminantes, ŷ = âTx, conforme a equação (4.35). De acordo com os objetivos deste

trabalho, seja um problema com k diferentes grupos, cada um possuindo uma matriz de
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observações

Xj =


x11 x21 · · · xnj1

x12 x22 · · · xnj2

...
...

. . .
...

x1p x2p · · · xnjp

 (6.31)

e de incertezas

σXj
=


σ11 σ21 · · · σnj1

σ12 σ22 · · · σnj2

...
...

. . .
...

σ1p σ2p · · · σnjp

 , (6.32)

onde nj representa a quantidade de observações do grupo j e p é o número de variáveis

discriminantes. O novo método consiste em utilizar a média ponderada e sua incerteza,

segundo as equações (6.5, 6.6), para estimar a posição do centroide de cada grupo, pois

como os dados possuem incertezas, �ca evidente que valores com maiores desvios devem

in�uenciar menos na construção do método de classi�cação.

Com os novos centroides, pode-se determinar a matriz de covariância interna de

cada população, Sj = 1
nj−1

∑nj

i=1(xi− x̄)(xi− x̄)T , e então construir a matriz Sc conforme

a equação (4.16) e calcular sua inversa. Já a matriz B̂ é calculada segundo a equação

(4.41), onde x̄G é, agora, a média ponderada dos centroides. Para realizar estes cálculos,

dois algoritmos foram desenvolvidos pelo autor. Um para realizar a análise com dados

de treinamento e o outro para avaliar novas observações. O primeiro programa, que deve

ser alimentado com os dados de cada grupo juntamente com suas incertezas, calcula a

matriz S−1
c B̂ original, como descrito no Capítulo 4, e extrai seus autovalores e autovetores

que são utilizados nas funções discriminantes. Então, para cada centroide, é gerada uma

posição aleatória com distribuição normal e com isso uma matriz S−1
c B̂ aleatória.

Esse processo é repetido um milhão de vezes e em cada uma delas, os autovalores,

bem como as componentes dos autovetores alimentam um histograma individual. Como

resposta o primeiro algoritmo fornece quatro matrizes, a dos centroides,

X̄ =


X̄11 X̄12 · · · X̄1k

X̄21 X̄22 · · · X̄2k

...
...

. . .
...

X̄p1 X̄p2 · · · X̄pk

 , (6.33)

onde cada coluna é o centroide de uma população, sua incerteza,

σX̄ =


σX̄11

σX̄12
· · · σX̄1k

σX̄21
σX̄22

· · · σX̄2k

...
...

. . .
...

σX̄p1
σX̄p2

· · · σX̄pk

 , (6.34)



81

a de vetores discriminantes,

âT =


a11 a12 · · · a1p

a21 a22 · · · a2p

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amp

 , (6.35)

e sua incerteza

σâT =


σa11 σa12 · · · σa1p

σa21 σa22 · · · σa2p
...

...
. . .

...

σam1 σam2 · · · σamp

 . (6.36)

Já o segundo algoritmo será alimentado com estes valores e também com novas observa-

ções. Desta forma, pode-se calcular

Ŷ = âTX̂ =


ŷ11 ŷ12 · · · ŷ1N

ŷ21 ŷ22 · · · ŷ2N

...
...

. . .
...

ŷm1 ŷm2 · · · ŷmN

 (6.37)

e

Ȳ = âTX̄ =


ȳ11 ȳ12 · · · ȳ1N

ȳ21 ȳ22 · · · ȳ2N

...
...

. . .
...

ȳm1 ȳm2 · · · ȳmN

 . (6.38)

onde X̂, (p × N), é a matriz de N novas observações que será usada para calcular Ŷ ,

(m × N), que é a matriz dos novos scores discriminantes, e Ȳ , (m × k), é a matriz de

scores médios em que cada coluna representa o vetor de scores de cada centroide.

Considerando que os centroides, os vetores discriminantes e as novas observações

possuem incertezas, torna-se possível gerar matrizes aleatórias para os scores discrimi-

nantes e médios. Portanto, novamente, o algoritmo gera valores aleatórios normalmente

distribuidos, com as entradas das matrizes âT , X̂ e X̄ como média e suas incertezas como

desvio padrão. Este procedimento é repetido um milhão de vezes e em cada iteração, os

valores gerados são armazenados em histogramas, de modo que suas incertezas estimadas

sejam o rms de cada um.

É importante observar que devido os elementos da matriz de scores discriminantes

bem como os da matriz de scores médios possuírem incertezas, não podem mais serem

interpretados como pontos em um determinado espaço, mas sim como nuvens de proba-

bilidade. Com isso, a classi�cação de uma nova observação em um determinado grupo,

como é realizada pelo método clássico, torna-se sem fundamento. Isso ocorre devido ao

fato de que tanto os scores discriminantes da observação quanto os scores médios dos
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grupos possuem uma determinada probabilidade de estar em qualquer lugar dentro de

suas respectivas nuvens de incerteza. Portanto, passa a ser inviável a�rmar com certeza

que uma nova observação possui um score discriminante que esteja mais próximo de um

determinado score médio, pois existe a possibilidade da verdadeira posição desse valor

estar mais próxima de outro.

Assim, a avaliação realizada por este último algoritmo, consiste em determinar

qual é probabilidade de uma nova observação pertencer a cada um dos k grupos. Dado

que, em cada iteração é gerado um score discriminante para a nova observação e para

cada centroide. O algoritmo também calcula a distância de Mahalanobis com relação a

cada população e classi�ca a nova observação àquele grupo no qual essa distância é menor.

Como se conhece o número de iterações e o número de vezes que esta nova observação foi

classi�cada em cada grupo é possível calcular a probabilidade desta medida pertencer a

cada uma das populações. Assim, seja I o número de iterações e Cj o número de vezes

que a observação foi classi�cada na população j, sua probabilidade de pertencer a este

grupo será

Pj =
Cj
I
. (6.39)

Desta forma, para uma melhor interpretação, pode-se fazer uma analogia à Figura

(5), e construir um diagrama como é mostrado na Figura (23), onde tanto as observa-

ções quanto seus scores discriminantes são representados por nuvens de acordo com suas

incertezas, e isso se aplica também aos centroides.

Figura 23 � Diagrama com a representação da nova função discriminante aplicada ao caso de
dois grupos e duas variáveis discriminantes.

Fonte: Do autor.
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Uma possível aplicação desta ferramenta está no campo da astronomia, em que se

pode determinar a probabilidade de novos exoplanetas pertencerem ao grupo dos planetas

telúricos (mais densos e menores) ou gigantes gasosos (menos densos e maiores), utilizando

como variáveis discriminantes a massa do planeta, seu diâmetro, dentre outras.

A título de exemplo, uma aplicação da LDA, seria considerar uma situação que se

tem dois grupos e duas variáveis discriminantes, como mostram as matrizes abaixo.

X(1) =

(
220 250 180

56 78 45

)
, X(2) =

(
45 67 88

115 131 99

)
(6.40)

Dado que o limite de aplicabilidade do método depende das distribuições de frequências

dos autovalores da matriz S−1
c B̂ não estarem signi�cativamente sobrepostos e isto, por sua

vez, depende da dimensão da incerteza de cada observação, neste exemplo foi elaborada

uma simulação com incertezas relativas às observações nas escalas de 1%, 5%, 15% e 25%.

Desta forma, a matriz de incertezas de 1%, por exemplo, será

σ
(1)
1% =

(
2,2 2,5 1,8

0,56 0,78 0,45

)
. (6.41)

Com os valores da equação (6.41), pode-se construir a matriz de centroides, utilizando a

equação (6.5), e obter

X̄ =

(
208,83 57,33

54,14 112,03

)
, σX̄1%

=

(
1,22 0,34

0,32 0,65

)
. (6.42)

Uma vez que em cada simulação os valores de todas as incertezas serão alterados na mesma

proporção, a matriz de centroides permanece a mesma, mudando apenas os valores de suas

incertezas. Já as matrizes de covariância individual de cada grupo, podem ser construídas

através da equação (2.31). Portanto, tem-se que

S1 =

(
1326 633

633 328

)
, S2 =

(
592 −127

−127 269

)
. (6.43)

Com isso, através da equação (4.16) chega-se na matriz de covariância comum, dada por

Sc =

(
959 253

253 299

)
, (6.44)

cuja inversa é

S−1
c =

(
0,0013 −0,0011

−0,0011 0,0043

)
. (6.45)

Calculando-se a média ponderada dos centroides, através da equação (6.5), tem-se que

X̄G =

(
68,56

65,40

)
(6.46)
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e utilizando a equação (4.41), pode-se calcular a matriz B̂, dada por

B̂ =

(
19,800 −2,102

−2,102 2,301

)
. (6.47)

Finalmente, a matriz cujos autovalores e autovetores devem ser extraídos é

S−1
c B̂ =

(
29 −5

−32 12

)
. (6.48)

O mesmo procedimento foi realizado para os casos em que os dados possuiam

incertezas de 5%, 15% e 25%. Para avaliar as distribuições de frequências dos autovalores,

seguem as Figuras 24 - 27.

Figura 24 � Distribuições de frequência dos autovalores correspondentes à primeira (vermelho)
e segunda (azul) funções discriminantes, da análise dos dados cujas incertezas eram
de 1%.

Fonte: Do autor.
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Figura 25 � Distribuições de frequência dos autovalores correspondentes à primeira (vermelho)
e segunda (azul) funções discriminantes, da análise dos dados cujas incertezas eram
de 5%.

Fonte: Do autor.

Figura 26 � Distribuições de frequência dos autovalores correspondentes à primeira (vermelho)
e segunda (azul) funções discriminantes, da análise dos dados cujas incertezas eram
de 15%.

Fonte: Do autor.
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Figura 27 � Distribuições de frequência dos autovalores correspondentes à primeira (vermelho)
e segunda (azul) funções discriminantes, da análise dos dados cujas incertezas eram
de 25%.

Fonte: Do autor.

Para uma melhor visualização das distribuições individuais dos autovalores, refe-

rente aos dados com incertezas de 1% e 15%, seus histogramas foram plotados, respecti-

vamente, nas Figuras 28 e 29.

Figura 28 � Distribuições de frequência, individuais, dos autovalores correspondentes à primeira
(vermelho) e segunda (azul) funções discriminantes, da análise dos dados cujas in-
certezas eram de 1%.

Fonte: Do autor.
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Figura 29 � Distribuições de frequência, individuais, dos autovalores correspondentes à primeira
(vermelho) e segunda (azul) funções discriminantes, da análise dos dados cujas in-
certezas eram de 15%.

Fonte: Do autor.

De acordo com as Figuras 24 - 26, é possível observar que conforme as medidas

passam a ter incertezas experimentais maiores, as distribuições de frequências dos autova-

lores sofrem deslocamentos e passam a ter uma variância maior. Neste exemplo, o limite

da aplicabilidade do método ocorre quando as observações medidas possuem incertezas

iguais ou superiores a 15%. Outro ponto importante é que pode-se observar que as dis-

tribuições que tinham um formato bem de�nido de uma gaussiana (Figura 28) passaram

a �car assimétricas (Figura 29), à medida que as incertezas experimentais aumentaram.

Isso é um indício de que mesmo que os elementos do vetor médio tenham distirbuição

normal, a verdadeira natureza das distribuições dos autovalores pode não ser gaussiana.

Para o caso particular dos dados possuírem incertezas de 5%, como há apenas

dois grupos e duas variáveis discriminantes, o número de funções discriminantes será

m = min(p, k − 1) = (2, 1) = 1. Ao aplicar o vetor de scores discriminantes na matriz

de centroides, encontram-se os valores dos scores médios de cada população. Assim, os

resultados obtidos se encontram na Tabela 6.

Tabela 6 � Resultados da análise com amostra de treinamento. Da esquerda para a direita
estão os coe�cientes discriminantes , suas incertezas, o centroide da população 1,
sua incertezas, o centroide da população 2 e sua incerteza.

Fonte: Do autor.
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Desta maneira, a função discriminante, que servirá para avaliar novas observações

é dada por

Y = âTX̂ = 0, 60X̂1 − 0, 79X̂2. (6.49)

Portanto, para avaliar novas medidas, dadas por

X̂ =

(
86, 2 66, 7

48, 1 32, 4

)
, (6.50)

e suas incertezas, da ordem, por exemplo, de 5%,

σX̂ =

(
4, 3 3, 3

2, 4 1, 6

)
, (6.51)

o algoritmo gerou valores aleatórios (um milhão), normalmente distribuídos, para os co-

e�cientes discriminantes, centroides (Tabela 6) e novas observações, dadas pela equação

(6.50), e os aplicou na equação (6.49). Como resultado, foi obtida uma distribuição de

frequência para os scores discriminantes, como mostra a Figura 30.

Figura 30 � Distribuições de frequência dos scores discriminantes das observações 1 (vermelho)
e 2 (azul).

Fonte: Do autor.

Desta forma, utilizando o rms dos histogramas da Figura 30 como estimativa das

incertezas dos scores discriminantes, tem-se que

Tabela 7 � Scores discriminantes das observações 1 (coluna 1) e 2 (colunas 2).

Fonte: Do autor.
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Conforme o método clássico de LDA, ao calcular a distância de Mahalanobis dos scores

discriminantes e médios seria determinado que as observações 1 e 2 pertenceriam aos

grupos 2 e 1 respectivamente. Entretanto, para esse novo método, ao utilizar equação

(6.39) foi possível estimar quais eram as probabilidades das novas observações pertencerem

a cada um dos grupos, conforme estão dispostas na Tabela 8.

Tabela 8 � Resultados das probabilidades de pertencer a cada um dos grupos, onde cada linha
representa uma nova observação e as colunas dois e três representam as probabilida-
des.

Fonte: Do autor.

Neste caso, conforme a Tabela 8, a observação 1 possui 48% de chance de pertencer

ao grupo 1 e 52% de pertencer ao grupo 2. Já a observação 2 possui, para os mesmo grupos,

respectivamente, 53% e 47% de chance. Esses resultados mostram que a classi�cação pelo

método tradicional, de que a observação 1 pertence ao grupo 2, por exemplo, não faz

sentido dado que as chances dela pertencer aos dois grupos são próximas. Assim, �ca

a critério do pesquisador que aplicar o método, utilizar uma técnica para estipular um

valor de corte para então determinar se uma nova observação será considerada como

pertencente ao um grupo ou a outro, de modo que a observação seja considerada de uma

determinada população se a probabilidade de pertencer a esta população for superior ao

valor estipulado.

Portanto, é importante destacar que a resposta em probabilidade do modelo desen-

volvido neste trabalho não deve ser confundida com a probabilidade conhecida, a priori,

de uma observação pertencer a uma população, utilizada no método clássico. A análise

discriminante tradicional exige que se conheça os k diferentes grupos, as observações que

pertencem a eles e como se comportam, ou seja, deve-se conhecer a função densidade de

probabilidade que descreve o comportamento dos dados.

A partir disto, um critério de classi�cação é construído e novas observações são

discriminadas de maneira determinística, criando assim um risco de estar errado. O que

este modelo traz de novo é que usa-se, sim, o conhecimento, a priori, das populações mas

ao analizar uma nova medida o método não determina a qual população ela pertence, mas

estima e deixa explícito a probabilidade dela pertencer a cada grupo. Com isso o aplicador

conhece as chances de estar errado e tem a oportunidade de avaliar mais cuidadosamente

uma determinada observação antes de tomar qualquer decisão.
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Entretanto, é importante destacar que este método difere da Análise Discriminante

Linear Probabilística ou PLDA (Probabilistic Linear Discriminant Analysis), que foi de-

senvolvida com objetivo, a princípio, de realizar reconhecimento facial, mas também pode

ser utilizada para outros �ns, como por exemplo reconhecimento de voz. Para uma melhor

descrição da PLDA pode-se consultar as referências (FERRER, 2017; LU; RENALS, 2014;

SIZOV; LEE; KINNUNEN, 2014). Assim, essa nova formulação da análise discriminante

será denominada como análise probabilística de classi�cação, dados os resultados que ela

produz.

6.3 Análise de Correlação Canônica

Neste tópico, assim como no tópico de análise discriminante, será demonstrada

uma aplicação hipotética da análise de correlações canônicas e discutidos os efeitos das

incertezas experimentais. Desta forma, seja um problema com 20 observações, em que

cada uma possui os vetores X = [X1, X2, X3]T e Y = [Y1, Y2, Y3, Y4]T , e cujos valores

estão dispostos na Tabela 9.

Tabela 9 � Dados dos vetores X e Y , onde cada linhar representa uma observação.

Fonte: Do autor.
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Assim, para construir as matrizes dadas pelas equações (5.26, 5.28), foi utilizado,

como exemplo, os dados com incertezas relativas de 10%. Os resultados para as médias

ponderadas se encontram na Tabela 10.

Tabela 10 � Resultados obtidos para as médias ponderadas (linha 2) e suas incertezas (linha 3)
para cada uma das variáveis dos vetores X e Y (linha 1).

Fonte: Do autor.

A partir dos resultados da Tabela 10, pode-se construir as matrizes de covariâncias

Sx =

11214 36352 60869

36352 242884 310647

60869 310647 777742

 (6.52)

e

Sy =


2254 8132 4757 20422

8132 50833 24749 96824

4757 24749 21675 69108

20422 96824 69108 617024

 (6.53)

cujas inversas são

S−1
x =

 0, 0001912 −0, 00001938 −0, 000007224

−0, 00001938 0, 00001038 −0, 000002630

−0, 000007224 −0, 000002630 0, 000002902

 (6.54)

e

S−1
y =


0, 001161 −0, 0001313 −0, 00007466 −0, 000009444

−0, 0001313 0, 00006080 −0, 00003740 −0, 000001006

−0, 00007466 −0, 00003740 0, 0001223 −0, 000005360

−0, 000009444 −0, 000001006 −0, 000005360 0, 000002691

 (6.55)

e, também, a matriz de covriância entre X e Y ,

Sxy =

 3615 17447 11377 37304

14728 93437 54533 240786

27665 152295 77683 439032

 . (6.56)

Finalmente, a matrizes das quais devem ser extraídos os autovalores e autovetores são

S−1
x SxyS

−1
y Syx =

 0, 36 0, 66 0, 83

0, 066 0, 51 0, 68

0, 015 0, 12 0, 32

 (6.57)
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e

S−1
y SyxS

−1
x Sxy =


0, 16 0, 10 0, 18 −0, 64

0, 075 0, 55 0, 28 1, 67

0, 054 0, 25 0, 26 0, 07

0, 0041 0, 048 0, 010 0, 22

 . (6.58)

A �m de avaliar o comportamento das distribuições dos autovalores para diferentes

dimensões de incertezas, esses cálculos foram realizados para simulações com incertezas

relativas às medidas de 3%, 5%, 10% e 15%. Desta forma, seguem os histogramas nas

Figuras 31 - 34, onde a distribuição do primeiro autovalor está representada em vermelho,

a do segundo em azul e a do terceiro em verde.

Figura 31 � Distribuições de frequência dos autovalores para os dados com incertezas relativas
de 3%.

Fonte: Do autor.
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Figura 32 � Distribuições de frequência dos autovalores para os dados com incertezas relativas
de 5%.

Fonte: Do autor.

Figura 33 � Distribuições de frequência dos autovalores para os dados com incertezas relativas
de 10%.

Fonte: Do autor.
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Figura 34 � Distribuições de frequência dos autovalores para os dados com incertezas relativas
de 15%.

Fonte: Do autor.

Como o autovalor é o quadrado da correlação canônica de um determinado par de variáveis

canônicas, então seguem, na Tabela 11, os resultados obtidos.

Tabela 11 � Resultados dos autovalores, suas incertezas (colunas 2 e 3), correlações canônicas e
suas incertezas (colunas 4 e 5).

Fonte: Do autor.
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Com isso, é possível perceber que em nenhuma simulação as distribuições de

frequências dos autovalores se sobrepuseram, �cando completamente distintas entre si.

Entretanto, a medida que as incertezas relativas cresceram, as larguras das distribuições

também aumentaram (FIGURAS 31 - 34). Embora nas simulações deste exemplo não

se tenha encontrado em qual ordem de grandeza as incertezas dos dados devem estar

para atingir o limite de aplicabilidade do método, pode-se entender que se as incertezas

continuarem subindo, em algum ponto as distribuições irão se sobrepor.

Conforme a Tabela 11, pode-se perceber que o primeiro par de variáveis canônicas

apresentou a maior correlação canônica, 91, 5%, e com o aumento das incertezas relativas,

sua incerteza estimada também aumentou. Para dar continuidade ao caso particular em

que os dados possuem incertezas relativas de 10%, os autovetores já redimensionados para

que as variâncias das variáveis canônicas sejam unitárias seguem dispostos na Tabela 12.

Tabela 12 � Resultados dos autovetores de transformação linear e suas incertezas.

Fonte: Do autor.

Ao aplicar os resultados da Tabela 12 conforme as equações (5.29, 5.30), encontram-se os

valores dos pares de variáveis canônicas apresentados na Tabela 13.
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Tabela 13 � Pares de variáveis canônicas das 20 observações da análise realizada com dados com
incertezas relativas de 10%.

Fonte: Do autor.

Como exemplo, seguem as distribuições de frequência (Figura 35) do primeiro par de

variáveis canônicas para a primeira observação.
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Figura 35 � Distribuições de frequência do primeiro par de variáveis canônicas (U1 e V1) das
variáveis X1 (vermelho) e Y1 (azul).

Fonte: Do autor.

Já as correlações entre cada variável canônica e cada grupo de variáveis originais

foram calculadas conforme as equações (5.68, 5.70, 5.74, 5.72), e estão dispostas na Tabela

abaixo.

Tabela 14 � Correlações entre as variáveis canônicas e cada uma das variáveis originais dos dois
grupos de dados X e Y , bem como suas incertezas estimadas.

Fonte: Do autor.
Nota: Todos os valores estão em porcentagem.

Como pode ser obsevado na Tabela 14 o primeiro par de variáveis canônicas apresentou

as maiores correlações com as variáveis X e Y . Entretanto, também apresentaram as

maiores incertezas. Isso mostra que apesar dos dados apresentarem uma alta correlação,

pode não ser seguro utilizar esses pares para estimar valores de conjunto de variáveis. Com

os dados da Tabela 14 também é possível calcular a proporção explicativa da variância
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total nos casos de se escolher um, dois ou os três pares, como pode ser visto na Tabela

15.

Tabela 15 � Proporções explicativas em termos de variância total, para cada variável canônica
individual.

6 Fonte: Do autor.
Nota: Todos os valores, com excessão da coluna 1, estão em porcentagem.

O que pode ser observado na Tabela 15 é que a primeira variável canônica refe-

rente ao grupoX explica, sozinha, 78, 0% de toda a variabilidade do grupo. Já a primeira

variável canônica do grupo Y explica 69, 9%. Ao utilizar mais variáveis esse percentual

explicativo aumentaria, mas mesmo que essa proporção chegasse a 100%, devido as incer-

tezas experimentais das observações, esse conjunto pode de fato explicar um percentual

menor.

Assim, o que este método traz de novo é a possibilidade de correlações que, pelo

método clássico, podiam ter uma alta relevância, e agora podem apresentar um valor

menos expressivo, e vice e versa, dependendo das suas incertezas que são propagadas

das incertezas experimentais das variáveis originais. Isso permite ao pesquisador uma

avaliação mais realista dos dados coletados em seus experimentos, diminuindo as chances

de superestimar ou subestimar suas conclusões.

Outro ponto é que ao buscar estimar variáveis de um grupo a partir do outro,

utilizando, por exemplo, uma regressão linear, este método permite realizar uma regressão

ponderada, uma vez que tanto as variáveis canônicas, coe�cientes de transformação quanto

os dados originais possuem incertezas.
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

O que pôde ser observado com este estudo é que a inserção das incertezas ex-

perimentais nas ferramentas de estatística multivariada abordadas gerou a possibilidade

de interpretações mais condizentes com a realidade, uma vez que a qualidade da análise

está diretamente ligada à qualidade das medidas realizadas em um experimento. Di-

ferentemente da teoria clássica, estas novas formulações consideram diferentes graus de

importância para os dados de acordo com suas incertezas.

No estudo das Componentes Principais o método tradicional busca determinar um

número reduzido de componentes que explicam quase toda a variabilidade do problema.

Entretanto, dado que não se leva em conta as incertezas de cada medida, a avaliação do

poder explicativo das componentes selecionadas pode ser superestimada ou subestimada,

prejudicando assim as interpretações e futuras análises com as componentes principais.

Outro fato a se destacar é que este método trouxe uma nova maneira de selecionar o

número de componentes a ser utilizado. Já que todas as informações do método passaram

a ter incertezas, inclusive as proporções explicativas acumuladas, foi possível calcular

uma incerteza relativa à proporção cumulativa e demonstrar que ela decai até estabilizar

em um determinado valor. Desta forma, uma escolha de componentes baseada apenas

nas proporções explicativas, como no método tradicional, pode resultar em um poder

explicativo com uma incerteza relativa grande o su�ciente para prejudicar a con�abilidade

da análise. Com isso o pesquisador pode estipular um valor mínimo para essa incerteza

relativa e selecionar o número de componentes que satisfazer a condição.

A análise discriminante linear de Fisher foi a única ferramenta abordada neste

estudo, que teve uma mudança de interpretação com a aplicação desta nova formulação.

Como visto, o método clássico consiste em, a partir de informações de uma amostra de

treinamento, construir uma regra de classi�cação que seja capaz de avaliar novas observa-

ções e determinar a qual grupo ou população elas pertencem. Contudo esse procedimento

não leva em consideração as incertezas intrínsecas à coleta dos dados e pode em alguns

casos classi�car uma observação em um grupo erroneamente, causando prejuízos aos re-

sultados da análise.

Neste trabalho foi considerado uma nova abordagem, pois uma vez que se leva em

consideração que as informações da amostra de treinamento possuem uma determinada

probabilidade de serem aquele valor observado, ou seja, possuem um limite de con�ança,

perde-se o sentido de uma classi�cação determinística, pois, embora o resultado aponte

que ela pertence à uma população, devido à sua incerteza, ela pode de fato pertencer à

outra população. Assim, esta nova análise desenvolvida neste trabalho, não determina a

qual grupo a nova observação pertence, mas qual é a probabilidade dela pertencer a cada

um dos grupos existentes.



100

Portanto, �ca a critério do pesquisador avaliar a qual grupo aquela observação

pertence. Porém, esta nova formulação diminui a possibilidade de se cometer um erro em

uma classi�cação, pois, uma vez que o pesquisador conhece as chances de erro, ele pode

estipular um valor de corte classi�cando as observações em um determinado grupo cujas

probabilidades delas pertencerem a este grupo seja igual ou superior ao valor de corte.

Outro ponto diferencial deste método, é que o aplicador tem a possibilidade de avaliar

mais cuidadosamente as observações que estiverem próximas ao limite de pertencer a uma

população ou a outra, evitando, assim, a possibilidade de uma classi�cação precipitada.

Já para análise de correlação canônica, foi possível concluir que o impacto desta

metodologia, diferentemente da análise clássica, proporcionou a possibilidade de avaliar

a qualidade das correlações e com isso poder ter uma melhor interpretação das possíveis

predições de um grupo de variáveis a partir do outro. Isso ocorre pois, mesmo que uma

análise gere correlações altas, o que seria muito satisfatório para o método tradicional,

agora, com as incertezas dessas correlações, pode ser que esses valores não sejam tão

con�áveis. Assim, o pesquisador tem a possibilidade de reavaliar a qualidade das suas ob-

servações medidas. Outro ponto, é que este método permite realizar análises de regressões

lineares ponderadas com as incertezas, com o intuito de estimar os valores de um grupo

de variáveis a partir do outro. Com isso, o método torna-se mais sensível à qualidade dos

dados.

Por �m, pode-se concluir que a utilização das incertezas experimentais em análises

estatísticas proporciona uma interpretação de qualidade e mais condizente com a realidade

do experimento. Como continuidade deste estudo, é possível buscar a inserção de incer-

tezas experimentais em outras ferramentas e também buscar aplicações das ferramentas

abordadas neste estudo, não só na Física, mas nas mais diversas áreas da ciência.
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