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RESUMO

Quando se deseja analisar um conjunto de dados medidos, assumindo a aleatoriadade das
medigoes, levando em conta os erros estatisticos e instrumentais envolvidos no processo, as
incertezas experimentais exercem um papel fundamental nos resultados de algumas ana-
lises estatisticas. Entretanto, muitas ferramentas estatisticas nao as levam em conta em
seus calculos e, por isso, este estudo tem como objetivo inseri-las nos calculos das anélises
de Componentes Principais, Discriminante Linear de Fisher e de Correlacao Candnica,
bem como analisar o impacto no resultado final destas técnicas. Como as trés anélises
tém em comum o fato de seus resultados estarem ligados a matriz de covariancia dos da-
dos, o procedimento metodoldogico deste estudo consistiu em utilizar a média ponderada
das variaveis, por suas incertezas experimentais, para construir as matrizes de covariancia.
J& para propagar esses erros para os resultados das trés andlises, optou-se por utilizar um
método numérico a la Monte Carlo, através de algoritmos desenvolvidos para gerar resul-
tados aleatorios a partir da flutuacao da média ponderada dos dados. A fim de demonstrar
a aplicabilidade do novo modelo de componentes principais, foram refeitas as anélises de
componentes principais, das variaveis que caracterizam o meio interestelar difuso, reali-
zadas por Ensor et al.| (2017) e comparados os resultados com a abordagem tradicional
que nao leva em conta as incertezas experimentais. Este novo modelo de componentes
principais propiciou uma forma alternativa de escolher o niimero de componentes a ser uti-
lizado, através dos valores obtidos para as incertezas relativas as proporcoes explicativas
acumuladas. J& para as outras duas andlises foram realizadas simulacoes para avaliar a
aplicabilidade do método em exemplos desenvolvidos pelo autor. A anélise discriminante
foi a tnica ferramenta que apresentou uma mudancga na sua interpretacao, fornecendo
como resposta a probabilidade de novas observagoes pertencerem a cada um dos grupos
e nao uma classificagao deterministica. Ja a andlise de correlacoes candnicas permitiu
uma avaliacao dos dados mais proximo da realidade do experimento, uma vez que tanto
as variaveis canonicas e vetores de transformacao quanto as correlacoes candnicas, pos-
suem incertezas. Portanto, pdde-se concluir que nas trés analises a insercao das incertezas
experimentais possibilitou ao pesquisador uma interpretacao dos resultados mais condi-
zente com a realidade do experimento, podendo evitar uma super ou subestimacao de
parametros na analise dos dados.

Palavras-chave: Incerteza experimental. Estatistica Multivariada. Analise Discrimi-

nante. Componentes Principais. Correlagao Canonica.



ABSTRACT

When a researcher wants to analyze a set of data, assuming the randomness of the mea-
surements, taking into account the statistical and instrumental errors involved in the
process, experimental errors have a key role in the results of some statistical analysis.
However, many statistical tools do not take them into account in their calculations and,
therefore, this study proposes new formulations for the Principal Components, Fisher
Linear Discriminant and Canonical Correlation analysis which take the experimental er-
rors into account, and also proposes to evaluate the impact on the results of these new
techniques. Since the three analysis have in common the fact that their results are tied to
the data covariance matrix, the methodological procedure of this study consisted of using
the weighted average of the variables by their experimental errors, in order to construct
the covariance matrices. For purposes of propagating these errors to the results of the
three analysis, it was chosen to use a numerical method similar to Monte Carlo, through
algorithms developed to generate random results from the fluctuation of the data weighted
average. In order to demonstrate the applicability of the new principal components model,
it was reconstructed the principal component analysis of the variables for the diffuse in-
terstellar band performed by |[Ensor et al.| (2017) and the results were compared with the
traditional approach that does not take into account the experimental errors. This new
model of principal components provided an alternative way to choose the number of com-
ponents to be used, through the values obtained for the relative errors concerning to the
accumulated proportion of variance explained. For the other two analysis, simulations
were performed to evaluate the applicability of the method in examples developed by the
author. The discriminant analysis was the only technique that presented a change in its
interpretation, providing as answer the probability of new observations belonging to each
group and not a deterministic classification. The analysis of canonical correlations allowed
for an evaluation of the data closer to the reality of the experiment, once both canonical
variables and transformation vectors as well as canonical correlations have available now
error bars. Therefore, it was possible to conclude that in the three analysis the insertion
of the experimental errors enabled the researcher an interpretation of the results faithful
to the real experiment, which may avoid a super or underestimation of parameters in the
data analysis.

Keywords: Experimental error. Multivariate Statistics. Discriminating Analysis. Prin-

cipal Components. Canonical Correlation.



LISTA DE FIGURAS

[Figura 1 — Grafico de tensao por corrente, onde p0 e pl representam o coeficiente |

[ angular e linear, respectivamente, da reta ajustada.| . . . . . . . . . .. 19

[Figura 2 — Grafico de tensao por corrente, onde p0 e pl representam o coeficiente |

[ angular e linear, respectivamente, da reta ajustada.| . . . . . . . . . .. 20

[Figura 3 — Representacao grafica de uma funcao densidade de probabilidade nor- |

| mal bivariadal . . . . . . . .. 23

[Figura 4 — Um Scree Plot, grafico de autovalor por componente principal.| . . . . . 36

[Figura 5 — Uma representacao grafica da LDA aplicada em duas populacoes com |

| duas variaveis discriminantes, onde @ equivale ao centroide @ de cada |

| populacao e %(gjl + ¥2) é a metade da distancia de Mahalanobis m.| .. 40

[Figura 6 — Tabela de dados com oito variaveis de comprimento de onda (todas em |

| 10~'°m), onde cada linha representa uma observagao (estrela) e cada |

| coluna uma variavell . . . . . . .. 61

[Figura 7 — Tabela de dados com oito variaveis de comprimento de onda (todas em |

| 10~'°m), onde cada linha representa uma observacao (estrela) e cada |

| coluna uma variavell . . . . . . . 62

[Figura 8 — Tabela de dados com seis variaveis, onde cada linha representa uma |

| observacao (estrela) e cada coluna uma variavel|. . . . . .. .. .. .. 63

[Figura 9 — Regressao linear para o conjunto de dados das variaveis E(B — V), em |
2

| mag, e N(H), em cm™, onde p0 representa o coeficiente angular da |

| reta, pl o coeficiente linear e x*/ndf é o Chi-quadrado dividido pelo |

[ numero de graus de liberdade.| . . . . . ... ... o000 66

[Figura 10 — Histogramas com as distribui¢oes dos autovalores referentes as PC'1(vermelho)
| e PC2(azul) da PCA aplicada as variaveis £(B—V') e N(H), onde En- |
|
|

| tries, Mean e RMS representam o numero de dados colocados nos his-

| togramas, a média aritmética deles e a raiz do valor quadratico médio

[ respectivamente. . . . . . . . L. L 67

[Figura 11 — Histogramas com as distribui¢oes das propor¢oes explicativas da PC'1(vermelho)
| e PC2(azul).| . . . . .. . 67
[Figura 12 — Ajuste a partir da equacao (6.25) com PC2 = 0 (reta azul), ajuste

obtido por Ensor et al. (2017) pela equacao (6.28)) (reta verde claro),

|
|
regressao linear (reta verde escuro), dada pela equacao (6.27), em que |
|
|

proposta por |Bohlin, Savage e Drake| (1978) dada pela equacao (6.30),
(reta vermelha), onde [N(H)| = [em ™| e [E(B — V)] = [mag|| . . . . . 71

[ p0 e pl sao os coeficientes angular e linear, respectivamente, e funcao




[Figura 13 — Da esquerda para a direita estao as distribuicoes de trequéncias do 23° |
[ ao 17° autovalor) . . . . . . . . .. 72

[Figura 14 — Da esquerda para a direita estao as distribuicoes de frequéncia do 16° |

| ao 6° autovalor) . . . . . ... 72

[Figura 15 — Da esquerda para a direita estao as distribuicoes de frequéncia do 5° |

[ ao 2° autovalor . . . . . ... 73
[Figura 16 — Distribuicao de frequéncia do autovalor correspondente a PC1.|. . . . . 73
[Figura 17 — Distribuicao de frequéncia do 15° (azul) e 16° (marrom) autovalor.| . . 74

[Figura 18 — Distribuicao de frequéncia do 18° (vermelho claro) e 19° (azul claro) |

| autovalor . . . . oL L e 74

[Figura 19 — Distribuicao de frequéncia do 21° (laranja) e 22° (preta) autovalor.| . . 74

[Figura 20 — Grafico das incertezas relativas as proporcoes acumuladas de cada com- |

[ ponente principal.. . . . .. .. ..o 7

[Figura 21 — Grafico Scree Plot de autovalores por nimero da componente principal.| 78

[Figura 22 — Componentes principais 1(vermelho) e 2(azul) referentes a estrela H D15137.| 79

[Figura 23 — Diagrama com a representacao da nova funcao discriminante aplicada |

| ao caso de dois grupos e duas variaveis discriminantes.| . . . . . . . .. 82

[Figura 24 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores correspondentes a primeira |

| (vermelho) e segunda (azul) func¢oes discriminantes, da analise dos da- |

| dos cujas incertezas eram de 1%.| . . . . . .. ... 84

[Figura 25 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores correspondentes a primeira |

| (vermelho) e segunda (azul) func¢oes discriminantes, da analise dos da- |

| dos cujas incertezas eram de 5%.| . . . . . .. ... 85

[Figura 26 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores correspondentes a primeira |

| (vermelho) e segunda (azul) func¢oes discriminantes, da analise dos da- |

| dos cujas incertezas eram de 15%.|. . . . . . . ... ... ... 85

[Figura 27 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores correspondentes a primeira |

| (vermelho) e segunda (azul) func¢oes discriminantes, da analise dos da- |

| dos cujas incertezas eram de 25%./. . . . .. ... 86

[Figura 28 — Distribuicoes de frequéncia, individuais, dos autovalores corresponden- |

| tes a primeira (vermelho) e segunda (azul) fun¢oes discriminantes, da |

| analise dos dados cujas incertezas eram de 1%.. . . . . . . . . ... .. 86

[Figura 29 — Distribuicoes de frequéncia, individuais, dos autovalores corresponden- |

| tes a primeira (vermelho) e segunda (azul) fung¢oes discriminantes, da |

| analise dos dados cujas incertezas eram de 15%.[ . . . . . . . . . .. .. 87

[Figura 30 — Distribuicoes de frequéncia dos scores discriminantes das observacoes |
| 1 (vermelho) e 2 (azul).| . . . . . . ... 88
[Figura 31 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores para os dados com incerte- |
| zasrelativas de 3%.. . . . .. .. 92




[Figura 32 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores para os dados com incerte- |

| zas relativas de 5% . . . . . . .o 93
[Figura 33 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores para os dados com incerte- |
| zas relativas de 10%.] . . . . . . . ... 93
[Figura 34 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores para os dados com incerte- |
| zas relativas de 15%. . . . . . . . ... 94

[Figura 35 — Distribuicoes de frequéncia do primeiro par de variaveis canonicas (U; |
| e V1) das variaveis X; (vermelho) e Yy (azul)| . . . . .. .. ... 97




LISTA DE TABELAS

(Tabela 1 —

Matriz de classificacao onde as linhas representam as populacoes reais

e as colunas as populacoes classificadas.| . . . . . ... ... ... ...

[Tabela 2 —

Resultados da PCA para as variaveis F(B — V') e N(H), onde cada

linha representa uma componente principal e cada coluna, da esquerda

para a direita, representa os autovalores, as proporcoes explicativas, as

proporcoes acumuladas, as incertezas relativas do percentual acumu-

lado e os autovetores, respectivamente, juntamente com suas incertezas. 68

[Tabela 3 —

Resultados da PCA para as varidveis F(B — V) e N(H), onde cada

linha representa uma componente principal e cada coluna, da esquerda

para a direita, representa os autovalores, as proporcoes explicativas, as

proporcoes acumuladas e os autovetores.| . . . . . ... ... ...

(Tabela 4 —

Resultados da PCA para as 23 variaveis, onde cada linha representa

uma componente principal e cada coluna, da esquerda para a direita

representa os autovalores e suas incertezas, as proporcoes explicativas

e suas incertezas, as proporcoes acumuladas e suas incertezas e as in-

certezas relativas. . . . . . . . . L. L.

[Tabela 5 —

Resultados da PCA para as 23 variaveis, onde cada linha representa

uma componente principal e cada coluna, da esquerda para a direita

representa os autovalores, as proporcoes explicativas e as proporcoes

acumuladas.). . . . . ...,

[Tabela 6 —

Resultados da analise com amostra de treinamento. Da esquerda para a

direita estao os coeficientes discriminantes , suas incertezas, o centroide

da populacao 1, sua incertezas, o centroide da populacao 2 e sua incerteza. 87

[Tabela 7 —

Scores discriminantes das observagoes 1 (coluna 1) e 2 (colunas 2). | . .

88

[Tabela 8 —

Resultados das probabilidades de pertencer a cada um dos grupos

onde cada linha representa uma nova observacao e as colunas dois e

trés representam as probabilidades.| . . . . . .. ..o

[Tabela 9

89

Dados dos vetores X e Y, onde cada linhar representa uma observacao. 90

[Tabela 10 —

Resultados obtidos para as médias ponderadas (linha 2) e suas incer-

tezas (linha 3) para cada uma das variaveis dos vetores X e Y (linha

T

91

[Tabela 11 —

Resultados dos autovalores, suas incertezas (colunas 2 e 3), correlagoes

canonicas e suas incertezas (colunas 4 eb).|. . . . . ... ... ...

(Tabela 12 —

Resultados dos autovetores de transformacao linear e suas incertezas.| .

94
95

(Tabela 13 —

Pares de variaveis canonicas das 20 observacoes da analise realizada

com dados com incertezas relativas de 10%. . . . . . . . .. . . .. ..

96



[Tabela 14 — Correlacoes entre as variaveis canonicas e cada uma das variaveis ori-

[ ginais dos dois grupos de dados X e Y, bem como suas incertezas

| estimadas. . .

97

[Tabela 15 — Proporcoes explicativas em termos de variancia total, para cada varia-

| vel candnica individuall

98



SUMARIO

il INTRODUGAO| . . . v vttt et e e et e e et e 17
2 CONCEITOS DE ESTATISTICA MULTIVARIADA| . . .. .. .. 21
2.1  Amostras Aleatérias Multidimensionaisl. . . . . . . ... ... .. .. 21
2.2 Distribuicao Normal Multivariada . . . . . . ... .. ... ... ... 22
(2.3 Estimadores de Maxima Verossimilhanca do vetor médio e da ma- |
[ trizdecovaridncial . . . . . . ... ... 24
2.4  Teste de Normalidade Multivariadal . . . . . . .. ... ... ... .. 27
[2.5 Propagacao de incertezas|. . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 28
3 ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS| . . .. .. ..... 30
(3.1 Analise de Componentes Principais por matriz de Covariancia|. . . 31
(3.2 Analise de Componentes Principais por Matriz de Correlacdo] . . . 33
3.3 Escolha das Componentes Principais| . . . . . .. ... .. ... ... 34
4 ANALISE DISCRIMINANTE| . . . . ... .............. 37
(4.1 Analise Discriminante Linear de Fisher para duas populacoes| . . . 37
(4.2 Estimativa das Probabilidades de Classificacao Incorretal . . . . . . 41
(4.3 Analise Discriminante Linear de Fisher para mais de duas populacoes| 43
|5 ANALISE DE CORRELACAO CANONICA|. . . .. .. ... ... 47
(5.1 Analise de Correlacoes Candnicas por variaveis nao padronizadas | 48
(5.2 Analise de Correlacoes Candnicas por variaveis padronizadas| . . . 52
(5.3 Nidamero de pares de variaveis canonicas e a qualidade de um mo- |
[ deloreduzidol . . . . . . ... ... 54
6 DESENVOLVIMENTO DAS NOVAS FORMULACOES| . . . . . . 58
6.1 Analise de Componentes Principais| . . . . . . .. .. .. ... .... 60
6.2  Analise Discriminantel . . . . . . .. ... ... L. 79
6.3 Analise de Correlacdo Canbénica| . . . . . ... ... ... ... .... 90
7 CONSIDERACOES FINAIS|. . . . . .. . o 99




IAPENDICES|

IAPENDICE A — PCS DAS 29 ESTRELAS PARA A ANALISE |

COM DUAS VARIAVEIS|

IAPENDICE B — PCS DAS 29 ESTRELAS PARA A ANALISE |

COM 23 VARIAVEIS|




PREFACIO

A ideia de realizar este trabalho nasceu em um projeto de iniciacao cientifica,
quando eu ainda estava na graduagao de Bacharelado Interdisciplinar em Ciéncia e Tec-
nologia. Ao trabalhar com algumas analises de estatistica multivariada as seguintes ques-
toes foram levantadas: por que utilizamos as incertezas experimentais em algumas anélises
como regressao linear simples e nao as utilizamos em outras andlises como discriminante,
correlacao canonica e outras anélises multivariadas? E como poderiamo inseri-las nestas
analises?

Buscar responder a segunda questao ficou, entao, como proposta do meu orienta-
dor, Prof. Dr. Céssius Anderson Miquele de Melo, para um possivel trabalho de mestrado
caso eu decidisse seguir este caminho. Foi um trabalho desafiador nesses tltimos dois anos
e com certeza h&i muito o que trabalhar. Entretanto, a medida que eu ia estudando, o
que me motivava a continuar a pesquisar era descobrir as diversas aplicagoes destas fer-
ramentas estatisticas nas mais diferentes areas da ciéncia, além da Fisica.

Portanto, ao ler este trabalho, o leitor ird perceber que os calculos de cada método
estd, na medida do possivel, bem detalhado. Ao desenvolver esta dissertacdo eu viso
como publico nao s6 pessoas da Fisica, Estatisitica ou das ciéncias exatas em geral, mas
também pesquisadores de outras areas que queiram conhecer um pouco mais dos assuntos
abordados neste trabalho. Assim, espero que este texto sirva, além das constribui¢oes dos
resultados das pesquisas desenvolvidas, também, como fonte de estudo para aqueles que

se interessarem pelo assunto.
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1 INTRODUCAO

A Estatistica é indispensavel e fundamental para andlise e interpretacoes de dados
em todos os ramos da ciéncia, desde estudos sociais até as mais diversas areas das ciéncias
exatas, e em particular na Fisica (MAGALHAES; LIMA| 2008). No entanto, esta nio
¢ uma area de estudo nova, segundo Castro| (1970), a estatistica é tao antiga quanto os
primeiros homens, uma vez que a necessidade de enumerar e organizar seus objetos sempre
esteve presente na natureza humana.

A origem da palavra estatistica, que deriva da palavra "estado", em latim, se deu
em torno de 1730, e foi proposta por Schmeitzel na Universidade de Iena, no entanto, até
hoje ha uma controvérsia se a palavra se referia ao Estado como organizagao politica ou
ao estado como um modo de ser (CASTRO, [1970).

Ha registros de recenseamentos realizados por grupos sumérios entre 5000 e 2000
anos antes de Cristo, contudo, foi em meados do século XVII que houve grandes progressos
no estudo de técnicas estatisticas devido a necessidade dos lideres de estado da época
quantificar e explicar fenémenos sociais e econémicos (ANDRIOTTIL, 2003)).

A estatistica pode ser dividida em trés importantes periodos: o primeiro, marcado
pela necessidade do Estado de organizar e registrar informagoes de forma sistematica,
ocorreu desde a época dos senhores feudais até meados do século XVII; o segundo periodo,
onde a estatistica comecou a ser vista como um ramo da ciéncia de forma auténoma foi
quando a Universidade de Iena inaugurou o primeiro curso de Estatistica, em 1708. Foi
também nesse periodo que Schmeitzel propods o uso da palavra Estatistica; o terceiro
periodo ¢ o periodo contemporaneo da estatistica, teve inicio a partir de 1853 com o
primeiro Congresso de Estatistica e se mantem até os dias de hoje (CASTRO) 1970).

A estatistica comecou a se ramificar na medida que novos problemas eram levanta-
dos. Houve um grande interesse da parte de algumas pessoas em desenvolver teorias que
explicassem os jogos de azar e com isso surgiu o que se conhece por teoria das probabili-
dades. Leonardo Pisano, conhecido como Fibonacci, viveu do século XII até meados do
século XIII e foi o primeiro, que se tem registros, a estudar jogos de azar (VIALI, [2008).
Blaise Pascal (1623-1662) e Piérre de Fermat (1601-1665) trocaram cartas sobre problemas
levantados por Pascal, como por exemplo qual seria o momento ideal para se interromper
um jogo e a melhor maneira de fazer a divisao do dinheiro apostado (ANDRIOTTI, [2003).

Para [Viali (2008), Laplace (1749 - 1827) publicou no inicio do século XIX uma
classica obra, considerada fundamental para sua época, intitulada Théorie Analytique
des Probabilités, e abordou temas como as fungoes geratrizes, a regra de Thomas Bayes
(1702 - 1761) sobre probabilidade inversa, probabilidade de eventos compostos, a teoria
dos minimos quadrados, e em edigoes posteriores também destacou a probabilidade de

erros de observacoes, na determinacao das massas dos maiores planetas, Jupiter e Saturno,
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e também problemas de Geodésia.

Segundo Boyer e Merzbach (2012), Laplace foi um dos maiores contribuintes para o
avanco da teoria das probabilidades. Mas para Viali (2008), Jacques Bernoulli teve grande
influéncia ao dar inicio nos estudos sobre a Lei dos Grandes Nimeros da qual se derivou,
segundo Magalhaes e Limal (2008), o Teorema do Limite Central em que mostra que as
tomadas de valores aleatérios tendem a se distribuir igualmente em torno de um valor
central. Esse Teorema do Limite Central levou ao que se conhece, hoje, por distribuicao
normal de probabilidade ou distribuigao gaussiana descrita por uma equagao matematica
que leva o nome de equagdo de Laplace-Gauss (VUOLO), 1996).

A estatistica contemporanea visa, através de diferentes ferramentas, estabelecer
uma relacao de causa e efeito de diversos fenomenos buscando prevé-los dentro de um
especifico intervalo de incerteza (CASTRO, [1970). Estas ferramentas foram e sdo desen-
volvidas de acordo com a necessidade da andlise em questao. Assim, de acordo com Hair et
al.| (2009), as anélises de problemas que envolvem apenas uma variavel sdo denominadas
univariadas e problemas que possuem duas variaveis, dependentes e/ou independentes
sao classificados como bivariados e possuem como algumas ferramentas as anélises de
distribuicoes de probabilidade, correlacao e regressao linear simples, e outras mais.

J& para casos em que se tem miultiplas variaveis dependentes e independentes as
analises sao classificadas como multivariadas, em outras palavras, esta denominacao se da
para todas as ferramentas estatisticas que abrangem mais de duas varidveis independentes
que possam explicar uma ou mais variavel dependente (HAIR et al., 2009). Alguns méto-
dos de anélise univariada e bivariadas tiveram seus conceitos generalizados para anélises
multivariadas, como por exemplo a andlise de distribui¢ao de uma tinica variavel, regres-
sao linear, andlise de correlagao entre outros. Assim, algumas ferramentas multivariadas
sao as analises de regressao miltipla, correlacao canénica, componentes principais, discri-
minante. (FERREIRA| 2008).

Segundo Ferreira, (2008), um conjunto de dados apresenta uma caracteristica intrin-
seca a ele denominada variabilidade e é devido a esta caracteristica que se torna necessério
a utilizacao de ferramentas estatisticas para melhor interpretacao dos resultados. Esta
variabilidade, além do desvio estatistico, deve-se, também, ao fato de que é inevitavel re-
alizar uma medida isenta de erro, ou seja, com um valor absoluto sem nenhuma incerteza
experimental (VUOLO, (1996)).

Assim, para Taylor| (2012), o conhecimento da incerteza experimental é impres-
cindivel para uma boa anélise e interpretacao dos resultados, pois dados que apresentam
menores incertezas oferecem maior credibilidade e, portanto, apresentam um maior peso,
comparado a dados com maiores incertezas, para a andalise estatistica que estiver sendo
aplicada. Isso quer dizer que um conjunto de dados, cujas incertezas experimentais sao
desconhecidas, pode ser completamente inutilizado devido a falta de confianca em seus

valores.
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Para isso, a ferramenta estatistica em uso deve ser capaz de assimilar esta incerteza
experimental. Assim, devido aos pontos citados, este trabalho tem como objetivo inserir
os valores de incertezas experimentais, de um conjunto de dados, nas anélises Discrimi-
nante Linear de Fisher, de Componentes Principais e de Correlagao Canonica, e também
avaliar o impacto desta modificacao nos resultados finais destas técnicas de estatistica
multivariada. Para isso, cada modelo sera reformulado de modo que cada erro tenha um
peso nos resultados finais de cada anélise.

Quando se realiza uma andlise estatistica de um determinado conjunto de dados,
levar em consideracao as incertezas experimentais de cada elemento do conjunto se torna
fundamental para a interpretagao e analise dos resultados,pois os erros intrinsecos a to-
mada de dados exercem um peso na andlise de forma que dados com incertezas pequenas
sao mais importantes que aqueles com incertezas maiores.

Isso pode ser observado, por exemplo, em uma analise de regressao linear simples
em que se adota a distribuicao normal de probabilidade para as incertezas experimentais.
De uma maneira mais grosseira, o peso que cada dado exerce sobre o ajuste é inversamente
proporcional ao quadrado da sua incerteza de modo que quanto maior o erro menos
influéncia o ponto terd sobre o ajuste dos parametros da reta.

As duas imagens a seguir exemplificam bem esta situagao. Como exemplo, assumiu-
se valores ficticios para uma tomada de dados de tensao e corrente elétrica, com as incer-

tezas da corrente ja rebatidas para tensao.

Figura 1 — Grafico de tensdo por corrente, onde p0 e pl representam o coeficiente angular e linear,
respectivamente, da reta ajustada.

% = X2 / ndf 5.871/7
' 70:_ p0 94.03 + 4.867
e F pl 1.671+1.387
60—
503—
403—
303—
203—
10f-
O: 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Corrente(A)

Fonte: Adaptado de Vuolo| (1996)).
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Figura 2 — Gréfico de tensdo por corrente, onde p0 e pl representam o coeficiente angular e linear,
respectivamente, da reta ajustada.

X2 I ndf 60.37/7
po 120.7 + 3.267 i
pl ~4.262 + 1.131

60

Tensao (V)

50

40

30

20

10

1 I 1 1
0.5
Corrente(A)

Fonte: Adaptado de Vuolo| (1996)).

Como pode ser observado no primeiro caso, Figura [I} o tltimo ponto apresentou
uma incerteza muito maior que os outros dados e isso fez com que os parametros fossem
ajustados de modo com que a reta ficasse mais rente aos pontos com barras de erro
menores. Ja para o segundo caso, Figura [2| onde o altimo ponto tem uma incerteza
menor, os parametros sao tais que a reta se afasta de alguns pontos e se aproxima do
ultimo devido a sua maior importancia para o ajuste.

Assim, essa grande importancia que as incertezas experimentais exercem tanto no
resultado da analise quanto em sua qualidade, justifica este trabalho de buscar inserir os
valores de erros experimentais em modelos de andlises estatisticas multivariadas. Por-
tanto, no Capitulo [2| serdo abordados alguns conceitos basicos de estatistica multivariada
que irao fundamentar o desenvolvimento. Nos Capitulos e |5 os conceitos classicos
das andlises de Componentes Principais, Discriminante Linear de Fisher e de Correla-
¢oes Canonicas irao ser discutidos, respectivamente. Ja no Capitulo [6] sera demonstrado
e discutido um novo modelo desenvolvido neste trabalho para cada andlise e por fim,
no Capitulo [7] sera realizada uma conclusao evidenciando as peculiaridades dos modelos

desenvolvidos.
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2 CONCEITOS DE ESTATISTICA MULTIVARIADA

A utilizacao de técnicas de analise multivariada de dados cresceu tanto que se tor-
nou complicado mensurar as diferentes formas de aplicacdo para seus métodos (JOHN-
SON; WICHERN], 2007). Para Han, Pan e Yang| (2016)), o rapido desenvolvimento tecno-
logico demanda andlises e previsoes estatisticas em dados multidimensionais que estaos
presentes nao s6 na Fisica mas nos mais diferentes ramos da Ciéncia, como Egenharia,
desenvolvimento de softwares, processamento de imagens dentre outros. Ja para|Aktekin,
Polson e Soyer| (2017), modelos de anélise multivariada de dados tém importantes aplica-
¢oes no desenvolvimento de ferramentes para websites como o nimero de clicks, contagem
de acessos em miiltiplas paginas da web e muitos outros.

Pode-se perceber, dado os exemplos citados acima, que ha um niimero ilimitado de
aplicagoes para ferramentes de estatistica multivariada, e também existe a necessidade de
melhoria dos modelos ja existentes além da possibilidade de desenvolvimento de novos mo-
delos. Como temos como objetivo reformular alguns modelos j& existentes, € importante
introduzir alguns conceitos e ferramentas matematicas necessarias para compreensao e
desenvolvimento deste trabalho. Por isso, neste capitulo, serao demonstradas algumas

ferramentas imprescindiveis para o cumprimento deste estudo.

2.1 Amostras Aleatérias Multidimensionais

Quando se realiza um estudo cientifico, é imprescindivel que exista uma etapa
em que os conceitos tedricos sejam confrontados com resultados praticos e, para isso, é
necessario que se realize experimentos e coleta de dados. Estes dados sao conhecidos
como observacoes de uma dada variavel aleatéria e quando ha apenas uma, todo o estudo
estatistico se resume ao caso univariado. J& para uma situagao em que existem multi-
plas varidveis aleatorias, o conhecimento de estatistica multivariada deve ser empregado
(FERREIRA, [2008).

Segundo |Johnson e Wichern (2007)), no caso de n observagoes aleatorias, cada uma

pode ser representada por um vetor aleatério de dimensao p, dado por

ZEU

Toj
z=| (2.1)

Lpj
onde j = 1,2,--- ,n. Outra forma de representar essa variavel é através do seu vetor
transposto ®; = [r1;, T2, - ,Tp;])7. J& para Hirdle e Simar| (2015), todo o conjunto

de variaveis aleatorias, também conhecido como amostra aleatéria, pode ser expresso de
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forma matricial, onde se tem

T11 X1z c Tin
Xo1 T2 -t Top

X =" ' . (2.2)
xpl xp2 IR 'Ipn

e cada coluna da matriz X é um vetor aleatoério de dimensao p. Estas observacoes podem
ser consideradas aleatorias devido ao processo de coleta dos dados e sao distribuidas
conforme uma determinada funcao densidade de probabilidade com m parametros descrita
por f(z;;0;1, - ,6;n), onde a probabilidade total das amostras ocorrerem é dada pela
distribuicao conjunta das n observagoes aleatorias. Assim, a probabilidade conjunta pode

ser dada por

n

F(0) :Hf(wj;ejla"‘ , Ojm)- (2.3)
j=1
Se for assumido, previamente, que a fungao densidade de probabilidade, f(z;;60;1,- -, 0jm),

¢ conhecida, como a distribuicao normal, por exemplo, e que os dados sao observados
conforme essa distribuicao, entao essa probabilidade conjunta é denominada funcao de
verossimilhanca (FERREIRA| 2008).

2.2 Distribuicdo Normal Multivariada

A distribuicao normal multivariada pode ser interpretada como uma densidade de
probabilidade conjunta de multiplas variaveis normalmente distribuidas, que dependa dos
parametros valor médio e variancia de cada uma delas e também das correlagoes entre si
(MAJUMDAR; MAJUMDAR, 2016). A funcao densidade de probabilidade gaussiana é
aplicada em teoria dos erros pois descreve o comportamento de erros experimentais (V U-
OLO, |[1996)). Para|Haubold, Mathai e Thomas (2007) a distribui¢do normal (gaussiana) é
uma familia de distribuicoes continuas de probabilidade e esta presente em todas as areas
da estatistica e teoria de probabilidade.

Tanto para |[Haubold, Mathai e Thomas| (2007) quanto para Vuolo| (1996) sua im-
portancia ¢ fundamentada no teorema do limite central que, de maneira mais simples,
mostra que se uma medida, x, é a soma de muitras outras medidas com diferentes distri-
buigoes, a distribuicao de probabilidade para = tende a gaussiana a medida que o nimero
de observacoes tende ao infinito. Deste modo, como qualquer coleta de dados apresenta
diferentes fontes de erro, o conhecimento da distribuicao normal de probabilidade se torna
fundamental. Uma maneira possivel de visualizé-la graficamente ¢ através do caso parti-

cular em que a distribuicao ¢ bivariada, como mostra a Figura a seguir:
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Figura 3 — Representagdo grafica de uma fungao densidade de probabilidade normal bivariada.

theta=0.01
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Fonte: (MAHMOUDI; MAHMOODIAN] 2017)).

De acordo com Balakrishnan e Lai (2009), a distribuicdo normal multivariada
pode ser demonstrada a partir da distribuicao normal univariada, quando as variaveis sao
independentes. Por exemplo, em um conjunto de p variaveis independentes pertencentes
a um vetor aleatorio & = [x1, 9, -+, x,]", cada variavel possui uma fun¢ao densidade de
probabilidade dada por

1 (s — 2
f(@is iy 03) = mexp[—é%} (2.4)

2 530 o valor esperado e a variancia, respectivamente, para i-ésima variavel. A

onde p; e o;
densidade conjunta das variaveis presentes no vetor aleatério pode ser calculada como o
produto de todas as probabilidades individuais, logo

fn) = T Fmimeo) = (LoD Fespl5 3 T 2

i=1 (2]7)% i=1 i=1 g;

Essa expressao pode ser reescrita utilizando notacoes de vetores e matrizes, dada por

1 1 1 T xr—1
f(w)ZWWI zexpl—g (@ —p) V7 (z - p)]. (2.6)

em que V = diag(c2) e p = |1, pi2, ..., ptp)" . A matriz V representa um caso particular

em que as variaveis sao independentes entre si. Segundo Ambikasaran et al.| (2016), para
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um caso mais geral, onde as variaveis nao sao necessariamente independentes, pode-se

utilizar, no lugar de V', uma matriz de covariancia dada por

2

0'11 ... O’lp
= - . (2.7)
O'pl O'ip

T xr— ) L
Uma vez que o termo (x —p)” V7! (z — p) esta na forma quadratica, e portanto seus
elementos sao nao negativos, para que a inversa da matriz X exista, ela deve ser positiva

definida. Assim, pode-se reescrever a equacao como

1 1 1 T -1
x; w3 3|7z exp[—= (x — Y (x— . 2.8
flap, X) = 21 Sl E [ expl—5 (& — p) (x — )] (2.8)
onde = [xy, X9, -+ , T4, ,x,]7 &0 vetor p-dimensional cujas componentes sdo as va-

ridveis z;, g = [f1, -+, i, 1p]T € 0 vetor em que suas componentes sio os valores
médios de cada variavel e X' ¢ a matriz de covarincia entre as varidveis (FERREIRA]

2008).

2.3 Estimadores de Maxima Verossimilhanca do vetor médio e da matriz de covariancia

Quando se tem um conjunto de dados finitos que respeitam uma determinada
fungao densidade de probabilidade (fdp) onde pelo menos um dos parametros sdo desco-
nhecidos, pode-se utilizar o método da maxima verossimilhan¢a como uma técnica para
estimé-los. A funcao de verossimilhanca representa a probabilidade total de todos os valo-
res da amostra ocorrerrem (COWAN]| [1998)). Assim, para uma variavel aleatéria medida n
vezes e pertencente a uma fdp f(z;60q,--- ,0,,), a probabilidade de cada uma das medidas
ocorrerem, separadamente, & f(xy;61, -+ ,60,), -, f(zp; 01, ,0,). J& a probabilidade
total de todas as medidas ocorrerem segundo Cowan (1998) é

n

LO) =[] f@:00, - 00+, 0) (2.9)

i=1
onde L(#) é denominada funcao de verossimilhanca. Os parametros desejados serdo aque-
les que maximizam a fun¢ao de verossimilhanca e para obté-los basta resolver as equacoes
para cada um dos parametros, dadas por
OL(0)
00;

Como os parametros de qualquer fdp sao puramente teoéricos, e portanto inclui-se os

—0i=1,2,---,m. (2.10)

parametros da distribuicao normal multivariada, g e X, uma maneira de estima-los é
aplicando as equagoes (2.9)) e (2.10) em (2.8]), portanto, tem-se que

L(X:pX% Hf% (2.11)



25

vxw ) =11 ; g|2|-% explg e~ Sy~ W) (212)
1 1 - T v—1
LX) = 15178 #expl—3 ;(wj — )" (@ — p)] (2.13)

Para [Ferreira (2008), pode-se tomar o logaritmo natural da fun¢ao de verossimilhanga,
transformando-a em uma nova funcao denominada funcao suporte. Isto facilita os calculos
e nao altera os resultados obtidos para os parametros desejados. Portanto, uma maneira
para estimar o valor de g que maximiza , é calcular a funcao suporte aplicada a
densidade de probabilidade gaussiana, deriva-la e igualad-la & zero, entao determinar o

valor de p que satisfaz a equagdo. Assim, a funcao suporte sera

n

(X, D) = 1)np!2|exp[—%Z(wj—u)Tzl(fvj—u)]} (2.14)

rearranjando obtem-se

In[L(X;p, X)) = In(201)~% +In | 2|7 % — Z XY, — ) (2.15)

[\DI»—t

e derivando com relagao a p e igualando a zero encontra-se

Ol (X P> 22 = 0. (2.16)

Logo

S (@, - ) = (2.17)

> xi—) p=0 (2.18)
j=1 j=1

e o estimador de verossimilhanca de p, sera

3IH

Z (2.19)

que, segundo |Ferreira (2008)), corresponde com o valor da média amostral.

Para estimar a matriz de covariancia, ¢ mais adequado levar em consideracao que
o argumento da exponencial da equacgao é um escalar, visto que os elementos da
soma sao da forma quadratica e, portanto, pode-se aplicar a seguinte propriedade: seja

uma matriz simétrica e quadrada, p X p, e um vetor coluna, p X 1, tem-se que

vl Av = tr(v! Av) = tr(Avv") (2.20)



26

tr(A)=> X\ (2.21)

onde p e \; sdo a ordem e autovalor ¢ da matriz A, repectivamente (JOHNSON; WI-
CHERN| 2007).

Assim, reescrevendo a equagao (2.13)) tem-se

DX B) = — e B exp{—3 Y 0l Z My — ey — )} (222

1
np
(211) =
como a somatoria do traco de matrizes é o traco da somatoria de matrizes, entao

1 n 1 v
L(X;1, B) = —— | B 5 expl—str[ 5 (@ — w)(m; — )Ty (2.23)
(2]7) 2 2 o
Somando e subtraindo dentro de cada vetor da soma o elemento &, obtém-se
1
L(X;u, X | > 2 ex ——trZ‘ r+r—T—p)(xc,+r—T— . (2.24
(X0, %) = ol 517 e Zy ey +a—a— )} (2:24)

Assim, a equagao anterior pode ser escrita da forma

n n

1 _n 1 —1 — T - = T
L(X;p,X) = m’z\ 2 eXP{—§t7"[2 (;(wj—w)(wj—w) +;($—M)($—M) )1}
(2.25)

_n 1 1 - — T — - T
L(X;p,X) = (2]7)%’& 2 eXP{—ifT[E (Z(wj—w)(wj—w) +n(Z—p)(@—p) )}

=1

(2.26)

Lembrando que o valor esperado do vetor aleatorio, @, que maximiza a equagao (2.13)) é

p = x, dado por (2.19)), e portanto a equagao acima fica

n

LG 1 8) = | B8 expl {57 Yy @) —@))) (2)

Ja a matriz, ¥, que maxima a funcdo L(X;u,X) pode ser determinada pela seguinte
propriedade: seja uma matriz quadrada p X p e simétrica positiva definida, B, e um escalar

positivo b, entao

! "B )] L (o)t (2.28)

=P 2 B’

que apresentara uma igualdade quando X' = QLbB.

oxp |-

Portanto, utilizando a propriedade descrita por |[Johnson e Wichern| (2007)), consi-

derando B = 377 (z; — z)(z; — )" e b = (), tem-se que a matriz X que maximiza

:
5= 3 (- @) - @) (2.29)
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o que, segundo Ferreiral (2008) é o mesmo que

3= %(n— 1)8 (2.30)
onde .
1 - \T
S = n=1) jzl(wj —z)(x; —x)" . (2.31)

2.4 Teste de Normalidade Multivariada

Ao trabalhar com estatistica multivariada para anélise de dados, depara-se com
métodos que s6 podem ser aplicados caso o conjunto de observacoes respeite uma dis-
tribuicao normal multivariada de probabilidade. Portanto, antes de se realizar alguns
métodos, é estritamente necessario saber se a probabilidade de ocorréncia dos dados a
serem analisados respeitam a fungao densidade gaussiana multivariada (THULIN| 2014).
Neste topico serao abordados dois métodos utilizados para testar normalidade, o célculo
de assimetria e de curtose da distribuicao de frequéncia dos dados. Contudo, é impor-
tante ressaltar que ha muitos outros testes capaze de realizar esta averiguacao, conforme
Henze e Koch| (2016) tem-se, por exemplo, os testes de Anderson-Darling, Shapiro-Wilk,
Epps-Pulley, dentre outros.

Ferreiral (2008) mostra que pode-se analisar a normalidade de um conjunto de
dados realizando um teste de hipotese, em conjunto, do coeficiente de assimetria, 31, e
curtose, fa,. Assim, seja a hipotese nula Hy : £, = 0; B3, = p(p + 2), o teste consiste em

determinar o valor

By, n [ pp+2m-17
k_n6 +8p(p—|—2) Bap (n+2)

(2.32)

onde Blp e ng sao os estimadores de 3y, e (3, respectivamente, p € a dimensao do vetor de
observacao e n a quantidade desses vetores. deste modo, a hipdtese nula deve ser rejeitada
se k for maior que o valor obtido pela distribui¢do x2 com v = 1+ p(p + 1)(p + 2)/6
graus de liberdade para um dado valor de significancia . Ainda para |Ferreiral (2008)), os

estimadores dos coeficientes de assimetria e curtose podem ser obtidos calculando
1 1
G=(I--1-1HX8'X"(1-~-1-1") (2.33)
n n

em que I é a matriz identidade de ordem n e 1 = [1x), 1), - ,1(n)]T é um vetor de
dimensao (n x 1) onde todos os elementos sdo iguais a 1. Uma vez construida a matriz

G(n x n), os estimadores dos coeficientes de assimetria e curtose serao

Bpy=> > (ij;')g (2.34)

j=1 i=1

By =D > % (2.35)

=1 i=1
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2.5 Propagacdo de incertezas

Foi demonstrado no topico anterior como estimar o valor esperado e a matriz
de covariancia de uma vetor aleatorio & = [r1, 29, - ,2,|T cuja fungao densidade de
probabilidade é dada pela funcao gaussiana. Neste topico serd abordado o problema de
estimar a incerteza de uma variavel dependente de x. Assim, a varidvel dependente, y, e
a variavel idependente, x, podem ser representadas através de uma func¢ao dada por y(x).

Na prética nao se conhece por completo a funcao densidade de probabilidade da
variavel x, mas se conhece os estimadores de seu valor esperado e variancia e isso ja é
suficiente para estimar a incerteza de y, assim, pode-se estimar o valor esperado de y(x)
expandindo essa funcao em série de Taylor, até primeira ordem, em torno do valor médio
de z denotado por p (COWAN] [1998)).

Segundo Vuolo| (1996), essa condicdo de se expandir somente até a primeira ordem
s6 é considerada uma boa aproximacao se o desvio d,, = (x; — p) for da ordem de
grandeza do desvio padrao o,, pois assim o termo quadratico de d,, = (x; — ) pode ser

considerado desprezivel. Portanto, temos que

v@ =sw+ 3 [ 2] w2 e o
Lo | O], T T o), T ’ '
como dito ,

1 — {8 y] 5

5 o2 (@i—w) =0 (2.37)

2; 07 | 4y,

quando (z; — ;) ~ o,,. Logo, para |Cowan (1998) todos os termos a partir da segunda,

ordem serdo despreziveis e uma aproximagcao para o valor de y(z) é dada por

va = + Y [ 50] ) (29

e usando a propriedade em que a esperanca da soma ¢ a soma das esperancas, entao seu

valor médio sera

Bl@)] ~ B + 3 | 2] @)
= (2.39)
— B+ B | 2] - )
El@] ~ 0+ 3 [ 52| Bl ) (2.40)

Portanto, uma aproximagao para o valor esperado de y(x) sera

Ely(x)] = y(p) (2.41)
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desde que

Como a variancia de uma variavel qualquer, A4, é calculada por Var[A] = E[A?] —

E?[A], entdo a variancia de y(zx) é

Varly(z)] = Ely*(z)] — E*[y(z)] = oy, (2.43)

Y

Assim, expandindo y*(x) em série de Taylor até a primeira ordem e calculando a esperanga

do resultado, tem-se

B @) ~ 200 + 2000 3 | 5] Bl i+
. = R ; (2.44)
Y Y
+E Z l } (; N1>> (Z {_} (z; NJ))]
<11 0%; ] oy =1 S -
2 2 - dy Oy |
Ely @]~y () + ) | aa | Bl — )z — )] (2.45)
= Ox; Oz | o
" [y Oy
E 2 ~ 2 —_— 07 2.4
R e A (240
onde V;; € a componente ij da matriz de covariancia de x. Logo
— [y 9y ]
oy =y (1) + —| V- (w (2.47)
Y ZJZ:1 _a.CEi &cj_ e=p
" [0y oy ]
o= = Vi (2.48)
Y =1 _8@ ij_ T=p
Caso haja mais de uma varavel dependente, y;(z), y2(x), -, ym(x), a matriz de covari-
ancia é obtida de forma andloga, e sua equagao é dada por
— [dyx i
C = — Vii 2.49
wluenl = 3 |52 ] v (2.49)
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3 ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS

Quando se deseja conhecer as causas de uma medida ou fené6meno, o pesquisador
pode, a principio, se deparar com uma quantidade muito grande de variaveis capazes de
explicar certos comportamentos observados. Isso torna o problema ainda maior, uma
vez que quanto maior o nimero de variaveis, mais complicado se torna identificar quais
delas possuem, de fato, mais peso para uma determinada andalise. Nestes casos, a analise
de componentes principais, ou Principal Components Analysis (PCA) pode exercer um
papel fundamental, pois seus principais objetivos sao a reducao de dimensionalidade do
problema e identificar padroes que nao sejam triviais em um conjunto de dados (ENSOR’
et al., 2017).

Conforme abordado por Johnson e Wichern| (2007), a PCA consiste em determinar
novas variaveis (componentes principais) através de combinacoes lineares das variaveis
originais do problema, utilizando sua matriz de covariancia, de maneira que estas no-
vas variaveis possam explicar de um modo mais sucinto a variabilidade do sistema. De
acordo com Mingoti| (2005), apds a obtencao das componentes principais, calcula-se um
valor numérico, também denominado score, para cada observacao do conjunto de dados
utilizado. Assim, pode-se empregar esta técnica para construir variaveis que possam ser
analizadas através de outras ferramentas estatisticas como andlise de regressao, variancia
e até mesmo analise discriminante.

Dentre as aplicagoes, [Mursula e Holappa) (2017) utilizaram a anéalise de compo-
nentes principais para estudar a atividade geomagnética a partir de dados obtidos por
26 e 40 estacoes magnéticas no periodo de 1966 a 2015 e 1980 a 2015, respectivamente.
Ja Sirunyan et al.,| (2017) utilizaram, pela primeira vez, a PCA para separar modos orto-
gonais da matriz de correlagao de duas particulas em uma colisao de fons pesados. Em
outro trabalho, ao estudarem, através de andlise de imagens, os dominios ferroelétrico em
amostras de LiNbO3 polidas periodicamente, Esfahani, Liu e Li (2017)) destacaram que
com a utilizacao da PCA foram capazes de reduzir os niveis de ruidos do experimento e
analizar, de maneira quantitativa, dados que antes nao eram possiveis de ser analisados.

Como pode ser observado, a andlise de componentes principais é uma ferramenta
bastante poderosa para interpretacao e andlise de dados multivariados. Sua aplicacao,
assim como qualquer outra ferramenta de estatistica multivariada, se extende, além da
Fisica, as mais diversas areas como ciéncias econdémicas, biolégicas, da satude e suas rami-
ficacoes. Neste capitulo serd abordada toda a estrutura matematica usual da PCA bem

como a interpretacao dos possiveis resultados.



31

3.1 Anaélise de Componentes Principais por matriz de Covaridncia

Como ja mencionado, a andlise de componentes principais tem como objetivo de-
terminar novas variaveis que sejam combinacoes lineares das variaveis originais. Contudo,
a analise tera um maior impacto se as observacoes originais forem correlacionadas. Uma
consequéncia da analise é que as combinagdes lineares (componentes principais), geradas,
nao sao correlacionadas entre si. Se o problema inicial contempla p variaveis, entao a ana-
lise gerard p componentes principais, entretanto, o objetivo de quem a aplica é escolher
k < p componentes que expliquem satisfatoriamente o comportamento e variabilidade das
variaveis originais (MINGOTIL, [2005)).

A principio, as observacoes mensuradas experimentalmente nao precisam respeitar
uma distribuicao de probabilidade especifica, porém, neste trabalho serd admitido que
os dados possuem uma funcao densidade de probabilidade gaussiana. Assim, seja um
vetor aleatorio @; = [r1,22, -+, 7|7, de um conjunto de dados com n medidas onde
T

i=1,2,---,n, commédia p = [u1, pio, -+ , pp]" € matriz de covaridncia X' com dimensoes

(p X p), entdo a j - ésima componente principal serd um escalar dado por
Y} =€; T, (31)

onde e; ¢ o j - ésimo vetor desconhecido que se deseja determinar sob um critério de
maximizagao de modo que j =1,2,--- | p (FERREIRA| 2008).

Para [Johnson e Wichern (2007), o que a PCA faz, na realidade, é rotacionar os
sistema de eixos coordenados de modo que os novos eixos estejam na direcao de maior
variabilidade dos dados. Portanto, a analise consiste em determinar os p vetores e; que
maximizam a variancia das componentes principais. Seja a variancia da j-ésima compo-

nente principal, Y}, dada por
Var(Y;) = Var(e;x) = €] Var(z)e;, (3.2)
entao
Var(Y;) = el Xe; (3.3)

e a covariancia entre Y; e Y, com j # k igual a
Cov(Y},Yy) = Cov(el x, efx) = e] Var(x)ey (3.4)

ou
Cov(Y;,Yy) = el Xey,. (3.5)

Tanto para Johnson e Wichern| (2007) quanto para Mingoti| (2005) a maximizac¢ao
da variancia deve ocorrer sob as restrigoes tais que e;‘rej =1le e]Tek = 0. Assim o maximo

de (3.3)) sera

\; = maxe; Xe; (3.6)

€j
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que dado a restricao é o mesmo que

e;fFZej
. = max

J ) o
e €€

(3.7)

Segundo [Hardle e Simar| (2015) a maior varidncia que uma componente principal pode ter
corresponde ao maior autovalor, \;, da matriz ' de modo que este maximo ¢é alcangado
com o autovetor, e;, correspondente a este autovalor. De forma anéloga, o autovetor ge-
rado pelo menor autovalor de X resultard na menor variancia possivel de uma componente
principal.

Assim sendo, a componente principal de maior relevancia (PC1) sera aquela es-
tabelecida pelo autovetor correspondente ao maior autovalor da matriz X', ja a PC2
correspondera ao segundo maior autovalor, e assim por diante até a tultima componente
principal (PC) (AL-SAYED, 2015; GRATIER et al., 2017). Cada autovetor, e;, da matriz
Y serd um eixo do novo sistema de coordenadas e considerando que eJTek = 0 entao os ei-
X0s sao ortognais e consequentemente as componentes principais sao independentes entre
si. Conforme Hamill et al.| (2018) isso pode ser demonstrado, uma vez que a determinagao

dos p diferentes Y; consiste, no fundo, em solucionar o seguinte sistema de equacoes,
(2 — )\jI)ej = O,
entao
26]' = )\jej,

e, ao substituir a igualdade acima na equacao (3.3), tem-se

Var(Y;) = ejr)\jej = \jele; = \j. (3.8)
Analogamente,

COU(Yj) = e]T)\kek = Akefek =0. (39)

Uma caracteristica desta anélise é que os coeficientes das combinacgoes lineares,
ou seja, as componentes de cada autovetor da matriz X', determinam a importancia
de cada varidvel. Assim, a varidvel mais importante para cada PC serd sempre aquela
que possuir o maior coeficiente (MINGOTI, 2005). Outra propriedade importante da
PCA, é que segundo o teorema da decomposicao espectral, a matriz de covariancia pode
ser escrita como X = UVU?T, em que V é uma matriz diagonal cujos elementos da
diagonal principal sao os autovalores da matriz 3 e U é a matriz com os correspondentes

autovetores em cada coluna. Portanto,

tr(X) =tr(UVU") = tr(VU'U) = tr(VI) (3.10)

tr(X) = XP:AJ.. (3.11)
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Porém, como o traco de uma matriz ¢ a soma dos elementos da sua diagonal principal,
entao pode-se afirmar que a soma das variancias das variaveis originais é igual a soma
das variancias das componentes principais, ou seja, a variabilidade total das medidas é
mantida (HARDLE; SIMAR, 2015; MINGOTI, 2005).

Na pratica, nao se conhece os valores médios dos dados amostrais. Por isso, é
necessario estimar o vetor de média, p, e a matriz de covariancia, X, através das equacoes
e , respectivamente. Assim, na auséncia de incertezas experimentais, para
um ntmero n de vetores aleatorios coletados experimentalmente, seu vetor médio e matriz

de covariancia serao

7 :% x; (3.12)
e S N #) @) (3.13)
C(n—1) — ‘ ‘ ) '

Desta forma, o j-ésimo autovalor e seu correspondente autovetor, da matriz S,
serao 5\j e €;, respectivamente (JOHNSON; WICHERN, [2007).

3.2 Analise de Componentes Principais por Matriz de Correlacio

Quando se utiliza a matriz de covariancia dos dados originais para realizar a analise
de componentes principais, as PCs sofrem bastante influéncia das variaveis cujas variancias
sao muito discrepantes das restantes. Em outras palavras, em cada combinacao linear o
maior coeficiente sera, geralmente, daquela variavel que possuir a maior variancia. Uma
das causas dessa discrepancia pode ser a diferenca de escala das varidveis mensuradas
(MINGOTT, [2005)).

Esta situacao pode ser resolvida ou suavizada se os autovalores e autovetores forem
extraidos da matriz de correlacao, p, dos dados originais. Isso pode ser mostrado ao

realizar uma transformagao nas variaveis originais, de modo que

zi=I"2(x; — p), (3.14)

onde I""2 é uma matriz diagonal cuja diagonal principal é a diagonal principal da matriz

Y. e z; ¢ denominada variavel padronizada. Assim, as componentes principais serao

combinagoes lineares do tipo
Y, =€ z, (3.15)

que para manter a simplicidade sera utilizado neste caso a mesma notacao de autovalores
A, autovetores e, e componentes principais Y, daquela vista no tépico anterior. En-
tretanto, é importante ressaltar que seus valores numéricos sao diferentes (FERREIRA|
2008).

Johnson e Wichern| (2007) discutem que o processo de obtengao das componentes

principais através das varidveis padronizadas é o mesmo, pois as restrigoes e;-.Fej =1
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e ejTek = (0 continuam as mesmas e o conceito de maximizacao da variancia também,
porém, agora as PCs nao sao afetadas pela mudanca de escala das varidveis originais.
Assim, tem-se que

Var(Y;) = Var(e] z) = e Var(z)e, (3.16)

J
ou

Var(Y;) = e] pe; (3.17)

j& que a matriz de covariancia das variaveis padronizadas ¢ igual a matriz de correlacao
das variaveis originais. Portanto, encontram-se os mesmos resultados obtidos no tépico

anterior, visto que
pej = )\jej. (318)

Logo, fica demonstrado que as PC das variaveis padronizadas sao os autovalores e auto-

vetores da matriz de correlacao dos dados originais. Com isso, a variabilidade total pode

tr(p) = Z 1= Z Aj =D. (3.19)

Na pratica, este método pode ser aplicado estimando-se as variaveis padronizadas,

ser descrita como

~

5 =I"2(x;— x) (3.20)

e, a partir delas, sua matriz de covariancia dada pela equacao (2.31)). Isso ¢ equivalente a

calcular diretamente a matriz de correlagao dos dados originais,

~

p=1I"

[N

ST~

N

(3.21)

onde I'"3 = diag(\/%). Assim, a j-ésima componente principal pode ser determinada a

partir dos j-ésimo autovalor )\;, e autovetor €;, da matriz p (HARDLE; SIMAR, 2015).

3.3 Escolha das Componentes Principais

Um dos principais objetivos da anélise de componentes principais é reduzir o ni-
mero de varidveis com as quais o pesquisador ird trabalhar, como ja citado anteriormente.
Como o ntimero de componentes principais geradas pela PCA é igual ao nimero de va-
ridveis originais do problema, se torna necessario escolher k£ < p PCs que possam explicar
satisfatoriamente a variabilidade do problema. Para isso, é possivel calcular a variabili-
dade individual de cada componente principal com relacao a variabilidade total dos dados
originais. Dado que a variancia da componente Y; ¢ o autovalor A\; da matriz X ou p,
Ferreiral (2008)) aborda que seu peso, v;, sera

Aj Aj

BT () TS N (3.22)

Jj=1
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e que o peso total das k£ componentes escolhidas pode ser calculado por

k
J

Assim, através da equacdo é possivel identificar qual componente principal
explica a maior parte da variabilidade dos dados originais. Conforme discutido por [Min-
goti (2005)), o que se busca geralmente com a PCA, é reduzir o nimero de varidveis p para
k < p, sem que se perca muita informacao da variabilidade das variaveis originais. Assim,
o pesquisador pode analisar e tirar conclusoes a partir de um nimero k£ muito menor de
varidveis comparado & p, o que torna mais simples o seu trabalho. Nao hé, entretanto,
uma regra que determina o nimero k£ de componentes principais de devam ser seleciona-
das. Para Ensor et al.| (2017), ha casos em que sao utilizadas as componentes cuja soma
de seus pesos ; seja superior a 0,9. |[Mingoti (2005) também discute que a escolha de um
peso de corte cabe ao pesquisador e pode variar de acordo com o problema.

Outra forma de estimar quantas componentes principais deverao ser utilizadas
no problema é utilizar, como referéncia, a média aritimética ou média geométrica dos
autovalores tirados tanto da matriz de covariancia dos dados originais quanto dos dados

padronizados. Assim, os autovalores médios podem ser calculados por

1 <&
A== ")\ (3.24)
P4

Ao = (ﬁ Aj) ' (3.25)

onde )\ e \g sdo os valores da média aritmética e geométrica respectivamente. A ideia
deste método é que uma PC com variancia menor que a média das variancias comportaré
menos informacao que qualquer uma das varidveis originais e portanto pode ser desprezada
(FERREIRA] 2008; MINGOTT, [2005). Ao se utilizar a matriz de correlagao, a média
simples serd A = 1 e portanto as PC cujos autovalores forem menores que 1 devem ser
desconsideradas (ENSOR et al., 2017).

Ja nos casos em que as variancias das componentes principais sao muito discrepan-
tes, |[Ferreiral (2008) argumenta que a média geométrica, por apresentar um valor menor
que a média aritmética, pode ser mais conservadora e acabar retendo alguma componente
cuja variancia ¢ maior que a variabilidade da maioria dos dados originais. Entretanto,
essa regra nao deve ser aplicada sem uma interpretagao do pesquisador, pois ¢ possivel
que uma componente que possua um autovalor abaixo da média contenha informacoes
importantes para o problema e cabe a quem estiver utilizando esta analise tomar esta
decisao.

Segundo [Johnson e Wichern| (2007)), outro método de escolha das componentes

principais é através de uma representagao grafica, denominada screeplot (Figura , onde
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no eixo das ordenadas estd o valor numérico ou relativo de cada autovalor e no eixo das
abscissas esta a ordem, decrescente, dos autovalores. Em um scree plot, é possivel observar
que a nuvem de pontos se assemelha a um cotovelo e o método consiste em reter as PCs
que estiverem acima do ponto onde os autovalores passam a ter, aproximadamente, o

mesmo valor ou se tornem suficientemente pequenos.

Figura 4 — Um Seree Plot, grafico de autovalor por componente principal.
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Fonte: Adaptado de |Ensor et al.| (2017).

Conforme pode ser observado na Figura [4 ao analisar dados do meio interestelar,
Ensor et al. (2017) utilizaram uma combinacdo de métodos para escolher as PCs. Foi
averiguado a média dos autovalores da matriz de correlagao e usado este resultado para
determinar o ponto que forma o "cotovelo"do scree plot. Deste modo, foram escolhidas
apenas as quatro primeiras componentes principais. Por fim, é importante destacar que
h& véarios estudos sobre como escolher as melhores componentes principais, mas nao hé
uma regra especifica de modo que cabe ao pesquisador as escolhas para cada problema.
Ha, tabém, outros métodos como o logaritmo do autovalor e o teste de hipotese de que os
p — k autovalores sdo iguais, que nao foram descritos neste trabalho (FERREIRA| 2008}
MINGOTIL 2005).
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4 ANALISE DISCRIMINANTE

A analise discriminante é uma ferramenta de estatistica multivariada cujo objetivo
¢ determinar uma regra para classificacao ou para separagao de um conjunto de dados
previamente observados em diferentes grupos para que futuramente essa regra possa clas-
sificar novas observagoes realizadas (HUBERT; DRIESSEN| 2004). Ja para [Tang e Li
(2016), a analise discriminante, também conhecida como Anéalise Discriminante Linear
de Fisher ou Linear Discriminant Analysis (LDA), é um método bastante utilizado para
reduzir a dimensao de um conjunto de dados e que busca uma combinacao linear entre
diferentes caracteristicas que possam separar dois ou mais objetos ou eventos.

Segundo Aerts e Wilms| (2017), a LDA é uma das técnicas de classificagdo mais
aplicadas em casos sujeitos & normalidade, tanto [Tang e Li (2016) quanto Zheng et al.
(2017) citam sua aplicagao na area da satide em diagnosticar doengas em pacientes, estudo
de genética e imagens cerebrais, por se tratarem de efeitos com miltiplas causas, j& Ferrer
(2017) préopos um novo modelo de reconhecimento de voz utilizando analise discriminante
probabilistica. Para [Ferreira| (2008), bancos podem utilizar LDA para classificar seus
clientes em bons ou maus pagadores e posteriormente classificar novos clientes nestas
categorias. Enfim, quando se trata de métodos de classificacdo em que se tem diversas
variaveis capazes de explicar a segregagao de diferentes grupos de observacgoes, a andlise
discriminante é amplamente utilizada devido & sua simplicidade, eficiéncia e por ser de
facil interpretagao (ZHENG et al., 2017).

Neste capitulo serd introduzido toda a estrutura de calculo da Anélise Discrimi-
nante Linear de Fisher. Serda abordada uma regra de classificacao para os casos em que
as observagoes devem ser discriminadas em apenas dois grupos, para um caso generali-
zado com k > 2 grupos e, também, uma avaliacdo da regra de classificacio utilizada. E
importante ressaltar que uma observacao terd valores para as p variaveis discriminantes,

x! = |

T1,Ta,- -, Tp|, e pode, a priori, ser classificada em k diferentes populacoes com uma
fungao densidade de probabilidade qualquer, f;(x), com i = 1,2 ---  k, se diferenciando
apenas pelos parametros da distribuicao, de modo que todas as populacoes respeitem a
mesma fdp. Contudo, neste trabalho, serd considerado que as k populagoes respeitam

uma distribuicao normal de probabilidade.

4.1 Anélise Discriminante Linear de Fisher para duas populacdes

A proposta dada por Fisher de uma fungao discriminante capaz de classificar ob-
servacoes em uma de duas populacoes, foi a de transformar as varidveis aleatorias multi-

dimensionais & em varidveis unidimensionais y de modo que estas variaveis fossem uma
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combinagao linear dada por
y=a' - x, (4.1)

onde a’ é o vetor de transformacao.

Assim, é possivel obter valores y11, Y12, , Y1n, € Y21, Y22, * * , Yon,, ONde 0 primeiro
indice refere-se 4 populacao e o segundo 4 observacao, pertencentes as populacoes I1; e I1,
respectivamente, que sao denominados scores discriminantes. A principio, a técnica de
Fisher nao exige que as populacoes sejam distribuidas de acordo com alguma funcgao den-
sidade de probabilidade especifica, contudo é necessario que o conjunto de dados possua
uma matriz comum de covariancia. A diferenca entre as duas populacgoes se d& através da
distancia entre os valores médios de cada populacao de modo que a transformacao linear,
dada pela equacao , deve maximizar essa distancia (JOHNSON; WICHERN] [2007)).
Segundo [Ferreiral (2008), a combinacao linear deve ser tal que maximize a distancia esta-
tistica quadratica entre as médias dos scores discriminantes ou score discriminante médio,
pois abrangeria tanto a distancia euclidiana entre as médias das duas populagoes quanto a
variancia de y. As esperancas do conjunto de dados que pertencem as populacoes I1; e Il
também sao conhecidas como centroide do grupo I e Il,. Portanto, se esses centroides
podem ser calculados por, respectivamente, E(x|x € II}) = p; e E(x|x € 1) = po,

entao as médias da variavel escalar y para ambas as populacoes sao

E(y|l) = E(a”z|I1)) = a” E(z|II}) = a" i, (4.2)

E(y|lly) = E(aTa:]]'[z) = aTE($|H2) = a’ (4.3)
e a variancia de y, independentemente da populacao de origem, ¢
Var(a'z) = a’Var(z)a = aXa. (4.4)

Assim, essa distancia quadratica pode ser descrita por

[E(yl) — E(y|115)]?

D? = 4.
Var(az) ’ (4.5)
ou
(a”p1 — a py)’
D? = g (4.6)
[a” (p1 — po))?
D? = T3, (4.7)

onde o (1 — po) é a diferenca entre os centroides das populagoes I1; e I15. Logo o objetivo
da andalise de Fisher é determinar o vetor a que maximiza esta distancia. Para isso,
Johnson e Wichern| (2007) sugerem utilizar a desigualdade extendida de Cauchy-Schwarz
em que dado dois vetores u(p x 1) e v(p x 1) e uma matriz B(p X p) positiva definida

tem-se que (u'v)? < (u?Bu)(v' B 'v) onde a igualdade ocorre quando u = cB™ v
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ou v = cBwu para alguma constante c. Assim, se for considerado, na equagao (4.7) que
a=u,v=(u —p) e X = B, entdo a desigualdade extendida de Cauchy-Schwarz se

torna
[@” (1 — p2))? < (a" Za)[(p1 — p2)" Z7H (11 — po)]s (4.8)

que ao dividir os dois lados da desigualdade por (a’ Xa) obtém-se

[GT(M - .Uz)]2

(@ Sa) < (1 — p2)" X7 (1 — o)) (4.9)

cujo maximo ocorrerd quando a igualdade for satisfeita, ou seja, quando @ = X~ (pu;—p»).

Assim, conclui-se que a distancia quadratica maxima visada pela analise de Fisher

D? = [(1 — p2)" Z7H (1 — po)] (4.10)

onde D? é conhecido como distancia de Mahalanobis e representa a maior distancia entre
as médias das populagoes. Segundo Bodnar et al. (2017), a” = (p; — po)? X! sdo os
coeficientes discriminantes da fun¢ao discriminante linear de Fisher que, de acordo com
Johnson e Wichern| (2007)), Ferreira (2008)) e [Hardle e Simar| (2015), ¢ dada pela seguinte
combinagao linear

y=a'r=(pu — )" X . (4.11)

Uma vez determinada a funcao discriminante, deve-se obter uma regra de classifi-
cacao. Para duas populacoes a maneira mais tradicional é encontrar o valor médio m da
distancia maxima entre as médias das fungoes discriminantes aplicadas em cada centroide.
Essa distancia, é a propria distancia de Mahalanobis e portanto uma observacao x seré

classificada na populacao II; se seu score discriminate, a’x, estiver mais proximo de seu

score médio, a’ puy, e em I, caso contrario (JOHNSON; WICHERN, [2007). Assim, o

ponto médio sera

1 1
m = S{Ely|[h] — ElylIL]} = S(a’ m — a’ o) (4.12)
que pode ser escrito como
1
m = §GT(H1 — H2) (4.13)
e lembrando que a’ = (pu; — po)" X!, entdo pode-se verificar que m = (3)(pu —

po) T X7 (g — po) é de fato a metade da distancia de Mahalanobis entre os centroides.

Toda esta dedugao pode ser melhor interpretada pela seguinte Figura
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Figura 5 — Uma representacgao grafica da LDA aplicada em duas popula¢es com duas varidveis

discriminantes, onde & equivale ao centroide fi de cada populacao e %@1 +92) € a

metade da distancia de Mahalanobis m.

¥
H

Foute (JOONSON; WICHERN] 2007).

E importante destacar que os valores de média e covariancia utilizados nos calculos
sao considerados puramente teéricos e desta forma é necessario utlizar seus estimadores

que, na auséncia de incertezas experimentais, sao

1 &
[1/1 =T = — T (414)
e
e
1 &
[lg =Ty = — To; (415)
N2 ~

J& a matriz de covariancia comum, é dada por

S, = Zk:(nj —1) (nsfk) (4.16)

Jj=1

onde £ é o nimero de populagoes e S; é a matriz de varidncia e covariancia amostral
dada pela equacao (2.31) (BODNAR et al., [2017). Desta forma, a matriz de covariancia
comum para duas populacoes seré

(n1 — 1)81 -+ (n2 — 1)52

S, =
ny+no — 2

(4.17)

e |Johnson e Wichern| (2007) destaca que o tamanho das amostras, ny + ny, deve ser maior

ou igual ao nimero de variaveis discriminantes, p, pois em caso contrario a matriz S, seri
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singular e sua inversa nao existird. Em situacoes reais e na auséncia de informagao sobre
as incertezas experimentais, a funcao discrminante linear de Fisher bem como o ponto

médio de classificagao, serd respectivamente

J= (@ — @) S (4.18)
~ ]- ~2
=D (4.19)
onde
D? = (& — &) 871 (&1 — T») (4.20)

é um estimador da distancia real de Mahalanobis entre duas populagbes (FERREIRA|
2008).

Conforme Johnson e Wichern| (2007), essa classificacdo so fard sentido se houver
uma diferenca entre as médias das duas populagoes baseada em um teste de significancia.
Portanto, para duas populacoes com distribuicao normal multivariada e com matriz de
covariancia comum, pode-se realizar um teste de hipotese onde a hipo6tese nula é de que
as médias sao iguais e a hipotese alternativa é de que sao diferentes. Assim, utilizando
a distribuicao F', pode-se rejeitar a hipotese nula para um dado nivel de significancia, «,

quando
n1+n2—p—1 ~ 9

(m + Nog — 2)]7

for maior que o quantil superior da distribuicao Fi, ., .,, onde v; = p e vy = ny + ng —

1 — p sao graus de liberdade. Assim, se a hipotese nula for rejeitada, conclui-se que
a separacao entre as duas populacgoes é significativa. Ainda para |[Johnson e Wichern
(2007), mesmo que a hipotese nula seja rejeitada nao ha garantias de que a regra de
classificacao serda de boa qualidade e para isso é necessario estimar a probabilidade de se
classificar uma determinada observacao em uma populagao incorreta. Desta forma, é de
suma importancia descrever um método para estimar tais probabilidades, conforme sera

visto a seguir.

4.2 Estimativa das Probabilidades de Classificacdo Incorreta

Foi abordado no topico anterior como encontrar a funcao discriminante linear de
Fisher para discriminar observacoes em duas diferentes populacoes. No entanto, uma
vez determinada uma regra de classificagao é necessario avaliar seu poder discriminante.
Portanto, neste topico serao abordados dois métodos de estimar as probabilidades de se
classificar uma observacao em um grupo inadequado, o Método de Amostra de Validagao
e o Método de Validacao Cruzada. Em ambos os métodos, deve-se conhecer previamente
a classificagdo de todas as observacoes na amostra de teste (FERREIRA] 2008)).
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O primeiro deles consiste em dividir as observacoes em duas partes, uma para
andlise e outra para teste. Os dados do grupo de anélise serao utilizados para realizar
o calculo das fungoes discriminantes, que uma vez ajustadas, servirao para classificar os
dados do grupo de teste. A importancia de se conhecer previamente em qual grupo ou
populacao os dados pertencem é que apo6s feita a classificagao do grupo de teste é possivel
verificar quais observagoes foram alocadas incorretamente (HAIR et al. 2009).

Para |Ferreira| (2008)) este método possui como ponto fraco nao ter validade em
amostras pequenas e também a perda de informacoes importantes para a determinacao
das funcoes discriminantes uma vez que os dados foram divididos em duas partes. [Hair et
al.[(2009) sugerem que uma forma de aumentar a confianga deste método é realizar diversas
vezes, e aleatoriamente, a escolha dos dados que pertencerao aos grupos de anélise e teste.
Assim, seria possivel estimar uma probabilidade de classificacao incorreta diferentes vezes
e ao final obter um valor médio para essas probablidades. Lembrando que em cada escolha,
novas funcoes discriminantes deverao ser ajustadas.

O segundo método, o de validacao cruzada, é comparado ao método de Jackknife
e consiste em realizar o ajuste das funcoes discriminantes deixando uma observagao de
fora. Contudo, apesar desta observacao nao ter sido usada para o calculo das func¢oes
discriminantes ela é utilizada para avalia-las, pois como ja se conhece o grupo ao qual
essa observacao pertence ¢ possivel saber se as funcoes ajustadas a classificaram no grupo
correto (FERREIRA| 2008). Este método também apresenta fragilidades em amostras
pequenas sendo que é aconselhado utilizd-lo quando o tamanho da menor populacao for
no minimo de trés a cinco vezes maior que o nimero de varidveis discriminantes (HAIR
et al., 2009).

Tanto [Ferreira (2008) quanto [Hair et al. (2009) sugerem que apés contabilizar o
numero de observacoes classificadas nas populacoes corretas e incorretas pode-se construir
uma matriz de classificacao em que os elementos da diagonal principal, ;;, correspondem
ao numero de acertos e o restante, 0;j,% # j, representam o nimero de erros. Assim, a

matriz de classificacao sera da forma

Tabela 1 — Matriz de classificacao onde as linhas representam as populagoes reais e as colunas
as populagoes classificadas.

Real/Classificada | II; II, --- Il | Total
I 011 012 -+ O1k n
I 021 022 -+ O no
I, Ok1 Ok2 - Okk N

Fonte: Do autor.

Desta forma, |Ferreira (2008]) afirma que as probabilidades de se classificar uma
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observagao em I1; sendo que ela pertence a populacao II; com 7 # j, serd
y g
p(ilj) = —= (4.21)

1

e a probabilidade total, denominada taxa de erro, serd

k
Zi;ﬁj:l Tij

Prota = A (422)
Dot N
No caso particular de duas populagoes, k = 2, a equacao (4.21) gera
p(2l1) = = (4.23)
ny
e
p(1]2) = "2, (4.24)
D)
Ja a equagao (4.22)) gera
N2 + N2y
Propy = _ 4.25
o = T (1.29

4.3 Analise Discriminante Linear de Fisher para mais de duas populacdes

Neste topico serda abordado o caso em que se tém k > 2 populagoes nas quais as
observacoes podem ser classificadas. De forma analoga ao caso particular de k£ = 2, as
populacoes possuem distribuicao gaussiana multivariada e uma matriz comum de covari-
ancia. Apos a coleta de um conjunto de dados para anéalise, cada populacao, II;, possuira
um namero, n;(j = 1,2,--- k), de observagoes p dimensionais, €’ = [zy, 29, -+ , 7],
onde cada elemento deste vetor representara uma variavel discriminante e cada populacao
terd um vetor médio, ou centroide, dado por p; (FERREIRA| 2008). Assim, segundo
Johnson e Wichern| (2007) é possivel obter um vetor médio dos centroides de todas as

populacoes, dado por
k
1
H=7 ; Hj (4.26)

Para Hardle e Simar (2015), a anélise discriminante linear de Fisher é descrita
por uma combinacgao linear que independe de quantas populacoes existam. Portanto,
igualmente ao topico anterior, as func¢oes discriminantes lineares de Fisher serao da forma
y = a’z. |Johnson e Wichern (2007) afirmam que a esperanca da variavel y, ou seja o

score médio para uma populagao I/; sera
Ey|ll;] = Ela"z|II;] = a” E[z|II;] = a" p; = y; (4.27)
e sua variancia

Var[y|ll;] = Varla®z|II;] = a’ Var[z|Il;]a = a" Xa (4.28)
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onde X é a matriz comum de covariancia. Consequentemente, como cada populacao

possui um centroide diferente, a esperanca total da varidvel y sera
. k
E|E[y|II]] = Ela" ;] = a” B[] = E Z = a’p;. (4.29)
=1

Ferreira (2008) afirma que Fisher teve como ponto de partida o objetivo de de-
terminar o vetor a de forma que a razao entre a variancia das populacoes e a variancia
comum dentro das populacoes fosse maximizada. Assim, seja a soma das diferencas entre
a média da funcao discriminante para uma populacao, dada pela equacao , e a média
total da funcao, conforme a equacao , dada por

> (El|IT;) — E[E[y|11]])?
Varly|I1;]

(4.30)

e substituindo as equagoes (4.27) e (4.29) na equacdo (4.30)), lembrando que a matriz de

covariancia é comum a todas as populagoes, obtém-se

Z?:l(aT“j - aTﬂ)Q Z?:JGT(NJ‘ - .a)]Q

a’Ya - a’Ya (4.31)
que pode ser reescrita da forma
Sy lal(n — WP XY aT = (s — ) i
aXa aXa '
ou
L Il DL L o K

a’Ya a’Xa
Hérdle e Simar| (2015) abordam que o termo Z?Zl(p,j — i)(p; — p)T & uma matriz
quadrada (p X p) denominada matriz de somas de quadrados e produtos entre os grupos.
Assim, se B = Z§:1(Nj — i) (p; — )7, entao a razio que Fisher buscava maximizar é
k
> (EWIL] — E[E[Y|IL]])*  a’Ba

= 4.34
Var|y|Il;] a’XYa’ (4:34)

em que o maximo desta razdao ¢ igual ao maior autovalor da matriz X 1B e o vetor, a,
responsavel por esse resultado ¢ o autovetor correspondente a este autovalor.

Uma vez determinado como calcular a funcao discriminante linear de Fisher é im-
portante estabelecer qual sera o critério de classificacao de novas observagoes. Antes disto,
é importante observar que a solucao do problema de maximizacao da equacao é
dada pelo maior autovalor, e seu correspondente autovetor, da matriz X' B. Contudo o
autovetor correspondente ao menor autovalor fornece o minimo da equacao (4.34f). Por-
tanto, se existir p autovalores (A\; > Ay > --- > \,) nao nulos de X! B, existird p vetores
a que formarao p funcgoes discriminantes que sao denominadas de primeira funcao discrmi-
nante para A, até p-ésima funcao discriminante para A, (JOHNSON; WICHERN| 2007).
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Tanto |Johnson e Wichern|(2007)), Ferreira (2008) quanto Favero et al. (2009) afirmam que
o nimero de funcoes discriminantes necessario para realizar a analise devera respeitar a
condigao de m = min(p, k—1), onde p é o nimero de variaveis discriminantes e k o nimero
de populacoes. Portanto, diferentemente do caso particular de duas populacoes, existira

um vetor de funcoes discriminantes, ou scores discriminantes de uma nova observacao,

dado por
aqT‘B U1
alx
alx Yrm

T

onde, agora, @’ é uma matriz (m X p) em que cada linha é um vetor de coeficientes

discriminantes p-dimensional, como pode ser observado

aix a2 Q1p
Q21 Q22 -+ Qgp

a’ = | _ . (4.36)
Am1 Am2 Amp

Havera, também, um vetor dos scores médios calculados com os dados da amostra de
teste, dado por
T
a K
T
a; Jb;
- T o 2
yi=a pij=1 " |- (4.37)
T
Akt
Assim, conforme Johnson e Wichern| (2007)) a equacao (4.35)) € um vetor cujas com-
ponentes possuem variancias unitarias e sao nao correlacionadas entre si, e uma maneira
de expressar a distancia entre o score discriminante de uma nova observacao e o score

médio de uma populacao é dada pela distancia quadratica expressa por

(y—9)" =Y @z —a"p)* =" [a”(x — )] (4.38)
Jj=1 j=1

Logo, Ferreiral (2008) e |Johnson e Wichern| (2007) abordam que a regra de classificacao
de Fisher serd a de alocar a observacao @ naquela populacao que minimizar a distancia
descrita pela equacao . Em outras palavras, essa distancia, assim como para o caso
particular de £ = 2, representa a distancia de Mahalanobis entre o score discriminante
da observagao, y, e o score médio da populagdo I1;, y; = a’ p;. Portanto, novamente a
regra de discriminacdo ¢ determinada pela distancia minima de Mahalanobis (FAVERO

et al.l [2009; [HARDLE; SIMAR, 2015).
Conforme |Johnson e Wichern| (2007), da mesma forma que no caso particular de

k = 2, os centroides de cada populacao devem ser estimados através da equagao (2.19) e
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cada grupo tera uma média das observacoes dada por

assim como a média global. Logo

— Zj:l 533" (4.40)

Ja a matriz de covariancia comum é estimada através da equacao . Portanto,
a funcdo discrminante de Fisher, y = a’x, sera determinada, como ja observado, com a
maximizacao de
a’ Ba”
a’S.aT’

onde B ¢ o estimador da matriz B que pode ser calculado por
k
B=) (& —2)( - Zc)", (4.41)
j=1
e a é o estimador de a, que pode ser obtido solucionando o sistema de equagoes
(B —\;8.)a; =0, (4.42)
que manipulando a equacao tem-se
(S:'B - \Ia; =0, (4.43)

onde \; e a; sao, respectivamente, os autovalores e autovetores da matriz S, ' B.

Tanto Ferreira) (2008) quanto [Johnson e Wichern (2007) abordam que também é

possivel resolver o sistema de equacoes dado pela equacao (4.42)) realizando uma troca de
1

varidveis. Assim, se a; = S. 2€; entdo a equagio (4.42) se torna

. 1
(B - /\ch)Sc Qéj = 0, (444)

e como SC_%SCSC_% = I entao
(8.2BS.? — \;I1)é; = 0, (4.45)

onde )\; permanece o0 mesmo, ou seja, os autovalores de S, ' B nao variam com essa troca
. . . A~ . -12 ~ 412

de varidveis realizada. Ja €; sao os autovetores da matriz S. *BS. *, que uma vez

calculados sao usados para determinar os vetores da combinacao linear de Fisher pela

transformacao apresentada, ou seja,
1
dj - SC Qéj. (446)
A eficacia da regra de classificacao para k > 2 é desconhecida, contudo a avalia-
¢ao do poder discriminante da funcao de Fisher pode ser feita através dos dois métodos
abordados no topico anterior, o Método de Amostra de Validacao e o Método de Va-
lidagao Cruzada, utilizando da mesma forma a matriz de classificacao e calculando as

probabilidades de classificacdo incorreta através das equagoes (4.21) e (4.22)) (JOHNSON;
WICHERN] 2007)).
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5 ANALISE DE CORRELACAO CANONICA

A anélise de Correlagao Canodnica ou do inglés Canonical Correlation Analysis
(CCA), pode ser interpretada como uma generalizacao da anéalise de Regressao Linear
Multipla, pois para cada observacdo, além das p variaveis explicativas (independentes),
x = (21, %9, - ,1,)T, pode haver, também, ¢ varidveis a serem explicadas (dependentes),

_ T
Yy = (ylay%'” qu)
ferramenta busca determinar o comportamento linear entre dois grupos de variaveis. Com

, onde p e g nao sdo necessariamente iguais (HAIR et al.| [2009). Esta

isso, 0 método consiste em encontrar novas variaveis (variaveis canonicas) que possuam
méxima correlagdo entre si (correlacdo canonica), através de combinagoes lineares de cada
um dos conjuntos de variaveis aleatorias (CHU et al., 2013).

Quando Hotelling) (1936) demonstrou pela primeira vez a analise de correlacao
canonica, ele discutiu em seu trabalho que a correlacao entre duas medidas nao é aplicada
apenas a varidveis unidimensionais, mas também a casos em que cada variavel é um vetor
multidimensional, como por exemplo, para a mesma pessoa, obter a pontuacao de diversos
testes de raciocinio juntamente com medidas de parametros fisicos. Hotelling| (1936)
argumentou que a relacdo entre essas medidas (testes de raciocinio e parametros fisicos)
deveriam permanecer invariantes sob transformacoes lineares, e com isso ele demonstrou
ser possivel estabelecer pares de variaveis, onde cada varidvel seria uma funcao linear de
um desses conjuntos de informacoes.

A CCA é uma técnica que, assim como as outras duas técnicas abordadas neste
trabalho, também pode ser utilizada para reduzir o espaco dimensional de um determinado
problema, interpretar o comportamento de diferentes fenémenos e fazer previsoes de novos
resultados (LEEL 2016). |Jones et al.| (2016) fez seu uso na previsdo de possiveis cirurgias
em pacientes com determinadas doengas, analisando dados médicos. Ja|Gao et al.| (2017)
utilizaram a CCA para desenvolver um algoritmo com melhor desempenho para solucionar
problemas que envolvem Empirical Risk Minimization (ERM).

Com o avanco do poder computacional, novos métodos e aplicacoes com emba-
samento na andlise de correlacao canonica estao sendo desenvolvidos. Como exemplo, a
técnica de andlise de correlacao canonica de vetores singulares, que segundo Raghu et al.
(2017) ¢ uma combinagdo da decomposi¢ao de valor singular com correlagdo canonica,
capaz de realizar analises computacionalmente mais eficazes, e com aplicacoes em NRL
(Network Representation Learning), uma ferramenta capaz de aprender com novas anali-
ses e amplamente utilizada para reconhecimento de imagens, busca de textos entre outras
aplicacoes de inteligéncia artificial (YANG et al., [2015).

Como pode ser observado, a CCA tem um grande potencial para analises de dados
multivariados, e neste capitulo sera demonstrada toda a estrutura matematica necessaria

para realizacao da andlise de correlacao canonica, na auséncia de informacoes sobre as
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incertezas experimentais das medidas.

5.1 Analise de Correlacdes Canbnicas por variaveis ndo padronizadas

Para realizar a andlise de correlacao canonica é necessario que cada individuo
observado possua dois vetores de informagoes, € = [z1,22, -+ , %] € Y = [y1, Y2, -, Yql,
onde p e ¢ nao sao necessariamente iguais, e um destes vetores pode ser denomiado
de variavel explicadora enquanto o outro ¢ a variavel a ser explicada. Assim, para um
conjunto de n observagoes haverd um grupo com n vetores p-dimensionais e outro grupo
com n vetores g-dimensionais que possuirao os vetores médios p, e p, com as respectivas
dimensoes. Os grupos terdo uma matriz de covariancia interna X, de dimensao (p X p),
e X, de dimensao (¢ x ¢), bem como uma matriz de covariancia entre eles, X, . cuja
dimensao ¢ (p x ¢) (CHU et al.l 2013).

A CCA, segundo [Benton et al. (2017), consiste em determinar a proje¢ao linear
de dois vetores que possuam correlacdio maxima, ou seja, realizar uma transformacao
linear nos vetores « e y de modo que as novas variaveis, oriundas dessas transformacoes,

possuam uma correlacao linear maximizada. As novas variaveis podem ser expressas por

U=a"zx (5.1)

V=0b"y, (5.2)

onde a e b sao vetores de transformacao, p-dimensional e g-dimensional respectivamente,
e U e V sao escalares denominados como variaveis canonicas.
A correlacao linear do par U e V, também denominada correlacao canonica, é dada

por
Cov[U, V]

- VVarlUVar[V]
onde Cov[U,V] é a covariancia entre as varidveis canonicas e Var[U] e Var[V] sdo as
variancias das variaveis U e V respectivamente (SUO et al., 2017; MIN; LIU; ZHANG,
2017).

Ao substituir as equacoes em cada um dos termos de tem-se que

(5.3)

PUV

Var[U] = Var[a’z] = a’ Var|z]a = a’ X,a, (5.4)

VarlV] =Varb"y] = b"Var[ylb=b"X,b (5.5)

Cov[U, V] = Covla"z,b"y] = a’ Cov[z, y]b = a’ X, b, (5.6)
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e desta maneira, a equacao (5.3) se torna

a’¥,,b
puyv = = = .
\/(a X.a)(bT"X)b)

(5.7)

Portanto, o método consiste em determinar os vetores a e b tal que a correlagao canonica,
pu.v, seja maximizada, conforme foi proposto Hotelling| (1936).

Para encontrar os vetores a e b que maximizam a correlacao canodnica, Ferreira
(2008) sugere derivar pyy com relagdo a cada um dos vetores e igualar o resultado das
duas equagoes a zero para entao determinar as incognitas. Assim, derivando com relagao

ao vetor a, tem-se

Opuy _ Enbla” £,a)5 (b7 5,b)2 — (a7 5,,b)(b" E,b)* (a” ¥ya) "2 ¥sa

_ 5.8
da (a”X,a)(b"X,b) (5:8)
que pode ser reescrita como
dpvy  Znbla’X,a):(b"E,b):  (a’ X,,b)(b" X,b)%(a’ X,a)" X,a (59)
oa (a”X,a)(b"X,b) (a”X,a)(b"X,b) '
€ 1
dpuy X.,b B (a”™X,,b)  (b"X,b)2X.a (5.10)
da  (aTX,a):(bTX,b)z (a"X.a)(bTX,b) (aTX,a)z '
como os termos (a” X,a)? e (bTZyb)% sao escalares, podemos fatora-los, e assim
1 5 T5,b): %
Qo _ o L 2 BT
da  (aTX,a)>(bTX,b)? (aTX,a)2(b"X,b): (a”X,a)z
Igualando o resultado a zero e observando que o termo (ale”’b) r € a propria
(aTX¥;a)2 (bT Xy b)2
correlagao candnica, chega-se em
(b7 32,b)2
X.,b— ————3.a=0. 5.12
yO — Puyv (aTExa)% a ( )

Uma vez que o coeficiente de correlacao linear é invariante com relacao a mu-
danga de escala pois pryv = puv para qualquer que seja a constante k, entao é possivel

redimensionar os vetores a e b tais que as variancias sejam

VarlU] = a’X,a =1

Var[V]=b"X,b=1

de modo que a correlacdao canoénica dada pela equacao 1} seja preservada (HARDLE;
SIMARY, 2015)). Assim, a equagao (5.12)) se torna

Zmyb — puvaa = 0. (513)
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Ao realizar o mesmo procedimento de derivacao com relacao ao vetor b obtém-se
Z'yl,a — vavzyb = 0. (514)

onde X, = X7 .
Escolhendo, por exemplo, a equagao (5.13]) pode ser observado que

puydza = 3.,b (5.15)
e portanto
1
a=—2X"'%,5b. (5.16)
Puv

Substituindo a equacao acima em ([5.14)), chega-se em

1
/EEWE;IExyb - puy2yb=10 (5.17)
que pode ser reescrito como
1
E(Zywzx_lzwy - P?J,sz)b =0 (5.18)

e multiplicando essa equagao, pela esquerda, por X ! tem-se

(X' 2.2 X, — pyI)b=0 (5.19)

Y

e portanto o vetor b que maximiza a correlacao canonica é o autovetor correspondente ao
maior autovalor pfy da matriz X' %, 313, (FERREIRA| 2008; MINGOTTL, 2005).
Como, para uma matriz com dimensao n X n, por exemplo, o namero de autovalores nao
nulos serd igual a n, entao existirao n autovetores que satisfazem a igualdade, considerando
seus respectivos autovalores, e, portanto, n pares de varidveis canonicas. Desta forma, seré
abordado mais adiante neste capitulo, como escolher o nimero de pares para representar
um determinado modelo.

Ao realizar o mesmo procedimento descrito acima para o vetor a, a transformacao

linear que relaciona os vetores a e b, bem como a equacao homogénea resultante serao,

respectivamente,
1
b=—X "3 ,a. (5.20)
puv
e
(3,3, X' %, — piyI)a=0. (5.21)

Pode-se observar que pf, ¢ o autovalor tanto da matriz X '3, 313, quanto da
X 1Z’xy2y_ 13,.. Entretanto, apesar de ser possivel determinar os dois vetores de maneira
independente, Ferreira (2008) sugere determinar um deles por uma das duas equagoes
(5.1915.21)) e o outro pela transformagao linear dada, respectivamente, pela equacao (5.16)

ou (|5.20)), principalmente se o objetivo for a reducao de dimensionalidade do problema.
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Uma vez determinado os vetores a e b, deve-se substitui-los nas equacoes
para obter as varidveis canonicas com maxima correlacao entre si. Como pi, ty, 3,
X, e X, sao apenas teoricos, na pratica ¢ preciso fazer uma estimagao destes valores.
Considerando que neste trabalho esta sendo admitido que as variaveis aleatorias seguem
uma distribuicao normal de probabilidades, para um conjunto de n dados amostrais, os
vetores médios podem ser estimados, na auséncia de incertezas experimentais, através da
equacao e as matrizes de covariancias através da equacao . Portanto, tem-se

que

8
Il

1 n
ﬁ;%’?
1 n
ﬁ;yia

sao os vetores médios das variaveis « e y respectivamente, e

<
Il

1 - _ N\T
S, = m Z(azz —x)(x; — x)", (5.22)

Sy = ;) > wi-9)wi—-9)" (5.23)

(n—1

n

Y (@i—2)(y —y)" (5.24)

i=1

1
(n—1)

Suy =

sao, na sequéncia, as matrizes de covariancia das variaveis x, das variaveis y e entre as
variaveis x e y (MINGOTTI, |2005). A partir destas equagoes, Johnson e Wichern| (2007)

discutem que as equacoes ((5.16] [5.19) e (5.20, [5.21)) tornam-se, na sequéncia,

1

a=—S5.'S,,b (5.25)
pPUV
(8,8,:8, 'S,y — p¥yI)b =0 (5.26)
’ 1
b=—8'S.a 5.27
pov Y7 (5.27)
(5;'8.y8,"'Sys — ppyI)a =0 (5.28)

onde os vetores a e b sao os vetores de transformacao das varidveis originais. Por fim, as

varidveis canonicas, geradas a partir dos dados originais, serao

~

U=a"zx (5.29)

V=0bly (5.30)
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5.2 Anélise de Correlacdes Candnicas por variaveis padronizadas

E possivel, também, realizar a andlise de correlacao canonica utilizando varia-
veis padronizadas, da mesma maneira como foi descrito para a analise de componentes
principais. Assim, segundo Johnson e Wichern (2007)), as i-ésimas observagoes, x; =

[*TlaxZa T 7xp]T €Y, = [?Ju@/% e 7yp]T

variancias X, e X, respectivamente, podem ser transformadas em varidveis padronizadas

, com médias p, e p,, bem como matrizes de co-

por
1

zi=A"2(x; — py) (5.31)

w; = A2 (y; — py), (5.32)

onde z; e w; sao as variaveis padronizadas de x; e y;, A~3 e A™3 sio matrizes diagonais
com os elementos da diagonal principal de X, e X, respectivamente.

Uma consequéncia desta transformagcao, de acordo com Johnson e Wichern (2007),
é que as matrizes de covariancia dos dados padronizados (individualmente e entre si) sdo
iguais as matrizes dos coeficientes de correlacao linear dos dados originais, e podem ser

descritas como

Var|z] = pe = A2 3X,A7 2, (5.33)
Varlw) = p, = A2 X,A> (5.34)

e
Cov[z, W] = pgy = A’%Z‘wyA’%. (5.35)

Portanto, as varidveis canonicas geradas a partir de variaveis padronizadas podem
ser expressadas por
U*=a'z (5.36)

V*=b"Tw (5.37)

onde os vetores a* e b* sao os vetores de transformagao linear. Ja suas matrizes de

variancia e covariancia sao, respectivamente

Var(U*) =Var [a*z] = a'Var[z]a® = a* pya’, (5.38)
Var(V*) = Var b w] = b Var[w]b* = b*" p,b* (5.39)

e
Cov[U*,V*] = Cov [a*Tz,b"w] = a*" Cov[z, w]b* = a*” pyyb° (5.40)

onde p, ¢ a matriz de correlacao de x, p, de y e pgy entre « e y (FERREIRA| 2008).
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Da mesma maneira, o método consiste em determinar os vetores a* e b* que ma-

Ximizam T ao entr u nform uaca . r r
am a correlacao entre U*e V*, que, conforme a equacao (5.3)), pode ser dada po

a/*Tpmyb*
T T
De forma analoga ao desenvolvimento do topico anterior, os vetores podem ser determi-

pU* v = (5.41)

nados resolvendo a equagao

(Py' PyzPy' Py — P 1 I)b" =0, (5.42)
onde py, = pgy, e substituindo b* em
1

a* = Py Puyb”. (5.43)
PU* v+

Ou entao, de forma equivalente, pode-se resolver a equacao

(P2 PeyPy Py — P y-T)a™ =0, (5.44)

e substituir a* em .
b*= ——p. lpa”. 5.45
PU* v+ v oy ( )

Johnson e Wichern| (2007) discutem que ha uma relacao entre os vetores de trans-
formacao obtidos pelas variaveis padronizadas e aqueles obtidos pelas varidveis originais.
Portanto, é possivel calcular as varidveis candnicas dos dados originais realizando a analise
com os dados padronizados, e vice e versa. Assim, os vetores de transformacao podem ser

expressados como
a* = Aza, (5.46)

b* = Azb. (5.47)
Isso pode ser demonstrado substituindo as equagoes ((5.46} [5.47) na equagao (5.41)).

Desta forma, tem-se que

a’Ap,,Azb
pU= v+ = — Pay 1 1 (5.48)
\/aTAipmAia\/bTAipyAEb
e conforme as equacoes (.38 [5.39} [5.40]), pode ser observado que
a’Azp,, Azb a’ X,,b
PU* v+ = Py Y = pu,y- (549)

JaTAbp,Ada\[brAlp,alp V(6T Zaa)(bT D)

Esta é uma propriedade da anéalise de correlacao candnica e que nao pode ser observada
em outras técnicas como analise de componentes principais, por exemplo. Na prética as
1-ésimas obervacoes padronizadas, que serao utilizadas, sao dadas por

~

5 =A% (x; — T) (5.50)
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~ 1

w; = A2 (y; — ) (5.51)

onde os vetores & e Yy sao os valores médios de cada conjunto de variaveis, que podem ser
. ) ~ o1 Aol - . _1 _1
estimados através da equacao 1) e A2 e A2 sao os estimadores de A72 e A7 2,

respectivamente. Ja as matrizes de correlacao dos dados amostrais, serao

po=A328,A77, (5.52)
py=A25,Az (5.53)

e
Pay = A28, A2 (5.54)

onde S;, S, e S,, sdo estimados pela equagdo (2.31) (MINGOTIL, [2005). Com isso,
Ferreiral (2008)) aborda que as equagoes (5.42] [5.43) e (5.44) [5.45]) se tornardo, respectiva-

mente,
(By by Pay — e - 1) =0 (5.55)
A % . *
a = - Py Payb (5.56)
PU*,V*
e
(D2 Pyoby Pys — ey 1)a" = 0 (5.57)
b* L 515 o (5.58)
= — a )
pU*J/* py pyac

onde os vetores a* e b* sao os vetores de transformacao das varidveis padronizadas. Fi-
nalmente as varidveis canonicas que serao estimadas, a partir dos dados padronizados, sao
dadas por

A

U =a"2 (5.59)

vV =bTw. (5.60)

5.3 Namero de pares de variaveis candnicas e a qualidade de um modelo reduzido

Como visto, o método CCA consiste em estabelecer as transformacoes lineares
dadas pelas equacoes encontrando os vetores a e b que maximizam a correlagao
linear entre as variaveis canonicas U e V. Para isso, foi demonstrado que pode-se calcular
a a partir de b, este que é o autovetor correspondente ao autovalor, p%]’v, da matriz

X323, onde pyy € a correlagio canonica. Ou entdo, de forma equivalente,
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calcular b a partir de a, que é o autovetor correspondente ao autovalor, p%]y, da matriz
D.INED YD el Vi

Contudo, pode-se observar que a matriz Z‘y_lz‘yxZ‘;ley tem dimensdes (¢ X q) e
a matriz Z‘;lZ‘xyEy_12yw tem dimensoes (p X p), o que leva o leitor a pensar que existe ¢
autovetores para a primeira matriz e p autovetores para a segunda. De fato, isso é verdade,
entretanto, Ferreiral (2008)) discute que o nimero de pares de variaveis serd m = min(p, q)
pois, se, por exemplo p < ¢, entao a primeira matriz terd seus altimos ¢ — p autovalores
iguais a zero. Além disto, os primeiros p autovetores da primeira metriz serao idénticos
aos p autovetores da segunda.

Uma vez que a andlise de correlacao canonica fornecerd m pares de variaveis, é
possivel calcular a correlagao entre cada variavel candnica e cada variavel original, tanto

de x quanto de y. Para isso, as varidveis canonicas podem ser escritas na forma vetorial

por
U
. Uy
U=\ (5.61)
Uni
e A
Vi
. Vs
v=| "1. (5.62)
Vin

B
Il

(5.63)

B = (5.64)
sao as matrizes contendo os vetores de transformacao das varidveis x e y respectivamente.
Desta forma, generalizando as equacoes (5.1} [5.2) tem-se

U=AX (5.65)

V =BY (5.66)
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onde X e Y sao matrizes contendo, em cada coluna, os vetores de observacoes « e y
respectivamente (FERREIRAL 2008)).
Portanto, segundo Johnson e Wichern| (2007)) a covariancia entre o vetor de varia-

veis canonicas U e as varidveis originais X sera
Cov(U,X) = Cov(AX,X) = ACov(X) = AS,. (5.67)

J& a correlagao entre UeX pode ser feita de maneira analoga a equagao 1) porém

A~

como Var(U) = 1, a matriz diagonal com suas variancias sera igual a identidade. Com

isso, tem-se que

D=

pox =1 2AS,A72 = AS, A2 (5.68)
Da mesma maneira, a covariancia entre UeY serd
Cov(U,Y) = Cov(AX,Y) = ACow(X,Y) = AS,,, (5.69)

e a correlacao
poy =1"2AS, A" = AS, A2, (5.70)

Analogamente, para a varidvel candnica V', chega-se em

Cov(V,Y) = BS,, (5.71)
pyy =BS,Az, (5.72)
Cov(V,X) = BS,, (5.73)
e
Py x = BS, A2 (5.74)

Seguindo o mesmo raciocinio para as correlagoes com as variaveis padronizadas pode ser

demonstrado que

piy =Cov(U*, Z) = A*p,, (5.75)
Py = Cov(U*\ W) = A*py,, (5.76)
i = Coo(V* W) = B*p, (5.77)
e, finalmente,
Py y =Cov(V*, Z) = B p,.. (5.78)

Tanto Mingoti (2005 quanto Johnson e Wichern (2007) discutem que essas cor-

relacoes entre as variaveis canonicas e as varidveis originais, também denominadas por
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canonical loadings, podem auxiliar na interpretacao e analise da qualidade do modelo
ajustado. Uma vez que as variaveis canonicas apresentem alta correlacao com as varidveis
originais x e vy, é possivel, através de regressoes lineares simples, estimar os valores de y
tendo x, ou entao de @ conhecendo y.

Também é possivel reduzir a dimensionalidade do problema escolhendo um nimero
de par de variaveis candnicas k£ < m. Contudo, é necessario avaliar a qualidade do modelo
reduzido e para isso pode-se utilizar a proporcao explicativa de cada conjunto de varidveis
comparada a vari¢ao total do grupo. Portanto, essa porporcao pode ser dada para o
conjunto de varidveis padronizadas z e w, respectivamente, por

Z§:1 i1 :520]. .

R = 5 ’ (5.79)

k q A2
ijl =1 ijﬂi (5 80)
7 . .

Desta forma, pode-se mensurar o quanto o modelo reduzido pode explicar a variabilidade

2 _
R(w)k -

total dos dados originais em uma escala de 0 4 100%, uma vez que 0 < R? < 1. HA também
outras medidas que podem auxiliar na avaliacao da qualidade do modelo reduzido que
nao foram abordadas neste trabalho. Dentre elas, pode-se destacar a matriz de residuos,
onde se obtem as matrizes de covariancias das varidveis originais, a partir dos k pares
de variaveis candnicas, e calcula-se a diferenca com relacao as matrizes de covariancias
originais, de modo que quanto mais préximo de zero for o desvio dos resultados melhor é
a qualidade do modelo reduzido (FERREIRA| 2008).
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6 DESENVOLVIMENTO DAS NOVAS FORMULACOES

Até o momento, foi abordado neste trabalho uma revisao de ferramentas matemaéa-
ticas e como sao estruturadas as analises discriminante linear de Fisher, de componentes
principais e de correlagao canonica. Agora, neste capitulo, serd descrito uma nova meto-
dologia que altera cada uma dessas analises de forma a incorporar os efeitos das incertezas
experimentais dos dados originais. Como pode ser observado, a abordagem classica destas
técnicas estatisticas nao levam em consideracao as incertezas experimentais dos dados e
como consequéncia disto, cada observagao representa um ponto no espaco multidimensi-
onal em que estd inserido, onde cada dimensao é uma varidvel do modelo. Mesmo que
a distancia de Mahalanobis, no caso da analise discriminante, seja relativa com as vari-
ancias e covariancias comuns entre os grupos, estes desvios sao apenas estatisticos e nao
levam em consideracao os erros instrumentais no momento da coleta dos dados, e 0 mesmo
ocorre para as outras duas ferramentas.

Como um dos objetivos desta pesquisa é inserir as incertezas experimentais de cada
valor observado para as multiplas varidveis, em cada um dos trés métodos, é importante
destacar que a incerteza experimental de uma observacao ¢ a incerteza total represen-
tada pela soma quadratica das incertezas estatisticas e instrumentais no momento da
coleta. Assim, em uma possivel representacao grafica as observacoes multidimensionais
nao seriam mais pontos no espaco, mas sim nuvens onde o valor verdadeiro teria uma
determinada probabilidade de estar em agum lugar dentro desta nuvem. Logo, as obser-
vagoes, independente do método de analise, terao um vetor com os valores das variaveis

e um vetor com suas respectivas incertezas dados por

g; — : s (62)

onde i representa uma observacao e p o nimero de variaveis para cada observacao. No
caso da andlise discriminante, x; representard um individuo que pertence ao grupo j que
contém n; individuos. J& para a analise de componentes principais, esse vetor serd uma
das n observacgoes, e o mesmo vale para a analise de correlacao canonica. Porém, nesta

ultima, havera um grupo de observagoes com p e outro com ¢ variaveis.
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E possivel observar que os trés métodos tém em comum o fato de utilizarem a
matriz de covariancia dos dados para obter seus resultados. Como ja visto, a matriz de
covariancia depende diretamente do vetor médio das observagoes e [Vuolo| (1996)) discute
que para um conjunto de n valores de uma mesma medida, cada qual com sua incerteza,
o método da méaxima verossimilhanca garante que a melhor estimativa para esta medida
é a média ponderada dos dados onde os pesos sao o inverso das variancias.

Portanto, o método escolhido para inserir as incertezas experimentais nos calculos
foi construir as matrizes de covariancia, em cada uma das trés anélises, utilizando a melhor

estimativa do vetor médio, onde cada componente é dada por

2im1 o
2im1 5

8
s
o

Ty =

|
-
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w
~

.
pl\'}

e sua variancia é )
O‘%a = Zn—% (64)
i=1 52

Portanto, o vetor médio e sua variancia serao

q

- (6.5)
‘/Ep
e
oz,
2
o=
0':% = %2 ) (6.6)
o2

onde as incertezas das coordendas do vetor médio serao a raiz quadrada positiva dos
elementos de 0'925]-- Este mesmo procedimento é realizado, na analise discriminante, para
construir a matriz B = Z?zl(:pj —z¢)(z; — xg)T, onde zg ¢ a média dos centroides que
neste caso serd a média ponderada pelas incertezas de cada centroide.

Outro objetivo deste trabalho é avaliar o impacto no resultado das trés analises
ao inserir as incertezas como descrito acima. Desta forma torna-se necessério propagar
os erros das componentes principais, dos scores discriminantes e das variaveis canonicas.
Para fazer esta propagacao, foi utilizado neste trabalho um procedimento numérico com o
auxilio de algoritmos desenvolvidos pelo autor, utilizando o software de analise de dados
ROQOT versao 5.34.36, construido por pesquisadores da Organizacao Europeia para a Pes-
quisa Nuclear (CERN). Para mais detalhes, pode-se consultar a referéncia (ANTCHEVA
et al., 2011). O método utilizado pelos algoritmos foi 0 mesmo para as trés analises.

Como ja observado nos capitulos anteriores, as trés ferramentas tém em comum o

fato de que seus resultados dependem diretamente de se extrair autovalores e autovetores
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(vetores da transformacao linear) de determinadas matrizes. Como estas matrizes tém
uma ligagdo com a matriz de covariancia dos dados, S = ﬁ SN (x; — &) (x; — @)7,
a metodologia aplicada a cada algoritmo, consiste em realizar um procedimento iterativo
(um milh&o de iteragf)es)[] onde, em cada iteragao, gera-se um vetor médio aleatério com
distribuicao gaussiana, em que a média e desvio padrao de cada componente sao, respec-
tivamente, as componentes da média ponderada e suas incertezas. Com isso, calcula-se
uma matriz de covariancia aleatoria e consequentemente, uma matriz aleatéria de cada
analise.

A partir do vetor médio original, calculam-se as matrizes originais, os vetores
de transformagcao linear e os resultados de cada anélise. Isso também é feito em cada
iteragao do algoritmo de modo que o procedimento consiste em armazenar estes resultados
(autovalores, autovetores e resultados) em histogramas. Os histogramas gerados pelo
ROOT fornecem, automatiacamente, o valor médio das entradas e o rms (root mean
square). O rms foi utilizado como estimativa das incertezas dos resultados de cada anélise.

Outro aspecto comum entre as trés andlises é que ao se utilizar o ROOT para
calcular os autovalores de uma matriz e alimentar um vetor, o procedimento é realizado
colocando os autovalores de forma decrescente. Como neste trabalho a metodologia con-
siste em gerar matrizes aleatorias e extrair seus autovalores e autovetores, estes se tornam
varidveis aleatorias. Portanto, se suas distribuicoes estiverem significativamente sobre-
postas em qualquer ponto, pode ocorrer de uma amostra referente ao maior autovalor ser
menor que uma referente ao segundo maior, por exemplo. Isso faria com que os valores que
deveriam ser utilizados nos calculos referentes ao maior autovalor pudessem, na verdade,
estarem sendo utilizados nos cdlculos correspondentes ao segundo maior.

Uma vez que é intrinseco ao ROOT ordenar os autovalores de forma descrescente,
nao é possivel identinficar as amostras que foram comutadas. Deste modo, para que este
método seja valido, é fundamental que as distribuicoes dos autovalores nao se sobrepo-
nham de forma significativa, pois desta forma a estimativa das incertezas desejadas estara
sendo representativa aos dados originais. Neste capitulo serd demonstrada uma aplicacao
em dados reais para a anélise de componentes principais e uma simulacao de possiveis

aplicacoes para as anélises discriminante e de correlacao canonica.

6.1 Anélise de Componentes Principais

Neste topico, o método desenvolvido serda demonstrado através de uma aplicacao
real. Como abordado no capitulo [3] a analise de componentes principais consiste em
calcular os autovalores e autovetores da matriz de covariancia, S, ou de correlagao, p, dos

dados originais, caso a analise seja aplicada a dados nao padronizados ou padronizados,

! Apenas para a anélise de correlacdo canodnica foi utilizado um procedimento com 100 mil iteracdes
devido ao tempo necessario para o recurso computacional utilizado.



61

respectivamente. [Ensor et al.| (2017)) aplicaram a PCA a um conjunto de 30 observagoes,

cada uma com 23 variaveis com o objetivo de reduzir dimensionalidade e determinar
quantos parametros eram necessarios para explicar a variacao do espectro das conhecidas

diffuse interstellar bands (DIBs), com base nas 23 variaveis. Seguem os dados nas Figuras

©G1 8.

Figura 6 — Tabela de dados com oito variaveis de comprimento de onda, (todas em 10~ 3m), onde
cada linha representa uma observacao (estrela) e cada coluna uma variavel.

Target A4428 A4964 A5494 A5513 Ab545 A5546 A5769 A5T80

HD 15137 1163 +1%% 790+25 11.1+22 21+30 69+19 00+1.9 39+1.7 2301=+091
HD 22051 471 +5  644+11 20411 13+15 62+07 3.6+1.0 07+08 102.8+ 3.6
HD 23180 403 +% 123+14 64+£02 107+17 103+15 54+15 72+13 881450
HD 23630 325 + 35 1.2+10 24409 02+£15 08411 15+1.0 23+09  40.7+48
HD 24398 450 +5) 884+09 54410 58+11 61+06 33+1.0 25+07 1004+ 2.7
HD 24534 402 +2 134+16 76+12 53+19 04+12 48+16 71+1.1 05.1 + 5.0
HD 24760 322 + 3} 1.5+08 33408 11+10 15409 02+08 16+06 77.0+34
HD 24912 949 +52 97+13 7.0+1.0 27+12 89+10 24+12 24+08 1983+ 3.1
HD 27778 400+ If 83+14 46+16 36+14 80x11 45+1.0 22+1.0  86.6+46
HD 35140 254+ 3 28+13 28+17 10+19 26+13 00+14 17+15 580455
HD 35715 221 =+ 3; 1.34£08 1.1+£08 12409 11408 07+£09 07+£07 346+ 3.6
HD 36822 483 + 1§ 1.6+24 14+28 20+30 20424 20424 1.0+£20 845+906
HD 36861 402 +32 46+10 32+1.0 44+11 32+09 32+09 15+07 490435
HD 40111 739+ %% 224+47 27+49 00+72 36+44 32+49 33+37 157.7+195
HD 110432 880+§ 83+10 41+1.0 38+14 52+10 18+08 03+08 137.34+3.7
HD 143275 383 +321 21+10 51+£01 21+15 52+11 14+12 19+1.1 02.7 + 4.2
HD 144217 430+ 3 35+08 26+1.0 11+16 4111 1.0£1.0 07+11 1560449

HD 145502 583 + 52 33+12 63+20 28+25 44+10 20+1.2 30+09 1869+52
HD 147165 872 + £% 6.1+1.0 82+15 51+16 45+10 19+1.2 08+1.1 240.0=+42
HD 147933 1254 + 12! 200+ 08 7.6=+05 138+07 83+05 69+06 11.7+28 200.8 =+ 16.1
HD 149757 576 +3 6.6+09 53+11 30+13 57+09 25+08 28+ 1.1 65.1 + 3.8
HD 164284 686 +I3 25+13 18+14 23+18 34+11 15+14 07+£1.0 044444
HD 170740 834 +£ %" 105+1.0 106+1.0 86+15 11.3+1.0 46=+1.0 24+08 240.3+40
HD 198478 1502 £ 131 142 +20 105+18 58+21 118+14 50415 15413 315.6+58
HD 202004 541 + 22 25+15 26+15 1.8+16 1.0+10 1.1+1.2 1.0+1.1 44.5 + 4.6
HD 207108 1282 + 8] 246 +£1.0 193+09 166+1.1 205+09 990+09 08+07 2490428
HD 209975 1032 £ 152 88 +14 130+15 19419 112207 46+16 04+13 2342147
HD 214680 361 +25 09+10 44+08 18+14 1.7+10 20£09 06=+05 588428
HD 214993 232+ %  40+£07 02+£1.2 16+13 14+10 12+09 06+08 786448
HD 218376 766 + 53, 51+10 59+11 39+12 62+08 11411 114+08 1387 +44

Fonte: Adaptado de Ensor et al. (2017).
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Figura 7 — Tabela de dados com oito varidveis de comprimento de onda (todas em 10~3m), onde
cada linha representa uma observacao (estrela) e cada coluna uma variavel.

Target ABT97 A5850 A6196 A6270 A6284 A6376 A6370 A6614
HD 15137 681 +3.1 208 +28 100+27 334+46 2086+104 127 +34 362+42 80.6+4.1
HD 22051 350+ 1.3 188 +12 105+22 00+20 1308+85 51+13 238+15 41.0+21
HD 23180 57.7+20 278+ 13 128 +19 180+33 054+04 105+21 41.3+3.0 537+ 34
HD 23630 67+13 15+10 19+13 38+33 21.0+77 20+20 30+21 8.9 4+ 2.8
HD 24398 555+ 1.3 273+ 11 152+12 11.0+25 041 +6.7 122+1.8 463+25 59.3+10
HD 24534 580+ 13 200+14 152+14 188+35 T782+82 105+3.7 403+23 661 +24
HD 24760 135+10 29+08 6.0+12 11.6+20 1059+55 03+13 82+15 233+21
HD 24912 514+ 1.2 223+17 21.7+10 33.0x17 2724+06 13.0+1.9 301 +£23 797+ 18
HD 27778 374 4+20 127+13 108+15 69+32 1178 +102 80+18 174+21 457 +27
HD 35140 11.8+21 68+13 71+19 124+37 7804144 09+24 60+£33 21.0+46
HD 35715 33+12 05+07 24+11 40+20 554+84 07+£20 28+£19 05+10
HD 36822 164 +31 37+22 81+31 905+88 10664159 35+33 101+£54 18.0+6.2
HD 36861 233+12 123+08 40+10 48+21 5164108 47+18 62+£14 149+ 18
HD 40111 323+53 36+31 13.0+£56 171+1.0 21114225 80+7.6 120+£05 41.1+ 906
HD 110432 35.0+ 1.7 104+ 10 18.0+1.0 20.6+20 185.1+51 7.0+18 324+18 743+21
HD 143275 174+13 63+11 7.6=+09 100+38 11804131 43+18 101+£3.0 239+16
HD 144217 173+ 16 65+11 135+15 25.0+23 1503+01 50+24 140+3.6 509+ 1.7
HD 145502 337+ 1.7 122+12 141+26 205+25 199.6+88 78420 300+20 588425
HD 147165 31.3+16 167+ 11 175+11 264+27 2142+77 109+20 21.1+£20 61.3+23
HD 147933 57.24+53 306 £26 17.0+27 249+50 173.8+169 155+28 280+£3.7 62.5+ 3.6
HD 149757 326+ 16 142+ 11 103+12 168+20 720+69 109+20 167+1.9 464 + 20
HD 164284 138+ 1.7 04+13 68+15 1567+30 111.3+02 18+20 11.3+22 269+27
HD 170740 633+ 18 246+ 1.1 263+12 527+26 240.6+09 2090+ 1.6 60.7+£1.7 1224+ 22
HD 198478 75.0+22 346+ 16 331 +15 533+42 37054116 21.2+35 46.7+4.1 130.6 + 3.4
HD 202004 57+23 1.9+17 36+18 1562+31 8224106 3.0+26 11.7+35 184427
HD 207198 132.6 + 1.1 61.1 £0.7 323 +1.0 432+17 2272+06 300+18 718+21 121.8+ 10
HD 200075 715+ 14 265+ 16 269 +45 43.1+31 24024100 255+27 455+26 1141+ 3.1
HD 214680 201 +09 39+09 54+10 92+16 687+79 64+15 45+£14 161 +20
HD 214993 13.6+13 09+07 76+14 100+22 107.1+100 44+17 139+1.7 18.0+23
HD 218376 387+ 1.3 172+ 1.0 142+12 31.6+23 1757+ 100 11.2+20 37.0+£22 66.0+22

Fonte: Adaptado de [Ensor et al|(2017).




trela) e cada coluna uma variavel.

N(H 1) N(Hz)

Target  E(B-V) [10%'em~?] [10%°cm?] f(Ha) F, L
HD 15137  0.24 1. 9G93 JHEIDE 0.220-02  0.37+0.09 0.30+0.02
HD 22051  0.19 i | oo S 6 s 0.35509%  0.73£0.05 0.35+0.02
HD 23180  0.22 ggein s 388 T 0.5170-33  0.84+0.06 0.65+0.04
HD 23630  0.05 gaoidd  panthie 0.28%03  0.80+0.10 0.16+0.04
FD24308 0327 asei'in 488l 0.507037  0.88+0.05 0.55+0.02
HD 24534  0.31 5T ol - s 0.767013  0.00+0.06 0.62+0.04
HD 24768 2007 @28 D3350 021703 0.68+0.04 0.18+0.02
HD 24912  0.26 1.9GH 49 R 0.35503F  0.83+0.02 0.26+0.01
HD 27778  0.34 g2zins mas 0.82+0-2%  1.1940.07 0.43+0.03
HD 35149  0.08 . 2 g (1 A 0.025000  0.54+0.11  0.20+0.04
HD 35715  0.03 0317013 6+2x107° 442 x107°% 0.66+0.11 0.1040.04
HD 36822  0.07 0657212 021490 0.06+004  0.74+0.08 0.19+0.04
HD 36861  0.10 1T | it % 0.047002  0.57+0.04 0.48+0.04
HD 40111  0.10 g  oReoh 012503 0.49+0.04 0.20+0.04
HD 110432  0.39 eniny  AainT 0.5570-13  1.1740.11 0.25+0.01
HD 143275  0.00 s 53 Rt 0.035003  0.90+£0.03 0.19+0.02
HD 144217 0.18 ioght  meg s 0.105007  0.81+0.02 0.11+0.01
HD 145502  0.20 M g ) 0.125)05  0.80+0.11 0.18+0.01
HD 147165  0.31 5 || g 2T s 0.05%3-0%  0.76+0.06 0.13+0.01
HD 147932 03r 24207 8 372 .o 0155007 1.09+0.08 0.27+0.03
HD 149757  0.29 gazint 34T Y 0.635037  1.05+0.02 0.50+0.04
HD 164284  0.11 e 1% s 0.25+0-1%  0.80+0.18 0.15+0.02
HD 170740  0.38 erte  EME 0.58703  1.02+0.11 0.26+0.01
HD 198478 043  2.047081 7474306 0.427027  0.81+0.05 0.24+0.01
HD 202004 0.09  023+32! 014307 0.11%512  0.39+0.11 0.13+0.05
HD 207198 Q047 339'3s 6760 028005 0.90+0.03 0.53+0.01
HD 200975  0.27 1.29+02% 1% 0.167022  0.57+0.26 0.31+0.01
HD 214680  0.08 gserol: oAl 0.0650-03  0.50+0.06 0.34+0.02
HD 214993  0.06 gL DAzl 0.135007  0.68+0.10 0.17+0.02
HD 218376  0.16 gl g toe 0.247013  0.60+0.06 0.28+0.01

Fonte: Adaptado de [Ensor et al|(2017).
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Figura 8 — Tabela de dados com seis variaveis, onde cada linha representa uma observagao (es-

Um dos pontos levantados pelos autores é que eles testaram a normalidade de
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algumas variaveis e observaram que elas nao possuiam uma distribuicao normal, como
pode ser observado nas Figuras [ e [§] nas variaveis cujas incertezas sao assimétricas.
Entretanto, afirmaram que assumir a normalidade dos dados nao era uma decisao critica
e nao afetaria significativamente a andlise, portanto, neste trabalho, optou-se também
por assumir que os dados sao distribuidos normalmente. Contudo, para as variaveis
com incertezas assimétricas, foram considerados os desvios de maior valor por questao de
conservadorismo.
Outro ponto é que, nas Figuras [0} [7] e [§] h4 apenas 22 variaveis, porém, segundo
Ensor et al. (2017)), foi construida uma nova varidvel como combinagido de outras duas,
pois, além de discutirem uma aplicacao da PCA em um ajuste paralelo, demonstraram que
o autovalor correspondente a esta varidvel era nulo. Assim, a nova variavel é determinada
por
N(H)= N(HI)+ 2N(H>) (6.7)

onde N(H) representa o total de hidrogénio, N(HI) a densidade do hidrogénio atomico
neutro e N(H,) a desidade molecular do hidrogénio do meio interestelar na linha de visada

da estrela. Através da equacao tem-se que a variancia da variavel N(H) sera

oy = O + 40N (my)- (6.8)

Para realizar a andlise, os autores optaram por fazer a padronizacao dos dados
conforme a equagao (3.20). Neste trabalho, sera utilizada a mesma equacgao, contudo, o
vetor médio serd dado pela média pondera dos dados e I' = diag(S**), onde, neste caso,
a matriz S corresponde & matriz de covariancia construida a partir da média ponderada.
Assim, as varidveis padronizadas sao determinadas por

2 =T"2(x; — &), (6.9)
onde & ¢ a média ponderada das observagoes x;. Para comprovar essa padronizacao, cada

componente do vetor médio das novas varidveis deve ser calculada por

Np‘.lzq
L R B (6.10)
Zz’]\ilp;’l
onde
u 1
Py = oy (6.11)

Desta forma, ao substituir a componente a da variavel padronizada na equacao acima,

pode-se mostrar que

N o (z¢—z0
2w (%)
Eiilp?

Z

(6.12)

Eﬁ\il Iz

1 N page N page 1
a_ (Zz:]&pl:cz - E,:Nlm ) - (z — geaisLil ) =0.  (6.13)
S\ D oim DY > i1 Py Saa > i1 Py

I
\
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J4 a variancia sera

(6.14)

—_
N—
MZ
—~~

N

< Q
S—

1 N
S3 ZW—_DZ(ZE —2°) (5 — 2

s
Il
N
.
Il
—

Novamente, substituindo a componente a da equacio na equacao da variancia, acima,

tem-se que

N

('T'CL'L — j:a>2 _ 1 a —a\2
G = (W - )5 > (xf -z (6.15)

=1

WE

St =
(N—1) &

Uma vez que a variancia de x é

N
gaa Z ¢ — 1 (6.16)
i=1

entao a equagao (6.15) se torna

Saa
= =1 1
so = (6.17)

Portanto esta demonstrada a padronizacao utilizando a média ponderada dos dados.

Conforme discutido por |[Ensor et al. (2017), varios autores jA mostraram a exis-
téncia de correlacao entre varios parametros, tanto entre si quanto com as DIBs. Como
exemplo, eles citam a existéncia de correlacao linear, mostrada por |Bohlin, Savage e Drake
(1978), entre o excesso de cor E(B — V') e a densidade atomica do hidrogénio N(H), e
aplicam a PCA para buscar um ajuste linear entre essas variaveis e comparar com o0s
resultados obtidos por [Bohlin, Savage e Drake| (1978).

Assim, devido & essa correlacao, antes de realizar a analise completa com as 23
variaveis, sera demonstrado um exemplo mais simples com as duas variaveis E(B — V) e
N(H). Entretanto, inicialmente, foi realizada uma regressao linear ponderada, conforme a

Figura[9] para avaliar o comportamento da reta ajustada para os pares (E(B—V), N(H)).
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Figura 9 — Regressao linear para o conjunto de dados das variéveis E(B — V), em mag, e N(H),
em cm~2, onde p0 representa o coeficiente angular da reta, pl o coeficiente linear e
x%/ndf ¢ o Chi-quadrado dividido pelo niimero de graus de liberdade.

X

—

<,
[=s]

6000

5000

4000

3000

2000

1000

H
IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

o

Fonte: Do autor.

Foi observado na Figura 9| que o ponto (0,00, 2mag; 1,50+0,29-10?'cm=2) (em
vermelho), correspondente & estrela H D143275 é um possivel outlier. Para averiguar isso,
foi calculada a distancia do ponto a reta com relacao as suas barras de erro, em cada eixo
coordenado. Foi constatado que a distancia relativa do ponto & reta no eixo vertical é
de 5,20 e no eixo horizontal é de 11,50. Portanto, dado a minima probabilidade desta
medida cair sobre a funcao ajustada, este ponto foi considerado um outlier, e a aplicacao
do modelo de PCA desenvolvida neste trabalho foi realizada com as 29 amostras restantes.

Para realizar esta aplicacao, foi desenvolvido pelo autor um algoritmo que realiza
os calculos da média ponderada, matriz de covariancia e correlacao dos dados originais e
variaveis padronizadas. A matriz de correlagao foi construida conforme a equagao (3.21)),
e em cada iteracao era extraido os seus autovalores e autovetores para construir as compo-
nentes principais (PC). Ao realizar o procedimento metodologico deste trabalho, pode-se
observar que as distribuigdes dos autovalores estao completamente distintas (Figura ,

viabilizando, assim, o método proposto.
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Figura 10 - Histogramas com as distribuicoes dos autovalores referentes as PC1(vermelho) e
PC2(azul) da PCA aplicada as variaveis E(B — V) e N(H), onde Entries, Mean e
RMS representam o niimero de dados colocados nos histogramas, a média aritmética
deles e a rafz do valor quadrético médio respectivamente.
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Fonte: Do autor.

Para avaliar a variabilidade explicada por cada PC, em cada iteragao, também foi
aplicada a equacao (3.22)). Assim, a distribuigdo destas proporcoes segue demonstrada na
Figura [11}

Figura 11 — Histogramas com as distribui¢oes das proporgoes explicativas da PC'1(vermelho) e

PC2(azul).
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Fonte: Do autor.
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As proporcoes explicativas acumuladas também foram calculadas. Uma vez que
sua equacao ¢ dada por
’YCumj — ’Y] _'_ ’VCumj_la (618)

ao utilizar a equagao ([2.48)) pode-se calcular sua incerteza por

o? = 03]_ + o2 : (6.19)

'YC'u,mj 'YC'u'rnj71

Como agora as proporgoes acumuladas possuem incertezas, é possivel calcular uma incer-

teza relativa pela equacao
T nm.
um]

ORe = . 6.20
f fyCumj ( )

Assim, os resultados obtidos por este novo método seguem, juntamente com suas incer-
tezag’] demonstrados na Tabela

Tabela 2 — Resultados da PCA para as variaveis E(B — V') e N(H), onde cada linha representa
uma componente principal e cada coluna, da esquerda para a direita, representa
os autovalores, as proporcoes explicativas, as proporcoes acumuladas, as incertezas
relativas do percentual acumulado e os autovetores, respectivamente, juntamente com
suas incertezas.

PC | Autovalor (o) | %Var (o) | %Cum (o) o_Re Autovetor (o)
1 | 1,706(19) | 85,3(9) | 85,3(9) 0,011 0,707107(3) |0,707107(3)
2 | 0,294(19) | 14,6(9) |100,0(1,3) 0,013  |-0,707107(3)|0,707107(3)

Fonte: Do autor.

A fim de comparagao, segue, também, os resultados obtidos por |[Ensor et al.| (2017).

Tabela 3 — Resultados da PCA para as variaveis E(B — V') e N(H ), onde cada linha representa
uma componente principal e cada coluna, da esquerda para a direita, representa os
autovalores, as proporcoes explicativas, as propor¢oes acumuladas e os autovetores.

PC Autovalor %\Var %Cum Autovetor
2 90,63 90,63 0,707 0,707
0,187 9,7 100 0,707 -0,707

Fonte: (ENSOR et al.| [2017).

Como podde ser observado, os resultados deste novo modelo apresentaram uma

pequena diferenga comparados ao trabalho de Ensor et al. (2017). Contudo, é razoavel

2 As incertezas entre parénteses correspondem aos tltimos algarismos significativos da medida. Assim,
por exemplo, o autovetor 1 é 1,706 + 0,019 e o percentual cumulativo 2 & 100,1 + 1, 3%.
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pensar que dados com incertezas de ordens de grandezas maiores resultarao em valores
menos precisos. Um fato que deve ser destacado, é que segundo |[Ensor et al.| (2017)) as duas
componentes principais seriam capazes de replicar 100% da variabilidade do problema.
Porém, o novo modelo mostra que isso nao ¢ necessariamente verdade. Uma vez que o
vinculo dos pesos individuais de cada componente Zj v; = 1 deve ser respeitado, entao
isso significa que uma variacao positiva em um dos pesos gera uma variagdo negativa em
outros pesos. Ao final da andlise, pode ser que mesmo que se escolha todas as componen-
tes, devido as incertezas experimentais, nao seja possivel explicar 100% da variabilidade
do problema.

Cada componente principal pode, entao, ser descrita como uma combinagao linear
das variaveis, conforme a equacgao . Desta forma, as equacoes das componentes

principais ficam

PC2 = —0,707107(3) 255-v) + 0, 707107(3) 2x a1), (6.22)

onde zg(p_vy € Zn(m) 530 as variaveis padronizadas de E(B—V') e N(H), respectivamente,
que sao calculadas a partir da equacdo (6.9). Uma vez que se tem a média ponderada e
as variancias de cada variavel, é possivel calcular as componentes principais em funcao

das variaveis originais. Neste caso, tem-se que

PC1=5,590+0,003E(B—V)+4,96x 107*40,07 x 10"** £ N(H) —1,5440,03 (6.23)

PC2 = —5,590+0,003E(B—V)+4,96 x10"224:0,07 x 107> N (H)+0,8240,03. (6.24)

Ensor et al| (2017) discutem que como a primeira componente principal explica
grande parte da variabilidade do problema, pode-se fazer uma aproximacao para a segunda
componente, de modo que PC2 = 0. Neste caso, pode-se utilizar a equacao para
colocar N(H) em funcdo de E(B — V), e a equagio para propagar a incerteza de

cada parametro. Fazendo isso, chega-se em
N(H)=11,340,2 x 102 E(B — V) — 1,65+ 0,05 x 10%". (6.25)

Para fazer um comparativo, foi realizada uma regressao linear, construida através do
método da maxima verossimilhanca. Entretanto, uma vez que os valores da variavel
E(B — V) possuiam a mesma incerteza, foi realizado um rebatimento das incertezas de

E(B —V) para as de N(H), conforme a equagao

AN(H) \’
2 _ 2 2
TN = ON G, T (m) TEB(B-V), (6.26)
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onde foi utilizado a incerteza inicial do valor de N(H) para oy(m), € a inclinacao da reta
ajustada na Figura @ para <$(I_{‘),)> (VUOLO, [1996)). Assim, a fun¢do ajustada ¢ dada
por

N(H)=6,2+0,5x 10*E(B - V) + 5,27+ 7,54 x 10", (6.27)

em que o coeficiente angular foi menor e o coeficiente linear foi maior do que o ajuste
pelas componentes principais. Ao fazer esses calculos, Ensor et al.| (2017) encontram a

funcao linear

N(H)=9,0x 10*E(B—V)—0,3 x 10*, (6.28)
das componentes principais e
N(H)=10,0 x 10*E(B—-V) —0,5 x 10*! (6.29)

para o ajuste a partir do método dos minimos quadradoﬂ Ensor et al.| (2017) também
discutem que (BOHLIN; SAVAGE; DRAKE, [1978) apresentou uma funcao linear que

explicava o comportamento dessas duas varidveis, dada por
N(H)=5,8x10""E(B-V). (6.30)

Para uma melhor interpretacao, as retas ajustadas pelas componentes principais,
método da maxima verossimilhanca e pelo |Bohlin, Savage e Drake| (1978)) estao dispostas
na Figura

3Dadas as diferencas dos parametros da funcio, esse ajuste provavelmente nio foi realizado com o
método da maxima verossimilhanca.
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Figura 12 — Ajuste a partir da equagdo (6.25) com PC2 = 0 (reta azul), ajuste obtido por
Ensor et al| (2017) pela equagao (6.28)) (reta verde claro), regressao linear (reta
verde escuro), dada pela equacao (6.27)), em que p0 e pl sdo os coeficientes angular e

linear, respectivamente, e funcao proposta por Bohlin, Savage e Drake, (1978]) dada
pela equagdo (6.30), (reta vermelha), onde [N(H)] = [em™?] e [E(B — V)] = [mag].
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Fonte: Do autor.

Como pode ser observado na Figura [12] a regressao linear ponderada pelas incertezas
dos pontos se assemelhou mais a fun¢do proposta por Bohlin, Savage e Drake (1978) do
que a reta ajustada pelas componentes principais, pois mesmo sem as informagoes das
incertezas experimentais, no caso de |[Ensor et al.| (2017), quanto neste caso levando-as em
conta, vale ressaltar que a PCA nao tem como objetivo ajustar funcoes mas, sim, reduzir
a dimensionalidade do problema. Assim, ao aplicar os autovetores obtidos nas variaveis
padronizadas pode-se calcular os valores das componentes principais de cada observacao
que estao dispostos no Apéndice [A]

Ja para a analise contemplando as 23 variaveis, o mesmo procedimento foi utilizado.
Portanto, para fazer a mesma avaliacao da distribuicao de cada autovalor, seguem as

distribui¢oes nas Figuras , em ordem crescente de valor.
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Figura 13 — Da esquerda para a direita estdo as distribuigoes de frequéncias do 23° ao 17° auto-
valor.
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Figura 14 — Da esquerda para a direita estao as distribui¢tes de frequéncia do 16° ao 6° autovalor.
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Figura 15 — Da esquerda para a direita estao as distribuic¢ées de frequéncia do 5° ao 2° autovalor.
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Figura 16 — Distribuicao de frequéncia do autovalor correspondente & PC1.
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Fonte: Do autor.

Como pode ser observado, a Figura mostra a distribuicao do maior autovalor
(média 14,45) isolado, pois, ele se encontra muito distante do segundo maior (média
2,863). Como o método exige que para se utilizar os autovetores, seus correspondentes
autovalores devem ter suas distribuicoes nao superpostas, as Figuras mostram que
todas as distribui¢oes estdo distintas, com excessao dos autovalores 18 (vermelho claro) e
19 (azul claro) na Figura Entretanto, devido a escala, pode ficar alguma divida se ha
superposi¢ao ou nao das distribui¢oes dos autovalores 21 (laranja) e 22 (preta) da Figura
e 15 (azul) e 16 (marrom) da Figura Por isso, seguem suas distribui¢oes em uma

escala reajustada.
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Figura 17 — Distribuicdo de frequéncia do 15° (azul) e 16° (marrom) autovalor.
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Fonte: Do autor.

Figura 18 — Distribuicao de frequéncia do 18° (vermelho claro) e 19° (azul claro) autovalor.
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Figura 19 — Distribuicao de frequéncia do 21° (laranja) e 22° (preta) autovalor.
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Com isso, pode-se constatar que as distribuicoes do 15° e 16° autovalor, bem como
do 21° e 22° autovalores nao se sobrepoem significativamente, conforme as Figuras [17] e
respectivamente. Ja a figura [18] mostra que as tnicas distribuicoes superpostas, desta
analise, correspondem ao 18° e 19° autovalores. E importante destacar que a validade do
modelo depende das distribuicoes dos autovalores nao serem superpostas. Neste caso, a
superposicao ocorreu nos autovalores correspondentes a 18* e 19* componentes principais
e portanto nao resultard em problema para a analise.

Entretanto, em casos que isso ocorrer nas primeiras componentes, uma analise
de melhor qualidade pode ser comprometida, pois os autovetores correspondentes aos
autovalores superpostos poderao ser comutados gerando valores distintos dentro do nivel
de confianca estipulado. Por exemplo, caso os autovalores se sobreponham dentro de um
intervalo de 30 de probabilidade, entao estes falharao no teste de hipotese de que sao
distintos com um nivel de confianca de 97%.

Assim, realizando os mesmos calculos apresentados no caso de duas variaveis, se-

guem os resultados obtidos para as 23 variaveis do modelo.

Tabela 4 — Resultados da PCA para as 23 variaveis, onde cada linha representa uma componente
principal e cada coluna, da esquerda para a direita, representa os autovalores e suas
incertezas, as proporc¢oes explicativas e suas incertezas, as proporcoes acumuladas e

suas incertezas e as incertezas relativas.

PC Autovalor o_Autovalor %\Var o_%Var %Cum o©_%Cum o_Re

1 14,46 0,05 62,87 0,23 62,87 0,23 0,0036
2 2,863 0,013 12,45 0,06 75,32 0,24 0,0031
3 2,07 0,07 9,0 0,3 84,3 0,4 0,0047
4 1,289 0,010 5,60 0,04 89,9 0,4 0,0044
5 1,025 0,006 4,458 0,027 94,4 0,4 0,0042
6 0,260 0,004 1,130 0,019 95,5 0,4 0,0042
7 0,210 0,006 0,913 0,027 96,4 0,4 0,0042
8 0,178 0,003 0,772 0,014 97,2 0,4 0,0041
9 0,1554 0,0016 0,676 0,007 57,9 0,4 0,0041
10 0,1242 0,0019 0,540 0,008 98,4 0,4 0,0041
11 0,0976 0,0008 0,424 0,003 98,8 0,4 0,0041
12 0,0750 0,0007 0,326 0,003 99,2 0,4 0,0040
13 0,0599 0,0003 0,2602 0,0011 99,4 0,4 0,0040
14 0,0461 0,0020 0,200 0,009 99,6 0,4 0,0040
15 0,02709 0,00015 0,1178 0,0006 99,7 0,4 0,0040
16 0,02481 0,00029 0,1079 0,0013 99,9 0,4 0,0040
17 0,01090 0,00005 0,04739 0,00023 99,9 0,4 0,0040
18 0,00718 0,00013 0,0312 0,0006 99,9 0,4 0,0040
19 0,0066 0,0003 0,0287 0,0014 100,0 0,4 0,0040
20 0,00437 0,00007 0,0190 0,0003 100,0 0,4 0,0040
21 0,002235 0,000028 0,00972 0,00012 100,0 0,4 0,0040
22 0,00170 0,00016 0,0074 0,0007 100,0 0,4 0,0040
23 0,00015 0,00005 0,00065 0,00025 100,0 0,4 0,0040

Fonte: Do autor.
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Ao aplicar os autovetores nas 29 observacoes, ja excluido o outlier HD143275,
foram obtidos os vetores de componentes principais para cada observacao, juntamente
com suas incertezas estimadas. J& os resultados obtidos por |[Ensor et al.| (2017)), para os

autovalores, seguem na Tabela 5]

Tabela 5 — Resultados da PCA para as 23 variaveis, onde cada linha representa uma componente
principal e cada coluna, da esquerda para a direita, representa os autovalores, as
proporc¢oes explicativas e as proporgoes acumuladas.

PC Autovalor %Var %Cum

1 15,248 66,30 66,30
2 3,158 13,73 80,03
3 1,801 7,83 87,86
4 1,139 4,95 92,81
5 0,355 1,54 94,35
6 0,262 1,14 95,49
7 0,192 0,84 96,33
8 0,186 0,81 97,14
9 0,157 0,68 97,82
10 0,117 0,51 98,33
11 0,096 0,42 98,75
12 0,074 0,32 99,07
13 0,066 0,29 99,36
14 0,055 0,24 99,60
15 0,032 0,14 99,74
16 0,025 0,11 99,85
17 0,012 0,05 99,90
18 0,008 0,03 99,93
19 0,006 0,03 99,96
20 0,005 0,02 99,98
21 0,003 0,01 99,99
22 0,002 0,01 100,00
23 0,000 0,00 100,00

Fonte: (ENSOR et al.| [2017)).

De acordo com as Tabelas {4] e | os autovalores calculados pelo novo modelo, bem
como a variabilidade explicada por cada componente, diferiram um pouco dos resultados
obtidos por Ensor et al.| (2017). Entretanto, isso é o que se espera ao inserir as incertezas

experimentais na andlise, pois a matriz de covariancia, da qual foi extraido os autova-
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lores e autovetores, foi modificada, uma vez que se usou a média ponderada dos dados
em sua construcao. Também é importante destacar que este novo modelo gera, como
consequéncia, incertezas para os autovalores e demais resultados.

Assim como no caso de duas variaveis, a Tabela 4] mostra que mesmo que fossem
utilizadas todas as componentes principais a variabilidade explicada poderia nao ser 100%
devido as incertezas do percentual cumulativo. Isso, ¢ um dos pontos que diferencia esta
metodologia do modelo padrao, pois a incerteza do percentual cumulativo é afetada pelas
incertezas experimentais dos dados. Outro fato a ressaltar é que as incertezas relativas
apresentaram um decaimento suave (Figura , com excessao da segunda para terceira
que apresentou um salto de 0,00156 unidades. FEsse salto pode ser interpretado como
uma fase de transicao até que as incertezas relativas caiam assintoticamente. Contudo,
esse valor inferido de incerteza relativa sugere uma nova forma de selecionar o niimero de
componentes principais que ird representar o modelo trabalhado, pois pode-se estipular um
limite de corte e utilizar um ntimero de componentes cuja incerteza relativa da proporcao

explicativa acumulada ja tenha estabilizado e seja igual ou inferior a este limite.

Figura 20 — Grafico das incertezas relativas as propor¢oes acumuladas de cada componente prin-
cipal.
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Fonte: Do autor.

Para selecionar o nimero de componentes principais a ser utilizado, [Ensor et al.
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(2017) utilizaram dois critérios: selecionar o nimero de componentes que juntas somassem
pelo menos 90% da variabilidade total; e as componentes cujos autovalores fossem maiores
que 1. E para auxiliar nesta interpretacao utilizaram um screeplot, conforme foi mostrado
na Figura Pela Tabela [5| é possivel perceber que as quatro primeiras componentes
satisfazem essas duas condicoes. Para manter o mesmo raciocinio, foram utilizados os

mesmos critérios e construido um screeplot (Figura 21)).

Figura 21 — Grafico Scree Plot de autovalores por niimero da componente principal.
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Fonte: Do autor.

Observando a Figura 21| e, também, com o auxilio da Tabela |4 percebe-se que as
quatro primeiras componentes satisfazem as duas condig¢oes pois possuem um percentual
explicativo acumulado igual a 89,9 + 0,4 e os autovalores maiores que 1. Rigorosamente,
a componente 5 também poderia ser escolhida dado que seu autovalor ¢ 1,025 + 0, 006,
entretanto, como o objetivo da anéalise é captar o menor niimero de variaveis possivel
e dado que o quinto autovalor, comparado ao quarto, é pouco maior que 1, optou-se
por manter a mesma escolha de quatro componentes principais, uma vez que as quatro
primeiras componentes cumprem satisfatoriamente as duas condigoes. Para ilustrar as
componentes principais, a Figura [22| mostra a distribuicao de frequéncia da primeira e da

segunda componente principal referente & estrela HD15137.
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Figura 22 — Componentes principais 1(vermelho) e 2(azul) referentes & estrela HD15137.
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Fonte: Do autor.

Como pode ser observado, as médias das distribuicoes da PC1 e PC2, da es-
trela H D15137, sao, respectivamente, —0,01409 e —1,584 e seus rms sao, na sequéncia
0,02221 e 0,1441. Portanto, as PCs originais sao dadas por PC1 = —0,015 + 0,022 e
PC2 = —1,59 40, 14, onde a incerteza de cada componente é o rms dos seus respectivos
histogramas. Todas as componentes princiais de cada uma das 29 estrelas estao disponi-
veis no Apéndice [B] J4 as interpretacoes e aplicabilidades destas componentes principais
no estudo das DIBs permaneceram as mesmas apos a aplicacao deste novo método. Para
uma melhor interpretacao destas aplicacoes no estudo das DIBs, sugere-se a leitura de
Ensor et al. (2017).

6.2 Analise Discriminante

Neste topico, serd demonstrado um exemplo genérico, desenvolvido pelo autor, de
aplicacao da analise discriminante, bem como possiveis aplicagoes reais deste método.
Portanto, como ja visto no capitulo [4, o método tradicional consiste em determinar os
m vetores de coficientes discriminantes, a, que maximizam a razao dada pela equacao
, vetores estes, que sao os m autovetores correspondentes aos m maiores autovalores
da matriz S;'B, onde m = min(p, k — 1) e entdo realizar as transformacoes lineares no
centroide de cada grupo e em novas observagoes, a fim de se obter um vetor de scores
discriminantes, ¥ = a’x, conforme a equacio . De acordo com os objetivos deste
trabalho, seja um problema com k diferentes grupos, cada um possuindo uma matriz de
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observacoes
Ti1 T21 1 Tyl
Ti2 T2 - Tpy2
Xi=1. . . . (6.31)
Lip T2p = Tngp
e de incertezas
011 021 - Opjl
012 022 -+ Op;2
ox; = | . s : ’ (6.32)
O1p O2p *°* Ongp

onde n; representa a quantidade de observagoes do grupo j e p é o niimero de varidveis
discriminantes. O novo método consiste em utilizar a média ponderada e sua incerteza,
segundo as equagoes , para estimar a posi¢ao do centroide de cada grupo, pois
como os dados possuem incertezas, fica evidente que valores com maiores desvios devem
influenciar menos na construgao do método de classificacao.

Com os novos centroides, pode-se determinar a matriz de covariancia interna de
cada populacao, S; = ﬁ Sov (i — &) (z; — )T, e entdo construir a matriz S, conforme
a equagao e calcular sua inversa. Ja a matriz B ¢ calculada segundo a equagao
, onde xq é, agora, a média ponderada dos centroides. Para realizar estes calculos,
dois algoritmos foram desenvolvidos pelo autor. Um para realizar a andlise com dados
de treinamento e o outro para avaliar novas observacoes. O primeiro programa, que deve
ser alimentado com os dados de cada grupo juntamente com suas incertezas, calcula a
matriz S, ' B original, como descrito no Capitulo 4] e extrai seus autovalores e autovetores
que sao utilizados nas funcoes discriminantes. Entao, para cada centroide, é gerada uma
posigao aleatéria com distribuigao normal e com isso uma matriz S 1B aleatoria.

Esse processo ¢ repetido um milhao de vezes e em cada uma delas, os autovalores,
bem como as componentes dos autovetores alimentam um histograma individual. Como

resposta o primeiro algoritmo fornece quatro matrizes, a dos centroides,

X X oo X
X - )_(.21 )?22 )Z.Zk | (6.33)
X Xpo Xk
onde cada coluna é o centroide de uma populagao, sua incerteza,
o%, Ox, " Ox,.
o= | T T ], o

O.Xpl O.sz e a-ka
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a de vetores discriminantes,

aix ai2 - Qup
. Q21 Q22 -+ Qgp
a’=| T | (6.35)
Am1 Am2 Amp
e sua incerteza
Oa;;r Oains " Oay
Oas1 Oazy  "°° Oag,
o= | ° , | (6.36)
O-a'ml 0a'm2 U Uamp

J& o segundo algoritmo serd alimentado com estes valores e também com novas observa-

¢oes. Desta forma, pode-se calcular

11 Y2 o UIN
v —al' X — y?1 Z/?z YN (6.37)
gml sz e @mN
e
Y11 Y2 0 YN
V—al X — y.m Y22 vt Y2N (6.38)
gml ng Tt gmN

onde X, (p x N), & a matriz de N novas observagoes que sera usada para calcular Y,
(m x N), que é a matriz dos novos scores discriminantes, e Y, (m x k), é a matriz de
scores médios em que cada coluna representa o vetor de scores de cada centroide.

Considerando que os centroides, os vetores discriminantes e as novas observagoes
possuem incertezas, torna-se possivel gerar matrizes aleatorias para os scores discrimi-
nantes e médios. Portanto, novamente, o algoritmo gera valores aleatorios normalmente
distribuidos, com as entradas das matrizes a’, X e X como média e suas incertezas como
desvio padrao. Este procedimento é repetido um milhao de vezes e em cada iteracao, os
valores gerados sao armazenados em histogramas, de modo que suas incertezas estimadas
sejam o rms de cada um.

E importante observar que devido os elementos da matriz de scores discriminantes
bem como os da matriz de scores médios possuirem incertezas, nao podem mais serem
interpretados como pontos em um determinado espaco, mas sim como nuvens de proba-
bilidade. Com isso, a classificagdo de uma nova observacao em um determinado grupo,
como ¢ realizada pelo método classico, torna-se sem fundamento. Isso ocorre devido ao

fato de que tanto os scores discriminantes da observacao quanto os scores médios dos
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grupos possuem uma determinada probabilidade de estar em qualquer lugar dentro de
suas respectivas nuvens de incerteza. Portanto, passa a ser inviavel afirmar com certeza
que uma nova observagao possui um score discriminante que esteja mais proximo de um
determinado score médio, pois existe a possibilidade da verdadeira posicao desse valor
estar mais proxima de outro.

Assim, a avaliacao realizada por este ultimo algoritmo, consiste em determinar
qual é probabilidade de uma nova observacao pertencer a cada um dos k£ grupos. Dado
que, em cada iteragao é gerado um score discriminante para a nova observagao e para
cada centroide. O algoritmo também calcula a distancia de Mahalanobis com relacao a
cada populacao e classifica a nova observacao aquele grupo no qual essa distancia é menor.
Como se conhece o ntimero de iteracoes e o nimero de vezes que esta nova observacao foi
classificada em cada grupo é possivel calcular a probabilidade desta medida pertencer a
cada uma das populagoes. Assim, seja I o ntimero de iteragoes e C; o nimero de vezes
que a observacao foi classificada na populacao j, sua probabilidade de pertencer a este

grupo sera

Cj
7
Desta forma, para uma melhor interpretacao, pode-se fazer uma analogia a Figura

P = (6.39)

(5), e construir um diagrama como ¢ mostrado na Figura (23), onde tanto as observa-
coes quanto seus scores discriminantes sao representados por nuvens de acordo com suas

incertezas, e isso se aplica também aos centroides.

Figura 23 — Diagrama com a representacdo da nova fung¢do discriminante aplicada ao caso de
dois grupos e duas varidveis discriminantes.

Fonte: Do autor.
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Uma possivel aplicacao desta ferramenta estd no campo da astronomia, em que se
pode determinar a probabilidade de novos exoplanetas pertencerem ao grupo dos planetas
telaricos (mais densos e menores) ou gigantes gasosos (menos densos e maiores), utilizando
como variaveis discriminantes a massa do planeta, seu diametro, dentre outras.

A titulo de exemplo, uma aplicacao da LDA, seria considerar uma situacao que se

tem dois grupos e duas variaveis discriminantes, como mostram as matrizes abaixo.

220 250 1 4
x_ (220 20 180\ o (45 67 88 (6.40)
56 78 45 115 131 99

Dado que o limite de aplicabilidade do método depende das distribuicoes de frequéncias
dos autovalores da matriz S 1 B nio estarem significativamente sobrepostos e isto, por sua
vez, depende da dimensao da incerteza de cada observacao, neste exemplo foi elaborada
uma simulacao com incertezas relativas as observacoes nas escalas de 1%, 5%, 15% e 25%.

Desta forma, a matriz de incertezas de 1%, por exemplo, sera

22 25 18
(1) ) ’ )
olt) = . 6.41
1% <0,56 0,78 o,45> (6.41)

Com os valores da equacao (6.41)), pode-se construir a matriz de centroides, utilizando a
equacao (6.5)), e obter

_ 208,83 57,33 1,22 0,34
X = , OXyy = . (6.42)

54,14 112,03 e 0,32 0,65
Uma vez que em cada simulacao os valores de todas as incertezas serao alterados na mesma
proporc¢ao, a matriz de centroides permanece a mesma, mudando apenas os valores de suas

incertezas. Ja as matrizes de covariancia individual de cada grupo, podem ser construidas

através da equacao (2.31). Portanto, tem-se que

1326 633 592  —127
Sl = 5 52 = . (643)
633 328 —127 269
Com isso, através da equagao (4.16)) chega-se na matriz de covaridncia comum, dada por
959 253
S, = , (6.44)
253 299
cuja inversa é
0,0013 —0,0011
St = : (6.45)
—0,0011  0,0043

Calculando-se a média ponderada dos centroides, através da equagao (6.5)), tem-se que

_ 68.56
X. = [ 6.46
“ (65,40) (6.46)
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e utilizando a equacao 1} pode-se calcular a matriz B, dada por

. 19,800 —2,102
B=["" ’ . (6.47)
—2,102 2,301

Finalmente, a matriz cujos autovalores e autovetores devem ser extraidos é

. 29 =5
S 'B= : (6.48)
—-32 12
O mesmo procedimento foi realizado para os casos em que os dados possuiam

incertezas de 5%, 15% e 25%. Para avaliar as distribuicoes de frequéncias dos autovalores,
seguem as Figuras [24] -

Figura 24 — Distribui¢oes de frequéncia dos autovalores correspondentes & primeira (vermelho)
e segunda (azul) funcoes discriminantes, da andlise dos dados cujas incertezas eram

de 1%.
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Fonte: Do autor.
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Figura 25 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores correspondentes & primeira (vermelho)
e segunda (azul) funcoes discriminantes, da andlise dos dados cujas incertezas eram

de 5%.
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Fonte: Do autor.

Figura 26 — Distribuicoes de frequéncia dos autovalores correspondentes a primeira (vermelho)
e segunda (azul) funcoes discriminantes, da andlise dos dados cujas incertezas eram

de 15%.
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Fonte: Do autor.
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Figura 27 — Distribui¢oes de frequéncia dos autovalores correspondentes & primeira (vermelho)
e segunda (azul) funcoes discriminantes, da andlise dos dados cujas incertezas eram

de 25%.
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Fonte: Do autor.

Para uma melhor visualizagao das distribuicoes individuais dos autovalores, refe-

rente aos dados com incertezas de 1% e 15%, seus histogramas foram plotados, respecti-

vamente, nas Figuras [28| e 29

Figura 28 — Distribui¢oes de frequéncia, individuais, dos autovalores correspondentes & primeira
(vermelho) e segunda (azul) fungoes discriminantes, da anélise dos dados cujas in-

certezas eram de 1%.
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Fonte: Do autor.
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Figura 29 — Distribuigoes de frequéncia, individuais, dos autovalores correspondentes & primeira
(vermelho) e segunda (azul) funcoes discriminantes, da anélise dos dados cujas in-
certezas eram de 15%.
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Fonte: Do autor.

De acordo com as Figuras - 26 ¢ possivel observar que conforme as medidas
passam a ter incertezas experimentais maiores, as distribuicoes de frequéncias dos autova-
lores sofrem deslocamentos e passam a ter uma variancia maior. Neste exemplo, o limite
da aplicabilidade do método ocorre quando as observacoes medidas possuem incertezas
iguais ou superiores a 15%. Outro ponto importante é que pode-se observar que as dis-
tribuigoes que tinham um formato bem definido de uma gaussiana (Figura 28) passaram
a ficar assimétricas (Figura , a medida que as incertezas experimentais aumentaram.
Isso é um indicio de que mesmo que os elementos do vetor médio tenham distirbuicao
normal, a verdadeira natureza das distribui¢oes dos autovalores pode nao ser gaussiana.

Para o caso particular dos dados possuirem incertezas de 5%, como hé apenas
dois grupos e duas varidveis discriminantes, o nimero de funcoes discriminantes seré
m = min(p,k — 1) = (2,1) = 1. Ao aplicar o vetor de scores discriminantes na matriz
de centroides, encontram-se os valores dos scores médios de cada populacao. Assim, os
resultados obtidos se encontram na Tabela [6l
Tabela 6 — Resultados da andlise com amostra de treinamento. Da esquerda para a direita

estdo os coeficientes discriminantes , suas incertezas, o centroide da populacdo 1,
sua incertezas, o centroide da populagdo 2 e sua incerteza.

a Oa Cq oc1 C, Oc1
0,60 0,05 208 3 12 57 4 03
-0,79 0,04 54 1 03 112,0 07

Fonte: Do autor.
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Desta maneira, a funcao discriminante, que servird para avaliar novas observacoes

é dada por
Y =a"X =0,60X; — 0,79X>.

Portanto, para avaliar novas medidas, dadas por

5 86,2 66,7
X ) b
48,1 32,4

e suas incertezas, da ordem, por exemplo, de 5%,
(4,3 3,3

o - )
X \2,4 1,6

o algoritmo gerou valores aleatorios (um milh&o), normalmente distribuidos,

(6.49)

(6.50)

(6.51)

para os co-

eficientes discriminantes, centroides (Tabela @ e novas observagoes, dadas pela equagao
(6.50), e os aplicou na equagao (6.49). Como resultado, foi obtida uma distribui¢do de

frequéncia para os scores discriminantes, como mostra a Figura |30

Figura 30 — Distribuicoes de frequéncia dos scores discriminantes das observacoes

1 (vermelho)

e 2 (azul).
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Fonte: Do autor.

Desta forma, utilizando o rms dos histogramas da Figura [30| como estimativa das

incertezas dos scores discriminantes, tem-se que

Tabela 7 — Scores discriminantes das observacoes 1 (coluna 1) e 2 (colunas 2).

SD,
13,7+5,7

SD,
14,3+ 4,2

Fonte: Do autor.
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Conforme o método classico de LDA, ao calcular a distancia de Mahalanobis dos scores
discriminantes e médios seria determinado que as observacoes 1 e 2 pertenceriam aos
grupos 2 e 1 respectivamente. Entretanto, para esse novo método, ao utilizar equacao
foi possivel estimar quais eram as probabilidades das novas observacoes pertencerem

a cada um dos grupos, conforme estao dispostas na Tabela [§

Tabela 8 — Resultados das probabilidades de pertencer a cada um dos grupos, onde cada linha
representa uma nova observacao e as colunas dois e trés representam as probabilida-

des.

Observacdo %Grupol %Grupo 2
1 48 52
2 53 47

Fonte: Do autor.

Neste caso, conforme a Tabela[8] a observagao 1 possui 48% de chance de pertencer
ao grupo 1 e 52% de pertencer ao grupo 2. Ja a observacao 2 possui, para os mesmo grupos,
respectivamente, 53% e 47% de chance. Esses resultados mostram que a classificacao pelo
método tradicional, de que a observacao 1 pertence ao grupo 2, por exemplo, nao faz
sentido dado que as chances dela pertencer aos dois grupos sao proximas. Assim, fica
a critério do pesquisador que aplicar o método, utilizar uma técnica para estipular um
valor de corte para entao determinar se uma nova observagao sera considerada como
pertencente ao um grupo ou a outro, de modo que a observacao seja considerada de uma
determinada populacao se a probabilidade de pertencer a esta populagao for superior ao
valor estipulado.

Portanto, é importante destacar que a resposta em probabilidade do modelo desen-
volvido neste trabalho nao deve ser confundida com a probabilidade conhecida, a priori,
de uma observacao pertencer a uma populacao, utilizada no método classico. A analise
discriminante tradicional exige que se conheca os k diferentes grupos, as observagoes que
pertencem a eles e como se comportam, ou seja, deve-se conhecer a funcao densidade de
probabilidade que descreve o comportamento dos dados.

A partir disto, um critério de classificacao é construido e novas observacgoes sao
discriminadas de maneira deterministica, criando assim um risco de estar errado. O que
este modelo traz de novo ¢ que usa-se, sim, o conhecimento, a priori, das populagoes mas
ao analizar uma nova medida o método nao determina a qual populagao ela pertence, mas
estima e deixa explicito a probabilidade dela pertencer a cada grupo. Com isso o aplicador
conhece as chances de estar errado e tem a oportunidade de avaliar mais cuidadosamente

uma determinada observagao antes de tomar qualquer decisao.
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Entretanto, é importante destacar que este método difere da Analise Discriminante
Linear Probabilistica ou PLDA (Probabilistic Linear Discriminant Analysis), que foi de-
senvolvida com objetivo, a principio, de realizar reconhecimento facial, mas também pode
ser utilizada para outros fins, como por exemplo reconhecimento de voz. Para uma melhor
descri¢ao da PLDA pode-se consultar as referéncias (FERRER, [2017; LU; RENALS, [2014;
SIZOV; LEE; KINNUNEN]| 2014)). Assim, essa nova formulacdo da analise discriminante
serd, denominada como analise probabilistica de classificacao, dados os resultados que ela

produz.

6.3 Analise de Correlacdo Canobnica

Neste topico, assim como no tépico de analise discriminante, serd demonstrada
uma aplicagao hipotética da analise de correlagoes canodnicas e discutidos os efeitos das
incertezas experimentais. Desta forma, seja um problema com 20 observacoes, em que
cada uma possui os vetores X = [X1, X5, X3]T e Y = [V1,Y,,Y5,Y)]T, e cujos valores

estao dispostos na Tabela [9]

Tabela 9 — Dados dos vetores X e Y, onde cada linhar representa uma observacao.

Obs X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3 Y4
1 159,8  622,5 19241 | 985 3149 1812  200,0
2 117,9 8447 9851 27,5 112,7  151,1 10916
3 17,8 553,6  1297,3 | 15,6 1753  156,4 29,7
4 38,1 608,8  607,0 49,5 242,1 46,3 445,6
5 23,4 76,5 719,3 72,2 107,2 2184  1277,2
6 1486  574,7 1611 38,7 370,7  310,0 62,7
7 1460  644,0 19363 | 12,9 393,7 2271 13229
8 93,5 463,3  1189,9 | 40,6 94,7 1705  165,0
9 2436  239,8 1062,2 | 840 262,5 1987 3404
10 2208  513,1 11316 | 448 197,8  200,0  675,0
11 69,3 632,3 13460 | 86,6 206,9 2431 368,38
12 93,3 981,8 7186 55,1 309,6  309,7 6854
13 96,9 947,8  1310,0 3,5 189,7  170,8  1127,6
14 88,9 5615 1366,4 | 53,0 149,4 78,0  1429,7
15 230,1 637,9 7214 53,2 1160 2758 1304
16 62,7 737,2 3381 22,7 77,5 280,1  1300,7
17 146,1  937,4 15586 | 47,6 394,8 52,8 76,1
18 58,8 1212 6485 61,0 6,4 32,1 11604
19 62,4 266,9 19457 | 10,2 67,5 196,2  824,0
20 2073 7139 10868 | 52,0 84,7 240,1  355,6

Fonte: Do autor.
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Assim, para construir as matrizes dadas pelas equagoes (5.26] [5.28)), foi utilizado,

como exemplo, os dados com incertezas relativas de 10%. Os resultados para as médias

ponderadas se encontram na Tabela [10]

Tabela 10 — Resultados obtidos para as médias ponderadas (linha 2) e suas incertezas (linha 3)

para cada uma das variaveis dos vetores X e Y (linha 1).

Variavel X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3
MP 38,1 173,6 399,4 7,9 111 68,7
o_MP 1,2 5,7 12,3 0,3 0,6 2,1

Y4
59,3
2,4

Fonte: Do autor.

A partir dos resultados da Tabela pode-se construir as matrizes de covariancias

11214 36352 60869
S, = | 36352 242884 310647
60869 310647 T77T42

2254 8132 4757 20422
| 8132 50833 24749 96824
Y| 4757 24749 21675 69108
20422 96824 69108 617024

cujas inversas sao

0,0001912 —0,00001938 —0, 000007224
S = —0,00001938  0,00001038  —0,000002630
—0,000007224 —0,000002630 0,000002902

0,001161 —0,0001313  —0,00007466 —0,000009444
g1 —0,0001313 0,00006080  —0,00003740 —0,000001006
Y —0,00007466  —0,00003740 0,0001223  —0,000005360

—0,000009444 —0,000001006 —0,000005360 0,000002691

e, também, a matriz de covriancia entre X e Y,

3615 17447 11377 37304
S.y = | 14728 93437 54533 240786
27665 152295 77683 439032

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

Finalmente, a matrizes das quais devem ser extraidos os autovalores e autovetores sao

0,36 0,66 0,83
S.'8.,8, 'Sy, = 0,066 0,51 0,68
0,015 0,12 0,32

(6.57)
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0,16 0,10 0,18 —0,64
0,075 0,55 0,28 1,67
0,054 0,25 0,26 0,07
0,0041 0,048 0,010 0,22

5,185, = (6.58)

A fim de avaliar o comportamento das distribuicées dos autovalores para diferentes
dimensoes de incertezas, esses calculos foram realizados para simulagoes com incertezas
relativas as medidas de 3%, 5%, 10% e 15%. Desta forma, seguem os histogramas nas
Figuras [31]-[34] onde a distribui¢do do primeiro autovalor esté representada em vermelho,

a do segundo em azul e a do terceiro em verde.

Figura 31 — Distribuigoes de frequéncia dos autovalores para os dados com incertezas relativas
de 3%.
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Fonte: Do autor.
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Figura 32 — Distribuigoes de frequéncia dos autovalores para os dados com incertezas relativas

de 5%.

120><103

Frequencia
I

100—

80—

60—

40—

20—

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Fonte: Do autor.

0.9 1
Autovalor

Figura 33 — Distribuigoes de frequéncia dos autovalores para os dados com incertezas relativas

de 10%.
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Figura 34 — Distribuigoes de frequéncia dos autovalores para os dados com incertezas relativas
de 15%.
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Fonte: Do autor.

Como o autovalor é o quadrado da correlacao candnica de um determinado par de varidveis

canodnicas, entao seguem, na Tabela [I1] os resultados obtidos.

Tabela 11 — Resultados dos autovalores, suas incertezas (colunas 2 e 3), correlagbes canonicas e
suas incertezas (colunas 4 e 5).

Simulacdo Autovalor o©_Autovalor CC(%) o©_CC(%)

0,838 0,004 91,53 0,23
3% 0,2493 0,0003 49,93 0,03
0,1050 0,0007 32,41 0,11
0,838 0,007 91,5 0,4
5% 0,2489 0,0005 49,89 0,05
0,1038 0,0012 32,21 0,18
0,838 0,014 91,5 0,8
10% 0,2490 0,0011 49,90 0,11
0,1040 0,0023 32,3 0,4
0,837 0,022 91,5 1,2
15% 0,2481 0,0016 49,81 0,16
0,104 0,003 32,3 0,5

Fonte: Do autor.
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Com isso, é possivel perceber que em nenhuma simulagdo as distribuicoes de
frequéncias dos autovalores se sobrepuseram, ficando completamente distintas entre si.
Entretanto, a medida que as incertezas relativas cresceram, as larguras das distribuicoes
também aumentaram (FIGURAS - . Embora nas simulagoes deste exemplo nao
se tenha encontrado em qual ordem de grandeza as incertezas dos dados devem estar
para atingir o limite de aplicabilidade do método, pode-se entender que se as incertezas
continuarem subindo, em algum ponto as distribuicoes irao se sobrepor.

Conforme a Tabela pode-se perceber que o primeiro par de variaveis canonicas
apresentou a maior correlacao canonica, 91,5%, e com o aumento das incertezas relativas,
sua incerteza estimada também aumentou. Para dar continuidade ao caso particular em
que os dados possuem incertezas relativas de 10%, os autovetores ja redimensionados para

que as variancias das varidveis canonicas sejam unitarias seguem dispostos na Tabela [I2]

Tabela 12 — Resultados dos autovetores de transformacao linear e suas incertezas.

al c_al a2 c_a2 a3 c_a3
-0,0022 0,0007 0,0134 0,0029 0,0027 0,0005
-0,0012 0,0004 -0,00106 0,00024 -0,0028 0,0005
-0,00034 0,00011 -0,0008°9 0,00019 0,00141 0,00023

bl c_bl b2 c_b2 b3 c_b3
0,0005 0,0003 -0,01839 0,00018 0,028380 0,00011
0,00302 0,00008 0,00385 0,00006 -0,00168 0,00006
0,00141 0,00019 -0,00665 0,00004 -0,00720 0,00005
0,000259 0,000014 0,001205 0,000007 0,000375 0,000013

Fonte: Do autor.

Ao aplicar os resultados da Tabela |12 conforme as equacoes (5.29} [5.30)), encontram-se os

valores dos pares de variaveis canonicas apresentados na Tabela [L3]
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Tabela 13 — Pares de variaveis canénicas das 20 observagoes da anélise realizada com dados com
incertezas relativas de 10%.

Obs| U1

o Ul

Vi o Vi

U2 o_U2

V2

o_V2

Us o_U3

V3

o_V3

-1,734
-1,579
-1,131
-1,001
-0,388
-1,047
-1,734
-1,152

-1,17
-1,466
-1,351
-1,594
-1,766
-1,318

-1,49
-1,111
-1,946
-0,492

-1,12
-1,655

O 00 N O U B W N -

o
= O

e e e e e
O 00 N O B W N

]
o

0,025
0,012
0,028
0,017
0,017
0,029
0,025
0,013
0,04

0,028
0,018
0,026
0,018
0,016
0,03

0,025
0,008
0,013
0,04

0,019

1,305
0,849
0,765
0,936
0,996

1,59
1,860
0,588
1,201

1,076
1,376

1,576
1,108
0,957
0,80
0,98
1,310

0,017
0,007
0,017
0,017
0,019
0,03

0,018
0,023
0,017

0,014
0,021

0,026
0,013
0,018
0,04
0,03
0,021
0,394 0,019
0,699 0,023
0,71 0,03

-0,225
-0,190
-1,497
-0,673
-0,405
1,236
-0,443
-0,293
2,065
1,409
-0,935
-0,43
-0,87
-0,615
1,764
-0,242
-0,42
0,084 0,006
-1,170 0,013
1,05 0,03

0,021
0,023
0,019
0,021
0,004
0,023
0,025
0,017
0,016

0,024
0,023

0,03
0,03
0,022
0,028
0,021
0,03

-1,564
0,238
-0,617
0,250
-0,829
-1,272
1,361
-1,318
-1,447
-0,580
-1,623
-1,057
0,888
0,804
-2,210
-0,415
0,384
0,088
-0,240
-1,799

0,017
0,012
0,014
0,011
0,018
0,028
0,029
0,009
0,016

0,015
0,019

0,024
0,017
0,016
0,012
0,016
0,018
0,012
0,011
0,011

1,41 0,03
-0,655 0,027
0,329 0,017
-0,746 0,016
0,867 0,006
-0,978 0,021
1,33 0,03
0,639 0,020
1,498 0,026

0,766 0,029
0,319 0,020

-1,484 0,027
-0,542 0,028
0,600 0,022
-0,139 0,022
-1,420 0,019
-0,026 0,007
0,738 0,009
2,174 0,018
0,102 0,020

1,078
-0,076
-0,960
0,853
0,806
-1,717
-1,428
-0,156
0,675
-0,229
0,383
-0,906
-1,024
1,250
-0,600
-1,006
0,357
1,950
-0,923
-0,241

0,018
0,011
0,010
0,013
0,020
0,020
0,027
0,009
0,016

0,013
0,017

0,020
0,019
0,018
0,016
0,023
0,020
0,014
0,015
0,014

Fonte: Do autor.

Como exemplo, seguem as distribui¢oes de frequéncia (Figura do primeiro par de

varidveis canonicas para a primeira observacao.
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Figura 35 — Distribuicoes de frequéncia do primeiro par de variaveis canonicas (U; e V;) das
variaveis X (vermelho) e Y7 (azul).
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Fonte: Do autor.

Ja as correlagoes entre cada variavel canonica e cada grupo de varidveis originais

foram calculadas conforme as equagoes (5.68} [5.70] [5.74] |5.72)), e estao dispostas na Tabela

abaixo.

Tabela 14 — Correlagbes entre as varidveis canonicas e cada uma das varidveis originais dos dois
grupos de dados X e Y, bem como suas incertezas estimadas.

Varidvel Ul o Ul U2 o U2 U3 o U3| VIl oVl V2 oV2 V3 o3
X1  -82,8 27,1 54,3 11,7 13,8 2,4 |758 05 -27,1 0,3 4,47 0,14
X2  -952 31,3 -94 24 -291 48 |871 03 47 0,4 -938 0,22
X3  -86,4 28,3 -23,2 52 446 7,4 |791 03 11,6 0,3 14,39 0,15
Yyl  -72,2 23,7 17,6 3,8 162 27 |789 0,7 -353 0,4 502 0,3
Y2 -884 290 -03 05 03 03 (9662021 06 05 08 04
Y3  -78,2 257 17,3 3,7 -83 1,4 |854 12 -347 06 -258 0,5
ya  -653 21,4 -185 41 59 1,0 |71,3 04 371 04 182 06

Fonte: Do autor.
Nota: Todos os valores estdao em porcentagem.

Como pode ser obsevado na Tabela [14] o primeiro par de variaveis canonicas apresentou
as maiores correlagoes com as variaveis X e Y. Entretanto, também apresentaram as
maiores incertezas. Isso mostra que apesar dos dados apresentarem uma alta correlacao,
pode nao ser seguro utilizar esses pares para estimar valores de conjunto de varidveis. Com

os dados da Tabela [14] também ¢é possivel calcular a proporcao explicativa da variancia
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total nos casos de se escolher um, dois ou os trés pares, como pode ser visto na Tabela
5]

Tabela 15 — Proporgoes explicativas em termos de varidncia total, para cada varidvel candnica
individual.

Variavel R2X o_R2X R2Y c_R2Y

1 78,0 0,6 69,9 0,4
2 11,93 0,11 9,57 0,07
3 10,10 0,07 8,79 0,04

6 Fonte: Do autor.
Nota: Todos os valores, com excessao da coluna 1, estao em porcentagem.

O que pode ser observado na Tabela é que a primeira variavel canonica refe-
rente ao grupo X explica, sozinha, 78,0% de toda a variabilidade do grupo. J4 a primeira
variavel canoénica do grupo Y explica 69,9%. Ao utilizar mais variaveis esse percentual
explicativo aumentaria, mas mesmo que essa proporcao chegasse a 100%, devido as incer-
tezas experimentais das observagoes, esse conjunto pode de fato explicar um percentual
menor.

Assim, o que este método traz de novo é a possibilidade de correlacoes que, pelo
método classico, podiam ter uma alta relevancia, e agora podem apresentar um valor
menos expressivo, e vice e versa, dependendo das suas incertezas que sao propagadas
das incertezas experimentais das variaveis originais. Isso permite ao pesquisador uma
avaliacao mais realista dos dados coletados em seus experimentos, diminuindo as chances
de superestimar ou subestimar suas conclusoes.

Outro ponto é que ao buscar estimar variaveis de um grupo a partir do outro,
utilizando, por exemplo, uma regressao linear, este método permite realizar uma regressao
ponderada, uma vez que tanto as variaveis canonicas, coeficientes de transformacao quanto

os dados originais possuem incertezas.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O que pode ser observado com este estudo é que a insercao das incertezas ex-
perimentais nas ferramentas de estatistica multivariada abordadas gerou a possibilidade
de interpretacoes mais condizentes com a realidade, uma vez que a qualidade da analise
estd diretamente ligada a qualidade das medidas realizadas em um experimento. Di-
ferentemente da teoria classica, estas novas formulagoes consideram diferentes graus de
importancia para os dados de acordo com suas incertezas.

No estudo das Componentes Principais o método tradicional busca determinar um
nimero reduzido de componentes que explicam quase toda a variabilidade do problema.
Entretanto, dado que nao se leva em conta as incertezas de cada medida, a avaliacao do
poder explicativo das componentes selecionadas pode ser superestimada ou subestimada,
prejudicando assim as interpretacoes e futuras analises com as componentes principais.

Outro fato a se destacar é que este método trouxe uma nova maneira de selecionar o
ntumero de componentes a ser utilizado. Ja que todas as informagoes do método passaram
a ter incertezas, inclusive as proporc¢oes explicativas acumuladas, foi possivel calcular
uma incerteza relativa a proporcao cumulativa e demonstrar que ela decai até estabilizar
em um determinado valor. Desta forma, uma escolha de componentes baseada apenas
nas proporc¢oes explicativas, como no método tradicional, pode resultar em um poder
explicativo com uma incerteza relativa grande o suficiente para prejudicar a confiabilidade
da anélise. Com isso o pesquisador pode estipular um valor minimo para essa incerteza
relativa e selecionar o nimero de componentes que satisfazer a condicao.

A andlise discriminante linear de Fisher foi a tnica ferramenta abordada neste
estudo, que teve uma mudanca de interpretacao com a aplicacao desta nova formulacao.
Como visto, o método classico consiste em, a partir de informagoes de uma amostra de
treinamento, construir uma regra de classificacao que seja capaz de avaliar novas observa-
coes e determinar a qual grupo ou populacao elas pertencem. Contudo esse procedimento
nao leva em consideragao as incertezas intrinsecas a coleta dos dados e pode em alguns
casos classificar uma observacao em um grupo erroneamente, causando prejuizos aos re-
sultados da analise.

Neste trabalho foi considerado uma nova abordagem, pois uma vez que se leva em
consideracao que as informacoes da amostra de treinamento possuem uma determinada
probabilidade de serem aquele valor observado, ou seja, possuem um limite de confianca,
perde-se o sentido de uma classificacao deterministica, pois, embora o resultado aponte
que ela pertence a uma populacao, devido a sua incerteza, ela pode de fato pertencer a
outra populacdo. Assim, esta nova analise desenvolvida neste trabalho, nao determina a
qual grupo a nova observacao pertence, mas qual é a probabilidade dela pertencer a cada

um dos grupos existentes.
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Portanto, fica a critério do pesquisador avaliar a qual grupo aquela observagao
pertence. Porém, esta nova formulacao diminui a possibilidade de se cometer um erro em
uma classificacao, pois, uma vez que o pesquisador conhece as chances de erro, ele pode
estipular um valor de corte classificando as observacdes em um determinado grupo cujas
probabilidades delas pertencerem a este grupo seja igual ou superior ao valor de corte.
Outro ponto diferencial deste método, é que o aplicador tem a possibilidade de avaliar
mais cuidadosamente as observacoes que estiverem proximas ao limite de pertencer a uma
populacao ou a outra, evitando, assim, a possibilidade de uma classificacao precipitada.

Ja para analise de correlacao canédnica, foi possivel concluir que o impacto desta
metodologia, diferentemente da andlise classica, proporcionou a possibilidade de avaliar
a qualidade das correlacoes e com isso poder ter uma melhor interpretacao das possiveis
predicoes de um grupo de variaveis a partir do outro. Isso ocorre pois, mesmo que uma
analise gere correlacdes altas, o que seria muito satisfatério para o método tradicional,
agora, com as incertezas dessas correlagoes, pode ser que esses valores nao sejam tao
confidveis. Assim, o pesquisador tem a possibilidade de reavaliar a qualidade das suas ob-
servagoes medidas. Outro ponto, é que este método permite realizar analises de regressoes
lineares ponderadas com as incertezas, com o intuito de estimar os valores de um grupo
de variaveis a partir do outro. Com isso, o método torna-se mais sensivel & qualidade dos
dados.

Por fim, pode-se concluir que a utilizacao das incertezas experimentais em anélises
estatisticas proporciona uma interpretacao de qualidade e mais condizente com a realidade
do experimento. Como continuidade deste estudo, ¢ possivel buscar a insercao de incer-
tezas experimentais em outras ferramentas e também buscar aplicagoes das ferramentas

abordadas neste estudo, nao s6 na Fisica, mas nas mais diversas areas da ciéncia.
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APENDICE A - PCs das 29 estrelas para a analise com duas variaveis

Obs Estrela PCl(o) PC2(o)
1 HD 15137 0,6138670(2,5) 0,2952670(1,5)
2 HD 22951  0,3457140(9) 0,577078(4)
3 HD 23180 0,4521700(1,8) 0,3535560(3)
4 HD 23630 -1,1002900(2,1) 0,670972(4)
5 HD 24398 0,732030(3) 0,0834509(3)
6 HD 24534 1,263220(8) 0,1746660(1,0)
7 HD 24760  -0,977619(6) 0,573661(4)
8 HD 24912 0,8731200(2,4) 0,3345330(2,4)
9 HD 27778 0,972624(5) -0,4459060(2,4)
10 HD 35149  -0,864090(6) 0,577198(3)
11 HD 35715 -1,2005300(2,8) 0,7907210(2,6)
12 HD 36822  -0,794216(4) 0,757065(3)
13 HD 36861 -0,6614190(2,1) 0,559882(5)
14 HD 40111 -0,5287440(2,0) 0,692557(4)
15 HD 110432 1,400770(10) -0,5677270(1,0)
16 HD 144217 0,1395070(5) 0,4808640(3)
17 HD 145502 0,2299890(1,4) 0,3513600(9)
18 HD 147165  1,316870(7) 0,2283210(1,8)
19 HD 147933 2,963850(1,7) 1,21534(5)
20 HD 149757 0,7678810(2,2) -0,10068400(2,5)
21 HD 164284 -0,6376410(8) 0,4736680(2,2)
22 HD 170740  1,801350(7) -0,0571481(4)
23 HD 198478  2,566060(8) 0,1575960(9)
24 HD 202904 -0,895917(6) 0,435377(3)
25 HD 207198 3,38114(3) 0,532697(4)
26 HD 209975 0,7144700(1,7) 0,0658909(3)
27 HD 214680 -0,816288(4) 0,625000(5)
28 HD 214993 -0,861894(4) 0,799379(3)
29 HD 218376 -0,0651149(3) 0,4962290(2,2)
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APENDICE B — PCs das 29 estrelas para a analise com 23 variaveis

Componente  HD 15137 5] HD 22951 5] HD 23180 5] HD 23630 5] HD 24398 5]

PC1 -0,015 0,022 0,017 0,009 2,655 0,014 -2,909 0,012 2,725 0,012
PC2 -1,59 0,14 1,27 0,12 7,38 0,17 -1,44 0,09 5,84 0,17
PC3 2,1 0,3 2,03 0,16 3,0 0,7 1,12 0,21 3,09 0,54
PC4 1,02 0,10 -0,93 0,07 -4,50 0,13 1,77 0,06 -4,72 0,16
PC5 -7,01 0,11 -2,98 0,07 -5,29 0,13 -0,17 0,06 -2,31 0,13
PCé -0,33 0,18 0,44 0,18 1,5 0,8 -1,00 0,42 1,20 0,72
PC7 0,61 0,20 0,50 0,12 58 0,4 -5,03 0,50 5,45 0,40
PC8 1,06 0,19 -0,19 0,09 0,9 0,6 -3,24 0,56 1,64 0,56
PC9 1,14 0,22 0,63 0,04 1,81 0,20 -1,05 0,16 0,99 0,15
PC10 1,50 0,12 0,46 0,04 1,3 0,3 -1,22 0,19 0,95 0,24
PC11 0,39 0,14 -1,34 0,03 -6,82 0,08 1,25 0,10 -5,13 0,05
PCl2 2,29 0,14 0,23 0,06 2,41 0,27 -3,96 0,16 2,04 0,17
PC13 2,85 0,07 -0,57 0,03 -3,10 0,27 -2,82 0,08 -1,30 0,16
PCl4 1,46 0,23 -0,98 0,07 -2,72 0,28 -3,19 0,35 -1,15 0,18
PC15 -1,77 0,24 -0,25 0,05 0,68 0,05 0,93 0,56 -0,33 0,16
PCle 2,38 0,18 0,53 0,06 1,12 0,11 -3,22 0,34 2,04 0,15
PC17 0,11 0,03 -1,155 0,021 -1,25 0,05 -3,49 0,07 -0,256 0,015
PC18 0,10 0,14 0,11 0,23 1,0 0,5 -0,91 0,23 0,79 0,48
PC19 14 0,3 0,92 0,22 0,22 0,4 0,87 0,33 0,84 0,34
PC20 -1,15 0,17 0,34 0,12 1,59 0,23 0,74 0,18 1,07 0,22
PC21 0,72 0,12 0,54 0,08 -0,44 0,12 1,51 0,16 -0,34 0,03
pPC22 0,31 0,14 -0,002 0,012 -1,20 0,14 0,16 0,31 -0,40 0,10

PC23 0,24 0,05 0,36 0,07 0,54 0,11 0,59 0,12 0,33 0,07
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Componente  HD 24534 o HD 24760 o HD 24912 o HD 27778 o HD 35149 o

PC1l 4,020 0,015 -2,946 0,013 1,027 0,005 3,808 0,021 -3,0e4 0,016
PC2 7,65 0,20 -2,35 0,11 0,44 0,07 6,01 0,15 -2,97 0,10
PC3 3,83 0,68 1,34 0,25 1,41 0,08 2,99 0,60 0,91 0,34
PC4 -5,98 0,20 2,43 0,07 -1,24 0,10 -6,19 0,31 3,17 0,13
PC5 -2,38 0,16 -3,31 0,08 1,00 0,05 5,45 0,14 -5,59 0,09
PCe 1,42 0,95 -0,98 0,35 -0,16 0,10 0,83 0,59 -0,80 0,30
PC7 7,37 0,49 -4,51 0,38 0,85 0,07 5,43 0,32 -4,08 0,31
PC8 2,03 0,76 -2,44 0,54 0,54 0,09 1,70 0,62 -1,93 0,52
PC9 0,97 0,21 -0,17 0,14 -0,54 0,04 -1,09 0,19 0,63 0,16
PC10 1,26 0,31 -0,42 0,18 0,11 0,04 -0,11 0,23 0,10 0,18
PC11 -6,30 0,07 1,44 0,07 0,12 0,03 -3,67 0,08 1,53 0,07
PC12 2,99 0,20 -2,55 0,11 0,25 0,07 0,64 0,12 -1,39 0,09
PC13 -1,06 0,19 -1,48 0,07 1,24 0,05 -0,12 0,06 -0,86 0,06
PC14 -0,85 0,23 -2,32 0,25 0,77 0,10 0,05 0,16 -1,67 0,19
PC15 -0,63 0,30 0,36 0,43 -1,19 0,18 -1,14 0,33 0,29 0,36
PC16 3,25 0,23 -2,26 0,26 1,60 0,13 3,00 0,22 -1,89 0,21
PC17 0,126 0,022 -3,01 0,06 0,36 0,04 0,93 0,06 -2,52 0,06
PC18 1,00 0,61 -0,70 0,14 -0,11 0,29 0,37 0,74 -0,47 0,11
PC19 1,18 0,43 0,98 0,28 1,26 0,20 1,58 0,32 0,54 0,20
PC20 1,25 0,29 0,12 0,20 -0,24 0,13 1,07 0,29 -0,29 0,18
PC21 -0,58 0,03 1,57 0,15 0,22 0,14 -0,48 0,16 1,37 0,08
PC22 -0,40 0,13 0,11 0,30 0,63 0,07 0,65 0,10 -0,11 0,24
PC23 0,34 0,07 0,58 0,12 0,041 0,016 0,029 0,021 0,50 0,10

Componente  HD 35715 c HD 36822 c HD 36861 c HD 40111 c HD110432 o

PC1 -4,131 0,014 -2,777 0,011 -1,222 0,017 -2,564 0,019 3,363 0,021
PC2 -4,09 0,07 -1,95 0,06 1,96 0,12 -2,89 0,12 2,51 0,07
PC3 0,32 0,41 0,49 0,23 1,52 0,36 1,30 0,37 1,46 0,43
PC4 4,10 0,11 2,39 0,07 0,22 0,17 3,10 0,12 -4,52 0,31
PC5 -3,11 0,10 -2,53 0,06 -8,92 0,08 -6,01 0,10 8,67 0,10
PCé -1,20 0,59 -0,51 0,37 0,94 0,31 -0,48 0,28 -0,11 0,29
PC7 -6,60 0,52 -4,40 0,37 0,53 0,25 -3,97 0,31 3,93 0,32
PC8 -3,25 0,76 -2,53 0,51 -0,73 0,23 -2,00 0,53 2,35 0,51
PC9 -0,26 0,20 -0,02 0,09 2,33 0,09 0,59 0,18 -1,83 0,14
PC10 -0,74 0,26 -0,50 0,16 1,06 0,12 0,35 0,18 -0,43 0,15
PC11 2,86 0,09 1,14 0,07 -3,35 0,07 1,54 0,09 -0,38 0,07
PC12 -3,42 0,14 -2,50 0,12 0,94 0,20 -0,95 0,07 0,44 0,16
PC13 -1,64 0,10 -1,92 0,05 -3,06 0,18 0,004 0,025 2,49 0,10
PCl4 -2,42 0,31 -2,35 0,25 -3,08 0,25 -1,01 0,16 2,56 0,25
PC15 0,73 0,55 0,87 0,45 1,37 0,34 -0,11 0,25 -2,05 0,51
PCl16 -3,38 0,33 -2,65 0,27 -1,45 0,20 -1,03 0,16 3,53 0,32
PC17 -3,34 0,07 -2,76 0,06 -2,59 0,11 -2,27 0,04 2,65 0,12
PC18 -0,95 0,13 -0,59 0,07 0,56 0,32 -0,51 0,12 0,02 0,12
PC19 0,54 0,30 0,40 0,20 -0,47 0,23 1,08 0,27 1,54 0,21
PC20 -0,07 0,22 0,33 0,14 0,90 0,03 -0,41 0,22 -0,09 0,18
pPC21 1,74 0,13 1,23 0,08 0,44 0,14 1,46 0,13 -0,57 0,22
pc22 0,11 0,30 -0,11 0,23 -1,33 0,13 0,11 0,26 1,44 0,10

PC23 0,53 0,11 0,48 0,10 0,63 0,13 0,51 0,10 -0,42 0,09
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Componente HD 144217 ¢  HD 145502 5] HD 147165 o© HD147933 ¢ HD149757 o©

PC1 -1,410 0,003 -0,6133 0,0021 0,672 0,008 3,513 0,016 2,956 0,015
PC2 -2,73 0,03 -1,44 0,03 -2,363 0,019 2,70 0,07 5,93 0,14
PC3 0,25 0,24 0,43 0,13 -0,08 0,22 -0,43 0,32 2,84 0,55
PC4 1,52 0,05 0,79 0,03 0,39 0,07 -2,54 0,17 -5,33 0,21
PC5 1,59 0,04 0,687 0,024 2,73 0,03 6,70 0,07 1,37 0,13
PC6 -0,95 0,34 -0,64 0,17 -0,58 0,18 -0,03 0,17 0,90 0,67
PC7 -3,05 0,25 -1,57 0,15 -0,02 0,11 3,73 0,23 5,44 0,34
PC8 -1,01 0,34 -0,55 0,18 1,32 0,08 1,53 0,49 1,57 0,59
PC9 -0,95 0,10 -0,66 0,06 -0,84 0,14 -1,26 0,15 -0,04 0,16
PC10 -0,62 0,15 -0,31 0,08 0,14 0,13 -0,01 0,08 0,30 0,24
PC11 2,61 0,05 1,40 0,03 2,54 0,07 -0,59 0,07 -4,61 0,06
PC12 -1,75 0,10 -0,90 0,06 0,65 0,21 1,33 0,14 1,26 0,15
PC13 0,78 0,13 0,74 0,08 3,90 0,17 2,26 0,07 -1,36 0,13
PCl14 0,27 0,13 0,32 0,08 3,15 0,30 2,87 0,25 -0,92 0,18
PC15 -0,58 0,08 -0,481 0,016 -1,87 0,38 -1,21 0,50 -0,38 0,18
PCle -0,50 0,07 0,02 0,03 2,30 0,23 2,83 0,29 1,99 0,14
PC17 -0,525 0,018 -0,260 0,018 2,04 0,09 2,82 0,11 0,199 0,017
PC18 -0,65 0,19 -0,43 0,15 -0,30 0,26 0,09 0,24 0,62 0,56
PC19 0,87 0,22 0,75 0,15 0,99 0,18 0,41 0,11 0,83 0,29
PC20 -0,51 0,15 -0,32 0,11 -1,22 0,10 -0,18 0,12 1,18 0,25
pPC21 0,81 0,16 0,52 0,12 0,07 0,16 -1,02 0,06 -0,51 0,05
pC22 0,77 0,15 0,51 0,10 1,16 0,07 0,80 0,19 -0,05 0,10
PC23 0,049 0,022 0,059 0,017 -0,37 0,08 -0,57 0,11 0,18 0,04

Componente HD164284 ¢ HD170740 ¢ HD198478 ¢ HD202904 ¢ HD207198 o

PC1 -2,047 0,008 3,575 0,015 3,768 0,014 -3,432 0,023 6,603 0,017
PC2 -1,56 0,07 2,13 0,07 0,58 0,05 -4,68 0,13 6,36 0,06
PC3 0,86 0,18 1,59 0,32 1,30 0,23 1,36 0,51 0,73 0,58
PC4 1,23 0,06 -3,77 0,24 -2,85 0,18 4,27 0,15 -5,58 0,14
PCS 1,05 0,04 5,97 0,09 3,92 0,08 -6,62 0,12 1,50 0,13
PCé -0,89 0,36 0,07 0,24 0,29 0,32 -1,00 0,43 1,75 0,90
PC7 -3,94 0,37 3,36 0,28 3,94 0,41 -5,34 0,36 9,32 0,72
PC8 -2,20 0,43 2,10 0,42 3,12 0,43 -1,98 0,70 4,26 1,02
PC9 -1,02 0,11 -1,55 0,11 -0,84 0,18 0,58 0,26 0,51 0,25
PC10 -0,95 0,15 0,12 0,14 0,86 0,18 0,47 0,26 1,77 0,36
PC11 1,55 0,07 -0,32 0,06 0,72 0,11 2,93 0,12 -4,30 0,13
PCl2 -3,08 0,10 0,98 0,18 2,72 0,29 -1,29 0,12 5,44 0,24
PC13 -1,42 0,08 3,21 0,10 5,50 0,15 1,02 0,14 3,36 0,14
PC14 -1,90 0,23 2,60 0,29 4,62 0,47 -0,61 0,21 3,52 0,48
PC15 0,27 0,35 -2,34 0,54 -3,19 0,79 -0,63 0,26 -1,85 0,87
PC16 -1,98 0,21 3,94 0,33 5,43 0,48 -1,02 0,16 5,95 0,52
PC17 -2,23 0,03 2,34 0,12 3,56 0,15 -2,42 0,04 4,11 0,12
PC18 -0,75 0,24 -0,05 0,25 0,15 0,45 -0,74 0,18 1,18 0,26
PC19 0,92 0,28 1,95 0,28 2,01 0,29 1,40 0,35 0,42 0,36
PC20 0,31 0,17 -0,33 0,20 -1,20 0,16 -0,86 0,29 -0,07 0,21
PC21 1,19 0,16 -0,34 0,23 -0,48 0,22 1,92 0,20 -1,98 0,09
PC22 0,43 0,24 1,34 0,08 1,53 0,12 0,45 0,33 0,03 0,18

PC23 0,37 0,08 -0,28 0,06 -0,48 0,10 0,52 0,11 -0,51 0,10
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Componente HD209975 ¢ HD214680 ¢ HD214993 ¢ HD218376 o

PC1l 1,078 0,013 -2,385 0,01¢ -3,164 0,013 -0,980 0,013
PC2 -0,36 0,07 -0,83 0,13 -2,60 0,09 -0,89 0,12
PC3 1,15 0,19 1,47 0,32 0,96 0,28 1,67 0,19
PC4 -0,36 0,05 1,94 0,16 2,77 0,08 0,82 0,07
PC5 -3,64 0,06 -8,28 0,09 -3,31 0,08 -4,51 0,07
PCé 0,60 0,17 0,17 0,10 -0,8 0,4 -0,27 0,04
PC7 1,35 0,23 -2,14 0,22 -5,0 0,4 -1,30 0,11
PC8 1,28 0,13 -1,42 0,38 -2,63 0,59 -0,51 0,23
PC9 0,61 0,14 1,56 0,13 0,002 0,013 0,58 0,11
PC10 1,08 0,08 0,70 0,11 -0,44 0,19 0,54 0,08
PC11 -0,09 0,09 -0,88 0,07 1,61 0,07 0,06 0,06
PC12 2,11 0,12 -0,21 0,12 -2,66 0,12 -0,10 0,03
PC13 2,43 0,04 -1,80 0,07 -1,70 0,07 0,035 0,024
PC14 1,55 0,20 -2,46 0,19 -2,33 0,27 -0,87 0,08
PC15 -1,36 0,29 0,8 0,4 0,50 0,46 -0,48 0,11
PC16 2,39 0,18 -1,67 0,22 -2,61 0,27 -0,01 0,04
PC17 0,75 0,04 -2,80 0,09 -3,08 0,0e -1,447 0,024
PC18 0,22 0,10 0,01 0,03 -0,68 0,09 -0,17 0,12
PC19 0,96 0,21 0,21 0,18 0,75 0,27 1,02 0,23
PC20 -0,63 0,09 0,30 0,10 0,12 0,19 -0,21 0,15
PC21 0,0e 0,07 1,09 0,04 1,53 0,13 0,92 0,11
PC22 0,23 0,05 -0,71 0,21 0,0e 0,24 0,07 0,18

PC23 0,054 0,015 0,64 0,13 0,55 0,11 0,41 0,08
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