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[...]
« – Pourquoi l’azur muet et l’espace insondable ?

Pourquoi les astres d’or fourmillant comme un sable ?
Si l’on montait toujours, que verrait-on là-haut ?

Un Pasteur mène-t-il cet immense troupeau
De mondes cheminant dans l’horreur de l’espace ?
Et tous ces mondes-là, que l’éther vaste embrasse,

Vibrent-ils aux accents d’une éternelle voix ?
– Et l’Homme, peut-il voir ? peut-il dire : Je crois ?

La voix de la pensée est-elle plus qu’un rêve ?
Si l’homme naît si tôt, si la vie est si brève,

D’où vient-il ? » [...]

Soleil et Chair, III - A. Rimbaud



Resumo

Neste trabalho é realizado um estudo teórico acerca da validade da relação de
Jarzynski para o caso de um átomo de dois níveis acoplado a um oscilador
quártico quase-ressonante. Acreditamos que o sistema investigado é passí-
vel de ser reproduzido experimentalmente através da interação de um campo
eletromagnético, em um meio não linear do tipo Kerr, com um átomo de Ryd-
berg. A construção teórica é fundamentada no modelo de Jaynes-Cummings
na Aproximação de Ondas Girantes (RWA), incluindo-se um termo quártico
e outro de caráter dispersivo. A descrição da interação entre radiação e ma-
téria se dá, portanto, de maneira inteiramente quantizada. É introduzido um
operador trabalho baseado na modificação do Hamiltoniano, dada a evolução
dinâmica do sistema, de modo que a média exponencial do trabalho na relação
de Jarzynski é interpretada, essencialmente, como um valor quântico esperado.
O resultado obtido diz respeito à condição em que o Hamiltoniano exibe de-
pendência temporal explícita, sem que haja comutação entre si para valores de
tempo distintos. Para o caso estudado, a igualdade apenas se mantém válida
no regime de altas temperaturas.

Palavras-chave: Igualdade de Jarzynski; Modelo de Jaynes-Cummings; Óp-
tica Não Linear; Limite Clássico



Abstract

In this work, we performed a theoretical study about the validity of the Jarzyn-
ski Equality for the case of a two-level atom coupled to a quasi-resonant quartic
oscillator. We believe that the investigated system can be reproduced experi-
mentally through the interaction of an electromagnetic field, in a Kerr medium,
with a Rydberg atom. The theoretical construction is based on the Jaynes-
Cummings model in the Rotating Wave Approximation (RWA), including a
quartic term and a dispersive one. The description of the interaction between
radiation and matter is thus given in a quantized way. A work operator is
introduced based on the modification of the Hamiltonian, given the dynamic
evolution of the system, so that the exponential average of the work in the
Jarzynski Equality is, essentially, an expected quantum value. The result ob-
tained refers to the condition in which the Hamiltonian exhibits explicit depen-
dence on time without commutation between them in different times. It was
verified that the Jarzynski Equality only remains valid in the regime of high
temperatures.

Keywords: Jarzynski Equality; Jaynes-Cummings Model; Nonlinear optics;
Classical Limit
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Capítulo 1

Introdução

O limite clássico trata do problema que se estende desde os primórdios do surgimento da
mecânica quântica, no começo do séc. XX, promovendo extensos debates nos círculos científi-
cos [1, 2, 3, 4], acerca da difusa fronteira entre as teorias clássica e quântica. À semelhança do
que ocorre, por exemplo, entre o formalismo newtoniano e a relatividade restrita, cujo limite
relativístico, v � c, promove a reconciliação entre as descrições, busca-se, na mecânica quân-
tica, um limite fisicamente realizável em que seus resultados sejam conectados às previsões
clássicas. Salienta-se “fisicamente realizável” uma vez que o conhecido limite h̄ → 0 é empi-
ricamente impraticável1: sendo a constante reduzida de Planck de natureza universal, esta de
modo algum se equipara, e.g., à velocidade, no caso da relatividade restrita. Além disso, ainda
que neste limite admita-se aos pacotes quaisquer energias (da lei de Planck, E = hν), destrói-se
a estrutura cinemática em que se baseia a teoria quântica, visto que os pares canonicamente
conjugados não comutam ([q̂, p̂] = −ih̄) [6].

Diversas abordagens alternativas já foram propostas. O teorema de Ehrenfest, especial-
mente semelhante ao teorema de Liouville da mecânica hamiltoniana, assenta-se no fato de
que se

d〈p〉
dt

= F(〈q̂〉),

com

d〈q̂〉
dt

=
1
m
〈 p̂〉 e F(q) = −∂V(〈q̂〉)

∂q
,

o centro do pacote obedece à mecânica clássica2. Entretanto, já foi demonstrado que as con-
dições requeridas à validade do teorema de Ehrenfest não são necessárias para caracterizar o
limite clássico [7]. Outra tentativa é devida aos físicos G. Wentzel, H. A. Kramers, e L. N. Bril-
louin, o método WKB [8] apresenta-se como uma técnica para extrair soluções aproximadas
da equação de Schrödinger, sendo esta reescrita em termos de uma exponencial e, em seguida,

1Fundamentalmente, h̄→ 0 deve ser entendido, nesse caso, como um limite de escala no qual a ação em questão é
muito maior que h̄, supondo-se um parâmetro adimensional ε, função das quantidades físicas relevantes do sistema, e
que permita a emergência da classicalidade sempre que pequeno, aos moldes do que ocorre, por exemplo, na dedução
da óptica geométrica a partir da óptica ondulatória. [5]

2i.e., se pudermos tomar 〈
− ∂V(q̂)

∂q̂

〉
≈ − ∂V (〈q̂〉)

∂q̂
.

10
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expandida semi-classicamente, tendo, ao final do procedimento, sua amplitude (ou fase) va-
riada lentamente. Ainda que o método resulte na equação de Hamilton-Jacobi clássica como
limite da equação de Schrödinger, para uma certa ação clássica S(q, t), o processo de limite é
incompatível com o princípio de superposição da mecânica quântica, dada a impossibilidade
de se representar, por exemplo, funções da forma ψ = eS1

(
eiS/h̄ + CC

)
[9], e falhando também

nas regiões de mudança brusca de velocidade. Além destes, destacam-se o potencial quântico
de Bohm Q→ 0 [2, 10, 11], a formulação de Feynman h̄/S� 1, o limite N → ∞, etc.

Grandes avanços vêm ocorrendo na investigação do problema da transição clássico-quântico.
Zurek e Paz [12] propuseram que se abandone a idealização do isolamento do subsistema de
interesse, considerando um sistema maior, que incorpore o ambiente, dado que os sistemas
quânticos estão a todo momento interagindo com o ambiente, sendo constantemente “medi-
dos” por ele. Com base nisso, em desenvolvimentos mais modernos, é comumente imputado
à decoerência o caráter elucidativo acerca da emergência da natureza clássica nos sistemas
quânticos, tomando-a ora como um fenômeno necessário [13], ora como necessário e sufici-
ente [14, 15, 16]. Wiebe e Ballentine, e.g., em seu estudo “The Quantum Mechanics of Hyperion”
[17], concluem que a decoerência não é essencial à explicação do comportamento clássico de
corpos macroscópicos, em desacordo com a posição defendida por Zurek [12]. Esse tópico
é debatido em profundidade por Ballentine [18] e Schlosshauer [19, 20]. Outro ponto exaus-
tivamente investigado diz respeito à resolução experimental [21, 22]. Oliveira [23], em um
abordagem similar àquela descrita em [24, 25], mostra que o limite clássico newtoniano da
mecânica quântica é alcançado no limite de monitoramento contínuo com o mínimo de inter-
venção. Destaca-se que, não obstante os vários resultados obtidos nesse campo, não há, no
momento, uma metodologia de caráter geral.

Recentemente, especialmente nos últimos 20 anos, várias relações envolvendo a distribui-
ção do trabalho realizado sobre um sistema por forças não conservativas e/ou explicitamente
dependentes do tempo têm sido derivadas [26]. Tais relações, como é o caso da igualdade de
Jarzysnki [27, 28, 29], dos teoremas de Crooks [30, 31], da flutuação transiente [32, 33], e da flu-
tuação estacionária de Gallavotti-Cohen [34, 35], bem como a relação Hatano-Sasa [36], descre-
vem o comportamento de sistemas longe do equilíbrio, manifestando-se como uma verdadeira
quebra de paradigma relativamente à termodinâmica tradicional. Neste trabalho, estudamos a
igualdade de Jarzynski, que permite medir a diferença de energia livre de Helmholtz com base
no trabalho realizado sobre o sistema fora do equilíbrio. Com efeito, realizações experimentais
foram conduzidas para sistemas moleculares, mantendo-se a igualdade mesmo para proces-
sos cujos parâmetros de controle continham margens de erro apreciáveis [37, 38]. Potenciais
termodinâmicos, como é o caso da energia livre, são cruciais para aplicações práticas, identi-
ficando processos que são a priori “trabalháveis”, com quais efeitos e sob quais circunstâncias
[39]. Embora bem consolidada na termodinâmica clássica, sendo derivada a partir de várias
abordagens, e experimentalmente reproduzida com sucesso em diversos sistemas [40, 41], no
contexto quântico há, ainda, poucas evidências, sobretudo experimentais, de que a igualdade
se mantém válida.

Este trabalho consta de cinco capítulos. O capítulo subsequente destina-se à demonstração
do procedimento de obtenção do modelo de Jaynes-Cummings (MJC), bem como dos termos
adicionais, dispersivo e não linear, a partir da eletrodinâmica clássica (EDC). Inicialmente, a
EDC será reescrita em termos do calibre de Coulomb, e o campo eletromagnético expandido
em ondas planas. Esse tratamento inicial objetiva à preparação da teoria clássica para a quan-
tização canônica, realizada em seguida. Posteriormente, o enfoque será dado aos termos cor-
respondentes à interação e ao átomo: nesta etapa serão apresentadas, e brevemente discutidas,
as aproximações utilizadas (viz., radiação monomodo, aproximação de dipolo, aproximação
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de dois níveis, aproximação de onda girante e regime dispersivo). Discussões aprofundadas
acerca das condições de validade das aproximações estão além do escopo desta dissertação,
podendo, entretanto, ser consultadas nas referências que as acompanham ao longo das se-
ções. O modelo de Jaynes-Cummings então deduzido se constituirá em um “laboratório” para
o estudo da igualdade de Jarzynski (IJ) no domínio quântico. Naturalmente, muitas etapas
de cálculo foram suprimidas (sobretudo aquelas envolvendo manipulações algébricas simples,
porém extensas). Desenvolvimentos cuidadosamente comentados podem ser facilmente en-
contrados na literatura; q.v. refs. [42, 43, 44, 45], as quais serviram de base para este capítulo.
Em seguida, no cap. 3, apresenta-se sucintamente a igualdade de Jarzynski, sua relação com a
termodinâmica convencional, e a metodologia envolvida em sua efetivação do ponto de vista
empírico. Além disso, tão somente com propósito de contextualização, demonstra-se a igual-
dade no regime clássico, estritamente para o caso em que o sistema encontra-se desacoplado
do reservatório térmico à medida que transcorrer o protocolo. No cap. 4 constam os prin-
cipais resultados deste trabalho: investiga-se o limite clássico de Jarzynski, determinando-o
para o modelo inteiramente quantizado obtido no cap. 2, com base em uma perturbação não
linear oriunda do termo Kerr, gradualmente “acionada” no tempo, até um valor de saturação
pré-especificado pelo protocolo. A relevância destes resultados reside no fato de que, até o
momento, muito pouco foi feito a respeito do limite clássico da mecânica quântica no que
tange aos teoremas de Jarzynski e Crooks. Observamos que, assim como no caso clássico,
a identidade é verificada no regime de altas temperaturas; sendo, contudo, violada no caso
quântico ao considerarmos o limite em que T → 0. Finalmente, o último capítulo conclui o
trabalho com um compêndio dos principais pontos do estudo, discutindo possíveis rotas de
generalização dos resultados e futuras pesquisas.



Capítulo 2

Modelo

2.1 Modelo de Jaynes-Cummings

2.1.1 Eletrodinâmica Clássica no Calibre de Coulomb

Em seu eminente trabalho de 1864, intitulado “A dynamical theory of the electromagnetic field”
[46], J.C. Maxwell promoveu pela primeira vez a unificação das leis que governam os fenôme-
nos elétricos, magnéticos e ópticos, através de um tratamento matemático conciso, baseado em
um pequeno conjunto de equações diferenciais parciais, e empiricamente consistente com uma
enorme classe de fenômenos. No SI, as equações de Maxwell-Lorentz (no vácuo) decorrem da
lagrangeana [47]

L :=
N
∑
j=1

{
1
2

mj ṙ2
j + qj

[
ṙ j · A(r j, t)−Φ(r j, t)

]}
+

ε0

2

∫
d3r
[

E2(r, t)− c2B2(r, t)
]

(2.1)

onde ε0 é a permissividade do vácuo; c, a velocidade da luz. mj, qj e r j denotam, respectiva-
mente, a massa, a carga e a posição da j-ésima partícula. O campo elétrico E e a densidade de
fluxo magnético B, por sua vez, relacionam-se aos potenciais vetor A(r j, t) e escalar Φ(r j, t) a
partir de

E := −∇Φ− Ȧ(r j, t) (2.2a) B := ∇ ∧ A(r j, t). (2.2b)
A fim de evidenciar a ação do campo eletromagnético atuante sobre cada partícula componente
do sistema, as densidades de carga e corrente foram escritas na forma

ρ(r, t) :=
N
∑
j=1

qjδ(r− r j) (2.3a) j(r, t) :=
N
∑
j=1

qj ṙ jδ(r− r j). (2.3b)

Distinguem-se, claramente, três termos na lagrangeana padrão:

LP :=
1
2

N
∑
j=1

mj ṙ2
j (partículas) (2.4a)

LI :=
N
∑
j=1

qj
[
ṙ j · A(r j, t)−Φ(r j, t)

]
(interação) (2.4b)

LR :=
ε0

2

∫
d3r
[

E2(r, t)− c2B2(r, t)
]

(campo) (2.4c)

13
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Com base nas Eqs. (2.3a) e (2.3b), vemos que a interação entre o campo eletromagnético
e as partículas em (2.4b) é de natureza local. Além disso, em (2.4c), a propagação do campo
livre se origina do acoplamento de suas variáveis ponto a ponto como efeito das derivadas
espaciais dos potenciais, tal como definido em (2.2a) e (2.2b) [42].

Há variados esquemas de quantização possíveis. Neste trabalho será utilizada a metodo-
logia usualmente conhecida como quantização canônica, extensamente coberta pela literatura
[42, 48, 44, 45, 43]. Tal abordagem se baseia na identificação dos pares de variáveis canonica-
mente conjugadas no sistema clássico (e.g., coordenadas de posição e momento generalizadas)
e na associação axiomática destes com um par de operadores cujo comutador produza ih̄ ou,
de outra forma [49],

{A, B}P → −
i
h̄
[Â, B̂]. (2.5)

Para tanto, considerando as variáveis referentes ao conjunto de partículas, identifica-se o par
(r j,ṙ j) e, por conseguinte, o momento canônico

pj :=
∂L
∂ṙ j

= mṙ j + qj A(r j), (2.6)

de modo que o momento pj é composto tanto de um termo “cinético” mṙ j quanto de um “po-
tencial” qj A(r j).

Analogamente, sendo as variáveis dinâmicas do campo eletromagnético A(r, t), Ȧ(r, t) e
Φ(r, t), temos (A(r, t), Ȧ(r, t)) e (Φ(r, t), Φ̇(r, t)) como possíveis pares independentes. Todavia,
a lagrangeana não exibe dependência em Φ̇(r, t), o que torna interessante tomar o primeiro
par como variáveis independentes, eliminando-se Φ(r, t) do modelo enquanto variável redun-
dante. O momento canônico de A, ΠA(r, t), pode ser obtido de L via derivação funcional com
respeito a Ȧ(r, t):

ΠA(r, t) :=
δL

δȦ(r, t)
= ε0

(
Ȧ(r, t) +∇Φ(r, t)

)
= −ε0E(r, t). (2.7)

A partir da transformada de Legendre, temos, após algumas manipulações algébricas, o
hamiltoniano do sistema

H :=
N
∑
j=1


[

pj − qj A(r, t)
]2

2mj
+ qjΦ(r, t)

+
∫

d3r
{

ΠA ·
[

ΠA
2ε0
−∇Φ

]
+

ε0c2

2
[∇∧ A(r, t)]2

}
.

(2.8)
A eliminação do potencial escalar na Eq. (2.8) será realizada a partir de sua substitui-

ção em termos das demais variáveis do modelo, bem como do grau de liberdade do calibre.
Primeiramente, seja o hamiltoniano

HΦ1 :=
∫

d3rΠA(r, t) ·∇Φ(r, t), (2.9)

contendo Φ(r, t), presente em H. Substituindo (2.7),

HΦ1 = −
∫

d3rε0E(r, t) ·∇Φ(r, t). (2.10)
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Integrando por partes e, em seguida, aplicando sequencialmente o teorema e a lei de Gauss,
produz-se

HΦ1 = ε0

(∫
d3r [∇ · E(r, t)]Φ(r, t)−

∮
dS · E(r, t)Φ(r, t)

)
=
∫

d3r
N
∑
j=1

qjδ(r− r j)Φ(r, t)

=
N
∑
j=1

qjΦ(r j, t). (2.11)

Retornando (2.11) a (2.8), verifica-se o cancelamento deste termo. Assim,

H =
N
∑
j=1

[
pj − qj A(r, t)

]2

2mj
+
∫

d3r

{
Π2

A
2ε0

+
ε0c2

2
[∇∧ A(r, t)]2

}
. (2.12)

A expressão obtida para o hamiltoniano carrega ainda uma dependência explícita do potencial
escalar no momento canônico ΠA, conforme mostra a Eq. (2.7). Seja

HΦ2 :=
1

2ε0

∫
d3rΠ2

A = −1
2

[
ε0

∫
d3rE(r, t) · Ȧ(r, t) +

N
∑
j=1

qjΦ(r j, t)

]
. (2.13)

Inserindo (2.2a) e integrando por partes,

HΦ2 =
1
2

{
ε0

∫
d3rȦ2

(r, t) +
N
∑
j=1

qjΦ(r j, t)− ε0

∫
d3r

∂

∂t
[∇ · A(r, t)]

}
. (2.14)

Substituindo (2.14) na expressão do hamiltoniano em (2.12),

H =
1
2

N
∑
j=1


[

pj − qj A(r, t)
]2

mj
+ qjΦ(r j, t)

+ (2.15)

+
ε0

2

∫
d3r
{

Ȧ2
(r, t)−Φ(r, t)

∂

∂t
[∇ · A(r, t)] + c2 [∇∧ A(r, t)]2

}
. (2.16)

Uma vez que a densidade de fluxo magnético é obtida do rotacional do potencial vetor, é
sempre possível realizar a transformação de calibre

A→ A +∇Λ, (2.17)

em que Λ = Λ(r, t) é um campo escalar, a fim de produzir o mesmo fluxo, haja vista que
o rotacional de um gradiente é identicamente nulo para qualquer função sobre a qual atue o
operador. Similarmente, dado que o campo elétrico resulta do gradiente de um certo potencial
Φ, tem-se a possibilidade de inclusão da derivada temporal de Λ neste, produzindo o potencial
escalar modificado

Φ→ Φ− Λ̇. (2.18)

Fazendo

∇ · A(r, t) = 0, (2.19)
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culminando em

∇ · A = ∇2Λ(r, t), (2.20)

temos o calibre de Coulomb.
Aplicando (2.19) ao hamiltoniano (2.16), elimina-se a dependência do potencial escalar no

argumento da integral, restando apenas aquele presente no somatório. Para tratar este termo,
utilizamo-nos da lei de Gauss, juntamente com o divergente da relação (2.2a), de modo a obter

∇ · E(r, t) = − ∂

∂t
∇ · A(r, t)−∇2ΦE(r, t) = −∇2Φ(r, t) = − 1

ε0

N
∑
j=1

qjδ(r− r j), (2.21)

cuja última igualdade corresponde à equação de Poisson, com solução [50]

Φ(r) =
N
∑
k=1

qk
4πε0‖r− rk‖

. (2.22)

Reescrevendo (2.16) em termos deste resultado, obtemos

H =
N
∑
j=1

[
pj − qj A(r j, t)

]2

2mj
+

1
2

N
∑

j,k 6=j
Vj,k(r j − rk) +

ε0

2

∫
d3r
[

Ȧ2
(r, t) + c2B2(r, t)

]
. (2.23)

onde

Vj,k(r) :=
qjqk

4πε0‖r j − rk‖
, (2.24)

é o potencial coulombiano.
O fluxo magnético presente no hamiltoniano (2.23) pode ser expresso em termos do poten-

cial vetor a partir da relação

B2(r, t) = ∇ · [A(r, t) ∧ B(r, t)]− A(r, t) ·∇2 A(r, t) (2.25)

uma vez que

∇ · {A(r, t) ∧ [∇ ∧ A(r, t)]} = [∇ ∧ A(r, t)] · [∇ ∧ A(r, t)] +∇ · [∇ ∧ A(r, t)] ∧ A(r, t).

Deste modo, a substituição da Eq. (2.25) em (2.23) produz

H =
N
∑
j=1

[
pj − qj A(r j, t)

]2

2mj
+

1
2

N
∑

j,k 6=j
Vj,k(r j − rk) +

ε0

2

∫
d3r
[

Ȧ2
(r, t)− c2 A(r, t) · ∇2 A(r, t)

]
.

(2.26)
Nesta etapa, faz-se interessante o emprego do teorema de decomposição de Helmholtz

para campos vetoriais, a fim de simplificar o procedimento de expansão do campo em termos
de ondas planas. Da lei de Ampère-Maxwell, temos

∇ ∧ B =
1
c2

∂

∂t
E(r, t) + µ0j(r, t) (2.27)
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onde µ0 é a constante magnética (comumente designada por permeabilidade do vácuo). Con-
siderando as Eqs. (2.2a), (2.2b) e (2.19), (2.27) pode ser escrita na forma

�A(r, t) = −µ0j(r, t) +
1
c2 ∇

∂Φ(r, t)
∂t

, (2.28)

com c := 1/
√

ε0µ0,

� := ∇2 − 1
c2

∂2

∂t2 ; 1 (2.29)

usando o fato de que

∇ ∧ [∇ ∧ A(r, t)] = ∇ [∇ · A(r, t)]−∇2 A(r, t) = −∇2 A(r, t)

no calibre de Coulomb.
A transversalidade do potencial vetor na Eq. (2.28) implica na existência de uma densidade

de corrente puramente transversal denotada por

j⊥(r, t) := j(r, t)− ε0∇
∂Φ(r, t)

∂t
. (2.30)

Assim,
�A(r, t) = −µ0j⊥(r, t). (2.31)

Assumindo, inicialmente, a condição de campo livre, i.e., ρ(r, t) = 0 e j(r, t) = 0, (2.21)
resulta em Φ(r, t) = 0 e (2.31) converte-se em sua forma homogênea,

�Ah(r, t) = 0, (2.32)

cuja aplicação da transformada de Fourier temporal2 conduz à equação de Helmholtz:(
∇2 + k2

)
uk(r) = 0, (2.33)

sendo
‖k‖ :=

ωk
c

, (2.34)

onde k é o vetor de onda, e ω a frequência angular do modo. Além disso

uk(r) := Ah(r, ω), (2.35)

denominadas funções de modo espaciais.
Dadas as condições de contorno requeridas no procedimento de expansão dos campos

em ondas planas, o operador laplaciano na equação de Helmholtz (2.33) é hermitiano. Por
conseguinte, suas autofunções compõem uma base ortonormal completa {uk(r)} assegurada
via relações de ortogonalidade ∫

d3ru∗k(r) · uk′(r) = δ(k′ − k) (2.36)

e completeza ∫
d3ku∗k(r) · uk(r

′) = δ(r′ − r). (2.37)

1Convencionalmente, � := 1
c2

∂2

∂t2 −∇2.
2 Ah(r, ω) =

∫ ∞
−∞ dtAh(r, t)eiωt

Ah(r, t) = 1
2π

∫ ∞
−∞ dωAh(r, ω)e−iωt
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Usualmente, considera-se que o campo eletromagnético encontra-se confinado em um res-
sonador cúbico de lado l = V1/3 satisfazendo condições de contorno periódicas nas faces do
mesmo. Nesta abordagem, os infinitos graus de liberdade do campo são discretizados, pro-
vendo uma simplificação dos cálculos sem comprometer a generalidade do resultado3 (com
efeito, podemos tomar V → ∞). Assim,

uk(r + lnλε̂λ) = uk(r), λ = x, y, z, nλ ∈ Z, (2.38)

para

k = ∑
λ

2π

V
1
3

nλε̂λ. (2.39)

Como consequência direta da discretização de k, a relação (2.36) é reescrita em termos do delta
de Kronecker, requerendo-se a normalização em função do volume do ressonador. Ademais,
sem perda de generalidade, podemos assumir que os modos uk são dados em termos de
funções trigonométricas reais.

Procedendo-se assim com a expansão do potencial vetor em termos de {uk(r)},

A(r, t) = ∑
k

ΥkCk(t)uk(r) (2.40)

com coeficientes
ΥkCk(t) :=

∫ ∞

−∞
d3ruk(r) · A(r, t) (2.41)

também reais. Υk é uma constante de normalização dos modos, e independe da dinâmica do
sistema; Ck(t), por sua vez, carrega a evolução temporal relativa a cada frequência.

Substituindo (2.40) na Eq. (2.31), e usando a equação de Helmholtz (2.33) para expressar o
laplaciano,

∑
k

Υk

[
k2Ck(t) +

1
c2 C̈k(t)

]
uk(r) = µ0j⊥(r, t). (2.42)

Multiplicando por u∗k(r), integrando sobre o volume, e substituindo a relação de dispersão
(2.34), obtém-se a equação

C̈k(t) + ω2
kCk(t) =

1
ε0Υk

j⊥k (t), (2.43)

com
j⊥k (t) =

∫
d3ru∗k(r) · j⊥(r, t). (2.44)

Substituindo (2.30) em (2.44),

j⊥k (t) =
∫

d3ru∗k(r) ·
[

j(r, t)− ε0∇
∂Φ(r, t)

∂t

]
.

Sendo u∗k(r) e ∇Φ(r, t) elementos transversal e longitudinal do campo, respectivamente, a
integral de seu produto interno sobre o volume é nula4 [51]. Além disso, como j(r, t) contém
δ(r− rj), conforme a Eq. (2.3b), a integração produz

j⊥k (t) =
N
∑
j=1

qju∗k(r j) · ṙ j. (2.45)

3q.v. Teorema de Parseval
4q.v. Teorema da convolução.
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Dada a semelhança da Eq. (2.43) com o modelo do oscilador harmônico forçado, define-se,
em completa analogia, o momento canônico do modo

Πk(t) := Ċk(t), (2.46)

de forma que (2.43) pode ser reescrita como

Π̇k(t) =
1

ε0Υk
j⊥k (t)−ω2

kCk(t). (2.47)

Expandindo o argumento da última integral do hamiltoniano (2.26) em ondas planas,
obtém-se, após algumas manipulações algébricas

HR :=
ε0

2

∫
d3r
[

Ȧ2
(r, t)− c2 A(r, t) · ∇2 A(r, t)

]
(2.48)

=
ε0

2

∫
d3r ∑

k,k′
ΥkΥk′uk(r) · uk′(r)

[
Πk(t)Πk′(t) + ω2

k′Ck(t)Ck′(t)
]

(2.49)

=
ε0

2 ∑
k

Υ2
k

[
Π2

k(t) + ω2
kC2

k(t)
]

. (2.50)

Finalmente, fazendo Υ2
k = ε−1

0 , o hamiltoniano do campo apresenta-se como

HR =
1
2 ∑

k

[
Π2

k(t) + ω2
kC2

k(t)
]

, (2.51)

o qual remete diretamente aquele obtido para o caso do oscilador harmônico clássico, com o
par de variáveis canônicas (Ck, Πk).

O hamiltoniano total do sistema, Eq. (2.26), em termos destes resultados, torna-se

H =
N
∑
j=1

[
pj − qj A(r j, t)

]2

2mj
+

1
2

N
∑

j,k 6=j
Vj,k(r j − rk) +

1
2 ∑

k

[
Π2

k(t) + ω2
kC2

k(t)
]

. (2.52)

Outrossim,

A(r, t) =
1√
ε0

∑
k

Ck(t)uk(r). (2.53)

2.1.2 Quantização

De (2.52), é possível constatar que as equações de Hamilton são satisfeitas tanto do ponto
de vista das partículas

ṙ j(t) =
∂H
∂pj

, (2.54a) ṗj(t) = −
∂H
∂r j

, (2.54b)

quanto do campo

Ċk(t) =
∂H
∂Πk

, (2.55a) Π̇k(t) = −
∂H
∂Ck

, (2.55b)

recuperando-se as equações de Maxwell e a força de Lorentz.
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A quantização canônica pode ser realizada conforme o esquema de correspondência da Eq.
(2.5), resultando em

Ĥ =
N
∑
j=1

[
p̂j − qj Â(r j, t)

]2

2mj
+

1
2

N
∑

j,k 6=j
Vj,k(r j − rk) +

1
2 ∑

k

[
Π̂2

k(t) + ω2
kĈ2

k(t)
]

. (2.56)

Ainda, a exemplo dos procedimentos conduzidos na quantização do oscilador harmônico,
em função de seus infinitos graus de liberdade, comumente são definidas as amplitudes com-

plexas5
â†

k :=
√

ωk
2h̄

(
Ĉk − i

Π̂k
ωk

)
, (2.57a) âk :=

√
ωk
2h̄

(
Ĉk + i

Π̂k
ωk

)
, (2.57b)

visando a simplificação da descrição, com â†
k e âk satisfazendo as relações de comutação

[âk, â†
k′ ] = δkk′ , [âk, âk′ ] = [â†

k, â†
k′ ] = 0.

Em álgebra linear e na mecânica quântica, â†
k e âk são chamados operadores de criação e ani-

quilação, respectivamente.
Escrevendo Ĉk e Π̂k em termos dessas variáveis,

Ĉk =

√
h̄

2ωk

(
âk + â†

k

)
, (2.58a) Π̂k = −i

√
h̄ωk

2

(
âk − â†

k

)
. (2.58b)

Inserindo-os no hamiltoniano do campo, Eq. (2.51), após algumas simplificações, obtém-se

HR = ∑
k

h̄ωk

(
1
2
+ â†

k âk

)
, (2.59)

usando o fato de que âk â†
k = 1 + â†

k âk.
O termo

∑
k

h̄ωk
2

,

presente em (2.59), consiste da soma de todos os pontos-zero de energia correspondentes a
cada modo de campo. Dado que o campo eletromagnético constitui-se de infinitos modos,
este termo naturalmente diverge. Entretanto, lançando mão da teoria de renormalização, e
tendo em vista que não há qualquer operador envolvido, é possível subtraí-lo da relação.6 [44]

Substituindo os resultados na Eq. (2.52), a energia do sistema quantizado é

Ĥ =
N
∑
j=1

[
p̂j − qj Â(r j, t)

]2

2mj
+

1
2

N
∑

j,k 6=j
Vj,k(r j − rk) + ∑

k
h̄ωk â†

k âk. (2.60)

5Esta etapa é, por vezes, referida na literatura como “segunda quantização”, ainda que não introduza nenhum
nível de quantização adicional, consistindo apenas de uma transformação linear. Todavia, é de se notar a existência
da segunda quantização no contexto da física de partículas, referente à quantização da função de onda, a qual é
designada pela mesma nomenclatura.

6Salienta-se que a presença deste termo reflete em consequências observáveis, como é o caso do Efeito Casimir.
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2.1.3 Interação Radiação-Matéria

A fim de obter o modelo de Jaynes-Cummings, assume-se que em (2.60) há apenas duas
partículas interagentes, uma com carga negativa e a outra com carga positiva, ambas com
|q| = e, de modo que

Ĥ = Ĥe + Ĥp −
e2

4πε0‖re − rp‖
+ ∑

k
h̄ωk â†

k âk (2.61)

onde

Ĥe :=
p̂2

e
2me
− e

me
Â(re, t) · p̂e +

e2 Â2
(re, t)

2me
(2.62)

e

Ĥp :=
p̂2

p

2mp
+

e
mp

Â(rp, t) · p̂p +
e2 Â2

(rp, t)
2mp

. (2.63)

Escrevendo a posição, a massa e o momento em termos do centro de massa:

R̂ :=
me r̂e + mp r̂p

M
(2.64)

com
M := me + mp. (2.65)

Invertendo a relação (2.64) e usando r̂ = r̂e − r̂p, as posições r̂e e r̂p são aproximadamente
dadas por

r̂e = R̂ +
mp r̂
M
≈ R̂ +

(
1− me

mp

)
r̂ (2.66)

bem como
r̂p = R̂− me r̂

M
≈ R̂− me

mp
r̂, (2.67)

ao assumir que mp � me.
Analogamente, para os momentos do sistema, tem-se

P̂ := p̂e + p̂p (2.68)

e

p̂ :=
mp p̂e −me p̂e

M
. (2.69)

Este último relacionado ao movimento relativo da massa reduzida µ,

µ :=
memp

me + mp
. (2.70)

Escrevendo p̂e e p̂p em termos dos momentos p̂ e P̂:

p̂e =
me

M
P̂ + p̂ (2.71)

e
p̂p =

mp

M
P̂− p̂. (2.72)
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Expressando, enfim, o hamiltoniano (2.61) em termos dos resultados obtidos,

Ĥ =Ĥr + Ĥm − e

[
Â(R̂ + mp r̂/M, t)

me
+

Â(R̂−me r̂/M, t)
mp

]
· p̂+

+
(eÂ)2

2

[
Â2

(R̂ + mp r̂/M, t)
me

+
Â2

(R̂−me r̂/M, t)
mp

]
+ (2.73)

− e
M
[
Â(R̂ + mp r̂/M, t) + Â(R̂−me r̂/M, t)

]
,

onde
Ĥr := ∑

k
h̄ωk â†

k âk (2.74)

e

Ĥm :=
P̂

2M
+

p̂
2µ
− e2

4πε0‖r̂‖
. (2.75)

Expandindo o potencial vetor em torno de R̂ via série de Taylor,

Â(R̂ + (mp/M)r̂) ≈ Â(R̂) + ((mp/M)r̂ ·∇Â)Â(R̂) + ... (2.76)

Tomando apenas o primeiro termo, é assumido que o potencial vetor não varia apreciavelmente
na extensão do átomo, de modo que

Â(r̂p) ≈ Â(r̂e) ≈ Â(R̂) (2.77)

Assim, na aproximação de dipolo, as Eqs. (2.62) e (2.63) tornam-se

Ĥe ≈
p̂2

e
2me
− e

me
Â(R̂, t) · p̂e +

e2 Â2
(R̂, t)

2me
, (2.78)

Ĥp ≈
p̂2

p

2mp
+

e
mp

Â(R̂, t) · p̂p +
e2 Â2

(R̂, t)
2mp

(2.79)

e (2.61) reduz-se a

Ĥ ≈ Ĥr +

(
P̂

2M
− e2

4πε0‖r‖

)
+

1
2µ

[
p̂ + eÂ(R̂, t)

]2 . (2.80)

Supondo M grande o suficiente em relação às dimensões do sistema e que, durante a
interação, o centro de massa se mantém aproximadamente fixo, obtém-se

Ĥ ≈ Ĥr −
e2

4πε0‖r‖
+

1
2µ

[
p̂ + eÂ(R̂, t)

]2 . (2.81)

É fácil mostrar que, equivalentemente, tanto no contexto clássico quanto quântico, a Eq.
(2.81) pode ser escrita como 7

Ĥ ≈ Ĥr +
p̂

2µ
− e2

4πε0‖r‖
− er̂ · Ê(R̂, t) ≡ Ĥ (2.82)

e

Ĥm ≈
p̂

2µ
− e2

4πε0‖r̂‖
=: Ĥa. (2.83)

7L′ = µp2

2 − ep · A(R, t)− d
dt [−er · A(R, t)] (Lagrangeana de acoplamento mínimo - caso clássico)
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2.1.4 Átomo de Dois Níveis

Nesta seção, os níveis acessíveis de energia do átomo serão restringidos a dois, viz. |e〉 e
|g〉, com autoenergias Ee := h̄ωe e Eg := h̄ωg, respectivamente, sendo Ee > Eg. |e〉 denota
o estado excitado do átomo, enquanto |g〉 refere-se ao estado fundamental. Um tratamento
rigoroso acerca da aproximação de dois níveis (TLA) e de seu regime de validade pode ser
encontrado nas refs. [52, 53].

Seja Ô um operador pertencente ao subespaço atômico. Expandindo-o em termos dos
autoestados supracitados,

Ô = ∑
σ,ς=e,g

|σ〉 〈σ| Ô |ς〉 〈ς| , (2.84)

de modo que
Ĥa = Ee |e〉 〈e|+ Eg |g〉 〈g| (2.85)

é o hamiltoniano do átomo na TLA.
|e〉 e |g〉 representados na base binária

|e〉 :=
(

1
0

)
, |g〉 :=

(
0
1

)
. (2.86)

Representando, assim, Ĥa matricialmente,

Ĥa =

(
Ee+Eg

2 +
Ee−Eg

2 0
0 Ee+Eg

2 − Ee−Eg
2

)
=

1
2
[
(Ee + Eg)1+ h̄ω0σ̂z

]
, (2.87)

onde ω0 := ωe −ωg, e

σ̂z :=
(

1 0
0 −1

)
(2.88)

é uma das matrizes de Pauli.
Porquanto o termo constante de energia em (2.87) não contribui efetivamente à dinâmica

do sistema, podemos suprimi-lo, resultando em

Ĥa =
h̄ω0σ̂z

2
. (2.89)

O operador de dipolo deve ser modificado de tal forma a satisfazer à aproximação de dois
níveis realizada na componente do átomo. Naturalmente, segue que

er̂ := ℘ |e〉 〈g|+℘∗ |g〉 〈e| , (2.90)

tendo em vista a paridade da função de onda atômica ψς(r) em relação aos estados |e〉 e |g〉:

e 〈ς| r̂ |ς〉 = e
∫

d3r|ψ(r)|2r = 0, ς = {e, g} (2.91)

para ℘ := e 〈e| r̂ |g〉 = (e 〈g| r̂ |e〉)∗, i.e., o operador de dipolo tem a função de alterar o estado
do átomo, em um mecanismo similar aquele perfeito pelos operadores de criação e aniquilação
de fótons no termo de campo, limitado, entretanto, aos dois estados possíveis do átomo.

Empregando, novamente, a representação matricial na base binária (2.86),

σ̂− := |g〉 〈e| =
(

0 0
1 0

)
, σ̂+ := |e〉 〈g| =

(
0 1
0 0

)
. (2.92)
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Como resultado
er̂ := ℘σ+ +℘∗σ−, (2.93)

Dado que

Ê(R) = −∑
k

Π̂kuk(R)√
ε0

, uk ∈ R, (2.94)

no calibre de Coulomb8, a substituição de (2.58b) produz

Ê(R) = i

√
h̄

2ε0
∑
k

√
ωk

(
âk − â†

k

)
uk(R), (2.95)

Como uma etapa adicional de simplificação, supõe-se que a transição atômica esteja asso-
ciada a certa frequência de luz monocromática, modelada, de modo aproximado, por meio da
omissão do somatório nas Eqs. (2.75) e (2.95). Consequentemente

Ĥint := − (℘σ+ +℘∗σ−) · Ê(R̂) (2.96)

= −iE (℘σ+ +℘∗σ−) · u(R)
(

â− â†
)

(2.97)

= −ih̄γ1

(
σ̂+eiφ + σ̂−e−iφ

) (
â− â†

)
(2.98)

onde9

E :=

√
h̄ω

ε0V
(2.99)

por vezes referido como campo elétrico de vácuo, e

γ1 :=
|℘ · u|

h̄
E , (2.100)

dita frequência de Rabi no vácuo.
Fazendo φ = π/2 na Eq. (2.98),10

Ĥint = h̄γ1 (σ̂+ − σ̂−)
(

â− â†
)

, (2.101)

e o hamiltoniano total do sistema

Ĥ = h̄ωâ† â +
h̄ω0σz

2
+ h̄γ1 (σ̂+ − σ̂−)

(
â− â†

)
. (2.102)

2.1.5 Aproximação de Onda Girante (RWA)

Seja
Ĥ = Ĥ0 + ĤI (2.103)

com
Ĥ0 := h̄ωâ† â +

h̄ω0σz

2
(2.104)

8Ê(r, t) = − ∂
∂t Â(r)

9Nesta etapa, o termo de normalização do ressonador foi abstraído da função de modo.
10Implementado fisicamente por meio das zonas de Ramsey.
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e
ĤI := h̄γ1 (σ̂+ − σ̂−)

(
â− â†

)
(2.105)

o hamiltoniano (2.102) na representação de interação. Resolvendo a sua dinâmica, encontramos
que

Û †
0 (t, t0)ĤI Û0(t, t0) =h̄γ1

[
âσ̂−e−i(ω+ω0)(t−t0) + â†σ̂+ei(ω+ω0)(t−t0)+ (2.106)

+âσ̂+ei(ω0−ω)(t−t0) + â†σ̂−e−i(ω0−ω)(t−t0)
]

, (2.107)

com

Û0(t, t0) := e−
iĤ0(t−t0)

h̄ . (2.108)

A Eq. (2.107) consta de dois termos que oscilam rapidamente no tempo (âσ̂− e â†σ̂+), enquanto
os outros dois (âσ̂+ e â†σ̂−) variam lentamente. A RWA consiste em desprezar os chamados
termos contragirantes do modelo, na condição de que |ω0 − ω| � ω0 + ω, i.e., implicando
em um regime de quase-ressonância. Um argumento conceitual usualmente empregado na
literatura refere-se ao fato de que os termos contragirantes violam o princípio de conservação
de energia: ora destruindo um fóton e levando o átomo excitado para o estado fundamental,
ora criando um fóton e simultaneamente excitando o átomo. Ainda que intuitivamente com-
preensível, não é, contudo, uma justificativa plausível.

Nesta aproximação, a Eq. (2.102) converte-se diretamente no hamiltoniano de Jaynes-
Cummings [54]:

ĤJC := h̄ωâ† â +
h̄ω0σz

2
+ h̄γ1

(
âσ̂+ + â†σ̂−

)
. (2.109)

2.1.6 Aparato experimental

Dada a variedade de fenômenos associados ao MJC, grandes esforços foram destinados a
tornar os experimentos cada vez mais próximos da versão teórica e idealizada do modelo, de-
mandando certo tempo de maturação tecnológica para o avanço neste campo. Particularmente,
em 1996, pesquisadores da École Normale Supérieure de Paris lograram êxito ao observar dire-
tamente o fenômeno de decoerência [55], no que ficou conhecido como “Experimento de Paris”
- sendo este, possivelmente, o seu resultado prático mais célebre. Um desenho esquemático
do arranjo utilizado neste experimento pode ser visto na Fig. 2.1. A seguir, serão apresentados
sucintamente alguns dos elementos utilizados na eletrodinâmica quântica de cavidades.

Átomos de Rydberg

Átomos de Rydberg são, em primeira análise, átomos que possuem elevado número quân-
tico principal, geralmente pertencentes ao grupo 1A. Do ponto de vista da mecânica clássica,
pode-se dizer que já há continuidade no espectro atômico para n ≥ 9 [56], sendo este, por-
tanto, um valor grande de n. Tais átomos caracterizam-se, sobretudo, por terem proprieda-
des “exacerbadas”, encontrando aplicações nos mais diversos ramos da Física. Por exemplo,
seu elevado número quântico principal auxilia na investigação do princípio de correspondên-
cia, fornecendo informações relevantes ao estudo do limite clássico; além disso, suas grandes
dimensões11 tornam profícuas as incursões no âmbito da interação entre radiação e matéria,

11O raio da órbita de Bohr de um átomo de Rydberg no estado n = 110 é de aproximadamente 6, 4 · 10−7m, i.e.,
consideravelmente próximo ao tamanho macroscópico. [57]
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dado que possuem um grande momento de dipolo, revelando-se, portanto, extremamente sen-
síveis a perturbações de natureza eletromagnética, funcionando, a grosso modo, como grandes
“antenas” [58]. Na espectroscopia, são conhecidos por proporcionarem medidas de alta preci-
são. Em experimentos de colisão, suas seções transversais de choque comumente apresentam
grande anisotropia [59].

Nesses átomos, o elétron de valência é particularmente influenciado pela carga positiva do
“caroço” iônico [60], e não pela sua estrutura: dado o seu distanciamento em relação ao núcleo
e aos demais elétrons, o potencial sentido é, essencialmente, aquele devido ao núcleo de carga
Z blindado por Z − 1 elétrons, comportando-se assim aproximadamente como um átomo de
hidrogênio, cuja energia de ligação é

En = −
Ry

n2 ,

onde Ry = 13, 60569251(69) eV [61] é a constante de Rydberg. Para fins de comparação, nos
átomos de Rydberg alcalinos, a energia será

Enl = −
R′y

n− δl
= −

R′y
n∗2

,

sendo R′y a constante de Rydberg considerando a massa reduzida do elétron, n∗ = n − δl o
número quântico efetivo, e δl o defeito quântico.

Os átomos de Rydberg em que os números quânticos orbital, l, e magnético, m, são máxi-
mos (l = |m| = n− 1) são ditos estarem em “estado circular”12, decaindo apenas para o estado
menos excitado mais próximo, via transição na faixa de microondas, o que os torna potenci-
almente interessante no caso da TLA. Não obstante, distinguem-se por possuírem tempos de
vida extremamente elevados: cerca de 30ms para n = 50, em contraposição aos cerca de 10−8s
de um átomo comum [58].

Normalmente, os átomos de Rydberg são produzidos em um feixe atômico ou célula de
vapor. Estados circulares são obtidos por meio de um processo denominado “circularização”,
não sendo possível obtê-los diretamente por excitação via laser. As técnicas comumente em-
pregadas são as de “campo cruzado” [62], de “passagem adiabática rápida” (ARP) [59], ou
variantes destas [63].

Cavidades supercondutoras

Tipicamente, as cavidades utilizadas em experimentos de eletrodinâmica quântica são res-
sonadores ópticos abertos de Fabry-Perot, constituídas de dois espelhos esféricos de nióbio
altamente polidos e dispostos frontalmente, um em relação ao outro, separados por alguns
milímetros. O tempo de vida médio nessas cavidades é de 1 a 130 ms para o fóton [64] (muito
superior ao tempo de interação átomo-cavidade, da ordem de alguns µs). Para obter estes
valores, é comum que o espaço aberto entre os espelhos da cavidade óptica seja circundado
com um anel de alumínio, de modo que este retorne os fótons espalhados (em decorrência
de imperfeições nas superfícies dos espelhos) novamente ao modo, por meio de sua reflexão,
incrementando assim o tempo de vida em aproximadamente uma ordem de magnitude [65].

Os espelhos da cavidade são resfriados a temperaturas inferiores a 1 K, visando à supres-
são de fótons térmicos, tornando a cavidade supercondutora e aumentando a sua refletividade.
Nessas condições, quando em equilíbrio, o modo de cavidade contém cerca de 0,6 fótons térmi-
cos, os quais podem ser removidos no início de cada experimento enviando-se alguns pulsos
de átomos, preparados no estado fundamental, a fim de que possam absorvê-los [66].

12A terminologia refere-se ao fato de que no limite clássico tais estados descrevem um elétron em uma órbita
circular. [59]



2.1. Modelo de Jaynes-Cummings 27

Zonas de Ramsey

As zonas de Ramsey são cavidades de microondas de baixo fator de qualidade (Q ∼ 103),
dispostas separadamente, onde são injetados campos clássicos [67]. Tais cavidades contem um
número médio de fótons da ordem da unidade e são mantidas a temperaturas inferiores a
1 K [68]. O método designado por “interferometria de Ramsey” ou “método das franjas de
Ramsey” é extensamente aplicado, por exemplo, à precisa determinação de frequência de reló-
gios atômicos, e consiste tão somente em promover a interação dos átomos com estes campos.
Supondo que um certo átomo de dois níveis seja preparado no estado |ψ〉 = |e〉, e tanto a
velocidade atômica quanto a intensidade do campo sejam ajustadas de modo a promover um
pulso de π/2, tem-se que, ao atravessar a primeira zona de Ramsey, o estado se modifica de
acordo com

|ψ〉 = |e〉+ |g〉√
2

.

Já na segunda zona de Ramsey, procede que

|ψ〉 = |g〉 − |e〉√
2

.

Assim, entre os dois interferômetros, o átomo evolui livremente, estando o estado sujeito à
aquisição de uma fase condicionada ao tempo de voo. Genericamente, no instante imediato à
entrada na segunda zona de Ramsey, o estado atômico tem a forma

|ψ〉 = eiθ |e〉+ |g〉√
2

e, após tê-lo feito,

|ψ〉 = eiθ/2
[

cos
(

θ

2

)
|e〉+ i sin

(
θ

2

)
|g〉
]

.

Consequentemente, a probabilidade de detecção do átomo após a segunda zona nos estados
|e〉 ou |g〉 depende da defasagem θ contraída. A inclusão de uma cavidade com campo quân-
tico entre as duas zonas de Ramsey fará com que padrões distintos de interferência sejam
produzidos, a depender do “caminho” quântico assumido pelo átomo. [69]

Detectores seletivos

São empregados na medição do estado atômico. Constituem-se de duas placas metálicas
onde se aplica um campo elétrico destinado à ionização do átomo. No caso em que apenas
dois estados atômicos são possíveis (excitado ou fundamental), são utilizados dois detectores
D1 e D2. A D1 é aplicado um campo elétrico que permite a ionização do átomo quando este
se encontrar no estado excitado, sendo, entretanto, insuficiente para ionizá-lo caso esteja no
estado fundamental. Arranjado em sequência, encontra-se o segundo detector, D2, em que
um campo elétrico mais intenso, capaz de promover a ionização do átomo que se encontre no
estado fundamental, é aplicado.
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Figura 2.1: Representação esquemática do arranjo utilizado no experimento de Paris. Inici-
almente, os átomos saem do forno e são submetidos a um seletor de velocidades e excitação
via laser. Em seguida, atravessam, sucessivamente, a primeira zona de Ramsey (R1), o resso-
nador óptico (C) e a segunda zona de Ramsey (R2). As fontes S e S′ realizam a injeção dos
campos nas cavidades. Ao final do processo, os átomos passam pelos detectores iônicos D1
e D2. Todos os elementos encontram-se fixados a uma placa mantida a uma temperatura de
aproximadamente 0, 6 K, no interior de um criostato.

2.2 Termos Adicionais

2.2.1 Limite Dispersivo

O limite dispersivo é uma variação da dinâmica do modelo de Jaynes-Cummings onde a
dessintonia, δ := ω0−ω, é grande o suficiente para impedir que aconteçam transições atômicas
diretas [70]. Neste regime, o efeito da interação entre átomo e campo consiste de deslocar os
níveis de energia do hamiltoniano livre (2.104), mantendo constantes os autoestados [68]. Em
suma [71],

γ1 � |ω0 −ω| � ω0 + ω, (2.110)

em que a primeira desigualdade diz respeito ao limite dispersivo, enquanto a segunda foi
usada na obtenção do modelo de Jaynes-Cummings na RWA.

Considere
Ĥ = Ĥ0 + V (2.111)
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com H0 dado pela Eq. (2.104) e

V := h̄γ1

(
âσ̂+ + â†σ̂−

)
. (2.112)

Seguindo [70], valendo-se novamente da representação de interação (RI),

ĤI(t) := h̄γ1

(
âσ̂+eiδ(t−t0) + â†σ̂−e−iδ(t−t0)

)
, (2.113)

sendo o operador de evolução temporal Û0(t, t0) definido tal como na Eq. (2.108). O vetor de
estado na RI é da forma

|ψI(t)〉 = U †
0 (t, t0) |ψS(t)〉 , (2.114)

onde |ψS(t)〉 é o vetor de estado na representação de Schrödinger (RS). A equação de Schrö-
dinger dependente do tempo é escrita então como

ih̄
d
dt
|ψI(t)〉 = ĤI(t) |ψI(t)〉 , (2.115)

cuja solução formal é [72]

|ψI(t)〉 = T̂ e−
i
h̄
∫ t

t0
dt′ ĤI(t′) |ψI(t0)〉 , (2.116)

onde T̂ é o operador de ordenamento temporal.
Procedendo com a expansão perturbativa, em primeira ordem, temos

− i
h̄

∫ t

t0

dt′ĤI(t′) = −
γ1

δ

[
âσ̂+

(
eiδt − 1

)
− â†σ̂−

(
e−iδt − 1

)]
, (2.117)

fazendo t0 = 0. Da mesma forma, para a segunda ordem,

− 1
2h̄2 T̂

[∫ t

0
dt′
∫ t

0
dt′′ĤI(t′)ĤI(t′′)

]
=−

γ2
1

iδ

{[
â† â |g〉 〈g| (1− e−iδt) + ââ† |e〉 〈e| (1− eiδt)

]
t+

+
∫ t

0
dt′
[
(âσ̂+)

2
(

ei2δt′ − eiδt′
)
+
(

â†σ̂−
)2 (

e−iδt′ − e−i2δt′
)]}

.

(2.118)

Verifica-se que cada ordem introduz, a partir da integração, uma potência γ1/δ, fazendo com
que os termos de ordem mais alta se tornem cada vez menos significativos no regime de
grande dessintonia. Truncando a série na segunda ordem,

T̂ e−
i
h̄
∫ t

t0
dt′ ĤI(t′) ≈ 1− γ1

δ

[
âσ̂+

(
eiδt − 1

)
− â†σ̂−

(
e−iδt − 1

)]
−

iγ2
1t

δ

[
âσ̂+, â†σ̂−

]
(2.119)

Restringindo a condição (2.110) ao caso em que 〈âσ̂+〉 ≈
√

ââ† |e〉 〈e| e∣∣∣∣γ1

√
ââ† |e〉 〈e|

∣∣∣∣� δ,

i.e., a média de excitações do sistema não seja grande,〈γ1

δ

[
âσ̂+

(
eiδt − 1

)
− â†σ̂−

(
e−iδt − 1

)] 〉
= 0, (2.120)

e o hamiltoniano efetivo na interação dispersiva é da forma

Ĥe f :=
h̄γ2

1
δ

[
âσ̂+, â†σ̂−

]
= h̄γ2

(
|e〉 〈e|+ â† âσ̂z

)
, (2.121)

onde γ2 := γ2
1/δ.
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2.2.2 Meio Kerr

A invenção do laser, em 1960, possibilitou grandes avanços na compreensão da estrutura
da matéria e dos mais variados fenômenos físicos, estabelecendo um terreno fértil para o sur-
gimento de diversas linhas de pesquisa. Dentre estas, a óptica não linear (ONL), que trata
essencialmente do estudo de fenômenos procedentes da modificação de propriedades ópticas
de sistemas materiais quando na presença de luz suficientemente intensa para promovê-las.
Com efeito, o marco inicial da pesquisa em ONL é assumido como sendo a descoberta da
geração do segundo harmônico, por Franken e colaboradores, em 1961 [73].

O termo “efeito Kerr” é usado para designar situações em que o índice de refração, expe-
rimentado por um feixe luminoso em propagação, é modificado pelo próprio campo elétrico.
Distinguem-se dois contextos: quando um campo elétrico estático é utilizado na alteração do
índice ao longo do modulador, este é denominado efeito Kerr DC; em contrapartida, se o feixe
óptico propagando-se a certa frequência e intensidade modifica o índice de refração, quer em
seu próprio comprimento de onda, quer em outro, designa-se por efeito Kerr óptico13 (ou AC)
[74]. De modo aproximado, tais situações são descritas a partir da expansão do vetor de pola-
rização em uma série de potências do campo elétrico, onde←→χ (1) é a susceptibilidade linear e
←→χ (2),←→χ (3), ...,←→χ (n) correspondem ao grau de não linearidade da resposta do meio material
ao campo aplicado [75]. Assim, considere a polarização

P := ε0
←→χ (1) : E + ε0

←→χ (2) : EE + ε0
←→χ (3) : EEE + ε0

←→χ (4) : EEEE + . . . , (2.122)

onde explicita-se a natureza tensorial da susceptibilidade de um meio anisotrópico, comu-
mente observada em vários tipos de cristais14. A i-ésima componente da polarização pode ser
escrita como

Pi = ε0

3

∑
j=1

χ
(1)
ij Ej + ε0

3

∑
j=1

3

∑
k=1

χ
(2)
ijk EjEk + ε0

3

∑
j=1

3

∑
k=1

3

∑
l=1

χ
(3)
ijklEjEkEl + . . . (2.123)

com o índice fixo i = 1, 2, 3.
A depender do processo não linear de interesse, a expressão de (2.122) poderá ser consi-

deravelmente simplificada. Ainda que os processos associados à susceptibilidade de segunda
ordem sejam os mais intensos, estes encontram-se restritos a uma classe muito específica de
materiais: os que exibem simetria de inversão [75]. Na ausência dessa simetria, χ(2n) = 0.
Desse modo, em materiais que exibem efeito Kerr não negligenciável, χ(3) é o termo de maior
relevância.

Supondo um campo externo incidente

E ≡ E0 cos(ωt), (2.124)

a polarização em um meio isotrópico é, aproximadamente,

P ≈
(

χ(1) +
3
4

χ(3)|E0|2
)

E0 cos(ωt) =: (χL + χNL) E0 cos(ωt), (2.125)

Distinguindo-se, assim, a susceptibilidade total em duas contribuições. Os termos com n > 3
e χ(2) foram desprezados, este último em razão da simetria de inversão do efeito Kerr. [77]

13Mais especificamente, se a modificação do índice de refração se dá no próprio comprimento de onda do feixe
em propagação, este fenômeno é conhecido como “automodulação de fase” (SPM). Por outro lado, a modificação do
índice em outro comprimento de onda é também chamada “modulação de fase cruzada” (XPM).

14Como hipótese simplificadora, é assumido que χ ≈ χ(E). A fraca dependência do campo na susceptibilidade é
válida sobretudo em meios aproximadamente diáfanos. [76]
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fornece uma “receita” para a determinação do prefator da polarização induzida em fenôme-
nos não lineares típicos, de acordo com a ordem da susceptibilidade e das possibilidades de
permutações distintas entre as frequências envolvidas15.

Dado que

n ≡
√

1 + χ ≈ n0

[
1 +

1
n2

0

(
3χ(3)

4

)]
, (2.126)

é o índice de refração, e

n0 :=
√

1 + χ(1), (2.127)

o índice de refração linear, expandindo em termos da série de Taylor na condição de que

χ(3)|E0|2 � n0, (2.128)

o índice passa, então, a depender da intensidade I:

n = n0 + n2 I, (2.129)

Ao incidir uma luz ordinária sobre um material transparente, por exemplo, a intensidade
do campo de radiação é muito inferior àquela apresentada pelo campo interatômico, de modo
que a incidência luminosa opera uma fraca perturbação sobre as cargas do meio, as quais res-
pondem aproximadamente como osciladores harmônicos. Neste cenário, a polarização indu-
zida, P, responde linearmente ao campo elétrico aplicado. Contudo, ao se incidir um potente
feixe luminoso (como são os lasers) neste mesmo material, a intensidade do campo de radiação
faz-se comparável à do campo interatômico, de modo tal que as cargas do meio respondem
anarmonicamente, resultando na indução de uma polarização não linear em função da ampli-
tude do campo e, por conseguinte, mudanças no padrão de propagação das ondas no meio.
Conforme descrito em [78], o oscilador quártico

Hq :=
p2

2m
+

1
2

kr2 + λ̃
m
k

(
p2

2m
+

1
2

kr2
)2

, (2.130)

é uma boa aproximação para o campo eletromagnético em um meio Kerr [79], onde, no ha-
miltoniano clássico (2.130): ω é a frequência natural do oscilador; r, a posição da partícula; p,
o momento; e λ̃, o parâmetro de não linearidade. Em um procedimento análogo ao realizado
na seç. 2.1, podemos obter a versão quantizada da Eq. (2.130) para um único modo de campo:

Ĥq := h̄ω̃â† â + h̄λ(â†)2 â2 (2.131)

= h̄ωâ† â + h̄λ(â† â)2, (2.132)

onde utilizou-se de
[
â, â†] = 1, com ω ≡ ω̃ − λh̄. O parâmetro de anarmonicidade λ é real e

proporcional à susceptibilidade não linear de terceira ordem do campo elétrico, de modo que
o índice de refração do meio é dependente da intensidade de incidência do feixe de luz [80].

Há alguns anos, as aplicações práticas do efeito Kerr eletro-óptico em dispositivos fotôni-
cos como moduladores ópto-elétricos [81, 73], lentes de travamento de modos (autofocalização)

15Sucintamente, seja o prefator K(−ωσ ; ω1, ..., ωn) ≡ 2v+$−ςΘ, −ωσ ≡ ∑n
i=1 ωi , onde

Θ é o número de permutações distintas das n frequências do sistema;
ς é a ordem da não linearidade;
$ é o número de frequências angulares ωk nulas;
v = 1 se ωσ 6= 0, e nulo, cc.
Para o efeito Kerr óptico, K(−ω; ω,−ω, ω) = 3/4



32 CAPÍTULO 2. MODELO

[82] e lasers de pulso ultracurtos [83] era restringida, sobretudo, em razão dos índices de re-
fração não lineares demasiadamente pequenos apresentados pelos materiais. Todavia, com os
avanços tecnológicos da última década, tem-se realizado os chamados “efeitos eletro-ópticos
gigantes” [84, 85, 86]. Em um dos primeiros trabalhos nesta linha, Mohaprata et al. [87]
demonstraram, empregando estados escuros polarizáveis, a ocorrência de elevada não lineari-
dade Kerr em meios de estado escuro. Posteriormente, Zhang et al. [88] mostraram que poucas
camadas de grafeno, quando submetidas a forte iluminação laser, exibem um aumento em sua
transmitância, bem como um deslocamento de fase não linear, em um experimento onde se
observou um enorme índice de refração não linear neste material16 (n ≈ 10−7 cm2/W), suge-
rindo sua potencial aplicabilidade na fotônica não linear. Métodos mais recentes, destinados a
promover a amplificação de pulsos laser ultracurtos por meio do fenômeno de “instabilidade
Kerr” [89], conseguem não linearidades 100 vezes mais fortes usando grafeno ou vidros de
calcogênios [90].

16Água: n ≈ 4.1 · 10−16 cm2/W
Cristais de Germânio: n ≈ 9.9 · 10−14 cm2/W
Nanopartícula de CS 3-68 (vidro): n ≈ 2.3 · 10−10 cm2/W



Capítulo 3

Igualdade de Jarzynski

Conforme enunciado por Crooks [30], há, atualmente, poucas relações conhecidas no campo
da dinâmica estatística que são válidas na descrição de sistemas operando arbitrariamente fora
da condição de equilíbrio. Dentre elas, a igualdade de Jarzynski (IJ) [28] apresenta-se como
uma das mais recentes descobertas, no âmbito de formulações genéricas em física estatística,
e permite relacionar a diferença de energia livre de Helmholtz entre duas configurações de
equilíbrio de um dado sistema às medidas da quantidade de trabalho fora do equilíbrio de um
ensemble despendida na alteração do estado, assumindo-se um tempo finito para tal realiza-
ção. A IJ é matematicamente expressa por

〈e−βW〉 = e−β∆A, (3.1)

onde β := 1/(kBT) é o beta termodinâmico, kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura
do banho térmico ao qual o sistema se encontra acoplado, e 〈 · 〉 denota a média sobre um
ensemble estatístico de realizações de um mesmo processo termodinâmico. A transformação
que conduz o sistema de seu estado inicial ao final deve ser do tipo isotérmica, de modo que a
variação da energia livre de Helmholtz encontre-se diretamente relacionada ao trabalho total
realizado sobre o sistema.

Com efeito, dada a eq. (3.1), é possível obter a segunda lei da termodinâmica partindo do
teorema da desigualdade de Jensen para funções convexas [91].

Teorema. Seja ϕ : (a, b) → R uma função duas vezes diferenciável que verifique ϕ̈ ≥ 0 em todo o
intervalo. Se x1, x2, ...xn ∈ (a, b) e φ1, φ2, ..., φn são números reais positivos tais que ∑n

i=1 φi = 1, então

ϕ

(
n

∑
i=1

φixi

)
≤

n

∑
i=1

φi ϕ(xi) (3.2)

Assim,
e−β〈W〉 ≤ 〈e−βW〉. (3.3)

Substituindo (3.1) em (3.3), produz-se

〈W〉 ≥ ∆A, (3.4)

que é, propriamente, a segunda lei expressa em termos da energia livre, com sua natureza es-
tatística evidenciada. Todavia, o emprego da eq. (3.4) como um método para a determinação
da energia livre do sistema em função do trabalho por ele realizado é um tanto limitado: ou

33
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lida-se com processos reversíveis, conservando, assim, a igualdade (neste caso, para um dado
sistema, apenas um processo conectando seus estados inicial e final atenderia à condição); ou
obtém-se, tão somente, um limite superior para o valor de ∆A. A eq. (3.1), por sua vez, prevê a
utilização da parcela irreversível do trabalho para o cálculo da energia livre, de modo a tornar
viável realizações que extrapolem as, até então, restritivas condições de equilíbrio pertinentes
aos estados, originando, pois, uma “física estatística de processos” [92].

Nesse contexto, a IJ se mostra uma ferramenta valiosa do ponto de vista teórico, parti-
cularmente útil na compreensão da dinâmica microscópica e de propriedades de flutuação
correlatas a sistemas físicos fora do equilíbrio que possam ser descritos em termos da mecâ-
nica clássica [31, 93, 94, 95], além de refletir em virtuais aplicações nos domínios experimental
[40, 96, 97] e computacional [98, 99].

3.1 Demonstração

Classicamente, a validade da IJ já foi provada pelo próprio Jarzynski [27, 28]. Neste caso, é
assumido que o hamiltoniano do sistema dependa explicitamente de um certo parâmetro de
controle λ(t). Em t = t0, λ(t0) = λA é constante, enquanto decorre o seu contato com o
reservatório térmico (termalização), a temperatura T. No intervalo ] t0, t f ], procede-se com o
desacoplamento entre o sistema e o reservatório, sendo o valor de controle, então, modificado
de acordo com certo protocolo1 λ(t). Em t = t f , espera-se que o trabalho tenha sido totalmente
executado e, consequentemente, λ(t f ) = λB.

Seja ~ς := (~q,~p) um ponto no espaço de fase clássico do sistema e H(~ς, λ) o hamiltoniano.
O estado inicial, em equilíbrio, pode ser preparado fixando λ(t0) = λA e T, por meio do reser-
vatório. A densidade inicial do espaço de fase ρ(~ς, t) é fornecida de acordo com a distribuição
térmica

ρ(~ς, t0) :=
e−βH(~ς,λA)

Z(t0)
, (3.5)

onde
Z(t0) :=

∫
d~ςe−βH(~ς,λA) (3.6)

é a função de partição em t = t0.
O determinismo na evolução temporal do sistema implica na impossibilidade do cruza-

mento de trajetórias no espaço de fase, de modo que é possível definir de modo unívoco uma
função de trabalho acumulado tal que

WA→B(~ς, t) := H(~ς, λ(t))− H(~ς, λA), (3.7)

valendo, no curso do protocolo, a dinâmica Liouvilliana:

∂ρ

∂t
= −{ρ, H(~ς, λ(t))}P . (3.8)

(3.7) é, claramente, a variação da energia interna; todavia, estando o sistema termicamente
isolado, este termo pode ser identificado como o trabalho realizado, via primeira lei da termo-
dinâmica. Assim, a média no ensemble 〈e−βWA→B〉 é obtida a partir de

〈e−βWA→B〉 =
∫

d~ςρ(~ς, t f )e−βH(~ς,λB) (3.9)

1Do qual a igualdade independe, requerendo-se apenas que sempre se utilize do mesmo protocolo para todo o
ensemble.
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Do teorema de Liouville, a função densidade de probabilidade no espaço de fase é constante
ao longo de qualquer trajetória (analogamente ao fluxo de um fluido incompressível), por
conseguinte, ρ(~ς, t) = ρ(~ς, t0) e

ρ(~ς, t)e−βWA→B(~ς,t) =
e−βH(~ς,λ(t))

Z(t0)
. (3.10)

Substituindo o resultado (3.10) na Eq. (3.9),

〈e−βWA→B〉 =
∫

d~ςρ(~ς, t f )e−βH(~ς,λB) =
Z(t f )

Z(t0)
. (3.11)

Seguindo [100], sugere-se, por argumentos heurísticos, que a conexão entre o ensemble
canônico e a termodinâmica corresponda a

A = A(T, V, N)→ − 1
β

ln Z(T, V, N), (3.12)

onde A é a energia livre de Helmholtz, T, a temperatura, V, o volume, N, o número de
partículas, e Z = ∑j e−βEj , a função de partição para os j estados microscópicos do sistema.
Mais precisamente, a conexão pode ser definida por meio do limite

− βa(T, v) = lim
V,N→∞; V

N

1
N

ln Z(T, V, N). (3.13)

Desta forma, a diferença de energia livre, ∆A, será fornecida por

∆A := − 1
β

ln

(
Z(t f ; λB)

Z(t0; λA)

)
. (3.14)

De modo que a Eq. (3.11) pode ser reescrita na forma

〈e−βWA→B〉 = e−β∆A. (3.15)

A extensão deste resultado para a mecânica quântica é direto, q.v. [101, 50, 102].

3.2 Realizações experimentais

Os primeiros métodos experimentais destinados à verificação das previsões teóricas acerca
dos teoremas de flutuação surgiram por volta de 20 anos atrás, quando foram desenvolvidas
novas ferramentas e técnicas de manipulação de microssistemas que permitiram o acesso às
suas flutuações de energia longe da condição de equilíbrio. Os resultados obtidos, tanto no
âmbito teórico quanto experimental, têm culminado em contribuições significativas na com-
preensão de fenômenos no campo da termodinâmica de não equilíbrio [103].

Dentre os principais trabalhos experimentais nesta área encontra-se o estudo conduzido por
Ciliberto e Laroche sobre a convecção de Rayleigh-Bénard [104], onde, em 1998, verificou-se o,
até então teórico, teorema de Gallavotti-Cohen. Mais tarde, Wang e colaboradores confirma-
ram o teorema de flutuação transiente de Evans et al. [32], que, à época, contava com algumas
demonstrações computacionais [105, 106, 107]. Neste trabalho, mediu-se a influência de molé-
culas de água sobre o movimento de diminutas esferas de latex aprisionadas em armadilhas



36 CAPÍTULO 3. IGUALDADE DE JARZYNSKI

ópticas. Eles concluíram que ao longo de períodos de tempo inferiores a dois segundos, va-
riações na movimentação térmica errática das moléculas de água ocasionalmente promoviam
pequenos impulsos sobre as esferas de latex individualmente computadas, do que resultavam
curtos - ainda que significativos, dadas as dimensões do sistema - aumentos na energia cinética
das mesmas, numa aparente violação da segunda lei da termodinâmica [108] para pequenas
escalas de tempo, onde o “consumo” de entropia suplantava a sua produção. Carberry e co-
laboradores conduziram dois experimentos de validação dos teoremas de flutuação de Evans
e de Crooks, ambos empregando partículas coloidais localizadas em armadilhas ópticas sus-
pensas em fluidos: no primeiro deles [109], um fluido viscoso; no segundo [110], um fluido
viscoelástico.

Os biofísicos G. Hummer e A. Szabo propuseram uma metodologia de reconstrução ri-
gorosa das superfícies de energia livre a partir de repetidas medidas de tracionamento re-
alizadas em moléculas individuais [37] utilizando técnicas de microscopia de força atômica
(AFM) [111, 112, 113], pinças ópticas [114, 115], ou esferas magnéticas [116], com base na IJ.
Tal procedimento foi executado em laboratório por Liphardt at al. [40] pouco tempo depois.
Um esquemático do arranjo utilizado é mostrado na Fig. 3.1. No experimento em questão,
foi efetuado o desdobramento mecânico de moléculas individuais de RNA P5abc, as quais se
mostraram particularmente interessantes à proposta, dado que ambos os regimes de interesse
são experimentalmente acessíveis: o P5abc desdobra-se reversivelmente quando esticado len-
tamente (2-5 pN/s) e irreversivelmente, quando mais rapidamente (34-52 pN/s). No regime
lento, a diferença no trabalho médio computado entre as trajetórias direta e reversa mostrou
que as mesmas eram praticamente coincidentes. Por outro, executando o procedimento no
regime mais rápido, a força média demandada no desdobramento aumentou, enquanto a de
dobramento diminuiu, refletindo assim um comportamento histerético do ciclo dobramento-
desdobramento e, por conseguinte, uma dissipação de trabalho. Aplicando a IJ, o grupo
conseguiu reconstruir o perfil de energia livre a partir de repetidas medições obteve o valor
da energia livre a partir da condição fora de equilíbrio. Além disso, verificaram algumas li-
mitações inerentemente práticas da igualdade (de modo geral, por exemplo, quanto maior o
trabalho dissipado, maior deve ser o número de repetições do experimento a fim de obter a
convergência para o valor esperado da diferença de energia livre).

Em regime quântico, os resultados experimentais em teoremas de flutuação ainda são inci-
pientes. An [97] atenta para o fato de que durante décadas as medições do trabalho e de sua
distribuição em sistemas quânticos tem se mantido apenas como experimento mental, o que,
em parte, justifica os testes diretos da IJ, e.g., não terem obtido resultados expressivos. Grande
parte dos trabalhos nesse campo são baseados em medidas projetivas do estado. Algumas
aplicações propõe o uso das relação de não equilíbrio do trabalho na detecção de emaranha-
mento [117] e na otimização combinatória utilizando mecanismos de termalização quântica
[118].
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Figura 3.1: Esquema do arranjo experimental utilizado por Liphardt. Uma molécula individual
de RNA é presa a duas micro-esferas de poliestireno (da ordem de 2 a 3 µm) por meio de
estruturas híbridas de DNA/RNA, as quais operam como tracionadores. As extremidades
dessas estruturas são quimicamente modificadas (adicionando-se biotina e digoxigenina) de
modo a se conectarem fortemente às esferas (revestidas de estreptavidina e anti-digoxigenina):
uma delas opticamente armadilhada e mantida fixa em um laser, a partir do qual se extraem
informações relativas à força exercida; a outra, acoplada a um atuador piezoelétrico por meio
da ponta de uma micropipeta. Os experimentos foram conduzidos a uma temperatura de 298
a 301 K.



Capítulo 4

Limite Clássico

A verificação das condições de validade da igualdade de Jarzynski para o sistema será divi-
dida em duas etapas: uma referente ao cálculo da energia livre de Helmholtz, outra destinada
à determinação da média exponencial do trabalho necessário para a alteração da configuração,
empregando-se uma abordagem por operador de trabalho [119].

4.1 Modelo Não Linear de Interação Radiação-Matéria

Seja o hamiltoniano

Ĥ ≡ h̄ωâ† â +
1
2

h̄ω0σ̂z + h̄γ1(â†σ̂− + âσ̂+) + h̄2γ2 â† âσ̂z + h̄2λ(â† â)2, (4.1)

onde γ1 (parâmetro de acoplamento átomo-campo), γ2 (termo de ponderação da interação
“elástica” entre átomo-campo) e λ (termo de ponderação da não linearidade) são constantes
reais. Tendo em vista que o hamiltoniano Ĥ preserva o número total de excitações (equivalen-
temente, tem-se a sua comutação com o operador número), é possível determinar seus demais
estados e observáveis a partir da equação de autovalores e autovetores,

Ĥ
∣∣E±n 〉 = E±n

∣∣E±n 〉 , (4.2)

com

Ĥ = |g, 0〉 hgg
00 〈g, 0|+

+ |e, 0〉 hee
00 〈e, 0|+ |e0〉 heg

01 〈g, 1|+ |g, 1〉 hge
10 〈e, 0|+ |g, 1〉 hgg

11 〈g, 1|+
+ |e, 1〉 hee

11 〈e, 1|+ |e1〉 heg
12 〈g, 2|+ |g, 2〉 hge

21 〈e, 1|+ |g, 2〉 hgg
22 〈g, 2|+

+ |e, 2〉 hee
22 〈e, 2|+ |e2〉 heg

23 〈g, 3|+ |g, 3〉 hge
32 〈e, 2|+ |g, 3〉 hgg

33 〈g, 3|+
+ |e, 3〉 hee

33 〈e, 3|+ |e3〉 heg
34 〈g, 4|+ |g, 4〉 hge

43 〈e, 3|+ |g, 4〉 hgg
44 〈g, 4|+

+ ...,

(4.3)

onde hσς
αβ := 〈σ, α| Ĥ |ς, β〉, com α, β = {n}∞

0 , n ∈ N, e σ, ς = {e, g}, denota um elemento
matricial. A expressão acima pode ser condensada como

Ĥ = − h̄ω0

2
|g, 0〉 〈g, 0|+ ∑

n
ĥn, (4.4)

38
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para

ĥn :=
(

hee
n heg

n
hge

n hgg
n

)
, (4.5)

onde, dada a univocidade na correspondência entre os pares e→ n e g→ n + 1 (à exceção do
elemento hgg

00 , escrito separadamente), optou-se pela notação simplificada:

hee
n := he,e

n,n = (h̄ω + γ2h̄2)n +
1
2

h̄ω0 + h̄2λn2, (4.6)

hgg
n := hg,g

n+1,n+1 = (h̄ω− γ2h̄2)(n + 1)− 1
2

h̄ω0 + h̄2λ(n + 1)2, (4.7)

heg
n := he,g

n,n+1 = hg,e
n+1,n = γ1h̄

√
n + 1, (4.8)

As autoenergias são da forma

E±n :=
hee

n + hgg
n ±

√(
hgg

n − hee
n

)2
+
(

4heg
n

)2

2
, (4.9)

com autoestados vestidos ∣∣E+
n
〉

:= cos θn |e, n〉+ sin θn |g, n + 1〉 (4.10)∣∣E−n 〉 := − sin θn |e, n〉+ cos θn |g, n + 1〉 , (4.11)

e

θn :=
1
2

arctan

[
2γ1
√

n + 1
δ + h̄ (γ2 − λ) (2n + 1)

]
. (4.12)

4.2 Variação da Energia Livre de Helmholtz, ∆A

Seja Ĥ(t0; λA) o hamiltoniano apresentado em (4.1) no estado inicial de equilíbrio, com o
parâmetro correlato à não linearidade λ(t = t0) = λA, e Ĥ(t f ; λB), o mesmo hamiltoniano, em
seu estado de final, com λ(t = t f ) = λB, {λ ∈ R|λ 6= 0}. Em mecânica quântica, a função de
partição é definida como o traço sobre o espaço de estados:

Z ≡ tr
{

e−βĤ
}

. (4.13)

Na base dos autoestados de energia de Ĥ,

Z = e−βEgg
0 + ∑

n

(
e−βE+

n + e−βE−n
)

= e−βEgg
0 + 2 ∑

n
e−β

hee
n +hgg

n
2 cosh

 β

√
(hee

n − hgg
n )2 + 4

(
heg

n

)2

2

 .
(4.14)
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Denotando pelo subscrito (λA) e (λB) os estados de equilíbrio inicial e final do hamiltoni-
ano, a energia livre de Helmholtz para o sistema é

∆A = − 1
β

ln


e−βEgg

0 + 2 ∑n e−β
hee

n(λB)
+hgg

n(λB)
2 cosh

(
βζn(λB)

2

)
e−βEgg

0 + 2 ∑n e−β
hee

n(λA)
+hgg

n(λA)
2 cosh

(
βζn(λA)

2

)
 . (4.15)

onde

ζn(λA(B))
=

√[
hee

n(λA(B))
− hgg

n(λA(B))

]2
+ 4

(
heg

n

)2
(4.16)

o termo do lado direito da IJ tem a forma

e−β∆A =

e−βEgg
0 + 2 ∑n e−β

hee
n(λB)

+hgg
n(λB)

2 cosh
(

βζn(λB)

2

)
e−βEgg

0 + 2 ∑n e−β
hee

n(λA)
+hgg

n(λA)
2 cosh

(
βζn(λA)

2

) (4.17)

4.3 Operador Trabalho, ŴA→B

Para o cálculo da média exponencial do trabalho será definido, inicialmente, um operador
hermitiano na representação de Heisenberg da forma

ŴA→B := Û †(t, t0)Ĥ(t)Û (t, t0)− Ĥ(t0), (4.18)

onde Û (t, t0) é o operador de evolução temporal e Û †(t, t0), o seu conjugado hermitiano.
Conforme argumentado em [119], a definição (4.18) é razoável, uma vez que a energia de um
sistema, na mecânica quântica, encontra-se diretamente relacionada ao hamiltoniano.

Para tanto, o termo do lado esquerdo da IJ nesta representação é obtido fazendo

〈e−βŴA→B〉 = tr
{

e−β(Û †(t f ,t0)Ĥ(t)Û (t f ,t0)−Ĥ(t0))ρ̂(t0)
}

, (4.19)

onde ρ̂(t0) corresponde ao operador de estados do sistema em t = t0.
As representações de Schrödinger e de Heisenberg são casos particulares de uma repre-

sentação mais geral, a representação de Dirac (ou de interação), que se mostra adequada à
solução de (4.19). Neste sentido, o Hamiltoniano do sistema, eq. (4.1), será reescrito como a
soma de duas componentes: uma completamente independente do tempo, outra com depen-
dência temporal explícita. Assim,

Ĥ(t) ≡ Ĥ0 + V̂(t), (4.20)

sendo
Ĥ0 := h̄ωâ† â +

1
2

h̄ω0σ̂z + γ1h̄(â†σ̂− + âσ̂+) + γ2h̄2 â† âσ̂z (4.21)

V̂(t) ≡ h̄2λ(t)(â† â)2 (4.22)

Resolvendo a equação de Schrödinger para o operador de evolução temporal no caso de Ĥ0,
obtém-se

Û0(t, t0) ≡ e−iĤ0(t−t0)/h̄ (4.23)
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Além disso,
ÛI(t, t0) ≡ Û †

0 (t, t0)Û (t, t0). (4.24)

Se V̂(t) = 0, Û0(t, t0) = Û (t, t0) e, por conseguinte, ÛI(t, t0) = 1̂, de modo que é obtida a
representação de Heisenberg. Por outro lado, tomando Ĥ0 = 0, ĤI(t) = Ĥ(t), culminando em
Û0(t, t0) = 1̂ e Û (t, t0) = Û (t, t0), que é, propriamente, a representação de Schrödinger [120].

Será estudado o caso geral, em que [Ĥ(t), Ĥ(t′)] 6= 0. Para tanto, a solução formal da
evolução temporal do sistema conduz à chamada série de Dyson1:

Û (t, t0) = 1̂+
∞

∑
m=1

(
− i

h̄

)m ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnĤ(t1)Ĥ(t2) · · · Ĥ(tn) (4.25)

ÛI(t, t0) é solução da equação

ih̄
∂

∂t
ÛI(t, t0) = ĤI(t)ÛI(t, t0). (4.26)

ou, na forma integral,

ÛI(t, t0) = 1− i
h̄

∫ t

t0

ĤI(t′)ÛI(t′)dt′ (4.27)

com o hamiltoniano de interação denotado por

ĤI(t) ≡ Û †
0 (t, t0)V̂(t)Û0. (4.28)

A Eq. (4.27), nesta forma, é uma série tal como apresentada em (4.25), consistindo de uma
expansão infinita do operador de evolução temporal em séries de potências de ĤI . É o ponto
de partida para a construção de soluções aproximadas do operador ÛI(t, t0) via teoria de
perturbação dependente do tempo (TPDT). ĤI(t) pode ser avaliado por meio da relação de
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH):

ĤI(t) = eiĤ0(t−t0)/h̄V̂(t)e−iĤ0(t−t0)/h̄

= V̂(t) +
i(t− t0)

h̄
[
Ĥ0, V̂(t)

]
+

[
i(t− t0)

h̄

]2 [Ĥ0,
[
Ĥ0, V̂(t)

]]
2!

+ · · ·
(4.29)

com
V(t) = h̄2λ(t)(â† â)2, (4.30)[

Ĥ0, V̂(t)
]
= γ1λ(t)h̄3

{
â† â, âσ̂+ − â†σ̂−

}
, (4.31)

[
Ĥ0,

[
Ĥ0, V̂(t)

]]
= γ1λ(t)h̄4

{
(ω0 −ω)

{
â† â, âσ̂+ + â†σ̂−

}
+

−γ1

{
2
[(

ââ† + â† â
)

σ̂+σ̂− +

(
â†2 â2 +

(
â† â
)2
)

σ̂z

]
+ â† âσ̂+σ̂−

}
+

+γ2h̄
{[

â† â, âσ̂+ + â†σ̂−
]
+ 2

{(
â† â
)2

, âσ̂+ − â†σ̂−

}}}
,

(4.32)

1Após F. J. Dyson ter desenvolvido uma expansão perturbativa desta forma no contexto da teoria quântica de
campos [121].
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[
Ĥ0,

[
Ĥ0,

[
Ĥ0, V̂(t)

]]]
= γ1λ(t)h̄5

{
(ω0 −ω)2

{
â† â, âσ̂+ − â†σ̂−

}
+

− 2γ1

[
2
((

â† â
)2

+ 1

)(
â†σ̂− − âσ̂+

)
+
(

â† â† âσ̂− − â† ââσ̂+
)]

+

+ 2γ2h̄ (ω0 −ω)

([
â† â, â

]
+ 2

{(
â† â
)2

, â
})

σ̂++

+ 2γ1γ2h̄
[((

â† â
)2
− â†2 â2

)
σ̂z +

(
ââ† − â† â

)
σ̂+σ̂−+

−
({

â† â, â†
}

â + â†
{

â† â, â
})

σ̂−σ̂+ −
({

â† â, â
}

â† + â
{

â† â, â†
})

σ̂+σ̂−+

−2 (σ̂−σ̂+)
2
(

σ̂+σ̂− + â† âσ̂z

)]
+

+ γ2h̄2
({

â† â, âσ̂+ + â†σ̂−
}
+ 4

(
â† â
)2 (

âσ̂+ − â†σ̂−
)
+

+4
{(

â† â
)2

, â† ââσ̂+ + â† ââ†σ̂−

})}
.

(4.33)

Os resultados parciais das relações de comutação podem ser consultados no Apêndice A.
Organizando os termos,

ĤI(t) ≈ h̄2λ(t)(â† â)2 + i(t− t0)γ1λ(t)h̄2
{

â† â, âσ̂+ − â†σ̂−
}
+

+
[i(t− t0)]

2 γ1λ(t)h̄2

2

{
(ω0 −ω)

{
â† â, âσ̂+ + â†σ̂−

}
+

−γ1

{
2
[(

ââ† + â† â
)

σ̂+σ̂− +

(
â†2 â2 +

(
â† â
)2
)

σ̂z

]
+ â† âσ̂+σ̂−

}
+

+γ2h̄
{[

â† â, âσ̂+ + â†σ̂−
]
+ 2

{(
â† â
)2

, âσ̂+ − â†σ̂−

}}}
+

+
[i(t− t0)]

3 γ1λ(t)h̄2

6

{
(ω0 −ω)2

{
â† â, âσ̂+ − â†σ̂−

}
+

− 2γ1

[
2
((

â† â
)2

+ 1

)(
â†σ̂− − âσ̂+

)
+
(

â† â† âσ̂− − â† ââσ̂+
)]

+

+ 2γ2h̄ (ω0 −ω)

([
â† â, â

]
+ 2

{(
â† â
)2

, â
})

σ̂++

+ 2γ1γ2h̄
[((

â† â
)2
− â†2 â2

)
σ̂z +

(
ââ† − â† â

)
σ̂+σ̂−+

−
({

â† â, â†
}

â + â†
{

â† â, â
})

σ̂−σ̂+ −
({

â† â, â
}

â† + â
{

â† â, â†
})

σ̂+σ̂−+

−2 (σ̂−σ̂+)
2
(

σ̂+σ̂− + â† âσ̂z

)]
+

+ γ2h̄2
({

â† â, âσ̂+ + â†σ̂−
}
+ 4

(
â† â
)2 (

âσ̂+ − â†σ̂−
)
+

+4
{(

â† â
)2

, â† ââσ̂+ + â† ââ†σ̂−

})}
+ · · ·

(4.34)

Fazendo
(ω0 −ω) 7→ (ω0 −ω) φ
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γ1 7→ γ1φ

γ2 7→ γ2φ,

onde φ é um parâmetro “contador” de ordens na perturbação, temos

ĤI(t) = h̄2λ(t)
{

κ̂1 + iφ(t− t0)κ̂2 − φ2
[
(t− t0)

2 κ̂3 + i (t− t0)
3 κ̂4

]}
+O

(
h̄2φ3

)
, (4.35)

com

κ̂1 := (â† â)2, (4.36)

κ̂2 := γ1

{
â† â, âσ̂+ − â†σ̂−

}
, (4.37)

κ̂3 :=
γ1

2

{
(ω0 −ω)

{
â† â, âσ̂+ + â†σ̂−

}
− γ1

{
2
[(

ââ† + â† â
)

σ̂+σ̂− +

(
â†2 â2 +

(
â† â
)2
)

σ̂z

]
+

+â† âσ̂+σ̂−
}
+ γ2h̄

{[
â† â, âσ̂+ + â†σ̂−

]
+ 2

{(
â† â
)2

, âσ̂+ − â†σ̂−

}}}
(4.38)

e

κ̂4 :=
γ1

6

{
−2γ1

[
2
((

â† â
)2

+ 1

)(
â†σ̂− − âσ̂+

)
+
(

â† â† âσ̂− − â† ââσ̂+
)]

+ (4.39)

+ γ2h̄2
({

â† â, âσ̂+ + â†σ̂−
}
+ 4

(
â† â
)2 (

âσ̂+ − â†σ̂−
)
+4
{(

â† â
)2

, â† ââσ̂+ + â† ââ†σ̂−

})}
.

Fixando os operadores κ̂ na base {|e, n〉 , |g, n + 1〉}n∈N, a exemplo do que foi feito em
(4.5)2,

κ̂jn :=

(
kee

jn keg
jn

kge
jn kgg

jn

)
, (4.40)

κ̂1:

kee
1n := n2, (4.41a) kgg

1n := (n + 1)2; (4.41b)
κ̂2:

keg
2n := −kge

2n = (2n + 1)
√

n + 1 (4.42)

κ̂3:

kee
3n := −γ2

1

(
2n2 +

3n
2

+ 1
)

(4.43a)

kgg
3n := γ2

1(n + 1)(2n + 1) (4.43b)

keg
3n := γ1

√
n + 1

{
(ω0 −ω)(2n + 1)

2
+ γ2h̄

[
−1

2
+ n2 + (n + 1)2

]}
(4.43c)

kge
3n := γ1

√
n + 1

{
(ω0 −ω)(2n + 1)

2
− γ2h̄

[
−1

2
+ n2 + (n + 1)2

]}
(4.43d)

2Os elementos omitidos são nulos.
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κ̂4:

keg
4n :=

γ1
√

n + 1
3

{
2γ1(n2 + 1) + nγ1 + γ2h̄2

[
(2n + 1)

2
+ 2n2 + 2n

[
n2 + (n + 1)2

]]}
(4.44a)

kge
4n :=

γ1
√

n + 1
3

{
−2γ1

[
(n2 + 1)2 + 1

]
− nγ1 + γ2h̄2

[
(2n + 1)

2
− 2(n + 1)2 + 2(n + 1)

[
n2 + (n + 1)2

]]}
(4.44b)

O operador de evolução temporal ÛI(t, t0) em primeira ordem é então obtido de acordo
com a Eq. (4.27),

Û (1)
I (t, t0) ≈ 1− ih̄ lim

φ→1

[
I1(t)κ̂1 + iφI2κ̂2 − φ2 (I3κ̂3 + iI4κ̂4)

]
, (4.45)

sendo

Ij(t) :=
(t− t0)

j

j

[
λA +

(λB − λA) (jt + t0)

(n + 1)t f

]
{j}4

1 , j ∈N (4.46)

para

λ(t) := λA +
t
t f
(λB − λA). (4.47)

Observe que tanto melhor será a aproximação quanto menor a diferença entre os instantes
final e inicial (t− t0).

Na determinação do operador de evolução temporal Û0(t, t0) será empregada novamente a
representação de interação sobre os termos remanescente; desta feita, porém, o procedimento
produzirá uma solução analítica exata, dado que o hamiltoniano H0 não exibe dependência
temporal explícita. Ainda, com propósitos de simplificação, será utilizado o Método de Ste-
nholm [122, 123]. Desta forma, escreve-se

Ĥ0 = Ĥ1 + Ĥ2, (4.48)

com

Ĥ1 := h̄ω

(
â† â +

1
2

σ̂z

)
, (4.49)

Ĥ2 :=
[

h̄δ

2
+ γ2h̄2 â† â

]
σz + γ1h̄

(
â†σ̂− + âσ̂+

)
. (4.50)

Na base atômica, (4.50) torna-se

Ĥ2 =

( h̄δ
2 + γ2h̄2 â† â γ1h̄â

γ1h̄â† − h̄δ
2 − γ2h̄2 â† â

)
, (4.51)

cujas potências pares produzem

Ĥ 2ν
2 =

(
ξ2ν

n̂ 0
0 ξ2ν

n̂−1

)
, (4.52)

com

ξn̂ :=

√[
h̄δ

2
+ γ2h̄2 â† â

]2
+ (γ1h̄)2 ââ† (4.53)
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ξn̂−1 :=

√[
h̄δ

2
+ γ2h̄2 â† â

]2
+ (γ1h̄)2 â† â (4.54)

ÛĤ2
(t, t0) := e−iĤ2(t−t0)/h̄, (4.55)

uma vez que [Ĥ1, Ĥ2] = 0 e Ĥ2 não depende do tempo.
Para as potências ímpares,

Ĥ 2ν+1
2 =

 ξ2ν
n̂

[
h̄δ
2 + γ2h̄2 â† â

]
γ1h̄ξ2ν

n̂ â

γ1h̄ξ2ν
n̂−1 â† −ξ2ν

n̂−1

[
h̄δ
2 + γ2h̄2 â† â

]  . (4.56)

Da fórmula de Euler,

ÛĤ2
(t, t0) = cos

[
Ĥ2(t− t0)

h̄

]
− i sin

[
Ĥ2(t− t0)

h̄

]
(4.57)

em que

cos
[
Ĥ2(t− t0)

h̄

]
=

∞

∑
ν=0

(−1)ν

(2ν)!

(
t− t0

h̄

)2ν

Ĥ 2ν
2

=
∞

∑
ν=0

(−1)ν

(2ν)!

(
t− t0

h̄

)2ν (
ξ2ν

n̂ 0
0 ξ2ν

n̂−1

)
(4.58)

e

sin
[
Ĥ2(t− t0)

h̄

]
=

∞

∑
ν=0

(−1)ν

(2ν + 1)!

(
t− t0

h̄

)2ν+1
Ĥ 2ν+1

2 (4.59)

=
1

ξn̂(ou n̂−1)

∞

∑
ν=0

(−1)ν

(2ν + 1)!

(
t− t0

h̄

)2ν+1
 ξ2ν+1

n̂

[
h̄δ
2 + γ2h̄2 â† â

]
γ1h̄ξ2ν+1

n̂ â

γ1h̄ξ2ν+1
n̂−1 â† −ξ2ν+1

n̂−1

[
h̄δ
2 + γ2h̄2 â† â

]  ,

Uma vez que
Û0(t, t0) ≡ ÛĤ1

(t, t0)ÛĤ2
(t, t0), (4.60)

com

Û0(t, t0) =

(
uee

0 ueg
0

uge
0 ugg

0

)
, (4.61)

e

uee
0 :=e−iω(t−t0)(â† â+ 1

2 )

cos


√

ξ2
n̂−1 + (γ1h̄)2(t− t0)

h̄

+

− i√
ξ2

n̂−1 + (γ1h̄)2
sin


√

ξ2
n̂−1 + (γ1h̄)2(t− t0)

h̄

( h̄δ

2
+ γ2h̄2 â† â

) , (4.62)

ugg
0 := e−iω(t−t0)(â† â− 1

2 )

{
cos

[
ξn̂−1(t− t0)

h̄

]
− i

ξn̂−1
sin
[

ξn̂−1(t− t0)

h̄

] (
h̄δ

2
+ γ2h̄2 â† â

)}
,

(4.63)
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ueg
0 := − iγ1h̄e−iω(t−t0)(â† â+ 1

2 )√
ξ2

n̂−1 + (γ1h̄)2
sin


√

ξ2
n̂−1 + (γ1h̄)2(t− t0)

h̄

 â, (4.64)

uge
0 := − iγ1h̄e−iω(t−t0)(â† â− 1

2 )

ξn̂−1
sin
[

ξn̂−1(t− t0)

h̄

]
â†, (4.65)

usado o fato de que ξ2
n̂ = ξ2

n̂−1 + (γ1h̄)2.
Finalmente, o operador de evolução temporal total do sistema, em primeira ordem (via

TPDT), pode ser calculado multiplicando-se (4.24) por Û0(t, t0) à direita, produzindo

Û (1)(t, t0) ≈ Û0(t, t0)Û
(1)
I (t, t0) =:

(
Υee

n Υeg
n

Υge
n Υgg

n

)
, (4.66)

sendo

Υee
n := [1− ih̄ (I1(t)kee

1n +I3(t)kee
3n)] 〈n| uee

0 |n〉+ (4.67)

− ih̄
(

iI2(t)k
ge
2n −I3(t)k

ge
3n − iI4(t)k

ge
4n

)
〈n| ueg

0 |n + 1〉 (4.68)

Υgg
n :=

[
1− ih̄

(
I1(t)k

gg
1n −I3(t)k

gg
3n

)]
〈n + 1| ugg

0 |n + 1〉+ (4.69)

− ih̄
(

iI2(t)k
eg
2n −I3(t)k

eg
3n − iI4(t)k

eg
4n

)
〈n + 1| uge

0 |n〉 (4.70)

Υge
n := [1− ih̄ (I1(t)kee

1n −I3(t)kee
3n)] 〈n + 1| uge

0 |n〉+ (4.71)

− ih̄
(

iI2(t)k
ge
2n −I3(t)k

ge
3n − iI4(t)k

ge
4n

)
〈n + 1| ugg

0 |n + 1〉 (4.72)

Υeg
n :=

[
1− ih̄

(
I1(t)k

gg
1n −I3(t)k

gg
3n

)]
〈n| ueg

0 |n + 1〉+ (4.73)

− ih̄
(

iI2(t)k
eg
2n −I3(t)k

eg
3n − iI4(t)k

eg
4n

)
〈n| uee

0 |n〉 . (4.74)

Substituindo (4.66) em (4.19), juntamente com (4.20) e o operador de estados do sistema em
t = t0, obtém-se o lado esquerdo da igualdade.

4.4 Resultados

A fim de comparar as quantidades envolvidas na IJ, define-se a medida

∆J := 1− 〈e
−β∆Ŵ〉

e−β∆A . (4.75)

De modo que ∆J → 0 implica na validade da igualdade; em contrapartida, ∆J 6= 0 corresponde
à violação desta. O protocolo utilizado é da forma apresentada em (4.47). Para este modelo,
como mostrado nas Figs. 4.2-4.4, a igualdade de Jarzynski é satisfeita apenas nos limites de
alta temperatura (β pequeno), com ∆J convergindo para 1 à medida que diminuímos a tem-
peratura. Os demais parâmetros, na aproximação adotada, modificam minimamente o perfil
das curvas, sendo a temperatura T e a não linearidade λ os parâmetros que, efetivamente,
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dominam o comportamento de ∆J, como pode ser visto na Fig. 4.5.
Naturalmente, como assinalado pelo próprio Jarzynski [124], o interesse no estudo de ver-

sões quânticas dos teoremas de flutuação tem crescido de modo expressivo nos últimos anos.
Como consequência imediata, esbarra-se em profundas questões de interpretação acerca dos
resultados - tanto no campo teórico quanto experimental - intrínsecas a este tratamento. Ainda
que a questão envolvendo a definição do trabalho na mecânica quântica não seja um tópico dis-
corrido ao longo desta dissertação, é incauto deixar de mencionar a sua relevância, sobretudo
no que diz respeito à termodinâmica. Para alguns estudos que se dedicaram a esta análise,
veja por exemplo [119, 102, 101].

Dado que tais resultados são, basicamente, uma extensão de [79], é esperado o abarque
de certas conclusões: observe, por exemplo, que o perfil assumido pelas curvas de desvio ∆J
em função da temperatura pode ser fundamentado ao se considerar que na condição em que
o termo perturbativo (de natureza quártica) é relativamente pequeno, a dinâmica do sistema,
do ponto de vista do campo, assemelha-se a do oscilador harmônico simples. Entretanto,
aumentando-se o valor da perturbação, invariavelmente, e−β∆A e 〈e−β∆Ŵ〉 passam a destoar
entre si.

Finalmente, é possível que haja fenômenos ópticos não lineares, associados às susceptibili-
dades de ordem mais alta, que promovam a aparição de perfis menos triviais para as curvas
(tais como janelas de validade da IJ, limites assintóticos, cúspides, etc).

Figura 4.1: Protocolo: λ(t) = λA + t
t f
(λB − λA), com t0 = 0, t f = 0.5, λA = 0.
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Figura 4.2: Perfil de variação de ∆J com respeito a β. Campo inicialmente no estado térmico e
átomo no estado excitado. t0 = 0, t f = 10−4, h̄ = 1, ω = 9, 5, ω0 = 10, γ1 = 1, γ2 = .5, λA = 0,
nmax = 25.
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Figura 4.3: Perfil de variação de ∆J com respeito a β. Campo inicialmente no estado térmico e
átomo no estado excitado. t0 = 0, t f = 10−4, h̄ = 1, ω = 9, 5, ω0 = 10, γ1 = 1, γ2 = .5, λA = 0,
nmax = 25.
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Figura 4.4: Perfil de variação de ∆J com respeito a T. Campo inicialmente no estado térmico e
átomo no estado excitado. t0 = 0, t f = 10−4, h̄ = 1, ω = 9, 5, ω0 = 10, γ1 = 1, γ2 = .5, λA = 0,
nmax = 25.



4.4. Resultados 51

Figura 4.5: Perfil de variação de ∆J com respeito a T e a λB. Campo inicialmente no estado
térmico e átomo no estado excitado - esquema de Browne-Plenio. t0 = 0, t f = 10−4, h̄ = 1,
ω = 4, 5, ω0 = 5, γ1 = 0, 1, γ2 = 0, 1, λA = 0, nmax = 25.



Capítulo 5

Conclusão

O presente trabalho propôs-se à investigação da validade da igualdade de Jarzynski para
o caso de um átomo de dois níveis acoplado a um oscilador não linear. A construção teórica
baseou-se no modelo de Jaynes-Cummings, incluindo-se termos provenientes do hamiltoniano
efetivo, quando em regime dispersivo, e do hamiltoniano do oscilador quártico. O sistema não
se encontra em contato com o banho térmico durante o processo em que se dá alteração de sua
configuração, destinando todo o trabalho realizado à variação da energia. O trabalho é des-
crito por meio de um operador hermitiano fundamentado na diferença entre os hamiltonianos
inicial e final do sistema, em conformidade com o trabalho inclusivo empregado por Jarzynski
no caso clássico. No modelo estudado, a igualdade de Jarzynski apenas se mantém válida no
caso particular do limite de altas temperaturas, em consonância com os dados apresentados
em [79].

Uma extensão natural deste trabalho refere-se à possibilidade de generalização do resul-
tado obtido para os demais teoremas de flutuação que têm Jarzynski como caso particular
(Teorema de Crooks e relação Hatano-Sasa, e.g.). Uma outra vertente concentra-se na elabo-
ração de uma proposta experimental do estudo, incluindo a descrição dos procedimentos a
serem adotados para a inclusão do meio Kerr no interior das cavidades ópticas, bem como a
obtenção de relações que permitam o confronto imediato com resultados experimentais, como
se dá com visibilidade [125], por exemplo. Finalmente, diferentes definições de trabalho po-
dem ser investigadas.

52



Apêndice A

Comutadores

A seguir são apresentados os resultados parciais das relações de comutação utilizadas na
obtenção da Eq. (4.34)1. Para maior clareza, os comutadores encontram-se agrupados em ca-
tegorias, discriminadas pelo número da equação, que compartilham características comuns.[

â, â†
]
= 1 (A.1a) [σ̂+, σ̂−] = σ̂z (A.1b) [σ̂z, σ̂±] = ±2σ̂± (A.1c)[

â†, â† â
]
=
[

â†, ââ†
]
= −â† (A.2a)

[
â, â† â

]
=
[

â, ââ†
]
= â (A.2b)

[σ̂+σ̂−, σ̂+] = σ̂+ (A.3a) [σ̂+σ̂−, σ̂−] = −σ̂− (A.3b)[
â†,
(

â† â
)2
]
= −(â† ââ† + â† â† â) (A.4a)

[
â,
(

â† â
)2
]
= â† ââ + ââ† â (A.4b)

[
â† â, â† ââ

]
= −â† ââ (A.5a)

[
â† â, â† ââ†

]
= â† ââ† (A.5b)[

â† â, ââ† â
]
= −ââ† â (A.5c)

[
â† â, â† â† â

]
= â† â† â (A.5d)

[
â†σ̂−, â† ââσ̂+

]
= −

(
â†
)2

(â)2 σ̂z − 2â† âσ̂+σ̂− (A.6a)

[
âσ̂+, â† â† âσ̂−

]
=
(

â†
)2

(â)2 σ̂z + 2â† âσ̂+σ̂− (A.6b)

[
âσ̂+, â† ââ†σ̂−

]
=
(

ââ†
)2

σ̂z +
(

ââ† + â† â
)

σ̂+σ̂− (A.6c)

[
â†σ̂−, ââ† âσ̂+

]
= −

(
â† â
)2

σ̂z −
(

ââ† + â† â
)

σ̂+σ̂− (A.6d)

1Os cálculos apresentados levam em conta a aproximação de dois níveis para o átomo, assumida no texto, de modo
que os operadores da forma σ̂2

± conduzirão, naturalmente, à destruição do estado, sendo, portanto, sumariamente
anulados.

53



54 APÊNDICE A. COMUTADORES

[
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â† âσ̂z, â† ââσ̂+
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â
]
= −

(
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â2σ̂z

]
= −2

(
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)2
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= 2â† ââ

(
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)2

σ̂+σ̂− +
(

â† ââ + ââ† â
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