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« — Pourquoi l'azur muet et 1'espace insondable ?
Pourquoi les astres d’or fourmillant comme un sable ?
Si I’'on montait toujours, que verrait-on la-haut ?
Un Pasteur mene-t-il cet immense troupeau

De mondes cheminant dans ’horreur de 'espace ?
Et tous ces mondes-la, que 1'éther vaste embrasse,
Vibrent-ils aux accents d"une éternelle voix ?

— Et 'Homme, peut-il voir ? peut-il dire : Je crois ?
La voix de la pensée est-elle plus qu'un réve ?

Si I’homme nait si tot, si la vie est si breve,

D’ou vient-il ? » [...]

Soleil et Chair, III - A. Rimbaud



Resumo

Neste trabalho é realizado um estudo tedrico acerca da validade da relacao de
Jarzynski para o caso de um dtomo de dois niveis acoplado a um oscilador
quértico quase-ressonante. Acreditamos que o sistema investigado é passi-
vel de ser reproduzido experimentalmente através da interagdo de um campo
eletromagnético, em um meio ndo linear do tipo Kerr, com um dtomo de Ryd-
berg. A construcdo tedrica é fundamentada no modelo de Jaynes-Cummings
na Aproximagdo de Ondas Girantes (RWA), incluindo-se um termo qudrtico
e outro de cardter dispersivo. A descri¢do da interacdo entre radiacdo e ma-
téria se da, portanto, de maneira inteiramente quantizada. E introduzido um
operador trabalho baseado na modificagdo do Hamiltoniano, dada a evolugdo
dindmica do sistema, de modo que a média exponencial do trabalho na relagdo
de Jarzynski é interpretada, essencialmente, como um valor quantico esperado.
O resultado obtido diz respeito a condi¢do em que o Hamiltoniano exibe de-
pendéncia temporal explicita, sem que haja comutacdo entre si para valores de
tempo distintos. Para o caso estudado, a igualdade apenas se mantém vélida
no regime de altas temperaturas.

Palavras-chave: Igualdade de Jarzynski; Modelo de Jaynes-Cummings; Op-
tica Ndo Linear; Limite Classico



Abstract

In this work, we performed a theoretical study about the validity of the Jarzyn-
ski Equality for the case of a two-level atom coupled to a quasi-resonant quartic
oscillator. We believe that the investigated system can be reproduced experi-
mentally through the interaction of an electromagnetic field, in a Kerr medium,
with a Rydberg atom. The theoretical construction is based on the Jaynes-
Cummings model in the Rotating Wave Approximation (RWA), including a
quartic term and a dispersive one. The description of the interaction between
radiation and matter is thus given in a quantized way. A work operator is
introduced based on the modification of the Hamiltonian, given the dynamic
evolution of the system, so that the exponential average of the work in the
Jarzynski Equality is, essentially, an expected quantum value. The result ob-
tained refers to the condition in which the Hamiltonian exhibits explicit depen-
dence on time without commutation between them in different times. It was
verified that the Jarzynski Equality only remains valid in the regime of high
temperatures.

Keywords: Jarzynski Equality; Jaynes-Cummings Model; Nonlinear optics;
Classical Limit
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Capitulo 1

Introducao

O limite classico trata do problema que se estende desde os primérdios do surgimento da
mecanica quantica, no comego do séc. XX, promovendo extensos debates nos circulos cientifi-
cos [1, 2, 3, 4], acerca da difusa fronteira entre as teorias cldssica e quantica. A semelhanca do
que ocorre, por exemplo, entre o formalismo newtoniano e a relatividade restrita, cujo limite
relativistico, v < ¢, promove a reconciliacdo entre as descrigdes, busca-se, na mecanica quan-
tica, um limite fisicamente realizdvel em que seus resultados sejam conectados as previsdes
classicas. Salienta-se “fisicamente realizdvel” uma vez que o conhecido limite # — 0 é empi-
ricamente impraticéveﬂ: sendo a constante reduzida de Planck de natureza universal, esta de
modo algum se equipara, e.g., a velocidade, no caso da relatividade restrita. Além disso, ainda
que neste limite admita-se aos pacotes quaisquer energias (da lei de Planck, E = hv), destréi-se
a estrutura cinemadtica em que se baseia a teoria quantica, visto que os pares canonicamente
conjugados ndo comutam ([§, p] = —ih) [6].

Diversas abordagens alternativas ja foram propostas. O teorema de Ehrenfest, especial-
mente semelhante ao teorema de Liouville da mecinica hamiltoniana, assenta-se no fato de
que se

com

d(q)

aq) _ _ov(@))
dt

{P) e F(q) = g

o centro do pacote obedece & mecanica cléssica®. Entretanto, jd foi demonstrado que as con-
di¢Ges requeridas a validade do teorema de Ehrenfest ndo sdo necessdrias para caracterizar o
limite cldssico [7]. Outra tentativa é devida aos fisicos G. Wentzel, H. A. Kramers, e L. N. Bril-
louin, o método WKB [8] apresenta-se como uma técnica para extrair solugdes aproximadas
da equacdo de Schrodinger, sendo esta reescrita em termos de uma exponencial e, em seguida,

1Fundamentalmente, i — 0 deve ser entendido, nesse caso, como um limite de escala no qual a acdo em questdo é
muito maior que 7, supondo-se um parametro adimensional €, funcdo das quantidades fisicas relevantes do sistema, e
que permita a emergéncia da classicalidade sempre que pequeno, aos moldes do que ocorre, por exemplo, na deducdo
da 6ptica geométrica a partir da dptica ondulatéria. [5]

%i.e., se pudermos tomar
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expandida semi-classicamente, tendo, ao final do procedimento, sua amplitude (ou fase) va-
riada lentamente. Ainda que o método resulte na equagdo de Hamilton-Jacobi cldssica como
limite da equagdo de Schrodinger, para uma certa agdo cléssica S(g,t), o processo de limite é
incompativel com o principio de superposicdo da mecanica quantica, dada a impossibilidade

de se representar, por exemplo, fungdes da forma ¢ = €5t (eiS/ Py CC) [9], e falhando também

nas regides de mudanga brusca de velocidade. Além destes, destacam-se o potencial quéntico
de Bohm Q — 0 [2, 10, 11], a formulagdo de Feynman 71/S < 1, o limite N — oo, etc.

Grandes avangos vém ocorrendo na investigacdo do problema da transigdo cldssico-quantico.
Zurek e Paz [12] propuseram que se abandone a idealizagdo do isolamento do subsistema de
interesse, considerando um sistema maior, que incorpore o ambiente, dado que os sistemas
quanticos estdo a todo momento interagindo com o ambiente, sendo constantemente “medi-
dos” por ele. Com base nisso, em desenvolvimentos mais modernos, é comumente imputado
a decoeréncia o cardter elucidativo acerca da emergéncia da natureza cldssica nos sistemas
quanticos, tomando-a ora como um fendémeno necessario [13], ora como necessario e sufici-
ente [14, 15, 16]. Wiebe e Ballentine, e.g., em seu estudo “The Quantum Mechanics of Hyperion”
[17], concluem que a decoeréncia nédo é essencial a explicagdo do comportamento cldssico de
corpos macroscopicos, em desacordo com a posi¢do defendida por Zurek [12]. Esse tépico
é debatido em profundidade por Ballentine [18] e Schlosshauer [19, 20]. Outro ponto exaus-
tivamente investigado diz respeito a resolugdo experimental [21, 22]. Oliveira [23], em um
abordagem similar aquela descrita em [24, 25], mostra que o limite cldssico newtoniano da
mecanica quéntica é alcan¢ado no limite de monitoramento continuo com o minimo de inter-
vencdo. Destaca-se que, ndo obstante os vérios resultados obtidos nesse campo, ndo hé, no
momento, uma metodologia de carater geral.

Recentemente, especialmente nos tltimos 20 anos, vdrias rela¢des envolvendo a distribui-
¢do do trabalho realizado sobre um sistema por for¢as ndo conservativas e/ou explicitamente
dependentes do tempo tém sido derivadas [26]. Tais relacdes, como é o caso da igualdade de
Jarzysnki [27, 28, 29], dos teoremas de Crooks [30, 31], da flutuacéo transiente [32, 33], e da flu-
tuagdo estaciondria de Gallavotti-Cohen [34, 35], bem como a relagdo Hatano-Sasa [36], descre-
vem o comportamento de sistemas longe do equilibrio, manifestando-se como uma verdadeira
quebra de paradigma relativamente a termodindmica tradicional. Neste trabalho, estudamos a
igualdade de Jarzynski, que permite medir a diferenca de energia livre de Helmholtz com base
no trabalho realizado sobre o sistema fora do equilibrio. Com efeito, realizagdes experimentais
foram conduzidas para sistemas moleculares, mantendo-se a igualdade mesmo para proces-
sos cujos parametros de controle continham margens de erro aprecidveis [37, 38]. Potenciais
termodindmicos, como é o caso da energia livre, sdo cruciais para aplicagdes praticas, identi-
ficando processos que sdo a priori “trabalhdveis”, com quais efeitos e sob quais circunstancias
[39]. Embora bem consolidada na termodindmica cléssica, sendo derivada a partir de vérias
abordagens, e experimentalmente reproduzida com sucesso em diversos sistemas [40, 41], no
contexto quantico hd, ainda, poucas evidéncias, sobretudo experimentais, de que a igualdade
se mantém valida.

Este trabalho consta de cinco capitulos. O capitulo subsequente destina-se a demonstragao
do procedimento de obtengdo do modelo de Jaynes-Cummings (MJC), bem como dos termos
adicionais, dispersivo e ndo linear, a partir da eletrodinamica classica (EDC). Inicialmente, a
EDC seré reescrita em termos do calibre de Coulomb, e o campo eletromagnético expandido
em ondas planas. Esse tratamento inicial objetiva a preparagdo da teoria classica para a quan-
tizagdo canonica, realizada em seguida. Posteriormente, o enfoque serd dado aos termos cor-
respondentes a interagdo e ao 4tomo: nesta etapa serdo apresentadas, e brevemente discutidas,
as aproximagdes utilizadas (viz., radiagdo monomodo, aproximacdo de dipolo, aproximagdo



12 CAPITULO 1. INTRODUCAO

de dois niveis, aproximacdo de onda girante e regime dispersivo). Discussdes aprofundadas
acerca das condicoes de validade das aproximacgodes estdo além do escopo desta dissertagdo,
podendo, entretanto, ser consultadas nas referéncias que as acompanham ao longo das se-
¢oes. O modelo de Jaynes-Cummings entdo deduzido se constituird em um “laboratério” para
o estudo da igualdade de Jarzynski (IJ) no dominio quantico. Naturalmente, muitas etapas
de calculo foram suprimidas (sobretudo aquelas envolvendo manipulagdes algébricas simples,
porém extensas). Desenvolvimentos cuidadosamente comentados podem ser facilmente en-
contrados na literatura; q.v. refs. [42, 43, 44, 45], as quais serviram de base para este capitulo.
Em seguida, no cap. 3, apresenta-se sucintamente a igualdade de Jarzynski, sua relagdo com a
termodinamica convencional, e a metodologia envolvida em sua efetivagdo do ponto de vista
empirico. Além disso, tdo somente com propésito de contextualiza¢do, demonstra-se a igual-
dade no regime cléssico, estritamente para o caso em que o sistema encontra-se desacoplado
do reservatério térmico a medida que transcorrer o protocolo. No cap. 4 constam os prin-
cipais resultados deste trabalho: investiga-se o limite classico de Jarzynski, determinando-o
para o modelo inteiramente quantizado obtido no cap. 2, com base em uma perturbagdo nio
linear oriunda do termo Kerr, gradualmente “acionada” no tempo, até um valor de saturacdo
pré-especificado pelo protocolo. A relevancia destes resultados reside no fato de que, até o
momento, muito pouco foi feito a respeito do limite cldssico da mecanica quantica no que
tange aos teoremas de Jarzynski e Crooks. Observamos que, assim como no caso cléssico,
a identidade é verificada no regime de altas temperaturas; sendo, contudo, violada no caso
quantico ao considerarmos o limite em que T — 0. Finalmente, o dltimo capitulo conclui o
trabalho com um compéndio dos principais pontos do estudo, discutindo possiveis rotas de
generalizacdo dos resultados e futuras pesquisas.



Capitulo 2

Modelo

2.1 Modelo de Jaynes-Cummings

2.1.1 Eletrodindmica Cléassica no Calibre de Coulomb

Em seu eminente trabalho de 1864, intitulado “A dynamical theory of the electromagnetic field”
[46], ].C. Maxwell promoveu pela primeira vez a unificagdo das leis que governam os fenéme-
nos elétricos, magnéticos e opticos, através de um tratamento matemético conciso, baseado em
um pequeno conjunto de equagdes diferenciais parciais, e empiricamente consistente com uma
enorme classe de fendmenos. No SI, as equagdes de Maxwell-Lorentz (no vacuo) decorrem da
lagrangeana [47]

&1
. ) . €0 3 2 22
L:= Zi {2mjrj +q; [”j CA(rg,t) — <I>(r]-,t)} } + 5 /d r [E (r,t) —c°B (r,t)} (2.1)

]:
onde ¢ é a permissividade do vacuo; ¢, a velocidade da luz. mj, g; e rj denotam, respectiva-
mente, a massa, a carga e a posi¢do da j-ésima particula. O campo elétrico E e a densidade de
fluxo magnético B, por sua vez, relacionam-se aos potenciais vetor A(r]-, f) e escalar <I>(r]-, f)a
partir de

E=—-V®—A(rjt) (2.2a) B:=V NA(r, t). (2.2b)
A fim de evidenciar a agdo do campo eletromagnético atuante sobre cada particula componente
do sistema, as densidades de carga e corrente foram escritas na forma

N N
p(r,t) ==Y q;6(r —rj) (2.3a) jlrt) =Y qi#o(r —rj). (2.3b)
j=1 j=1
Distinguem-se, claramente, trés termos na lagrangeana padrao:
Ly 1Y .2 icul 2.4
Pi=5 Zi ;i (particulas) (2.4a)
]:
N
Li:=Y_ qj[#-A(rjt) — D(rj,t)] (interagdo) (2.4b)
j=1
Lg = %0 /d3r [Ez(r, t) — 2B2(r, t)} (campo) (24¢)

13
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Com base nas Eqs. (2.3a) e (2.3b), vemos que a interagdo entre o campo eletromagnético
e as particulas em (2.4b) é de natureza local. Além disso, em (2.4c), a propagacdo do campo
livre se origina do acoplamento de suas varidveis ponto a ponto como efeito das derivadas
espaciais dos potenciais, tal como definido em (2.2a) e (2.2b) [42].

H4 variados esquemas de quantizacdo possiveis. Neste trabalho serd utilizada a metodo-
logia usualmente conhecida como quantizagdo canodnica, extensamente coberta pela literatura
[42, 48, 44, 45, 43]. Tal abordagem se baseia na identificacdo dos pares de varidveis canonica-
mente conjugadas no sistema cldssico (e.g., coordenadas de posigdo e momento generalizadas)
e na associa¢do axiomdtica destes com um par de operadores cujo comutador produza i ou,
de outra forma [49],

i

{A,B}p — 7

(A, B]. (2.5)
Para tanto, considerando as varidveis referentes ao conjunto de particulas, identifica-se o par
(rj,#;) e, por conseguinte, 0 momento candnico

oL )

de modo que 0 momento p; é composto tanto de um termo “cinético” mi; quanto de um “po-
tencial” g;A(r;).

Analogamente, sendo as varidveis dindmicas do campo eletromagnético A(r,t), A(r,t) e
®(r,t), temos (A(r,t), A(r,t)) e (D(r,t), D(r,t)) como possiveis pares independentes. Todavia,
a lagrangeana néao exibe dependéncia em ®(r,t), o que torna interessante tomar o primeiro
par como varidveis independentes, eliminando-se ®(r,t) do modelo enquanto varidvel redun-
dante. O momento candnico de A, II4(r,t), pode ser obtido de L via derivacgdo funcional com
respeito a A(r,t):

5L
Malrt) = 5305

=¢0 (A(r,t) + VO(r,t)) = —eoE(r, t). (2.7)

A partir da transformada de Legendre, temos, apds algumas manipulagdes algébricas, o
hamiltoniano do sistema

2
N [p] — q]'A(T, t)} I a2
o ) 3 . A 0 2
H:= ]; 2 + g, (r, t) +/d r{l'IA {250 VCD] + - [VAA(n )] }

(2.8)

A eliminagdo do potencial escalar na Eq. (2.8) serd realizada a partir de sua substitui-

¢do em termos das demais varidveis do modelo, bem como do grau de liberdade do calibre.
Primeiramente, seja o hamiltoniano

Hep, = / PrILa(r 1) - VO(r,t), (2.9)
contendo ®(r, t), presente em H. Substituindo (2.7),

Ho, = — / PregE(r,t) - VO(r,1). (2.10)
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Integrando por partes e, em seguida, aplicando sequencialmente o teorema e a lei de Gauss,
produz-se

Ho, = </d3 [V - E(r,1)] j{dS E(r, H)®(r, > /d3r2q] r—r] D(r, 1)

q;P(r;, t). 2.11)

o

1

]

Retornando (2.11) a (2.8), verifica-se o cancelamento deste termo. Assim,

:ﬁf: [p] 9 (rt} +/d3 {HA+SOC [V AA(r, t)] } (2.12)

ij

A expressdo obtida para o hamiltoniano carrega ainda uma dependéncia explicita do potencial
escalar no momento candnico IT4, conforme mostra a Eq. (2.7). Seja

Ho, == 280/513 I = —= [50/d3rE (r,1) - A(r,t) +Zq] 1 (2.13)

Inserindo (2.2a) e integrando por partes,

1 , & d
Ho, = 5 {50/d3rA2(r,t) +]; q;®(rj, t) — 80/d37§ [V -Alr, t)]} . (2.14)

Substituindo (2.14) na expressdo do hamiltoniano em (2.12),

2
1) [ —9An )
:EE [] in]. }quiq’(’frt) + (2.15)
4f§/ﬁ%{Aqno—¢w )ng Autn+c[vnuunn]} (2.16)

Uma vez que a densidade de fluxo magnético é obtida do rotacional do potencial vetor, é
sempre possivel realizar a transformacao de calibre

A= A+ VA, (2.17)

em que A = A(r,t) é um campo escalar, a fim de produzir o mesmo fluxo, haja vista que
o rotacional de um gradiente é identicamente nulo para qualquer funcdo sobre a qual atue o
operador. Similarmente, dado que o campo elétrico resulta do gradiente de um certo potencial
P, tem-se a possibilidade de inclusdo da derivada temporal de A neste, produzindo o potencial
escalar modificado

P d—A. (2.18)

Fazendo

V- A(r,t) =0, (2.19)
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culminando em
V-A=V?A(r,t), (2.20)
temos o calibre de Coulomb.
Aplicando (2.19) ao hamiltoniano (2.16), elimina-se a dependéncia do potencial escalar no

argumento da integral, restando apenas aquele presente no somatério. Para tratar este termo,
utilizamo-nos da lei de Gauss, juntamente com o divergente da relacdo (2.2a), de modo a obter

V -E(r,t) = —%V A(r,t) — V2OE(r,t) = —V?®(r,t) = —— Zq] r—r) (2.21)
cuja tltima igualdade corresponde a equagdo de Poisson, com solugdo [50]

o(r)= Y — I (2.22)

& el — ]

Reescrevendo (2.16) em termos deste resultado, obtemos

X [p—aat 0]

_ 3 2n2
H=Y] - +1 Zv /d H+EB(Y] . 22)
j=1 I 2 i
onde
Vi (r) o= —— Dk (2.24)

dreeo||rj —rill”
é o potencial coulombiano.

O fluxo magnético presente no hamiltoniano (2.23) pode ser expresso em termos do poten-
cial vetor a partir da relacao

B2(r,t) = V - [A(r,t) A B(r,t)] — A(r,t) - V2A(r, 1) (2.25)

uma vez que

V- A{A(rt) N[VANA(r )]} =[VANA(r)] - [VANA(r )]+ V- [VANA(r )] ANA(r,t).
Deste modo, a substitui¢do da Eq. (2.25) em (2.23) produz

N{ —4j (r], )]2
2m;

+1 2 Vik 0+2 / P[4 (r,1) = PA(r, 1) - V2A 1)
2 jii
(2.26)
Nesta etapa, faz-se interessante o emprego do teorema de decomposicdo de Helmholtz
para campos vetoriais, a fim de simplificar o procedimento de expansdo do campo em termos
de ondas planas. Da lei de Ampeére-Maxwell, temos

10 )
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onde pg é a constante magnética (comumente designada por permeabilidade do vacuo). Con-
siderando as Egs. (2.2a), (2.2b) e (2.19), (2.27) pode ser escrita na forma

. 1 _ 0d(r,t)
com ¢ = 1/,/egHo,
1 92
w2 L9
0=V 2320 (2.29)

usando o fato de que
VA[VAA(rt)] =V [V-A(rt)] - V2A(r,t) = —V2A(r,t)

no calibre de Coulomb.
A transversalidade do potencial vetor na Eq. (2.28) implica na existéncia de uma densidade
de corrente puramente transversal denotada por

j(rt)=j(rt)— SOV%. (2.30)

Assim,
OA(r, t) = —poj (1, t). (2.31)

Assumindo, inicialmente, a condigdo de campo livre, i.e., p(r,t) = 0 e j(r,t) = 0, (2.21)
resulta em ®(r,t) = 0 e (2.31) converte-se em sua forma homogénea,

OA(r,t) =0, (2.32)

cuja aplicagéo da transformada de Fourier temporal? conduz a equagio de Helmholtz:

(v2 n k2) u(r) =0, (2.33)
sendo Wi
Il = <%, (2.34)

onde k é o vetor de onda, e w a frequéncia angular do modo. Além disso
ui(r) = Ay(r,w), (2.35)

denominadas fun¢des de modo espaciais.

Dadas as condigdes de contorno requeridas no procedimento de expansdo dos campos
em ondas planas, o operador laplaciano na equagdo de Helmholtz (2.33) é hermitiano. Por
conseguinte, suas autofun¢des compdem uma base ortonormal completa {u(r)} assegurada
via relagdes de ortogonalidade

/ Prui(r) - u(r) = 6k — k) (2.36)

e completeza

/ Prui(r) - (') = 6(+ — 7). (2.37)

LConvencionalmente, [ := ch % - v
2A;(r,w) = [T dtA,(r, t)e!
Ay(rt) = & [7 dwAy(r,w)e !
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Usualmente, considera-se que o campo eletromagnético encontra-se confinado em um res-
sonador ctbico de lado I = V1/3 satisfazendo condicdes de contorno periédicas nas faces do
mesmo. Nesta abordagem, os infinitos graus de liberdade do campo sdo discretizados, pro-
vendo uma simplificagio dos cdlculos sem comprometer a generalidade do resultado® (com
efeito, podemos tomar V — c0). Assim,

uk(r + l?’l,\é‘,\) = uk(r), A=xY,2z ny €7, (2.38)
para
2
k=Y T, (2.39)
A Vs

Como consequéncia direta da discretizagdo de k, a relagdo (2.36) é reescrita em termos do delta
de Kronecker, requerendo-se a normaliza¢do em fun¢do do volume do ressonador. Ademais,
sem perda de generalidade, podemos assumir que os modos uj sao dados em termos de
fungoes trigonomeétricas reais.

Procedendo-se assim com a expansdo do potencial vetor em termos de {u(r)},

A(r,t) = Y YiCr(t)uy(r) (2.40)
k

com coeficientes .
Y Cr (1) ::/ Arug(r) - A(r,t) (2.41)

também reais. Yy é uma constante de normalizagdo dos modos, e independe da dindmica do
sistema; C(t), por sua vez, carrega a evolugdo temporal relativa a cada frequéncia.

Substituindo (2.40) na Eq. (2.31), e usando a equagdo de Helmholtz (2.33) para expressar o
laplaciano,

L ¥e G0 + 260 ) = 70, )

Multiplicando por u;(r), integrando sobre o volume, e substituindo a relagao de dispersao
(2.34), obtém-se a equagdo

Crt) + w2Ch(t) = %j,f(t), (2.43)
0Lk
com .
b0 = [ @rin-j, (o). (2.44)

Substituindo (2.30) em (2.44),

j,f(t) = /d3ru,’;(r) . {]'(1’, £ — eovacbg,t)

Sendo uy(r) e VO(r,t) elementos transversal e longitudinal do campo, respectivamente, a
integral de seu produto interno sobre o volume é nula* [51]. Além disso, como j(r,t) contém
d(r —rj), conforme a Eq. (2.3b), a integragao produz

N
e (t) = Y qiug(r)) - #. (2.45)
j=1

3q.v. Teorema de Parseval
%q.v. Teorema da convolugio.
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Dada a semelhanga da Eq. (2.43) com o modelo do oscilador harmoénico forgado, define-se,
em completa analogia, o momento candnico do modo

Tk (t) = Ce(t), (2.46)
de forma que (2.43) pode ser reescrita como

1

oy i (B) = wiCk(®). (247)

I (t) =

Expandindo o argumento da tltima integral do hamiltoniano (2.26) em ondas planas,
obtém-se, ap6s algumas manipulagdes algébricas

/ & | CA(r,1) - V2A(r,b)] (2.48)

— 50 / d?’rZYkYk/uk ) (r) [T (8)TTy (1) + @} Ca (1) ()] (2.49)
kK

ZYZ [H () + wiCp(t )} (2.50)

Finalmente, fazendo Y,zc = sal, o hamiltoniano do campo apresenta-se como
He = 5 ¥ [0 + i), (2.51)
k

o qual remete diretamente aquele obtido para o caso do oscilador harmonico cldssico, com o
par de variaveis canonicas (Cy, ITy).
O hamiltoniano total do sistema, Eq. (2.26), em termos destes resultados, torna-se

]

x|
5

1
Z Viklrj—n) + 5 3 [0 + wici()]. (252)
],k#J k

Outrossim,

Alr, 1) = \/1? S Cu(t)ug (r). (2.53)

0 %

2.1.2 Quantizag¢ao

De (2.52), é possivel constatar que as equag¢des de Hamilton sdo satisfeitas tanto do ponto
de vista das particulas

. oH . oH
#i(t) = o— (2.54a) pi(t)=—— (2.54b)
Ip; i ar;
quanto do campo
. oH . oH

recuperando-se as equagdes de Maxwell e a forca de Lorentz.
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A quantizac¢do candnica pode ser realizada conforme o esquema de correspondéncia da Eq.
(2.5), resultando em

13 [ o 1 12 242
H=) 2m, T3 J{Z#“/j,k(”j —T)+ 5 Y. {Hk(t) + wkck(t)} : (2.56)

Ainda, a exemplo dos procedimentos conduzidos na quantizagdo do oscilador harménico,
em funcdo de seus infinitos graus de liberdade, comumente sdo definidas as amplitudes com-

A A

plexas’ 4 [ax (s Tl N N
ay = o (Ck zwl{ , (2.57a) ay = o Ck—l—zwk p

visando a simplificagdo da descri¢do, com ﬁz e 4y satisfazendo as relagdes de comutacao
A ot A A +
[k, dgs] = Oprers Ak, dyr] = [y, B3] = 0.

Em 4lgebra linear e na mecanica quantica, a4} e 4y sdo chamados operadores de criagdo e ani-
quilagdo, respectivamente.
Escrevendo Cy, e I em termos dessas varidveis,

A h ~ At A . hwk A At
Cr = ’/H (ax+a}). (2.58a) M= i[5 (ac—af).  @580)

Inserindo-os no hamiltoniano do campo, Eq. (2.51), ap6s algumas simplifica¢des, obtém-se
He =Y heoy (& +afa (259)
R - k 2 K%k |/ .

usando o fato de que dxal = 1+ alay.
O termo

presente em (2.59), consiste da soma de todos os pontos-zero de energia correspondentes a

cada modo de campo. Dado que o campo eletromagnético constitui-se de infinitos modos,

este termo naturalmente diverge. Entretanto, lancando méo da teoria de renormalizacdo, e

tendo em vista que ndo ha qualquer operador envolvido, é possivel subtrai-lo da relagao.® [44]
Substituindo os resultados na Eq. (2.52), a energia do sistema quantizado é

n 2
N [ﬁ. —q-A(r,t)} N
A j — 240 1 -
0 ]; 2m; T3 jkz#j Vsl = n) ;hwkakak' (260

SEsta etapa é, por vezes, referida na literatura como “segunda quantizacdo”, ainda que néo introduza nenhum
nivel de quantizagdo adicional, consistindo apenas de uma transformacéao linear. Todavia, é de se notar a existéncia
da segunda quantizagdo no contexto da fisica de particulas, referente a quantizacdo da funcdo de onda, a qual é
designada pela mesma nomenclatura.

6Salienta-se que a presenca deste termo reflete em consequéncias observaveis, como é o caso do Efeito Casimir.

(2.57b)
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2.1.3 Interacdao Radiacao-Matéria

A fim de obter o modelo de Jaynes-Cummings, assume-se que em (2.60) ha apenas duas
particulas interagentes, uma com carga negativa e a outra com carga positiva, ambas com
lg| = e, de modo que

&2

H=H.+H,— pren PR— + ;hwkazﬁk (2.61)
onde " ) 2
A, = 2”7; - mieﬁ(re,t) P+ % (2.62)
) P e 2 A% (1, 1)
A, = ﬁ + m—pA(rp,t) p,+ Zm:’ (2.63)

Escrevendo a posi¢do, a massa e 0 momento em termos do centro de massa:

N Mmefe + mpf)y
R=—- - 2.64
i (2.64)

com
M = 1, + . (2.65)

Invertendo a relagdo (2.64) e usando # = #, — #,, as posicdes #, e #, sdo aproximadamente
dadas por

L Mmpf
?e:R+pr+<1me>? (2.66)
M My
bem como .
R N TP s e,
fp=R-— M ~ R - —pr, (2.67)

ao assumir que 1, > M.
Analogamente, para os momentos do sistema, tem-se

A

P:=p,+p, (2.68)
e A A
myp, —m
pi= P”EM cPe (2.69)
Este dltimo relacionado ao movimento relativo da massa reduzida y,
Mty
=— 2.70
¥ e + my (2.70)
Escrevendo p, e p, em termos dos momentos p e P:
Mg
p,= MEP +p (2.71)

p —"Pp_p 2.72)
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Expressando, enfim, o hamiltoniano (2.61) em termos dos resultados obtidos,

NP A(R P/M,t) AR —m,f
B —F 4 f, — e (R + my#/M,t) L AR mt/M, 1) pt
mg mp
N2 AZ R N M,t ~2 A o ~
N (eA) (R +mpu#/M,t) N A" (R — m.#/M,t) N 2.73)
2 Me mp
€ [ aon P
- [A(R+mp#/M,t) + A(R — m.#/M,t)],
onde
Hy =Y hwyikig (2.74)
k
¢ p 2
~ p p e
Hp= o+ —— ——. 2.7
m=om T 2u e @75)
Expandindo o potencial vetor em torno de R via série de Taylor,
AR+ (mp/M)#) = A(R) + ((mp/M)# -V 4)A(R) + ... (2.76)

Tomando apenas o primeiro termo, é assumido que o potencial vetor ndo varia apreciavelmente
na extensdo do dtomo, de modo que

A(#y) ~ A(#.) =~ A(R) (2.77)
Assim, na aproximagdo de dipolo, as Egs. (2.62) e (2.63) tornam-se
) b} A2 A
N Pe e s . e"AT(R, 1)
H, ~ o m (R, t)-p, + ST (2.78)
D A2 A
Py e A n e?A°(R,t)
Hy~—/—+ —ARt) p 2.79
e (2.61) reduz-se a
A P 2 1 A A 2
H=~H, - — [p+eA(R,t)]". 2.80
o+ (o gy + [P eARD) 250

Supondo M grande o suficiente em relagdo as dimensdes do sistema e que, durante a
interacdo, o centro de massa se mantém aproximadamente fixo, obtém-se
Anf - —C o LA 2.81)
ST el T 2n P S '
E facil mostrar que, equivalentemente, tanto no contexto cléssico quanto quantico, a Eq.
(2.81) pode ser escrita como

A~ 2
N ~ P e Y BB s A
H~H — ——— — —¢f-E(R,t) = H 2.82
"V on " Tl @ ERY (2:82)
e
: p e A 2.83
H,~——— = . .
m ou T ImeglF] L (2.83)

L= # —ep-A(R,t) — % [—er- A(R,t)] (Lagrangeana de acoplamento minimo - caso cléssico)
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2.1.4 Atomo de Dois Niveis

Nesta se¢do, os niveis acessiveis de energia do d4tomo serdo restringidos a dois, viz. |e) e
|g), com autoenergias E, = hw, e Eg = hwg, respectivamente, sendo E, > E,. |e) denota
o estado excitado do dtomo, enquanto |g) refere-se ao estado fundamental. Um tratamento
rigoroso acerca da aproximacdo de dois niveis (TLA) e de seu regime de validade pode ser
encontrado nas refs. [52, 53].

Seja & um operador pertencente ao subespaco atomico. Expandindo-o em termos dos
autoestados supracitados,

O=Y lo)elle) (el (2.84)
o.6=e8
de modo que A
Hy = E. |e) (e[ + Eg [g) (8] (2.85)

é o0 hamiltoniano do dtomo na TLA.
le) e |g) representados na base bindria

0= ). 9=(1). (2.86)

Representando, assim, H, matricialmente,

E+E; | Eo—Eq

. g 4 feohe 0 1 .

H, = < 2 0 2 Ec+Eq  Eo—Eq ) =3 [(Ee + Eg)1 + hewooz] (2.87)
2 T T2

onde wy = w, — Wy, €

N 1 0
0, = ( 0 -1 ) (2.88)
é uma das matrizes de Pauli.

Porquanto o termo constante de energia em (2.87) ndo contribui efetivamente a dindmica
do sistema, podemos suprimi-lo, resultando em

N fiwy 0
A, = /9=

e (2.89)

O operador de dipolo deve ser modificado de tal forma a satisfazer a aproximacado de dois
niveis realizada na componente do 4&tomo. Naturalmente, segue que

ef = gple) (g + " Ig) (e], (2.90)

tendo em vista a paridade da fungdo de onda atdmica 1 (r) em relagdo aos estados |e) e |g):
e(cltle) = e [ drlp(r)Pr=0, ¢ ={eg) @91)
para p = e (e|#|g) = (e(g|?|e))”, i.e., o operador de dipolo tem a funcdo de alterar o estado
do dtomo, em um mecanismo similar aquele perfeito pelos operadores de criagdo e aniquilacao

de fétons no termo de campo, limitado, entretanto, aos dois estados possiveis do dtomo.
Empregando, novamente, a representacdo matricial na base bindria (2.86),

o=l = (1 0 ) ov=l6l=(g o) @
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Como resultado

ef = oy + p o, (2.93)
Dado que
- ITiug (R)
E(R)=—-) ——=, ur € R, 2.94
(R) ; N k (2.94)

no calibre de Coulomb?, a substituicio de (2.58b) produz

A

E(R) =i 2%0 ; N (ak - a,t) ug(R), (2.95)

Como uma etapa adicional de simplificagdo, supde-se que a transi¢do atdmica esteja asso-
ciada a certa frequéncia de luz monocromatica, modelada, de modo aproximado, por meio da
omissdo do somatoério nas Egs. (2.75) e (2.95). Consequentemente

Hipt = — (poy + p*0-) - E(R) (2.96)
= —if (pos + p"0_) - u(R) (a - a*) (2.97)
— ity ((7*+ei¢ + &,e*"‘i’) (a gt (2.98)
onde’
g @ (2.99)
=\ov .

por vezes referido como campo elétrico de vacuo, e

vy 2 - “le (2.100)
dita frequéncia de Rabi no vacuo.
Fazendo ¢ = 7t/2 na Eq. (2.98),10
Hipt = 11 (6 — ) (a - ﬁ*) ) (2.101)
e o0 hamiltoniano total do sistema
A = hwata + @ Ry (G4 —0) (a - a*) . (2.102)

2.1.5 Aproximacao de Onda Girante (RWA)

Seja o A
H = Hy+ H;j (2.103)

com
N hwoo,

Hy = hwa'a + 5 (2.104)

8E(r,t) = f%A(r)
Nesta etapa, o termo de normalizagéo do ressonador foi abstraido da fungdo de modo.
19Tmplementado fisicamente por meio das zonas de Ramsey.
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Ay =ty (64— 6) (a _ ﬁ*) (2.105)

o hamiltoniano (2.102) na representacdo de interagdo. Resolvendo a sua dindmica, encontramos
que

Zf{g(t, fo)H[Z/A{()(t, to) =hvy {ﬁ&_e_i(w—i_w())(t_m) + ﬁ+A+€i(u}+w0)(t—t0)+ (2.106)
+a0 el (@Womw)(t=to) 4 ,j’ffle—i(wo—w)(f—fo)} , (2.107)
com A
R ify (t—tg)
Uo(t b)) =e 7. (2.108)

A Eq. (2.107) consta de dois termos que oscilam rapidamente no tempo (46— e 476, ), enquanto
os outros dois (46 e 4T6_) variam lentamente. A RWA consiste em desprezar os chamados
termos contragirantes do modelo, na condicdo de que |wy — w| < wp + w, i.e., implicando
em um regime de quase-ressonancia. Um argumento conceitual usualmente empregado na
literatura refere-se ao fato de que os termos contragirantes violam o principio de conservagdo
de energia: ora destruindo um f6ton e levando o dtomo excitado para o estado fundamental,
ora criando um féton e simultaneamente excitando o dtomo. Ainda que intuitivamente com-
preensivel, ndo é, contudo, uma justificativa plausivel.

Nesta aproximacdo, a Eq. (2.102) converte-se diretamente no hamiltoniano de Jaynes-
Cummings [54]:

. h
A = hwita + % + 1y (a0 +a'e ). (2.109)

2.1.6 Aparato experimental

Dada a variedade de fendmenos associados ao MJC, grandes esforcos foram destinados a
tornar os experimentos cada vez mais préximos da versdo tedrica e idealizada do modelo, de-
mandando certo tempo de maturacéo tecnoldgica para o avango neste campo. Particularmente,
em 1996, pesquisadores da Ecole Normale Supérieure de Paris lograram éxito ao observar dire-
tamente o fendmeno de decoeréncia [55], no que ficou conhecido como “Experimento de Paris”
- sendo este, possivelmente, o seu resultado prético mais célebre. Um desenho esquematico
do arranjo utilizado neste experimento pode ser visto na Fig. 2.1. A seguir, serdo apresentados
sucintamente alguns dos elementos utilizados na eletrodindmica quéntica de cavidades.

Atomos de Rydberg

Atomos de Rydberg sdo, em primeira analise, 4tomos que possuem elevado ntimero quan-
tico principal, geralmente pertencentes ao grupo 1A. Do ponto de vista da mecanica classica,
pode-se dizer que ja ha continuidade no espectro atdmico para n > 9 [56], sendo este, por-
tanto, um valor grande de n. Tais 4&tomos caracterizam-se, sobretudo, por terem proprieda-
des “exacerbadas”, encontrando aplicagdes nos mais diversos ramos da Fisica. Por exemplo,
seu elevado ntimero quéntico principal auxilia na investigagdo do principio de correspondén-
cia, fornecendo informacdes relevantes ao estudo do limite cldssico; além disso, suas grandes
dimensoes!! tornam proficuas as incursdes no ambito da interagdo entre radiagdo e matéria,

110 raio da érbita de Bohr de um 4tomo de Rydberg no estado n = 110 é de aproximadamente 6,4 - 10~"m, i.e.,
consideravelmente préximo ao tamanho macroscépico. [57]
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dado que possuem um grande momento de dipolo, revelando-se, portanto, extremamente sen-
siveis a perturbacdes de natureza eletromagnética, funcionando, a grosso modo, como grandes
“antenas” [58]. Na espectroscopia, sdo conhecidos por proporcionarem medidas de alta preci-
sdo. Em experimentos de colisdo, suas se¢Oes transversais de choque comumente apresentam
grande anisotropia [59].

Nesses atomos, o elétron de valéncia é particularmente influenciado pela carga positiva do
“carogo” idnico [60], e ndo pela sua estrutura: dado o seu distanciamento em rela¢do ao nicleo
e aos demais elétrons, o potencial sentido é, essencialmente, aquele devido ao nticleo de carga
Z blindado por Z — 1 elétrons, comportando-se assim aproximadamente como um dtomo de
hidrogénio, cuja energia de ligagdo é
&

n2’
onde Ry = 13,60569251(69) eV [61] é a constante de Rydberg. Para fins de comparagdo, nos
adtomos de Rydberg alcalinos, a energia sera

E,=

/ /
E,=— Ry :_Ry
n n—J; n*2’

sendo Ry a constante de Rydberg considerando a massa reduzida do elétron, n* = n -4 o
nuimero quantico efetivo, e J; o defeito quéntico.

Os 4tomos de Rydberg em que os ntimeros quanticos orbital, /, e magnético, m, sdo maxi-
mos (I = |m| = n — 1) sdo ditos estarem em “estado circular”'?, decaindo apenas para o estado
menos excitado mais proximo, via transi¢cdo na faixa de microondas, o que os torna potenci-
almente interessante no caso da TLA. Ndo obstante, distinguem-se por possuirem tempos de
vida extremamente elevados: cerca de 30ms para n = 50, em contraposicao aos cerca de 10~8s
de um atomo comum [58].

Normalmente, os dtomos de Rydberg sdo produzidos em um feixe atémico ou célula de
vapor. Estados circulares sdo obtidos por meio de um processo denominado “circularizacdo”,
ndo sendo possivel obté-los diretamente por excitagdo via laser. As técnicas comumente em-
pregadas sdo as de “campo cruzado” [62], de “passagem adiabdtica rdpida” (ARP) [59], ou
variantes destas [63].

Cavidades supercondutoras

Tipicamente, as cavidades utilizadas em experimentos de eletrodindmica quantica sdo res-
sonadores 6pticos abertos de Fabry-Perot, constituidas de dois espelhos esféricos de niébio
altamente polidos e dispostos frontalmente, um em relacdo ao outro, separados por alguns
milimetros. O tempo de vida médio nessas cavidades é de 1 a 130 ms para o féton [64] (muito
superior ao tempo de interacdo dtomo-cavidade, da ordem de alguns us). Para obter estes
valores, é comum que o espacgo aberto entre os espelhos da cavidade dptica seja circundado
com um anel de aluminio, de modo que este retorne os fétons espalhados (em decorréncia
de imperfei¢des nas superficies dos espelhos) novamente ao modo, por meio de sua reflexao,
incrementando assim o tempo de vida em aproximadamente uma ordem de magnitude [65].

Os espelhos da cavidade sdo resfriados a temperaturas inferiores a 1 K, visando a supres-
sdo de fétons térmicos, tornando a cavidade supercondutora e aumentando a sua refletividade.
Nessas condig¢des, quando em equilibrio, o modo de cavidade contém cerca de 0,6 f6tons térmi-
cos, 0s quais podem ser removidos no inicio de cada experimento enviando-se alguns pulsos
de 4tomos, preparados no estado fundamental, a fim de que possam absorvé-los [66].

12A terminologia refere-se ao fato de que no limite cldssico tais estados descrevem um elétron em uma 6rbita
circular. [59]
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Zonas de Ramsey

As zonas de Ramsey sdo cavidades de microondas de baixo fator de qualidade (Q ~ 10%),
dispostas separadamente, onde sdo injetados campos classicos [67]. Tais cavidades contem um
numero médio de fétons da ordem da unidade e sdo mantidas a temperaturas inferiores a
1 K [68]. O método designado por “interferometria de Ramsey” ou “método das franjas de
Ramsey” é extensamente aplicado, por exemplo, a precisa determinagdo de frequéncia de rel6-
gios atdmicos, e consiste tdo somente em promover a interacdo dos dtomos com estes campos.
Supondo que um certo dtomo de dois niveis seja preparado no estado |¢) = |e), e tanto a
velocidade atdmica quanto a intensidade do campo sejam ajustadas de modo a promover um
pulso de 71/2, tem-se que, ao atravessar a primeira zona de Ramsey, o estado se modifica de
acordo com

Assim, entre os dois interferdmetros, o 4tomo evolui livremente, estando o estado sujeito a
aquisi¢do de uma fase condicionada ao tempo de voo. Genericamente, no instante imediato a
entrada na segunda zona de Ramsey, o estado atdomico tem a forma

_le) +1g)
) = —a

lp) = €i9/2 {cos (g) le) + isin (g) |g>} :

Consequentemente, a probabilidade de detecgdo do 4tomo apds a segunda zona nos estados
le) ou |g) depende da defasagem 6 contraida. A inclusdo de uma cavidade com campo quan-
tico entre as duas zonas de Ramsey fard com que padrdes distintos de interferéncia sejam
produzidos, a depender do “caminho” quantico assumido pelo dtomo. [69]

e, ap0s té-lo feito,

Detectores seletivos

Sao empregados na medigdo do estado atomico. Constituem-se de duas placas metélicas
onde se aplica um campo elétrico destinado a ionizacdo do d4tomo. No caso em que apenas
dois estados atdmicos sdo possiveis (excitado ou fundamental), sdo utilizados dois detectores
Di e D,. A D; é aplicado um campo elétrico que permite a ionizagdo do dtomo quando este
se encontrar no estado excitado, sendo, entretanto, insuficiente para ioniza-lo caso esteja no
estado fundamental. Arranjado em sequéncia, encontra-se o segundo detector, D>, em que
um campo elétrico mais intenso, capaz de promover a ioniza¢do do 4tomo que se encontre no
estado fundamental, é aplicado.
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Figura 2.1: Representacdo esquemadtica do arranjo utilizado no experimento de Paris. Inici-
almente, os atomos saem do forno e sdo submetidos a um seletor de velocidades e excitacdo
via laser. Em seguida, atravessam, sucessivamente, a primeira zona de Ramsey (R1), o resso-
nador 6ptico (C) e a segunda zona de Ramsey (R2). As fontes S e S’ realizam a inje¢do dos
campos nas cavidades. Ao final do processo, os 4tomos passam pelos detectores idnicos D1
e D2. Todos os elementos encontram-se fixados a uma placa mantida a uma temperatura de
aproximadamente 0, 6 K, no interior de um criostato.

2.2 Termos Adicionais

2.2.1 Limite Dispersivo

O limite dispersivo é uma variagdo da dindmica do modelo de Jaynes-Cummings onde a
dessintonia, ¢ := wy — w, é grande o suficiente para impedir que acontegam transi¢des atémicas
diretas [70]. Neste regime, o efeito da interacdo entre 4tomo e campo consiste de deslocar os
niveis de energia do hamiltoniano livre (2.104), mantendo constantes os autoestados [68]. Em
suma [71],

T < |wy — w| K wy+ w, (2.110)

em que a primeira desigualdade diz respeito ao limite dispersivo, enquanto a segunda foi
usada na obten¢do do modelo de Jaynes-Cummings na RWA.
Considere

A=Hy+V (2.111)



2.2. Termos Adicionais 29

com Hy dado pela Eq. (2.104) e
V= by (am + a*fr,) : (2.112)
Seguindo [70], valendo-se novamente da representagdo de interagdo (RI),
Ay (1) = hmy (ame ot=to) 4 gto e fﬁ(f—fo)) , (2.113)

sendo o operador de evolucio temporal Uy(t, ty) definido tal como na Eq. (2.108). O vetor de
estado na RI é da forma

i (1)) = Ug (£ t0) |ps(t)), (2.114)

onde |s(t)) é o vetor de estado na representagdo de Schrodinger (RS). A equagdo de Schro-
dinger dependente do tempo é escrita entdo como

lh* pr(1)) = Hi(t) [¢1(1)), (2.115)

cuja solugdo formal é [72]

dt'Hy(t")

pi(e)) = Te b

onde 7 é o operador de ordenamento temporal.
Procedendo com a expansdo perturbativa, em primeira ordem, temos

[1(t)) (2.116)

-3 t: at' Ay (¢) = = a0, (67 —1) —ato (e —1)], (2.117)

fazendo typ = 0. Da mesma forma, para a segunda ordem,
1 . t t . . ,),2 .
L dtl/ A O (A (P = - 1 At A 1 — 6t PPN 1 — 9| ¢
| [ [ w{kﬂ@@( ) + i e} (el (1 - )] £+

+
+/ v [ (a6-) 12(5t’ 1(5t’> ( ) ( —iot eiZ(St’)} } _
(2.118)
Verifica-se que cada ordem introduz, a partir da integra¢do, uma poténcia 71 /4, fazendo com

que os termos de ordem mais alta se tornem cada vez menos significativos no regime de
grande dessintonia. Truncando a série na segunda ordem,

7@67%% deH (1) ’21 [ﬂﬁ (ei(St _ 1) _ate <e—i(5t _ 1)} _ th [@@,ﬁ*&} (2.119)

Restringindo a condigdo (2.110) ao caso em que (404 ) ~ \/a4d" |e) (e| e

71/ 4a" [e) (el

i.e., a média de excita¢des do sistema ndo seja grande,

<? [cm (ei(St _ 1) _ate (e—z‘ét _ 1)} > -0, (2.120)

e o hamiltoniano efetivo na interacdo dispersiva é da forma

<6,

Ay == [am,a*m} :h'yz(|e> <e|+a+aaz), 2.121)

onde 77 == 3 /6.
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2.2.2 Meio Kerr

A invencdo do laser, em 1960, possibilitou grandes avangos na compreensdo da estrutura
da matéria e dos mais variados fendmenos fisicos, estabelecendo um terreno fértil para o sur-
gimento de diversas linhas de pesquisa. Dentre estas, a Optica ndo linear (ONL), que trata
essencialmente do estudo de fendmenos procedentes da modificacdo de propriedades 6pticas
de sistemas materiais quando na presenca de luz suficientemente intensa para promové-las.
Com efeito, 0 marco inicial da pesquisa em ONL ¢é assumido como sendo a descoberta da
geracgdo do segundo harmonico, por Franken e colaboradores, em 1961 [73].

O termo “efeito Kerr” é usado para designar situa¢des em que o indice de refragdo, expe-
rimentado por um feixe luminoso em propagacdo, ¢ modificado pelo préprio campo elétrico.
Distinguem-se dois contextos: quando um campo elétrico estético é utilizado na alteragdo do
indice ao longo do modulador, este é denominado efeito Kerr DC; em contrapartida, se o feixe
Optico propagando-se a certa frequéncia e intensidade modifica o indice de refragdo, quer em
seu préprio comprimento de onda, quer em outro, designa-se por efeito Kerr 6ptico!® (ou AC)
[74]. De modo aproximado, tais situa¢des sdo descritas a partir da expansdo do vetor de pola-
rizagdo em uma série de poténcias do campo elétrico, onde 7(1) é a susceptibilidade linear e
T, %0, ., Fw correspondem ao grau de ndo linearidade da resposta do meio material
ao campo aplicado [75]. Assim, considere a polarizacdo

P=eco X W :E4+eg X ¥ :EE+eY® : EEE+¢y¢ ¥ : EEEE+..., (2.122)
onde explicita-se a natureza tensorial da susceptibilidade de um meio anisotrépico, comu-

mente observada em virios tipos de cristais'*. A i-ésima componente da polarizagdo pode ser
escrita como

3 3 3)
Y ) XimEEKE + .. (2.123)
=1

3 3 3
1 2
P, =¢ E )(l(j)E]‘-i-So E E Xl(]-k)EjEk—l—Eo
j=1 i=1k=11=1

j=1k=1 j
com o indice fixoi =1,2,3.

A depender do processo ndo linear de interesse, a expressdo de (2.122) podera ser consi-
deravelmente simplificada. Ainda que os processos associados a susceptibilidade de segunda
ordem sejam os mais intensos, estes encontram-se restritos a uma classe muito especifica de
materiais: 0s que exibem simetria de inversdo [75]. Na auséncia dessa simetria, )((2”) = 0.
Desse modo, em materiais que exibem efeito Kerr ndo negligenciavel, x(3) é o termo de maior
relevancia.

Supondo um campo externo incidente

E = Ejcos(wt), (2.124)
a polarizagdo em um meio isotrépico é, aproximadamente,

3
P = (X(l) + i)((s) E0|2> Eycos(wt) =: (xL + xnr) Eo cos(wt), (2.125)

Distinguindo-se, assim, a susceptibilidade total em duas contribui¢des. Os termos com n > 3
e )((2) foram desprezados, este tltimo em razdo da simetria de inversdo do efeito Kerr. [77]

13Mais especificamente, se a modificagio do indice de refragdo se da no proprio comprimento de onda do feixe
em propagagao, este fendmeno é conhecido como “automodulagédo de fase” (SPM). Por outro lado, a modificagédo do
indice em outro comprimento de onda é também chamada “modulagdo de fase cruzada” (XPM).

4Como hipétese simplificadora, é assumido que x = x(E). A fraca dependéncia do campo na susceptibilidade é
vélida sobretudo em meios aproximadamente didfanos. [76]
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fornece uma “receita” para a determinacgdo do prefator da polarizagdo induzida em fenéme-
nos néao lineares tipicos, de acordo com a ordem da susceptibilidade e das possibilidades de
permutagdes distintas entre as frequéncias envolvidas'®.

Dado que
1 (3x®
1+ n—% <4 p (2.126)

no = /1+ x, (2.127)

o indice de refracdo linear, expandindo em termos da série de Taylor na condi¢do de que

n=+14+x~ng

é o indice de refracdo, e

xI|Eo[? < ny, (2.128)
o indice passa, entdo, a depender da intensidade I:
n=ny+nl, (2.129)

Ao incidir uma luz ordindria sobre um material transparente, por exemplo, a intensidade
do campo de radiagdo é muito inferior aquela apresentada pelo campo interatdomico, de modo
que a incidéncia luminosa opera uma fraca perturbacédo sobre as cargas do meio, as quais res-
pondem aproximadamente como osciladores harmonicos. Neste cendrio, a polarizagdo indu-
zida, P, responde linearmente ao campo elétrico aplicado. Contudo, ao se incidir um potente
feixe luminoso (como sdo os lasers) neste mesmo material, a intensidade do campo de radiacdo
faz-se comparavel a do campo interatdomico, de modo tal que as cargas do meio respondem
anarmonicamente, resultando na inducdo de uma polariza¢do néo linear em fun¢do da ampli-
tude do campo e, por conseguinte, mudancas no padrdo de propagacdo das ondas no meio.
Conforme descrito em [78], o oscilador quértico

Hoe Py 2 o2 (2 L ’ (2.130)
7 oam 2 k\2m = 2 ’ '

é uma boa aproximacdo para o campo eletromagnético em um meio Kerr [79], onde, no ha-

miltoniano cldssico (2.130): w € a frequéncia natural do oscilador; r, a posicao da particula; p,

o momento; e A, o parametro de ndo linearidade. Em um procedimento analogo ao realizado

na seg. 2.1, podemos obter a versdao quantizada da Eq. (2.130) para um tinico modo de campo:

g = haod'a+nA(at)2a? (2.131)
= hwa'a +nA(ata)?, (2.132)
onde utilizou-se de [4,4'] = 1, com w = @ — A. O parametro de anarmonicidade A é real e
proporcional a susceptibilidade nao linear de terceira ordem do campo elétrico, de modo que
o indice de refracdo do meio é dependente da intensidade de incidéncia do feixe de luz [80].
Ha alguns anos, as aplicagdes praticas do efeito Kerr eletro-6ptico em dispositivos fotoni-
cos como moduladores 6pto-elétricos [81, 73], lentes de travamento de modos (autofocalizagdo)

15Gycintamente, seja o prefator K(—wg; w1, ..., wy) = 20H0=¢@, —w, = Y, wi, onde
©® é o nimero de permutagdes distintas das n frequéncias do sistema;
¢ é a ordem da néo linearidade;
0 é o ntimero de frequéncias angulares wy nulas;
@ =1se wy; # 0, e nulo, cc.
Para o efeito Kerr 6ptico, K(—w; w, —w,w) = 3/4
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[82] e lasers de pulso ultracurtos [83] era restringida, sobretudo, em razdo dos indices de re-
fragdo ndo lineares demasiadamente pequenos apresentados pelos materiais. Todavia, com os
avancos tecnolégicos da tltima década, tem-se realizado os chamados “efeitos eletro-6pticos
gigantes” [84, 85, 86]. Em um dos primeiros trabalhos nesta linha, Mohaprata et al. [87]
demonstraram, empregando estados escuros polarizaveis, a ocorréncia de elevada néao lineari-
dade Kerr em meios de estado escuro. Posteriormente, Zhang et al. [88] mostraram que poucas
camadas de grafeno, quando submetidas a forte iluminacéo laser, exibem um aumento em sua
transmitancia, bem como um deslocamento de fase ndo linear, em um experimento onde se
observou um enorme indice de refragio nao linear neste material'® (n ~ 10~7 cm?/W), suge-
rindo sua potencial aplicabilidade na fotonica nédo linear. Métodos mais recentes, destinados a
promover a amplificacdo de pulsos laser ultracurtos por meio do fendmeno de “instabilidade
Kerr” [89], conseguem ndo linearidades 100 vezes mais fortes usando grafeno ou vidros de
calcogénios [90].

16Agua: na41-1071 cm2/W
Cristais de Germanio: n &~ 9.9 - 10~ cm?2/W
Nanoparticula de CS 3-68 (vidro): n ~ 2.3 - 10710 cm? /W



Capitulo 3

Igualdade de Jarzynski

Conforme enunciado por Crooks [30], ha, atualmente, poucas rela¢des conhecidas no campo
da dinamica estatistica que sdo validas na descrigdo de sistemas operando arbitrariamente fora
da condicdo de equilibrio. Dentre elas, a igualdade de Jarzynski (IJ) [28] apresenta-se como
uma das mais recentes descobertas, no ambito de formulacdes genéricas em fisica estatistica,
e permite relacionar a diferenga de energia livre de Helmholtz entre duas configuragdes de
equilibrio de um dado sistema as medidas da quantidade de trabalho fora do equilibrio de um
ensemble despendida na alteracdo do estado, assumindo-se um tempo finito para tal realiza-
¢do. A IJ é matematicamente expressa por

(e Py = e FA4, 3.1)

onde f:=1/(kpT) é o beta termodinamico, kg é a constante de Boltzmann, T é a temperatura
do banho térmico ao qual o sistema se encontra acoplado, e { - ) denota a média sobre um
ensemble estatistico de realizagdes de um mesmo processo termodindmico. A transformagdo
que conduz o sistema de seu estado inicial ao final deve ser do tipo isotérmica, de modo que a
variagdo da energia livre de Helmholtz encontre-se diretamente relacionada ao trabalho total
realizado sobre o sistema.

Com efeito, dada a eq. (3.1), é possivel obter a segunda lei da termodinamica partindo do
teorema da desigualdade de Jensen para fung¢des convexas [91].

Teorema. Seja ¢ : (a,b) — R uma fungio duas vezes diferencidvel que verifique ¢ > 0 em todo o
intervalo. Se x1,X2,...xn € (a,b) e ¢p1, P, ..., Pn sdo niimeros reais positivos tais que Y ;' | ¢; = 1, entdo

¢ (Z ¢1-x1-> <) ¢ip(x) (3.2)
Assim,
e PW) < (e™PW)y. (3.3)
Substituindo (3.1) em (3.3), produz-se
(W) > AA, (34)

que é, propriamente, a segunda lei expressa em termos da energia livre, com sua natureza es-
tatistica evidenciada. Todavia, o emprego da eq. (3.4) como um método para a determinacdo
da energia livre do sistema em fungdo do trabalho por ele realizado é um tanto limitado: ou

33
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lida-se com processos reversiveis, conservando, assim, a igualdade (neste caso, para um dado
sistema, apenas um processo conectando seus estados inicial e final atenderia a condigdo); ou
obtém-se, tdo somente, um limite superior para o valor de AA. A eq. (3.1), por sua vez, prevé a
utilizacdo da parcela irreversivel do trabalho para o calculo da energia livre, de modo a tornar
viavel realiza¢bes que extrapolem as, até entdo, restritivas condi¢des de equilibrio pertinentes
aos estados, originando, pois, uma “fisica estatistica de processos” [92].

Nesse contexto, a IJ] se mostra uma ferramenta valiosa do ponto de vista tedrico, parti-
cularmente til na compreensdo da dindmica microscépica e de propriedades de flutuagdo
correlatas a sistemas fisicos fora do equilibrio que possam ser descritos em termos da meca-
nica cléssica [31, 93, 94, 95], além de refletir em virtuais aplicagdes nos dominios experimental
[40, 96, 97] e computacional [98, 99].

3.1 Demonstracao

Classicamente, a validade da IJ ja foi provada pelo préprio Jarzynski [27, 28]. Neste caso, é
assumido que o hamiltoniano do sistema dependa explicitamente de um certo parametro de
controle A(t). Em t = ty, A(ty) = Aa é constante, enquanto decorre o seu contato com o
reservatério térmico (termalizagdo), a temperatura T. No intervalo | o, s |, procede-se com o
desacoplamento entre o sistema e o reservatério, sendo o valor de controle, entdo, modificado
de acordo com certo protocolo! A(t). Em t = ¢ £, espera-se que o trabalho tenha sido totalmente
executado e, consequentemente, A(t) = Ap.

Seja ¢ == (7, ) um ponto no espaco de fase classico do sistema e H(G, A) o hamiltoniano.
O estado inicial, em equilibrio, pode ser preparado fixando A(ty) = A4 e T, por meio do reser-
vatorio. A densidade inicial do espago de fase p(g, f) é fornecida de acordo com a distribui¢do
térmica

©t0) e—BH(GA4) (35)
onde
Z(ty) = / dge—PHEA) (3.6)

é a fungdo de partigdo em t = fy.

O determinismo na evolucdo temporal do sistema implica na impossibilidade do cruza-
mento de trajetérias no espaco de fase, de modo que é possivel definir de modo univoco uma
fungdo de trabalho acumulado tal que

Wa—p(C,t) == H(G,A(t)) — H(G, Aa), (3.7)

valendo, no curso do protocolo, a dindmica Liouvilliana:

P — (o HEA,. 68)

(3.7) é, claramente, a variacdo da energia interna; todavia, estando o sistema termicamente

isolado, este termo pode ser identificado como o trabalho realizado, via primeira lei da termo-
dindmica. Assim, a média no ensemble (¢~#W4-8) é obtida a partir de

(e~ PWasp) — / dco(Ct f)e*.BH@/)\B) (3.9)

Do qual a igualdade independe, requerendo-se apenas que sempre se utilize do mesmo protocolo para todo o
ensemble.
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Do teorema de Liouville, a fungdo densidade de probabilidade no espago de fase é constante
ao longo de qualquer trajetéria (analogamente ao fluxo de um fluido incompressivel), por
conseguinte, p(¢, t) = p(g, to) e

e~ PH(GA())

p(é’/ t)e_ﬁWA%B(EIt) — Tto) (310)

Substituindo o resultado (3.10) na Eq. (3.9),

(e FWa-p) = /de(C, tf)eﬂBH@/)\B) = (3.11)

Seguindo [100], sugere-se, por argumentos heuristicos, que a conexdo entre o ensemble
canodnico e a termodindmica corresponda a

A= A(T,V,N) — —; InZ(T,V,N), (3.12)

onde A é a energia livre de Helmholtz, T, a temperatura, V, o volume, N, o nimero de

particulas, e Z = }; e PYi, a funcdo de particio para os j estados microscépicos do sistema.
Mais precisamente, a conexdo pode ser definida por meio do limite

_Ba(T,0) =  lim %an(T,V,N). (3.13)

V,N—>oo;%

Desta forma, a diferenca de energia livre, AA, sera fornecida por

. _1 Z(tf,' )LB)
A= —gin (z o AA)> . (3.14)

De modo que a Eq. (3.11) pode ser reescrita na forma
(e PWasB) = o=PAA, (3.15)

A extensdo deste resultado para a mecanica quantica é direto, q.v. [101, 50, 102].

3.2 Realiza¢des experimentais

Os primeiros métodos experimentais destinados a verificagdo das previsdes tedricas acerca
dos teoremas de flutuagdo surgiram por volta de 20 anos atras, quando foram desenvolvidas
novas ferramentas e técnicas de manipulagdo de microssistemas que permitiram o acesso as
suas flutuacdes de energia longe da condigdo de equilibrio. Os resultados obtidos, tanto no
ambito tedrico quanto experimental, tém culminado em contribuicdes significativas na com-
preensdo de fendmenos no campo da termodindmica de ndo equilibrio [103].

Dentre os principais trabalhos experimentais nesta drea encontra-se o estudo conduzido por
Ciliberto e Laroche sobre a conveccdo de Rayleigh-Bénard [104], onde, em 1998, verificou-se o,
até entdo tedrico, teorema de Gallavotti-Cohen. Mais tarde, Wang e colaboradores confirma-
ram o teorema de flutuacdo transiente de Evans et al. [32], que, a época, contava com algumas
demonstragdes computacionais [105, 106, 107]. Neste trabalho, mediu-se a influéncia de molé-
culas de dgua sobre o movimento de diminutas esferas de latex aprisionadas em armadilhas
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Opticas. Eles concluiram que ao longo de periodos de tempo inferiores a dois segundos, va-
riagdes na movimentagdo térmica errdtica das moléculas de dgua ocasionalmente promoviam
pequenos impulsos sobre as esferas de latex individualmente computadas, do que resultavam
curtos - ainda que significativos, dadas as dimensdes do sistema - aumentos na energia cinética
das mesmas, numa aparente violagdo da segunda lei da termodinamica [108] para pequenas
escalas de tempo, onde o “consumo” de entropia suplantava a sua produgdo. Carberry e co-
laboradores conduziram dois experimentos de validagdo dos teoremas de flutuagdo de Evans
e de Crooks, ambos empregando particulas coloidais localizadas em armadilhas 6pticas sus-
pensas em fluidos: no primeiro deles [109], um fluido viscoso; no segundo [110], um fluido
viscoelastico.

Os biofisicos G. Hummer e A. Szabo propuseram uma metodologia de reconstrucéo ri-
gorosa das superficies de energia livre a partir de repetidas medidas de tracionamento re-
alizadas em moléculas individuais [37] utilizando técnicas de microscopia de forca atémica
(AFM) [111, 112, 113], pingas Opticas [114, 115], ou esferas magnéticas [116], com base na IJ.
Tal procedimento foi executado em laboratério por Liphardt at al. [40] pouco tempo depois.
Um esquemadtico do arranjo utilizado é mostrado na Fig. 3.1. No experimento em questdo,
foi efetuado o desdobramento mecédnico de moléculas individuais de RNA P5abc, as quais se
mostraram particularmente interessantes a proposta, dado que ambos os regimes de interesse
sdo experimentalmente acessiveis: o P5abc desdobra-se reversivelmente quando esticado len-
tamente (2-5 pN/s) e irreversivelmente, quando mais rapidamente (34-52 pN/s). No regime
lento, a diferenga no trabalho médio computado entre as trajetérias direta e reversa mostrou
que as mesmas eram praticamente coincidentes. Por outro, executando o procedimento no
regime mais rdpido, a forca média demandada no desdobramento aumentou, enquanto a de
dobramento diminuiu, refletindo assim um comportamento histerético do ciclo dobramento-
desdobramento e, por conseguinte, uma dissipacdo de trabalho. Aplicando a IJ, o grupo
conseguiu reconstruir o perfil de energia livre a partir de repetidas medi¢des obteve o valor
da energia livre a partir da condicdo fora de equilibrio. Além disso, verificaram algumas li-
mita¢des inerentemente préaticas da igualdade (de modo geral, por exemplo, quanto maior o
trabalho dissipado, maior deve ser o ntimero de repeticdes do experimento a fim de obter a
convergéncia para o valor esperado da diferenca de energia livre).

Em regime quantico, os resultados experimentais em teoremas de flutuacao ainda sao inci-
pientes. An [97] atenta para o fato de que durante décadas as medigdes do trabalho e de sua
distribuicdo em sistemas quanticos tem se mantido apenas como experimento mental, o que,
em parte, justifica os testes diretos da IJ, e.g., ndo terem obtido resultados expressivos. Grande
parte dos trabalhos nesse campo sdo baseados em medidas projetivas do estado. Algumas
aplicagdes propde o uso das relagdo de ndo equilibrio do trabalho na detec¢do de emaranha-
mento [117] e na otimizagdo combinatéria utilizando mecanismos de termaliza¢do quantica
[118].
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Figura 3.1: Esquema do arranjo experimental utilizado por Liphardt. Uma molécula individual
de RNA ¢ presa a duas micro-esferas de poliestireno (da ordem de 2 a 3 um) por meio de
estruturas hibridas de DNA/RNA, as quais operam como tracionadores. As extremidades
dessas estruturas sdo quimicamente modificadas (adicionando-se biotina e digoxigenina) de
modo a se conectarem fortemente as esferas (revestidas de estreptavidina e anti-digoxigenina):
uma delas opticamente armadilhada e mantida fixa em um laser, a partir do qual se extraem
informagdes relativas a forca exercida; a outra, acoplada a um atuador piezoelétrico por meio

da ponta de uma micropipeta. Os experimentos foram conduzidos a uma temperatura de 298
a 301 K.

Micropipeta



Capitulo 4

Limite Classico

A verificagdo das condi¢des de validade da igualdade de Jarzynski para o sistema sera divi-
dida em duas etapas: uma referente ao célculo da energia livre de Helmholtz, outra destinada
a determinacdo da média exponencial do trabalho necessdrio para a alteracdo da configuracao,
empregando-se uma abordagem por operador de trabalho [119].

4.1 Modelo Nao Linear de Interacao Radia¢ao-Matéria

Seja o hamiltoniano

A

1
hwata + 5ol + (ato_ + a0, ) + WPy atao, + 12A(ata)?, (4.1)

onde 7, (pardmetro de acoplamento dtomo-campo), v, (termo de ponderagdo da interacdo
“elastica” entre 4tomo-campo) e A (termo de ponderagdo da ndo linearidade) sdo constantes
reais. Tendo em vista que o hamiltoniano H preserva o ntimero total de excitagdes (equivalen-
temente, tem-se a sua comutagdo com o operador ntimero), é possivel determinar seus demais
estados e observaveis a partir da equacdo de autovalores e autovetores,

A|EF) = Ef [ET), (4.2)
com

H = |g,0) h (g,0] +

e, 0) I e, 0] +160) B (g,1] + [, 1) 5 (e,0] + [, 1) 5 (g,1] +
Fle 1) B (e 1+ S (8.2 + 5.2 (1] g 2k g2+,
e, 2) 5 (2] +162) WS (5,31 + 13,3) 5 (6,21 +[,3) 15 (g,3] +
1e,3) I 3] +163) IS (5,41 + [3,4) 5 (e,3] + [,4) W (g, 4] +

+

onde hglé = (o,a| H|g,B), com a,p = {n}y,n € N, e 0,¢ = {e,g}, denota um elemento
matricial. A expressdo acima pode ser condensada como

N hiw A
A= —T°|g,o> (g,0[+ Y Iy, (4.4)

38
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para
R hee e
iy = ( e ). (4.5)
onde, dada a univocidade na correspondéncia entre os pares e — n e g — n + 1 (a excegdo do
elemento K33, escrito separadamente), optou-se pela notagao simplificada:

e = %, = (hw + yoh®)n + %hwo + h2An?, (4.6)

1
I = g = (hw — 1) (n+1) = Shawo + WA (n +1)%, (47)
W =R = =i+, (4.8)

As autoenergias sdo da forma

. nee + niS + \/ (higz— hff)z + (4n¥ )2, o

com autoestados vestidos

|E;f) == cos B, |e,n) +sinb, |g,n+1) (4.10)
|E,; ) == —sin6, |e,n) + cosby |g,n+1), (4.11)
e
1 271V 1
0, = — arctan vt . (4.12)
2 S4+n(y—A)(2n+1)

4.2 Variacao da Energia Livre de Helmholtz, AA

Seja A (to;Aa) o hamiltoniano apresentado em (4.1) no estado inicial de equilibrio, com o
parametro correlato a nao linearidade A(t = tg) = A4, e H(t £;Ap), 0 mesmo hamiltoniano, em
seu estado de final, com A(t = t¢) = A, {A € R|A # 0}. Em mecéanica quantica, a fungao de
partigdo é definida como o trago sobre o espaco de estados:

Z=tr {e_ﬁH } . (4.13)
Na base dos autoestados de energia de H,

Z=c PR 4 ) (eiﬁE’T + 675E5>
n

2
e[y R () an
_ _‘BEgg _‘Bthrhn \/
e PEo +2;e 7 cosh 5 }
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Denotando pelo subscrito (A4) e (Ag) os estados de equilibrio inicial e final do hamiltoni-
ano, a energia livre de Helmholtz para o sistema é

Miag) Pnng) BL
gg n n
e PE +2Y, e P~ "2 cosh ( HZ(AB)>

1
AA = _B In S (4.15)
n(Ay) " n(Ay)
e PES 427 e P2 cosh (ﬁéng“)>
onde
2 2
_ ee _ 1,88 eg
gl’l()\A(g)) - \/|:h”()\A(B)) hn()\A(B)):| + 4 <hn ) (416)
o termo do lado direito da IJ tem a forma
nee +h83
n(Ag) n(ag) .
e PES +2%, e P~ cosh </3g éAB))
e PA = R (4.17)
_BESS o) ) Bln(r )
e PEC 42y, 7P P cosh >4

4.3 Operador Trabalho, Wz

Para o calculo da média exponencial do trabalho serd definido, inicialmente, um operador
hermitiano na representacdo de Heisenberg da forma

Wa,p =UT(t,t) H(OU(, to) — H(ty), (4.18)

onde U(t,ty) é o operador de evolugdo temporal e U*(t,ty), o seu conjugado hermitiano.
Conforme argumentado em [119], a defini¢do (4.18) é razodvel, uma vez que a energia de um
sistema, na mecanica quantica, encontra-se diretamente relacionada ao hamiltoniano.

Para tanto, o termo do lado esquerdo da IJ nesta representacdo é obtido fazendo

<e*ﬁWAaB> — tr {e*ﬁ(m(f/,fo)ﬁ(f)ﬂ(ff,fo)*ﬁ(to))p(to)} , (4.19)

onde p(t) corresponde ao operador de estados do sistema em t = t.

As representagdes de Schrodinger e de Heisenberg sdo casos particulares de uma repre-
sentacdo mais geral, a representacdo de Dirac (ou de interagdo), que se mostra adequada a
solucdo de (4.19). Neste sentido, o Hamiltoniano do sistema, eq. (4.1), serd reescrito como a
soma de duas componentes: uma completamente independente do tempo, outra com depen-
déncia temporal explicita. Assim,

H(t) =Ho+ V(t), (4.20)

sendo ,
Ao = hwa'a + 5 hewod + yih(ate_ +a6,) + ynatas, (4.21)
V(1) = K2A(1) (a7 )2 (4.22)

Resolvendo a equagio de Schrodinger para o operador de evolugdo temporal no caso de H,,
obtém-se A N
Uo(t, to) = e Holt=to) /1 (4.23)
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Além disso,
Ui (t,to) = Ug (¢, to)U (1, to). (4.24)

Se V(t) = 0, Uy(t,ty) = U(t,to) e, por conseguinte, U;(t,tg) = 1, de modo que é obtida a
representacao de Heisenberg. Por outro lado, tomando Hy = 0, H(t) = H(t), culminando em
Uo(t, to) = T eU(t, tyg) = U(t,to), que é, propriamente, a representacio de Schrodinger [120].

Sera estudado o caso geral, em que [H(t), H(t')] # 0. Para tanto, a solugdo formal da
evolucdo temporal do sistema conduz & chamada série de Dyson':

. o0 I\t t by . R R
U(ttg) =1+ ) <l> / dty 1altz---/ ldth(tl)H(t2)~~~H(tn) (4.25)
i A fo to Jto
Ui (t, ty) é solucao da equacao
o\ O - "
ihs Ui(t to) = Hi(HUi(t fo)- (4.26)
ou, na forma integral,
A [ t A A
Ut to) =1 & [ Au( )y (¢)at 4.27)
to

com o hamiltoniano de interagdo denotado por
Hi(t) = UL (1, t0) V(1) Up. (4.28)

A Eq. (4.27), nesta forma, é uma série tal como apresentada em (4.25), consistindo de uma
expansao infinita do operador de evolucdo temporal em séries de poténcias de ;. E o ponto
de partida para a construgio de solucdes aproximadas do operador U(t,to) via teoria de
perturbagdo dependente do tempo (TPDT). H;(t) pode ser avaliado por meio da relagio de
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH):

PR N2 [ [ O (4.29)
— v+ ¢ - ) 130, 0(8)] + [Z(t - to)} o, [zi’v(t)]] T
com
V(t) = K2 A(t)(a%a)?, (4.30)
(o, V(£)] = MmA()H {a*a, a6, — a*a_}, (4.31)

LAp6s F. J. Dyson ter desenvolvido uma expanséo perturbativa desta forma no contexto da teoria quantica de
campos [121].
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(4.33)

Os resultados parciais das relagdes de comutagdo podem ser consultados no Apéndice A.
Organizando os termos,

() = BPA(E) (6T8)2 + i(t — o)y A (1) {a*a, ao, — a*m} +

[i(t — t0)]* 1A (1)

(4.34)

Fazendo
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Y1 = 119
Y2 = 12,

onde ¢ é um pardmetro “contador” de ordens na perturbacdo, temos

() = A {&r +ig(t — to)fo — 2 [(t— to) R +i (t— o) Ra| } + O (129%),  (4.39)
com

# = (a%a)?, (4.36)

fo=m {a*a, ao, —ate. } ) (4.37)

2
Ry = % {—271 {2 ( a*a) + ]1) (a*af_ - ay) + (a*a*a&_ - a*aam)] + (4.39)
2 2
ey <{a+a, [ a*a_} 14 (a*a) (zf+ - a*a_) 14 { (a*a) Jataac, +ataato }) } :

Fixando os operadores & na base {|e,n),[g,n+1)},en, a exemplo do que foi feito em
(457,

kee k‘ffg
R = |y (4.40)
Sty
SR
¢ = n?, (4.41a) K= (n+1)% (4.41b)
1%22
kS = —k3, = (2n+1)Vn+1 (4.42)
7%3:
€= —3 (2112 + 37” + 1) (4.43a)
K8 =3 (n+1)(2n+1) (4.43b)
—w)(2n+1 1
KE = v+ 1 { («wo w;( nt1) + oh {—2 +n?+ (n+ 1)2] } (4.43¢)
—w)(2n+1 1
K = /1 1 { («wo “’;( "t o {—2 +n? 4 (n+ 1)2] } (4.43d)

20s elementos omitidos sdo nulos.



44 CAPITULO 4. LIMITE CLASSICO

A

Ky:

(2n+1)

K8 — Tvn+1
3 2

o {271(”2 +1) + 11 + 1ol {
kge L ’)’1\/Tl+l
=T

+21% +2n [n2 +(n+ 1)2H } (4.44a)

@n+1)

—27 {(”2 +1)%+ 1} — 191 + 1h? [ 7

—2(n+1)2+2(n+1) [n2+ (n+1)2H }
(4.44D)

O operador de evolugdo temporal u 1(t,tp) em primeira ordem é entdo obtido de acordo
com a Eq. (4.27),

1 (1, t0) ~ 1 — in lim [ (DR + gk — 97 (ks + i54Ra) |, (4.45)
—
sendo
. (t—to) (Ap — Aa) (jt + to) N
J](t) = ; Aa+ i+ 1)tf {j}i,jeN (4.46)
para
t

/\(t) = A4+ g(AB - )\A) (4.47)

Observe que tanto melhor serd a aproximacdo quanto menor a diferenca entre os instantes
final e inicial (f — tp).

Na determinagéo do operador de evolugdo temporal Uy (t, tg) serd empregada novamente a
representacao de interagao sobre os termos remanescente; desta feita, porém, o) procedimento
produzird uma solugdo analitica exata, dado que o hamiltoniano Hy ndo exibe dependéncia
temporal explicita. Ainda, com propésitos de simplificagdo, serd utilizado o Método de Ste-
nholm [122, 123]. Desta forma, escreve-se

Ho = 4 + A3, (4.48)
com .
A = hw (a* a+ ZAZ) , (4.49)
A h5 2 At A At A A
= |5+l o+l (a o+ a(7+> : (4.50)
Na base atémica, (4.50) torna-se
hé 2at A ~
5 L4 yohtata Y1ha
S = 2 5 4.51
(e e sy
cujas poténcias pares produzem
2v
A= 2 ) (@.52)
-1

com

2
&= \/ VI; + 72?12&*&} + (y1h)2aat (4.53)
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45

hé 2544 25t
Ca1:= (| |5 FhTdta) 4 (nh)*ata

) i (t—ty) /1
U (1 t) = e~ 7L/,

uma vez que [/4, /5] = 0 e 7 ndo depende do tempo.
Para as poténcias impares,

AP = & [%b +72h2ﬁ+f’} mMhi'a
NhE2y at ~a2 |4+ et

Da férmula de Euler,

7
em que
A5 (t — ty) 2 (1) (=P
COS[ 7 }_UZO(ZV)' h %
7%(—1)’/ t—to\* (& 0
=R 0 &Yy
e
[t —t)] & (DY =0\
Sm[ 7 }_V;)(zvﬂ)! 7 %2

gﬁ(ou A—1) y=0 (21/ +1 ’)qhé%lvjilfﬁ

Uma vez que . . .
Up(t, to) = U (t, t0)U (¢ o),

ee eg
Up(t, to) = ( iy )

g(?
Uy U

com

+

2 4 (mh)2(t—t
ug’ —p—iw(t—t)(a%a+3) {COS[ i (7h1 )2( 0)

i

— Sin
&+ (1h)? [ f 2

USE = iwlt—t) (@) {COS {Cfm(f —t)

E0] I [fsﬁl(;l—to)] (%

2

1 o (=1 t—to 2 ff%”“ {% + ’727’12@1'@}
)! h

-5 t7

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

')’1h§,231/+1ﬁ
—g [ + ontatal

(4.60)

(4.61)

2 4 (mh)2(t—t
a1+ (mh)*( 0)] <M+72h2ﬁ*ﬁ>}, (4.62)

hzﬁ*ﬁ) } ,

(4.63)
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i he—iw(t—to)(aa+3) &2+ (mh)?(t—to)
uls = _imbhe " sin | X2 - 3, (4.64)
%71 + (’Ylh)z
: —iw(t—to)(ata-1) _ _
uge — _l’)/lhe 2 sin gn*l (t tO) d+, (465)
Gn1 h

usado o fato de que ¢2 = &2 | + (11h)>
Finalmente, o operador de evolucao temporal total do sistema, em primeira ordem (via
TPDT), pode ser calculado multiplicando-se (4.24) por Uy(t, tp) a direita, produzindo

N N N yee Yfg
AW (1, t0) ~ Uo(t, t) A (8, tg) =: ( e b > ) (4.66)

n n

sendo

Y o= 1 — i (S (DR, + 3(DKE)] (]t ) + @67)
—ih (i,ﬂz(t)kgz — Ak — if4(t)k§;) (n| ulf |n +1) (4.68)
Vi o= 1= in (AR — 0k | (1| uff [ +1) + (4.69)
— it (170K, — S5(KE — iga(KE ) (n -+ 1] ) (4.70)
Y8 = [1— i (A (RS, — S5(ORE)] n -+ 1] ) + @71)
— i (17K — A5(S, — iga()KS, ) (n -+ 1 S 1) 4.72)
Vi = (1= it (A (RS — (S ) | (]S +-1) + 4.73)
— it (120K, — F5(KSS — iga(OKES ) (]t ). (4.74)

Substituindo (4.66) em (4.19), juntamente com (4.20) e o operador de estados do sistema em
t = tp, obtém-se o lado esquerdo da igualdade.

4.4 Resultados

A fim de comparar as quantidades envolvidas na IJ, define-se a medida

(e W)
De modo que A] — 0 implica na validade da igualdade; em contrapartida, A] # 0 corresponde
a violagdo desta. O protocolo utilizado é da forma apresentada em (4.47). Para este modelo,
como mostrado nas Figs. 4.2-4.4, a igualdade de Jarzynski é satisfeita apenas nos limites de
alta temperatura ( pequeno), com AJ convergindo para 1 a medida que diminuimos a tem-
peratura. Os demais parametros, na aproximacdo adotada, modificam minimamente o perfil

das curvas, sendo a temperatura T e a ndo linearidade A os parametros que, efetivamente,
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dominam o comportamento de AJ, como pode ser visto na Fig. 4.5.

Naturalmente, como assinalado pelo préprio Jarzynski [124], o interesse no estudo de ver-
sOes quanticas dos teoremas de flutuagdo tem crescido de modo expressivo nos tdltimos anos.
Como consequéncia imediata, esbarra-se em profundas questdes de interpretacdo acerca dos
resultados - tanto no campo tedrico quanto experimental - intrinsecas a este tratamento. Ainda
que a questdo envolvendo a defini¢do do trabalho na mecénica quantica nédo seja um tépico dis-
corrido ao longo desta dissertagdo, é incauto deixar de mencionar a sua relevancia, sobretudo
no que diz respeito a termodindmica. Para alguns estudos que se dedicaram a esta analise,
veja por exemplo [119, 102, 101].

Dado que tais resultados sdo, basicamente, uma extensdo de [79], é esperado o abarque
de certas conclusdes: observe, por exemplo, que o perfil assumido pelas curvas de desvio AJ
em funcdo da temperatura pode ser fundamentado ao se considerar que na condi¢do em que
o termo perturbativo (de natureza qudrtica) é relativamente pequeno, a dindmica do sistema,
do ponto de vista do campo, assemelha-se a do oscilador harménico simples. Entretanto,

aumentando-se o valor da perturbagio, invariavelmente, e 24 e (¢=PAW) passam a destoar
entre si.

Finalmente, é possivel que haja fendmenos 6pticos ndo lineares, associados as susceptibili-
dades de ordem mais alta, que promovam a aparigdo de perfis menos triviais para as curvas
(tais como janelas de validade da IJ, limites assintéticos, ctispides, etc).

Figura 4.1: Protocolo: A(t) = Ay + i (Ap—Aa),comty=0,tr =05 A4 =0.
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Figura 4.2: Perfil de variagdo de AJ com respeito a 5. Campo inicialmente no estado térmico e
dtomo no estado excitado. fyp = 0, tr= 1074 h=1w=29,5,wy =10, Y1=1,7%=.5A4=0,
Nmax = 25.
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Figura 4.3: Perfil de variagdo de AJ com respeito a . Campo inicialmente no estado térmico e
4dtomo no estado excitado. fy = 0, tr= 1074 h=1w=9,5,wy =10, Y1=1,7=.514=0,
Nmax = 25.
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Figura 4.4: Perfil de variacdo de AJ com respeito a T. Campo inicialmente no estado térmico e
dtomo no estado excitado. fyp = 0, tr= 1074 h=1w=9,5, wy =10, Y1=1,7%=.5A4=0,
Nmax = 25.
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Figura 4.5: Perfil de variagdo de AJ com respeito a T e a Ag. Campo inicialmente no estado
térmico e dtomo no estado excitado - esquema de Browne-Plenio. ty = 0, ¢ = 1074 h =1,
w=4,5wyg=571=0,1,7%=0,1, A4 =0, npax = 25.



Capitulo 5

Conclusao

O presente trabalho propds-se a investigacdo da validade da igualdade de Jarzynski para
o caso de um atomo de dois niveis acoplado a um oscilador ndo linear. A construcdo teérica
baseou-se no modelo de Jaynes-Cummings, incluindo-se termos provenientes do hamiltoniano
efetivo, quando em regime dispersivo, e do hamiltoniano do oscilador quartico. O sistema nao
se encontra em contato com o banho térmico durante o processo em que se dd alteracdo de sua
configuragdo, destinando todo o trabalho realizado a variagdo da energia. O trabalho é des-
crito por meio de um operador hermitiano fundamentado na diferenca entre os hamiltonianos
inicial e final do sistema, em conformidade com o trabalho inclusivo empregado por Jarzynski
no caso cldssico. No modelo estudado, a igualdade de Jarzynski apenas se mantém vélida no
caso particular do limite de altas temperaturas, em consonancia com os dados apresentados
em [79].

Uma extensdo natural deste trabalho refere-se a possibilidade de generalizagdo do resul-
tado obtido para os demais teoremas de flutuacdo que tém Jarzynski como caso particular
(Teorema de Crooks e relacdo Hatano-Sasa, e.g.). Uma outra vertente concentra-se na elabo-
ragdo de uma proposta experimental do estudo, incluindo a descri¢do dos procedimentos a
serem adotados para a inclusdo do meio Kerr no interior das cavidades épticas, bem como a
obtencado de rela¢des que permitam o confronto imediato com resultados experimentais, como
se dd com visibilidade [125], por exemplo. Finalmente, diferentes defini¢des de trabalho po-
dem ser investigadas.
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Apéndice A
Comutadores

A seguir sdo apresentados os resultados parciais das relagcdes de comutacao utilizadas na
obtengdo da Eq. (4.34)!. Para maior clareza, os comutadores encontram-se agrupados em ca-
tegorias, discriminadas pelo ntimero da equacdo, que compartilham caracteristicas comuns.

(2,67 =1 (Ala)  [04,6.] =6, (Adb) [03,04] = +202  (AlQ)
[ﬁ*,ﬁ*ﬁ] - [a*, aa*} — 4t (A.2a) [a, a*a} - [a,aa*] —a (A.2b)
[040_,0,] =04 (A.3a) 60,0 ]=—0_ (A.3b)
AT At A 2 At Aat At At A A [ ata 2 At an Ant A
ar, (a a) = —(a"aa" +a"a"a) (A.4a) a, (a a) =daa+aa'a (A.4b)
{a*a, ﬁ*aa} — —atan (A.53) {a*a, a*aa*] — ataat (A.5b)
[a*a, aa*a] — _sata (A.50) [a*a, a*a*a} —atata (A.5d)
At A At Ann At 2 A2 A Atan A
[a o_,a aa(7+] =— (a ) (8)° 0, —24"400_ (A.6a)
2
[a;,a*a*am} — (a*) (a)2 6, + 20t a6 o (A.6b)
toat +)? t ot
{am,ﬁ aa &_} - (éﬁ ) o, + (aa +a ﬁ) oLo (A.60)
t t 15) t At
[a o, a0 ay} - (a a) o — (aa +a a) o0 (A.6d)

10s célculos apresentados levam em conta a aproximagéo de dois niveis para o atomo, assumida no texto, de modo
que os operadores da forma ﬁi conduzirdo, naturalmente, a destruicdo do estado, sendo, portanto, sumariamente
anulados.
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[a*a,a*aa*m} - [a* o, atat am} -0 (A.6e)
[ﬁy,a*aam} - {am,aa*ﬁm} =0 (A.6f)
{ﬁ+ﬁﬁz,ﬁ+ﬁﬁA+} —ata (2&* a+ 1) a0y (A.7a)
[a*aaz, a*aa*a_] — ata (—2@*@ + 1) i (A.7b)
[a*ag,aa*ay} — aata (2@*@ - 1) o, (A.70)
[a*a&z,am*am] — _atata (2@*@ n 1) o (A.7d)
ata [ At 2 At 2 At A A2 22
aa, (a ) =2 (a ) (A.8a) [a a,d ] =24 (A.8b)
ISPNPYS ISP IS 2/\2
{a a,aa } = |d'd, (a ) al =0 (A.8¢c)

[ﬁ*ﬁ, (ﬁ*ﬁ)zd} = (fz*fz)zﬁ (A.9a) {a* 2, (a*ﬁfa*} = (a*a)za* (A.9b)

[ﬁ*ﬁ,ﬁ (ﬁ*@)z] - 4 (a*a)z (A.9¢) {a*a, at (a*a)z] —at (a*a)z (A.9d)

[02,040] = [02,0-04] =0 (A.10)
[a*a_,aa“m_] — ataato_ (A11a) [a*&_,ﬁ&m_} — atatao_ (A.11b)
[a;,aa*;m} — _aatao, (A.11c) [am,ﬁ*a;m} — _ataa, (A.11d)

[ﬁ*fr, <ﬁ+)2ﬁ2@’2:| — 2t (a*a)zﬁ, (A.12a) {am, (a*)zﬁzfrz} ) (a*a)2aa+ (A.12b)

t5)? t5)? t t
{ay, (a ﬁ) &Z] -2 (a a) a6, — (fz 4 + aa ﬁ) oy (A.120)

2 2
{ﬁ*fr_, (a*a) az] =2 (a*ﬁ) ato_ — (a*aa + aa*a) o (A.12d)
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(A.13)

(A.14)

(A.15a)

(A.15b)

(A.15¢)
(A.15d)

o_

a'a

(A.16b)

(A.16d)
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