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RESUMO

A proposta desse trabalho é apresentar uma revisao sobre o acoplamento do campo de Dirac
(férmions) ao campo gravitacional através do formalismo das tetradas. Mais especificamente,
serd feita uma aplicagdo ao modelo de Friedmann-Robertson-Walker em que o campo fermi-
onico € considerado como uma das componentes do fluido cosmolégico. Uma consequéncia
relevante € a possibilidade de que os férmions sejam candidatos ao contetido de energia escura
substituindo a abordagem padrdo com a constante cosmoldgica.

Palavras-chave: Férmions, gravitagdo, tetradas, cosmologia.



ABSTRACT

The proposal of this work is to present a review on the coupling of the Dirac field (fermions) to
the gravitational field through the formalism of the tetrads. More specifically, an application will
be made to the Friedmann-Robertson-Walker model in which the fermionic field is considered
as one of the components of the cosmological fluid. A relevant consequence is the possibility
that fermions are candidates for dark energy content by replacing the standard approach with
the cosmological constant.

Keywords: Fermions, gravitation, tetrad, cosmology.
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1 INTRODUCAO

Entender a formagdo e evolucdo do universo em grande escala ndo € algo simples. No
entanto, o que se faz € propor um modelo cosmoldgico que conjecture algumas propriedades
basicas do universo em grande escala e explique os resultados observacionais obtidos pelos
astronomos. Nessa busca, pretende-se a elaboracdo de um modelo que permita descrever o
passado do Universo, de modo a se compreender as presentes observagdes € predizer a sua
evolugdo futura (LIMA; SANTOS, 2018). Atualmente, a cosmologia esta sustentada pela Teoria
da Relatividade Geral (TRG) (EINSTEIN, 1916). A RG ¢ a teoria que fornece a descricao
relativistica do campo gravitacional e que estd de acordo com todas as observacdes' feitas até
o presente momento, seja com relagdo a objetos astrondmicos, astrofisicos ou em cosmologia
(PEEBLES, 2005), (AGHANIM et al., 2018).

Na concepcao de Einstein, os efeitos gravitacionais (CARMELI, 1982) podem ser in-
terpretados como uma manifestacdo da curvatura do espaco-tempo produzida pela matéria e
energia nele contidas. Desse modo, diz-se que a presenca de matéria deforma o espago-tempo.
A Relatividade Geral fornece um modo preciso para calcular a curvatura do espago-tempo.
Mais precisamente, a TRG fornece um conjunto de equacdes que relacionam a curvatura do

espaco-tempo com a distribui¢do de energia-matéria nele presente, as equagdes de Einstein:

1
Ruv_iguvR'i'Aguv:—KTuv- (1.1)

Nessa equacdo, K = 8?—4G, em que G € a constante gravitacional € ¢ € a velocidade da luz; Ry € 0

tensor de Ricci; g,y € o tensor métrico; R = g“vRuv € o escalar de Ricci; Ty € o tensor energia-
momento e A € a constante cosmoldgica. Em relagdo a constante A, foi inicialmente introduzida
por Einstein baseado na ideia de um modelo estdtico do Universo. Esta ideia foi abandonada
apos a descoberta da expans@o do universo por Edwin Hubble em 1929 (HUBBLE, 1929). A
constante cosmoldgica faz parte do atual modelo cosmolégico padrao (ACDM- A Cold Dark
Matter), sendo responsavel pela explicacdo da expansdo acelerada do universo. A energia do
vacuo associada a constante cosmoldgica representa atualmente o contetido de energia escura

do universo (PERLMUTTER et al., 2013), (SCHMIDT et al., 2013), (RIESS et al., 2013).

! Essas observagdes permitiram testar a Relatividade Geral, para fins de comprovacdo de sua validade.
Detalhes podem ser encontrados nas referéncias (HENRIQUES, 2009), (HOBSON; EFSTATHIOU;
LASENBY, 2006), (NOVELLO; NETO; BERGLIAFFA, 2010).



Contudo, o pequeno valor observado da constante cosmoldgica representa um dos problemas
mais desafiadores da fisica contemporanea (WEINBERG, 1989).

A métrica mais geral compativel com os principios de homogeneidade e isotropia do
universo (Principio Cosmolégico) é a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (WEINBERG,

2014)

dr?
ds’ = c*dr* —a’(1) | 5 rk2+r2 (d6*+sin*0d¢?) | . (1.2)
— Kr

As coordenadas (r,0,¢) sdo coordenadas esféricas co-méveis. A coordenada ¢ representa o
tempo cosmoldgico e a fungdo a(t) é o fator de escala. O pardmtero k é uma constante que
define a curvatura espacial e assume valores k = —1,0,1. Cada valor de k representa tipos
distintos de geometria: plana para k = 0; hiperbodlica para k = —1; esférica para k = 1. Assim,
tém-se dois casos de espacos com geometria aberta e um caso de espaco com geometria fechada
(veja Fig. 1.1). No presente estagio de evolugdo do universo, as observacdes apontam para um
universo plano?, ou seja, k = 0. Entretanto, um dos objetivos da cosmologia é determinar se
o universo foi plano ao longo de toda a sua histéria ou evoluiu para um universo plano na
atualidade. Em escalas cosmoldgicas, maiores do que 9,2 x 10*Mpc , esta geometria descrita
pela métrica (1.2) constitui o modelo de espago-tempo homogéneo e isotrépico: nao hd no
universo nenhuma localizacdo ou direcao privilegiadas. Essa afirmacdo constitui o Principio

Cosmologico (HENRIQUES, 2009).

Figura 1.1 — Geometrias possiveis do universo: fechado, aberto e plano.

fechado

aberto

plano

Atualmente, a cosmologia € um campo de intensa atividade onde encontram-se alguns
dos problemas mais desafiadores da ciéncia contemporanea. Desde meados do século XX, vem

destacando-se como um campo de pesquisa com dados observacionais de grande precisdo. Em

2 <https://map.gsfc.nasa.gov/universe/uni_shape.html>. Acesso em 15/05/2018.
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1964 os fisicos norte-americanos Robert Wilson e Arno Penzias descobriram a radiagdo c6smica
de fundo (WILSON, 1978), (PENZIAS, 1978). Passadas quase quatro décadas, em 1992, o
satélite Cosmic Background Explorer (COBE) (MATHER, 2007) mediu o espectro da radiacao
cosmica de fundo com alta precisdo, que foi melhorada em 2003 com as medidas das pequenas
flutuacdes da radiacdo césmica de fundo realizadas pela sonda espacial Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe (WMAP)(SMOOT, 2007). Em 2013, a missdo espacial Planck da Agéncia
Espacial Europeia (ESA) revelaram a medicao mais precisa da radiacdo césmica de fundo (ADE
et al., 2014). Combinadas com dados de supernovas e estrutura em grande escala inseriram a
cosmologia no campo das medidas de precisao, fundamentais para o desenvolvimento de novos
modelos tedricos.

A fisica além do modelo cosmoldgico padrao, ACDM, representa o estado da arte da
pesquisa em cosmologia. Entre os problemas tedricos e observacionais abordados encontram-
se a busca de melhores estimativas da idade do universo e da porcentagem de matéria escura
e energia escura (ADE et al., 2016). A natureza da matéria e da energia escura também ¢é
um tépico de muita pesquisa além do modelo ACDM. Estima-se que a matéria observada nas
estruturas conhecidas (galdxias, estrelas, poeira) corresponda a apenas 4,9% da matéria total do

universo (AGHANIM et al., 2018).

1.1 O Modelo Cosmolégico Padrao - ACDM

O modelo ACDM ¢ o mais aceito atualmente e que estd em melhor concordancia com
os presentes dados observacionais (AGHANIM et al., 2018). Também chamado de modelo de
concordancia, o ACDM contém como parte essencial um setor escuro composto pela matéria
escura fria (ndo-relativistica) e a energia escura. Contudo, a natureza das componentes do setor
escuro ainda € misteriosa. Na sigla ACDM, o A corresponde a energia escura responsavel pela
expansdo acelerada do universo, enquanto que CDM € abreviatura de Cold Dark Matter, o que
representa a componente de matéria escura ndo-relativistica do universo (LIMA; SANTOS,
2018).

O ACDM tem como base o Principio Cosmoldgico o qual afirma que o universo em
escalas suficientemente grandes ¢ homogéneo e isotropico. Ele fornece uma descri¢ao detalhada
da evolucdo do universo composto de matéria, radiacao e energia escura. O modelo prediz a

evolugdo do espectro da radiacao césmica de fundo (LIDDLE, 2003), o qual mantém o espectro
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de Planck® para um corpo negro ao longo da expansio do universo. O modelo mostra que a
atual temperatura da radia¢do césmica de fundo € da ordem de 2.7 K, o que estd em acordo com
os dados observacionais. Uma vez que o ACDM permite calcular a temperatura do universo
ao longo da sua evolugdo (LIDDLE, 2003), quando invoca-se a fisica de particulas elementares
e a fisica atomica, tem-se um modelo que prediz a abundancia dos elementos quimicos leves
(hidrogénio, deutério, hélio e litio) que surgiram nos primeiros 3min de existéncia do universo
(NOVELLO; NETO; BERGLIAFFA, 2010).

Apesar de sua eficicia, o Modelo Cosmolégico Padrdo ndo explica alguns fatos teéricos
e observacionais como a Planura do Universo, o horizonte, monopolos magnéticos, formacao
das estruturas locais (galdxias, aglomerados de galdxias, etc.). Nao € objetivo discutir esses
problemas nesse trabalho, contudo, € interessante mencionar que a proposta de um regime in-
flaciondrio anterior ao periodo descrito pelo ACDM & capaz de resolver os quatro problemas
mencionados acima. Para mais detalhes ver referéncias (NOVELLO; NETO; BERGLIAFFA,
2010), (RYDEN, 2016). De modo geral, todos esses problemas estdo relacionados com a esco-
lha das condig¢des iniciais do universo primordial.

De acordo com o0 ACDM o universo € composto por diferentes tipos de componentes, a

saber:

e Matéria baridnica - corresponde a toda forma de matéria ndo-relativistica que interage ele-
tromagneticamente e gravitacionalmente e, em geral, pode ser observada diretamente. Como o
proprio nome diz, toda matéria baridnica presente no universo ¢ formada por barions que, por
sua vez, € constituido de quarks (MOREIRA, 2009). Como no estdgio atual do universo (ex-
pansdo acelerada) (AGHANIM et al., 2018), (NETO, 2018) os barions sdo nao-relativisticos, a
componente baridnica possui pressdao nula (@ = 0) de tal forma que ndo afeta a expansdo ace-
lerada do universo, estado da matéria que costuma-se denominar de "poeira". A sua evolugdo

temporal € dada em termos do fator de escala, conforme serd visto no capitulo 2.

e Radiagdo - composta por fétons e a matéria relativistica (LIDDLE, 2003), incluindo neutrinos.
A maior parte dos fétons corresponde a radiacdo cdsmica de fundo, contribuindo com apenas
0,001% da massa equivalente do universo hoje. A matéria relativistica era a componente domi-

nante nos estagios em que o universo era muito quente e denso, correspondente a temperaturas

3 Para mais detalhes veja a referé€ncia (EISBERG R.; RESNICK, 1979).
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com valores maiores do que 10° K e energias maiores do que 1MeV. Os fétons desacoplam
da matéria quando a temperatura do universo é da ordem de 4000K e a energia da ordem de

0,4eV, o que ocorreu por volta de 380.000 anos atrds ou no redshift z = 1100 (NETO, 2018).

e Matéria Escura - assim denominada porque se interagir, € uma interacdo fraca eletromagneti-
camente e dificulta uma deteccdo direta. A observacdo da matéria escura € feita indiretamente
pelos efeitos gravitacionais que causa na sua vizinhanga. A matéria escura € essencial para o
entendimento da formacdo das grandes estruturas do universo. Detalhes sobre métodos indire-
tos usados para estimar a presenca da matéria escura no universo sao encontrados na referéncia
(NOVELLO; NETO; BERGLIAFFA, 2010), (RYDEN, 2016). Pelos resultados observacionais,
sabe-se que hoje a matéria escura corresponde a cerca de 25% do conteddo de matéria do uni-

VErso.

e Energia Escura - no ACDM ndo ha nenhuma hipétese sobre a natureza da energia escura. No
modelo, a energia escura € representada pela constante cosmolégica (NETO, 2018). Essa forma
de energia corresponde a cerca de 70% do contetido do universo com densidade p = %, em
que os dados recentes indicam que A = 1,1056 x 10752 m~2, o que d4 uma energia do vicuo da
ordem de 1074" GeV* (AGHANIM et al., 2018). A tnica evidéncia para a existéncia da ener-
gia escura - ou seja, um valor ndo-nulo da constante cosmoldgica - € a expansao acelerada do
universo. Existe um consenso de que a constante cosmoldgica esta associada com processos fi-
sicos relacionados com o viacuo do modelo padrdo da fisica de particulas elementares. Contudo,
essa relagdo ndo estd fechada e constitui um dos maiores problemas da fisica contemporanea
(BURGESS, 2015), (PADILLA, 2015).

Pelos resultados observacionais, 95% do conteido do universo esta associdado ao setor
escuro. Isso torna o estudo da matéria e da energia escura topicos de grande interesse, impres-
cindiveis para uma melhor compreensdo do universo.

Nesse trabalho vamos abordar apenas aspectos relacionados com o contetido de matéria
escura do universo. Em particular serd explorada a possibilidade de que um campo fermio-
nico de Dirac substitua a proposta usual da constante cosmoldgica como fonte da expansao
acelerada do universo. Essa possibilidade atribui um carater mais fundamental a dinamica da
expansdo, uma vez que campos fermidnicos compde o conjunto de campos fundamentais co-

nhecidos na natureza. Com esse propdsito, no que segue, a dissertacdo serd desenvolvida da



13

seguinte forma: no capitulo 2 serdo apresentados os fundamentos necessarios para obtencao
das equagdes de campo de Einstein e a solu¢do FRW de interesse a cosmologia. Também sao
apresentadas as componentes do fluido cosmoldgico e suas respectivas equacdes de estado e
evolucdo de densidade, uma vez que cada componente € considerada como um fluido perfeito.
Por fim, os pardmetros cosmoldgicos sao definidos e escritos em termos do redshift cosmol6-
gico. No capitulo 3 serd apresentado o formalismo das tetradas que permite descrever férmions
na presenca de um campo gravitacional e quantidades como tensor métrico, derivada covariante
de um vetor e conexdo afim sdo reescritas. No capitulo 4 serd desenvolvido o cdlculo do tensor
energia-momento para o campo fermionico na geometria FRW utilizando a lagrangeana de Di-
rac minimamente acoplada ao campo gravitacional. No capitulo 5 serd apresentado um modelo,
cuja proposta original foi apresentada por (RIBAS; DEVECCHI; KREMER, 2005), em que a
fonte da expansdo acelerada é um campo fermidnico de Dirac. Por meio do modelo sdo es-
critas expressoes simples de parametros cosmoldgicos que, posteriormente, permitird testa-los

observacionalmente. Finalizamos apresentando algumas conclusdes e resultados obtidos.
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2 FUNDAMENTOS

Nesse capitulo serd feita uma breve apresentacdo do formalismo lagrangeano aplicado
a Relatividade Geral. Em particular, as equagdes de campo de Einstein serdo obtidas via o
Principio de Hamilton. A solu¢do de interesse a cosmologia € obtida da métrica de Friedmann-
Robertson-Walker e expressa em termos das equagdes de Friedmann. Também serdo apresenta-
das as diferentes componentes do fluido cosmoldgico e as respectivas equacgdes de estado e de
evolucdo da densidade, quando cada componente é considerada como um fluido perfeito. Os
parametros relevantes a cosmologia serdo definidos e escritos em termos do redshift cosmol6-

gico.

2.1 Formalismo Lagrangeano da Relatividade Geral

A descricgao cléssica do campo gravitacional fundamentada nos principios da Teoria da
Relatividade Geral (TRG) pode ser feita através da extensao do principio variacional para uma
teoria de campos no espaco-tempo quadridimensional (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY,
2006). Na TRG os efeitos do campo gravitacional sdo interpretados como uma manifestacdo da
curvatura do espagco-tempo.

No formalismo variacional (LEMOS, 2007) define-se uma acdo da qual obtém-se o
conjunto das equacdes de campo de Einstein (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006),
(WEINBERG, 2014). A ac¢ado que gera as equagdes de Einstein no viacuo é dada por

T 2x2

1
Sgr = —/ R\/—gd*x, 2.1
K74

que é denominada agio de Einstein-Hilbert !. Nessa expressdo k = 8?—40 (G € a constante gra-
vitacional e c € a velocidade da luz), R € o escalar de Riccie /—g d*x é o elemento de volume
invariante com g = Detgy,y. As equagdes de campo sdo obtidas pela variagio funcional de cada

um dos termos da expressdo (2.1) em relagdo a g,y até primeira ordem. Usando a defini¢do

' As teorias fisicas sdo covariantes por transformacio geral de coordenadas. Essa simetria deve es-
tar refletida na acfo, que sob transformacdo geral de coordenadas, deve ser um escalar (HOBSON;
EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).
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R = g"VRyv, a variagdo de (2.1) resulta em

1 1
O0SEH = 53 /% 8" Ruv v/ —gd*x— 72 /ﬂguvwgﬂv V—gd*x
1
— m/@guvRuv 5(v/—g)d*x. (2.2)

O tensor de Ricci Ry y € definido por

_JT" p P A P A
RHV—8pl"vu—&VFPN+FMFW—FMFP“, (2.3)

em que a conexao (simbolo de Christoffel) é dado por

P 1 po

Ly = 58 (au gvo + v 8oy — Gguv) . (2.4)

A variacdo de cada um dos termos de (2.2) é dada por
8Ruy =Vy (8T ) — Vo (8T ). 2.5)
68 = —gguvog"" (2.6)

e
1

6\/_ - _E\/ _gg‘uvsguv. (27)

Para obter (2.5) utiliza-se um referencial local no ponto P satisfazendo g,v (P) = Nuv € dp guv(P) =
0. Portanto, nesse referencial, F’:W (P) = 0 de modo que na (2.3) contribuem somente termos
com a derivada da conexdo. Finalmente, como a variagdo deve ser escrita na forma covari-
ante, fazemos a substitui¢do dy, — V. Na variagdo (2.6) foi utilizada a propriedade geral

Al = delt +CT, vilida para uma matriz inversivel A, onde C” ¢ a transposta da matriz dos cofa-

tores C da matriz A.2

2 O determinante de uma matriz A pode ser escrito em termos dos cofatores C; ; do elemento a;; como
detA =a;Ci+apCp+ ... + ainCiy = a1;,C1i + a2iCoi + ... + aniCni

O cofator do elemento a;; € definido por (—1)/a;;.
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Substituindo as expressdes de (2.5) a (2.7) em (2.2) e usando que V,g*¥ =0 e o teorema

da divergéncia chega-se a

SSEy = _L/ <Rﬂv - %guvR) SgMV\/—gd*x. (2.8)
K74

2K?2

Note que o termo de superficie proveniente da aplicacdo do teorema da quadri-divergéncia nao
contribui, uma vez que a superficie de integracdo estd no infinito onde por hipétese os campos
se anulam. O principio de Hamilton determina que 6Sgy = 0 para uma variacéo arbitraria do

tensor métrico gy v. Aplicando esse principio a (2.8) tem-se

1
Ru_v_zguvR:O, (2.9)

que corresponde as equagdes de campo de Einstein no vacuo.

Na presenca de outros campos, pelo mesmo principio pode-se obter as equacdes do
campo gravitacional na presenca de matéria. Assim, deve-se adicionar a acdo de Einstein-
Hilbert (2.1) a ag¢do correspondente aos outros campos. Suponha que S, corresponda a a¢ao
de um campo de matéria (como o campo de Dirac que serd analisado posteriormente). Tem-se,
entdo, que

SEH ‘I’Smata (210)

na qual S,,,; contém todas as informacdes sobre o contetdo de matéria que produz a curvatura

e que ¢ afetada pelo campo gravitacional. A variagdo de S,,,; € dada por

1
OSmar = E/d4x\/—gTuv ogM, (2.11)

em que

P2 5L
T Vg et

define o tensor de energia-momento. Usaremos essa definicdo posteriormente para estudar o

(2.12)

acoplamento do campo de Dirac com o campo gravitacional.

E possivel introduzir um termo de constante cosmolégica na equacio de Einstein. Para
isso, basta adicionar & acio de EH o termo [ d*x,/—g A, cuja variagio em relagio a guv condu-
zird a

1
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Essas sdo as equacdes de campo de Einstein em sua forma mais geral, incluindo o termo de
constante cosmolédgica A. Note que do lado esquerdo de (2.13) temos informacdo sobre a
curvatura do espaco-tempo, enquanto que do lado direito temos informacgdo sobre a matéria que
produz essa curvatura. Portanto, a matéria diz ao espago-tempo como se curvar e o espago-

tempo diz a matéria como se mover (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973).

2.2 Solu¢ao FRW na Cosmologia

O estudo das solucdes das equacOes de Einstein mostrou-se de suma importancia para o
desenvolvimento da fisica no século XX. Um interesse particular voltado para a cosmologia sdo
as solucdes das equacdes de Einstein para a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW),
definida na equacdo (1.2).

A geometria FRW constitui o modelo de espago-tempo homogéneo e isotrépico em
escalas cosmolégicas (WEINBERG, 2014), ou seja, compativel com o Principio Cosmolégico
de que ndo ha no universo nenhuma localizagdo e direcao privilegiadas (HENRIQUES, 2009).
Estatisticamente, a distribui¢ao espacial de matéria no universo ocorre de maneira homogénea
e isotrdpica a escalas suficientemente grandes.

Para obter a dindmica e determinar a evolugdo do fator de escala a(z) utiliza-se a equagdo
de Einstein (2.13) com o espago-tempo considerado como sendo um fluido perfeito (NETO,

2018) descrito pelo tensor de energia-momento

Tuv = (P + c%) Uylly — pguv, (2.14)

em que Ty € o tensor energia-momento; p € a densidade; p € a pressdo e uy € a quadrivelo-
cidade. O procedimento € o padrao utilizado na relatividade geral (HOBSON; EFSTATHIOU;
LASENBY, 2006):

e Adota-se um sistema de coordenadas esféricas co-méveis x* = (¢,r,0, ¢) para determinar as
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componentes ndo-nulas da métrica (1.2):

g0 = ¢, (2.15)
2
a”(r)
=— 2.16
81 o2 (2.16)
gn = —a*(1)r?, (2.17)
g33 = —a*(1)r*sin® 6. (2.18)

e Calcula-se as componentes ndo-nulas da conexdo Fﬁv;

e Determina-se as componentes do tensor de Ricci (2.3);

e Utiliza-se o sistema de coordenadas co-mdveis com quadrivelocidade u* = (1,0,0,0) para
determinar o tensor de energia-momento;

e Determina-se as componentes ndo-nulas do tensor de energia-momento dado em (2.14);

e Substitui-se os resultados obtidos acima nas equagdes de Einstein (2.13).

Com esses procedimentos obtém-se duas equacdes independentes (LIMA; SANTOS, 2018):

da dnG 3 1

a3 (P * —f) A 19
.\ 2 2
a 8rG 1 c°k

Assumindo que o espago-tempo € um fluido perfeito com pressdo p = 0, a equacdo

(2.19) reduz-se a
g:_ﬁ (p_i>_ (2.21)
a

As observagdes indicam que atualmente o universo estd em uma expansdo acelerada (PERL-
MUTTER et al., 2013), (RIESS et al., 2013), (SCHMIDT et al., 2013) e (ADE et al., 2016). A
concordancia da (2.21) € observada através de diferentes tipos de dados e como eles ajustam os
parametros da equacgdo de estado e parametros de densidade. Note que isso sO serd possivel se
A > 0, uma vez que com a expansao do universo p estd diminuindo. Desse modo, a expansao

acelerada impde p < %. Realmente, se A = 0 teremos

i dnG
a_ _Lp7 (2.22)
a 3
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0 que representa uma expansao desacelerada ja que p > 0. Dois parametros cineméticos impor-

tantes na cosmologia e que aparecem nas equagdes de Friedmann sdo

H(t) = g (2.23)
c
q(t) = —Z—g‘, (2.24)

denominados respectivamente, parimetro de Hubble e pardmetro de desaceleragio; H (¢) mede
a taxa de expansdo do universo e ¢(f) mede a taxa de variacdo da expansdo (LIMA; SANTOS,
2018). Note que em termos do pardmetro de desaceleracdo, para um universo em expansao
acelerada equivale a ¢ () < 0.

As equagdes (2.19) e (2.20) permitem determinar o fator de escala a(z). Outra equagéo
importante, obtida independentemente € a equacao de evolucdo da densidade p. Essa equagdo
¢ obtida usando a conservagdo do tensor energia-momento (HOBSON; EFSTATHIOU; LA-
SENBY, 2006), (WEINBERG, 2014)

V. THY =0. (2.25)

Usando a equacdo (2.14) na equacao (2.25) chega-se a

. 3a
b+ (p+£2> 4. (2.26)
c?/) a
De equagdo (2.26) tem-se que
d 3 3pa?
— =— 2.27
da (pa ) C2 ( )
Considerando a equagdo de estado dada por
p=opc, (2.28)

sendo @ um parametro constante, tem-se

d
%(pcf) = —3wpa’. (2.29)
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A solucdo dessa equacao diferencial é
p =Ag31+0) (2.30)

com A uma constante determinada pelas condi¢des iniciais. Os valores do pardmetro @ relevan-
tes a cosmologia sdo: @ = (0 para poeira; @ = % para radiacdo e @ = —1 para vicuo (HOBSON;

EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).

2.3 O redshift cosmolégico

Uma das consequéncias da Relatividade Geral aplicada a cosmologia € a existéncia de
um redshift devido exclusivamente a expansao do fluido cosmolédgico, independentemente do
Efeito Doppler usual (RIBAS, 2008). Considere um observador O situado na origem do sistema
de coordenadas co-mdveis e que um féton seja emitido por uma galédxia distante na coordenada
xg = (tg,rE,0,0), chegando a Terra na coordenada xo = (#9,0,0,0) na época atual. Logo, para
a métrica FRW, um f6ton viajando em nossa direcdo, segue que a distancia radial infinitesimal
entre dois pontos € dada por

dr:—mdt, (231)

onde considera-se entretanto, que a trajetéria dos fétons descrevem geodésicas nulas caracteri-
zadas por ds®> = 0 (RYDEN, 2016). O sinal negativo em (2.31) ocorre porque a coordenada estd
diminuindo a partir da coordenada de emissao.

Suponha que um segundo f6ton seja emitido no instante de tempo posterior ¢tz + 8tg da
mesma posi¢do, sendo detectado na Terra no instante de tempo 7y + 8. Dado que os f6tons sdo
detectados na mesma posi¢ao e as coordenadas de emissao e recepg¢ao sdo co-moveis (fixas) rg

e r =0, integrando a (2.31) tem-se

re tg+0tg c
/ dr=0= —/ ——dt (2.32)
rE g a(t)
e
0 to+6t ¢
[ar=0=— """ Cear (2.33)
0 to a(t)
Fazendo a diferenca entre as equagdes acima, tem-se que
tg+0tg c to+01 c
/ —dt—/ ——dt =0. (2.34)
e Cl(t) Iy a<t)
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Uma vez que os intervalos de tempo da emissdo e da recep¢do entre os dois fétons sdo muito
pequenos, ou seja, 0tp << tg e 8ty << ty, tem-se que a(tg + Otg) ~ a(tg) e a(ty+ dty) ~ a(ty),

de modo que

cd;, oty
a(te) — alro)

(2.35)

Dado que o comprimento de uma onda € obtido através de A = ]% ef= %, tem-se que o

intervalo de tempo entre as duas cristas de onda corresponde entdao ao tempo Otg e 8ty. Assim,

2 _alt)

Ao alty)

(2.36)

Usando a definic@o usual de redshift em termos das distancias relativas entre dois comprimentos

de onda observados e emitidos

1= M, (2.37)
Ae
obtém-se da equacgdo (2.36) que
a(to)
l4+z= ) 2.38
alts) (2.38)

onde a quantidade z € conhecida como redshift cosmoldgico. Quanto maior o valor de z mais
distante situa-se a fonte emissora em relacao ao receptor, implicando que a observagdo corres-

ponde a um objeto mais ao passado do observador.

2.4 Componentes do fluido cosmoldgico

Sabe-se que nos modelos cosmoldgicos atuais o universo € considerado como sendo
um fluido cosmolégico constituido de matéria, radiacdo e vacuo, cada qual descrito por uma
equacao de estado independente dada por (2.28). Portanto, a densidade de energia total do

universo é dada por:

p(t) = pm(t) +pr(t) + palt), (2.39)

em que os trés termos do lado direito representam, respectivamente, as densidades de matéria,
radiacdo e vacuo (representado pela constante cosmoldgica A).

De acordo com o modelo cosmoldgico padrio ACDM, conhece-se apenas 5% da com-
posicdo do universo correspondente a matéria barionica e radiagdo, sendo que os demais 95%

correspondem ao setor escuro do modelo, genericamente chamados de matéria e energia es-
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curas (BARBOSA, 2018). Com relacdo as contribuicdes individuais de cada componente na

densidade total do universo tem-se:

2.4.1 Matéria

A densidade total de matéria presente no universo ¢ dada em termo de duas componen-

tes:

Pm(t) = Pp(t) + Pam(t), (2.40)

em que pp(t) corresponde a matéria baridnica e pg,(t) corresponde a matéria escura (dark
matter) fria, ou seja, ndo-relativistica (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006). A maté-
ria baridnica € toda forma de matéria que interage eletromagneticamente e gravitacionalmente,
como por exemplo, prétons e néutrons existentes nos nucleos atdmicos e seus aglomerados.
A matéria escura fria, por sua vez, corresponde a matéria ndo-barionica. Esse tipo de matéria
interage apenas gravitacionalmente, tornando dificil a sua detec¢do direta. Contudo, a existén-
cia da componente escura da matéria € muito importante na compreensao atual da formacgao de
grandes estruturas no universo, como na formacao das galaxias.

Assumindo a condig@o inicial p,,(fg) = pm,0, para um instante de tempo césmico ¢ arbi-

trario, a solucao da (2.30) para a componente de matéria é

(1) = Pumo {%} 3 (2.41)

em que ao representa o fator de escala no instante 7y. Costuma-se adotar #y como sendo o tempo
hoje.

Utilizando a expressao (2.30), a expressao (2.41) pode ser escrita em termos do redshift

Pn(t) = Pmo (1+2)°. (2.42)

2.4.2 Radiacao

Sao classificados como radiagdo os componentes relativisticos responsaveis pela intera-
cdo eletromagnética: os fotons e matéria relativistica em altissimas temperaturas ou neutrinos
em baixas temperaturas (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006). De modo geral, para a
radiacdo, o valor do parametro @ na equacao (2.30) € w = % Considerando a condicao inicial

pr(to) = pro. tem-se que a solugdo da equagdo (2.30) para a componente de radiagdo no tempo



23

t é dada por

4
ao
) = — 243
Pt =par | %] 4
ou em termos do redshift cosmoldgico por
pr(t) = pro (142)% (2.44)

Pelos dados observacionais, com boa aproximacao, sabe-se que a contribuicdo domi-
nante sobre a densidade de energia de radiacdo presente no universo € devido aos fétons da
radiagdo cosmica de fundo (a sigla comumente utilizada na literatura € CMB, de Cosmic Mi-
crowave Background). A CMB é caracterizada por uma temperatura atual de 2.726 K. As
observacdes mostram que a distribui¢do da densidade de energia dos f6tons associados, medida
hoje, possui a forma de uma distribuicdo de Planck do corpo negro. Pode-se mostrar que essa
distribui¢do € preservada ao longo da expansio do universo (HOBSON; EFSTATHIOU; LA-
SENBY, 2006). Dado que para o espectro de corpo negro a densidade é proporcional a T4,
obtém-se de (2.43), para um dado instante de tempo cosmico ¢, que a temperatura da radiagao

cOsmica de fundo é

T(t)=Tp {%} . (2.45)

Como esperado, nos estigios iniciais do universo, quando o fator de escala € pequeno, tem-se

um universo muito mais denso e, portanto, muito mais quente do que o universo observado hoje.

2.4.3 Vacuo

De equacgdo (2.28), fazendo @ = —1, tem-se um fluido com pressao negativa. Desse
modo, da equacdo (2.30) tem-se que a densidade associada ao vdcuo € constante. O valor da
densidade atribuida ao vacuo pode ser obtida diretamente da equacao de Einstein como segue.

Usando Gy = Ry — % guvR para escrever a equacdo de Einstein como

A
Guy = —K (Tuv + E&w) ) (2.46)

nota-se que o segundo termo do lado direito corresponde ao tensor energia-momento (2.14) com

p=—-pep= —%. Assim, pode-se interpretar o termo da constante cosmoldgica como uma
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componente do fluido cosmolégico com densidade

— - 2.4
PA = PA e (2.47)

Dadas as contribuicdes relativas de cada componente, conforme equacdes (2.41), (2.43)

e (2.47), obtém-se que a densidade total equivalente € dada por

3 4
_ o Ao
p(t) = Pmo Lz(t)] +Pr0 Lz(t)] + PA0; (2.48)

que contém a contribuicao das componentes de matéria, radiacdo e vacuo. Espera-se que para
tempos suficientemente longos, a evolucdo do universo seja completamente dominada pelo va-
cuo (fase de Sitter) (NOVELLO; NETO; BERGLIAFFA, 2010). Embora o presente estagio de
evolucdo do universo seja dominado pelo vacuo, fica claro da equagdo (2.48) que existiram no
passado, épocas dominadas pela matéria e pela radia¢ao que predominaram quando a () << ay.
Conclui-se, entdo, que no universo primordial deve ter predominado a energia associada a radi-

acao (HENRIQUES, 2009).

2.5 Parametros cosmoldgicos

Para estudar e comparar diferentes modelos cosmoldgicos, basta conhecer as densida-
des de massa equivalentes p; para cada componente do fluido cosmol6gico em um tempo #.
Entretanto, em Cosmologia, adota-se quantidades adimensionais conhecidas como parametros

de densidade, definidos em relacdo a densidade critica

_ 3H*(1)
pcrit(t): 387G 9 (249)
por
pi(t)
Qi) =P 2.50
1) = i ® (230)

em que H(r) é o parAmetro de Hubble no tempo ¢ e o indice i = m,r, A varre as diferentes
componentes: matéria (m), radiagdo (r) e vdcuo (A). Portanto, p.;(¢) define uma escala de

massa para a cosmologia em cada época de evolucdo do universo. Atualmente, o valor de pg de
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acordo com as observacdes ¢ (AGHANIM et al., 2018)

3H§ —27 -3
Pairg = gL~ 9.2x 107 kgm™>. (2.51)

Os valores mais recentes dos pardmetros cosmoldgicos Hy, Q,,0, .0 € Q4 foram

determinados pela colaboracdo Planck (AGHANIM et al., 2018):

e constante de Hubble - Hy = 67.66 £0.42km g1 Mpc’l;

e densidade de matéria - €, 0 = 0.31540.007;

e densidade de radiagdo - 9 ~ 5 x 1073,

e densidade do vacuo - Qx o = 0.688 £0.005.

Lembrando que 1Mpc = 10° parsecs ~ 3.09 x 10> m. No SI, Hy ~2.19 x 10718571, A
densidade de energia atual presente no universo ¢ dominada pelo vacuo.

De acordo com as observagdes realizadas hoje, a componente de matéria do universo
possui uma componente baridnica e uma componente de matéria escura, cujos parametros de
densidade sdo dados, respectivamente, por £, = 0.05 € Q4,0 ~ 0.25. A componente de
radiacdo hoje € dominada pela radiacdo césmica de fundo, que representa uma pequena fragao
da densidade total, sendo desprezada quando se estuda a cosmologia do universo no seu presente
estdgio de evolugdo (o ~ 1072).

Substituindo na equagdo (2.50) as defini¢des das densidades dadas por (2.41), (2.43) e
(2.47), ao substituir na equacao de Friedmann (2.20), obtém-se que

%k
1:Qm+Qr+QA—W. (2.52)
Quanto ao ultimo termo presente na equagao (2.52), define-se como parametro de densidade de

curvatura
2k

Q.k(l) = _Waz(t)'

(2.53)

Assim, a equacdo (2.52) tem uma dependéncia apenas temporal (isto €, para todos os tempos

cOsmicos t) e pode ser escrita como

Qn+Q,+Qp+Q=1. (2.54)
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Quanto ao parametro de densidade total,
Q=Q,+Q,+Qx=1—-Q. (2.55)

Pode-se notar que para o modelo cosmoldgico ser espacialmente plano deve-se ter que Q = 1.
A evolugdo do parametro de Hubble pode ser escrita em termos dos parametros de den-

sidade e da constante de Hubble medidos hoje. Assim, escrevendo os termos da constante cos-

moldgica e da curvatura da equacgdo (2.20) como parametros de densidade, utilizando a (2.51)

e a (2.54) tem-se

H2(t) = H§ [Quoa (1) + Qroa (1) + Qao+ Qroa 2(t)] (2.56)

emque Q;o=1-Q,,0—Q,0—Qx0 ¢ onde usou-se a = %) correspondendo ao fator de

escala relativo ao valor do fator de escala ay medido hoje.

Multiplicando a equacdo (2.19) por Z—; e usando a equacdo de estado dada por (2.28),

obtém-se:

ad 4G

— = ——Zi i 1 3(1),‘ . 2.57
Uma vez que o parametro de desaceleracao é dado por g = —Z—‘}, a equagdo (2.57) pode ser

escrita em termos das componentes presentes no universo conforme equagao (2.50). Segue que

gt) = = (Qpn+2Q,-2Q,). (2.58)
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3 METODOS

O propésito desse capitulo € apresentar o formalismo matemético que permite descrever
férmions na presenca de um campo gravitacional, o formalismo das tetradas. Desse modo,
quantidades como tensor métrico, derivada covariante de um vetor e conexao afim sdo escritas
em termos das tetradas. A quantidade denominada conexao de spin € definida e a dlgebra de
Clifford das matrizes de Dirac € extendida para o espaco curvo. Por meio das defini¢cdes de
derivada covariante de um espinor chega-se a definicdo do tensor de curvatura e o tensor de

curvatura de Riemann em termos das tetradas.

3.1 Método das tetradas

A conexdo entre a relatividade geral e a equacdo de Dirac pode ser feita através do
formalismo das tetradas, também denominadas vierbeins. A formulacido dos campos cldssicos
das tetradas em um background curvo é um elemento importante da relatividade geral e vem
sendo referenciado tanto nos aspectos cldssicos quanto quanticos (SHAPIRO, 2016).

A incorporagdo dos férmions na relatividade geral ndo € feita de forma imediata por
meio das representacdes tensoriais do grupo de transformacdes gerais de coordenadas em qua-
tro dimensodes. Para isso usa-se uma relacdo entre o espaco-tempo descrito por um sistema geral
de coordenadas e o espago de Minkowski local definida em cada ponto P. Nesse espaco local
(espaco de Minkowski) as representacdes espinoriais sao conhecidas de modo que a introdu-
cdo de campos fermionicos pode ser feita naturalmente através da relacdo com as coordenadas
gerais. Isso é feito através das tetradas (KAKU, 1993).

Uma tetrada € representada pelo simbolo e, na qual os indices latinos (a,b,...) denotam
o espacgo plano tangente de Minkowski definido localmente em cada ponto do espacgo curvo.
Esses indices sdo baixados e levantados, respectivamente, pelas métricas 1, ¢ N%. Os indices
gregos (U, V,...) representam o sistema de coordenadas geral definido no espago curvo sendo
baixados e levantados, respectivamente, por g,y e gtV. A transicdo entre o espago local e o
espacgo curvo € realizada pelas tetradas, que serdo os coeficientes da transformacao entre esses
dois espacos. Os indices latinos e gregos assumem os valores a, it =0,1,2,3.

Suponha que e, sejam vetores que formam uma base local do espaco de Minkowski
em um ponto P e que ey, também nesse ponto, seja uma base associada ao sistema geral de

coordenadas. Supondo também que a transformagdo entre as bases e, € €, sejam inversiveis,
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pode-se escrever

ey = eﬁea, 3.1
e
€q = egey, (3.2)
em que ¢, representam as componentes da transformacdo inversa 2 transformacéo ey, Defi-
nindo as bases satisfazendo e,e, = 1, € € €, = g,y t€m-se que
e“.ev - g‘U.V
b
= ezevnab
= ezeav (3.3)
e
€q.€p = Tap,
= elieyguv
= ek eub- (3.4)
Das relagdes (3.3) e (3.4) seguem as seguintes propriedades:
el = §) (3.5)
v*¥a Vo .
e
e““e“b =6;. (3.6)

Desse modo, toda dlgebra implementada com a métrica g, pode ser obtida de forma equiva-
lente por meio das tetradas ej;. Assim, o conjunto das tetradas permite implementar a mudanga
de um indice para o outro, o que corresponde apenas a uma mudanca de base.

Uma outra grandeza importante a ser definida € a expressao para a derivada covariante

de um vetor e para a conexdo afim, que seguem diretamente da defini¢cao usual

VW =0, VH +TH VT, (3.7)
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onde as componentes de um vetor VH* e V¢ se relacionam com o campo das tetradas por

VH =etve (3.8)

V= eZV“. (3.9)
Em termos dos indices latinos a derivada covariante de um vetor € definida por

V.V =0Vt + b Ve, (3.10)

onde ®?, é denominada conexio de spin. Assim, a derivada covariante de um vetor no sistema
de coordenadas gerais € relacionada com a derivada covariante de um vetor no sistema local
através das tetradas por V, V¥ = eje, HV,V?. Logo, susbtituindo essa relagdo no lado esquerdo

de (3.7) e mantendo fixo o lado direito, tem-se
ehehV,VP = o, VH + T, V™. (3.11)
Substituindo a relacdo (3.9) e (3.10) na equagdo (3.11),

et (a Vb+wcavc> —oVH L TH VT
el 9,(eBVT) 4 elelles Vb, =9, VH + T, VT

aVV“+Vf( el +el'es wcv> =9 VH + T VT, (3.12)

em que na segunda linha acima foi utilizada a regra de Leibnitz. De (3.12), por comparacao dos

dois membros da igualdade, tem-se que a expressao para a conexao afim é
I, = e} ovel + el Sl (3.13)
Multiplicando ambos os lados de (3.13) pelo produto das tetradas % e™ obtém-se

u

o, = efeTry —ejoy 5. (3.14)
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Por fim, multiplicando ambos os lados de (3.14) por /¢, chega -se 4 expressdo para a conexao
de spin,
oy =8 Th, — oy el (3.15)

A conexdo de spin (3.15) € antissimétrica nos indices (a, f). Utilizando essa expressdo pode ser

verificado explicitamente que a)‘éf + a){;a =0.

Segue da identidade (3.3) que deve-se escolher as tetradas satisfazendo (YEPEZ, 2011)

erz :07 (3'16)

Veeu, =0. (3.17)

Essa escolha corresponde a propriedade de metricidade da derivada covariante (denominada
compatibilidade da métrica)

VTg[.LV:O' (3.18)

A relac@o entre as matrizes de Dirac no espago local e no espaco descrito pelas coorde-

nadas gerais (indices gregos) satisfaz a relacdo usual de anti-comutacao da dlgebra de Clifford

PV} =eiveY +evey
=2n"elley

=2gHV. (3.19)

em que na segunda linha foi utilizada a dlgebra das matrizes de Dirac no espaco de Minkowski
) =2m.

Para obter a generalizagcao covariante da acao de Dirac, utiliza-se a prescri¢do usual em
que a derivada parcial € substituida pela derivada covariante e a medida de integracio na acdo
¢ a medida invariante. Com isso, a acdo do campo de Dirac invariante por transformagdo geral

de coordenadas ¢ dada por
Sp= i/d4x«/_—gl/7(iy“Vu —m)y, (3.20)
em que a derivada covariante para a representacdo espinorial é definida por

i
Vuwz8uw+§wﬁb6aby/ (3.21)
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e o seu conjugado

_ I
VW =0o,W— Eco,/’ymab, (3.22)

no qual o, = %[ya, 7). De fato, a equagdo (3.10) é a defini¢cdo da derivada covariante para uma
representacao vetorial.
A relacdo entre as derivadas covariantes e o tensor de curvatura é obtida como segue.

Calcula-se o comutador entre as derivadas covariantes

1
(Vi Vo] ¥ = — RV, (3.23)
onde
R = 9u0y" — oy 0’ + 0 o), — 0 o). (3.24)

A expressao (3.23) € o tensor de curvatura escrito em termos das derivadas da conexdo de spin.

De fato, pode-se obter uma relagao direta com o tensor de Riemann:

1
[V VV] ¥ =~ Ruvpo P VY. (3.25)

Uma consequéncia importante de (3.25) segue pelo uso da identidade de Bianchi e as proprie-

dades do tensor de Riemann (DEWITT, 1975) e (PARKER; TOMS, 2009):

Ruvps V'V 7?7 =2R. (3.26)

Portanto, embora ndo existam representacdes espinoriais associdas ao grupo de trans-
formacdo geral de coordenadas, é possivel introduzi-las localmente e utiliza-las em um espago
curvo através das tetradas. Isso é feito nos planos tangentes definidos ponto a ponto no espago

(KAKU, 1993).
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4 CALCULO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO NA GEOMETRIA FRW

Utilizando o método das tetradas apresentado anteriormente, nesse capitulo serd desen-
volvido o cédlculo do tensor energia-momento para o campo fermidnico na geometria FRW utili-
zando a lagrangeana de Dirac minimamente acoplada ao campo gravitacional, ou seja, simples-
mente substitui-se as derivadas usuais por derivadas covariantes. Mostra-se que, supondo que os
campos dependem exclusivamente do tempo, os férmions ndo exercem pressao, comportando-
se como poeira. Conclui-se, portanto, que campos fermidnicos minimamente acoplados ao

campo gravitacional ndo podem representar uma componente de energia escura.

4.1 Calculo da variacao da acio

Usando os métodos apresentados no capitulo 3 seré feita uma aplicacdo a cosmologia
baseada na métrica FRW. As solucdes das equacdes de campo da relatividade geral formam a
base da descri¢do dindmica do universo dentro do atual modelo cosmoldgico padrao (KAKU,
1993). O objetivo central € investigar o efeito de um campo fermidnico como fonte do campo
gravitacional (SHAPIRO, 2016).

Como se sabe das equacdes de campo (2.13), toda informacao sobre presenga de matéria

estd contida no tensor energia-momento 7}, definido em (2.11) por meio de

1
8Smar = -3 / d*x/~gTyy Sg"Y 4.1)

_ % / d*ey/ g T Sguy. 4.2)

No que segue sera feita uma descri¢do sucinta dos passos necessarios para a obteng¢ao de 7,y no
campo de Dirac (férmions) (SHAPIRO, 2016). Utilizando a defini¢do (4.2), o tensor energia-
momento € simétrico na troca dos indices 4 e v como deve ser na aplicacdo a relatividade
geral.

Nesse caso envolvendo o campo gravitacional é conveniente simetrizar a agdo (3.20). A

forma simetrizada é dada por
1 o o - _
Sp= E/d“x\/—g (PP Vay — iV iyt y —2mpy) . (4.3)

A ac¢do dada em (4.3) € construida em termos da conexdo de spin (veja equagdo (3.21)). Para o

calculo do tensor de energia-momento dado em (2.11) € necessario calcular a variacao da acdo
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em relacdo a métrica. Para isso, utilizaremos o sistema de coordenadas conforme definido por
dt = a(n)dn, em que N é o tempo conforme. Fazendo essa mudanca de coordenadas na métrica

FRW (1.2) e assumindo k£ = 0, em concordancia com os dados observacionais de hoje, obtém-se

ds* = a*(n) [¢*dn? — (dr* + r*(d6* + r*sin*0d¢?))

=a*(n)dsy, (4.4)

em que dsjzw ¢ a métrica de Minkowski, escrita acima em coordenadas esféricas. Usando as
coordenadas cartesianas tém-se que a métrica FRW em termos do tempo conforme é dada por

8uv = az(n)nuv, em que Ny = (1,—1,—-1,-1).

Para calcular a variagdo da agdo escreve-se a métrica transformada como

Suv _>g;,w = guv+hyy, 4.5)

ou seja, 0guv = hyy. As variagoes das grandezas relevantes para o cilculo da variagdo da agdo

sdo as seguintes (SHAPIRO, 2016):

1
8v=g=5V-8h. (4.6)
SghV = —pHv, 4.7
1
Sej, = Ehﬁef,, (4.8)
1
6e§ = —Ehﬁeé, 4.9)
1
A A A A
8Ths =5 (Vahﬁ +Vghl—V haﬁ) , (4.10)
1
S =—5hvy", (4.11)
1
Swph = E(e’”ea’L — PV e (4.12)

Substituindo a expressdo para as derivadas covariantes de um espinor e seu conjugado

em (4.3) tem-se

1 B o 1 )
= 5 [ 46V (197 30y 0,0 oW (ot owr) v - miry . 13)
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Variando os termos de (4.13) em relagdao a métrica tem-se que

1 ) L 1 _
68y = §/d4X(5\/—g) {iw“auw—zauw“w—Ewu”w(y“oawoaw”)w—mew]
1 - o |
+§/d4x\/—g {l‘l/(&’“)&u‘lf—lau‘l/@?’“)‘l/—5(5wub)‘l’(7”6ab+6ab?’”)‘l’1

1 _
5 [ AV B (5 0w+ b v (4.14)

Nos concentraremos agora no cdlculo da contribui¢do da variagao Swﬁb da conexao de
spin em (4.14) e mostraremos que sua contribuicdo é nula. Partindo da expressao (veja equacao

(4.12))

850 =~ [ /=g, W10+ 01 )¥)

1

=3 / d*xy/—g(e"Te™ — eP* e hyr V) (W (YO + OupYe) W], (4.15)

em que na ultima linha usou-se a (4.12) e foi feita uma integragdo por partes, desprezando os
termos de superficie e utilizada a propriedade (3.16). Note que os dois termos entre parénteses
na integral acima s@o antissimétricos na troca dos indices a e . Usando em (4.15) a expressao

Oup = %[ya, 7] e o fato de que as matrizes de Dirac satisfazem {y“, e } =21 tem-se

i X _
980 =—1¢ / d*xy/—g(e"%e™ — ") by VL (W (VYoo — Yoo Ya + YaWo¥e — Wo¥aYe) V]
i . _
ST / d* /=8 26" e hyy eV ) W (Ve YaVy — YeVoYa + YaYoYe — Yo YaYe) V]
i - ac C
=3 / d*x\/=ghuyeucepy e Vo [F4M“y —n" ¥y

— 2 [ @ VoY~ g “.16)

em que na terceira linha de (4.16) usamos a relagdo (3.19) para as matrizes de Dirac. Uma vez
que hyy € simétrico na troca dos indices L e V e o termo entre parénteses € antissimétrico na
troca dos indices U e v, segue que 0S5y, = 0.

Finalmente, fazendo as respectivas substitui¢des das variacoes (4.6) e (4.11) em (4.14),

obtém-se que

I i ] i ]
657 = [ div/ g6 [Eguv(w’lvw—valw —mguy Y — S (Fh VoY = Vil y)|

4.17)
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onde usamos & = g"Vhyy. Por comparagdo com a equagio (4.2) chega-se a
i _ _ i, _ _
Tuv = =58uv (WP Vay =VaWr v) + 3 (Ve y = Vu0row) +mgu iy, (4.18)

4.2 Calculo da densidade e da pressao

As componentes do tensor energia-momento para a métrica FRW sdo obtidas direta-
mente de (4.18) substituindo as defini¢des dadas por (3.21) e (3.22). Os indices gregos e latinos

assumem os valores u,a =0, 1,2, 3. O resultado para as diferentes componentes é

Too = a*(t)mypry, (4.19)
ia(t) , _ -
Tor = T) (Vwy' —y'Thy), (4.20)
€
_la(t) 10, 5704,/ 2 i
Ty = == (WY = YOW) +ma(O)nay'y. (4.21)

Para obter as componentes acima, assumimos que o campo fermidnico depende exclusivamente
do tempo. Também foram necessarias as seguintes grandezas:

e conexao de spin

i’ =0,
o) =0,
. al .
wzk — 2_nzk,
a
o =0,
, al .
) = —=§}. (4.22)
a

e componentes temporais das derivadas covariantes

Voy =/, (4.23)
VoW = 7' (4.24)
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e componentes espaciais das derivadas covariantes

i a
Viy =0y o’y

/

a
- —To; 4.25
2(1 0 I ( )
7— 2 urr 426
V= — ; :
4 ZaW ol ( )
e matrizes de Dirac
1
P =19 (4.27)
a
’}/0 = aFo, (4.28)
1
yF = 1*, (4.29)
a
Y = al'. (4.30)

Na expressido das matrizes de Dirac dadas acima foram utilizadas as relacdes y* = e 7" e
Yu = €} Ya- Portanto, o simbolo I" utilizado do lado direito serve para indicar que tratam-se
das matrizes de Dirac com indices latinos. Os fatores multiplicativos sd@o as componentes das
tetradas para a métrica FRW.

Mostraremos agora que o tensor energia-momento € diagonal na camada de massa, ou

seja, quando os campos fermidnicos satisfazem a equacdo de Dirac

1 /
IOy - 2a—azr0r’<q/+ imy = 0. @.31)
€
V,LL II_/Y” - lmll_/ :Ou
/
é (y}'ro + %% ‘FO) —imy =0. (4.32)

Todas as derivadas temporais acima sdo em relagdo ao tempo conforme. Pelas equacdes (4.31)

e (4.32) obtém-se as expressdes para 0s campos

/

v = —iamy—> Ly (4.33)
2a
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L, 3d_
¥ = =3~ +iamyly, (4.34)

Retornando em equacdo (4.20), substituindo as expressoes (4.33) e (4.34) na camada de massa,

2
a _ _
Tox = > m(Yi Doy + ploly) =0, (4.35)

em que usou-se o fato de que as matrizes de Dirac anti-comutam.

Assim, o tensor energia-momento do campo de Dirac em um universo homogéneo e
isotrépico (FRW) € diagonal. Define-se as componentes diagonais em termos da densidade p e
da pressdo p como T,y = (p, —p,—p,—p). Um célculo andlogo ao que foi feito acima para a
componente Ty; mostra que na camada de massa 7;; = 0, restando como componente niao-nula

somente a componente 7oy = p, que € a equacao de estado para poeira.
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5 CAMPOS FERMIONICOS NA COSMOLOGIA

Na cosmologia do presente estagio de evolucao do universo o mecanismo capaz de pro-
duzir um regime de expansdo acelerada pode ser identificado como uma componente de energia
escura. No modelo padrao ACDM, por exemplo, a componente de energia escura € introdu-
zida por uma constante cosmoldgica, presente nas equagdes de Einstein. Entre os problemas
em aberto no modelo cosmoldgico padrdo estd a determinacdo da natureza da energia escura.
Nesse capitulo serd apresentado um modelo em que a fonte da expansdo acelerada € um campo
fermidnico de Dirac. A proposta original foi feita na referéncia (RIBAS; DEVECCHI; KRE-
MER, 2005). Na primeira secdo serd feito um resumo da proposta original enquanto que, na
segunda se¢do, serd feita uma pequena variagdo do modelo proposto por Ribas, Devecchi e Kre-
mer. Por meio desse modelo serdo escritas expressdes simples de parametros cosmoldgicos, o

que permitird, posteriormente, testd-lo observacionalmente.

5.1 O modelo de Ribas-Devecchi-Kremer

No capitulo 4 vimos que o campo de Dirac acoplado com o campo gravitacional comporta-
se como matéria ndo-relativistica (poeira). Nessa secdo, o tensor energia-momento (4.18) é
acrescido gracas a introducdo, na ac¢do de Dirac (4.3), de um potencial de auto-interacdo da

forma

VW, ¥) = ABI (W) + i )", (S.1D

em que A, 1, B> e n sdo constantes positivas. Desse modo, a acdo de Dirac modificada é dada
por

SD+S,-nt=/\/—g B(WF“V#VI—V#V‘/F“W)—mW—V(W,W) d*x, (5.2)

em que

Sw=— [ V=gV .y dx (5.3)

Como serd visto adiante, o tensor de energia-momento calculado a partir da a¢ao (5.2) conduz a
uma pressao negativa para um ajuste adequado do pardmetro n que aparece no potencial (5.1).
O calculo do tensor energia-momento modificado pelo potencial (5.1) € feito pelo mesmo

procedimento descrito no capitulo anterior. A modificacdo vird da variagdo da acdo de interagao
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(5.3) em relacdo a métrica. Tem-se que

6w =~ [ dx8 [V=gV(¥,w)
—— [axs[V=g V(I.w) - [ d'x Vg8V (i.y)

1
=3 / dx* /=g [V (. w)] 5", (5.4)

onde na segunda linha de (5.4) a variagdo 8 V (¥, y) é nula pois ndo depende da métrica gyy.
As outras variacoes ja foram calculadas no capitulo anterior conforme a equagao (4.17). O novo

tensor energia-momento apds a modificagdo € dado por

i _ _ i, _ _ _
™ = Eguv (‘V?’lvﬂt Y-V, ‘lfyl V/) + 5 (‘I’?’uvvllf —Vyu lI/?’v‘l’) +mguy Wy +guvV (W, ).
(5.5)
As componentes do tensor energia-momento do campo fermidnico para a métrica FRW

sdo diretamente obtidas de (5.5), do mesmo modo que no capitulo anterior, como segue

T = myy+V, (5.6)

dvy ydv

11 _ 422 _ 33 _ v, _r
TH=r2=713%=V TR (5.7)

Detalhes dos cdlculos podem ser encontrados no Apéndice da referéncia (RIBAS, 2008).
Deste modo, uma vez que o tensor energia-momento do campo de Dirac em um universo
homogéneo e isotropico € diagonal, tal condi¢do permite identificar as componentes diagonais

em termos da densidade e da pressao dos férmions como

T}lv: (pfa_pf7_pf7_pf)' (58)

Assim, segue que
pr=m(py)+ 4 [Bi (Y + Baliw 7w (59)
pr=n=1)2 [BiWw?+B9ry)?] (5.10)

Uma vez relacionadas as componentes do tensor energia-momento do campo de Dirac
com a densidade e a pressao dos férmions, ha trés casos a se considerar na (5.10):

e paran > %, os férmions descrevem um campo de matéria com pressao positiva;
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e paran = %, os férmions descrevem um fluido sem pressio;
e paran < %, a pressao dos férmions € negativa, comportando-se como energia escura.
Para o propdsito desse capitulo, interessa o ultimo caso.
Considerando a situacdo em que as componentes do fluido cosmolégico (matéria e

campo fermidnico) sdo independentes e comportam-se como fluido perfeito, tem-se

pr+3H(pr+pr)=0 (5.11)

Pm+3H (O + pm) = 0. (5.12)

No que segue, serd considerada a matéria nao-relativistica e adotado p,, = 0. Além das expres-
soes da conservacdo da energia (veja (2.26)) dadas acima, a evolu¢do do modelo cosmoldgico
segue o seguinte conjunto de equacoes:

e equacdo da aceleracdo

o
=g (pr+put3py) (5.13)

e equacao de Dirac em termos das componentes dos espinores

Vi Vi Vi Vi
75 3 75 . 75 . ¥ V2
. —|—5H +im —2i (l[/;rllﬁ—f—lllgllfz—‘lf;r‘l@—‘lfﬂlﬁ) 14
vs V3 —y3 L
Yy Yy —Ys 21
Y3
e ¥ i T Va *
—2i <W3W1+W4W2_W1 IV3_W2II/4) V=0,
—¥i
_ wz

(5.14)
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com a representacio da matriz de Dirac y° dada por

—
o
-}
o

(5.15)

S o O
=]
|
[
(=]

e as derivadas do potencial V dadas por

(5.16)

v 2 5.17
(WY y)? C-17)

Como préximo passo, Ribas, Devecchi e Kremer implementam uma simulagdo compu-

tacional adotando valores especificos dos pardmetros do modelo:

A=0.1, Bi=p=1,
n=03 m=001, p,=0.

(5.18)

As condig¢des iniciais para a simulacdo estao na referéncia (RIBAS; DEVECCHI; KREMER,
2005). Uma vez que n < %, a pressdo do férmion € negativa e reproduz um regime de ex-
pansdo acelerada, conforme mostrado na Figura 3 da mesma referéncia (RIBAS; DEVECCHI;
KREMER, 2005) e reproduzida abaixo. A figura 5.1 descreve uma transi¢cao de um regime de-
sacelerado para um regime de expansdo acelerada do universo. Ou seja, para valores de ¢ < 20,
por exemplo, tem-se valores de ¢ negativos indicando, desse modo, a predominincia da com-
ponente de matéria no universo, causando consequentemente o regime desacelerado. Conforme
o valor de ¢ aumenta, o campo fermidnico passa a dominar dando origem ao regime de expan-
sdo acelerada do universo, desempenhando o papel de energia escura. A transi¢do do regime
dominado pela matéria para o cenario dominado pela componente fermidnica estd descrito em
termos da evolucdo da densidade na Figura 4 da referéncia (RIBAS; DEVECCHI; KREMER,
2005), reproduzida na figura 5.2.

Nao é objetivo do presente trabalho reproduzir a simulacdo computacional feita pelos
autores da referéncia (RIBAS; DEVECCHI; KREMER, 2005). O que se deseja € obter uma

maneira de determinar os parametros do modelo de modo fisico, sem fazer escolhas arbitrérias
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de parametros. De fato, o tinico vinculo utilizado para obter o regime desacelerado-acelerado,

mostrado nas Figuras (5.1) e (5.2) én < %

Figura 5.1 — Campo fermidnico em uma transi¢cdo de um regime desacelerado (d < 0) para um regime de
expansdo acelerada (i > 0) em func¢do do tempo de acordo com a simulagdo das equagdes
do modelo. A linha pontilhada representa a evolu¢@o considerada nesse trabalho. As linhas
cheia e tracejada correspondem a efeitos de ndo-equilibrio que ndo afetam qualitativamente
o regime de expansdo acelerada, por isso podem ser ignorados. Figura extraida de (RIBAS;

DEVECCHI; KREMER, 2005)
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Figura 5.2 — Densidade de energia representada em uma transi¢do do regime dominado pela matéria
(Pm) para um cenario dominado pelo campo fermidnico (py) em fungdo do tempo de acordo
com a simulagdo das equacdes do modelo. A linha pontilhada representa a densidade de
energia da matéria. A linha cheia representa a densidade de energia do campo fermidnico na
expansao acelerada. A transicao do regime dominado pela matéria para o regime dominado
pelo campo fermidnico ocorre quando a linha pontilhada fica abaixo da linha cheia. Figura

extraida de (RIBAS; DEVECCHI; KREMER, 2005)
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5.2 [Expressao para o redshift cosmoldgico e a idade do universo

Nessa secao serdo desenvolvidas as expressdes do parametro de Hubble e da idade do
universo em termos do redshift. Escritas dessa forma, essas grandezas podem ser comparadas

com dados observacionais.

5.2.1 Parametro de Hubble

Conforme visto anteriormente, a equacdo que descreve a densidade de matéria ndo-
relativistica (@ = 0) é dada por

On+3Hpy =0, (5.19)

cuja solugdo é

(1) = Pmo {%} ; (5.20)

Considerando os férmions como uma componente independente, a equacio que descreve a den-

sidade do campo fermidnico é

pr+3H(ps+pyr) =0, (5.21)

onde a pressdo para um férmion sem massa (m = 0) e com auto-interagdo da forma (5.1) € dada

pela equacdo de estado usual

Pr= a)fpf, (5.22)

com @y = 2n— 1. Para n = 0 tem-se o caso usual do védcuo; para n < % tem-se a pressao
negativa. Assim, a equacdo que descreve a densidade do campo fermidnico evoluindo no tempo
é

ap

ps(t) =pro [E} 6”, (5.23)

em que Py o corresponde a densidade dos férmions hoje. A densidade pode ser escrita em termos

do redshift como

pr(t) = pro(1+2)". (5.24)

Logo, a densidade total atual (excluindo a radiagcdo) é dada por

p(t) = pm(t) +py(t). (5.25)
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Por outro lado, a equagdo que descreve a dindmica do universo plano (k =0) é

200 o2 (PQ)
H(t) = H] ( . ) (5.26)

3H?

onde a densidade critica p. = g /-

Em termos do parametro de densidade, a equacdo (5.26) é dada por

H*(t) = HQr(r) (5.27)

= H[Quoa (1) +Qp0a (1)), (5.28)

onde Qo e n sdo os dois parametros livres que poderdo ser vinculados a partir de dados obser-

vacionais. Para isso, usando a expressao do redshift dada em (2.38), tem-se
H*(z) =H; [Qm,O(l +2)° 4+ Qpo(142)%] . (5.29)

Essa expressdo permitird estabelecer o melhor valor de ajuste dos pardmetros £ o € n por meio
da medida do redshift z, do valor da constante de Hubble Hy e de H(z) obtidos a partir dos

dados astrondmicos.

5.2.2 Idade do universo
Para calcular a idade do universo em um modelo cosmolégico usa-se o chamado look-
back time que € definido para um tempo ¢ no passado em relacao ao tempo #y hoje como

St =tg—t. (5.30)

Claramente, da defini¢do segue que 8¢ > 0. Particularmente, escolhendo o tempo inicial (big-
bang) em ¢t = 0, o look-back time corresponde a idade do universo.

Para escrever o look-back time em termos do redshift usa-se

fo
ot = dt. (5.31)
t
Utilizando a relacdo
ao
l+z=— 5.32
+z a(t)’ (5.32)
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tem-se que
dz
— =—(1+2)H(z). (5.33)
dt
Implementando a mudanca de varidvel
dz=—(1+2)H(z)dt (5.34)
na expressao (5.31) obtém-se
5 / v (5.35)
t=— —_— )
20 (1+2)H(2)

onde os intervalos de integracdo foram substituidos pelo redshift cosmoldgico correspondente
em cada tempo.
Como descrito anteriormente, para obter a idade do universo adota-se zo = 0 em 7y e

para t = 0 toma-se o limite z — co. Assim, o look-back time é

o dz
tO—/O m (5.36)

Utilizando a expressao (5.29), a idade do universo € obtida pelo calculo da integral

oo d—

=ty [ : - (5.37)
O (142) [Quo(1+2)3+Qpo(142)%]?

De posse dos parémetros1 Hoy, £, 0, Qo € n, que devem ser determinados observacionalmente,

a idade do universo pode ser calculada com precisdo. De modo geral, uma estimativa para a

idade do universo é dada pelo valor de Hy !, implicando que a integral deve ser da ordem da

unidade.

1O valor de H(z) também pode ser estimado através das Oscilagdes Actsticas dos Bérions (BAO - do
inglés Baryon Acoustic Oscillations). Para mais detalhes ver referéncia (NETO, 2018).
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho fizemos um estudo de revisdo envolvendo a Relatividade Geral e sua
aplicagdo a Cosmologia utilizando o formalismo das tetradas para acoplar férmions ao campo
gravitacional. A geometria utilizada foi definida pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

Ap6s encontrar as equagdes de Einstein via o principio de Hamilton da ac¢do estaciondria
obtivemos as equacdes de Friedmann para o caso padrao em que o fluido cosmoldgico € defi-
nido por um fluido perfeito com a componente de energia escura representada pela constante
cosmoldgica. Um aspecto importante nesse modelo € que a expansdo do universo s6 ocorre na
presenca da constante cosmoldgica.

Fizemos um estudo detalhado do formalismo das tetradas, desenvolvendo todas as fer-
ramentas necessdrias para transformar grandezas definidas localmente no espagco de Minkowski
para sua correspondente no espacgo geral de coordenadas. Os coeficientes dessas transformacoes
sdo as tetradas. Com isso foram definidas em termos das tetradas algumas grandezas relevantes
para a descricdo covariante das leis fisicas, como a derivada covariante, a conexao e o tensor de
curvatura.

Uma aplicacdo importante das tetradas € a incorporacdo de férmions em uma descri¢ao
covariante e, portanto, adequada a relatividade geral. Isso é possivel uma vez que, sendo as
tetradas definidas em um ponto (localmente), as representacdes espinoriais sdo as mesmas do
grupo de Lorentz. A conexao com o sistema geral de coordenadas (descrito por um espago curvo
na relatividade geral) é implementado através das transformacdes de coordenadas definidas
pelas tetradas. Para esse caso, a representacdo da derivada covariante sobre um férmion foi
devidamente estendida.

Para analisar o acoplamento do campo gravitacional com o campo de Dirac e seu efeito
nas equacdes de Einstein fizemos um cdlculo detalhado do tensor energia-momento. Quando
o campo satisfaz a equacdo de Dirac obtivemos que o tensor energia-momento € diagonal,
como espera-se em um espaco homogéneo e isotropico descrito pela geometria de Friedmann
-Robertson-Walker. No caso em que o campo de Dirac depende somente do tempo conforme ob-
tivemos que os férmions minimamente acoplados ao campo gravitacional comportam-se como
poeira.

Do modelo cosmolégico padrdo sabe-se que o universo encontra-se em um regime de
expansdo acelerada, que pode ser causado por uma componente de energia escura que é de

natureza ainda desconhecida. Foi feita uma revisdo do modelo proposto por Ribas, Devecchi
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e Kremer em que a expansao acelerada é causada por um campo fermidnico de Dirac com um
termo de auto-interacdo na acdo. Com isso obtém-se uma pressao negativa para uma escolha
adequada do valor do parametro n que aparece no potencial de auto-interagdo, a saber, n < %

Seguindo a revisdo, foram reproduzidos os resultados da evolucdo da aceleracdo e da
densidade em funcdo do tempo, indicando que os férmions produzem uma expansio acelerada
quando dominam sobre a densidade de matéria. Isso mostra que nesse regime o férmion atua
como uma componente de energia escura. Posteriormente, usando as equagdes do modelo,
reescrevemos as equagdes para o caso em que o férmion possui massa zero, o que leva a uma
equacdo de estado da forma py = (2n—1)py.

Tratando o férmion e a matéria como componentes independentes de um fluido ideal, as
expressoes da constante de Hubble e da idade do universo foram escritas em termos do redshift
cosmoldgico e dos pardmetros n € Q¢ o do modelo fermidnico. Como perspectiva de seguimento
do presente trabalho, pretende-se ajustar os parametros livres a partir de dados observacionais.

Essa serd uma interessante extensao do trabalho de Ribas, Devecchi e Kremer.
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