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RESUMO

Um estudo detalhado das amplitudes triangulares andmalas AVV, VAV, VVA e AAA é
apresentado. A investigacao € efetuada com a utilizacdo de uma estratégia alternativa aos méto-
dos tradicionais de regularizacdo, para o tratamento das amplitudes (linearmente) divergentes.
O referido método permite que as formas explicitas das amplitudes envolvidas sejam obtidas
sem que estas sejam modificadas nos passos intermedidrios. As rotulacdes para 0s momentos
das linhas internas sdo tomadas como arbitrarias e com isso a presenca de termos possivelmente
ambiguos € claramente identificada e preservada, diferentemente do que ocorre em procedimen-
tos tradicionais. Nenhuma integral divergente €, de fato, calculada. Somente integrais finitas
sdo efetuadas. Isto permite que conclusdes claras e transparentes possam ser retiradas em cend-
rios onde regularizagdes usuais apresentam dificuldades para tal. As amplitudes ditas andomalas
sdo calculadas e suas propriedades de simetria, identidades de Ward e limites de baixa energia,
verificados. Percebemos entdo que as identidades de Ward podem ser violadas por dois tipos
de termos provenientes das partes divergentes: os denominados termos andmalos € os ambi-
guos. Os termos andmalos violam também a linearidade da operacdo de integragdo (relagdes
entre funcdes de Green) e 0os ambiguos estdo atrelados a termos de superficie, como esperado.
Nés verificamos entdo que as possiveis interpretacdes disponiveis para a especificagdo dos va-
lores para as quantidades remanescentes, oriundas das partes divergentes das amplitudes, ndao
permitem a descri¢do adequada das amplitudes. A opcdo matematicamente honesta fornece as
identidades de Ward preservadas, apenas apds escolhas convenientes dos rétulos para os mo-
mentos das linhas internas, que eliminem os termos ambiguos. Tal prescri¢do viola a predi¢ao
para o limite de baixa energia. A adocdo de uma prescri¢do para a preservacao do limite de
baixa energia, permitindo a sobrevivéncia dos termos andmalos, produz os resultados desejados
para a amplitude AVV mas ndo produz resultados consistentes quando aplicada de modo igual a
todas as amplitudes. Concluimos entdo que, com os elementos usuais do cdlculo perturbativo,
amplitudes construidas a partir das regras de Feynman, ndo hd nenhuma possibilidade de ob-
termos amplitudes fisicas com as propriedades desejadas; livres de ambiguidades, preservando
as Identidades de Ward e exibindo os corretos limites de baixa energia e, neste contexto, as
amplitudes ditas andmalas ndo se caracterizam como excessoes.

Palavras-chave: Ambiguidades. Amplitudes Perturbativas. Célculo Perturbativo Preditivo.
Consisténcia. Anomalias. Regularizacoes.



ABSTRACT

A detailed study of the anomalous triangles amplitudes AVV, VAV, VVA and AAA is pre-
sented. The investigation is implemented using an strategy alternative to the traditional methods
of regularization, for the treatment of (linearly) divergent amplitudes. The referred method al-
lows the explicit forms of the amplitudes involved to be obtained without these being modified
in the intermediate steps. The labeling for the moments of the inner lines is taken as arbitrary
and with that the presence of possibly ambiguous terms is clearly identified and preserved, un-
like what occurs in traditional procedures. No divergent integral is, in fact, calculated. Only
finite integrals are performed. This allows clear and transparent conclusions to be taken in sce-
narios where regular regularizations present difficulties in doing so. The so-called anomalous
amplitudes are calculated and their symmetry properties (Ward identities and low energy li-
mits) are verified. We then realize that Ward’s identities can be violated by two types of terms
derived from the divergent parts: the so-called anomalous and the ambiguous terms. The ano-
malous terms also violates the linearity of the integration operation (relations among Green’s
functions) and the ambiguous terms are tied to surface terms, as expected. We then find that
the possible interpretations available for specifying the values for the remaining quantities from
the divergent parts of the amplitudes do not allow adequate description of the amplitudes. The
mathematically honest option provides preserved Ward identities, only after convenient choices
of label for the moments of inner lines, which eliminate ambiguous terms. Such a prescription
violates the prediction for the low energy limit. The adoption of a prescription for the pre-
servation of the low energy limit, allowing the retainment of the anomalous terms, produces
the desired results for the AVV amplitude but does not produce consistent results when applied
equally to all amplitudes. We conclude that, with the usual elements of the perturbative calculus
(amplitudes constructed from the Feynman rules), there is no possibility of obtaining physical
amplitudes having the desired properties; free of ambiguities, preserving the Ward Identities and
exhibiting the correct low energy limit and, in this context, the so-called anomalous amplitudes
can be characterized as exceptions.

Keywords: Ambiguities. Perturbative Amplitudes. Predictive Perturbative Calculation. Consistency.
Anomalies. Regularizations.
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1 INTRODUCAO

O principal objetivo da Fisica, como uma ciéncia exata, é obter as leis que governam
os fendmenos naturais. Para encontra-las € necessario o estudo sistemdtico das fenomenologias
pertinentes, identificando simetrias, vinculos e relacdes entre grandezas fisicas que se revelem
consistentes com os resultados experimentais. A materializacao desse objetivo se da através da
descoberta de relacdes matemdticas bem determinadas entre grandezas fisicas que descrevem
uma certa fenomenologia de forma consistente, as leis propriamente ditas.

No final do século XIX, ja se havia obtido avangos na descricdo de uma ampla classe
de fendmenos, através de leis, com a Teoria da Mecanica Clédssica (MC) e a Teoria Eletromag-
nética (TE), desenvolvidas, dentre outros, por Newton e Maxwell, respectivamente. Apesar do
inegdvel sucesso destas teorias elas exibiram incompatibilidades entre si quando se exigiu que
todas as leis fisicas possuam formas matemadticas idénticas para observadores em diferentes
sistemas de referéncia (NETO, 2010). A necessidade de explicar novos fendmenos na escala
atdmica e quando a velocidade envolvida é comparavel a da luz, deixou ainda mais claro que a
MC possuia limitagdes (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002).

Os fendmenos relativos a escala atdmica culminaram com o surgimento da Mecénica
Quantica, desenvolvida, através de diferentes formulacdes, porém equivalentes, por Schrodin-
ger e Heisenberg. Na prescri¢do de Schrodinger, a dinAmica de uma particula é descrita por
uma funcdo de onda W (¥,t), que é fungdo da posicdo e do tempo. Esta é solucdo da equagio:

d

{;—ZV2+V(7J)}‘P(?,I) = iho ¥ (7,1), (1.1)

onde 7 é a constante de Planck e m é a massa da particula sujeita a energia potencial V (7,1)
(GRIFFITHS, 2008) (SAKURALI, 1987). Esta equagdo € construida a partir do principio da
conservacao da energia mecanica, obtido a partir da segunda lei de Newton para forgas conser-

vativas, onde temos :

pZ
E=—+V(#t 1.2
PV (7). (12)

sobre a qual se aplica a prescricdo de Schrodinger :

7 = —ihV (1.3)
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. d
E =i (1.4)

Para que as solugdes da equacdo de onda sejam fisicamente aceitdveis, a funcdo de onda

deve ser de quadrado integravel, isto é, deve ser possivel:

400
[ reEnpa=1. (15)

Assim, o integrando deve ser uma distribuicdo (SAKURALI, 1987) (GOMES, 2002). Tal
quantidade ¢ interpretada como uma densidade de probabilidade sendo que esta é a forma pela
qual as relacdes entre causa e efeito sdo estabelecidas neste formalismo. Assim, a MQ somente
pode prever resultados na forma de probabilidades, diferentemente das teorias classicas as quais
o fazem de modo deterministico (SAKURAI, 1987).

A imposicdo de que as leis fisicas devem ter a mesma forma matemdtica em todos os
referenciais inerciais estabeleceu um ponto de ruptura. Frente a esta exigéncia, tornou-se neces-
sario alterar ou a Teoria Eletromagnética ou a Mecanica Cléssica, sem comprometer 0s sucessos
obtidos por ambas, a fim de que a ideia filosé6fica da universalidade das leis pudesse ser realizada
(STAUDT, 2005). A solucdo deste dilema foi dada por Einstein, com a formulacdo da Teoria
da Relatividade Restrita (TRR), onde as transformagdes entre sistemas de referéncia adotadas
como universais foram adotadas como sendo as transformacdes de Lorentz. Estas preservam
naturalmente as leis do eletromagnetismo e exigem adequacdes nas leis da Mecanica Cléssica
assim como na Mecanica Quantica (LEMOS, 2007).

A ideia de que as leis da Fisica deveriam exibir covaridncia de Lorentz teve papel funda-
mental no desenvolvimento da Mecanica Quantica Relativistica (MQR). Isto porqué a Mecanica
Quantica de Schrodinger, apesar do sucesso obtido na descricdo das propriedades dos dtomos
e moléculas, € uma teoria intrinsecamente nao relativistica (SAKURAI, 1987). Assim, a MQR
originou-se da necessidade de criar formalismos para a descri¢do da fenomenologia das particu-
las fundamentais que fossem consistentes com as ideias bem sucedidas da MQ e da TRR. Dessa
maneira, numa andlise inicial, deveria ser construida uma equac¢do andloga aquela da MQ, com
interpretacdo semelhante mas de modo a ser esta invariante frente a tranformagdes de Lorentz.
Seguindo este raciocinio, Klein e Gordon propuseram uma equacdo andloga a equacao de Scro-

dinger e que satisfaz a invariancia de Lorentz, usando a equacdo para a energia total relativistica
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de uma particula: (MANDL, 1961)
E?= 1)2c2 +mzc4, (1.6)

ao invés daquela para a energia mecanica newtoniana, seguindo a mesma prescri¢io de (1.3) e

(1.4):

2 2\’
B = (mE) (1.7)
N\ 2
P o= (—ihV) , (1.8)
obtendo:
o 1P AN
(V Gapt i J¥E)=0. (1.9)

Introduzindo o operador D’ Alembertiano;

5 =, 107

0=V 297 (1.10)
obtemos a equac¢do de onda relativistica:
2,2
{DM'"EZC ]‘P:O. (111)

Esta equacdo, devido a presenca de derivadas temporais de segunda ordem, ndo permite
a interpretagdo probabilistica, uma vez que a quantidade |¥ (7,1)| ndo é positiva definida. Na
tentativa de contornar as dificuldades encontradas na interpretacdo das solucdes da equagao
de Klein e Gordon, Dirac propds uma equacdo de onda relativistica com derivadas espago-
temporais de primeira ordem:

(iY" 0y —m) ¥ (F,1) =0, (1.12)

onde y* sdo matrizes obedecendo a uma algebra ndo comutativa. Esta se mostrou bem sucedida
na descri¢do de particulas de spin %, como elétrons (NETO, 2010).
Percebeu-se rapidamente que a descricdo quéntica e relativistica possuia diferengas sig-

nificativas em relacdo ao caso nio relativistico. Particulas relativisticas ndo podem ser descritas
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por uma equacdo universal. Ao invés disto, uma equacao deve ser desenvolvida para cada spin.
E estas equagdes nao podem descrever particulas em interacao mas apenas propriedades de par-
ticulas livres. As quantidades andlogas as equagdes de onda devem ser reinterpretadas como
campos e permitem a correspondéncia consistente com a fenomenologia somente apds a im-
plementacdo de um processo de quantizacdo, andlogo ao da prescri¢do de Heinsenberg, sobre
coordenadas e momentos, porém sobre 0s proprios campos € seus momentos canonicamente
conjugados (SAKURALI, 1987).

Neste cendrio surge a Teoria Quantica de Campos (TQC) com o propdsito de descrever
a interacdo entre particulas relativisticas. Nesta abordagem, cada particula estd associada a um
campo e as interagdes com outras ocorrem devido a presenca dos campos. As equacdes de
movimento ndo determinam fungdes de onda mas campos relativisticos que devem ser quanti-
zados. Assim, quando uma particula interage com outra troca energia € momento em quantas
que possuem também o status de particulas e estdo associadas também a campos. De acordo
com as “cargas” que uma particula carrega, ela pode interagir com outras particulas que tam-
bém possuem tal “carga” através da troca de outras particulas. As propriedades das particulas
trocadas representam (ou determinam) as propriedades das interacdes (GAMBIM, 2004).

A descrigdo conceitual da teoria eletromagnética como uma teoria de campo quantizada,
a Eletrodinamica Quantica (EDQ), obteve sucesso realmente notdvel na descricdo dos fendme-
nos de natureza eletromagnética nos dominios relativistico e quantico. Suas previsdes tem um
alto grau de concordancia entre predicdo e experimento, dando a teoria quantica de campos a
credibilidade necesséria para que esta seja utilizada como um modelo para a constru¢do de ou-
tras semelhantes destinadas a descrever as demais interagdes fundamentais. Assim surgiram a
Cromodinamica Quantica, referente a forca forte, e a Teoria Eletrofraca, a unificacio da teoria
eletromagnética com a teoria para as interacOes fracas. Estas trés interagdes fundamentais cita-
das constituem um tnico modelo de Teoria Quantica de Campos que representa a visdo atual da
fisica para as particulas e interacdes fundamentais: o Modelo Padrdo. A unica interagdo para a
qual nao se pode desenvolver uma TQC de forma andloga as demais € a gravitacional (NETO,
2010).

Para construirmos uma TQC, devemos primeiramente construir uma lagrangiana, ou
seja, um funcional dos campos associados as particulas e de suas primeiras derivadas espago-
temporais, para as quais estamos interessados em descrever a dindmica de interagdes. O funci-

onal € construido de modo a incorporar as simetrias consideradas relevantes. Apds isso, impde-
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se o principio variacional de Hamilton para obtermos as equacdes de movimento dos campos
envolvidos. As solugdes das equagdes de movimento fornecem a descri¢ao da fenomenologia
envolvendo as particulas interagentes. Esta descricao € vista como representando as consequén-
cias das simetrias implementadas na constru¢do da lagrangiana e caracteriza o poder de predi¢dao
da teoria (WEINBERG, 1995) (STAUDT, 2005).

O problema encontrado nesta etapa € que estas equacdes de movimento, em geral,
apresentam-se na forma de equagdes diferenciais ndo lineares e acopladas cuja solucdo exata
¢ raramente possivel. Para contornar este problema, utilizam-se métodos perturbativos que, a
priori, parecem ser o Unico meio viavel diante da dificuldade de solucdo das equagdes de mo-
vimento obtidas para os campos. O uso de métodos perturbativos ndo representa, em principio,
limitagdes significativas para as implicagdes fenomenoldgicas de uma teoria. As contribuicdes
sdo postas em ordem de importancia em uma série. O fator complicador é que estas contri-
bui¢des podem gerar quantidades divergentes, associadas a presencga de integrais de Feynman
indefinidas. A ocorréncia de divergéncias em solucdes perturbativas de Teorias Quénticas de
Campos obriga a construcdo de uma interpretacdo adequada para as amplitudes a fim de que
possam ser relacionadas as quantidades fisicas correspondentes. O mecanismo usual é adotar
algum tipo de regularizacdo de modo que os cdlculos necessarios possam ser realizados. Re-
gularizar implica, invariavelmente, em modificar as formas matemdticas vindas das regras de
Feynman utilizadas para construir as amplitudes. Em principio, um processo de limite, ao qual
nos referimos como limite de conexao, pode ser feito com o objetivo de retirar os efeitos da
modificacido adotada (WEINBERG, 1995). As duas operagdes, integragdo e tomada do limite,
entretanto, nao comutam quando hé divergéncias. Deste modo os resultados podem depender da
prescricao de regularizacao utilizada e até mesmo dos passos intermedidrios efetuados. Assim,
levando em conta que as quantidades divergentes contaminam as séries perturbativas, torna-se
essencial separar a parte divergente da parte convergente e, entdo, através da renormalizagdo,
retirar os efeitos dos infinitos nas amplitudes fisicas (BATTISTEL; DALLABONA, 2002a).

Nos métodos usuais de regularizacdo, os resultados obtidos podem envolver dependén-
cia do resultado final com as escolhas envolvidas em passos intermedidrios, ou seja, ambi-
guidades. Neste caso, faz-se necessario um processo de escolha conveniente das quantidades
ambiguas presentes nas amplitudes perturbativas obtidas, de forma a se obter um resultado con-

sistente com o resultado experimental, ou seja, faz-se necessario o conhecimento prévio do



14

resultado experimental da teoria para que o resultado tedrico possa ser ajustado de forma ade-
quada, o que compromete o poder de predi¢ao da teoria (BATTISTEL; DALLABONA, 2002a).

Devido a presenga de indefini¢des ou divergéncias, e das ambiguidades, podem ser gera-
das amplitudes, correspondentes a processos fisicos, dependentes da prescricao utilizada e das
escolhas arbitrérias feitas nos passos intermedidrios dos célculos, tais como a dependéncia com
a rotulacdo dos momentos das linhas internas nas contribui¢des envolvendo loops. Por estas ra-
z0es, na presente investigacdo, utilizaremos uma estratégia alternativa aos métodos tradicionais.
No contexto da referida estratégia, proposta e desenvolvida por Orimar A. Battistel (BATTIS-
TEL, 1999), as amplitudes ndo sdo comprometidas com as modificacdes representadas pelas
regularizacdes. As integrais de Feynman nio sdo modificadas nos passos intermedidrios e ape-
nas propriedades muito gerais sd@o adotadas tal como a validade da propriedade de linearidade
para o processo de integracdo. As partes finita e divergente sdo completamente separadas. A
parte finita, que apresenta toda a dependéncia dos momentos internos, € calculada naturalmente.
A parte divergente € organizada em objetos matemadticos padronizados que conterdo apenas um
pardmentro arbitrario (A) com dimensdo de massa.

A ferramenta alternativa permite investigacoes detalhadas e claras em amplitudes per-
turbativas contendo divergéncias, ndo possuindo nenhum tipo de limita¢do. Pode, portanto,
permitir esclarecimentos importantes no caso de amplitudes andmalas onde divergéncias e am-
biguidades aparecem de forma associada em tratamentos utilizando procedimentos convencio-
nais. A investigacdo associada ao presente trabalho trata precisamente de um problema neste
contexto: as amplitudes triangulares quadridimensionais anomalas comumente referidas como
AVV (e permutagdes) e AAA. Estas amplitudes desempenham um papel crucial na construgdo da
renormalizabilidade do Modelo Padrdo através do mecanismo de cancelamento de anomalias.
Neste contexto, elas sdo tratadas como excecdes sendo aceitdvel que suas formas matemati-
cas violem propriedades de simetria para elas atribuidas por implicacdes diretas das simetrias
implementadas na construcao da lagrangiana correspondente. Tais simetrias sdo exigidas para
todas as demais amplitudes do modelo. As razdes para isto estdo fundamentadas na impossibi-
lidade de serem obtidas formas matemadticas consistentes com todas as propriedades de simetria
para elas atribuidas: trés identidades de Ward e um limite de baixa energia. Devido a inevita-
bilidade de alguma violacao, justifica-se escolher a forma mais conveniente para as amplitudes,
ou a propriedade de simetria que serd admitida violada. Por razdes fenomenoldgicas associadas

a amplitude AVV (o decaimento eletromagnético do pion neutro), ndo se pode aceitar a viola-
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cdo de limites de baixa energia; entdo, aceita-se a violagdo de alguma identidade de Ward, e a
escolhida é a viola¢do daquela relacionada a corrente axial (WEINBERG, 1995).

A rota de construcdo das ideias passa evidentemente por procedimentos mateméticos
capazes de, primeiro, estabelecer a inevitabilidade de alguma violacdo nas referidas amplitudes
e, segundo, permitir, através de operacdes bem determinadas, aplicdveis as outras amplitudes do
modelo de modo universal, determinar as formas exigidas pelo mecanismo de cancelamento de
anomalias. O fator complicador deste processo reside no cardter linearmente divergente das es-
truturas matematicas associadas as referidas amplitudes, no contexto das solugdes perturbativas
envolvendo contribuicdes de loops, o que produz um resultado ambiguo como consequéncia
de qualquer procedimento matematicamente honesto, pois integrais de Feynman com tal grau
de divergéncia ndo sdo invariantes frente a shi fts no momento de integracao. Isso implica que
os resultados obtidos para as amplitudes conterdo contribuicdes dependentes de escolhas arbi-
trarias de modo inevitdvel. A utilizacdo de métodos de regularizacdo no processo de cdculo
acrescenta ingredientes que tornam menos transparente a interpretacao dos resultados uma vez
que, invariavelmente, tais métodos modificam as amplitudes que calculam. Sendo assim € natu-
ral que se questione quais aspectos da descricao das amplitudes andmalas estdo comprometidos
com a regularizacdo utilizada. A resposta para este questionamento pode somente ser forne-
cida como consequéncia de um estudo detalhado das amplitudes andmalas sem a utilizacdo de
regularizacdo. Tendo isto em mente, no presente trabalho, efetuamos um estudo detalhado das
amplitudes an6malas utilizando para tal um procedimento que permite o cdlculo de amplitudes
perturbativas sem que estas sejam modificadas em passos intermediarios. As formas mais gerais
possiveis para as amplitudes sdo adotadas de modo a preservar todos os aspectos envolvidos.
Assim, a consisténcia e a universalidade dos procedimentos podem ser consideradas de modo
claro e transparente (BATTISTEL; DALLABONA; REIS, 2018).

Primeiramente efetuamos um estudo detalhado das amplitudes triangulares VPP, VSS,
ASP e APS, com um indice de Lorentz, que aparecem naturalmente como subestruturas das
amplitudes andmalas. Tais amplitudes sdo, efetivamente, linearmente divergentes e, portanto,
intrinsecamente ambiguas, possuem identidades de Ward e limites de baixa energia. A univer-
salidade exigida dos procedimentos nos obriga a transportar os resultados obtidos na descri¢ao
destas amplitudes simples para a descricao das amplitudes anomalas. Observamos assim, en-
tre outros aspectos, que o conteddo potencialmente ambiguo das amplitudes andmalas reside

precisamente nas amplitudes triangulares de um indice de Lorentz. Tais termos sdo potencial-
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mente violadores das suas identidades de Ward o que torna dificil a tarefa de compatibilizar a
descricao das amplitudes anomalas simultaneamente as de suas subestruturas.

Com o intuito de facilitar a compreencdo dos principais aspectos envolvidos na investi-
gacdo pertinente ao presente trabalho, este foi organizado do seguinte modo: No capitulo 2 é
apresentada uma introdugdo geral sobre o modelo estudado e exemplos praticos e simples de
duas amplitudes de dois pontos, bem como uma exemplificacdo detalhada das relacdes entre
funcdes de Green, identidades de Ward e limites de baixa energia para estas amplitudes. No
capitulo 3, descreveremos o modelo que serd utilizado neste trabalho e, novamente, daremos
exemplos de aplicagdes do método através do cédlculo das amplitudes relevantes para este tra-
balho. No capitulo 4, estudaremos as amplitudes de um indice de Lorentz e verificaremos suas
relacdes de simetria, bem como relacdes entre funcdes de Green e limites de baixa energia.
Também apresentaremos dois métodos de regularizacio comumentemente utilizados na lite-
ratura e, mapearemos os resultados obtidos em termos destas regularizacdes. No capitulo 5,
comegaremos a tratar das amplitudes triangulares andmalas. Primeiramente apresentaremos as
relacdes de simetria que estas amplitudes devem satisfazer e, em seguida, faremos uma anélise
detalhada das propriedades destas amplitudes e irei entdo, no capitulo 6, calculd-las. No capi-
tulo 7, verificaremos explicitamente as relacdes entre fungdes de Green, identidades de Ward e

limites de baixa energia. O capitulo 8 serd destinado as conclusdes finais deste trabalho.
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2 O MODELO, REGRAS DE FEYNMAN, AMPLITUDES E PROPRIEDADES DE SI-
METRIA

A fim de descrever a dinamica de particulas interagentes, no contexto de TQC, especifica-
se os campos associados as particulas bem como as simetrias consideradas relevantes para as
interacoes. A partir das simetrias assumidas, podemos obter um funcional dos campos e de
suas primeiras derivadas espago-temporais, ou seja, a lagrangiana. Cada um destes campos
contribuird com termos que determinam a dindmica dos campos livres (SAKURAI, 1987). En-
tao, para escrever a densidade lagrangiana, podemos separa-la em duas partes, uma associada a

parte livre dos campos (ZF) e a outra associada a parte de interagdo (.¢7). De forma genérica,

L (0i,0u0i) = Lr (0, i) + 21 (i, 0u i) - (2.1)

onde ¢; s3o os campos associados as particulas e dy, ¢; corresponde a primeira derivada espago-

temporal. A partir disso, definimos a acdo como:

S= / d*x % (¢1,0u9;) - (2.2)

Todos os termos que sdo escalares de Lorentz e do grupo de simetria implementado sdo,
em principio, relevantes. Para obtermos as equag¢des de movimento, impomos a condicao de

minima acdo do célculo variacional,

0S5 =0, (2.3)

que nos fornecerd as equacdes de Euler-Lagrange,

0 ( 82 \ ox
_ =0. 2.4
T (5((9“@)) 20, .

Assim, obteremos uma equacao para cada campo da teoria. Entretanto, como a parte

origindria das intera¢des € construida como combina¢des dos campos, obteremos um conjunto
de equagdes acopladas e, possivelmente, nao lineares. Este fato dificulta a obtencdo de solucdes
exatas. Assim, para contornar este problema fazemos uso de métodos perturbativos.

Na investigacdo pertinente ao presente trabalho, os processos relevantes sdo AVV e AAA
que envolvem campos externos bosdnicos axiais e vetoriais. Entretanto, estas amplitudes estdao

diretamente relacionadas a outras amplitudes triangulares através de relagdes de simetria, que



18

envolvem campos externos escalares e pseudo-escalares. A fim de descrever estes processos,
deve-se entdo construir uma teoria contendo estes campos. O acoplamento de tais campos
externos diretamente, permitindo um diagrama 4rvore para o processo, ndo € possivel num
cendrio de renormalizabilidade. Assim a tnica possibilidade passa a ser uma teoria onde os
bdsons mencionados acoplam-se com campos de spin % e ndo diretamente entre si, a fim de
preservar a renormalizabilidade (por contagem de poténcias) (EBANI, 2015). Os termos de
interacao serdo construidos, em mais baixa ordem, acoplando-se os campos bos6nicos com as

densidades fermidnicas correspondentes, sem envolver a derivada dos campos:
£ =iGs (PY) ¢ +iGp (Pys¥) 1 — Gy (PyP) V¥ — Ga (P57 'P) A, (2.5)

onde, ¥, € Y5 sdo matrizes de Dirac, ¢ € um campo escalar, 7 € um campo pseudo-escalar,
VH é um campo vetorial, A* é um campo axial ¢ ¥ é um férmion massivo de spin % Os
campos vetoriais e axiais sdo admitidos massivos se suas massas sdo geradas através de um
mecanismo de quebra espontanea de simetria. Por sua vez Gg, Gp, Gy e G4 sdo constantes de
acoplamento e, portanto, sdo inputs da teoria (a serem determinadas experimentalmente). Para
fins especificos deste trabalho, estas constantes ndo desempenhardo nenhum papel relevante.
Por isso, em nome da simplicidade, podem ser adotadas como sendo todas iguais a unidade.
Na teoria acima, 0s processos nos quais estamos interessados ocorrerdo através de am-
plitudes intermedidrias que, em ordem mais baixa perturbativamente, serdo loops fermidnicos.

Os propagadores das linhas internas serdo determinados pela solucdo da parte livre da lagrangi-

ana que corresponde ao campo fermidnico de spin % Esta sera dada por

Lr = (it —m) v, 2.6)
onde m a massa correspondente (DAS, 2008).

2.1 Regras de Feynman

Com a teoria elaborada, torna-se, em principio, possivel a descricdo da dindmica
dos campos interagentes. Entretanto, como visto acima, nos depararemos com um conjunto
de equagdes diferenciais acopladas, o que € de dificil solu¢do. Por esta razdo, nds utilizamos
de métodos perturbativos para obtermos as solucdes. A construgcdo de tais solu¢des pode ser

sistematizada através das regras de Feynman, que, se seguidas, permitem a construcio das am-
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plitudes fisicas correspondentes a expansao perturbativa. As contribui¢des serdo construidas em
termos dos vértices e os propagadores. Assim, qualquer processo fisico pode ser calculado, em
uma ordem previamente estabelecida, pela aplicagdo destas regras (WITT B.; SMITH, 1986).

Um processo fisico € definido por suas linhas externas, que caracterizam os estados ini-
cial e final. As amplitudes representam como estes estados podem ser conectados por diagramas
de Feynman. Cada diagrama possivel corresponderd a uma expressao determinada pelas regras
de Feynman. As regras de Feynman necessdrias a este trabalho s@o as seguintes:

I) O propagador do férmion que est4 associado aos campos W e P, carrega um momento

k e uma massa m. A expressao correspondente € dada por:

o
-

onde k = k*7y,. Este é representado diagramaticamente por uma linha continua que liga dois

iSr (k) (2.7)

vértices onde ocorrem as interacdes. No centro da linha temos uma seta que quando aponta
para direita representa uma particula e quando aponta para a esquerda quando representa uma
antiparticula.

II) Uma interacdo € representada por um vértice, onde deve ocorrer a conservacio da
energia e momento. Um vértice representa a conexao de dois propagadores fermidnicos e um
bosdnico. Para cada vértice atribui-se um fator adequado, dependendo dos campos conectados.

Na lagrangiana que adotamos, estes fatores serao:

Ii= (1,7577’#,7”7’5) ) (2.8)

correspondentes aos vértices contendo um par férmion anti-férmion acoplado aos campos: es-
calar, pseudo escalar, vetorial e axial, respectivamente.
III) Em diagramas contendo loops, devemos integrar sobre todos os valores do momento

ndo restrito pela conservacdo de energia e momento dos vértices conectando os momentos in-

d*k
. 2.9
/ B (29)

ternos aos externos,

2.2 Amplitudes

Para a investigacdo pertinente ao presente trabalho, € conveniente a defini¢do das ampli-

tudes de um ponto:
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d* k
Th = / I, (2.10)

com

' = Tr {iSp (k4 ky;m)}, (2.11)
que pode ser escrita como

Ty _ (kK k)Tr {1 Yo} +mTr{l}

B (2.12)

onde introduzimos D; = (k+ ki)2 — ml2 (BATTISTEL; DALLABONA, 2012). Estas amplitudes

podem ser representadas diagramaticamente pela figura 2.1.

Figura 2.1 — Diagrama de Feynman para as fun¢des de Green de um ponto.

k + kq

I;

As fungdes de dois pontos definimos de modo andlogo;

4
T — / Ak o, (2.13)
(2m)*
com
Thi2 — Tr{FISF (k+k1;m)FQSF (k-i—kz;ﬂl)}, (2.14)

onde os I'; sdo os vértices e 0s Sr sdo os propagadores, expressao esta que pode ser colocada,

com o uso da dlgebra de Dirac, na seguinte forma:
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nr, _ (ktk)*(k+k)P

Tr 17,
t D1y r{ 1Yo 27[3}
(k+ko)P
——=Tri11C
n S (riry)
k+k)%
+mw”{r1¥a1ﬂ2}
Dy,
2
+ T, (2.15)
Dy,

onde definimos D;; = D;D; (BATTISTEL; DALLABONA, 2012). Estas amplitudes podem ser

representadas diagramaticamente na figura 2.2.

Figura 2.2 — Diagrama de Feynman para as funcdes de Green de dois pontos

k + ko

k + kq

Por sua vez, as amplitudes de trés pontos sdo definidas como:

TF1F2F3 _/ d k FIFZFS (216)

onde

10205 = Tr{T S (k+ky:m) TaSp (k+koym) T3Sp (k+k3im)} (2.17)

Podemos ainda escrever esta expressao na forma:
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0Ll (k+k1)a(k—|—k2)ﬁ(k_|_k3)ﬂ
D123

(k4 k)P (k+k3)"
D123

o n

+m(k+k1) (k+k3)
D13

m(k+k1)°‘(k+k2)

t

Tri{T1Yal2y037, }

+m

Tri{l\Laylsyy }

Tr{T1 %237, }

B
Tr{T1Yal2ys03}

k+k)?
MZ(;_—I)T}’ {F] }/aF2F3}
123

m3

D

Tr{[Tal3}. (2.18)
123

Na expressao acima D;j = D;D ;D (BATTISTEL; DALLABONA, 2012).

As amplitudes triangulares estdo representadas diagramaticamente na figura 2.3.

Figura 2.3 — Diagrama de Feynman para as funcdes de Green de trés pontos

kot ks L
T, kot ky
k+ ko I,

Na construcdo das amplitudes, o traco deve ser tomado devido ao carater matricial da
quantidade entre chaves e a integracdo tomada em diagramas com [oops devido ao fato de o
momento k ndo ser restrito pela conservacao de energia € momento nos vértices. Podemos ver
isto assumindo para o estado inicial o momento r e para os estados finais 0s momentos g € p.
A conservagdo de energia e momentum estabelece que r = g + p. Isto estabelece as restricdes

para as diferencas dos momentos arbitrarios utilizados para rotular as linhas internas

p = ki—k
q = ki—ki (2.19)

r = kz—k.
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ou seja, as diferencas entre os momentos das linhas internas corresponderdo aos momentos

externos e, portanto, serdo quantidades fisicas. A soma destas quantidades,

P = ko+kp,
= k3y+ki, (2.20)

= ky+ks,

representardo quantidades arbitrdrias e indefinidas. Fica claro entdao que a integragcdo sobre o
momento do loop k deve-se ao fato de que qualquer valor de k satisfaz as relagdes de conserva-
cdo de energia e momento nos vértices.

Assim, para construirmos as amplitudes desejadas basta tomarmos os adequados ope-
radores de vértices (BATTISTEL; DALLABONA, 2012). Podemos ilustrar este procedimento
através duas amplitudes simples de dois pontos, por exemplo, a amplitude VV . Os operadores

de VéI‘tice Sao Fl — y“ € I ] — PV' ASSimi
uv u 15 v 2 . .

Portanto, a amplitude correspondente fica:

d*k
vv vv
T:“v / 5 )4;#‘/ . (2.22)

Por sua vez, para a amplitude AA teremos I'; = ¥, %5 e I'j = %95 €, portanto;

tyw = Tr{yuysSr (k+ki;m) v y5Sk (k+kyzm) }. (2.23)
Com isso:
d*k
AA AA
Ty = —(27[) 20y (2.24)

Neste ponto € importante notar que, através de uma contagem de poténcias nos momen-
tos do loop, podemos perceber um carater divergente destas funcdes. Para as funcdes de dois
pontos podemos perceber uma divergéncia(D) quadratica D = 2. Portanto, estas fungdes sdao
quantidades matemadticas indefinidas tornando-se necessdrio a ado¢do de uma prescri¢do para

contornar este problema, o que discutiremos no proximo capitulo.
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2.3 Relacoes entre funcoes de Green

Tendo em vistas que as amplitudes do cédlculo perturbativo podem ser quantidades indefi-
nidas, o que exige a ado¢do de uma prescri¢do para manused-las, estaremos sempre preocupados
com a consisténcia das operagdes realizadas no contexto da técnica adotada. Uma das ferramen-
tas mais uteis para verificar a consisténcia de operagdes envolvendo amplitudes divergentes €
o que denominamos relacdes entre fungdes de Green. Estas sdo identidades que relacionam
amplitudes do calculo perturbativo. Elas podem ser estabelecidas sempre que houver um indice
de Lorentz presente em uma amplitude (BATTISTEL, 1999) (BATTISTEL; MOTA; NEMES,
1998). Para estabelecé-las nds utilizamos apenas de propriedades gerais como a linearidade e
ciclicidade da operacdo de traco (na presenca de férmions) e, principalmente, da linearidade da
operagdo de integracao.

Com o intuito de ilustrar, consideremos a amplitude V'V definida acima (EBANI, 2015).
Contraimos a expressdo correspondente a amplitude, para um tinico valor do momento do loop,

e reescrevemos o resultado convenientemente;

(ks — ki) 1y Zva(krkl)“ ?’um
=ty (Ut A=) = (i )] o @25)
0 que nos permite escrever
(ks —kn)! iy =W : —% ! . (2.26)
[((f+ k) —m] T [(k+ K2) —m]

Tomando o tragco em ambos os lados e integrando no momento do /oop teremos uma

relac@o entre amplitudes do célculo perturbativo;

(ks —k)* T)y =T, (ki,m) — T, (k3,m). (2.27)

Esta relagdo esta diagramaticamente representada na figura 2.4.
Quando o indice de Lorentz estd associado ao vértice axial, procedemos de modo ligei-

ramente diferente. Como tal na amplitude AA, primeiro fazemos:
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Figura 2.4 — Representacdo diagramadtica da relacdo entre fun¢des de Green para amplitude VV.

— ] k—i-/{?l k"‘k?
k+ ks

(]f3 - kl)u T | = —

k4 Ey

LM AA 1 T M —1

s =kt = iy —m O A S ey (228)
1 1
Yv%m (=75 (K+ k3 —m) — (k+ ki —m)ys —2mys] Tt o) —ml
expressdo que pode ser escrita como:
Ly AA vy,
(s ki)t {” T ko—m]} {” T kz)—m]}
1 1
T K —m] Bk ) — ] (29

Tomando o traco em ambos os lados (e utilizando suas propriedades de ciclicidade e

linearidade) assim como integrando no momento do /oop, identificaremos a relagdo:

(ks — k) Ty =T (ki,m) — T, (k3,m) —2mT,* (k3 k1, m), (2.30)

representada diagramaticamente na figura 2.5.

Figura 2.5 — Representacdo diagramética da relagdo entre fungdes de Green para amplitude AA.

— ] k+k k+k — 7
s + k1 T r3 b+ ks

(kg — kl)u ryllry‘r’ V5| = - — 2m 5 Y5

k+ ki k+ kq
— — Yv Yv — —

As relacdes entre fungdes de Green desempenham o papel de vinculos de consisténcia,
de modo que, ao calcularmos todas as estruturas envolvidas separadamente, devemos obter as

relacdes identificadas acima satisfeitas automaticamente, qualquer que seja a interpretacdo para
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as quantidades divergentes eventualmente presentes. A viola¢do das identidades acima impli-
caria inevitavelmente na violacdo de uma propriedade fundamental: a linearidade da operacao
de integracao.

Utilizaremos deste tipo de instrumento nas investigacdes envolvendo as amplitudes tri-

angulares que consideraremos nos capitulos seguintes.

2.4 Identidades de Ward

As amplitudes do cédlculo perturbativo (ou exato) possuem propriedades que sdo em
ultima instancia, consequéncias das simetrias implementadas na construcdo da lagrangiana. In-
variancias da lagrangiana estdo relacionadas a leis de conservacdo, o que pode ser visto de
modo transparente através do Teorema de Noether (LEMOS, 2007). De um modo geral, as si-
metrias implementadas na constru¢do da Lagrangiana de uma teoria implicam em propriedades
especificas para as correntes presentes.

Na presente investigacao, € possivel identificar propriedades gerais de simetria devido
a estrutura da lagrangiana adotada. Os campos bosoOnicos estdo acoplados com densidades

fermidnicas identificadas pelas estruturas:

Jilx) = ()i (x), (2.31)

onde o operador de vértice I'; caracteriza as densidades: escalar S(x), pseudo-escalar P(x),
vetorial V;,(x) e axial A, (x), para os operadores I'; = 1,75, Yu, Yu Y5, respectivamente, ou seja:

(WITT B.; SMITH, 1986)

Vu(x) = ) n?©x) (2.32)
Ay(x) = ¥P(x)muyP(x) (2.33)
P(x) = ¥(x)5¥(x) (2.34)
Sx) = ¥Yx)¥(x). (2.35)
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Assim, tomando a divergéncia das correntes e utilizando a equacdo de Dirac, podemos

obter propriedades de simetria: as Identidades de Ward. As correntes devem satisfazer:

uVH(x) = 0 (2.36)

At (x) = —2mP(x), (2.37)

ou seja, na presenga de uma Unica espécie de férmion a corrente vetorial deve ser conservada e
o divergente da corrente axial deve ser proporcional a corrente pseudo-escalar.

As relacdes acima determinam propriedades cruciais para as amplitudes da teoria corres-
pondente. Elas estabelecem que, para toda amplitude contendo um ou mais indices de Lorentz,
a contrag@o obtida com o momento externo do vértice estard relacionada a expressdo da ampli-
tude onde o operador de vértice contendo o indice de Lorentz € trocado pelo pseudo-escalar,
se o indice de Lorentz estiver relacionado ao indice axial. Ou seja, quando calculamos uma
amplitude carregando um indice axial, resultado da presenca de um operador ¥, ys num dos
vértices, a contrac@o deste indice tensorial com o momento externo correspondente ao referido
vértice, deve gerar uma relacdo bem determinada com a amplitude topologicamente idéntica
aquela contraida, exceto pelo operador do vértice contraido ser trocado pelo operador ¥s.

Assim, cada uma destas amplitudes deverd satisfazer uma identidade de Ward associ-
ada a cada indice de Lorentz que carrega. A amplitude VV deve satisfazer duas identidades
referentes aos indices vetoriais e, a amplitude AA deve satisfazer as identidades referentes aos

indices axiais, portanto:

Ty = 0 (2.38)
q'T)y = 0 (2.39)
Ty = —2mT (2.40)
q'T)y = —2mT;}". (2.41)

Estas relacdes de simetria devem ser satisfeitas para que a teoria possa ser renorma-
liz4vel, ou seja, tenha poder de predicdo. Se alguma identidade de Ward € inevitavelmente

violada, a teoria apresentard anomalias e entdo s6 conseguiremos obter uma teoria renormali-
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zavel se existir um mecanismo de cancelamento dessas anomalias por adi¢do de outros campos
ao modelo.

Obter as identidades de Ward automaticamente satisfeitas apos o cédlculo explicito das
amplitudes perturbativas é um grande desafio para qualquer prescricdo. Um fator intrinseca-
mente complicador estd associado ao grau de divergéncia das amplitudes. Se o grau for supe-
rior ao logaritimico, as integrais de Feynman ndo serdo invariantes frente a shifts na varidvel
de integracdo. Isto implica que diferentes escolhas para os rétulos dos momentos das linhas
internas podem levar a diferentes resultados para as amplitudes. Assim, o cdlculo perturbativo
¢ intrinsecamente nao preditivo pois produzird termos ambiguos nas amplitudes. Estes termos
sdo potencialmente violadores das identidades de Ward pois a hipétese de termos nao fisicos
nao € assumida na deducao destas propriedades de simetria. N6s discutiremos este aspecto ao
considerarmos as amplitudes triangulares que fazem parte da investigacio associada ao presente

trabalho.

2.5 Limites de baixa energia

As amplitudes correspondentes aos processos fisicos de uma teoria s@o tensores de Lo-
rentz. Como tal possuem propriedades gerais ditadas pelo cardter tensorial especifico. NOs
podemos utilizar este fato para obter vinculos de consisténcia adicionais aqueles considerados
acima para as amplitudes perturbativas. Sdo limites cineméticos a serem satisfeitos pelas ampli-
tudes como consequéncia de suas decomposicdes tensoriais gerais; os limites de baixa energia.

Para estabelecermos tais limites devemos considerar a forma mais geral dos tensores
correspondentes as amplitudes (BATTISTEL; DALLABONA, 2002b). A fim de exemplificar,
consideremos a amplitude AA. Trata-se de um tensor de dois indices de Lorentz par, devido a
presenca de um nimero par de vértices axiais. O tensor serd, inevitavelmente, construido pelos
quadrivetores presentes na amplitude que sdo os momentos internos k; € k3. Se dispuséssemos
de um método para a solucdo exata das amplitudes deveriamos escrever a forma mais geral

deste tensor como:

Ty = guvFi (%) + quavF (47) (2.42)

onde as F;’s s@o fun¢des escalares e g = k3 — k| representa o momento externo. No presente
trabalho adotaremos uma atitude mais geral e adequada ao célculo perturbativo. Como a am-

plitude AA serd obtida a partir de regras de Feynman, com grau de divergéncia superior ao
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logaritmico, a amplitude resultante nao serd construida apenas pela combinacdo dos momentos
internos que resultam no momento externo mas também serd construida com o vetor Q = k3
+ k1 uma vez que neste caso as integrais de Feynman ndo sdo invariantes frente a shifts na
varidvel de integragdo. Assim, ao efetuarmos o shift k' = k+k; serd necessario compensar
este shift com os termos de superficie correspondentes. Assim, assumiremos que, de modo

inevitavel, a amplitude terd a estrutura tensorial

Tiy = QuOvG1 + QuaqvGr + QvauGs + guvFi (¢°) + quavF> (¢°) - (2.43)

Evidentemente os G terdo a estrutura de termos de superficie. Os limites de baixa

energia sao obtidos pela contracdo da forma geral acima com o momento externo. Como tal

" T = Ov(9.0) Gi +4qv (4.Q) G2+ Ova* Gs + qvFi (¢%) + ava*Fr (47) - (2.44)

Uma segunda contracio resulta em:

¢ TH = (4.0 G1 + (4.0 @Gr+ (0.0) PG+ IF () + () B (). (245)

Deste modo tomando este resultado em ¢> = 0 teremos:

"¢ Tov| ,_, = (¢0)°Gr, (2.46)

ou seja, neste limite cinemaético, a parte dependente apenas do momento externo deve se anular.
Neste limite, o resultado serd determinado por um termo de superficie e serd, portanto, ambi-
guo. Na auséncia destes termos, como consequéncia de uma prescri¢cdo especifica adotada, este
limite implica que um resultado nulo deve ser obtido e, como as duas contragdes foram feitas
sobre indices axiais, o resultado deve ser proporcional a amplitude de dois pontos PP, como
consequéncia da identidade de Ward. Assim, na auséncia de termos ambiguos devido ao fato
de a amplitude AA se anular neste limite, um vinculo € estabelecido para a amplitude a PP. N6s
faremos uso deste ingrediente nas discussdes futuras a respeito das amplitudes triangulares que

consideraremos.
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3 ESTRATEGIA PARA O TRATAMENTO DAS DIVERGENCIAS

Como vimos no capitulo anterior, as expressoes obtidas para as amplitudes, construidas a
partir das regras de Feynman, contendo loops, podem ser quantidades divergentes. E necessario,
portanto, alguma prescri¢cdo para contornar esta dificuldade. O procedimento usual é adotar
algum tipo de regularizacao.

Os métodos tradicionais de regularizacdo, invariavelmente, assumem consequéncias es-
pecificas para os resultados, pois modificam as integrais de Feynman segundo alguma prescri¢ao
particular. Em principio, sempre hd algum tipo de limite a ser feito ao final, sobre o resultado
modificado das integrais, que permitiria remover a modificacdo. Entretanto, as operacdes de
integracdo e a tomada do referido limite ndo comutam, precisamente quando as integrais modi-
ficadas sdo divergentes. Os resultados estdo, portanto, contaminados com alguma dependéncia
com o método especifico utilizado e, frequentemente, com a sequéncia especifica de passos in-
termedidrios utilizada. Estes aspectos sdo potencialmente cruciais quando relagcdes de simetria
ou limites de baixa energia sdo verificados, uma vez que estes estabelecem resultados preci-
sos para as amplitudes. Como tal, quando uma corrente deve ser obtida conservada, qualquer
resultado que ndo seja o identicamente nulo, para a contragdo da amplitude calculada com o
momento externo associado ao vértice onde o indice vetorial estd localizado, implicard em uma
violacdo de simetria. Em principio, ndo é possivel saber se o fator envolvido na violacdo estd
associado ao procedimento utilizado para calcular a amplitude ou é a manifestacao de alguma
implicacdo fisica contida sutilmente na teoria que gerou a referida amplitude.

A fim de contornar estes problemas, no final dos anos 90 uma nova estratégia foi de-
senvolvida, com o propédsito de eliminar o uso de regularizacdes em célculos perturbativos de
TQC*s (BATTISTEL, 1999).

Esta nova estratégia consiste em reescrever os propagadres de maneira que consigamos
isolar todos os parametros fisicos em estruturas matematicas convergentes. A parte divergente
¢ organizada em estruturas matemadticas padronizadas de maneira que o cdlculo explicito destas
quantidades ndo €, de fato, efetuado.

E possivel separar completamente a parte divergente dentro dos propagadores se gerar-
mos uma série decrescente nas poténcias do momento do loop.

Isso pode ser esquematicamente representado da seguinte maneira. Seja uma integral de

Feynman com um certo grau de divergéncia:
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2w 20
[ Gaa?® = [ e 1 )+fz(k)+---+fn(k)]{ lim G (A2, kz)}

27) 21)% A2 o0

20
—/ d fw LF1(6) + Folk) 4+ fuB)]. (3.1)

Se o grau de divergéncia diminui a medida que n aumenta, o ultimo termo poderd ser
sempre convergente. Portanto, apds separarmos a parte convergente dos propagadores podemos
tomar o limite de conexdo (limy>__,, Ga (k, AZ) = 1) nestes termos, ja que a integral e a tomada

do limite comutam. Desse modo, obtemos:

d*k
oo 16+ 26 )

dZCOk d2wk dzwk
—/ 2n)® fi( Awa(kH“-Jr/an(k). (3.2)

onde, utilizamos apenas a validade da linearidade da integracdo.

Uma identidade que serve para estes propoésitos € a seguinte:

1
[(k+k,~)2 -

1) (k2 + 2ki-k + A2 —m?)’

N
2| Z (k2 —22)""!

(— 1)N“(k2+2k k422 —m2)M*!
R R

+

(3.3)

onde, a medida que N aumenta a contagem de poténcia em k diminui. Aqui, k; ¢ um momento
arbitrdrio de uma linha interna, m; é a massa carregada pelo correspondente campo € A € um
parametro arbitrario com dimensdo de massa.

A quantidade N, na expressdo acima, € tomada como igual ou superior ao maior grau de
divergéncia envolvido. Dessa forma, as partes com cardter divergente e convergente aparecerao
naturalmente separadas. Com isso poderemos resolver as integrais convergentes sem nenhuma
restricdo impondo-se o limite de conexao.

As quantidades divergentes nao serdo mais manipuladas e conterdo apenas um parametro
arbitrario A. O resultado final deve ser independente deste valor. Essas quantidades divergentes

assumem as formas gerais:
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dZwk 1
| 34
/ 2 (1) (3.4)
d2(1)k k” kﬂ
/ (27‘:)2(0 k2 1AZ 205+1 , (35)
(k2 —22)
dzwk kulkuzkmklM
20 o+2’ oo
2n® (2- 22)
/ d*k ky ko kysky, -k, k, (3.7
(2m)°  @-an*t |

Podemos organizar estas estruturas divergentes de modo conveniente definindo um con-
junto de objetos pela combinagdo das estruturas acima. Na investigacdo pertinente ao presente

trabalho o conjunto de objetos:

d*k 24kukvkak/3 d4k 4y ke
Daﬁuv (12) / (27[) ( _gaﬁ/ K v)3 +
d4k 4kﬁkﬂ / d4k 4kgky
— — 3.8
g‘”/A (2m)* (k2 — A2)° Sou [, 2m)* (k2 —22)° G:8)
4 4 4
Ay (A7) :/ — L 3 _/ T (3.9)
A (27)" (K2 —A2) A(2m)" (k2 —A2)
Yy (A2) = / Lk ke / T (3.10)
unv - A (27[)4 (k2 _12)2 A (271:)4 (k2 _12) .
d*k 1
Lo (A%) = / 3.11
1 g( ) A (277,')4 (kz_)tz)Q ( )

d*k 1
Iquad (2/2) = /A (271_)4 (k2 _ 12)’ (312)

¢ suficiente, pois a divergéncia envolvida é, no maximo, quadritica.

Os termos finitos vindos das integrais de Feynman, por sua vez, podem ser colocados
em funcdes especificas definidas em representacdes integrais, de acordo com o nimero de pro-
pagadores internos (BATTISTEL; DALLABONA, 2012).

De acordo com a estratégia descrita acima, a integral com apenas um propagador:
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d*k 1
I (k) = / 2n) [(k+k1)2—m2] , (3.13)

pode ser escrita da seguinte forma:

(47)*

2
I (ki) = quad (mZ) + (m2 — /,1«2) liog (12) + |:m2 — A% —m?In <12)} +k3uk3vA“v (12)
(3.14)
As integrais que possuem dois propagadores, necessdrias para os propdsitos do presente

trabalho:

d*k [15ky]
@)= | @x)* | (k41 = 2] fszrkz)Z—mz}’ e

serao escritas nas formas:

i

(1) = hog (A7) — ( 4ﬂ)2€8 (q%m*,A%) (3.16)
e
1 Y
(h)y = =75 [Q"Aua () + Quhog (A)] + oy =80 (a%m*,4%). (3.17)
Nas expressdes acima introduzimos a defini¢ao:
1 o o 2

E0 (g% m*A%) / dz(z 1n{ _25 ] (3.18)

comn =0,1,2,3,...e utilizamos a relacdo

1

& (qz;mz;lz) = 55(? (qz;mz;lz). (3.19)

Por sua vez, as integrais que possuem trés propagadores:

d*k [k kuko |
@m)* [(k+k0)? = 3| [(k+ha)? = 3| [ (k) 3]

[(13) 2 (53) s (13)”\;] = / (3.20)

serao escritas nas formas:

L= (4%)250‘0‘ (p.g,m?), (3.21)
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i

(B)y = — (@) k1o’ (Poasm®) +aubig' (pgm®) + pubyy' (prgsm®)]  (3.22)

By = 3 10w () + gutos (2] + (75 ) { = 3008 () +

+quavesy' (p,g.m?) + pupvEy (pog,m?) +

+puavEllt (p.gm?) +qupve (pog,m?) +
+hip (v’ (p.g.m?®) + pvéy)' (pog,m?)) +

+kiy (quéro' (pyg:m®) +puéyi' (prg,m?)) +kivkinyy (prg,m?)}.(3.23)

Aqui introduzimos as definicdes (BATTISTEL; DALLABONA, 2012):

1— z m n
(p,q;m / dz/ (3.24)
0(q.z:p,y)
e
1- )

p q;m; 7Lz / dz/ Z ") dyln [Q(q_’;if’y)} , (3.25)

onde
Q(q:z:p.y) =" (1=2)z+p*(1—y)y—2p-q(zy) —m’. (3.26)

Estas fun¢des possuem um conjunto de propriedades tteis nas investigagcdes envolvendo

as amplitudes triangulares andmalas, na verificacao das identidades de Ward:

. 1,y 1
P&y +(p-9) &' = 51 (p.as 2 )——50 (P g:2%) + 5% + 5 &0, (3.27)
) L 1 1, 1

760 +(p-a)&n' =38 (1.:2%) = 380 (1. 2%) + 347810 + 360, (3.28)

) L1 1 1,
P+ (@) 8l = =580 (P.4:2%) + 580 (a:A%) + 57600 (3.29)

€

) 1 1 1,

o+ (P a) &gt = =580 (0:a:2) + 560 (112%) + 547, (3.30)

E importante ressaltar que, no contexto da estratégia adotada, ndo é necessdria a presenga
da regularizacdo mesmo de forma implicita para validar as operacdes realizadas. Basta admitir

a validade da linearidade na operac¢do de integracao para as integrais de Feynman envolvidas no
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calculo perturbativo e utilizarmos a identidade mencionada acima para reescrever os integran-
dos como somas, antes da ado¢@o do sinal de integracdo. Ainda, este procedimento permite
um ponto de vista universal para o cdlculo de amplitudes perturbativas, de forma que, torna-se
possivel mapear os resultados finais obtidos em resultados de outras técnicas, bem como ne-
nhuma expansao, limite ou shifts sdo feitos em passos intermedidrios, o que nos permite obter
a amplitude mais geral possivel.

O refereido método ja foi aplicado em varios contextos em TQC’s, demostando ser
aplicavel em vdrias situacdes, podendo ser utilizado de maneira equivalente em qualquer di-
mensao espaco-temporal (pares e impares), veja: (BATTISTEL; FONSECA; DALLABONA,
2012) (FONSECA; DALLABONA; BATTISTEL, 2014) (BATTISTEL, 2002) (BATTISTEL;
DALLABONA, 2002b).

Com o intuito de exemplificar a aplicac@o da estratégia acima descrita, consideremos o
célculo de uma amplitude simples com certa riqueza de detalhes. A amplitude escolhida para
estes propositos desempenhard um papel importante nas discussdes envolvendo as amplitudes
andmalas. Trata-se da fungdo de dois pontos axial-vetor (AV), representada diagramaticamente

na figura 3.1.

Figura 3.1 — Representacdo diagramdtica da amplitude AV.

k + ks
Y5 v

k + k1

Para obter uma forma explicita, efetuando as operacoes indicadas, inicialmente utiliza-
mos a defini¢do geral (2.14) para escrever a expressao, para um tnico valor do momento do

loop, na forma:

AV _ 1 1
=T [7“}/5[(/% &l T /@)—m]} (3.31)

Ap6s o célculo dos tragos das matrizes de Dirac, obtemos:

tAV kﬁ 0 HB 1

uv 0 q Q

e — L 1= ) 32
4 Euvpod {031)1} Euvpo = {D3D1} (3.32)
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Acima temos

(1:kp)

_ (1:4p) (3.33)
DD,

[(k+k3)2—m2} [(k+k1)2—m2] ’

que conduzird a integrais logaritmicamente divergente e linearmente divergente, respectiva-
mente, quando integrarmos sobre os momentos do loop. Seguindo a prescricao que adotamos,
neste ponto, adotamos uma representacdo adequada aos propagadores envolvidos, tomando

N =1 na expressao (3.3) ;

{ 1 }_ 1 Ckktrk+A*—m) 1 (kA )
DiDs] | (R =2%) - 2) |kt k) = | | | K20 (2= 22) (k4 ks)” = 2]

(3.34)
que fica:

55l -
DyDs (K2 — A2)?
(2k - ky + k3 + A% —m?)
(k2 —22)? [(k+k1)2 —mZ]
(2k k3 + k3 + A% —m?)
(k2= A2)? [(k+ k3)? - mz]
(2k-ky + kT + A% —m?) (2k k3 + k3 + A% —m?)
(k2 —A2)? [(k+k1)2 —mz} [(k+k3)2 —mZ]

(3.35)

Notemos que somente o primeiro termo terd contagem de poténcias divergente.
A outra integral de Feynman envolvida no calculo da amplitude AV exigird N = 2 na

identidade (3.3) para a representacdo adequada do propagador que fornecerd entdo:

{ ky }_ I (kb +K+22—m?) | (2k-ky + K2+ A2 —m?)?
D1Ds (k2 —A2) (k2 —12)2 (k2—)L2)2 [(k+k1)2 —mz}
1 (k- ks +B+A7 =) (2k-k3 + K2+ A2 —m?)*
* _
(k2 —A2) (k2 —22)? (k2 — 22)? [(k 4 k3)2_m2}

(3.36)
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que fornecera:

[kﬂ] B ky (k) dkaky
DiD3| — (k2—72)? 2 k-2
C(BAA )k (A ky
(k2 —22)’ (k2 —22)’
+(2k-k1+k%+12—m2)(2k-k3+k§+),2—m2)ku
(k2 —22)"

ek g+ 27— m?)’ ky
(kz 22)? [(k+k1) —mZ]
L hek B 427 - )% ky
(
|

222 [k + k)~ 2]
2%k K+ A2 —m?) (2k-k3 + K2+ A2 —m?) ky
(K = A2)* [ (k+ k) = |
@k ks B A2 —m?) (2K ki K+ A% —m?)
(= 22)* | (k1) = m?|
(2k-k3 + 12 +A2 —m?)* (2k -kt + K3 + A% —m?)* ky
(& = 22)* [ (k) = 2] [ (k4 k) = 2]

(3.37)

Nesta expressdao podemos notar que apenas os dois primeiros termos levardo a integrais
divergentes, quando a soma sobre todos os momentos do loop for tomada.

Reunindo os dois termos na expressao para a amplitude AV, podemos escrever:
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ﬂjte pad” & +€4vp O} onp T
4 P et T 2 -2 (k-2
_I_

(2k- ki + K3+ 22— m?) kP
(K =22)° | (k+ k) = 2|

(2k-ky + K2+ A2 — m?) (2k ks + K3 + A% —m?)* kP
A S

(2~ 22)* [(k-+ ka)* =)

(2k-k3 + K2 +A2 —m?)* (2k kg + K3 + A2 —m?) kP
(k2 —22)* [(k+k1)2—m2] [(k+k3)2—m2}

{(2k-k3+k§+/12—m2) 2%k-ky + K2+ A2 —m?)’ kP

q“OF | (2k-ky+k3+ A% —m?)
(k2 —2A2)? [(k+k1)2—mz]

g“QF | (2k-ks+K3+ A% —m?)
(k2 — 22y [(k+k3)2 —mZ]

q“QPF | (2k-ky+k}+ A% —m?) (2k ks + k3 + A% —m?)
“EuvBaT 2 2 2
(k2 —22) [(k—i—kl) —mz} [(k+k3) —mz]

(3.38)

Esta expressdo € apenas consequéncia da identidade (3.3).

Na expressdao acima colocamos os termos com contagem de poténcia indicando diver-
géncia, quando integrarmos no momento do loop, no lado esquerdo da equagdo. O primeiro
deles se anulard devido ao cardter impar ao passo que o segundo tornar-se-4 o objeto (3.9). O
fato relevante € que o lado direito € convergente e pode ser integrado sem qualquer receio. A

integracdo revelard um resultado identicamente nulo. Assim teremos:

dk [y 1 0 4Ok g%

que implica na relagdo formal:

T =2¢,v0p9° 0aA?® (A7). (3.40)
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O resultado € obtido sem que qualquer operaciao envolvendo integrais divergentes seja
efetuada. Apenas a linearidade da operagdo de integracdo € assumida valida. Obviamente, as
operacoes realizadas sdo compativeis com qualquer prescri¢ao de regularizagdo. Um mapa per-
feito pode ser obtido, com qualquer prescri¢do, bastando para tal expressar o objeto Agq (QLZ).
Voltaremos a isso nos capitulos posteriores.

Seguindo os mesmos procedimentos anteriores, podemos expressar a amplitude escalar-

escalar (SS), representada diagramaticamente na figura 3.2, na forma:

Figura 3.2 — Representacdo diagramética da amplitude SS.

k+ ks
I I
k+ ki,
5] = (@' QM)A (27) +
4 {zqmd (m2) = (A% —12) g (12) + @ <m2 22— mlln (’;ii)) } n
12 (4n? — ) {zlog (2?) - @g@ (qZ;mz;aﬂ)} . (3.41)

Por sua vez a amplitude pseudoescalar-pseudoescalar (PP), representada diagramatica-

mente na figura 3.3, fica:

Figura 3.3 — Representacio diagramdtica da amplitude PP.
k + ks
5 V5

k + ky



40

TPP - _ [QuQv+quqv]A“v (2’2) +
- 2
—4 {Iquad (mz) — (lz — m2) Liog (12) + (4;)2 <m2 — A% —m’In (%)) }
+24 {zlog (%) - (4;)258 (m*,q3;2%) } : (3.42)

Isso completa o célculo das amplitudes de dois pontos necessdrias para a discussio que
faremos a respeito das amplitudes triangulares andmalas.

O célculo das amplitudes de trés pontos segue 0 mesmo procedimento. A fim de exem-
plificar, consideremos uma amplitude simples que aparecerd como subestrutura de outras mais
complexas, a amplitude pseudoescalar-escalar-pseudoescalar (PSP), representada diagramati-

camente na figura 3.4.

Figura 3.4 — Representacdo diagramaética da amplitude PSP.

k + ks !
5 k + kq
k+k2 Y5

Primeiramente, de acordo com a definicao (2.17), teremos:

PSP 1 1 1
=T 1 . 343
S ey B (0 2y oy oy sy G4
Ap6s o célculo dos tracos obteremos:
4
PSP = DiDID; [—(k+k3) - (k+ko)m— (k+ki) - (k+k)m+ (k+k3) - (k+k))m+m’],
(3.44)

que nos levard a:

d4k IPSP m im 0 5 a2 5 _1
/(27r>4{ 4 +(k2—3~2)2}:(47r)2 (&0 (@.m5A%) + (P —p-a) &' ] (349)

Portanto, podemos escrever:

dim

T = —dmhog (A7) + —— [& (¢.m*2%) + (1* = p-q) &' ] (3.46)

(47)
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A amplitude pseudoescalar-pseudoescalar-escalar (PPS), representada diagramaticamente

pela figura 3.5, ficara:

i i _
TPPS::nZ__4h0g(12)4_421;5558(p7ng;12)4_222;55(2q2__2(p.q))§m; . (347

Figura 3.5 — Representacio diagramdtica da amplitude PPS.

b+ ks &
5 k + ky
k + ko I

A aplicacdo do procedimento adotado, nos revelard ainda os resultados para as ampli-
tudes (finitas), que estdo representadas diagramaticamente pelas figuras 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10,

3.11, 3.12, 3.13 e 3.14, respectivamente:

TV =0, (3.48)

Figura 3.6 — Representacdo diagramatica da amplitude PSV.

>

k + ks
75 k+ ky
k4 ko Y
/™ =0, (3.49)

T,V =0, (3.50)



Figura 3.7 — Representagdo diagramadtica da amplitude VPS.

k+ ks i
Vv k + kp
k + ko Ji

Figura 3.8 — Representagdo diagramadtica da amplitude PVS.
T
k + ks
5 k + kp
k + k?2 I
2. 0g—1
[_ (4m) ’} T/f\‘//v = (4m) pq é()() Euvon,

Figura 3.9 — Representacdo diagramética da amplitude PVV.

7

kot ks !
5 k+ ki

]‘C‘l‘kQ F}/I/

[_ (47':)211 T;va = 4m8uv9n [5()_()1} [pﬂqe] )

Figura 3.10 — Representacdo diagramadtica da amplitude VPV.

k+ ks 5

T k+ kp

/X

k+k2 Yo
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(3.51)

(3.52)



[_ (47‘6)21'] T,L‘l/\YP = —4meyvon [5&)1} [pnqe] )

Figura 3.11 — Representacdo diagramdtica da amplitude VVP.

kot iy i
T k-l—k?l
k + ko 75

: _ 4 1.
[(4m)%] T = 8meuvapp®ad’ |&o' + 610’ — 55001 ;

Figura 3.12 — Representagdo diagramadtica da amplitude PAA.

Y5
kot ks 8
V5 k + kp
k + kQ Y5

I B 1.
T;?\I/DA = (m) Smpﬁqa&‘”vaﬁ {5011 - Eéool} )

Figura 3.13 — Representacdo diagramética da amplitude APA.

k+ ks 5

T k+ ki

k - kQ Y5
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(3.53)

(3.54)

(3.55)
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TP (LI [pﬁqa] gl _Lle (3.56)
uv (47[) uvef 10 7200 |- :

Figura 3.14 — Representacdo diagramdtica da amplitude AAP.

L + k?g Y5
’7/[}/5 k + ]{?1
k + ko Vs

As expressoes acima serdo uteis no cdlculo das amplitudes andmalas bem como na ve-
rificacdo das relagdes de simetria correspondentes.

E importante notar que as expressoes finais obtidas para as amplitudes calculadas sdo
as mais gerais possiveis. O conteido de divergéncia foi mantido intacto e as escolhas para
os momentos das linhas internas foram mantidas arbitrarias. Nenhuma operacao foi feita com
integrais divergentes e, a rigor, apenas a validade da linearidade na integracdo foi assumida
valida.

Agora estamos aptos a calcular as amplitudes que fazem parte da investigagc@o associada
ao presente trabalho. No préximo capitulo, consideraremos as amplitudes de um indice de

Lorentz que aparecem como subestruturas daquelas de trés indices (andmalas).
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4 AMPLITUDES TRIANGULARES VETORIAIS

O objetivo do presente trabalho € efetuar uma investigacdo detalhada das amplitudes
triangulares andmalas (AVV, VAV, VVA e AAA ) que sdo pseudotensores de terceira ordem. E,
entretanto, conveniente e util, antes de desenvolver tais amplitudes, considerar amplitudes tri-
angulatres mais simples que apresentam estruturas divergentes semelhantes (ou idénticas) e que
estdo diretamente relacionadas aquelas andmalas. Trata-se das amplitudes vetoriais VPP, VSS,
ASP e APS. Elas possuem divergéncias lineares e, portanto, apresentam termos potencialmente
ambiguos. Como possuem indices de Lorentz, tém associadas a si relacdes entre funcdes de
Green, Identidades de Ward e limites de baixa energia. Nos fornecem assim uma oportunidade
de considerar estes aspectos cruciais na discussdo das amplitudes and6malas em um contexto
mais simples. Além disso, tais amplitudes aparecerdo como subestruturas dos pseudotensores
de terceira ordem, o que torna os desenvolvimentos feitos no presente capitulo resultados uteis

para o desenvolvimento das amplitudes andmalas.

4.1 Relacoes entre funcoes de Green

Como dito anteriormente, as relacdes entre funcdes de Green sdo identidades relacio-
nando amplitudes do cdlculo perturbativo que podem ser estabelecidas sempre que um indice
de Lorentz estiver presente. Portanto, podemos construir relagcdes entre funcdes de Green para

as amplitudes VPP, VSS, ASP e APS. Para tal propésito, consideramos inicialmente as defini-

coes:

VPP _ T, 1 1 1

tg =T {Ya[(k+ k3)—m]}/5[(/é+ kl>_m]3’5[<k+ kz)—m]}’ 4.1)
VSS _ T, 1 1 1

ot {%‘ [+ ) —m] [+ ) —m] [+ /ez)_m]}’ (4.2)
APS _ T, 1 1 1

“ {Ws [kt o) —m] TR ) — ] [+ o) — ] } (43
ASP _ T, 1 1 1

to. =T {Ya%[(k+ %) —m] [(F+ kl)_m]}’s[(k+ /éz)—m]}' 4.4)

Em seguida tomamos a contrag@o dessas expressdes com 0s momentos externos associ-
ados com o respectivo indice de Lorentz e utilizamos convenientemente a dlgebra das matrizes

de Dirac, como fizemos no capitulo 1.
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Com o intuito de exemplificar, consideraremos com mais detalhes a amplitude V PP.
Para construir a identidade pretendida, primeiro contraimos com o momento externo associado

ao vértice onde se encontra o operador vetorial, a estrutura interior a operacao de traco:

a 1 1 1
I {%‘ [k J) —m] P OFF ) —m] P TCRT Ko —mJ}
1 a 1 1
_ [m(l@—kz) Ya[<k+ k3)_m]75[(k+ kl)—m]%}’ 4.5)
o que escrevemos o lado direito como:
1 1 |
O = O+ =)=t el oo 60
que significa:
o 1 1 1
(ks — k) {Ya[<k+ )=l BT ) =l BT /éz)—m]}
) [% [CF+ ) —ml PTOEF ) —ml PTCEF ) —m] P [C6T ) —m]] ek

Tomando o trago de Dirac em ambos os lados e utilizando as propriedades de linearidade

e ciclicidade, identificamos:
(k3 — kz)a Z‘XPP = IPP (kl,kz;m> — tPP <k3,k1;m) , (4.8)

onde, na expressdo acima, reconhecemos a funcao de dois pontos PP.

E importante notar que esta relacio foi obtida entre os nicleos da amplitudes, ou seja,
entre quantidades que s@o os integrandos das amplitudes de um /oop. Quando integramos am-
bos os lados no momento do loop k obtemos uma genuina relacio entre amplitudes do cdlculo

perturbativo. Ou seja, se a relacdo acima € valida entdo valera:
(k3 — kz)a TO‘C/PP = TPP (kl,kz;m) — TPP (k3,k1 ;m) s (4.9)

bastando para tal que a operagao de integracdo seja linear. Esta expressdo, esta diagramatica-

mente representada da figura 4.1.
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Figura 4.1 — Representagdo diagramadtica da relacdo entre fun¢des de Green para amplitude V PP.

k+ ks Y5 k+ ky k+ ks
(kg — ko) | Ve k+k| =75 V5 — 5 /5
kot ks Ys Ay FTE

De modo semelhante teremos:
(ks — ko) * T = T (ky, ko, m) — T (k3 ky,m) , (4.10)

representada diagramaticamente na figura 4.2.

Figura 4.2 — Representagdo diagramadtica da relacio entre fun¢des de Green para amplitude V SS.

k+ ky I k + k1 kE+ ks
(ks — k)| Yo ktki|= 1 I —1 I
k+k2 j k+]€2 k+kf1

Similarmente, a contracao de r = k3 — k, com a amplitude ASP, revelard uma identidade
relacionando amplitudes do célculo perturbativo. Como antes, desenvolveremos com algum

detalhe, para exemplificar. Inicialmente consideramos a identidade:

1 1 1
[+ fo) —m] B0 o) —mi] [+ fo) —m] 75]

(ks —ka)“ [

B _{ 1 1 }
= U B =l P ) —m

_{ 1 1 }—I—
(k4 K3) —m] [(k+ K1) —m]

1 1 1
‘2”"{% (e ) — ] T o) — ] TR ) — ] } 1D

Assim, tomando o trago de Dirac em ambos os lados, identificamos:

(k3 — kz)atésp = —tPP (kl,kz;m) —I‘SS (k3,k1;m) — 2thSP, 4.12)
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onde reconhecemos também a funcao de trés pontos PSP. Ao integrarmos no momento do loop

obteremos a identidade pretendida;
(k3 — ko) * TSP = —TPP (ky kyym) — TS5 (k3, kyym) — 2mT 5P (4.13)

representada diagramaticamente na figura 4.3.

Figura 4.3 — Representacdo diagramatica da relacdo entre fungdes de Green para amplitude ASP.

kT T kT

De modo similar, podemos estabelecer a identidade:
ks — ko) * TEPS = =155 (ky kasm) — TPP (ks kyym) —2m | TPPS | (4.14)
a

representada diagramaticamente na figura 4.4.
Figura 4.4 — Representagdo diagramatica da relacdo entre funcdes de Green para amplitude APS.

k4 ky k+ ks

(kg — ko) | Va5 =" 5 —2m |75

k + k‘g k? + ]1’,’1

Estas identidades implicam que, ao calcularmos todas as estruturas envolvidas separa-
damente, devemos obter as relagdes identificadas acima satisfeitas automaticamente. Do con-
trario, a violacdo das identidades acima, implicaria na violacdo da linearidade na operagdo de

integracao.

4.2 Identidades de Ward

Cada uma destas amplitudes VPP, VSS, ASP e APS devera satisfazer uma identidade de
Ward associada ao indice de Lorentz que carrega. As amplitudes VPP e VSS devem satisfazer a
identidade referente ao indice vetorial, o que significa que, para o processo tendo como estado

inicial um vetor e final dois pseudo-escalares, devemos ter;

(p+q)*T, 7" =0 (4.15)
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e, para o processo tendo como estado inicial um vetor e final dois escalares;
(p+q)*T) 55 =0. (4.16)

A notacdo utilizada, com a seta, indica que a soma dos canais direto e cruzado devem
ser adicionados para que o processo seja construido. Estas identidades estdo representadas

diagramaticamente na figura 4.5.

Figura 4.5 — Representacdo diagramaética das identidades de Ward para as amplitudes a) VPP e b) VSS.

(a)

k+ ks s
P+ 9" |7a k+Fk| =0
k + ko s
(b)
k + ks I
(p+a) | bt hi) =0
k+ ko i

As identidades de Ward devem ser obtidas satisfeitas automaticamente, caso contrario
as relagdes de simetria da teoria seriam violadas, comprometendo a renormalizabilidade. A
dificuldade em satisfazé-las estd associada ao fato de divergéncias lineares estarem envolvidas,

0 que torna os resultados ambiguos, como veremos em breve.

4.3 Limites de baixa energia

Para estabelecermos limites de baixa energia para as amplitudes triangulares acima con-
sideradas, em principio, devemos considerar a forma mais geral destas, levando em conta apenas
seu cérater tensorial e que o referido tensor deve ser construido com dois vetores independentes:

0s momentos externos. Assim, a forma geral deveria ser:

To = qaF1 (p,q) + paF2 (P, q) (4.17)
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com os invariantes Fj/s sendo especificos para os diferentes processos. Entretanto, as amplitu-
des correspondentes serdo determinadas a partir do cdlculo perturbativo (regras de Feynman)
e , como sabemos, em casos de divergéncias superiores ao grau logaritimico, podemos ter de-
pendéncia explicita com a escolha feita para os momentos das linhas internas. Efetuando o
shift kI = k + k| percebemos que a estrutura geral do tensor deve ser esperada como sendo
uma combinac¢do dos trés momentos internos em soma e diferenca, num total de seis vetores,
reduzidos a cinco pela relacdo de conservagdo de energia e momentum. Portanto, a forma geral

da amplitude vetorial deve ter a forma:
To = [QaG1 + PaGa + RaG3| + qaF1 (p,q) + pat2 (p,q), (4.18)

onde os F;’s sdo funcdes escalares e os G;’s deverdo exibir estrutura de termos de superficie.
Aqui os momentos externos p e g assim como os momentos P, Q e R seguem as definicdes
adotadas no capitulo 2.

Podemos nos questionar a respeito da contra¢io deste tensor com 0s momentos externos

correspondentes. Contraindo a estrutura tensorial geral com o momento r, teremos:

(P+9)"Te = [Q-(p+9)G1+P-(p+q)G2+R-(p+4q)G3]

+(@*+q-p)F (p,9)+ (P> +4-p) B (p,q). (4.19)

Ou seja, para todas as amplitudes para as quais este tensor geral deve descrever, com o

indice de Lorentz associado ao vértice do estado inicial, devemos obter:

(4.20)

(p+q)° T o= (P+9)4[0aG + PuG2 + RoG3]

pzzp.q:qZZ p2:p~q:q2:O ’

que significa que nesta situagdo cinemdtica, o comportamento da amplitude a ser descrita, sera
completamente especificado por sua parte ambigua. De modo equivalente, podemos dizer que a
parte dependente apenas de momentos externos deve se anular neste limite. Limites semelhantes
podem ser identificados para as amplitudes que sdo tensores de terceira ordem e desempenham
um papel importante na interpretacdo daquelas quantidades, o que serd feito posteriormente.
No que se segue calcularemos todas as amplitudes envolvidas, utilizando o método ado-
tado, para entdo verificar as propriedades esperadas para elas. As conclusdes retiradas para as

amplitudes contendo um indice de Lorentz serdo transportadas para as amplitudes de trés in-
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dices, das quais elas sdo subestruturas. As consequéncias disto fardo parte das conclusdes da

nossa investigacao.

4.4 Calculo das amplitudes triangulares vetoriais

Agora, vamos prosseguir obtendo os resultados explicitos das amplitudes VPP, VSS,
ASP e APS, para, logo em seguida, verificarmos suas propriedades de simetria.
Consideramos primeiramente o calculo da amplitude vetor-pseudoescalar-pseudoescalar

(VPP), representada diagramaticamente pela figura 4.6, expressao (2.17) acima.

Figura 4.6 — Representacdo diagramética da amplitude VPP.

k+ ks &
Vo k + kq
]{?+k2 Y5

Primeiramente escrevemos

VPP 1 1 1
=Tr | Ya , 4.21
R L VS L (2 s (S @20
que, depois de efetuar os tracos de Dirac, fica:
(PP !
i m{—(k+k3)a(k+k1)'(k+k2)
—l—(k—l—kg,) . (k—i-kz)(k-i-k])a
—(k+k3)- (k+k1)(k+ka)a
+m? [(k+ka)o — (k+K1)a + (k+k3)al} (4.22)

A contagem de poténcias indica que o grau de divergéncia serd linear apds a implemen-
tacdo da tdltima regra de Feynman. Isto significa que o menor valor de N na identidade (3.3)
deve ser N = 1, na adog¢do da representacao adequada para os propagadores. Entao, ao integrar-
mos no momento do /oop, escrevemos a amplitude como uma soma de integrais de Feynman.
As finitas sdo efetuadas e o resultado escrito em termos das fungdes adequadas, e as divergentes

organizadas em termos dos objetos definidos na capitulo 3. Assim, com o resultado da integrais
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(3.16), (3.17), (3.21) e (3.22), obteremos o seguinte resultado:

TP = 2R Agr (A%) +
i

—2qq [Ilog (A%) - any (& (@ A%) +2(p-q) & +P2§o_01)} +

i

+2pa [Ilog (A%) - e (& (s A%) +2(p-a) &y + qzéo_ol)} . (423)

De modo semelhante a amplitude vetor-escalar-escalar (VSS), representada diagramati-
camente pela figura 4.7, fica, apds o cdlculo dos tragos de Dirac:
e 1

4  DsiDDy

{(k+k3)o(k+ki)- (k+k)+
—(k+ki)a(k+k3)- (k+ ko)
+(k+k3) - (k+ki)(k+k2)a

+m?* [(k+ K)o+ (k+ki)o+ (k+k3)al}- (4.24)

Figura 4.7 — Representagdo diagramadtica da amplitude VSS.

>

k+ k3
Vo k + kq
k + ko 7

O mesmo procedimento seguido acima nos fornecera:

TySS = — 2R Agg (A%) +

+2qa | hog (M%) — @ (& (A1) + (2(p-q) +8m*) &yt + (p* —4m?) &y ) | +

—2pa | hog (A?) — : (&) (P A%) + (2(p-q) +8m?) &' + (62 — 4m?) &)

i

47:)2

(;1.25)
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Por sua vez, a amplitude axial-escalar-pseudoescalar (ASP), representada diagramatica-
mente pela figura 4.8, apds o calculo dos tracos de Dirac, fica:
ASP i

4  DiD\D,

{(ka +k30) (k+ k1) - (k+k2)
— (ko +kio) (k+k3) - (k+k2)
+(ka +k2a)<k+k3) : (k+k1)

+m? [(k+k2)a — (k+ki)o — (k+k3)al} - (4.26)

Figura 4.8 — Representacdo diagramatica da amplitude ASP.

k + k3
Yo V5 k + k1

k‘l‘kQ 75

Assim:

TSP = —2RSAge (A%) +

+2C]a +

Bog (A*) — @ (& (2% +2(p-9) &1y +P*Ey)

i

(47)°

—2pa lhog (A%) - (&5 (s A%) +2(p-9) &y + (¢ —4m?) éo‘o‘)] 4.27)

Por fim, a amplitude axial-pseudoescalar-escalar (APS), representada diagramaticamente

pela figura 4.9, ficard inicialmente:

APS
Iy B 1 B .
T = oD, CErR)alktk) - (kk)

—(k+ko)a(k+k3) - (k+kq)
+(k+k1)a(k+k3) . (k—f—kz)

+m* [(k+k)o+ (k+ki)o— (k+k3)a]} - (4.28)
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Figura 4.9 — Representagdo diagramadtica da amplitude APS.

Ktk
Va5 k+ ky
k + ko I

Entao:

TaS| = 2REAG (2) +
[ i
(47)°

_2(106 Ilog ()Lz) - +

(& (¢:A%) +2(p-q)&pe + (P* —4m*) &)

i

(4)*

+2Pa Ilog (12) -

(& (7A%) +2(p-9) &' +q2€001)] . (4.29)

E interessante notar que as quatro amplitudes vetoriais acima explicitadas sdo combina-
coes das mesmas estruturas matemdticas. O tratamento consistente exige a universalidade como
ingrediente.

De posse destes resultados, podemos verificar as relagdes de simetria, relacdes entre
funcdes de Green e limites de baixa energia os quais estabelecemos anteriormente para estas

amplitudes.

4.5 Verificacdo da relacoes entre funcoes de Green

Comecaremos verificando explicitamente se a contragdo com o momento externo r das
formas obtidas para as funcdes VPP, VSS, ASP e APS preservam as relagdes entre fungdes de

Green estabelecidas.
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Primeiramente, consideremos a relacdo para a amplitude VPP. Tomando a expressao

obtida para V PP, equacdo (4.23), e contraindo com 0 momento externo r, teremos:

(P+)*[16"7] = R (p+9)*Aag (A7) +R* (p+9)* Mg (A7)
~2¢%hog (A?) +2p*hog (A?)
2(p-q) (80 (4:2%) +2(p-9) &' +P7Eg0 +
—& (A% =2(p-9) &' — 47w ]

24 [E0 (4:4%) +2(P- @) 19 + 77600’

_|_

(4m)?
(4m)?

(47ir)2 207 [& (1 A%) +2(p-9) &1 + 4600’ ] - (4.30)

_|_

Uma reorganizacdo conveniente € proporcionada pela utilizacdo das identidades (3.27)

e (3.28), pois proporciona o cancelamento das estruturas &, fornecendo:

P+ [T)] = RE(p+9)* Mgz (A*) +RE (p+9)% Agg (A7)

27 s () = 78 i)

—24° [Ilog (A%) - (4;)253 (q;m2;,12)} : (4.31)

A fim de identificar as estruturas esperadas, é conveniente reorganizar os termos;

(p+q)* 1Y) = [q“qg + QaQC} Agr (A%) +

: 2
- {’ () = 2 =)o (32) s (=7 (1)) +
2

_% [llog (2?) - (4;)258 (q;mz;/l)} }

- [p“pc +PaPC} Age (M%) +

_4 {Iquad (m*) = (A% —=m?) hog (%) + ;)2 <m2 A% min (ﬁ))

(4m

2

+ % {log (A2) - (4;)255’ (p;mz;/lz)] } (4.32)

Agora podemos perceber claramente que a expressao obtida pela contragdo com o mo-

mento externo r corresponde a diferencga entre duas fungdes PP’s, conforme exigido pela identi-
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dade (4.9). Deste modo, as operacdes realizadas sdo consistentes com a linearidade da operagdo

de integragao.

Com um procedimento similar, podemos verificar a relacdo entre fun¢do de Green para

a amplitude VSS. Para isso, a contragdo da expressdo (4.25) com o momento externo p + g

fornece:

a1 -

—(P+ Q) Rz (A?) — (p+)* REAgy (A?) +
+¢7hog (M) —2p°Tog (A) +

+—22(p-q) [<& (:27) — (2p-q+8m?) &' — (p? — 4m?) &gt +

(47)
+80 (P A%) (2p-q+8m*) &' + (¢ —4m?) &' ] +
: (4;)22(]2 (80 (4:2%) + (2p- g +8m*) €19’ + (p* —4m”) o' ] +
! (4;:)2 2p° &9 (A7) + (2p- g+ 8m*) &g + (47— 4m®) &' ] . (4.33)

Novamente, a utilizacdo das identidades (3.27) e (3.28) permite eliminar as funcdes

~1 .
&, -Teremos assim:

(p+q)* [TOYSS] = —q%¢*Agg (A?) = QaQ%Agg (A?)

+2¢° |:Ilog (A%) - ( 4;)2 (q—4m?) &) (a: ?Lz)]

PP Agr (A?) + PuPAge (A%) +

o {zlog(az)_ ’ (p2_4m2)gg(p;12)}, 434)

(47)°
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que, apds uma conveniente reorganizagao, ficara;

(p+9)* [TOYSS] = - (qaqg ‘|‘QaQC> Age (A?)
—4 {Iquad (mz) - (QLZ — mz) Liog (),2) + (4;)2 <m2 —A2—m’In (%)) +
(4m> —¢*)

2

e (07) - 8 o)

b
+ (p“pCAaC (A%) +PaPC> Age (A%) +

- {’ (%) = (A% =) hog (A2) + ('"2 A (ﬁ» "

(47)°
(4m2 — qz)

+ [110g (2%) - : 4;)258 (qz;mz;xz)] } : (4.35)

E fécil entdo identificar o lado direito com a diferenca de duas funcdes de dois pontos
SS, como deveria ser, de acordo com a identidade (4.10).

Para verificarmos a relagc@o entre funcdo de Green para a amplitude ASP, expressao
(4.27), seguimos o mesmo procedimento. A contracdo da expressdo com o momentro r forne-

cera inicialmente:

(p+a)° T8 = —2(p+0)" RAgc (A7)
+2(¢-p+4°) o (A7) =2 (q-p+7°) “hiog (A7)
52(q-p) [=80 (@:A%) =2(p- @) 10! — P60’ + &0 (P3A%) +
+2(p-q) &1 + (4 —4m*) &'

2% [&) (¢:A%) +2(p-q) & + P7E | +

4 l
(47)
(4)*

(41)*

_I_

207 (65 (P A2) +2(p-q) &g + (a7 —4m?) &l ] . (4.36)
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A utilizagdo das identidades (3.27) e (3.28) permite uma reorganizacdo da expressao:

(p+q)° [T&‘SP } =—q%q Agr (A%) + p¥p* Ay (A7)

— (P™+q%) P Agr (A7) = (p” +4%) 0 Agg (A?)
+2(q-p+4) log (%) =2(q- P+ P*) hog (A7) +
i 8 @) £ P8 (i) — 42 (P p-a) &) 43D

A expressao acima pode ser reescrita convenientemente na forma;

(p+q)* [TO?SP] = - (qo‘qc +QaQ§) Agr (M) +
: 2
—4 {Iqmd (mz) — (),2 - mz) Liog (12) T 5 (m2 — 2% —m’In (%)) +

m? — g* i
_ w [Ilog (2,2) — (4n)2§8 (q,mz;lz)] }

+ <papC +PaPC> AOCC ()»2> +

+4{qm( 2)_(12—m2)110g(l2)+(4;)2( —A7 - ””1“(7;»}'

s { e 0) - b 0| - L e

_2p2 [Ilog (12) - (4;)2&? (p9)'2>] . (438)

Assim, podemos identificar a identidade (4.13).
Finalmente, verifiquemos a relagdo entre funcido de Green para a amplitude APS, equa-

cdo (4.29). A contragdo com o momento externo r fica inicialmente

(P+q)° [T&‘PS} = 2(p+q)*R°Agg (A7)
~2(p-q+q*) hog (A*) +2 (p-q+ p*) hog (A*) +
(4;)22(19 -q) [&0 (4:27) +2(p-a) &g + (P* —4m®) &' +
—& (pA?) —2(p-9) &5 — a0’ +

0 (&) (@: A7) +2(p-q) &1 + (P> —4m?) '] +

_|_

i
2
(4m)°
i

an

_|_

PPIEY (mA%) +2(p-a) &yt + 70" - (4.39)
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Depois de utilizarmos as identidades (3.27) e (3.28) obteremos:

(p+9)” [T&‘PS] = 2(p+q)"R°Age (A?)

Ny
’ (47;)2 [—4(p-a)m &’ + 0780 (4:47) = 4aPm*Ee! — &0 (n32A%)]
~2(p-q+q*) hog (A*) +2 (p-q+ p*) hiog (A7) (4.40)

Apds uma reorganizagdo, obteremos:

(p+a)* 12| = (4%° +0u0) Aug (A?) +
i m?
+4 {Iquad (mz) - (lz _mz) liog (12) + an? ( — A% —m’In (ﬁ))
-z lllog (%) - — & (q;lz)] }
2 (4m)
— (%P5 + PP ) Agg (A2) +
] 2
—4 {Iquad (m2> - ()L2 _m2) liog (12) + ; < —A?—m’In <7L2)>
- M <110g (A%) = —— &0 (pm®:1?) ) } (441)

(47)°

L8 (pmi22) -

+8m? {Ilog (A%) - )

St 5] )

Entdo € possivel reconhecer as estruturas presentes na identidade (4.14), e o resultado
desejado € obtido.

Portanto, todas as relagdes entre fungdes de Green foram obtidas satisfeitas indepen-
dentemente do significado atribuido para as quantidades indefinidas presentes nas amplitudes

envolvidas.

4.6 Verificaciao das identidades de Ward

Uma vez que obtivemos consistente as relacdes entre fungdes de Green para as ampli-
tudes VPP, VSS, ASP e APS, podemos seguir adiante com a verificacdo das outras relagdes de
simetria, ja que a linearidade na operagdo de integracdo foi mantida. Caso a manutencao destas
identidades tivesse sido comprometida seria necessario rever os procedimentos anteriores, pois

nenhuma consequéncia fisica poderia ser levada a sério.
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Entdo, o préximo passo € verificar as Identidades de Ward. Para as amplitudes VPP e
VSS, o que se espera é que a contragdo com o momento (p + ¢g) produza, para o processo fisico,
um resultado identicamente nulo.

Partimos das expressdes obtidas apds a contragdo com 0 momento externo;

(p+@)* [TVF] = 2(p+q)* (ks +k2)* Ay (A?) +

Y {zlog (22— g (q;mZ;x)} N

i

(4r)?
+20% g (17) — (32388 (pins2?)| 442)
(p+q)° [TOYSS] — 2(p+9)* (ks +k2)* Agr (A2) +

i

2 (4 — ) [Ilog (A%) - (47:)253 (q;mz;/l)} T

(47)?2

2 (4w~ p?) [zlog(;ﬁ)_ ég(p;mz;),z)] (4.43)

Notemos que o resultado obtido € potencialmente ambiguo ja que ele depende de com-
binacdes dos momentos internos que ndo correspondem a momentos externos. Isto ndo pode
ser considerado surpreendente ou inesperado pois as amplitudes sdo linearmente divergentes
e por isso ndo sdo invariantes por um shift no momento de integracdo. Na prética isso im-
plica que uma escolha para os momentos das linhas internas poderd ser levada a outra, por uma
transformacdo na varidvel de integracdo, mas a amplitude correspondente a uma das escolhas
diferird da outra pela compensagdo ao shift efetuado, que serd um termo de superficie. Assim,
os resultados:

)P = 2(ks+h)* Ay (A?) (4.44)

ambguo

TYSS = 2(ks+k2)* Age (A2), (4.45)

ambguo

representam precisamente o carater linearmente divergente dessas amplitudes.
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As estruturas dos termos correspondentes, como esperado, sdo termos de superficie. Isto

pode ser visto, imediatamente, se reescrevemos o objeto A(xC (lz) numa forma conveniente:

d4k 3 k
2 v 1 4
By (A’ ) N //\ (275)4 ak[.t ( (k2 _ 22>2> . (4.46)

Fica claro neste ponto as razdes para a definicdo dos objetos bdsicos divergentes no
contexto da estratégia que adotamos.

Neste ponto € relativamente facil perceber que os termos ambiguos serdo potencialmente
violadores das identidades de Ward. Para verificar isto devemos somar os canais direto e cru-
zado para compor o processo fisico corrrespondente. Consideremos, para estes propdsitos, as
escolhas para os rétulos das linhas internas especificadas no capitulo 2, e seguidas até aqui em

todos os célculos, como correspondendo ao canal direto e as escolhas

g = h-Dh
p = BZ—1[ 4.47)
r = 13 - 12.

correspondendo ao canal cruzado. Deste modo teriamos;

(P+a)* [TV 7] = 2(p+9)* (ks +k)* Agg (A7) +

+2(p+q)* (5 +1b)* Age (A?) (4.48)
c
(p+q)* [TOY%SS] = 2(p+q)* (k3 +hk)° Age (A%) +
2(p+9)* (5 +5) Ay (A?) (4.49)

mostrando o papel dos termos ambiguos como potencialmente violadores das identida-
des de Ward. Estamos, neste ponto, diante de um dilema do calculo perturbativo. Quando as di-
vergéncias envolvidas superam o grau logaritmico, qualquer cadlculo honesto matematicamente
revelard a presenca de termos ambiguos. Como as identidades de Ward sao estabelecidas sobre
a hipétese de que as amplitudes fisicas sdo funcdes apenas de momentos fisicos (invaridncia

translacional) a existéncia de termos ambiguos implicard na violac@o das referidas identidades.
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A atitude usualmente adotada € a de fazer alguma intervengdo no resultado com a finalidade de
eliminar os termos incomodos, porém corretos do ponto de vista matematico. Isto se da de duas
maneiras: forcando o termo de superficie a se anular ou assumindo o valor (honesto) diferente
de zero para o termo de superficie e escolhendo convenientemente entdo o seu coeficiente am-
biguo. A escolha conveniente do coeficiente ambiguo € feita assumindo os momentos internos

arbitrarios como combinagdes lineares dos momentos externos, como por exemplo,

ki, = ap+bg
ky = bg+(a—1)p (4.50)

ks = ap+(b+1)q

fixando os coeficientes da combinacao linear de modo conveniente.

Qualquer das alternativas implica em modificar o resultado obtido como consequéncia
de operacOes matematicas corretas tornando a forma final desconectada das expressoes estabe-
lecidas pelas regras de Feynman. O argumento usual € que ndo ha alternativas sendo estas.

Assim para que possamos ter as identidades de Ward satisfeitas devemos adotar uma
prescricao para tratar os termos ambiguos. Quando utilizamos regularizag¢des, o valor dos ob-
jetos divergentes, automaticamente, ficam especificados nas operacoes realizadas. Para ver isso
consideremos nas sub-secdes a seguir duas dessas prescricdes usuais e suas implicacdes para o
valor da quantidade Ay¢ (A7) .

Para isso devemos impor o resultado das condi¢des impostas por algum tipo de regula-
riza¢do nos termos ambiguos. Consideraremos a regularizagdo dimensional (RD) e a regulari-

zacdo de Pauli-Villars (PV).

4.7 Regularizacao Dimensional

A regularizagdo dimensional consiste em fazer uma modificagdo na dimeng¢ao do espago-
tempo de maneira que consigamos evitar integrais divergentes (HOOFT; VELTMAN, 1972). A
dimensao € assumida como uma varidvel continua e complexa. Para isso, supomos que a solu-

¢do da integral nos momentos:

[ d*%%k 1 A I'(a—o)
O e vy e () @i s @
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seja vdlida, também, para o caso divergente. Assim, quando & < @ a integral acima serd diver-
gente e, admitiremos que esta integral é uma funcdo analitica da varidvel , que € complexa e
continua. Desse modo podemos substituir, no lado direito da equacdo acima, a funcdo gamma
de Euler por sua continuagdo analitica, a funcdo Gamma de Weierstrass. Desse modo, podemos
derivar a relacdo acima em relagc@o a Q e, em seguida, tomar o limite com Q tendendo a zero, de
modo a gerar relacdes entre as integrais, mesmo que as indefinicdes matematicas ainda estejam

presentes (WITT B.; SMITH, 1986). Assim, podemos estabelecer:

420K 1 B i F((X _ (D)

/(27r)4 (k2—A2)* ((4@(») [(o)(—A2)e—o (4.52)
420k k,k, 1 i guvT (0 — o)

/ (2m)* (k2 —A2)%*1 2 ((4%)‘0) T(a+1)(—A2)ao (4.53)

Escolhendo valores adequados de o nas relacdes acima, podemos identificar a seguinte

relacdo:

dZwk 4k;1 kv d2a)k Suv
= . 4.54
/ (2m)* (k2 - 22)° / (2m)* (k2 - 22)° >

ou seja: Ayy (12) € obtida igual a zero. Desse modo, os resultados produzidos por esta re-
gularizacdo sao livres de ambiguidades e preservam as simetrias. Termos ambiguos sdo au-
tomaticamente eliminados pois € autorizado efetuar shifts impunemente (CHENG; LI, 1988).
As integrais divergentes, mesmo aquelas com grau superior ao logaritmico sdo tratadas como
se fossem finitas. A honestidade da prescricdo, por isso, € bastante duvidosa, ainda que for-
neca, pelo menos nos casos considerados, resultados convenientes. Aquilo que aprendemos no

calculo basico a respeito da mudanga de origem em uma integral divergente deve ser ignorado.

4.8 Regularizacao de Pauli-Villars

A regularizacdo de Pauli-Villars (PV) é um método, disponivel na literatura, para li-
darmos com integrais divergentes (PAULI; VILLARS, 1949). Este método consiste em uma
modificacio do integrando. Esta € feita sobre um dos propagadores, da seguinte maneira:

1 1 g

]
222 _>k2_,12+i§k2_/\2

(4.55)
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onde A? sdo os pardmetros da regularizagio e satisfazem a propriedade A> > A%. O aumento
no numero de poténcias k do denominador € obtido com uma escolha adequada de a;, de modo
que a integral se torne convergente.

Por exemplo, para regularizar integrais que apresentam divergéncia de grau linear, é
suficiente que escolhamos apenas um coeficiente ndo nulo. Se escolhermos a; = (—1), obtemos

entao:
1 1
2_22 kz_lzG(

A% A7), (4.56)

onde definimos:
A'2 . A2
k2 _ AZ :

G(A2,A2) = (457)

Assim, se exigirmos que o limite de conexdo seja satisfeito, A2 —3 o, obteremos
G (QLZ,AZ) = 1. Para integrais que possuem maior grau de divergéncia, precisamos de mais
termos ndo nulos na soma que modifica o propagador (WITT B.; SMITH, 1986). Dentro desta

regulariza¢do podemos calcular o objeto divergente Ay, (/'L2) ;

d*k Akyky
(27)* (k2 - 22)

d*k guv
(n)* (k> - 42)

Auv (%) :/A 3G(,lz,/\z)—/A -G (A% A, (458)

com
A‘2 _A2
2 A2
Utilizando a propriedade:
d4k 2 d4k g,llv
kuky f (k :/ -, (4.60)
/1\(27:)4 ke () A (2m)t 4

podemos notar, facilmente, que:

Auv () = /A et (k2-12)°

4 2
= guV/(dk : G(/lZ?AZ)- (4.61)
T
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Entdo, como o integrando ¢ finito:

Ay (A7) = guv { (@) (_71) } - (4.62)

Ou seja, obtivemos Ay (12) # 0. O resultado é matematicamente honesto. Entretanto,
faz com que ndo seja possivel eliminar as ambiguidades e os termos que violam simetrias,
deixando como unica possibilidade efetuar escolhas para os momentos das linhas internas de
modo a zerarmos os coeficientes dos termos de superficie. A ultima operagdo parece destruir
a honestidade anterior pois o resultado obtido ndo mais poderd ser conectado por operacdes
matematicas a expressao original, vinda das regras de Feynman. Em outras palavras, a forma
final de uma amplitude apds este tipo de intervencdo nio serd uma diferente representacdo
daquela estabelecida pelas regras de Feynman mas uma expressao diferente.

Resumindo as argumentacdes acima: para termos as identidades de Ward das amplitudes
vetoriais consideradas neste capitulo temos duas opg¢des:

a) Ayy (A7) =0.

Neste caso teremos

(p+9)* [T, 7" =0 (4.63)

(p+q)* [TOY %SS] —0. (4.64)

b) Auy (A%) #0.

Neste caso devemos escolher:

ki = ?
ky = —pTJ”] (4.65)
+
ks = %7
assim como para o canal cruzado:
L, = ?
L, = Pt er q (4.66)
o= P +4q
3 = —.
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E facil verificar que as escolhas satisfazem as relacdes de conservagio nos vértices e
produzem ky +k3 =1, +13 = 0.

Qualquer uma das alternativas exige uma interven¢do na forma obtida através de ope-
racOes matematicas corretas. O desejdvel seria obter estes resultados automaticamente. Nao é
razodvel aceitarmos que uma simetria s6 serd preservada se fizermos escolhas especificas para
escolhas que devem ser arbitrdrias, pois isso implica em aceitarmos que uma teoria precisa ser
utilizada de uma maneira esperta para conseguirmos um resultado desejado, além de isso ndo
garantir que o resultado desejado pode ser sempre encontrado adotando-se esta atitude.

Mas, se aceitarmos essas condi¢des sem nos perguntarmos como esses resultados podem
ser obtidos, poderemos verificar a consisténcia desses procedimentos? Ou seja, se aceitarmos
as escolhas feitas para estas amplitudes e as transportarmos para as amplitudes triangulares
andmalas, poderemos conciliar esses resultados de forma a obtermos uma teoria com poder de

predicao? Verificaremos isto nos capitulos seguintes.

4.9 Verificacao dos limites de baixa energia

Consideremos agora os limites de baixa energia para as amplitudes vetoriais, estabeleci-
dos na secdo 4.3. Entdo, considerando as expressoes (4.32), (4.35), (4.38) e (4.42) acima, para

as formas contraidas das amplitudes, comecando pela amplitude V PP, teremos:

a VPP _
(p+a)" T }pZZqZZ(p»Q):O_

2(p+q)* (ks +k2)® Ay (A2)

. 4.67
p*=¢*=(p.q)=0 67

Notemos que isto pode ser visto facilmente da relacao entre fun¢des de Green, devida-

mente verificada:

(ks —k2)* T ™| oo =

(p-9)=0
PP PP
T (klvkzam)‘pZZqZZ(p'q)zo T (k?)akl?m)‘pZ:qZ:(p'q):O' (468)
De modo similar, para a amplitude V SS o resultado obtido é:
(p+4)" T p*=¢*=(p.q)=0
“2(p+q)* (ks +hk2)* Mg (A7) , (4.69)
pP*=q°=(p.q)=0
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que € consistente com:

(ks = ko) T p*=q*=(p.q)=0

755 (ky,ky,m — T55 (k3 ky,m (4.70)
( ) p*=4*=(p.q)=0 ( ) p*=4¢*=(p.q)=0
Para a amplitude ASP teremos:
ks — ky)® TASP - [—2 )% (ks +k)° Ayp (A2 } @
( ) T p*=4¢*=(p.q)=0 (p+a)( ) ag( ) p*=4¢*=(p.q)=0
que € consistente com:
o ASP _ _ PP
(ks —k2)* Ty pepeipae = T (kisk2,m)| ooy om0t
—T55 (k3 ky,m) —2mTPSP :
P*=4*=(p.q)=0 P*=q*=(p.9)=0
(4.72)
Finalmente, para a amplitude APS, teremos:
ks — ky)® TAPS - [—2 )% (ks +k2)C Ayp (A2 } C@4T73)
( ) Ta P*=¢*=(p.q)=0 (pta)"( ) Aag (1) P*=¢*=(p.q)=0

que pode ser visto também na forma:

(k3 — ko) * TAPS = — T35 (ky,ka,m)

p*=q¢*=(p.q)=0

p*=q¢*=(p.q)=0

— TP (ks, k1, m) | —m [TPPS]

P*=¢*=(p.9)=0
(4.74)

P*=¢*=(p.q)=0

Assim, nenhuma das amplitudes triangulares vetoriais consideradas se anulard neste
limite, como seria esperado para amplitudes preditivas. O limite € estabelecido pelo termo am-
biguo que também viola a identidade de Ward. Nestes casos simples a elimina¢do dos termos
ambiguos, quer por anulacio dos termos de superficie ou por escolha conveniente dos momen-
tos das linhas internas, leva automaticamente ao valor nulo para os referidos limites.

Agora, iremos investigar se as escolhas feitas para estas amplitudes simples quando

transportadas para as amplitudes andmalas podem ser conciliadas, ja que as amplitudes pseudo
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tensoriais de trés indices possuem como subestruturas aquelas de um indice que consideramos

neste capitulo, como veremos a seguir.
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S AMPLITUDES PSEUDO TENSORIAIS DE TERCEIRA ORDEM

Finalmente, passamos a considerar as amplitudes triangulares ditas andmalas; AVV,
VAV, VVA e AAA. Faremos uma investigagdo seguindo os mesmos passos tomados no capi-
tulo anterior onde consideramos amplitudes triangulares mais simples, todas vetoriais.

Deste modo comecaremos por considerar aspectos gerais destas amplitudes como: re-
lagdes entre fungdes de Green, identidades de Ward e limites de baixa energia. Em seguida
calcularemos explicitamente as amplitudes e verificaremos se os resultados obtidos satisfazem

as expectativas estabelecidas para elas.

5.1 Relacoes entre funcoes de Green

Antes de calcularmos explicitamente as amplitudes anOmalas iremos verificar o que de-
vemos esperar das propriedades de simetria destas amplitudes. Comecaremos pelas relacdes
entre funcdes de Green que, como dissemos, sdo relacdes entre amplitudes do cédlculo pertur-
bativo. Para tal, devemos contrair a expressdo correspondente a amplitude com os momentos
externos r, p € q.

Para construirmos as relacdes entre fungdes de Green para as amplitudes AVV, VAV,

VVA e AAA, consideramos inicialmente as seguintes defini¢des:

AVV _

1 1
py = TF{Y”S [kt ) —m] “TCk+ o) —m] "R F ) —m

; (5.1

WA _ 1 1 1
o =1 {” [+ fo) —m] IO+ Jo) —m] P BTk o) —m]

1 1 1
A= S M S R

Agora, devemos tomar a contragﬁo destas expressées com 0S momentos externos r, p

VAV _ 1 1 1
o =T {n[(k+ B ST )~ T /éz)—m]}’ (5.2)
} (5.3)

(5.4)

e g e utilizar a dlgebra das matrizes Dirac de maneira conveniente, como fizemos no capitulo
anterior. Tendo em vista que as operacdes sdo essencialmente as mesmas, apenas listaremos
as identidades. Teremos assim, para a amplitude AVV as seguintes identidades, representadas
diagramaticamente pelas figuras 5.1, 5.2 e 5.3, respectivamente:

(ky —ks)* e = 12, (ko kosm) — ey, (ka, kysm) — 2mefy Y (5.5)
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Figura 5.1 — Representacdo diagramdtica da relagdo entre fungdes de Green para contracio do momento
r com a amplitude AVYV.

k+ 1\71 k+ k;}
(ks — k)| M5 k+ki| = W To— W
k + ko k+ky
AVV AV . AV .
(k3 — kl)utluv =1 (kl,kz,m) =0y (k3,k2,m) (5.6)

€

Figura 5.2 — Representacdo diagramdtica da relagdo entre fungdes de Green para contracio do momento

g com a amplitude AVV.
k+ ki k + ks
= 175 <>% - M <>%
k+ ko k+ ko
v_AVV AV . AV .
(kl —kz) tluv = l‘;w (k37k2,m) _tlu (k3,k1,m) . (5.7)

Figura 5.3 — Representagdo diagramadtica da relacdo entre funcdes de Green para contracio do momento
p com a amplitude AVV.

(k’l — kQ)V TAY5

Por sua vez para a amplitude VAV, teremos as seguintes identidades, representadas dia-

gramaticamente pelas figuras 5.4, 5.5 e 5.6, respectivamente:

(ks — ko) 1% = 113y (ke Keasm) — 117 (ks kyzm) (5.8)
(ks — ki) 1350, = 13, (ki kasm) + 13y (k3 kasm) + 2may TV (5.9)
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Figura 5.4 — Representacdo diagramadtica da relacdo entre funcdes de Green para contracio do momento
r com a amplitude VAV .

kE+ ks Yus k+ Kk k+ ks
(ks — kz)/\ YA k+ki| = W Q v — Vv <>’Yu%
bk o Py kT

Figura 5.5 — Representacdo diagramética da relacdo entre fungdes de Green para contracdo do momento

g com a amplitude VAV.
k + kl k k;g -
= N T+ M
k + ]fz k + k2
v _VAV VA . VA .
(kl k ) tMiV t?Lu (k3,k2,m)—l‘lﬂ(k3,k1,m). (5.10)

Figura 5.6 — Representacdo diagramdtica da relacdo entre fungdes de Green para contracio do momento
p com a amplitude VAV.

Yu V5 k+ k3

k+ki| =" VY5 = YA Yu V5

Ty k+ ko

Para a amplitude VVA, teremos as seguintes identidades, representadas diagramatica-

mente pelas figuras 5.7, 5.8 € 5.9, respectivamente:

(ks — ko)™ 13 Yo = 3t (et oz m) — £y, (3, ki) (5.11)

Figura 5.7 — Representacdo diagramética da relacdo entre fungdes de Green para contracio do momento
r com a amplitude VVA.

k+ ky

]ﬁ+k2 k+kl

(ks — ka) [ 1

(ks —ki)! 13y = 135 (ke ks m) — 177 (ks K m) (5.12)
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€

Figura 5.8 — Representacdo diagramdtica da relacdo entre fungdes de Green para contracdo do momento

g com a amplitude VVA.
k + kl k k’3
= 7 TV5 — YA TWYs
k + kg k + k2
vvp
(ki — ko) 15 g = 151y (ks kasm) — 13, (k3 kysm) +2miy ) F. (5.13)

Figura 5.9 — Representagdo diagramadtica da relagdo entre fungdes de Green para contragdo do momento
p com a amplitude VVA.

k+ ks

(ky — ko)”| M TuV5 — Vs T+ 2m I

k+k

E, finalmente,as identidades relativas a amplitude AAA, sdo as seguintes, representadas
diagramaticamente pelas figuras 5.10, 5.11 e 5.12, respectivamente:

(ks — ko)™ e = 1y (ke kazm) — 1yt (ks kyzm) — 2miefi, (5.14)

Figura 5.10 — Representacdo diagramética da relacdo entre fungdes de Green para contracdo do momento
r com a amplitude AAA.

Yu V5 k4 ky k+ ks

k+ki| = WY — Y VY5 —

s k+ ks k+k

(ks — ko )" 19y = i (ka s kasm) — 15 (ks ka3 m) + 2miy (5.15)

(ki — ko) 150y = 14y, (ks kasm) — 134 (k3 ey sm) + 2mify . (5.16)
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Figura 5.11 — Representacdo diagramatica da relacdo entre fung¢des de Green da contragdo do momento

g com a amplitude AAA.
Vs k+ ky k+ ks
k + ]\,1 = Y5 — YAV Q Yv +  2m |5
)l/’% k + l\]

Figura 5.12 — Representagdo diagramdtica da relagdo entre fungdes de Green para contracdo do momento

p com a amplitude AAA.
k + ks kA4 ks ,
Q h ” Q )/“"/G ’ 27” e
k+ ko

Percebemos entido que apenas uma funcao de dois pontos estd envolvida: a fungdo AV.
Quanto as fungdes de trés pontos: PVV, VPV, VVP, PAA, APA e AAP, elas sdo todas finitas.
Todas foram listadas no capitulo 3.

Depois de calcularmos as amplitudes andmalas poderemos verificar se estas identidades

sao satisfeitas pelas formas obtidas.

5.2 Identidades de Ward

Ja vimos anteriormente que as identidades de Ward estabelecem que, para toda ampli-
tude contendo indices de Lorentz, a contracao obtida com o momento externo do vértice estara
relacionada a amplitude com mesma topologia, porém, com o operador de vértice contendo o
indice de Lorentz trocado pelo pseudo-escalar, se o indice de Lorentz estiver relacionado ao
indice axial e, serd nulo, se o indice de Lorentz estiver relacionado ao indice vetorial.

Primeiramente para a amplitude AVV devemos obter as seguintes identidades:

q”Tf;VV = 0, (5.17)
P =0, (5.18)
(p+q)* Ty = —2mTiv (5.19)
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Para a amplitude VAV, por sua vez, teremos as seguintes identidades:

Ty = —2mTy (5.20)
P =0, (5.21)
(p+a)* 1" = o (5.22)

De modo similar, para a amplitude VVA teremos as identidades:

Tyt =0, (5.23)
P = 2T Y (5.24)
(p+a)* Ty = o (5.25)

Finalmente, a amplitude AAA deverd satisfazer as seguintes identidades:

T = —2mT (5.26)
PUTIM = —2mT AT, (5.27)
(p+a)* TiM = —2mTf, . (5.28)

Estas relacdes de simetria devem ser satisfeitas para que a teoria tenha chance de ser
renormalizdvel. Entretanto, matematicamente devemos esperar que, sendo as amplitudes linear-
mente divergentes, elas apresentem ambiguidades e essas ambiguidades poderdo comprometer

as relacdes de simetria, como vimos no capitulo anterior.

5.3 Limites de baixa energia

Para estabelecermos limites de baixa energia para as amplitudes triangulares considera-
das acima, devemos tomar a forma mais geral do tensor correspondente e levar em conta que
este deve ser construido a partir dos momentos internos ki, k» € k3. Tendo em vista que as
amplitudes serdo construidas no contexto das solu¢des perturbativas (regras de Feynman) se o
tensor corresponder a uma amplitude com grau de divergéncia superior ao logaritmico, entdo,
ao efetuarmos um shift X’ = k+ k;, deveremos compensar tal operagdo com os termos de super-

ficie correspondentes. Portanto, a forma tensorial mais geral possivel de um pseudo tensor de
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terceira ordem deve corresponder a:

Duwv = €pva [QaGl +P%G, ‘|‘RaG3] +
+&ruva [4%F1 (P,q) + P*F2 (p,q)] +

+euvappa | PP (p.q

TE€ vapdr p(quF4(
TE\uaplv |P 4
(

+eruapdv |P°4PFs (g

+ErvapPu _p“qﬁ Fr(p,q
(5.29)

Q

=

S
\_/vvé/\—/v
+ + + + o+

+Eivapdu | P 4P Fs (p.q

onde os F;’s sdo fungdes escalares e os G;’s terdo estrutura de termos de superficie.
A fim de identificar limites de baixa energia, consideramos a contracdo desta estrutura

com 0S momentos externos.

Primeiramente, contraindo a estrutura tensorial geral com o momento r, teremos:

r/lT/luv = (p+q)’1 Thuv (p,q) =
= —Euvap [(p+q)ﬁ Q"G+ (p+q)’ P“G2+(p+q)ﬁR“G3} -
+euvapp®ad [Fi (p.q) — F2 (p,q) + (P*+q-p) F3 (p,q) +

+(p-a+q°) Fx(p,q)]. (5.30)
Por sua vez, a contragdo com o momento p fornece:

vaMlv = &uva [PanGl +p'PYG, +PVRaG3] +

+&,4ap0%d" [Fi (p.q) + P°F5 (p.q) + (p-q) Fs (p,q)] - (5.31)
A contragdo com 0 momento ¢ nos levard a expressao:

quTMJV = &uuva [unaGl +4"P%G, +unaG3] +

+ervapd 1% [B(p,q) +(q-p) Fr (p.q) + 4*Fs (p.q)] - (5.32)
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Com o intuito de estabelecer implicacdes destas propriedades lembremos que as contra-
coes devem estabelecer relacdes entre funcdes de Green. Portanto as contragdes acima podem
ser vistas como sendo as proprias relagdes entre fungdes de Green. Vamos entdo particulari-

zar as expressoes acima para cada uma das amplitudes que estamos considerando na presente

investigacao.

5.4 Limites de baixa energia para as amplitudes AVY, VAV e VVA

Neste caso identificamos as contragdes acima como sendo:

PvaXvV = “&puap [PBQaGl +pPPeG, +PBROCG3} -
+&uapr®a” [Fi (p.q) + P*Fs (p.q) + (p-9) Fs (p.q))

= Tjy (ka,kaosm) = T (ks kism) (5.33)

quTluv = &vap [qﬁQaGl +qﬁPaG2+qﬁR“G3 +
+ervapd’ 1% [B(p,q) + (q-P)Fr (p.q) + ¢*Fs (p.q)]
= T} (ki kpim) — T; (k3,kn:m) (5.34)

I’leX“// = —&uvap [(P+Cl)ﬁ 0°Gy + (p—f—q)ﬁ P%G, + (p—i—q)ﬁRaG3] +
+euvapp®dl [Fi (p,q) = F2 (p,q)+ (p* +4-p) Fs(p.a) + (p-a+d*) Fa (p.q)]

= Ty (ki kysm) — Ty, (k3,kizm) —2mT, Y. (5.35)
Tendo em vista que a estrutura geral da amplitude AV € da forma;

T =2e4v059" 0a®® (A7), (5.36)

identificamos claramente os termos de superficie da expressao com as amplitudes AV da relagao

entre funcdes de Green. Além disso a funcdo PVV ¢€ finita e ndo pode possuir termos de superfi-
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cie. Deste modo podemos identificar nas expressdes para as contragdes acima, respectivamente:

&1 [PPO G+ PPPUGy+ pPROGS| = T (ks skasm) = T (ks hsm)
+eruapp”d” [Fi (p.q) + P°F5 (p.q) + (p-q) Fs (p,q)] = 0, (5.37)
Exvap |1PQG1 + 0P P G+ PRUGS| = T (ki kosm) — T (ks koim)
+evapd” P [P (p,q) + (- P) Fr (p,q) + ¢*Fs (p,q)] = 0 (5.38)

—&uvap [(p+q)ﬁ Q%G1+ (p+q)P P“Gz+(p+q)ﬁR“G3] =Ty (ki kyim) — Ty (k3 kizm)

uvapP®d® [Fi (p.q) — F2 (p,q) + (P*+q-p) Fs (p,q) + (p-a+4°) Fs (p.q)] = —2mTLy" .

(5.39)
Com isso podemos inferir da primeira contragdo que:
—F =p’Fs+(p.q) Fs. (5.40)
Por sua vez da segunda contracdo devemos ter:
~F=(q p)F+qF. (5.41)

A utilizacdo destas condi¢Oes na terceira contragdo, levard a:

Euvapp®d’ [-P*Fs— (p.9) Fs+ (a-p)Fi+@*Fs + (P> +q-p) B+ (p-q+ ) Fi] = —2mT1y " .
(5.42)
Isto nos permite estabelecer trés predicdes sobre as componentes do tensor em limites
cinematicos especificos:

Fil,» 0, (5.43)

F| e 0 (5.44)
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e, assumindo a forma geral,

TPVV

= EuvapP qﬁFPVV (p,q), (5.45)

FPVV (

onde p,q) é uma funcdo escalar dos momentos externos,

T (p.@)| oo p gm0 = O- (5.46)

Uma clara implicagdo sobre o comportamento da amplitude PVV ¢ estabelecido para
uma situacdo cinematica especifica. Notemos que nao impomos a validade das identidades de
Ward para obter esta implicagdo nem ignoramos o fato de a amplitude (linearmente divergente)

possuir possivelmente contribui¢des ambiguas. A possivel presenca de termos ambiguos ndo

TAVV

permite estabelecermos que r T v

= 0, pois este limite é determinado precisa-
*=q*=p.q=0
mente pelos termos ambiguos.
Nao hé necessidade de repetir para as permutagdes VAV e VVA, pois € simples perceber
que as implicacgdes serdo:

VP (p, q)| g0 =0 (5.47)

Ve (p, Do =0 (5.48)

5.5 Limites de baixa energia para a amplitude AAA

Neste caso temos inicialmente as identificacdes, para as trés contragdes:

—& 0P [pﬁ Q%G1+ pPP*G, +pﬁR°‘G3} +Euapp®dP [Fi (.q) + P*F5 (p,q) + (p-9) Fs (p,q)]

= T (k3,k2, ) Tlvlf(k37klam)+2mTf/fP7

(5.49)

ELvap [qﬁ Q%G1 +4¢PP*Gy+ 4P R“Gz} +&vapd’ P [P (p.9) + (a- P) F1 (p.q) + ¢°Fs (p,q))]

= T8 (ki,ky,m) — T3 (k3 ko,m) +2mT "

(5.50)
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—Euvap [(p+Q)ﬁ 0%G, + (p+q)ﬁ PYG, + (p—l—q)ﬁRaGg,] +

+euvapr®a” [Fi(p,q) — P (p.q) + (P*+4-p) F3 (p.q) + (p-q+4d*) Fa (p,q)]
= Tyy (kiska,m) = Ty (ks kim) —2mT 000 (5.51)

Os mesmos argumentos utilizados anteriormente, cardter finito de PAA, APA e AAP,

assim como carater ambiguo de AV, nos permitem identificar as relagoes:
~Eauap |PPOUGr+ PPPOGy+ pPROGS| = T (ks Kosm) — T2 (ks Kasom)

EuapP®d® [Fi (p.9)+P°Fs (p.q) + (p.9) Fs (p,q)] = 2mTA”, (5.52)

Exvap [QBQ“Q +qﬁP“Gz+qBR“G3] = T3 (ki kysm) — T4 (k3 ko3m)

Evapd’ 1% [B(p,q) +(q-P)Fr (p.q) +¢*Fs (p.q)] = 2mT™ (5.53)

~euvap | (P+a) QG+ (p+a)P P2Ga+ (p+0)P RG| = T} (k1 Koy m) = T (ks i)

uvapP®d® [Fi (p.9) — P2 (p,q) + (P*+q-P) F3(p,q) + (p-q+4°) Fs (p.q)] = —2mT, 4.

(5.54)
Assumindo as formas gerais:
" = €uapr®d T (p.q), (5.55)
T = e1vapd’ pT (p,9) (5.56)
e
T;féA = guvaﬁpaqﬁFPAA(paQ)- (5.57)
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Inferimos que:

Fi = —p*Fs—(p.q)Fs+2mr47, (5.58)

B = —(q-p)F —¢*Fs+2mr™ (5.59)

[—P?Fs — (p.q) Fo +2mIMAP + (g p) Fy + ¢*Fs — 2mI A + (p? +q - p) F3(p.q) + (p- g+ ¢°) F4]

= —2mIA4,
Portanto, teremos as implicagdes:
Fil oo g = 2mIM4P , (5.61)
p =(p-9)=0 P=p.g=0
Blocpgy=0 = 2mIfA (5.62)
4*>=p.q=0
e
p*=q¢*=p.q=0 P*=q¢*=p.q=0 p*=¢*=p.q=0

Com isso completamos o estabelecimento das expectativas que temos para as amplitu-
des. Nossa proxima tarefa € calcular as amplitudes, ou seja, obter uma forma matematica onde
as operacdes implicadas pelas regras de Feynman tenham sido efetuadas. Depois disso, teremos

que verificar se estas formas obtidas satisfazem o conjunto de expectativas estabelecidas.

(5.60)
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6 CALCULO DAS AMPLITUDES PSEUDO TENSORIAS DE TERCEIRA ORDEM

Neste capitulo nos dedicamos ao cdlculo propriamente dito das amplitudes triangulares

andmalas e das contragdes das expressdes obtidas com os momentos externos. Deixaremos a

andlise dos resultados para o capitulo seguinte.

6.1 Calculo das amplitudes AVV, VAV, VVA e AAA.

Consideremos, primeiramente, a amplitude AVV. Partimos da definigao:

YV — Tr |y ! Y, ! h 1
Ay PRI K) —m (O k) —m] Y [(f o) —m]

(6.1)

Efetuando os tracos de Dirac, teremos:

tAVV _
Auv

(—4)
Dix { [g/lﬁguevn —8Au€Bovn T 810EBuvn — 8AvEBLON T 8AnEBuY

T8Bu€rovn —8B0EA vy T 8BvEL O — &BnErney T 8uo€rpvn — 8uvEirpen
+gun€apov +8ovEipun — Son€apuv +evnipue) (k+k3)P (k+k)® (k+ k)" +
— 4y oy (k+ k)T — 4 g (k+ ks) P — 48,w9v(k+k1)9m2} . 6.2)

E apds uma reorganizacdo, podemos obter a seguinte estrutura matematica:

tAVV _
Auv

(—4)
Dixa { [g/lﬁguevn +810€Buvn T 8An€Ruov +8Burovn +8pvErLEN

+8uo€ipvn + 8un€ipov + 8ovEipun +gvnEapue] (k+k3)P (k+k1)® (k+ ko) +
—[gan€povy] (k+k3)P (k+k1)® (k+ ko) +

—[savepuon] (k+k3)P (kt-k)® (k+k2)" +

— [guverpon] (k+k3)P (k+k1)® (k+ k)" +

+[—gonEauvp +8pnEruve — 8po€auvy) (k+ka)P (k+ki)® (k+io)"

+ Erpvn (k_|_k2)77m2 + swuv(k+k3)ﬁm2 + qugv(k—l—k])emz} . (6.3)

Levando em conta que

4
1SV =~ [egoun (k-+ k)P (k-+ 1) (k-+ k)] (6.4)
123
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4
PVS _ B 6 n
=g (g0 (k)P (k-+k0)° (k+k2)" | (6.5)
4
VPS _ B 0 n
"= 5 [Slﬁgn(k—f—lg) (k+ k1) (k+k») } (6.6)
4
"= Dixs [~8apgon +8a0gpn — gangpe) (k+k3)P (k+k)® (k+ k)"
+ganm? (k+ ko) — gugm® (k+k1)® + gogm* (k+ k3)P. (6.7)

Podemos escrever a expressao na forma:

4
tﬂ/x - _@{_Suven(k‘i‘l@)/l(k"‘kl 9(k+k2)n
ey (k+k3)P (k4 k)5 (k+ ko)
_guvﬁe(k+k3)ﬁ(k+kl 9(k+k2 A

)
—&vpn (k+k3)P (k+ ki) (k + ko
)

(
+envpok+ha)P (k+k)° (k+h)y

)
) )
) )
—&yon(k+k3)u(k+k1)® (k+ k)"
) )
)
)77

+87Lu0n(k+k3)v(k+kl)e(k-l-kz
k+k3)P (k+ky )y (k + Ky
) )

—&1upn )"
~enupo(k+ks)P (kK1) (k+ k) b+
ey + e T S+ e TV —enpvaTe - (6.8)
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Definindo:

Funy = @) {Euvap (k+ks)y (kKD (kK2
~&uvap (k+h3) % (k+k1)y (k+ k)P
+euvap (k+k3)* (k+ k)P (k+ka),
+ervap (k+k3), (k+k)* (k+k)P
+&rvap (k+1s)* (k+k),, (k+ k)P
~&nvap (k+K3)* (k+ k)P (k+k2),,
+Eruap (k+ks)* (k+ki), (k+k)P
—&pap (kHks), (k+ki)* (k+ko)P

1
+ E1uap (k+k3)a(k—|-k1)ﬁ (k+k2)v}DTz37 (6.9)

obteremos:

tf‘:x f/l/,tv +g?m { PSV} +8av {tﬁvs} ‘I‘guv {IXPS} gluva {IVPP} (6-10)

Dessa forma podemos identificar, a partir dos tragos, subestruturas que correspondem a
outras amplitudes.

De forma similar, podemos estabelecer as seguintes expressoes:

By = gy T 8p { } +8av { S} +guv {tXPS} + €1 va {té”} , 6.11)

IXXC fluv +8Au { PSV} +8Av {tﬁvs} +8uv {t,‘{PS} —Eluva {téPS} (6.12)
c

s = Fao + 8 {0 h + o {75 b+ g {75 b+ rva {1855} (6.13)

Note ainda que, no capitulo 3 verificamos que T/5V = TP Vs — TVP $ =

= 0 e, portanto, a
integragdo, a dltima regra de Feynman a ser implementada, eliminaré todos os termos propor-
cionais ao tensor métrico, relacionando diretamente as amplitudes andmalas com as amplitudes
de um indice de Lorentz consideradas no capitulo 4, pois, apds a integracao obteremos:

Ty = Fagv — &va {70} (6.14)
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T/lv;?\‘: = Fauv + &uva {T&XSP} ) (6.15)

T)Y;Yé :F/'Luv_gluva{To?PS} (6.16)
€

Tfﬁé:Fluv"’gAuva{T&/SS}- (6.17)

Fica claro agora a atitude adotada de estudar separadamete as amplitudes T,y 7, T45P,
TAPS e TYSSno capitulo 4. Ao verificarmos que as formas gerais dos tensores de trés indices
possuem como subestruturas aquelas de um indice, devemos assumir que as escolhas feitas para
satisfacdo das relagdes de simetria das amplitudes de um indice devem ser transportadas para as
amplitudes de trés indices. E uma questio de consisténcia que a mesma estrutura matematica
seja tratada de forma idéntica.

Assim, o unico ingrediente faltando para concluirmos os calculos das amplitudes ano-
malas € a integra¢@o do tensor f3 .

Utilizando a estratégia que adotamos no presente trabalho, podemos escrever a expres-

sdo correspondente na forma:

Fuv 1 1
o = aEvapPP AL (%) — S Eruaphl (A7) +
1
—ngluvﬁ (CIB —Pﬁ> Liog (’12) +
“2eruap” [P Prvéen' — P avin'| + 26a00pa” P PrSor' + 2envap e e’}
i _ _
W {g/luva (qoc _poc) 5(())0 - 2£7Lvﬁocpa [qﬁqiiézol - qﬁpuénl] . (6.18)
Detalhes das operacoes envolvidas podem ser encontrados no apéndice D.
E importante enfatizar o papel do tensor F} uv para as amplitudes TfL/X , T/IV ﬁg, TAV J“j‘ e
Tfﬁ“j‘. Note que, esse termo € livre de quantidades potencialmente ambiguas. Dessa forma,

as amplitudes andmalas passam a estar diretamente relacionadas as amplitudes triangulares

vetoriais que consideramos no capitulo 4. As ambiguidades necessariamente estardo presentes

TYPP, TASP TAPS e TYSS. Assim, se as amplitudes andmalas forem consideradas

nas amplitudes
ambiguas por alguma interpretagdo, as amplitudes mais simples também deverdo ser.

. . . AVV VAV TVVA . T7AAA

Agora que estabelecemos as identidades entre as amplitudes 75 e Ty v Ty uy © T, 0y

e suas subestruturas, o cdlculo explicito das amplitudes anomalas ficou enormemente facilitado,

pois basta somar o tensor comum com a respectiva subamplitude. Dessa forma, o cdlculo da
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amplitude andmala AVV, nos fornece:

AVV
T/l uv

Zelvaﬁp Aa (12) 2q slyocﬁA (7(‘2)—#

_zeluvﬁ ( ﬁ) Ilog
4i

+m {87Luva (¢* —
~2eruap6” [P Pvi — P avén'] + 2600090 P v + 20vapr d aunio' |
—1—28,1#\,05 (k3 —l—kz)CAg (;Lz) +

_zg/luvocqa {]log ()“2> - (4; 7 (g(()) (q;/lz) +2 (p : Q) 51_()1 +p2§0_01)}

)éoo‘ze/lvﬁap [ ﬁqltéz_()l _qﬁpugﬁl}

‘I’ze/l/,tvapa {Ilog (12) - (é(? (p;ﬂ‘z) +2 (p : Q) 5()_11 +q2€&)1)} ) (6.19)

(47)°

ou ainda na forma:

AVV
TA uv

_28)LvaﬁpﬁAg (12) — 2qﬁ81‘uaﬁA3 (7(«2) +
+2€3uva (k3 +k2)° A% (A7) +

—28;““//3 (qﬁ _pB> Ilog (12) - zgluvaqallog (2'2) + 2£7Luvapallog (12) +

+ <(4471)2> [exluva (qa —Pa)g(())o] +

i B ) _
+4 <( 4n)2> [_28)Lvﬁapaqﬁ qulsy' +2€1vpapaP Pull + 263050 p”d" quéml} -

i _ _ _
+4 (W) [_287Luaﬁqﬁpapvé()21 +287Lua[3qﬁpaCIv5111 +28/1,ua[iqﬁpapv§()11] +
i _ _
F2Enva g S (47€0 (¢:A%) +29% (p-9) &' +4% P& )

Zgﬂtuvo‘(mlr) (P*EY (psA2) +2p% (p-q) &y + P¥q*Ey ) - (6.20)
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De modo semelhante teremos:

/{/ﬁ\‘f = _2slvaﬁpﬁAg (7(‘2) — ZqBSM(xﬁAﬁ‘ ()ﬁ) _Zsluva (k3 —{-kz)CA(g (lz) +
_2£7Luvﬁ (qﬁ _pﬁ) liog (lz) +23/1uvaqallog (12) - 287Luvapallog (7‘/2) +
4i
+—— e *— p*) &) +
(47[)2 [ Auva (q p )600}
4i _ _ _

T any? [—ngvﬁap“qﬁ quéa' +263vpap”d" Puél! + 2610 pap% " quélol] +
4 _ _ _
+W [_281;105[351[3 P pvEs’ + 281 u0p4" PPavER" + 2610054 p“pvéml} +

I _ _
_Zgluvaqaw (5(()) (q§12) +2 (P : Cl) 6101 +p2§001) +
i _ _
+28;anpa—2 (é(g) (PVlz) +2 (P : Q) 5011 + (‘12 —4m2) éool> (6.21)
(4r)
/{/‘Y\‘j‘ = —ZSQWOCBpﬁAg (7(‘2) — Zqﬁe,waﬁAS‘ ()uz> +28M1va (k3 —{-kz)CA(g (7(«2) +
_2gluvﬁ (C]ﬁ _Pﬁ) liog (2‘2) - Zgluvaqallog (12) +281uvapallog (7‘/2) +
4i
+—— [e a oy £0 +
(47[)2 [ Auva (q p )600}
4i _ _ _
T any? [—2ngﬁap“qﬁ Qué' +261vpap”d" Puér! +262vpap% " ‘]ugml} +
4 _ _ _
+W [—2ezuaﬁqﬁp“pvéoz' +2&140p9" PP avEr! +2€)Luaﬁqﬁpapvé()1]} +

+287L,uvocqa@ (&5 (A7) +2(p-q) &' + (P* —4m?) &) +

_287L,uvapa@ (&) (mA2) +2(p-q) &g + 7 Exg)) - (6.22)
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Finalmente:

v = —2evapp” A (%) =20 e2apAy (A7) +
—2&v8 (qﬁ _pﬁ>110g (A%) +
~22apa” [P’ — P avEnt'] + 26 d PPt + 2evap PP a s |
~283 4vq (k3 +ha)* AZ (A7) +

+2€31vaq® | hog (A%) - @ (&) (A2 + (2(p-q) +8m*) &gt + (p* —4m?) &' ) | +
_28/luvocpa Ilog (A«Z) - (4;)2 (68 (p;)~2> + (2 (P : Q) + 8m2) g()_ll + (qz —4m2) é()_()l) +

4 <( 4ﬂ)2> {eruva (4 — P™) € — 262 vpal” [qﬁ aulsy — 4P puéll‘} . (6.23)

Ainda, apds algumas manipulagdes, obteremos o seguinte resultado:

A — —25/1vaﬁPﬁAz (/12) _2qﬁgluaﬁA3 (2‘2) —2&1uva (k3 +k2)§A2‘ (12) +

Auv
_Zgluvﬁ (qﬁ _pﬁ> Ilog (12) +28M,Lvaqallog (Az) - 28)Ll.tvocpallog (12) +

+4 (@) [Eruva (4" —p*) &0 +

i - - [

+4 ((471:)2) [_2£kvﬁ0‘paqﬁq“§201 +28/1Vﬁapa‘1ﬁpu§11l +2‘°«Avﬁal’aqﬁ%§1ol} +
—i _ — —

4 <(47‘C)2> [_2£lﬂal3qﬁpap"§021 +2€A”aﬁqﬁpaqv§1 11 +28}»uaﬁqﬁpapv§011] +

~2€3 1vad” (&0 (4:A%) + (2(p-q) +8m*) &gt + (p* — 4m®) &' ) +

(47)?
128 v p“@ (E (P A2) + (2(p-q) +8m2) & + (P —4mP) &) . (6.24)

Com isso, completamos o cdlculo das amplitudes.
Agora devemos verificar se as propriedades esperadas para as formas explicitas obtidas

foram preservadas.
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6.2 Propriedades do tensor F

Antes de verificarmos as relagdes de simetria da amplitudes triangulares anomalas, é
conveniente estabelecermos algumas propriedades do tensor F} ;. Isto se mostrard util para a
verificacdo da relagcdes entre funcdes de Green.

Consideraremos a contracdo deste tensor com os momentos externos r, g € p. Come-

cando pelo momento externo g, temos que:

F, 1 1
H = —58apd PPAY (A7) — 5d" P enuapdt (A7) +

1
—>&uvpd" (qﬁ —pﬁ) Log (A7) +

2
i _ B
+ (W) {e/luvaqu <qa _pa) 5(())0 - ze/lvﬁaqupa [‘IﬁqMézo] - qﬁpuénl]
~2&310p9"d" [PPPvEpy' — PPavE])]
+2€3 1059 3" P vyt +2€0vapd" PP 4% qué ) } - (6.25)

Reorganizando teremos:

F, 1 1
M = —58vapd PPAL (A7) + Seaunpd PP hos (A7) +

— <—(4;)2> S)Lvﬁapo‘qﬁ [261252—01 —2(q-p) 51—11 _ é(())o —2q2§1_01] . (6.26)

Ainda, utilizando a seguinte identidade:

278" —2(p- @) &' =& (. @:A?) — & (P, @i A7) + ¢7Er! + &, 6.27)
obteremos:
F, 1 1
B = 5 Eavapd PPAL (A7) + SEuvpd! PP Iog (A7) +

I 1 -
+ (—(4@2) Ervpap”d’ {558 (P, A2) + %5 - (6.28)
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A contragdo com o momento p fornece:

F 1 1
p’ l: 5= 8vapr PO (A7) — P P eruapdl (A7) +
1
—5€iuvpP" (qﬁ —pﬁ> Bog (A7) +

I _ _
+ (W) [e/luvapv (qa - Pa) 5(())0 - ze/lvﬁapvpa [qﬁQuézol - Clﬁpuénl]
263 5ap0" 4P [P PvEr’ — PP avE'] +2€1 005" P PPV Ey!

+2€lvaﬁpvpﬁ qo‘quéfol] : (6.29)

Novamente, reorganizando, obteremos:

F, 1 1
PP = P P eauaphY (A) — Seunpp¥ e ho (A7) +

i - J—
B ((4n)2) [2%“1“1%&1’25021 —2&1ap0" P* (P2 &1}

—&21apP" 3" &0 — 2€200p9” PP 1} : (6.30)

Utilizando a seguinte identidade:

20°60" —2(p- ) &' = & (.3 A7) = &) (0. s A7) + p7Eg;" + o, 6.31)
obteremos:
Fy 1
p’ 4#V = P P euapAY (A7) — Se1uvpp P hog (A7) +

[ 1 -
i ((4n>2) auapt " |38 (i) 05 | 63
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A COIltI'anlO com 0 momento externo r, por sua vez, fornece:

Fy I !
= 58 (0 1) PPAL (%) — Senuap (P +9)" PAY (22) +

1

—&nuvp ()" (¢ = PP hog (12) +

i
+ ((47)2> {S,Iuva (P‘l'qyL (¢* — p*) &
2350 (P+9)* p* [qﬁ qusy — 4P puéﬁl]
&350 (P + 0" P [PPpvER' — PP avEr] (6.33)

A — 2 _
+ Erpoap (P+‘I) qﬁPaPV§01l + Zglvaﬁ (P +CI) pﬁqaqllélol} .

(p+q

Ainda, reorganizando, obteremos:

F 1 1
A LA
(p+q) :V = —58“06561119%[7(/12)—Eswaﬁpxq%g(lz“

1 1
_ngvﬁplqﬁﬁog (A%) + Egluvﬁqlpﬁllog (A%) +

+ <@> [g/l,uvaplqag(g)o} +

- (@) (1 uvad P ER) (6.34)

que pode ainda ser escrito na seguinte forma:

F, 1 1
)l ARV _EelvaﬁqlpBAg (lz) - Ee)maﬁplqﬁAg ()’2) +

(p+q 1

i
_gkuvﬁplqﬁllog (lz) +2 (W) [g)mvaplqag(())o] . (6.35)

A partir desses resultados, podemos obter a contragcdo das amplitudes AVV, VAV, VVA
e AAA com os momentos externos r, p € g, de uma maneira bem simplificada, bem como a

verificacao das relacdes de simetria e relagdes entre fungdes de Green, como veremos adiante.

6.3 Contraciao das amplitudes triangulares com os momentos externos

Com o resultado das propriedades da fungéo £}, obtidas na se¢éo anterior, podemos

obter as propriedades das amplitudes anomalas de uma maneira bem simplificada. Comecando
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pela amplitude triangular AVV, sua contra¢do com o momento externo g, fornece:
q" TAVV = unluv q" Eruva {TVPP} (6.36)

Entdo, utilizando o resultado da amplitude VPP em (4.23), contraindo com & ;;yqq"

obteremos:

q" Eruva [TVP ] = zgluvaqu (k3 +k2)CAg (12) + (6.37)

(& (P A%) +2(p-9) &' +a°Ey")

2 i
+28/luvocqupa |:Ilog (l ) - (47‘[)2

Assim, utilizando a equagdo (6.28) e somando com a equacao anterior, obteremos:
qquX“,/ = —2€lva[;qupBAﬁ (/”Lz) — Zgluvaq# (k3 —l—kz)CAg (12) +28,1uvﬁq“pﬁ11og (12) +

i 1 _
4 (W) 57Lv/3apaqﬁ {558 (P, ;M%) +4%E,

—2€3 uvad” P” {Ilog (A%) - (&) (psA?) +2(p-9) &' + 0% ) |- (6.38)

l
(47)?
Apds uma reorganizagdo, podemos escrever como:
qHTfX\‘;/ = _zglvaﬁqupﬁAa ( 2) zgluvaq k3 +k2)CAg (A‘z)

_28/l/,tvaqupallog( 2) +28/luv[3q Pﬂllog (l ) (6.39)

F2euvad” P 5 (80 (mA%) +2(p- ) &0 —247810 +07&00 — &0 (P a:A7)] -

47t)

Utilizando entdo a seguinte identidade:
207810 +2(p-9) &1 =& (P A7) =& (PsA%) — & (6.40)
obteremos finalmente:

G T = —263vapa" PP A (A?) = 263va0" (ks +K2)° AZ (A7) (6.41)
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A contra¢do com o momento externo p" fornecera:

vafX\‘// - _zpvqﬁgluaﬁAg (A'Z) - 28&uvapv (k3 +k2)CAg (12) . (6.42)
E a contragdo da amplitude AVV com o momento (p + q)l, levard a:

P+ T = —260apq" PPAL (M) — 283050  aP A% (27)

_28/luva (p +Q)x (k3 +k2)§Ag (2‘2)

i 1 _
e 8m*€) v p’lqaméool. (6.43)

_48/'Luvocp)tqa

Os resultados para as demais amplitudes ficam:

quT/IV;f\‘f = _ngvaﬁunﬁAg(;Lz)_2‘]#8/1,uva(k3+k2)CAg(Az)+
—2m{ € upa 4méyt) b, (6.44)
{ Auvad P (4ﬂ)2( &o0')
P = =20 P eruap (A7) = 2e1uvap” (k3 +ka)* AF (27), (6.45)
(P+a)* Ty = —2e1v0p9" PPAY (A?) =283 050" P AL (A7)
~2(p+9)* Eapva (ks +H2)° AZ (A%)
e ad®— (6.46)
P Eruvad (47_[)2
quT/IV;Y\I/A = _ZglvaﬁqﬂpﬁAﬁ (12) _Zgluvaqu (k3 +k2)CAg (12) ) (6.47)
PTIE = 20" qPernuapAl (AY) = 2e3uvap” (ks +K2)° A% (A7)
i
+2m{ —¢ Vg®—— (4mé 1) b, (6.48)
{ AuavP 4 (47r)2( 500)
(P+a)* Tie = —2&5,0pq" PPAL (M) — 263,050  aP A% (A7)

_287Luva (l"i'Q>)L (k3 +k2)CAg (Az)
i

_4£7Luvocplqa (4%)27 (6.49)
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Ty = —2e1vapd PPAY (W) = 2e20v0d" (ks +k2)* AF (A7) +
i S

+2m {—Sms,lqu” P ) (5011 — 55001) } , (6.50)

Pvaﬁé = _2quﬁglya5A(vx (A%) - 2p & vq (ks +k2)CAZ‘ (A%) +
i 1
+2m {8m8/1uavpvqaw (5101 - 55001) } : (6.51)
(&
(P+a)* T{t = —2e5v0p9" PPAY (A7) — 262400 P A (A7)

_2(P+Q)l Epva (k3 +k2)CAg (Az)

A 1
_487L,uvap q* W

a 1 - - 1.
—2m {8m8uvmplq @ (5101 + ﬁml — 5‘5001> } . (6.52)

Com esses resultados estamos aptos a verificar se as relagdes de simetria e as relacdes

entre fungdes de Green para as amplitudes triangulares andmalas foram preservadas.



94

7 VERIFICACAO DAS RELACOES DE SIMETRIA, RELACOES ENTRE FUNCOES

DE GREEN E LIMITES DE BAIXA ENERGIAS PARA AS AMPLITUDES ANOMA-
LAS

Com o resultados para as amplitudes AVV, VAV, VVA e AAA, assim como as expressoes
para as contracdes destas com 0s momentos externos, podemos verificar explicitamente se esses

resultados satisfazem as relagdes de simetrias estabelecidas para elas.

7.1 Amplitude AVV

Considerando primeiramente as relacdes para a amplitude AVV. Verificaremos, inicial-
mente, se as equagoes (5.5), (5.6) e (5.7) foram mantidas apds a aplicacdo da ultima regra de
Feynman. Para isso, iremos utilizar os resultados que obtivemos no capitulo anterior para as
contracdes dos momentos externos com a amplitude AVV.

A contra¢do com o momento g* produziu:

ATy = —2€vapd" PPAL (A%) — 263 0vaq" (ks + ky)® Af (A%). (7.1)

Podemos escrever isto como:

TN = —Erva (ks — k)P (kn — k)" A (M%) = 2300 (ks — k)* (ks +ko)P Af (A7) .

Aty
(7.2)
Apds uma conveniente reorganizagao, teremos:
TR = Erpva ki +k)P (ki — ko) A% (A7)
—2&3va (ks — ko) (ks + ko) Af (A%)
—Eruva (ks +1)P (ki — ko) A (A%)
+2€1va (ki — ko) (k3 +K2)P AF (A7) (7.3)

Ap6s a comparacdo com a expressdo obtida para a amplitude AV, equagdo (3.40), per-

cebemos que isto significa:

(ks —kn)! T = T35 (ki kasm) — T3 (ks kasm), (74)
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que implica que o resultado esperado foi obtido.

Por sua vez, a contragdo da amplitude AVV com o momento p” forneceu:

PYTH = —2€1uapp dP AT (A7) = 2enuvap” (k3 +ko)* A (A7), (7.5)

que pode ser colocada na forma:

P = Euva (ki — k)P (ks — ki)Y A% (A7) = 2&2,v0 (ki —k2) (ks +k2)P A% (A7) (7.6)

Reorganizando convenientemente, teremos:

PVT/{‘L/\‘// = &puva (k1 +k3)B (ks — kl)vAg ()Lz)
_Zg)tuva (kS - kZ)v (k3 + kZ)ﬁ Ag (12)
_g/luvoc (kS +k2)ﬁ (k3 - kl)vAg (’12)

+2€) uva (—ki + k3)v (k3 +k2)ﬁ Ag (Az) . 7.7)
Assim, identificando a amplitude AV, identificamos a relagdo:

PN =Ty (ks kosm) = T (3, kism), (7.8)

como o esperado.
Finalmente, verifiquemos a relacdo entre funcdo de Green referente a contragdo com o

momento (g + 1))7L . Obtivemos, no capitulo anterior, o resultado:

A
P+ TV = —2&vapd PP AY (M%) —2e30p0™dP A (A7) +

_Zsluvoc (p+ C[)/l (k3 +k2)CAg ()Lz) +

i
—48/l,uva <p/lqaw> —2m <T£‘Yv> . (7.9)

Apo6s uma reorganizacdo dos termos divergentes, teremos:
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(0 Ty = 20" | ~eaviphif () — €uanpht (%) — euvaph (%) — uvaadf (7)) +

—263uvap” (ka+k1)P A% (A7) = 2630va0™ (k3 +K1)P A (A%) +

i
—4€1v0 (plq“ a 7:)2) —2m (T,fvv V) . (7.10)

Como ainda ndo € possivel fazer uma identificacio das funcdes de dois pontos AV, exi-
gidas pela identidade, precisaremos reorganizar os indices do objeto divergente. Para este pro-

posito utilizamos a identidade de Shouten, dada por:
gav/lﬁA;Of + éﬁalﬁAg + Suv(xﬁA% + guv/laAg = ‘g,uvlﬁAg‘ (7.11)

Deste modo, teremos:

(p+a Ty = —20"¢° [eunapa (A7) +
_2“3)L/,Lvocp)L <k2 +kl)ﬁ Ag (12) - 28}L/,Lvozq)L (kS +k1)ﬁ Ag (12) +
i
~4€1va (plq“ (4@2) —2m (TJVVV) . (7.12)

Ap6s uma reorganizagdo conveniente para nossos propdsitos, ficaremos com:

(p+a TV = ~2eruvap® (ko + k)P AF (A2) = 210" (ks )P AF (A7) —2m (TH ) +
1/ i
_48uvlﬁplqﬁ [Ag (12) + 5 (W)] . (7.13)

Com isso podemos identificar as amplitudes AV's, de forma que obtemos:

(p—i—q)'l T/‘{‘X“f = TLI?\"/ (ki,kp;m) — T(,AX (k3,ki;m) — 2mTlfyv +

I i

Isto significa que a relacio entre funcdes de Green serd satisfeita se, e somente se:

1 l a| __

Discutiremos a validade desta condi¢do posteriormente.
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Para a amplitude VAV, devemos verificar se as equacdes (5.8), (5.9) e (5.10) foram

preservadas pelas operacdes realizadas.

Para tal, consideremos a contracdo com o momento g, que produziu o seguinte resul-

tado:

q”T/{/ﬁ“f = —28,1vaﬁq“pﬁAff (A%) = 24" €3¢ (k3 —ch)gAgC (AY) +2m {1y}

Reescrevemos isto como:

TV = 230 (ks — k)P (ki — k)" AZ (22)

—28uva (k3 — kl)“ (k3 +k2)ﬁ Ag (A ) +2m {Tk PV} )

Escrevendo em uma forma mais conveniente;

Ty = 2&va (i +k)P (ki — k)" AF (A7)
~283uva (k3 — ko) (ks + ko) A% (A%)

—2&30va (ks + ko) (ki — ks M Ag (A7)

+2€11v0 (k1 —h2)* (ks +Ka)P AF (17)

+2m {1,V },
podemos fazer a identificacdo das amplitudes AV e VA;

(ks — k)M T = T4 (kiskasm) + Ty (ks kasm) +2mTy Y

A contragdo com o momento p” forneceu:

p TAVS\Y = _ZgluaﬁpvqﬁAg (lz) - 287Luvapv (k3 ‘f‘kZ)CAg (12) )

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)
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que € igual a:

va}Yﬁ\‘// = 28/luva (kl +k3)B (k3 - kl)vAg ()“2)
—26va (ks — k)" (ks + k)P A% (A?)
—28)1va (ko +h3)P (ks —ki)¥ A% (A2)

28y (—k1 +k3)" (ks + k)P A% (A?), (7.21)
que, fazendo a identificac@o das fun¢des de dois pontos envolvidas, nos permite escrever:

(k] — kz)v T/{/ﬁg = T/{/ﬁ (k3,k2;m) — T)Y/f (k3,k1 ;m) 5 (7.22)

como o esperado.

Para completar, a contragdo da amplitude VAV com o momento (g + p)l, dada por:

A
(P+a)* TV = —2e1apa" PPAY (A7) —2820apP 4P AT (A7) +

—2(p "‘CI)/1 Eruva (k3 ""kZ)CAg ()Lz) +

l

—4pte “__ (7.23)
P Eruvad (47[)2
permite que escrevamos:
A
(p+q) T)LV;?‘Y = —ZpAqB [anlBAﬁ (12) +8ualﬁA3 (lz) +8/.LVO£[3A% (12) —|—€‘uvlaAg (12)i| +
_zs/l/,tvozp)L (ko +kl>ﬁ Ag ()'2) - 28/1/,Lvozq/l (k3 +k1)ﬁ Ag (2'2) +
i
Auvad (471')2
que, utilizando a identidade de Shouten (7.11), nos fornecera:
( +>1TVAV — _2¢ )L(k +k ﬁAOC A{Z ) lk k BAa A{Z
Pv4q) Ly = auvap” (k24 ki) /3( ) Exuvaq” (ks +ki) ﬁ( )‘l—
I
_2pkqﬁ8uvlﬁAg _4pksluvaqa (7.25)

(4m)”
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Fazendo a identificacdo das amplitudes AV e VA, teremos:
(k3 —ky)* T{ﬁy = Ty (ki kpsm) — T,/ (ks kism) +

_4plqﬁ8yvlﬁ

i
- A% 7.26
2any a] (720

Portanto, novamente, a relacio entre funcdes de Green somente serd satisfeita se a con-

di¢do (7.15) for vélida.

7.3 Amplitude VVA

Agora, consideraremos as relacdes entre funcdes de Green para a amplitude VVA, ou
seja, iremos verificar se as equagdes (5.11), (5.12) e (5.13) foram preservadas.

Para tal, a contracdo com o momento g*, que produziu o resultado:
T = —263y0p0" PPAY (A7) — 283y aq" (ks +K2)* AL (A7), (7.27)
pode ser colacada na forma:

Auv _Zg/l,uvoc( ki — ) (kl kz)” Ag (12)

—2&) va (k3 — ka)* (k3 +k2)ﬁ AB (), )

_2£/luvoc (k3 ‘|‘k2) ( k2)'uAg (l )
(=

~23va (—k1 +ka)* (k3 + k)P A% (A7), (7.28)

Isto nos permite identificar:

(ks — k) ! T 1 = T3 (ki skeasm) = T (ks kasm) (7.29)

que € a relacdo esperada.

Ainda, para a contragdo com o momento p”, obtivemos:

PUTE = <2830 P" 4P Y (A2) 281 000p” (ks + ko) AZ (A2) +2m {TH7} . (7.30)

Apdés uma reorganizagdo, podemos escrever:
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va)E/;Yé = zgluva (kl +k3)ﬁ (k3 _kl)vAg (2’2)
~263va (ks — k)" (ks + k)P A% (A?)
—2831vq (ko +ks)P (ks —ki)¥ A (A%)

+2€) v (—k1 +K3)" (ks +k2)P A% (A2) +2m {T)KYP} .31
Entdo identificamos:

(ki — ko) Tyt = Ty (ks kasm) = Ty, (ks kism) +2mTy P (7.32)

que € a relacdo esperada.

Finalmente, verifiquemos se a contra¢do do momento (p+ q)’l com a amplitude VVA

satisfaz a relacdo entre funcdes de Green correspondente. Obtivemos que:

(p ‘I’q))L T)Y,Y\I;L‘ = _281vocﬁq/lpﬁAg (12) - zgluaﬁplqﬁA\O/‘ ()'2)

_Zskuva (p+q)l (k3 +k2)CAg (12) +

1

—4€3val™ 4% —, (7.33)
ruvaP 4 (4715)2
O que podemos €SCrever Comao.
A

(p+a) Tt = ~20"0° [auapAff (A7) + Euanphl (A?) + Euvaplf (1) + Euviatf (A7) +
_28/11,Lvocp)L (k2 ‘|‘kl)ﬁ Ag (12) - 28}L/,Lvocq)L (k3 ‘f‘kl)[3 Ag (12) +
ey ap " — (7.34)

Auval 4 (47[)2

Novamente, fazemos uso da identidade de Shouten, Eq. (7.11), para obtermos:

(P‘f"])/l T)EY\I/A = 28;1voclp)L (k2 +k1)ﬁ Ag (12) - 28v.uoc/161/l <k3 +ki )B Ag (lz) +

L i
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Deste modo, identificando as func¢des de dois pontos AV e VA, obteremos:

1 i
(ks —ko)* TYVA = Ty (ki kosm) — Ty, (ks kysm) —4p rqPe uvw[ +A%|, (71.36)

Auv (475)2

€, mais uma vez, a relacio sera preservada se a condi¢do (7.15) for satisfeita.

7.4 Amplitude AAA

Por dltimo, precisamos verificar as relacdes entre fungdes de Green para a amplitude
AAA. Para isso, iremos considerar se as equagdes (5.14), (5.15) e (5.16) foram preservadas
pelas operagdes realizadas.

A contragdo com o momento g*, escrita na forma:

4T = ~28100pa" PPAR (%) = 260 u000" (ks + ko) AE (%) +2m {TH Y (7.37)

pode ser escrita também como:

TS = 26100 (ks —k)P (ki — k)" A% (A7)

—2& v (k3 — ki) (k3 + kz)gAg (lz) +2m {TAPA} , (7.38)
ou ainda:

T = 265,00 (ki +ho)P (ki — ko) A% (22)

~2€3v0 (k3 — k)" (k3 + ko) ° A% (A?)
—2&3va (ks +k2)P (ki — ko) AG (A%)

+2€20v0 (k1 — k2! (ks +ka)* A% (A7) +2m{ APA}. (7.39)
Reconhecendo as estruturas envolvidas, podemos identificar a relagao:
g Ty = Ty (ki kysm) = TfY (ks, kasm) +2mTM, (7.40)

como o esperado.
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A contragdo com 0 momento externo p”, forneceu:

PTH = —2p" P ey uap A (AY) = 2p" €3vq (k3 +k2)° A% (A2) +2m {Tff} . (74D

Entdo, ap6s uma reorganizagdo, podemos obter:

va,{lﬁé = 28 va (k1 +k3)ﬁ (k3 _kl)vAg (12)
_28/Iuvoc (kS _k2>v (k3 +k2)ﬁ Ag ()“2)
~263va (ko +1)P (ks — k1) A (A%)

+2€30va (k1 +k3)" (ks + k)P A% (A2) +2m {Tf;;”’} . (142)
que, identificando as amplitude AV e VA, nos permite escrever:

P Ty = Toy (k3 kasm) = T3y (ks kysm) +2mTE" (7.43)

que € a relacdo esperada.

E, por tltimo, a contragdo do momento externo (g + p)7L com a amplitude AAA forneceu:

(P+a)* T = —2e3,080" PPAY (A7) — 263050 4P AY (A?)

~2(p+9)" E1pva lhs +ho)° AF (%) —2m {14}
i
(4m)”

—4&; yvar™q° (7.44)

Entdo, reorganizando, teremos:

(p‘*’q)/l T)ﬁ?\é = 2pkqﬁ [_8aleAg (12) - 8ua/lBA3 (;Lz) - guvaBA?L‘ (;Lz) - SuvlaAg (12)] +

_ZP/ISMLVOL (kz +k1)B Ag ()*2> - 2qlgkuva <k3 + kl)ﬁ Ag ()Lz) +

—4&) pvap” 4" —2m {TJ’C‘A} : (7.45)

(47)°
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e, utilizando a identidade de Shouten, Eq. (7.11), teremos:

(p‘i‘q)/1 Tfﬁe = zplsuval <k2 "’kl)ﬁ Ag (A'z) - quevual (k3 ‘|’kl)ﬁ Ag (A‘z) —2m {Tj\éA}

|
Portanto, identificando a amplitude VA, teremos:
(p+a)* T = Ty (ki kozm) — Ty (ka,kysm) — 2mT oA
|
_4]71(]38#"/1[)' §W+Ag] . (747)

Assim, a relac@o esperada para a amplitude AAA, referente a essa contragdo, serd sa-
tisfeita se, e somente se, a condicao (7.15) for satisfeita. Vamos, a partir deste momento, nos
referir aos termos associados a esta condicao como termos anomalos.

Entdo, verificamos que todas as relacdes entre fungdes de Green para as amplitudes
triangulares ditas andmalas; AVV, VAV, VVA e AAA, sdo preservadas pelas operacdes efetuadas
se a condi¢do (7.15) o for. Caso a referida condi¢do ndo puder ser satisfeita a linearidade da
operacdo de integracdo terd sido comprometida em algma das operagdes realizadas retirando
a credibilidade do método que utilizamos para explicitar as amplitudes. Discutiremos isto em

breve.

7.5 Verificacao das identidades de Ward para as amplitudes triangulares anomalas

No secdo precedente verificamos todas as relacdes entre funcdes de Green para as am-
plitudes AVV, VAV, VVA e AAA. Vamos agora considerar as identidades de Ward.

Inicialmente notemos um importante fato a respeito das amplitudes: elas possuem um
termo ambiguo, como consequéncia da presenca de integrais linearmente divergentes nas suas

expressoes ditadas pelas regras de Feynman, que sdo:
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Tf;‘j\‘// . = 28&uva (k3 + kZ)C Ag (2‘2) (7.48)
ambiguo
Thv = 281,00 (k3 +h2)° AY (A7) (7.49)
ambguo
VVA _ [N 2
T/luv ambguo 287Luva (k3 +k2) AC (A ) (7.50)
AAA - a0 (q2
T)Luv ambguo _2£7Luvoc (k3 +k3) AC (l ) (7.51)

Estes termos tém origem nos termos correspondentes as subamplitudes vetoriais;

AVV _ . VPP _ VPP
TM’W ambiguo N Fluv 8/1,uvoc {Ta }lambiguo o E)L'uva {TO‘ }‘ambfguo (7.52)
VA = Py + &1ava { T4} = e1uva {125} 7.53
Apv ambiguo Auv Auva o ambiguo Auva o ambiguo ( )
TVVA = Fyuy—€ {TAPS} = ¢ {TAPS} 7.54
Apv ambiguo Ay Ava o ambiguo Auva o ambiguo ( )
€
T4 = Fyv+¢ {TVSS} =€ {TVSS} 7.55
Auv ambiguo Ay Auva o ambiguo Auva o ambiguo ’ ( )
uma vez que
F)L#V |ambl’gu0 =0 (7.56)

Deste modo a andlise das identidades de Ward fica facilitada pois somos obrigados a
transportar as conclusdes retiradas naquela ocasido para a presente discussdo. Assim temos
duas fontes possiveis para a violacdo das identidades de Ward: termos ambiguos diferentes de

Z€10:

(ks +k2)° AZ (A7) £ 0, (7.57)

e presenca de termos andmalos nas identidades se

N
1L

0. 7.58
2 (4)? 7 (7.58)

A primeira condi¢do permite fungdes AV’s ndo nulas e a segunda permite a violagdo da

linearidade na operacdo de integracdo. Analisaremos esta situagdo em breve.
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7.6 Verificacao dos limites de baixa energia para as amplitudes triangulares anémalas

Agora, estamos aptos a considerar o ultimo ingrediente para a investigagdo das am-

plitudes AVV, VAV, VVA e AAA: os limites de baixa-energia. No capitulo 5 estabelecemos

expectativas a respeito do comportamento da contracdo das amplitudes pseudo tensoriais de ter-

ceira ordem com os momentos externos, em uma situacdo cinemdtica especifica. Nosso ponto

de partida serd entdo o resultado obtido para cada contracao.

Para a amplitude AVV obtivemos:

pvTiey = Tiy (ks kosm) = T4 (k3 kism),
Ty = Ty (kikosm) =T7 (ks kasm)
T = Tay (kiskasm) =Ty (ks kizm),

1 i
PVV A
_2mTuv —48'uvkﬁqﬁp {5 (471_)2 +Ag} .

Estes resultados refletem claramente que os limites de baixa energia estabelecidos:

B |p2:p-q:0 =0
e
F2|q2:p'q:0 - 0
sdo satisfeitos. Quanto a predicao
PVV _
r (p’q)|p2:q2:p.q:0 - Oa

ela € claramente nio satisfeita pois a amplitude PVV ¢€ finita e dada por
2. _
[_ (47) l} T;f\YV = (4m) pnqegoolguven-

Tendo em vista que

1 1—z 1
1
qgim)= | dz | d ’
Soo (P:g3m) /o o C@T—atpr(1—y)y—2p-q(ey) —m?

(7.59)
(7.60)

(7.61)

(7.62)

(7.63)

(7.64)

(7.65)

(7.66)
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e, portanto:
-1 1 1=z 1 1
éOO |P2=C]2=p.q=0 :/0 dZ/O dy |:—_Wl2:| = —w, (767)

teremos:

L™V (p,4)] oo p g0 #0- (7.68)

Obviamente, a presenca do possivel termo andmalo na contracdo com o momento r pode
alterar o limite de baixa energia para a amplitude AVV mas a predicdo sobre a amplitude PVV
¢ inevitavelmente violada e, sendo uma amplitude finita, esta violacdo esta livre das discussoes
envolvendo termos ambiguos. Voltaremos a isso no préximo capitulo.

Para os limites de baixa energia envolvendo a amplitude VAV, cujas contragdes exibiram:

(ks —k)M TN = TN (ki kosm) + T30 (ks kasm) +2m Ty (7.69)
(ki — k)" TN = Ty (k3 kosm) = Tyt (ks, kism) (7.70)
A
(k3—k2) T)Y/.ft‘\‘f = T‘?X(kl,kz;m)—T\}ﬁ(kg,kl;m)TfX“,/
1 i
—4ptqPe ——— + A%, (7.71)
q9 Euvap [2 (47_[)2 o

as conclusdes sao semelhantes. O limite para a amplitude V PV ndo € obedecido, uma vez que:
VPV
T (P @) e o p gm0 # O- (7.72)
e o limite

A VAV __ AV . VA .
(k3 —k2) T p2:q2:p.q:0 = TLLV (kl,kz,m) — Tvu (k3,k1,m) p2:q2:p.q:0 (7.73)

diferird do previsto se o termo andmalo for ndo nulo.

Para a amplitude VVA, para a qual obtivemos:



(k3 — kl)’u TyVA

Apv T
(kl—kz)le‘ﬁ’j —
A
(ks —ko)* T =
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Tya (ki kasm) — T) 0 (k3 kasm), (7.74)
T,{’ﬁ (k3,ky;m) — Tfl‘j (k3. ky;m) +2mT/1V,,YP7 (7.75)
TL‘L/\I/A (ky,ko3m) —TC‘X (k3 ky;m)

1 i
—4ptqPe LY (7.76)

teremos uma situacdo completamente similar: violagdo da predi¢ao para a amplitude VV P

I—*VVP (

e, possivelmente, violacdo da predi¢cdo para a contragdo com o momento r;

A VVA
ks — k)" T
( 3 2) Auv Pr=q2=p.q=0

devido a presenca do termo andmalo.

Finalmente, para a amplitude AAA, para a qual obtivemos:

o AAA

9 fuv

AAA
vakuv

A
(p+a) T

tendo em vistas que,

PAA
Ly

APA
Ly

AAP
Iy

e, ainda, que:

P@)| p—p—p gm0 7 O (1.77)
= TV (ki ko;m) — T2 (k3 ky; 7.78
nv (K1, ka;m) vu( 3, k1;m) PP g0 ( )
TY A (ky koym) — T3 (ks koym) 4+ 2mTHE, (7.79)
Ty (k3 kosm) — T 1} (ks kysm) +2mT0 " (7.80)
TFYC‘ (k],kz;m) —T‘Y‘? (k3,k1;m) 2mTj"L}A
1 i
—4p*dPeyap |5 — +A%|, (7.81)
pPq uvAp [2 (477:)2 o
I 8 —1 —1 1 —1 ]2
(4) m | &1 + S0 _5500 (7.82)
i N
() o5~ 35| (.83)
i R
(_ (471)) 8m {510 - 5500 ] , (7.84)
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1 1 1—z 1
-1 . - - _
600 (Paq,m)|p2:q2:(p_q):0 = mz/() dZ/O dy = o (7.85)
~1 1 1 I-z 1
S’ (P oo g9 =~ |2 /O dy(@)=—¢ (7.86)
_1 1 1-z y 1
610 (p’q’m)|p2=q2=(p.q)=0 = /0 dZ/O dy_—mz = —w, (7.87)
teremos que os limites:
Fil ey = 2mIA47 (7.88)
|p =(p.q)=0 P=p.g=0
Blp_pgeo = 200" (7.89)
a*=p.q=0
sdo preservados, mas
IR — AP A : (7.90)
P*=¢*=p.q=0 pP*=¢*=p.q=0 P*=¢*=p.q=0
Por sua vez, o limite (p+q))L TfAé , obviamente, dependerd da existéncia
KV p2=g2=p.q=0

ou nio do termo andmalo.

Agora estamos prontos para produzir conclusdes.
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8 ANALISE DOS RESULTADOS E CONCLUSOES

Nos capitulos anteriores obtivemos resultados para as amplitudes pseudotensoriais de
terceira ordem, conhecidas como amplitudes andmalas, bem como para as contracdes das am-
plitudes com os momentos externos, expressdes sobre as quais estabelecemos as propriedades
de simetria das amplitudes. As operacdes realizadas sobre as formas ditadas pelas regras de
Feynman, o que inclui a presenga de integrais divergentes, foram feitas seguindo uma estraté-
gia especifica em que as amplitudes ndo sdo modificadas em passos intemedidrios e apenas a
validade da propriedade de linearidade nas integrais de Feynman € assumida. Nenhuma integra-
cdo € feita em estruturas divergentes. Estas sdo preservadas em formas padronizadas de modo
conveniente. Conveniente porqué separa as formas possiveis em objetos ditos irredutiveis e em
combinacdes resultantes em integrandos que sao derivadas totais, ou seja, termos de superficie.
A presenca destes termos € esperada quando o grau de divergéncia supera o logaritmico devido
ao fato de shifts na varidvel de integracdo exigirem compensagdes que sio termos de superficie.
Deste modo € esperado e inevitdvel a presenca de termos ambiguos em amplitudes perturbativas
em qualquer prescricdo matematicamente honesta. Por esta razdo, termos ambiguos inevitdveis
tornam o cdlculo perturbativo, baseado em regras de Feynman, ndo preditivo. Estes termos sdao
esperados serem também violadores de propriedades de simetria das amplitudes uma vez que
estas sdo deduzidas sobre a hipétese de que as amplitudes sdo quantidades fisicas (livres de
ambiguidades). Estes fatos puderam ser claramente apreciados nos cdlculos que produzimos.
Ao final, em todos os resultados, apenas dois objetos matematicos permaneceram indefinidos,
pois envolvem integrais divergentes. Os termos anOmalos presentes estdo associados ao objeto
A%(A?), ao passo que as violagdes de identidades de Ward esto associadas ao objeto Ag(lz).
Estes dois objetos, por sua vez estio associados pois A%(A?) é o traco do tensor Ag(ﬂtz) de

modo que, evidentemente, os valores de ambos estdo relacionados.

8.1 O objeto A%(A?) e os termos anémalos

Antes de produzir conclusdes temos que considerar os valores assumidos por tais quan-
tidades. Primeiramente consideremos o objeto A%(A?), definido por:
k? 1

ary2y
R e Erel (8.1)
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que é a forma como surge o objeto A%(A?), antes de somarmos sobre todos os momentos do
loop, dltima regra de Feynman. Diante desta expressao, obviamente, poderiamos reescrevé-la

como

54(32) — [kZ—(k2—7L2)] , 1

S ——— 8.2
@y |~ ey .

Deste modo, assumindo a linearidade como uma operacao valida para a integracao,

a2y __ 92 d4k 1 _ 12 l F(l) - _ i l
AalA7) =4 /(27:)4 (kz—/xzf—/l <(47c)2> r(3)(=22) ((4@22)' (8-

Portanto, a existéncia do termo andémalo, que, como vimos, depende da condig¢ao:

[1L+Ag £0 (8.4)

2 (47m)

¢ proibida uma vez que esta condicao se anula identicamente. Nao hd qualquer cédlculo honesto
capaz de produzir um resultado diferente de

[# +2A%| =0, 8.5)

(47)°

Com isso todas as relacdes entre funcdes de Green pertinentes as pseudo amplitudes
tensoriais de terceira ordem sao preservadas. A linearidade na operacgdo de integracdo ¢ mantida

nas operacoes realizadas.

8.2 O objeto Ag(lz) e as ambiguidades

Nas expressoes para os termos ambiguos, invariavelmente, aparece o objeto Ag (A%).Isto
¢ esperado e se deve ao fato de estes termos serem termos de superficie. NOs primeiramente nos
questionamos se este termo pode ser nulo, uma vez que isto seria muito conveniente. A resposta
é simples: NAO! Em qualquer cdlculo honesto estes termos niio podem ser assumidos nulos pois
isto violaria um teorema simples do célculo integral a respeito de uma mudanca de varidvel
efetuada em uma integral com divergéncia superior a logaritmica. Pudessem ser ignorados, nao

haveria necessidade do referido teorema. Além disso, consideremos a identidade de Shouten;

anwAff(lz) + gua/lﬁAg(lz) + euvaﬁA% (kz) + suvlaAg()bz) = guvkﬁAg (2‘2)7 (3.6)
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que relaciona o tensor a seu traco. Nao hd maneiras de satisfazer esta identidade a nao ser:
A% (A?) = Aﬁ(lz) =0ouA%(A%) #0e Afj(/lz) # 0. Se concluimos, sem qualquer divida,
que A%(A?) # 0, ndo podemos assumir como nulo o termo de superfpicie Aff(/lz). Se fizermos
isso a determinagdo das amplitudes nio se dard de forma univoca pois dependerd da ordem das

operagOes. Neste caso o valor para o objeto Ayy (12) pode ser facilmente obtido, utilizando a

propriedade:
d*k o 8uv [ d*k 5.,
/ ekl () =55 [ 2y (). (8.7)
Isto fornecera:
A (A7) — iguv/ d*k  Akuky _/ d*k  guv
. (4m)* Ja 2m)* (2 - 22" Ja2n)t (k2 - 22)

dk 0 ky iguv
= — — . 8.8
//\(277:)4 8ku< (kz—/l2)2) (47)? (55

O resultado satisfaz a identidade de Schouten acima e, além disso, ndo € possivel encon-

trar uma distribuigdo G (k*, A%) tal que (BATTISTEL; DALLABONA; REIS, 2018):

o [ dk 2 9 [k iguv
A#V ()‘ )_/(2n)4G(k A ) aku ( (k2—12)2> 7 (471_)2’ (8.9)

quando limy> ., G (k,A%) = 1.

Embora consistente e honesto este resultado €, de certo modo, indesejavel, pois torna
as amplitudes do célculo perturbativo invariavelmente quantidades ambiguas e potencialmente
com simetrias quebradas. Serd necessdrio neste caso escolher rétulos convenientes para os
momentos das linhas internas para eliminar os termos ambiguos e violadores das relacdes de

simetria.

8.3 Amplitudes e suas propriedades

Nas amplitudes com dois propagadores internos o termo ambiguo é a combinacdo: Q =
ki1 + k3. Se escolh&ssemos k; = % e kz = —%, os termos ambiguos seriam automaticamente
eliminados. Como consequéncia teriamos;

T =2¢,v0p9" 0aA?® (A7) = 0. (8.10)
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Para as amplitudes vetoriais que consideramos no capitulo 4, escolhendo

ki = %
+
S
- pT+q’ 8.11)

terfamos todos os termos ambiguos nulos, uma vez que possuem a estrutura k3 + k. E sendo
que as amplitudes vetoriais sdo as fontes das ambiguidades das pseudo tensoriais de terceira
ordem, elas estariam automaticamente livres de ambiguidades.

A situagdo seria entao:

vavaV = 0, (8.12)
quhhuy = 0, (8.13)
NIy = —2mTy", (8.14)
(ks —k)! T = 2mTy )Y, (8.15)
(ki —ko)' TN =0, (8.16)
(ks —k)* T = 0, (8.17)
(ks — k)" Ty = 0, (8.18)
(ki —k)" T30 = 2mTy)”, (8.19)
(ks —k)* Tyt = 0, (8.20)
Ty, = 2mTHM, (8.21)
pVTf;jé = 2mTf;‘P, (8.22)

(p+a)* T4 = —2mT[M, (8.23)
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Ou seja, nenhuma violagdo de identidade de Ward seria possivel. Entretanto, terifamos
ainda que considerar os limites de baixa energia.

Neste caso as predi¢des estabeleceriam:

AVV _ PVV _
"2 Ty a0 2mT,,y P pg=0 (8.24)
o que seria violado, uma vez que, como vimos,
PVV

TV (2,@)] oo p gm0 # 0 (8.25)
de modo inevitdvel e inquestiondvel.
Do mesmo modo a predicao:

FAPA . FAAP _ l—*PAA (826)

- 9
P’=4¢*=p.q=0 P*=¢*=p.q=0 P*=q*=p.q=0

também seria violada. Estamos portanto diante do fendmeno das anomalias triangulares. Nao
ha como satisfazer simultaneamente as quatro propriedades de simetria: trés identidades de
Ward e um limite da baixa energia.

Na sequéncia de passos que utilizamos, impomos primeiro a validade da linearidade na
operagdo de integracdo através da condi¢do A (12) 2 0, que elimina a possibilidade de termos
andmalos. A seguir, por consisténcia, adotamos o termo de superficie Agy, (/'Lz) = 0 e escolhe-
mos os momentos das linhas internas convenientemente de modo a eliminar os termos ambi-
guos. O tltimo passo é uma intervengdo no resultado. Nio é matemdtica mas conveniéncia. E
preciso usar o formalismo de modo esperto e ndo do modo automatico. O cdlculo perturbativo
ndo € preditivo. As amplitudes ditas andmalas t€ém suas identidades de Ward aparentemente
satisfeitas mas hd pelo menos uma situagdo cinemdtica que as amplitudes contraidas com seus
momentos externos nao correspondem ao valor estabelecido pelo limite de baixa energia corres-
pondente. Seriam estas amplitudes as tnicas do cdlculo perturbativo para as quais este limite é
violado quando as identidades de Ward sdo satisfeitas? Se a resposta fosse sim elas mereceriam

o status de excessdo, mas o que ocorre €, precisamente o contrario.

Neste momento nos deparamos com um dilema: o limite de baixa energia,

r TV =0, (8.27)
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precisa ser satisfeito por razdes fenomenoldgicas (o decaimento eletromagnético do pion neu-
tro). Um calculo honesto ndo parece capaz de permitir este resultado. Quais as opcdes que
teriamos para obter o resultado desejado? Obviamente, a resposta vem do lado direito da equa-

¢do:

1 i
A TAYY = Tﬁ‘}// (k1 kp;m) — T‘f“‘{ (k3 ki;m) — 2mT:\‘}/V — 48”\/1,861!3])/1 {_

Auv — 2 (47)? -I-Ag} . (8.28)

Devemos assumir A§ = Ag = 0. Com isso, todas as ambiguidades seriam automatica-
mente eliminadas e a amplitude AV seria identicamente nula. Para a amplitude AVV ficariamos

com

Ty = 0 (8.29)

auTrpy = 0 (8.30)
2i

mTfX“f = —2mT$/V—2«*3;“%36}’/31?)L {(471_)2} (8.31)

A terceira equacgdo revela violacdo da identidade de Ward axial (e da linearidade da operagao

de integracdo). Entretanto para o limite de baixa energia teremos:

=0, (8.32)

2i
r;LTAVV = —2mTlf‘yV — 2(-3“\,;”3(]319’1 {—}
p*=¢*=p.q=0

(47m)2

salvando a fenomenologia. Este é o resultado perfeito para a construcdo do mecanismo de can-
celamento de anomalias: identidade de Ward para a corrente axial violada, identidades de Ward
para a corrente vetorial preservadas e limite de baixa energia satisfeito. O sucesso, entretanto, €

falso pois seguindo o mesmo procedimento teriamos para a amplitude VAV :

(ks k)" Tyay = 2mTy Y (8.33)

(ki —ka)" T = 0 (8.34)
2i

(s —k)* Ty = —2p*qPeyyp [(4@4, (8.35)

para a amplitude VVA:
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(ks —k)! Tyt = 0 (8.36)
(ki —ko)" Tyet = 2mTy)/" (8.37)
2i

e, para a amplitude AAA:

T, = 2mTHM (8.39)
vafﬁé = 2mTf;;‘P, (8.40)
A 2i

(p+9q) Tf;j;‘ = _2mT;3A_2pAqu“vw [W] (8.41)

A identidade de Ward que estd sendo violada na amplitude AVV, para restabelecer o
limite de baixa energia, ndo € a axial, mas aquela que aparece no vértice do estado inicial, onde
se conecta 0 momento » = p + g. Nas amplitudes VAV e VVA uma identidade de Ward vetorial
é violada e na amplitude AAA somente uma das axiais é violada. Ndo hd consisténcia. E preciso
saber o resultado para poder obté-lo.

Finalmente, apenas por completeza, poderiamos considerar assumirmos a possibilidade
AG #0e A% = 0. Isto ocorre em alguns cdlculos sem que seja percebido. O termo A% aparece
em meio a integrais finitas e € avaliado com resultado nao nulo. O termo Ag € calculado pela
regularizagdo dimensional com resultado nulo. Claramente, estes dois resultados sdo incom-
pativeis mas suas consequéncias sdo, por vezes, comemoradas. Um tensor ndo pode ser zero
e seu traco ndo. A identidade de Shouten proibe esta possibilidade. A consequéncia imediata

seria a ndo unicidade dos resultados, pois dependeria da sequéncia de passos. Por exemplo, ao

calcularmos a contragdo:

P+ TV = —260apa" PPAL (M) — 285050 P A% (A7) +
_ze/luvoc (p‘l“])/l (k3 +k2)CAg (A‘Z) +

i
—4&1va (plq“ a ﬂ)2> —2m (T,fvv V) , (8.42)
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poderiamos assumir A% = 0 e obter:

2 [
(P+q) T/{‘X\Y = —4€1vq (plqa(élT)z) —2m <T/f\‘//v> . (8.43)

Entretanto, poderiamos utilizar a identidade:

€avaff +£ualﬁAg +£/,tvocﬁAg +€”W1aAg = guvlﬁAg7 (8.44)
e obter:
v = 2 ey + k)P A% (A7) —2 * (ks + ki )P AG (%) —2m (TR
(p+aq) v Eruval (k2 +k1) ﬁ( ) Eruvad (k3 +k1) ﬁ( ) mi\l,y )+
1 i

Entéo assumiriamos A% = 0 para ficar com;

a
(p+a)* T = ~2m (T ) ~ deyuapp™a? {Ag (A) + > ( )} . (8.46)

Ao assumirmos Ay # 0, terfamos ao final:

(p+a)* Ty = —2m (T,fvv V) : (8.47)

Os resultados diferem pelos dois caminhos pelo termo andmalo. Nao hd como levar
adiante outras consequéncias desta prescrigao.

Assim podemos sintetizar aquilo que concluimos com esta investigacao:

1) O resultado matematicamente correto € honesto € assumir que os termos de super-
ficie sdo ndo nulos (porque de fato o sdo) e determinar seus valores. Como consequéncia as
amplitudes serdo potencialmente ambiguas (porque de fato o sao) e as relagdes de simetria se-
rdo violadas. O célculo perturbativo € intrinsecamente ndo preditivo. Isto esta escrito nas regras
de Feynman. Aceitar este fato e tentar encontrar uma interpretacdo consistente sem violar a
matematica e sem abandonar o principio filoséfico de que teorias da fisica devem ser preditivas
¢ a Unica atitude a seguir.

2) Escolher os momentos das linhas internas pode ser conveniente mas € aceitar que o

formalismo € definitivamente nio preditivo sem ter a certeza de que isto sempre poderd fornecer
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o resultado desejado para as Identidades de Ward. Além disso, isso ndo garante os limites de
baixa energia satisfeitos. Estes teoremas sdo consequéncia da invariancia de Lorentz e, portanto,
viola-los implica em um tipo sutil de violagdo da simetria de Lorentz. Este tipo de viola¢do ndo
ocorre apenas nas amplitudes ditas anomalas (BATTISTEL et al., 2018) o que ndo garante o
carater de excessao que € atribuido a elas para que aceitemos um tratamento de excessao.

3) Assumir algum tipo de prescricdo para tornar os termos de superficie nulos repre-
senta uma clara tentativa de fraudar a matematica quando esta niao nos fornece os resultados
que desejamos. Estes termos sdo previstos existirem quando o grau de divergéncia superar o
logaritmico e fazé-los simplesmente desaparecer nada mais € do que uma fraude conveniente.

Nao € possivel uma descri¢ao consistente das amplitudes ditas andmalas, no contexto do
calculo perturbativo, onde as amplitudes sao determinadas pelas regras de Feynman sem algum

elemento novo (BATTISTEL; DALLABONA; REIS, 2018).
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A ALGEBRA DE DIRAC

Na formulagdo da mecanica quantica relativistica, surgem naturalmente as matrizes de
Dirac. Estas, aparecem no desenvolvimento das amplitudes fisicas e, por esta razio, sdo de
grande importancia nas soluc¢des perturbativas de TQC’s. Logo, o desenvolvimento deste tra-
balho exige o conhecimento da dlgebra obedecida por estas matrizes. Neste apéndice, faremos
uma apresentacdo das matrizes de Dirac, assim como, resultados que serdo necessarios. Aqui
consideraremos as matrizes de Dirac e suas propriedes para o caso D = 3 + 1. Inicialmente,

considerando a representacdo para as matrizes y* = (}/0 Y7, }/3), teremos:

1 00 0
01 0 O

Y = : (A.D)
00 -1 0
0 00 —1
0 0 0 1

1 0 0 1 0

Y = : (A.2)
0 -1 0 0
-1 0 00
0O 0 0 —i
0O O01i O

Y = : (A.3)
0O i 00
—i 0 0 0
0O 010
0 00 —1

Y = (A4)
-1 0 0 O
0 1 00

As matrizes definidas acima, satisfazem a dlgebra:

YuW = —WVu +28uvl, (A.5)
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onde / é a matriz identidade. Dessa forma, podemos definir estas matrizes através da seguinte
relacdo:

1

e, Como:

8uv = % [Yqu - YM’V} . (A7)

Podemos obter as seguintes identidades Ttteis:

BB = 1 (A.8)

Tw¥s = —VVu- (A9)

A contragdo das matrizes de Dirac com quadivetores:

f=ayy* (A.10)
leva as seguntes identidades:
4ap+pa = 2ab, (A.11)
opt A = 2ay, (A.12)
Y4 by = 4ab, (A.13)
e
WA =2 4 (A.14)

E interessante também considerar os tracos envolvendo estas matrizes, temos:

Tr(w) = 0 (A.15)

Tr(pw) = SuTr(l) =48y, (A.16)
Tr(whWYa) = 0, (A.17)
Tr (YaVpYuW) = 40upSuv —40audsy +40avSp,, (A.18)
Tr(Ya¥gu¥vha) = O, (A.19)
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Tr(Ya¥sYu¥wa¥e) = +40up [SuvOre — Guadye +8uedia]
—48au [Ov 01 — Gpadvg + 85z 82
+48 [83 82 — 83 8ue + 05 82
—4807. [8peSuv — SpvOue + Gpudve]
+400¢ [8pu Sy — SpvOur + 8paduv] (A.20)

Tr(ys) = 0, (A21)
Tr(Bw) = 0, (A.22)
Tr(ysWwYa) = O, (A.23)
Tr(vspww) = 0 (A24)
Tr(BW¥als) = i€uvap; (A.25)
e
Tr (%YW Ya¥s¥y) =O. (A.26)

Dessa forma, podemos construir matrizes obedecendo esta dlgebra indicada em qualquer

dimensao previamente escolhida.
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B CALCULO DAS INTEGRAIS

Como explicitado no texto, podemos encontar estas integrais resolvidas em (BATTIS-
TEL; DALLABONA, 2012). Portanto, aqui, iremos resolver duas integrais explicitamente, uma

finita e outra divergente, para tal, calcularemos as integrais I3 e I .

B.1 Calculo da Integral /5:

[ dk 1
- _/(27r)4 [(k+k3)2—m2] [(k+k1)2—m2} [(k+k2)2—m2 ®b

Como esta integral € finita, ela pode ser calculada dirtamente através das integrais de

Faynman. Podemos notar que a integral acima deve assumir a seguinte forma:

1 1 1—z 1
LT .
abe o "I Tb-a)y+c—a)z+d

(B.2)

Identificando a, b e ¢ aos propagadores e definindo, X’ = k+ [k; + (ko — k1) y+ (ks — k1) 2,
teremos:

[(b—a)y+(c—a)z+da] = (K)*+H, (B.3)

onde definimos:

0(p,yig,zm*) = —H* = ¢*z(1—2) + p*y(1 —y) — 2(p.q)zy — m1. (B.4)

Entdo, depois de substituir o resultado anterior na integral /3, devemos realizar a inte-

gracdo sobre os momentos, de forma a obtermos:

i 1 1—z 1
b= (W)A G| Do (8->

E til definirmos a seguinte funcio:

X

: B.6
0 (B.6)

1 lfxl
é;l(m%;pym%;q,mg):/o a’m/o dx)
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Dessa forma, obtemos:

B 1 1—z 1
3w (m%;p,m%;q,m§)=/0 dz| dys. (B.7)

Assim, o resultado desta integral serd:

i

b= (47)2 (&0" (mtsp,m3zq,m3)] . (B.8)
B.2 Cilculo I,:
d'k 1
e (B.9)
2 /(27:)4 [k ka)? = m2] [+ k0)? = 2

Note que, por contagem de poténcias, esta integral € divergente, dessa forma, utilizando

a identidades (3.3), obtemos que:

/ / d*k 1 (2kks + k3 + A% — m?)
= _
Cm)* | (=22 (k2= 22)" [(k+ha)* = m?]

2kky + k> + A% — m?
( 1

B (B.10)
(k2 - 2’2) [(k+ k3)2 - mz} [(k—l-kl)z — mz}
Para calcula-la, vamos definir:
d*k 1
b= / (275)4 (k2 _12)2 — L+ 5]y} (B.11)

Note que, toda a divergéncia da integral € obtida isolada em um tnico termo. Apds este
processo, as integrais convergentes podem ser resolvidas naturalmente, comegando pela integral

(L], teremos:

(B.12)

) _/ d*k (2kky + k3 + A% —m?)
M) @ w2 [t ke ] [t k) ]

Assim, definindo:

K =k+ (kiy+ksz) (B.13)
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0(z,y) = —H?> =3y (1 —y) + K3z (1 —2) — 2kiksyz+y (A2 —m?) + (A2 —=m?) z— A2, (B.14)

podemos obter:

[Zkkl —f—k% _|_/12 _mZ] pares _ 3Qa(z,y) |
y

entdo, retornando a integral e somando sobre todos os momentos, obtemos:
! | dz|[l 1
b=+ I— — 0,2)].
[B]; ((47[)2)/0 z[InQ(1 —z,2) = 1nQ(0,7)]
Mas, note que:

0(1-22) = ¢(1-z+ (A7 —m?) =2> =0 (q,z,m)

0(0,2) = kz(1-2)+ (12 —m2) z— A%
Entdo, o resultado pode ser escrito na seguinte forma:

i 1
), = (W) [ a:m0* (g.2m) - 1n0(0,2).

Repetindo os mesmos procedimentos para [»],;, dada por:

] _/ d*k  (2kks + k3 +A% —m?)
et e -2 k) - m?]

obteremos:

9 (1

[~ el = ([n (-22)]) - [ a2 e

E, somando o resultado das duas integrais:

1 * m
(@] () + () = [ dzln%,

assim, retornando a integral, teremos:

d*k 1
o= gy~ )

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)
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E, ainda, com as seguintes defini¢des:

d*k 1
hog (A*) = / B.24
log ( ) (271_)4 (k2 . 12)2 ( )

! Q
E(m,p,A) = / dx (x)"In | — (B.25)
0 —A?

Obteremos o seguinte resultado para esta integral:

I (M) = hog (A2) — —— &0 (m?, g5 A%). (B.26)

que € o resultado desejado.



127
C REDUCAO DAS FUNCOES ¢,,' E &)

Veremos agora, como podemos reduzir as funcdes finitas em estruturas matematicas

bem determinadas. Dadas por:

1 1—z 1
—1 2 2 2
my,p,my.q,m — dZ dy— C.1
g()o ( 1-P,My54q 3) /0 0 }’Q (C.1)
&' (mi:p.maiq,m3) = / d / iyt (C.2)
0 0 0
RTINS N & =y
Sor' (mizpsmazq,ms) = | dz | av (C.3)

mp, /dx ln( /12> (C4)

Primeiramente consideraremos a redugao da funcao 50_11 e da funcdo .510 Comecando

pela funcao 50_1] , temos que:

~1 (2. p? e [ C5
& (q,p,m)—/o 2y Yoha (C.5)

onde definimos:
Q(y,2)=py(1—y)+¢*z(1—2) —2(p-q) yz—m*. (C.6)

A derivada da quantidade acima € dada por:

20 (y,2)

5 =q¢*(1-22)-2(p-q)y, (C.7)
<

dessa forma, se isolarmos y, obteremos:

1 2(p-q)z 1 d0(y,2)

Z_ _ = C.8
e, substituindo estes resultados na integral original, obteremos:
“1/2 2 | 1 ! Z
Sor (77:p7m) = 5800 (4 (4>, p*,m) — 5 2/ dz[InQ(y,z)]
(C 9)

Veja que, para a terceira integral, podemos isolar z:

(C.10)



de forma a obtermos:

50_11 (qz,pz,m) = —500 (q P2, m) /dz InQ(1-z, Z)—an(O 2)|+

0 0

»z)  P*q?
/ /1 Zd 1 8Q(y, Z)
2q p? Q(yz) dz

Substituindo as funcdes definidas anteriormente, obteremos:

50—11 (q27p2,m) _ [ ( 2> —58 (qz’mzﬂ 4

+5 500 (¢*,p%m)
; (Pp Q> 50—01 (qz,pz,m)
(p
p
P

5 '(m*:p.q)

R

pois:
0@,z = P2Y(1—y)+qzz(1—z)—2(p-q)yz—m2
0(1-zz2) = z(1-2)(p—q)* —m’

0(0,2) = ¢*z(1—z2)—

Agora, vamos calcular a ultima integral separadamente, temos que:

/! -2 1 90(yz2)
_/odz/o dyQ(y,Z) dz

reescrevendo em uma forma conveniente, obteremos:

/dz/l ) any, 2).
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Q(y,2)

(C.11)

(C.12)

(C.13)
(C.14)
(C.15)

(C.16)

(C.17)
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Definindo:

0z = (-P)—a)(y—B)

0(v,z) = —p*yy+p*yB+p*ay—prap, (C.18)

onde « e 3 sdo as raizes do polindmio:

2(p- 22(1—z) —m?
¥ —y+ (Zf)yz—[q ( pz) ]:0. (C.19)

Entdo, retornando a integral teremos:

. 1 1—z 0
I :/0 dz/o dy8_z [ln (—pz) +1In (y—Oc)—l—ln(y—ﬁ)} , (C.20)

e, realizando uma integracao, obteremos:

. [ P P 9
1= [ a5 (a1 -z-a)+ 5 (@n(-0)+ 5 (~B)n(1—z-B)+ 3 (B)in(-B)].

(C.21)
Agora, integrando, primeiramente no termo proporcional a o teremos:
(@) —/ld [i(—a)m(l— —oc)+i(a)ln(—oc)] (C.22)
~Jo oz ¢ dz '
ou,
L9
F(a) = / d: L [(1—z—a)In(l—z—a)— (1 —z— )]
0o 0z
1 d
—/ dz{ [—(1 —z)} In(1 —z—a)}
0 Jz
I 9
+ / dzZ (@) In(~a) — o, (C.23)
0o 0z

e, reescrevendo, temos:

Ir'e(z) = /Oldza% [(1—z—0(2))In(1-z—-a(z)) - (1 -z—a(z)) + (a(z)) In(-a(z)) — & ()]

1
+/ dz{In(1—z—0a(2))}. (C.24)
0
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De forma equivalente, podemos realizar a integracdo com termos proporcionais a f3,

dessa forma obteremos:

I'(B(z) = /Oldzo%[(1—Z—ﬁ(Z))ln(l—2—13(Z))—(1—Z—ﬁ(Z))+(ﬁ(Z))ln(—ﬁ(Z))—B(Z)]
+/01dz{ln(1—z—[3(z))}. (C.25)

Portanto, reunindo ambos os resultados, teremos:

/dz [(1—z=0a(z))In(l —z—a(z)) = (1 —z—0(z)) + (a(z)) In(—a(z)) — & (z)]
/dz [(1—z=B(2))In(1-z=B(z)) = (1 —z2—B(2)) + (B (2))In(—P (2)) — B ()]
+/O dz{In(1 —z—a(z)) }+/Oldz{ln(1—z—[3(z))}, (C.26)

e, portanto, realizando a integracao:

I = —In(l

+/01d2[{1“(1 —z—a(2)}+{In(1-z—B(2)}]. (C.27)

Mas, sabemos que o e 3 sdo raizes do polondmio, dessa forma:

@(0)=5+51/1-= (C.28)
1 1 4 (m?
B0)=3—3/1~- ZZ) (C.29)
© 2

2(p-q)— 1
a(n)= -2 2?2 b5V Cpeg) = p) = dmp? (€30)

2(p-q)—p* 1
B(1)=- (pzi)z oV g = ) = amp, (€31)



Agora, note que podemos obter as seguintes quantidades:

a()+p (1) = - 2200

B(O) = 1-a(0)
a(0) = 1-B(0).

Entao,utilizando estes resultados, podemos retornar a integral, para obter:

I = —In (%—?) +2

)

+/ldz[{1n(1—z—a(z))}+{1n(1—z—ﬁ(zD}],
0

mas, o segundo termo pode ser reescrito na seguinte identidade:

—m

o (0)

p
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(C.32)

(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)

(C.37)

(C.38)
(C.39)

(C.40)

pe=4(m?) [m (_w)} +2:/01dz1n (PZZ“_ZQ_’"z) — &0 (p2mR), (C4D)
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e ainda:
[ dzlin(1—z- (@)} +{n(1-2- )} = 1n[(‘1 ) Z_(mz V=M (pz)]
2
0 2 2 (m)
= —p)°,m° ) +In (C42)
& ((g=p ) +1n | =5 ]
Dessa forma, obteremos entao:
IF— _EO (2 2 0 N2 2 C43
& (p°m”) +& ((g—p)~,m”). (C.43)
Portanto, retornando a fungao 5&1, teremos:
et ) J—— [60 (p—q) mz)—éo(qz mz)}+
01 P 22 0 ) 0 )
1 1(p-q)
+(§_§ 2 5001 (¢”.p*,m)
(p 4)25—1( 2p q)
p*q> ! ’
(p-q) 0(,2 2 0 )
e, reorganizando:
2.2
—1(. 2 pq (p-q) 1} 0 2 2
m-p, = - q—p) ,m
“or (75p4) pzqz—(p-q)zl H2q2p2 272 (< ) >
L co,2 o
+2—pz§o (q ,m )+
(p-q) 0(.2 2
_2q2p2§0 (p*,m )
1 1(p-q)\:o1/2 2
+ 5_5 pz 500 (q P 7m) ) (C45)
e, definindo:
P’
Ci=———, (C.46)
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obteremos:

' (ma) = [T e (-0 )

4 (1 _ (l;f)) 6061 (qz,pz,m)} ' (C.47)

Que é o resultado desejado. Todas as outras redugdes para as fungdes &, ! podem ser

obtidas de modo completamente andlogo. Vamos ainda fazer a reducdo da funcdo Z;, temos

(m, p, A / dx (x ( )), (C.48)

que:

onde, definimos:

Q(m,p,x) = p*x (1 —x)+ (m; —ma) x —m?. (C.49)
Note ainda que:
200 _ 212 (C.50)

portanto, isolando x, obteremos:

11 d0(x)
Y= 3T o (0
Assim, substituindo na integral, teremos:
1 _l 0 _L/l 90 (x) Q0 (x)
éO (mapal) - 260 (m,p,l) 2p2 0 dx dx In 22 ) (C.52)

e, calculando a ultima integral separadamente, obteremos que:

hes(550)m(%52) - [Q“”“(Qilz))] eom(Z2)]
/ dx0 (x { (Q(xz))}, (C.53)
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mas, temos que:

Q(m,p,x) = pzx(l—x)—m2 (C.54)
Q(m,p,0) = —m? (C.55)
Q(m,p,1) = —m? (C.56)

assim, obteremos:

/oldx (a%)(j)> In (ggﬁ) = —/Olde(x) % {ln (?ﬁ?)} : (C.57)

E, derivando em ambos os lado, obteremos:

/oldx (a%)(f)) In (ggfz)) - /01 dx% =[]y =0. (C.58)

Entdo, retornando a integral, obtemos que:

1
& (m,p,2) = 589 (m,p,A). (C.59)

Que € o resultado desejado. Entdo, ao extendermos esses resultados para obtengdo das
demais fungdes, &', &'y &'y &1 € & ' podemos obter as identidades utilizadas neste
trabalho.

Como exercicio, vamos demonstrar as seguintes identidades:

_ _ 1 1 1 _
P+ (@) &l = =580 (P.4:2%) + 380 (:A%) + 57600’ (C.60)
2¢—1 -1 1. 2, e |
4G +(P-a)S :—550 (p.as 2 )+§§0 (ps 2 )+§q & (C.61)

Entdo, comecando com a primeira identidade e tendo em mente o resultado da reducéo

das funcdes 50_11 e 51_01, obteremos que, o produto de p*> com é(ﬁl, fornece:



pzéé(ﬁl (m*p.q) = {—(p'q)_qz]pzéé)((p—q)z,m2>

q*p?

1
+?p2§(()) (qzv mZ) +

q*p?
N (1 (P -261)
p

E, multiplicando §1’01 por (p-q), obtemos:

(P'q>c%5fol (m*:p.q) = {M} (p-q)é(?((p—q)z,m2>

q*p?
1

q*p
n (1 B (pq-zq)

(P'Q)p2§(()) (pz,mz)

)pzéool (4%, p*.m).

) (P-q) &y (,p%m).

+;(p-q) ) (p*,m?) +

(pz' qz) (p-a)& (¢°,m°)

Portanto, somando estas duas quantidades, obteremos:

2 . 2
pzc—léml (m*;p,q) +(p-q) C—15101 (m*;p,q) =

[ 2
_ | —(r9)
P
L p-0’] o

+ 1
|

+p2

P*q?

e, reorganizando, podemos obter o resultado desejado:

P2t (m*ip,q) + (pra) &y (m*p.q) =

] & ((r—a)m)

(¢%m*) +

22 2
rg—p-q| .
]6001 (q27p27m)7

& ((r-a2.m)
+%<§(§) (¢*,m*) +

p2 12 2
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(C.62)

(C.63)

(C.64)

(C.65)
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Ainda, realizando os mesmos procedimentos para a obtencdo da segunda identidade,

podemos obter:

2 _ 2 B
C_lqzélol (m2§P7(I) + a (p-q) &011 (mz;p,q) =
[ 2.2 2
_ PP o) 22
- 72 p? ]60 ((p q) 7m)
09 oy
_ P o ( )
2 2 2
paq—\pq _
+q° %] &' (4°,p m) (C.66)

onde, simpesmente multiplicamos a redugdo de 51_01 por ¢* e somamos com a multiplicacdo de

. ela reducdo da funcio £, Dessa forma, podemos obter:
(P-q)p ¢ ¢o &, p
_ _ 1
¢°&i' (mp.a) + (09 &y’ (mpg) = —5& ((p—Q)27m2>
1
380 (r7m%) +

I,
+4* 580 (¢°p%m),  (C6T)

como o esperado. Estas duas identidades foram muito utilizadas neste trabalho.



D CALCULO DO TENSOR F, ,,

Sabemos que:
d*k
F)Luv = /—fkuv

(27)*

onde definimos:

Fay = 4{eﬂvaﬁ(k—l—kg)k(k-l-kl)“(k-l-kz)ﬁ
—uvap (k+K)* (k+k1); (k+k2)P
+euvap (k+k3)* (k+ k)P (k+ka),
+epvap (k+k3), (k+k)* (k+k)P
‘1'8/1\/043(/<-|-k3)o‘(k'i‘kl)u(k‘l‘kz)[3
~&vap (k+k3)* (k+ k)P (k+k2),
e pap (k+ks)* (k+ki), (k+ko)P
—&pap (kHks), (k+ki)* (k+ko)P

1
+ Enpap (k4 K)* (k)P (ko) | ——.

123

Calcularemos esta fungdo separadamente, da seguinte forma:

4
f/luv = DTB{fl +f2+f3}7

entdo, calculando primeiramente a fun¢do fi, teremos

4

fi = D_123 Euvap [klkﬁka +kakﬁ [k3k +kyy — kll] +klkﬁ [kla —k3q +k3a]
+hyka [kap —kap +kip] +kp [kspkio —ksakip +ksakaa]

ko [k3pkop — kipkog +kigkan | +ky [kiakop — k3akop + k3akig]

+k3pkiakop — kzakipkop + k3akipkay ] ,
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(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D4)
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e, reorganizando de forma conveniente, podemos obter:
4
fi = Dy Hvad [[13]1305 + Bl [kan +kop —kia] + (B3] g [k1a — k3 + k30
+ B3 [kap —kap +kip] + (1] g kapkia — kaokip +kaakas]

+ B3]y [ksakap — kipkop +kigkon ] + 1], [kiakop — k3akop + k3akip)
+ 3] [kap kiokog — k3akipkap +ksakighan]] - (D.5)

Ainda, retirando os termos simétricos, teremos:

4
fi = D1y Suvap [[13];3 ksakio — ksakip +kaakon] + (B3] [kankog — kipkop +kigkop |
+[B];, [k1akop — k3akap + k3akyp)
+ (1] [kspkiakap — k3aki ko + k3akipkaz ]| (D.6)

e, com o resultado das integrais (3.21) e (3.22), obteremos:

[—(@n)%i] Fy = 4€4yap [—ap&io karkia — ksakin +ksakor] — qaio [kaakap — kinkap +kipkan ]

—42.810 [k1akap — k3akop +ksakig] + pp&or [kapkia — kzakip +k3akaz ]

+paoi [kapkap —kipkag +kigka | + pador [kiakop —kaakop +k3akip]]

(D.7)

portanto, teremos:

[—@n)%i]Fy = 4€4yap [—kanio [kapkia +kaakip] —kanor [kaakip +kiakap]]
- 0 (D.8)

Agora, de forma equivalente para a fungdo f;, teremos:

4
f = @glvaﬁ [2 5] g [K2p — K1) + (] [k3ukia +kzakiy — ksakay]
+ [13]a [k3uk2[3 +k1“k2ﬁ — kmkzu}
+ (B, [kiakop + k3akop — kaokip]

+ (B3] [k3pkiakap + kzakiukop — ksakiphou] ] (D.9)
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portanto, utilizando os resultados (3.21), (3.22) e (3.23), e reorganizando, obteremos o seguinte

resultado para esta integral:

PR = —28/1\,0613 |:pB:| [Ag (12)+guallog (12)i| +
i
) ((4;:) )48’“”‘* (20P4°) {au 620 — 0] — pudn}
i a
+ (W) 4£7Lvaﬁgupﬁrl00- (D.10)

E, por dltimo, vamos calcular a integral f3, temos que:

4
i = ——&uap [—2[13]0“, [kag — ki) + (B3] g [kaakty — kavkia + ksakay]

D3
+ 1] [kivkop — kavkopg + ki gkay |
+ [[3]1) [k3ak1ﬁ — klakzﬁ + k3ock2ﬁ}
+ (B3] [k3aki pkay — kavkiakap + k3akivkag]] (D.11)

de posse dos resultados (3.21), (3.22) e (3.23) podemos obter o seguinte resultado para esta

integral:

By = =2(a") eauap [6F (A7) + 8o (A7)] (D.12)

—i i
+ ((4@2) 4€110p24" P [pv (Eo1 — &02) +avn] + (—(4@2) 4€1 1apd” 8% M0o-

Portanto, reunindo os trés resultados, podemos obter o seguinte resultado:

F. 1
/'L4,uv _ _Eg)waﬁpBAff (7(« )—Eqﬁg)tuaﬁA ()’ )+

1
_Egﬂtuvﬁ (qﬁ _pﬁ> Ilog ()Lz) +

i _ _
+ (W) [gluva (qoc - pa) é(?o - zglvﬁapa [qﬁqitézol - Clﬁpué 11]

281089 [PPPvEy — PPavER'] + 261 ap9P P PvES,!

+287Lva/3PB q“quél‘ol} , (D.13)
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que, como podemos confirmar, esta funcio é completamente livre de ambigudades.
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