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"A vida é como andar de bicicleta.
Para manter seu equilibrio vocé deve continuar em movimento."

(A. Einstein)



RESUMO

N3ao ha uma descri¢@o quantica consistente para o campo gravitacional. Ha uma quantidade sig-
nificativa de modelos que buscam tal descri¢do, onde um dos meios pelos quais pode-se quan-
tizar uma teoria, € por meio da quantizag¢do candnica ou por integrais funcionais de Feynmann.
Neste projeto, busca-se estudar as ferramentas necessérias para descri¢do cldssica do Hamil-
toniano da Relatividade Geral (RG) que é fundamental em uma futura quantizacdo candnica.
Para descrever o Hamiltoniano da Relatividade Geral € necessdrio a foliagao do espagco-tempo
M utilizando do formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner). E além disso uma anélise siste-
matica dos termos de fronteira presentes na acdo gravitacional € necessaria, uma vez que eles
representam energia na descricdo hamiltoniana e levam a um bom comportamento da variagdao
do Hamiltoniano. Assim como a maioria das teorias cldssicas, a RG tem em sua descri¢do
Hamiltoniana a presenca de vinculos devido a sua estrutura de simetria: invariancia dos difeo-
morfismos. Exploraremos em detalhes a estrutura candnica da RG. Diante desta construgdo a
sua aplicacdo em modelos alternativos também foi feita. Aonde aplicamos em uma teoria uni-
modular que matematicamente consiste em uma imposi¢ao sobre o tensor métrico fazendo-o
constante. Além disso, as equacdes de campo da teoria unimodular a constante cosmoldgica
surge como uma constante de integracdo, sem a necessidade de acopla-la ao campo gravitacio-
nal. Foi mostrado que classicamente a teoria unimodular é consistente com a analise candnica
da RG. Num trabalho futuro, o arcabougo adquirido com o estudo da formulagao hamiltoni-
ana da RG e a sua aplicacdo a modelos alternativos proporcionara condi¢des suficientes para
mergulhar em algum modelo ou teoria para a gravidade quantica.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Formalismo ADM, Hamiltonianos vinculados, gravitacao
quantica.



ABSTRACT

There is no consistent quantum description for the gravitational field. There is a significant
number of models that seek such a description, where one of the means by which one can
quantize a theory is through canonical quantization or functional integrals of Feynmann. In this
project, we seek to study the necessary tools for the classical description of the Hamiltonian
of General Relativity (GR), which is fundamental in future canonical quantization. In order to
describe the Hamiltonian of General Relativity it is necessary to foliation space-time M using
the ADM formalism. And furthermore a systematic analysis of the boundary terms present in
the gravitational action is necessary, they represent energy in the Hamiltonian description, lead
to a good behavior of the Hamiltonian variation. Like most classical theories, RG has in its
Hamiltonian description the presence of constraints due to its structure of symmetry: invariance
of diffeomorphisms. We will explore in detail the canonical structure of GR. In view of this
construction its application in alternative models was also made. Here we apply in a unimodular
theory that mathematically consists of an imposition on the metric tensor making it constant.
In addition, in the field equations of the unimodular theory, the cosmological constant appears
as a constant of integration, without the need to couple it to the gravitational field. It has been
shown that classically the unimodular theory is consistent with the canonical analysis of the
GR. In a future work, the know how acquired with the study of GR Hamiltonian formulation
and its application to alternative models will provide sufficient conditions to delve into some
model or theory for quantum gravity.

Keywords: General Relativity, ADM Formalism, Constrained Hamiltonians, Quantum Gravitation.
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Notacao:

Considera-se o espaco-tempo uma variedade 4-dimensional (M, g) suave e continua. A
assinatura utilizada aqui é (—, +, +, +). Define-se as coordenadas na variedade M como sendo
x% = (x% x!, x%, x), ou seja, escolhemos os indices gregos a, B, 7, ... = {0, 1,2, 3}. As hi-
persuperficies ¥, tipo-espaco (X, #) embutidas no espago-tempo M sdo homeomorfismos, ou
seja, um mapeamento um para um, continuo. As coordenadas locais sdo descritas através dos
indices latinos como y* = (y',?,y*) onde a, b, c, ... = {1, 2, 3}. A métrica definida em %, ¢
a métrica induzida h,p, que a partir dela € possivel estabelecer todas as quantidades na hipersu-
perficie. Define-se também a hipersuperficie B, tipo-tempo (B;, ¥) que sdo consideradas como
ortogonais a (X;, h) também suaves e continuas, as coordenadas definidas nessa hipersuperficie
estdo rotuladas por: 7 = {z 2z z3} Consideraremos neste trabalho unidades naturais, em que:

¢ =G ="h=1. A seguir, apresentamos uma tabela com os principais simbolos e suas descrigdes

definidas no projeto.

Tabela 1 — Tabela das principais quantidades presentes no projeto.

SIMBOLO \ DESCRICAO ‘
Ag=0deA derivada parcial 4-dimensional de um campo escalar A.
A = Cgt‘ derivada temporal total de um campo escalar A
ﬁ = VgA% | derivada covariante das componentes do vetor A% (compativel com gp)
l , = DpA? derivada covariante das componentes do vetor A“ (compativel com A,y)
g, h,o,y determinante dos tensores métricos
re o simbolos de Christoffel (compativel com gqp)
Iy, simbolos de Christoffel (compativel com h,;)
Rg‘ o1 Rap, R Tensores de curvatura e escalar curvatura (compativel com gqz)
R} .5 Rap, CIR Tensores de curvatura e escalar curvatura (compativel com /)

LAY derivada de Lie de A% ao longo de u®.
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1 INTRODUCAO

E muito comum encontrarmos em literaturas recentes, no campo de fisica tedrica, uma
busca intensa por uma descri¢do quantica da gravidade. A Relatividade Geral (RG) € uma teoria
que descreve classicamente o campo gravitacional através das equagdes de campo de Einstein
(CARMELLI, 1982; D’INVERNO, 1998). O fato da teoria ser elegantemente formulada e expe-
rimentalmente testada, ndo a garante como uma teoria completa, pois existem lacunas nas quais
devemos questionar e repensar sua descricdo. Por exemplo, a cosmologia moderna (descrita a
partir da RG) com o grande progresso na sua compreensao tedrica e experimental, apresenta
dificuldades em descrever trés grandes problemas: matéria escura, constante cosmoldgica e
energia escura . Em vista do modelo padrio cosmolégico, diversas modificagdes minimas da
RG tém sido exploradas na tentativa de uma melhor compreensdo da origem fundamental de
um ou mais dos problemas citados. Por outro lado, uma descricdo quantica da gravidade podera
conceder uma nova visdo (novos campos) em que os problemas acerca da RG poderiam ser
revistos. No entanto, ao que se sabe até hoje € que ndo hd uma consisténcia na descri¢ao da
RG nos regimes da Mecanica Quantica, mais conhecido fenomenologicamente como gravidade
quantica.

O cendrio na busca de uma descricdo quantica do campo gravitacional ocorreu a partir
da década de 50, onde j4 haviam trabalhos bem avancados em termos da teoria quantica de
campos para a interacado eletromagnética. No entanto, ao aplicar as ideias de quantizacdo para o
campo gravitacional deparou-se com problemas de divergéncia, pois a natureza das equacdes de
campo da RG ¢€ ndo-linear, diferenciando das teorias de campo usualmente conhecidas naquela
época (DEWITT, 2009). Um dos caminhos na busca de uma teoria consistente nesse regime €
por meio da formulagio Hamiltoniana da RG, ou seja, a estrutura canonica da RG 2. As primei-
ras ideias nessa dire¢cdo surgiram na década de 50 com Dirac (DIRAC, 1958), e também com
Arnowitt, Deser e Misner, em (ARNOWITT; DESER; MISNER, 2008), o ultimo conhecido

como formalismo ADM, o legado e a histéria do formalismo ADM podem ser vistos também

' E importante ressaltar que no contexto de teoria de campos o problema da constante cosmoldgica é
intrinsicamente relacionado com a energia do vacuo, e hd uma discrepancia do valor tedrico previsto
de 10'?° ordens de magnitude em relacio ao valor experimental, e hd estudos buscando uma solugio
para este problema sem a necessidade de um ajuste fino. Por outro lado, em um contexto cosmolégico,
a energia escura € descrita a partir da cosntante cosmoldgica no modelo A-CDM, descritas pela métrica
de Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW)

Aqui apresenta-se a estrutura candnica, onde se pode realizar uma quantizag@o candnica pelo principio
de correspondéncia de Heisenberg a partir das ferramentas aqui presentes.
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em (DESER, 2015). E mais tarde, com DeWitt, um dos precursores da andlise candnica da
teoria gravitacional (DEWITT, 1967).
A teoria da RG pode ser expressa em termos de uma a¢do funcional que descreve as

equagdes de campo para o campo gravitacional

1
SEH:—/ d*x/—gR. (1.1)
2K M

em que R € o escalar de curvatura de Ricci. Sobre o conteudo de simetria da RG, podemos dizer
que ela é covariante sob transformagdes gerais de coordenadas do tipo x* — x* 4+ £%(x) em que
E%(x) é um campo vetorial. Dentro do grupo de transformagdes gerais de coordenadas, temos

que a RG também € invariante sob a seguinte transformagao de reparametrizagao:
ot — XH(xH)
e também invariante por difeomorfismos:

5guv = Vué:v - Vvé:u-

Uma consequéncia imediata da invariancia por reparametrizacdo € a presenca de vincu-
los de primeira-classe em sua descri¢do Hamiltoniana (OKSANEN, 2013). A descricdo com-
pleta de sistemas Hamiltoniano vinculados foi proposto também por Dirac em (DIRAC, 1958).
Segundo a abordagem de Dirac para sistemas vinculados, € possivel determinar o nimero pre-
ciso de graus de liberdade fisicos de uma teoria a partir da correta andlise de seus vinculos
candnicos. Primeiramente, apds determinar o conjunto completo de vinculos, passa-se para o
nivel de classifica-los como vinculos de primeira-classe, ou vinculos de segunda-classe. Os
ultimos sdo identificados como varidveis redundantes, enquanto os de primeira-classe como os
geradores de simetria para uma dada teoria.

Recentemente, devido ao avango tecnoldgico, diversos experimentos cosmoldgicos tém
permitido escrutinar a estrutura da RG, permitindo assim a proposta de diversos modelos gra-
vitacionais fenomenoldgicos. Todavia, além de descrever um determinado fendmeno, mode-
los alternativos devem ser matematicamente consistentes, € possuir um bom comportamento
quanto as suas caracteristicas fundamentais, por exemplo, seus graus de liberdade fisicos, e a

maneira mais precisa para se estabelecer essa andlise de consisténcia € a partir do formalismo
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Hamiltoniano. Todavia, para a descri¢cdo hamiltoniana da teoria gravitacional a covariancia da
RG necessariamente precisa ser quebrada, uma vez que um parametro de evolug¢dao temporal
precisa ser incorporado. Mas como a teoria gravitacional descreve o proprio espago-tempo,
serd necessario introduzir o conceito de foliagdo de hiper-superficies, e assim compreender o
espaco-tempo como uma evolucdo temporal de uma colecao de hiper-superficies com estrutura
causal.

Uma proposta interessante € ndo muito recente de um modelo alternativo a RG € anali-
sado neste trabalho, sendo mais especifico abordaremos a andlise candnica da Gravidade Uni-
modular (GU). A proposta em GU é de uma descric@o cldssica semelhante a RG em que ¢é
imposto ao determinante do tensor métrico ser igual a uma constante: /—g = &. A condicdo
de unimodularidade fixa parcialmente o sistema de coordenadas. Embora a estrutura da teoria
unimodular seja bastante similar a da RG, existem sutilezas que permitem estabelecer a descri-
cdo de certos fendmenos nao descritos pela RG: através da andlise das equacdes de movimento
€ possivel concluir que a constante cosmoldgica € interpretada como uma constante de integra-
¢do, e ndo mais como um acoplamento como na RG. Essa nova visdo permite explorar diversas
consequéncias tedricas e experimentais da teoria unimodular frente a RG.

A constante cosmoldgica foi adicionada por Albert Einstein nas suas equacdes da RG
originais para a implementacdo de um universo estatico. No entanto, com as descobertas do
redshift, em que observou-se que as galdxias estdo se afastando e as ideias do universo em
expansao, A. Einstein abandona as ideias da constante cosmoldgica (PAIS, 1995). Por outro
lado, com o surgimento da teoria quantica de campos a ideia de energia do ponto zero ou
energia do vacuo surge como uma explicacdo de que ndo existe espaco vazio. De acordo com
as equacdes de Einstein com constante cosmoldgica e sua solucdo para o vacuo é possivel
estabelecer uma relacdo entre a energia do vacuo e a constante cosmoldgica, e a sua comparagao
estd a uma ordem de grandeza muito grande de diferenca, cerca de 120 ordens entre os dados
experimentais e a densidade do vicuo. Este € um problema fundamental da fisica até hoje
(WEINBERG, 1989; PADILLA, 2015).

Dentre as motivagdes em compreender melhor a GU, embora ela ndo resolva o problema
da constante cosmoldgica, como apontado por (PADILLA; SALTAS, 2015), podemos citar o
fato de que as duas teorias, RG e GU, possuirem comportamento quantico completamente dis-
tintos (ALVAREZ et al., 2015), em que correcdes quanticas ndo corrigem o valor da constante

cosmoldgica, i.e. ndo hd necessidade de renormalizacio para a constante cosmoldgica. Assim,
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a GU descreve os mesmos fendmenos fisicos que RG. A a¢do mais simples que descreve GU &

1
SGU:/ d*x (2—\/—gR+7L(\/—g—80)>, (1.2)
M K

onde & ¢ uma densidade escalar e a condicdo de unimodularidade estd presente na acdo como
um vinculo em que A faz o papel de um multiplicador de lagrange. Ela é invariante a um sub-
conjunto de difeomorfismo, que satisfaz a condigdo V,E# = 0, nomeado como difeomorfismo
transverso (TDiff). Embora ndo abordaremos a andlise quantica da teoria unimodular existe
uma equivaléncia nesse regime com a RG (PADILLA; SALTAS, 2015). Isto implica que a te-
oria unimodular descrita pela acdo (1.2) também nao € consistente quanticamente. No entanto,
a equivaléncia poderd ser quebrada ao descrever a teoria unimodular a partir de acoplamento
entre campos livres, ndo interagentes, como nas refs. (PADILLA; SALTAS, 2015; BUFALO;
OKSANEN; TUREANU, 2015). Essas versdes tornam-se invariantes por difeomorfismos e sao
classicamente equivalentes a GU.

Nos capitulos a seguir serdo introduzidos os detalhes necessdrios para a compreensdo do
formalismo Hamiltoniano da RG e que serdo fundamentais na analise candnica em GU. Uma
introdugdo a sistemas cldssicos com vinculos e sua devida andlise dos vinculos encontra-se na
proxima se¢do. A decomposi¢do do espaco-tempo a partir do formalismo 3 + 1, conforme se-
cdo 3.3 e as equacdes de campo de Einstein por meio do formalismo métrico Lagrangiano, com
detalhes envolvendo termos de fronteira, se¢ao 3.4. Ja no capitulo 4 encontra-se a descricao do
Hamiltoniano da RG que iréd herdar os termos de fronteira descritos na formulag¢do Lagrangiana
e sua andlise canOnica segundo as ideias de Dirac € feita. Diante das ferramentas apresenta-
das nos capitulos anteriores, aplicamos a teoria unimodular no capitulo 5 e a andlise candnica
também ¢ feita. E por fim tratamos de esclarecer quais sdo as conclusdes e as perspectivas

envolvidas no estudo da formulacdo Hamiltoniana da RG e sua aplicacao.
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2 OBJETIVO GERAL

Compreensao da formulagdo Hamiltoniana da Relatividade Geral levando em conta em
sua descricdo termos de fronteira e em sequéncia aplicd-lo a uma modificacdo realizada na

teoria gravitacional: Gravidade Unimodular.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo iremos abordar a estrutura matemaética necessdria para a construcao do
Hamiltoniano da RG. Primeiramente iremos descrever um sistema Hamiltoniano vinculado ge-
ral, abordando as principais propriedades existentes na descricdo de um sistema fisico. Em
sequéncia definimos como deve ser a estrutura do espaco-tempo para formular a RG na forma
Hamiltoniana e por fim, deduziremos as equacdes de campo de Einstein através do formalismo

Lagrangiano.

3.1 Dinamica Hamiltoniana de um sistema classico singular.

Nesta secao faz-se uma abordagem geral da dinamica Hamiltoniana. As varidveis cano-
nicas independentes ¢; (coordenadas generalizadas) e o momento p' sdo assumidas como gerais
(significa que podemos tomd-las como varidveis canodnicas que descrevem particulas ou cam-
pos) (NIVALDO, 2007; DIRAC, 1964).

Seja L(gi;4;) a fungdo Lagrangiana presente na acdo, dada por:

S = / dt L(gi:4i)- 3.1)

O formalismo Hamiltoniano consiste em escrever toda a informagado contida no sistema
(3.1) em termos das varidveis canonicas (g;, p'). Para isso, fazemos uso da transformagao de

Legendre a fim de fazer uma mudanca de varidveis (g;;¢;) — (gi; pj) e escrever

H(qi;p") = ¢ip' — L(gi3Gi) (3.2)

dqi
em que p' —géeq,— £

respectivamente. Assim, temos uma nova funcdo escrita em termos de (qi, p’) somente.

sdo as definicdes do momento candnico e a velocidade generalizada,

As equacdes de movimento de Hamilton sdo obtidas quando substituimos a expressao
(3.2) em termos da lagrangiana na a¢do, dada pela Eq. (3.1). Usando o principio de minima acao
(85 =0), ou seja, tomando as variagdes de S(q,4) = [ dt (¢ip' — H(gi; p')) e considerando que

0q(t1) = dq(t2) = 0, encontra-se as equagdes de movimento de Hamilton:

o oH
Qi:a_pia P :_a_ql
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Agoraseja F(q,p,t) e G(q, p,t) varidveis dindmicas arbitrarias, é possivel calcular a sua

evolugdo temporal como

OF 8qk OF dp*\ OF
b= ;<aqka; ok ot ) T ar

usando agora as equagdes de Hamilton, temos

F_Z(8F 9H JF 8H)+8_F
=~ \dqrdpt  Ipkdqr) It’

onde F = ‘fi—f. Define-se como parénteses de Poisson a relagdo entre duas varidveis dindmicas

quaisquer em termos das varidveis canOnicas, como segue:

oF dG OJF 0G
dqrdpk  Ipkdgy

{F,G} = ; (3.3)

Logo, escreve-se F' como

F={FH}+ 83—F (3.4)

A partir da expressdo (3.3), os parénteses de Poisson bdsicos entre as varidveis candnicas

(gi, p') podem ser facilmente encontrados, sendo eles
{qhqj}:()a {pi7pj}:Oa {ijpi} :6;7 (35)

onde 6} ¢ a funcdo delta de Kroenecker. Ademais, € ainda possivel reescrever as equagdes de

Hamilton em termos dos parénteses de Poisson

oH , , oH
ql:{qluH}:a_plv pl:{plaH}:_aq (36)

Diz-se que a fungdo lagrangiana L(g;;¢;) € singular quando nao podemos expressar uni-
camente as velocidades candnicas ¢; em termos dos momentos pl= 3—5 (HANSON; REGGE;

TEILTELBOIM, 1976). Um outro teste equivalente desta condicao é quando o determinante da
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matriz Hessiana € nulo
0%L

det | ———
9¢i9q;

=0. 3.7

A matriz Hessiana basicamente nos diz se hd uma relacao entre as velocidades e momentos, seja
essa relacdo de inversdo possivel quando ela € nao nula, enquanto que no caso em que a matriz
€ nula a relacdo ndo € estabelecida, neste caso dizemos tratar-se de uma teoria singular. Esta
condicdo necessdria nos leva a presenca de vinculos primérios na dinamica do sistema, que foi
estudado primeiramente por Dirac em 1964 (DIRAC, 1964). Um dos exemplos de sistema com
vinculos € a descricdo Hamiltoniana da gravitacdo que serd abordada mais adiante. Vinculos

primdrios sdo definidos a partir de

JdL
(I)m(q,p)—ENO, f’)’l—1,7l(7 (38)

o simbolo ~ foi introduzido por Dirac e significa “fracamente”, indica que os vinculos ¢, ndo
sdo identicamente nulos sobre todo o espaco de fase, podendo ter parénteses de Poisson nao
nulos com varidveis do espaco de fase.

A Hamiltoniana H = H(qg;, p') ainda assim continua valida, no entanto na presenga de
vinculos primdrios devemos ter uma Hamiltoniana modificada, que ird incorporar estes vinculos

por meio de multiplicadores de Lagrange, chamada de Hamiltoniana primaria

K
A=H+Y Aubn (3.9)
m=1
onde H é a Hamiltoniana dada em (3.2) e A,, sdo multiplicadores de Lagrange. Néo € possivel
variar p' e ¢; independentemente, portanto as equagdes de movimento na presenca de vinculos

primdrios sdo agora dados por

o0H OO oH OO

q'i:{CIi,FI} :8_pi+lm8_p“ Pi:{Pi7ﬁ}:_a_%_)~rna_qi (3.10)

Essas equacdes sdo consistentes com as variagoes 8¢g;, 0p' que preservam os vinculos
¢, ~ 0. No entanto, o sistema sO serd completamente consistente se a derivada temporal de
todos os vinculos primarios forem zero. Trata-se isso como condi¢do de consisténcia (DIRAC,

1964), ou seja, devemos garantir que os vinculos sejam preservados na evolucao temporal do
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sistema. Entdo para um vinculo ¢, devemos ter

K
On = {On H} = {00 H}+ Y A {0n,0m} =0 (3.11)
m=1

Se de alguma forma a condic¢a@o de consisténcia (3.11) nao for satisfeita, € necessario in-
corporar vinculos secundérios na dinamica do sistema. Por outro lado, uma vez que a condi¢@o
de consisténcia acima € satisfeita e a matriz {¢,, ¢,,} ndo seja singular, ou seja, det{@,, ¢, } #0
€ possivel determinar univocamente os multiplicadores de Lagrange (NIVALDO, 2007). Se essa

condi¢do é valida, a matriz {¢,, ¢, } tem uma inversa Cj,, que satisfaz

2 Cin{fn: m} = Y {%n: o} Cin = i
n n
Assim o multiplicador de Lagrange pode ser obtido a partir da condi¢ao de consisténcia
M~ =Y Cin{on H}.
n

Desta forma, podemos reescrever a evolug@o temporal de qualquer fungéo canénica F(q, p)

como
F~AF, H}_IZ{F’ 01} Crn{9n, H} . (3.12)
Agora definimos os parénteses generalizados de Dirac como sendo
{7, Glp ={F, G} = Y AF, 0} Con {6, G} (3.13)

Esta nova quantidade possui as mesmas propriedades algébricas dos parénteses de Poisson.

Portanto, a evolugdo temporal de qualquer fungio F(q, p) fica
F={F H}, (3.14)

Veja que foi introduzido o sinal de igualdade forte em (3.14). Isto decorre do fato de que,

qualquer fun¢do F (g, p) no espago de fase tem parénteses de Dirac nulos com os vinculos, ou
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seja
{F, ¢WI}D = {F7 ‘Pm} _Z{E ‘Pl}cln{‘i)na ‘Pm} = {F, ‘Pm} - {F7 ¢m} =0,
ln

Ao trabalharmos com os parénteses de Dirac, estamos de fato num espaco de fase reduzido,
sendo que as varidveis canonicas espiirias | presentes nos vinculos sio eliminadas.

Se de alguma forma a condicdo de consisténcia imposta aos vinculos primdrios ndo for
satisfeita, sdo incorporados a dinadmica do sistema os vinculos secundérios. Esses vinculos
devem também satisfazer condi¢des de consisténcia semelhantes a eq. (3.11) que também deve
ser preservada no tempo. Essa condicdo de consisténcia se alonga até que todos vinculos a
satisfazem, inclusive, se necessario vinculos adicionais sao acrescentados (OKSANEN, 2013).

Por fim, o conjunto completo de vinculos, primarios e secundarios é obtido por
On(g, p) =0, m=1,..M>K. (3.15)

O Hamiltoniano para esse conjunto completo de vinculos € nomeado como Hamiltoni-

ano estendido e € definido como
M
He=H+ Y AuOm,
m=1

onde H € dado por (3.2).

Uma vez que estabelecemos o conjunto completo de vinculos podemos classifica-los.
Eles sdo classificados em duas categorias, os de primeira classe e os de segunda classe, respec-
tivamente. Os vinculos de primeira classe sdo aqueles que possuem parénteses de Poisson nulos
com quaisquer outro vinculo. No entanto, aqueles cujo parénteses de Poisson ndo se anula entre
vinculos, sdo ditos vinculos de segunda classe. Assim como foi feito anteriormente a partir da
condi¢do de consisténcia, podemos resolver os multiplicadores de Lagrange para os vinculos
de segunda classe, considerando os vinculos de primeira classe como arbitrarios (OKSANEN,
2013).

De fato, o processo de introducdo dos parénteses de Dirac, expressao (3.13), consiste

basicamente no fato de que os vinculos de segunda classe sdo eliminados da dinamica, i.e.

! Sempre que tratamos de teorias com vinculos hd em sua descricio graus de liberdade a mais (no

sistema) do que aqueles que realmente t€m significado fisico. A esses graus de liberdades a mais que
nos referimos como varidveis espurias.
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podemos tornd-los fortemente nulos, introduzindo assim um novo conjunto de parénteses e
ocasionando na existéncia somente de vinculos de primeira classe no sistema. Entdo, seja ¢, ~
0, em que b = 1,....,B um conjunto de vinculos de segunda classe. Pelo parénteses de Dirac
garantimos que qualquer varidvel candnica satisfaz: {F, ¢}, =0 — ¢, = 0. Ja os vinculos de
primeira classe t€ém uma élgebra fechada sob os parénteses de Dirac, ou seja ndo geram novos
vinculos (OKSANEN, 2013). Portanto, nosso sistema terd somente vinculos de primeira classe,

onde o Hamiltoniano estendido para o conjunto completo se restringe agora a

A
Ho=H+)Y APy, (3.16)
a=1

onde @, sdo vinculos de primeira classe e A, sdo seus respectivos multiplicadores de Lagrange
arbitrarios. Facamos um resumo referente ao processo de construcao e caracteristicas dos vin-
culos de um sistema. Comecamos logo na descri¢do da fungdo Hamiltoniano identificando os
primeiros vinculos do sistema, esses sdo os vinculos primarios que sempre surgem a partir
da definicdio do momento candnico 2. Em seguida, uma vez que foi imposto que os vinculos
primdrios devem satisfazer a condi¢ao de consisténcia (evolucao temporal) e se ela for violada,
em decorréncia desse resultado € necessario introduzir os vinculos secundarios. Repetimos o
processo de condicdo de consisténcia a esses novos vinculos, se por um acaso ela nio for satis-
feita novos vinculos tercidrios serdo gerados 3, e esse processo de condigdo de consisténcia é
aplicado até que todos os vinculos do sistema sao obtidos. Uma vez que o conjunto de vinculos
tenha sido determinado, o proximo passo € classifica-los segundo a conjectura de Dirac, entre
vinculos de primeira e segunda classe. Por exemplo, se um vinculo tiver paréntese de Poisson
nulo com todos os outros vinculos, seja ele primario, secundario ou terciario, etc, ele é dito
ser de primeira classe (e ¢ interpretado como sendo o gerador do grupo de simetria em ques-
tao). Por outro lado, se um deles tiver um tnico parénteses de Poisson com algum dos outros

vinculos diferente de nulo, a este par nds classificamos como vinculos de segunda classe.
Estamos interessados em compreender como € a evolug¢do temporal das varidveis cano-
nicas (g, p) definidas no espago de fase. A obtencdo das varidveis candnicas definem o estado
do sistema, o simples fato da evolug¢do temporal possuir fungdes arbitrarias A,, implica que
existe um instante de tempo posterior tal que o conjunto de valores de g; e p' corresponde ao

mesmo estado fisico. Esta é uma caracteristica exclusiva de uma teoria que € invariante por

2 Como veremos na RG, os vinculos primarios py, p,.
3 Embora este fato ndio ocorra neste trabalho.
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transformagio de gauge®*, que muita das vezes é descrita por um nimero de varidveis maior do
que os graus de liberdade fisicos, a superficie do espago de fase com as varidveis fisicas nesse
caso € chamada de 6rbita de gauge (OKSANEN, 2013). Assim, os vinculos de primeira classe
atuam como geradores de transformacdo de gauge.

Por outro lado, se escolhermos um multiplicador A, especifico a dinimica do sistema
torna-se univoca. Para isso, introduzimos condicoes de gauge (ou condi¢des subsididrias), que
serdo de mesmo numero que os vinculos de primeira classe. Essas condi¢des subsididrias sao
escolhidas de tal forma a também serem vinculos de primeira classe, e também transformarem
os vinculos de primeira classe originais em segunda classe, permitindo assim elimind-los através

da introducdo de parénteses de Dirac. Portanto, introduzimos

onde os X, devem satisfazer as condi¢Oes de consisténcia que ird fixar o restante de multipli-
cadores de Lagrange A,. As condi¢des de gauge eliminam completamente todos os graus de
liberdade espurios (i.e. aqueles que ndo sdo fisicos) do sistema (OKSANEN, 2013).

De acordo com Dirac, a férmula para obter os graus de liberdade fisicos de qualquer
teoria com vinculos € dada por

2N—-2A—-B

3 , (3.17)

n° de graus fisicos de liberdade =

onde 2N corresponde ao numero de varidveis candnicas, A ao nimero de vinculos de primeira
classe e B ao nimero de vinculos de segunda classe (OKSANEN, 2013).
A seguir aborda-se as ferramentas matematicas necessdrias para o estudo da formulacao

Hamiltoniana da Relatividade Geral (RG).

3.2 Uma introducao a Relatividade Especial e Geral

Nesta secdo faremos um resumo das principais ideias envolvidas na elaboracao das teo-
rias da Relatividade (Especial e Geral).
Em 1905 a publicacdo da Teoria da Relatividade Especial desencadeava um grande

avanco na concepc¢ao de espaco e tempo na auséncia de campo gravitacional. A concepc¢do

4 Euma transformacdo de simetria local, por exemplo, realizar uma transformacao local de coordenadas,
ou seja uma transformag@o no ponto.
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de espaco e tempo ndo é a mesma para todos os observadores (sistemas de referéncia °) que
viajam a velocidades proximas a da luz c, eles sdo de fato relativos. Essas quantidades pas-
sam entdo a serem tratadas como uma unica entidade chamada espago-tempo 4-dimensional
continuo de Minkowski, no sentido em que um sistema de coordenas definido em um ponto
P do espago-tempo dado por x* = x* (P) = (t,x,y,z) © descreve a posicdo e o tempo de um
determinado evento neste ponto, que se pode estender e determind-los ponto a ponto. Toda a
teoria foi elaborada por Albert Einstein, que se baseia em dois postulados: (i) as leis da fisica
sdo as mesmas para todos os sistemas de referéncia inerciais 7 e (ii) a velocidade da luz é uma
constante para qualquer sistema de referéncia inercial. Pode-se dizer que a teoria da relativi-
dade especial foi fundamentada em diversos resultados anteriores, como as transformacdes de
Lorentz 8 e a nogdo de espago-tempo de Minkowski, oriundos da descri¢io covariante da teoria
eletromagnética (equacdes de Maxwell).

Mais tarde, em 1915, A. Einstein prop0s a teoria da Relatividade Geral como uma forma
de generalizar as ideias desenvolvidas por ele na teoria especial levando em conta os efeitos do
campo gravitacional. Era muito comum Einstein construir “experimentos mentais” na busca da
compreensao de determinados fendmenos fisicos. E na generalizacao dos postulados da rela-
tividade especial levando em conta o campo gravitacional ndo foi diferente. O “experimento
mental” de Einstein foi o seguinte: “...uma pessoa que cai sob influéncia do campo gravitacio-
nal, ndo consegue sentir seu proprio peso...”(PAIS, 1995). O significado dessa frase culminou
no chamado principio da equivaléncia, em que localmente existe uma equivaléncia entre siste-
mas de referéncia acelerados e a presenca de um campo gravitacional. Para Einstein, qualquer
observador deveria ser capaz de construir e aplicar as leis fisicas em quaisquer sistemas de re-
feréncia, seja ele inercial ou ndo, a isso denomina-se principio da covariancia geral em que
as leis fisicas fundamentais devem ser invariantes sob transformacdes gerais de coordenadas.
A RG é uma teoria invariante por difeomorfismo °. As transformagdes matemdticas realiza-

das em um sistema e que localmente deixam o mesmo inalterado sdo ditas transformacdes de

> Sistema de referéncia pode ser estabelecido em boa aproximagio como um sistema de coordenadas

responsavel por realizar medidas de grandezas fisicas, como por exemplo: posicao, velocidade, acele-
ragao, e etc.

Onde estamos utilizando unidades naturais: c = G = 1.

7 Na relatividade especial, se traduz no movimento uniforme (MU) entre dois sistemas referéncia.

Sao transformagdes de coordenadas entre dois sistemas que se movem com velocidade constante dada
por: X% = Agxﬁ, onde Ag s@o as componentes da matriz de Lorentz que representam os boosts e as
rotacdes.

E uma determinada transformagdo do tipo x* — x* 4+ &%(x) em que deixa o tensor métrico invariante.
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gauge (CHUNG, 2008). Para isso, a estrutura matemaética que ird descrever toda a dindmica do
campo gravitacional € o cdlculo tensorial, no qual as equacdes sao independentes do sistema de
coordenadas.

Nio iremos abordar toda a construcio matemaética da analise tensorial'”

, no entanto
vamos analisar como € a lei de transformacgdo entre dois sistemas de coordenadas definidos
por: X% = x'*(xP), em que ¥’* representa o sistema de coordenadas em um referencial K’ e xP
representa o sistema de coordenadas em um referencial K. Realizando a diferenciagdo em x'®

em um ponto P a transformacao é dada por

8x’°‘
ro B
dx" = 3 dx”, (3.18)

onde % representa a matriz de transformag¢do num ponto P, o jacobiano € o determinante da
matriz de transformagdo devendo ser diferente de zero se existe uma transformagdo inversa,
usamos também a convenc¢do de Einstein, em que indices repetidos expressam a existéncia de
uma soma (CARMELLI, 1982; D’INVERNO, 1998; MISNER; THORNE; WHEELER, 1973).
A quantidade que usamos para fazer medidas de distancias infinitesimais no espago-tempo &

chamada de métrica '! e é dada por
ds* = gupdx®dxP | (3.19)

onde g4 € um tensor'? chamado de tensor métrico que na RG tem componentes que depen-

dem das coordenadas (g4 (x*)), mas localmente esse tensor torna-se o tensor de Minkowski

10 Para mais detalhes o leitor pode consultar as seguintes referéncias: (MISNER; THORNE; WHEELER,
1973; CARMELLI, 1982; D’ INVERNO, 1998)
T A métrica geral do espago-tempo pode ser classificada em trés tipos:

ds* > 0 — tipo-tempo
ds* = 0 — tipo-luz
ds* < 0 — tipo-espago.

Sendo propostas a partir do conceito de causalidade existente no espagco-tempo definidas pelo cone de
luz, em que a velocidade da luz no vécuo c € o limite velocidade de propagacdo. Todos os eventos que
ocorrem ou que ocorrerd acontecem dentro e na borda do cone de luz.

120s tensores sdo uma generalizacdo dos vetores. Existem dois tipos de tensores, os covariantes e 0s
contravariante, identificados a partir de seu comportamento sob transformacgdes de Lorentz. As regras
de transformacdes de coordenadas para os tensores segue a mesma linha, veja

, dx* oJxV ap  OX¢ ox'B
ap = Gy dx'P Suvo & T o oxv

uv
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Nuv = diag(—1,1,1,1) com componentes constantes. A expressdo (3.19) é um invariante sob
transformagdes de coordenadas, ou seja, para qualquer referencial, ds tem o mesmo valor. Seja
ds* a distancia medida por um observador em um sistema de referencial K com coordenadas

x% = x%(x'), temos

ds* = gup (x)dx%dxP

dx% JxP
= 8ap (x) Il 9xV dx'dx"
= gy () dxMax"Y = ds?, (3.20)

onde usamos a transformagdo inversa da expressdo (3.18). E importante que neste espaco-tempo
seja possivel comparar objetos (pontos, vetores, tensores, etc) usando as leis de transformacao.

Para isso, vamos definir alguns conceitos de derivada.
e Conexao afim e derivada covariante

Seja um campo vetorial U%(x) definido em um ponto P com coordenadas x* 13 Este mesmo
campo vetorial é avaliado num segundo ponto Q (deslocado infinitesimalmente dx do ponto P)

com coordenadas x* + 8x*, logo o campo vetorial fica
U% (x+8x) = U* (x) + 5xP U, (3.21)

se definirmos a variagio SU? (x) = &xP dgU?, é fécil ver que a quantidade U* (x) ndo se
transforma como um tensor uma vez que ela foi construida a partir da comparacido de duas

quantidades (vetores) em pontos diferentes, isto é:
SU% (x) =U%(x+x) —U%(x),

neste caso, a variacdo contempla tanto a variagdo da forma como do ponto onde o vetor € cal-
culado. Vamos agora definir um vetor no ponto Q que seja paralelo ao vetor U% (x) no ponto P
e realizar a diferenciacdo dele. Dizemos neste caso que o vetor serd transportado paralelamente

P até o ponto Q (D’INVERNO, 1998). Por outro lado, assumimos que x* + ox* estd infinite-

Um tensor de ordem 1, ou seja com apenas um indice é um vetor V*. Ji um tensor de ordem zero é um
escalar e eles sdo invariantes sob transformagdes de coordenadas (CARMELI, 1982; D’INVERNO,
1998).

13 Um campo vetorial associa a cada ponto P do espago-tempo um vetor de mesma valéncia.
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simalmente préximo de x*, e assim o vetor transportado paralelamente apresenta diferenca por

uma quantidade SU%. Realizando a diferenca entre os vetores, temos que a quantidade
U (x+6x) —U% (x+6x) =U* (x) + 8U* — [U* (x) + 8U%] = SU* — 8U

¢ de fato um vetor, pois a diferenca foi avaliada no mesmo ponto Q, podemos dizer nesse caso
que somente a forma do vetor foi alterada, e ndo o ponto onde ele é calculado. Ao exigirmos
que a variacdo U % seja nula sempre que dx* seja nula nos permite impor que SU % seja escrito

como
§U% = —T%,8x4U",

onde F‘;‘W € conhecido como conexdo afim e o sinal € uma conven¢do (D’ INVERNO, 1998).
Agora estamos prontos para definir o conceito de derivada covariante no espago-tempo. A
definicdo da derivada covariante segue a partir do processo usual do calculo diferencial. Seja

entdo U%(x) um campo vetorial

U%(x+6x) —U* (x+ 6x)

AN — 1

VU (x) = &lc}lrgo Sal (3.22)
. U%(x+0x)—U%(x) L

=1 — 1 3.23

Sx}‘rgo OxH 5x}trgo OxH ( )

= QU+ T, U, (3.24)

onde usamos a defini¢io usual de derivada e a expressio para SU%, sendo Fg p 08 simbolos de
Christoffel '* definidos no espago-tempo
u 1 uv
Faﬁ = Eg (gva,ﬁ +8vB,a +gaﬁ,v) )
A expressao (3.22) consiste na defini¢do de derivada covariante que pode ser facilmente esten-
dida a vetores covariantes e também para tensores de ordem superior de forma andloga. Uma

condicdo importante no espago-tempo estd contida na derivada covariante do tensor métrico

140s simbolos de Christoffel é a conexio escrita em termos do tensor métrico. Esta quantidade aparece
ao definirmos a derivada de um tensor que ndo se transforma de acordo com a lei de transformagao
para um tensor.
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go‘B, que é
Vg =0, (3.25)

essa condicao também € chamada de condi¢dao de metricidade, e € intrinsicamente relacionada
com a forma dos simbolos de Christoffel. A seguir, vamos introduzir o conceito de derivada de

Lie, que também tem como caracteristica a comparacao de objetos ao longo de uma congruéncia
15

e Derivada de Lie

A defini¢do da derivada de Lie segue a partir da comparacao de tensores entre dois pon-
tos. Por exemplo, seja P um ponto com coordenadas x* e um outro ponto Q com coordenadas

x'%*, ap6s realizarmos uma transformagao infinitesimal do tipo
/o o (04
X =x%4+e&%x),

onde € é um pardmetro infinitesimal e £%(x) é um campo vetorial. O campo vetorial % (x)
¢ definido como sendo o responsdvel por “arrastar” o ponto P ao longo de uma congruéncia
Y até o ponto Q onde iremos compard-los, o resultado dessa comparacdo € o que chamamos
de derivada de Lie (CARMELI 1982; D’INVERNO, 1998). Seja Ty,3 as componentes de um
campo tensorial de rank (2,0) '® no ponto P realizando uma transformagéo no ponto 7% (x) —
T'%B (x'), ou seja, essa transformacdo ird “arrastar” o tensor 7% ao longo de y de P para Q.

Sob essa condicdo, as componentes deste tensor se transformam como usualmente

Trap _ dx'% Ix'P
~ OxM IxV

THY (). (3.26)

E possivel ainda determinar a diferenciacdo entre elas

ax/a
oxk

15 Uma congruéncia é uma curva parametrizada definida por cada ponto p da variedade M no qual passe
uma e apenas uma curva parametrizada x* = x*(u).

16 Usamos a notagio (k,1) para expressar o rank de um tensor, ou seja, consiste na maneira simplificada
de dizer que o nimero de componentes contravariantes de um campo tensorial é k, enquanto que o
nimero de componentes covariantes € /.
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onde usamos que % = 5;} . Substituindo este resultado na expressao (3.26) e desprezando

termos de ordem €2, encontra-se
7% (x') = T (x) + [8u§°‘T“V L ERT ] e+ 0(e?). (3.27)

Por outro lado, podemos realizar uma expansao em série de Taylor nas componentes do tensor

TP calculada no ponto Q:
TP () = TP (x+ €& (x)) = T*P (x) + £€49, TP, (3.28)

desprezando novamente ordens maiores que €. A definicdo matemdtica da derivada de Lie é
semelhante ao conceito da derivada ordindria em que se compara duas quantidades (tensores)
no mesmo ponto sob o limite do parametro € — 0, ou seja

of (N _rap i,/
féTaB:limT () —T™(x)

—ERY, THB _TuBy g _Tany £B
lim - ElouT THP 9y €% — T 9, EP. (3.29)

Podemos usar a defini¢do (3.22) e reescrever as derivadas parciais como derivadas covariantes
em (3.29). Logo, a derivada de Lie de um tensor de rank (2,0) ao longo da dire¢ao de um vetor

arbitrdrio E* é
LT =gy, 7% —Trav EP TPy % (3.30)
A derivada de Lie de um tensor covariante € obtida de modo andlogo,
LeToap =EH'VuTop + TuaVEH + 15, Va&H. (3.31)

Quando analisamos uma transformag@o infinitesimal do tipo x* — x* + €£%*(x), vemos

que a transformacao do tensor métrico deve ser da forma

ge:gaﬁ = éuvugaﬁ +guavﬁéu +gﬁ,uva€u (3.32)

= Va&p+Vpéa, (333)

em que a condicao de metricidade (3.25) foi utilizada. Para que o tensor métrico seja invari-

ante sob esse tipo de transformagdo a derivada de Lie deve ser nula £ g, = 0 (CARMELL,
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1982). A esta invaridncia denominamos de difeomorfismo, e a condi¢do para que uma teoria

gravitacional seja invariante por difeomorfismo é que

08ap = Vabp +Vp&a. (3.34)

A descri¢do das equacdes que regem o campo gravitacional podem ser obtidas a partir
de um formalismo classico, através do principio de Hamilton. Mencionamos anteriormente que
a RG € uma teoria de gauge e todas as teorias deste tipo podem ser escrita em termos de um
Lagrangiano em que as transformagdes de gauge deixam o Lagrangiano da teoria invariante
(CHUNG, 2008; ROVELLI, 2014).

Assim, as equagdes de campo que descrevem a dinamica do campo gravitacional podem

ser escritas a partir da acao dada por

Spr = / d*x\/—gR, (3.35)
M

onde a densidade Lagrangiana é dada pelo escalar de Ricci R que € um invariante, ou seja, uma
quantidade escalar que € invariante sob transformagdes gerais de coordenadas (x* — x*), o
elemento de volume 4-dimensional também deve ser um invariante sob essas transformacoes,
garantindo assim a invariancia da acdo de Einstein-Hilbert.

Para isso, devemos chamar aten¢do para as densidades tensoriais. Define-se uma densi-

dade tensorial de peso w sob uma transformacio de coordenadas a seguinte quantidade:

w o / )
Tl _ ﬂ ox ax* ox¥ oIx° o 4 (3.36)
B..v x| 9x% T 9xr 9x/B T Ix'V 7...6° )
ax " . . A -
onde (5-| representa o jacobiano elevado a uma poténcia constante w. Sob transformagdes
2
de coordenadas o determinante do tensor métrico g4 se transforma como g = ’% g, o fato

da métrica ter assinatura negativa implica que o determinante g pode assumir valores negati-
dx

ax
densidade escalar de peso +1 (D’INVERNO, 1998). Essas densidades sdo importantes pois

vos, assim fazemos que /—g’ = v/—g&, onde dizemos que a raiz do determinante € uma
permitem construir os elementos infinitesimais de volume nas integrais como invariantes sob
transformacoes de coordenadas. Sob transformacdo de coordenadas um elemento de volume

%—fg d*x, que claramente tem peso -1 (CARMELI,

4-dimensional se transforma como d*x’ =

1982; D’INVERNO, 1998). Relembrando que precisamos obter uma expressao que seja inva-
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riante por transformagdes de coordenadas, € ficil identificar a seguinte quantidade

Vg d* = '% V=gd'y = /=gd'x, (3.37)

como um invariante sob transformacdes gerais de coordenadas. Assim, a acdo Einstein-Hilbert
€ um invariante sob transformacgdes de coordenadas.

Uma vez que a acgdo € invariante sob esse tipo de transformacdo, € possivel descrever a
RG a partir do formalismo Hamiltoniano que como consequéncia deve também ser invariante
sob transformacdes de coordenadas. Como veremos posteriormente s6 é possivel realizar tal
descri¢do ao quebrarmos a covariancia espaco-temporal, uma vez que precisamos o conceito de

tempo no formalismo Hamiltoniano.

3.3 Estrutura do espaco-tempo na Formulacao Hamiltoniana da Relatividade Geral

A RG ¢ entdo uma teoria que descreve o campo gravitacional através da geometria do
espaco-tempo!’, conceito que estd fortemente relacionado com as componentes do tensor mé-
trico g5 A RG na forma como € construida, € definida a partir de uma variedade 4-dimensional
M'® que caracteriza o préprio espago-tempo com coordenadas x* = (ct,x,y,z) (onde espago e
tempo se unem em um Unico conceito), tal espaco-tempo estd equipado de um elemento de li-
nha ds*> = 8ap dx®dxB, que podemos pensar como a distancia 4-dimensional entre dois eventos
que ocorrem no espago-tempo, sendo suas componentes determinadas a partir das solucdes das
equagdes de Einstein, que discutiremos mais adiante.

Para se realizar a constru¢@o da formulacdo hamiltoniana da RG, € necessério o conceito
de foliacdo do espaco-tempo, quebrando a covariancia mas permitindo definir uma evolugdo
temporal. Para isso, nas se¢des a seguir encontra-se uma revisdo de alguns detalhes que per-
mitem analisar espaco e tempo de forma separada através de hipersupeficies embutidas em M,

sem a perda dos graus de liberdade originais da teoria, também conhecido como formalismo

7 A geometria do espago-tempo estd relacionada i curvatura do espago-tempo causada por uma fonte
massiva.

18 Variedade estd relacionado ao conceito de superficies, se tratando de RG a variedade é todo o espaco-
tempo onde vivemos.
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ADM (GOURGOULHON, 2012; POISSON, 2002; OKSANEN, 2013). De fato, a foliagdo ¢ a

evolugio dessas hipersuperficies no tempo. '

3.3.1 Geometria de Hipersuperficies

Uma hipersuperficie X; € definida no espaco-tempo como sendo a imagem de uma vari-
edade 3-dimensional £ a partir de uma aplicagdo: ® : £ — M. Localmente, uma hipersuperficie
¢ definida pelo conjunto de pontos para os quais um campo escalar (¢) em M é constante.

O efeito dessa aplicagdo fard com que o tensor métrico g induza uma métrica 3-dimensional

h definida na hipersuperficie X;, dada por

hop = 8ap + Enang, (3.38)
ou ainda, sua inversa

hoB = B 4 enyB, (3.39)

onde € = ngn® = +1, cuja valor dependerd do tipo de hipersuperficie considerada: tipo-tempo

(€ = +1) ou tipo-espaco (¢ = —1). Os vetores n* sdo unitdrios 2

e normais a hipersuperficie
Y, sua constru¢do € feita normalizando o gradiente do campo escalar V¢ que estd definido

normal a hipersuperficie ;. Explicitamente temos

=Tl

Il

<
\.N

(3.40)

onde V¢ é a forma dual 2! do gradiente do campo escalar Vr. A expressdo (3.38) € também
chamada de primeira forma fundamental de %,.
Assim como no espago-tempo, também define-se curvaturas na hipersuperficie, que sao

agora de dois tipos: curvatura intrinseca e curvatura extrinseca. A curvatura intrinseca esta

19 Assumimos pelo momento que o leitor possua uma certa familiaridade com a formulagio Lagrangiana
da RG e as equacdes de Einstein. Embora, apresentaremos na se¢io (3.4) uma discussao da formulacdo
Lagrangiana da RG.

20 Vetores unitdrios sdo aqueles que possuem norma igual a 1 de acordo com a geometria euclidiana
usual, com assinatura (+,+,-+,+). No entanto, ao tratar espago-tempo como uma tnica entidade, ou
seja, tratando-se de uma geometria ndo-euclidiana com assinatura (—,+,+,+) a norma dos vetores
unitdrios podem ser +1.

2! Geralmente a forma dual est4 relacionada com as componentes da matriz inversa, por exemplo, a forma
dual das componentes do tensor g sd0 as componentes contravariantes g
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22

relacionada ao tensor de Riemann~~ associado com a ndo comutatividade da derivada covariante

definida em X,. Denota-se por (Dg) a componente da derivada covariante em X, que satisfaz
D = n =0, (3.41)

conhecida como condi¢do de metricidade. Portanto, se vV € um vetor pertencente ao espago

tangente .# (¥;), temos:
VVe (L), (DaDp—DpDa)V = R,0", (3.42)

onde R¢,, € o tensor de Riemann definido na hipersuperficie X, e a expressdo (3.42) € a iden-
tidade de Ricci 3-dimensional. A partir dessa defini¢do e levando em conta a semelhanca entre
(g, M) e (h, %), as componentes do tensor de Ricci e o escalar de Ricci (ou também conhecida

como curvatura Gaussiana de (&, ¥,)) é escrita como

Rup =R, (3.43)

R=h"Rg. (3.44)

A curvatura intrinseca flexiona a hipersuperficie ¥; em M. E como consequéncia disso,
a medida que movemos o vetor unitdrio ny normal a hipersuperficie alteramos a sua dire¢do,
isto estd relacionado a curvatura extrinseca. Matematicamente o tensor de curvatura extrinseca

¢ definido como
K:V(4,V) € J ()7 (%), KU,V)=—i- Vi, (3.45)

onde K (i, V) é o tensor curvatura extrinseca e i e V sdo vetores arbitrarios definidos no espaco
tangente da hipersuperficie (GOURGOULHON, 2012). A expressao (3.45) é também chamada
de segunda forma fundamental de X;.

A partir de agora assume-se que a hipersuperficie X, seja tipo-espaco (& = ngn® = —1)%.
Um operador projecdo € definido como sendo o responsdvel em projetar quantidades (vetoriais

e/ou tensoriais) ortogonalmente e paralelamente com relacdo a hipersuperficie ¥,. As compo-

22 Tensor de Riemann é a medida da curvatura do espago-tempo.
23 Este tratamento é usado pois, sendo a hipersuperficie tipo-espago permite que os vetores normais a X
sejam tipo-tempo mantendo a causalidade no espago-tempo.
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nentes do projetor sao
hg = 5[;‘ +n%ng, (3.46)

onde 5[‘3" é o delta de Kronecker. E por meio da aplicacio desse projetor que iremos relacionar
as quantidades definidas no espago-tempo M com aquelas definidas na hipersuperficie X;, como
por exemplo as derivadas covariantes, métrica induzida e curvatura extrinseca.

Seja um campo tensorial T de rank (k,[), o projetor estabelece a rela¢do entre a derivada
covariante D compativel com (4,X;) com a derivada covariante V compativel com (g, M) deste
campo tensorial 7', dada explicitamente por

DTG = B VT 647

onde o lado direito é considerado a extensdo de 7' no espaco-tempo.
Da mesma forma, a projecdo da curvatura extrinseca K, eq. (3.45), em M é dada por

meio da agdo do projetor 1%, ou seja

Kop = hVong (3.48)

= (8y —I—ncna)Vonﬁ. (3.49)

Se um observador que viaja pela sua linha de mundo, X = X(7), interceptando a hipersuperficie
tipo-espaco em um ponto P 0s vetores normais sao tipo-tempo e atuam como a 4-velocidade
deste observador, assim as componentes n* podem ser interpretados como a 4-velocidade. Por
outro lado, interpreta-se como a 4-acelerac¢do d de um observador, um vetor ortogonal ao vetor

unitdrio 7 que é escrito como

a= Vi, (3.50)
a® =nPvgn®, (3.51)

onde V; significa que estamos tomando o gradiente ao longo do vetor 7, sendo que expressa-

mos tal relacio em componentes na eq. (3.51). A partir dessas consideracdes e retomando a
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expressao (3.49), as componentes da curvatura extrinseca sao escritas como
Kop = Vang +ngag (3.52)
cujo traco nos da
K = Vgn®*. (3.53)

Em seguida, calcularemos algumas decomposi¢des no tensor curvatura de Riemann de-
finidos em M relativos a hipersuperficie ;. Como ficard claro adiante, essas proje¢des serao
importantes para a descricdo Hamiltoniana da RG, ou seja na construcao do formalismo 3 + 1

24 Para isto, tem-se as seguintes relacdes:
e Relacdo de Gauss

Considera-se a relagdo existente entre as derivadas covariantes (3.47) e assim obtemos

[Dg, Dg] V7 = (Kaqu - Kﬁqu) VR R S [V, V3]

Agora, utilizando a versao 4-dimensional da defini¢ao do tensor de Riemann (3.42), temos

TKys. (3.54)

ho g by h§ Rigyy = RYs 5 + Ko Ksp — K

usando contrag¢do nos indices Y e «, i.e, atuando com o operador h‘;‘, tem-se a relagdo de Gauss

contraida

ho Ry +hagn” hgn® RN po = Rap + KKop — KapKp (3.55)

onde K = h*P Kgp € o trago da curvatura extrinseca. Tomando o trago da expressdo (3.55) com
relacdo a h*B obtém-se uma expressao para o escalar de Ricci 4-dimensional decomposta em

quantidades definidas em ¥,

R+2Rgpn®nP =4 R+ K* — K K. (3.56)

24 Essa sigla significa que iremos separar o espaco-tempo 4-dimensional em 3 coordenadas espacias e 1
temporal sem a perda dos graus de liberdade.
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Observe que o lado direito de (3.56) contém apenas quantidade tangentes a ;.
e Relacdo de Codazzi

Para obter a relacdo de Codazzi analisa-se como € a atuacdo da identidade de Ricci 4-dimensional

no vetor normal 77 (GOURGOULHON, 2012). Temos explicitamente que
—_pY
[V, Vﬁ} nY—Ruaﬁ nt (3.57)
ao projetarmos essa expressao completamente em relacdo a X;, encontramos a identidade,

hoch hy R yn® = DK}, —DaKg. (3.58)
Observe que até o presente momento, trabalhamos com quantidades relacionadas a uma tnica
hipersuperficie X, tipo-espago. Para cobrir toda a variedade 4-dimensional (o espago-tempo)
serd necessario analisar como ¢é a evolucao de uma familia de hipersuperficies que cobrird toda

a variedade M, também chamada de foliacao do espago-tempo.

3.3.2 Foliacao do espaco-tempo

Consideremos um espaco-tempo globalmente hiperbSlico M %3, a foliagio do espago-
tempo M segue desta propriedade a partir de um conjunto de hipersuperficies tipo-espaco X,
(com t € R) que cobre M, ou seja: M = U;crY,. Cada hipersuperficie continua X, definida
anteriormente, € uma superficie de Cauchy chamada de fatia da foliacdo, veja figura 3.1.

Matematicamente, define-se uma foliagio como sendo um campo escalar ¢’ € M que

seja continuo e que seu gradiente nunca se anule, a fim que satisfacga:
VieR, L ={peM,i(p)=t}. (3.59)

As quantidades definidas aqui estardo adaptadas a foliagdo e sua aplica¢do na formu-
lacdo Hamiltoniana da RG serd direta. Rotula-se em cada hipersuperficie ¥; um sistema de
coordenadas y* = (y!,y?,y%), e assim x* = (¢,x!,x?,x%) constitui um sistema de coordenadas

em M.

23 Significa que existe uma superficie de Cauchy que permite que cada curva casual, tipo-tempo ou tipo-
nulo, intercepte uma hipersuperficie ¥, em M uma e apenas uma vez (GOURGOULHON, 2012).
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Figura 3.1 — Representacdo da Foliacdo do Espagco-Tempo M.

Fonte: 3+ 1 Formalism in General Relativity-Bases of Numerical Relativity (GOURGOULHON, 2012)

e Vetor normal unitario

Redefine-se o vetor normal unitério (3.40) para a foliagdo como

ii = —NVt, (3.60)

1
onde N = (—Vt : Vt) * ¢ conhecido como fungdo lapso e sua escolha € tal que mantenha 7

como um vetor unitdrio (-7 = —1). Usando a dualidade da métrica, a forma dual de 7 é
denotada por n e terd a mesma forma: n = —N V¢, ou explicitamente em termos de componentes
ng = —NVyt. Agora, com essas escolhas, a expressao (3.50) para a aceleragao d pode ser escrita

em termos de componentes na forma para a foliagdo como: ay = Dy InN, ou a®* = D*InN.
e Vetor normal de evolucao

Seja m um vetor normal a X;, dado por
m = Ni, (3.61)

onde N € a funcédo lapso e 7 € o vetor normal unitario. O campo vetorial 7 satisfaz a relagao:

m%*V 4t = 1. E facil verificar esta relagdo. Partindo da expressdo (3.61) tem-se:

m%* = Nn%

— N (g4Vr); (3.62)
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assim,

m*V eyt = —N? (%r : ?t)

m*Vgt =1 (3.63)

onde usou-se a definicdo de vetor unitdrio normal e da funcdo lapso. A expressdo (3.63) nos
diz que o campo vetorial 71 é adaptado ao campo escalar t. Geometricamente, ao analisar dois
instantes quaisquer da foliacdo (¢ e r 4 0t), a hipersuperficie X, | 5, € obtida a partir da hipersu-
perficie ¥, realizando um pequeno deslocamento 6t 711 em cada ponto definido em X, veja figura
3.2. Portanto, o papel do vetor Ot 77t é o de arrastrar a hipersuperficie ¥, até a hipersuperficie
Y, . s:» justificando assim o nome de vetor normal de evolucdo 7. Esta operagdo € equivalente a
dizer que as hipersuperficies sdo “Lie dragged” pelo vetor m. Uma das consequéncias do fato
que o vetor /1 ser o responsavel por realizar um “Lie drag” (arrastar as hipersuperficies X;) € que,
para quaisquer campo tensorial 7 pertencente ao espaco tangente .# (¥,) a derivada de Lie na
direcdo do vetor normal /7 de T também pertence a esse espago tangente (GOURGOULHON,
2012).

Figura 3.2 — Hipersuperficie sendo arrastrada pelo vetor normal de evolucio.

Fonte: 3+1 Formalism in General Relativity-Bases of Numerical Relativity (GOURGOULHON, 2012)

O gradiente de m pode ser escrito da seguinte maneira. Partindo da expressdo (3.61),

temos:
Vgm® = NK§ — ND*InN ng +n“VgN, (3.64)

onde usou-se a expressdo para o gradiente do vetor normal unitdrio dado por (3.52) escrito em

termos da curvatura extrinseca.

e Vetor Shift
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Agora para uma dada congruéncia y que intercepta a hipersuperficie X, em algum ponto y(p),
define-se um campo vetorial t* € M tangente a ¥ que se assemelha ao vetor normal de evolucdo
m através da propriedade: t*V,t = 1. No entanto, as congruéncias nem sempre interceptam
ortogonalmente as hipersuperficies, levando assim o campo vetorial t* diferir do vetor normal

de evolugdo. A essa diferenga chamamos de vetor shift N*, definido por:
N* =1%—Nn*. (3.65)

E importante notar que ele é definido na hipersuperficie X;. Pode-se também pensar na equagio
(3.65) como sendo a projecido do campo vetorial 7% em componentes, normal a hipersuperficie
e tangente a ela, veja figura (3.3). Assim a fun¢do lapso e o vetor shift podem ser escritos a

partir de (3.65), como: N = —nygt% e N* = h%tﬁ.

Figura 3.3 — Representacio do vetor Lapso N e Shift N.

Fonte: An advanced course in general relativity (POISSON, 2002)

e FElemento de linha

Discutimos agora como a fung¢éo lapso N, o vetor shift N* e a métrica induzida hqg
juntos descrevem a foliagdo do espago-tempo. Uma vez conhecidas as quantidades que descre-
vem a folia¢do, pode-se agora escrever o elemento de linha invariante (ds2 =8ap a’xo‘dxﬁ> em

termos dessas quantidades
ds® = —N?df* + hg, (N“dt +dy*) (Nbdt +dyb>. (3.66)
Assim, a decomposi¢do 3 + 1 do tensor métrico na forma matricial fica

2 c
800 &ho —N=+ NN N,
8ap = = ¢ , (3.67)
80a 8ab Na hab
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onde N, = h,,N?, ou seja, usa-se a métrica induzida h,;, para descer ou levantar indices de
quantidades definidas em X, assim os indices latinos (a,b,... = 1,2,3) sdo referidos a hiper-
superficie ;. A forma dual do tensor métrico, ou seja, as componentes contravariantes g*P
podem ser obtidas a partir da relagdo g*7g,g = 6[‘3", usando as componentes covariantes dadas

por (3.67). Portanto, podemos escrever

00 b0 _ 1 N°
e B B O (3.68)
gOa gab r hab - 53

Nota-se a partir de (3.68) que g%? # h® ao contrdrio de g, = hy,. Denota-se por g e h o
determinante de 8ap © haﬁ, respectivamente. Por se tratarem de densidades escalares, hd uma

relacio entre g e h. Usando o método de cofator, temos que a componente g*° é escrita como

oo _ _Coo
detgaﬁ’

onde Cyp € o elemento (0, 0) do cofator associado a matriz (g4g). O cofator é dado por
Coo = (—1)"Moo = Moo,

onde Mo tem a mesma ordem de Cyg e serd a matriz 3x3 igual a métrica induzida hg, obtida

ao eliminarmos a primeira linha e primeira coluna de g4g. Desta forma, encontramos
Coo = My = detha[g.
Logo,
00 h
=" g =NVa, (3.69)
8

onde usamos a componente g% dado pela expressdo (3.68). Assim, ao realizar uma integracio
no espaco-tempo invariante por transformacdes gerais de coordenadas, a mesma podera ser

decomposta como segue

/ V=g — / di [ NVidy, (3.70)
M

L
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A seguir, dando continuidade na definicdo de quantidades necessdrias na foliacdo, reescreve-

se a curvatura extrinseca em termos das varidveis (N, N%, hgp).
e Curvatura Extrinseca

As componentes do tensor curvatura extrinseca sdo escritos em termos do gradiente do vetor
normal unitdrio e da aceleragdo d, eq. (3.52). Essas componentes podem também ser escritas
em termos da derivada de Lie da métrica induzida /g na dire¢do do vetor unitafio 7, como

segue

(Lihop) - (3.71)

| =

Kop =

Para comprovar que a expressao (3.71) é de fato verdadeira, vamos fazer uso defini¢ao da deri-

vada de Lie de um tensor. Se adaptamos o resultado (3.31) de acordo com a Eq. (3.71) devemos

ter
1
Kap = 5 (0"Vyhap +hyaVn' +hgyVan')
1
) [n"Vy (gaﬁ _”a”ﬁ) + (gya —nyna) Vgn' + (gﬁy_”B”Y) Van']
Kaﬁ = Vanﬁ +naaﬁ, (3.72)

onde usa-se a definicao da métrica induzida (3.38) e o fato da curvatura extrinseca ser simétrica

nos indices o e . Na hipersuperficie a curvatura extrinseca é entéo escrita:
1
(Lihay) = 2N (Lhap) , (3.73)

na segunda igualdade usamos o fato que m = Nn.

Enfim, equipados das principais ferramentas definidas anteriormente da foliacdo do
espaco-tempo M define-se a seguir a ultima parte da decomposi¢ao 3 + 1 do tensor de Ri-
emman, que serd fundamental para a decomposi¢do na descricdo Hamiltoniana da Relatividade

Geral.
e Parte final da decomposi¢do 3 41 do escalar de curvatura

As quantidades definidas anteriormente como a relacdo de Gauss (3.54) e a relacdo de Codazzi

(3.58) tém significado para uma unica hipersuperficie, pois estdo restritas a apenas campos
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tangentes a X,. Agora, ao atuar duas vezes um mesmo operador em indices diferentes, obtém-se
termos proporcionais a derivadas de K (tensor curvatura extrinseca) na dire¢do do vetor unitario
7i que € a caracteristica de uma foliagdo.

Partindo da equacdo (3.57), atuando duas vezes em X, e uma vez ao longo de 7 encon-

tramos
haun® K RpyonP = haun®hiy (VyVent —VeVynt). (3.74)

Usando o fato que podemos escrever Vgn® = KE‘ —D%InNng, em que a aceleragdo ay =

n°Veny = DyInN, e também que n°Vyns =0e n°KY =0, obtem-se

hau no hz; Rgvcnp - ha‘u hE (_Kngno- + V\/Du lnN - nGVGK{lf‘i_
+DyInND*InN+n°ny, VsDHInN) (3.75)
= —KooKf +DpDoInN — hg hl n° V 6 Kyyy+

+Dg InNDgInN. (3.76)

Na expressdo (3.76) usamos a projecao hE Vy=Dge hgnv =0. Por sua vez, o termo Ay h% n° Vo Ky

B
pode ser interpretado a partir da derivada de Lie das componentes da curvatura extrinseca ao

longo da dire¢@o do vetor normal de evolugdo m. Assim,

ZnKop =Nn"VyKop + 2NKtqug — Ky gD"Nng — Koy D*Nng, (3.77)

onde usou-se a definicdo de derivada de Lie (3.30) e o gradiente do vetor normal de evolugdo
(3.64). Agora, projetar a expressdo (3.77) com relacdo a hipersuperficie ¥; significa projetar
uma quantidade ja definida em X, que é a prépia quantidade, ou seja: hf, hE ZLnKyv = ZLnKop-

Portanto,

1
ht hgn®VoKyy = szKaﬁ —2KaoK3. (3.78)
Substituindo a expressdo (3.78) em (3.76), tem-se

1 1
ha'u nG h/‘§ Rgvo.]’lp = _Nngaﬁ + NDBD(XN"—KQ“K;; (3.79)
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Em seguida, se olharmos para a expressdo da relacdo de Gauss contraida (3.55), observa-se
exatamente um termo igual ao da expressdo (3.79). Portanto, substituindo (3.79) em (3.55),

tem-se

1 1
ol Ry = ~ZnKap = 3:DpDaN +3 Ry + K Kop — 2K K5, (3.80)

onde, no lado direito de (3.80), substituimos os indices gregos pelos latinos, pois se tratam
de quantidades definidas somente em X;. Nosso interesse basicamente reside em reescrever a
Lagrangiana gravitacional em termos varidveis da hipersuperficie, ou seja, expressar o escalar
de Ricci R = g“ﬁRaB em termos de (N, N%, hgy,). Para obter o trago da expressdo (3.80) basta

aplicar nos dois lados a métrica induzida hoB

1 1
R+n*n"Ryy = ~NZnK — NDaDaN+3R+K2, (3.81)

onde usou-se que h* %Ky, = LnK +2NK, K% e que K = h*K,,. Finalmente, se usarmos o

escalar da relagdo de Gauss (3.56), é possivel eliminar o termo n#n"R,y, assim

2 2
R=C) R+ K>+ K, K+ Nng— ND“DQN,
R=C) R+ K, K- K*-2V, <Vﬁn“ nP — n“Vﬁnﬁ> ) (3.82)

A expressao (3.82) representa a dltima e mais importante decomposicao 3 + 1 do esca-
lar de curvatura. Com esta expressao encerramos nossa descri¢do da decomposicdo 3+ 1 do
espaco-tempo. A seguir vamos revisar as equagdes de campo da Relatividade Geral através do

formalismo Lagrangiano.

3.4 Formalismo Lagrangiano da Relatividade Geral

A Relatividade Geral € uma teoria covariante cldssica de campos. Para obter as equagdes
de campo da RG no formalismo lagrangiano considera-se um espago-tempo 4-dimensional onde
se define uma agdo funcional do campo gravitacional g de sua primeira derivada dg e segunda

derivada 9%g, dada por

St [g,08, 9°g; Py, 0P| = / (8,08, 3°g; Py, 0P,)/—gd x, (3.83)
M
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onde .Z é a densidade Lagrangiana total que contém a contribui¢do gravitacional g e da matéria
representada por campos ®,,, g € o determinante do tensor métrico e a integral é sobre uma
regido finita do espaco-tempo M. A acgdo total, expressdo (3.83), pode entdo ser dividida em

duas contribuicoes:
St =86+ Sm,

onde Sg e Sy sdo as acdes para o campo gravitacional e para os campos de matéria, respectiva-

mente. A acdo para a gravidade, também chamada de acdo Einstein-Hilbert é

1

Sg = Ter )., R\/—gd*x +—§1§ sK|h|zd3y——y§ eKo|h|2d%y, (3.84)

R € o escalar de Ricci 4-dimensional, K e K sdo as curvaturas extrinsecas e suas integrais repre-
sentam os termos de fronteira, enquanto / € o determinante da métrica induzida ambos definidos
na hipersuperficie ¥, (POISSON, 2002). Cada termo de (3.84) tem um significado, o primeiro
termo € o de Einstein-Hilbert onde toda a informagao da dindmica do campo gravitacional esta
contida, o segundo e o terceiro sdo termos de fronteira necessarios para uma variacdo bem de-
finida da acdo gravitacional (YORK JR., 1972; GIBBONS; HAWKING, 1977). No entanto,
o ultimo termo subtraido é nomeado como termo nao-dindmico que, ndo afetard o valor da

equagdo de movimento, mas somente a definicdo de energia que abordaremos posteriormente.

Figura 3.4 — A fronteira do Espaco-Tempo.

Fonte: An advanced course in general relativity (POISSON, 2002)
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Apresentamos uma breve discussdo sobre os termos de fronteira, pois sdo eles que per-
mitem um bom comportamento das quantidades no principio variacional. A fronteira de M ¢é
definida como sendo a unido de duas hipersuperficies X, € X;, com uma hipersuperficie tipo-

tempo B (POISSON, 2002), veja figura 3.4.
oM =%, U (-%,)UB (3.85)

o sinal de negativo — em X;, € por questdo de orientacdo do vetor normal em cada hipersuper-
ficie tipo-espago. Trabalha-se com todos os vetores orientados no mesmo sentido.

Por outro lado, a acdo para os campos de matéria tem a forma

Su(®@ig] = | Z0(@ D i)y =ud's (3.86)

em que a matéria é acoplada minimamente com o campo gravitacional. Dessa forma, a acdo

completa pode entdo ser escrita como:

R 1 1 1 1
Sy = — 4+ —ed*x+— @ eKlh|2d® ——55 eKolh|2dy. 3.87
1= [ (Gentn) vaattst o ektibay- g ekintats G

As equacOes de campo da Relatividade Geral sdo obtidas ao variar a expressdo acima em ter-
mos do tensor métrico g,g € minimizd-la, i.e. 6S7 = 0. A variagdo estard restrita a condigdo
08ap loy = 0, 0 que implica em manter fixo a métrica induzida h,, durante a variagdo. O pro-
cesso de variagdo encontra-se a seguir, em que se analisa separadamente a variacdo com relagcdo
a g%F de cada um dos termos presentes em (3.87). No entanto, antes de apresentarmos a va-
riacdo da acdo (3.87) apresentamos um significado fisico existente na descri¢do dos termos de

fronteira.

3.4.1 Conteudo fisico dos termos de fronteira

Até o momento ainda ndo tratamos dos detalhes sobre o significado dos termos de fron-
teira presentes na acdo gravitacional (3.87), iremos voltar nossa aten¢do nesta subsecdo para
esclarecer a importancia dos termos de fronteira na descricdo da energia total.

As equacdes de campo de Einstein (Gaﬁ = KTaﬁ), relacionam a curvatura do espago-
tempo com o campo gravitacional por meio do tensor de Einstein e a informacgdo da energia

do contetdo de matéria encontra-se no tensor energia-momento. Nao € possivel encontrar uma
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defini¢do geral de energia total de um sistema na RG, isso porque a energia do campo gravita-
cional ndo pode ser estabelecida a partir do tensor energia-momento, sua informacdo é contida
no tensor de Einstein G4, que sdo equagdes diferenciais ndo-lineares (MISNER; THORNE;
WHEELER, 1973). No entanto, através do Hamiltoniano gravitacional (3.87) ou (4.24) em uma
regidio assintoticamente plana 2 é possivel obter uma defini¢io para a massa gravitacional. Na

regido assintoticamente plana o Hamiltoniano gravitacional toma a forma

1

E—H;— _Eﬁé [N (<2>K—Ko) _ 2N, p® rb} J/Gde. (3.88)

Naregido assintoticamente plana a geometria do espago-tempo deve ser a de Minkowski,
em que x* = x%(ct’,x',y’,7’) representa um sistema de referéncia lorentziano. Exigiremos as-
sim, uma vez que as fungdes lapso e shift sdo arbitrarias, que as hipersuperficies tipo-espacgo X,
coincidam com o espago-tempo minkowskiano no infinito. Para isso temos que: para X, assin-
tético, ¢’ = constante e as coordenadas y* estdo relacionadas com as coordenadas espaciais de
Minkowski através de y* (x',y’,7') (POISSON, 2002).

Define-se matematicamente a massa gravitacional M como sendo:

|
M=——li @Dk — K 2 .
< Jim § ( 0) J/Gd>e, (3.89)

onde tomamos o limite da expressao (3.88) quando S;, uma 2-esfera, vai para o infinito e esco-
lhemos N =1 e N = 0. A expressdo (3.89) é conhecida como massa ADM do espaco-tempo
assintoticamente plano.

A escolha para a funcao lapso e o vetor shift sdo propositais, pois permitem uma relacao
entre a energia total e as translagdes no tempo, que pode ser visualizada através da expressao
t% = Nn® 4+ N%, equacio (3.65). Se consideramos T como sendo o tempo préprio 2’ medido

_ ox*

por um observador, entdo a 4-velocidade deste observador é dada por v* = S onde x% =

x%*(7,y*) é um sistema de coordenadas minkowskiano. Como X, deve coincidir com Minkowski

26 Define-se espago-tempo assintoticamente plano aquele que descreve fontes gravitacionais em regides
de vécuo no infinito.

27E o tempo medido pelo observador que viaja na sua prépria linha de mundo que ird descrever sua
trajetoria.
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no infinito, o vetor normal n* € ¥, é a 4-velocidade do observador. Assim,

ox% ox%
a __ - a
' —N( - ) +N (aya> (3.90)
ox*
o« _
= (3.91)

H4 uma outra escolha para a funcao lapso e vetor shift, que geram rotacdes assintdticas
(POISSON, 2002). Como consequéncia disso € possivel estabelecer a definicio do momento

angular de um espago-tempo assintoticamente plano através de:

J=- lim (2 0u p™ r,,) J5d6, (3.92)
St

1
E N )
onde escolhe-se N =0e N = ¢ = %j em que ¢ representa o angulo de rotacao.

As defini¢des de massa e momento angular descritos anteriormente tém como pilar a
ideia de fixar o tempo ¢ (constante) tal que no limite ( — o) alcancamos o infinito espacial 2
representado pela 2-superficie S; fechada. De fato, outras defini¢des de massa podem ser obtidas
se ajustamos a 2-superficie no limite quando se estd no infinito. Um exemplo de uma nova
defini¢do de massa é conhecido como massa de Bondi-Sachs (Mps) que consiste na escolha de
uma 2-superficie S; se tornar um infinito nulo (estrutura assintética) (POISSON, 2002). Sua

forma matematica é

1

Mps(u) = —— yg( | (<2>K—Ko> Vod?e, (3.93)
U,y—roo

em que foi necessdrio realizar uma mudanca de coordenadas, ao qual chamamos de coordenadas
no cone de luz u e v, definidas da seguinte maneira: u =t —r e v =t +r. Dessa forma, os limites
de r — o e t fixo s@o equivalentes a condi¢des nas novas coordenadas de manter u fixo e v — oo,
A 2-superficie é entdo denotada por S (u, v).

Diante da mudanca nas coordenadas a partir de u e v, a interpretacdo fisica da massa
de Bondi-Sachs consiste no estudo de um objeto isolado que emite radiacdo (radiagcdo essa que
podera ser emitida na forma de ondas eletromagnéticas ou ondas gravitacionais). Além disso,

podemos associar a taxa de variagdo desta massa com o fluxo de energia irradiada (POISSON,

28 Este termo faz mencio i causalidade do espaco-tempo definida pelo cone de luz, que na decomposi¢io
do espaco-tempo em hipersuperficies espaciais consideramos como hipersuperficies tipo-espago.
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2002), que se define como

dMps
du

= _55 F\/cd*6 (3.94)
S(u,y—reo)

onde F representa o fluxo da radiacdo. Em um espaco-tempo estaciondrio, ou seja, em que ¢ €
fixo ambas defini¢cdes de massa sdo idénticas. A diferenca entre as defini¢des da massa ADM
Mspy e a massa de Bonchi-Sachs Mpg fica evidente quando tratamos o espaco-tempo como
dindmico. Nesse espaco-tempo observa-se que a massa de Bonchi-Sachs decresce enquanto
a massa ADM se mantém constante.”’ Destacamos que existem novas defini¢des de massas
diferentes da massa ADM, que podem ser utilizadas dependendo do contexto e modelo que
esteja trabalhando (POISSON, 2002; BROWN; YORK JR., 1993).

Encerramos aqui nossa discussdao da importancia e conteddo fisico dos termos de fron-

teira na descricdo da energia para o campo gravitacional em uma regido assintoticamente plana.

3.4.2 Variacao do termo de Einstein-Hilbert

Seja a acdo de Einstein-Hilbert Sgy, podemos expressar sua variacdo em relagdo a g

como

OSEH
167 16n

s (Rv—g)d* (5R\/_ +RS\/—g)d" (3.95)

16

lembrando que R € o escalar de Ricci 4-dimensional, o escalar é escrito como a contragido do

tensor de Ricci com o tensor métrico:
R=gRypg (3.96)
onde

Y Y Y
Rap =Reys =Ty~ Toyp + i as —Taplay

sendo 'V ap O3 simbolos de Christoffel. Assume-se a partir deste ponto a seguinte notagao:

VP = WP ‘o € dg WP = vﬁ 30 A variacdo do escalar de Ricci (3.96) é feita aplicando a regra de

2E possivel demonstrar esta afirmagdo, no entanto no momento foge do escopo do trabalho, para deta-
lhes sugerimos ao leitor a referéncia (POISSON, 2002).
30 Note que a notagio V1P = v’;’ «» ¢ valida no espaco-tempo, enquanto D> = v1|’a na hipersuperficie X,
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Leibniz,

SR=8g"PRyp +g"PSR,p (3.97)

Reescrevendo a variacdo do termo de Einstein-Hilbert, temos

OSEH :/ <5gaﬁRaﬁ\/—g+g“ﬁ5Raﬁ\/—g—I—R&/—g) d*x. (3.98)
M

Ao variar o tensor de Ricci (6Raﬁ), estamos variando na realidade os simbolos de Christoffel
(Fzﬁ) que por sua vez nao se transformam como um tensor, portanto ndo € possivel tomar
diretamente sua variacdo. Todavia, a subtragdo de dois simbolos de Christoffel se transforma
como um pseudotensor e coincidem com a variagdo de R, 5. Podemos ainda calcular a variagdo

de R, g em um referencial local de Lorentz 3!, logo

SRep =8 (Thp, ~Thy ) = (6F§ﬁ);u —(8Thy) 4.

E ainda possivel escrever convenientemente

g%P ORyp = Svﬁl,

em que definimos um novo termo na variacdo ovi = g®P 61"’; B goH 51“/; g- Por outro lado, a

variagdo da métrica 8./—g € mais simples
1 1
5v—8=—3V—88up 5% = Ex/—ggo‘ﬁ 88ap; (3.99)

sendo que, para obter (3.99), usa-se a propriedade do tensor métrico <g°‘“ gup = 55‘ ) e propri-
edades de determinante de uma matriz (D’ INVERNO, 1998).

Substituindo essas variagdes em (3.98), temos:

5SEH:/ (Raﬁ—%gaﬁR> 5gaB\/_—gd4x+/ Svi/—gdx. (3.100)
M M

31 E o referencial com geometria plana, ou seja, nio hé curvatura.
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Podemos identificar o dltimo termo de (3.100) como uma integral de fronteira (POISSON,

2002),

/Mgvfiﬂ/—gd“x: /M (V=gdWt) ,d*x (3.101)
em que foi usado a defini¢ao de derivada covariante (CARMELI, 1982; D’INVERNO, 1998)

Al‘_L

"= = (v—gA") - (3.102)

Por outro lado, fazendo uso do teorema de Gauss, a expressao (3.101) se reduz simplesmente a

/ Svﬁm/—gdélx:% Svidy,, :75 £8vn, |2 dy, (3.103)
M oM oM

em que ny € um vetor unitdrio normal a oMee= nun” = #41. Por sua vez, o termo de fronteira

U

(3.103) pode ser escrito em termos da variagdo de gup. Lembramos que I',

B ¢é escrito em

termos do tensor métrico e sua variagdo na fronteira é dada por

1
H —
6Faﬁ ‘8M - Eg”v <6gV(X,[3 + agvﬁ,a - 5ga137v) .

Portanto, fazendo uso desses resultados e condi¢des, o termo Svu presente na integral de fron-

teira (3.103) fica
Svi =g (88up.c — 08up.p) (3.104)

onde usa-se o fato de que SvH é escrito em termos da variacdo dos simbolos de Christoffel e
lembrando que na fronteira 68 lom = 5g°P loy = 0. Agora, ao realizar o produto escalar do
vetor normal n# com o resultado (3.104) podemos determinar o termo presente na integral em

(3.103):

””SVu’aM = ”ugaﬁ (Sguﬁ,a - Sgaﬁaﬂ)
=M (enanﬁ +haﬁ> (Sg”ﬁva — Sgaﬁ#)

= n*hP (8gup.0— 82ap.u)

nt vyl = —haﬁ5gaﬁ7un“.
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Na segunda linha usou-se a definicdo da decomposic¢ao do tensor métrico em termos da métrica
induzida h*P e ainda temos que n“n® multiplica tensores antissimétricos em L e «, que é
igual a zero, chegando assim na terceira linha. E por ultimo o termo hoB § 8up,o = 0, pois nao
somente a variacdo O g“B é nula na fronteira dM, mas também a sua derivada tangencial se
anula (POISSON, 2002).

Finalmente pode-se escrever a variacao do termo de Einstein-Hilbert (3.100), da seguinte

forma

1
8Sen :/ <Raﬁ — EgaﬁR) Sgaﬁ\/_—gd‘lx—yg ehaﬁagamnﬂmﬁd%, (3.105)
M oM

o termo da primeira integral € conhecido como o tensor de Einstein G, que descreve a geome-
tria do espago-tempo. A expressao (3.105) contém ainda um termo de fronteira. Geralmente em
teoria de campos nao ha varidveis com derivadas parciais de segunda ordem, um caso especial é
a RG, que tem como densidade lagrangiana R (escalar de Ricci) possuindo derivadas parciais de
segunda ordem do tensor métrico g,g. Portanto, devido a essa caracteristica ndo muito comum
em uma teoria de campos, faz-se necessario acrescentar termos de fronteira como em (3.105)

(POISSON, 2002; OKSANEN, 2013).

3.4.3 Variacdo do termo dos campos de matéria

Os campos de matéria sdo introduzidos na agdo total, pois sdo a partir deles que vem a
informag@o da matéria presente na famosa equagdo de campo de Einstein (Gyg = kTyp). Até
aqui, na ultima sec@o encontrou-se uma expressao para a dinamica do campo gravitacional, ou
seja, como € a deformacgao da geometria do espago-tempo. No entanto, ainda ndo ha informacao
a respeito de quem € o causador na equacdo de campo desses efeitos na geometria do espago-

tempo. Para isso, seja S, a acdo integral contendo informag¢des de campos de matéria

S = / L/ —gd*x, (3.106)
M
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onde .%, é a densidade lagrangiana para campos de matéria. A variagio de (3.106) com relacdo

ao tensor métrico fica

5Sm :/ <%5gaﬁx/—g+$m5\/—g) d*x (3.107)
M

Sgob
0.Lm 1

em que foi usado a variagdo d./—g dado por (3.99). Define-se a seguinte quantidade como

sendo as componentes do tensor energia-momento

0.%

Top = —2$0$ +ZLm8op (3.109)

A expressao (3.109) € a responsavel por fornecer a informacdo da distribuicdo de matéria na
equacdo de campo de Einstein (CARMELI, 1982; D’INVERNO, 1998). Para modelo de siste-
mas fisicos, temos diferentes expressdes para o tensor T g para um determinado tipo de matéria.
Por enquanto 7,5 descreve um fluido perfeito com presséo. Pela lei de conservagéo da energia,

o tensor energia-momento deve satisfazer
VﬁTaﬁ — T:gﬁ =0,

que € vista como uma versao covariante da lei de conservacao. Portanto, substituindo a defini¢do

(3.109) na expressdo para a variagdo dos campos de matéria, temos

8Sm = —%/ Top88*P /—gd*x, (3.110)
M

essa € a variagc@o para os campos de matéria que tem sua contribui¢io expressa na acao total. A

seguir, a varia¢ao dos termos de fronteira € analisada com cuidado.

3.4.4 Variacio do termo de fronteira

Os termos de fronteira presentes na a¢ao total (3.87) dependem das curvaturas extrinse-
cas, a Unica que contribuird na variacao € aquela escrita em termos de K, o traco da curvatura

extrinseca, pois em principio: Ky = 0 (onde, Ky é uma curvatura constante) (POISSON, 2002).
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Assim, a varia¢do do termo de fronteira serd

—_— = — €O0K|h|2d 3.111
aqui 8h?*P |5y, = 0, ou seja h*P ¢ fixada na fronteira. Para encontrar a variacio de K deve-se

recordar da expressao (3.53), em que o traco da curvatura extrinseca pode ser escrita como

K= (5m),

B

:ga Ny

= (Snanﬁ +haB) Ny
ou seja
K= haﬁna;ﬁ.

em que usamos o fato de que (n“na; B = 0), e que ng.pg € interpretado como a aceleragio a®
de um observador na hipersuperficie, eq. (3.51). Por fim, substituindo a derivada covariante do

vetor n1¢, 0 traco da curvatura extrinseca é assim escrita em termos de g®?
_ o Y
K =h*(ngp —T7 gny). (3.112)

A variacio de K dado em (3.112) com relaco a g®P consiste simplesmente em tomar a variacdo

do simbolo de Christoffel T’

B’ lembrando que h*B ¢ mantida fixa na fronteira

5K =—h*P 8T gny

1
- Ehaﬁ (08uap+08up.a— 08apu)n"

1
zihaﬁsgawnﬂ, (3.113)

em que usamos novamente o fato de que a varia¢do da métrica & g“ﬁ e a componente tangencial

de sua derivada h*P § 8oy p S¢ anulam na fronteira.
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Substituindo a expressdao (3.113) em (3.111) encontra-se o seguinte resultado para a

variag¢do do termo de fronteira,
5S; :¢ eh®P8g,p ynt |h|2dy. (3.114)
oM

Por fim, determinamos todos os termos da varia¢do da acdo total, basta somar as expres-

soes (3.105), (3.110) e (3.114), ou seja:

1
887 =1 (8SEm +8S5) + 8Sm (3.115)
“167 )\, (R“ﬁ - 5gaﬁR) 8PV ad'x— g ?gME’““B 82ap un |h3d’y
1 4 1 1 3
_E/MTaﬁSgaﬁ\/—gd x+§§1§mehaﬁsgaﬁ,ﬂnﬂ|mzd y. (3.116)

Os termos de fronteira se cancelam mutuamente na expressao (3.116). Agora minimizando a
expressao acima 057 = 0, obtém-se exatamente a equacdo de Einstein para o campo gravitaci-
onal:

1
R(xﬁ — Eg“ﬁR = SJTT(XB. (3.117)

A expressao (3.117) é a famosa equagdo de Einstein para o campo gravitacional na presenga
de matéria. O lado esquerdo de (3.117) contém informag¢des de como é a geometria do espago-
tempo devido a presenga de matéria, representada pelo tensor T g.

Com essa discussao, finalizamos a nossa revisao quanto as ferramentas necessarias para
construir a Hamiltoniana para o campo gravitacional. A seguir discutiremos em detalhes a

formulacdo Hamiltoniana para a RG.
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4 FORMALISMO HAMILTONIANO DA RELATIVIDADE GERAL

Formular a Relatividade Geral como uma teoria de Hamilton é um trabalho extenso,
sendo que a principal motivagdo para tal abordagem € a quantizagdo do campo gravitacional.
A primeira proposta concreta foi dada por Arnowit, Deser e Misner em 1962 (ARNOWITT;
DESER; MISNER, 2008). E muito comum encontrar em literaturas a nomenclatura formalismo
ADM em homenagem aos trés pela descri¢do, em vez de formulacdo Hamiltoniana da RG. No
entanto, aqui faremos o uso do termo formulacdo Hamiltoniana da RG, pois abordaremos as
variagbes com relag@o ao tensor métrico g, contrdrio ao descrito em ADM, que utiliza-se o
método de Palatini !, ou também conhecido como representacio de primeira ordem do campo
gravitacional. Para detalhes ver (ARNOWITT; DESER; MISNER, 2008).

Usaremos a decomposi¢do 3 + 1 para obtencdo da formulagdo Hamiltoniana da RG,
além € claro, de levarmos em conta as ferramentas apresentadas no capitulo anterior, referente
ao formalismo Lagrangiano. O Hamiltoniano da RG € um funcional da funcio lapso N, vetor
shift N®, métrica induzida A, e de seus momentos canonicamente conjugados py, pa € p®,
respectivamente, que sdo varidveis candnicas independentes e juntos formam as varidveis ADM
(OKSANEN, 2013; POISSON, 2002). No presente momento faz-se a constru¢cdo do Hamilto-
niano gravitacional sem levar em conta a contribui¢do dos campos de matéria, sendo que sua
presenca ndo altera os principais resultados obtidos. No entanto, consideramos na construgao,
uma vez mais, os termos de fronteira que por sua vez tem um papel importante na andlise da
variagdo do Hamiltoniano em termos das varidveis candnicas. Além disso, na representagao
Hamiltoniana, os termos de fronteira representam energias e ndo podem ser simplesmente des-

prezados.

4.1 Acao Gravitacional

Consideremos a acdo gravitacional expressa em (3.84), e deixando de lado, no presente
momento, o termo ndo-dindmico associados com a curvatura constante Ky. Pode-se entdo es-

crever a agﬁo como

2KSG:/R\/—gd4X+2§l§ eK|h|>d’y. 4.1)
M oM

! Este método consiste em variar separamente a aciio gravitacional com relagdo ao simbolos de Christof-
fel I'7 p € a0 tensor métrico g*P na obtencdo das equacdes de movimento, tratando-os como varidveis
independentes.
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em que Kk = 87 € a constante de acoplamento gravitacional. No capitulo anterior definiu-se a
fronteira dM como sendo constituida pela unido das hipersuperficies ortogonais, tipo-espaco
(X4,, X,) e tipo-tempo (B), expressdo (3.85). Aplicando novamente essa condi¢do de fronteira

na segunda integral da expressdo (4.1), temos que

21<S(;:/R\/_—gd4x—2/ K\/Ed3y+2/ K\/Ed3y+2/KB\/_—yd3z. (4.2)
M p B

Z"12 11

E necessdrio chamar a atencfo nesta parte para rotular as quantidades definidas em cada hiper-

superficie segundo tabela (4.1) a fim de evitar confusdo na interpretacdo de cada hipersuperficie.

Tabela 4.1 — Rétulos das Hipersuperficies. Ver Fig.(3.4), pig.42.

’ Superficie \ X, \ S \ B ‘
vetor normal n% | r* | r®
coordenadas v ler |7
métrica induzida hav | CaB | Yij
curvatura extrinseca K., | Kap | Kij
traco da curvatura extrinseca | K @K | Kp

Prosseguindo com a descri¢do do Hamiltoniano da RG, leva-se em conta que o escalar de cur-
vatura presente na primeira integral de (4.2) pode ser decomposto segundo a expressao (3.82);

temos assim:

15}
/ Ry/—gd*x = / dt / <(3)R+K“bKab—K2> NVhd?y—
M 1 )

) % n%nP — n%nP ) ax (4.3)
aM( B ’B> *

onde usamos o teorema de Gauss para escrever a ultima integral de (4.3). E necessério certo
cuidado ao tratar o termo de superficie. Na ultima integral, h4 novamente uma integracao na
fronteira, que pode ser dividida a partir da unido das trés hipersuperficies. Entdo, o elemento de
medida d¥, assumird um determinado valor segundo a hipersuperficie que estd sendo conside-
rada, por exemplo, para a hipersuperficie X; : dXq = ng vhd?y. Abrindo os termos para todas
as hipersuperficies na expressao (4.3) e substituindo essas quantidades na a¢do gravitacional,

obtém-se que os termos envolvendo ¥, e ¥;, se cancelam (devido a orientagdo das normais),
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fornecendo assim

15}
2KSc = / dt / <(3)R+KabK“b—K2>N\/l_zd3y
131 X

42 / (KB -I-Fa;ﬁnanB) V—7d%z, (4.4)
B

onde assumimos que as hipersuperficies (¥X;, B), que definem a fronteira, se interceptam orto-
gonalmente, o que implica que os vetores normais satisfazem: ron® = 0.

Podemos trabalhar um pouco mais o termo de superficie restante. A folia¢do da hi-
persuperficie tipo-tempo B € dada pela unido de um conjunto de superficies 2-dimensionais S;.
Portanto, levando em conta a foliagdo de B, o segundo termo de (4.4) pode ser escrito em termos

de uma integral sob S;, ou seja
/ <K3+ra;ﬁn“nﬁ> \/—)/d3z: /dt N\/E(Z)Kdze, 4.5)
B St

aqui @K = 64BK 5 é 0 traco da curvatura extrinseca 2-dimensional, definida em S;. S6 € pos-
sivel escrever a integral (4.5) porque podemos estabelecer uma relacdo entre as coordenadas
(Z =7 (t, GA)) definidas em B e em S; (POISSON, 2002). A expressao (4.4) pode ser rees-
crita adicionando o termo constante Sy (mencionado no capitulo anterior) e levando em conta a

foliacdo de B = U,S;, como

15}
2kSG = / di { / <(3)R+KabK“b—K2> NVhd3y +2 ;5 <<2>K—KO> N\/Edze]. (4.6)
151 X

St

O termo que envolve Kj (curvatura constante embutida em S;) na expressao (4.6) permite que a
acdo gravitacional seja bem definida para qualquer espago-tempo assintoticamente plano (POIS-
SON, 2002; OKSANEN, 2013). A expressdo (4.6) € a acdo gravitacional utilizada para descre-

ver o Hamiltoniano gravitacional, abordado a seguir.

4.2 Abordagem Hamiltoniana

O processo para a construcdo do funcional Hamiltoniano segue o mesmo principio tra-
tado na secdo 3.1, no entanto, seremos mais especificos apresentando uma formulagdo hamil-
toniana de uma teoria de campo. As varidveis presentes na acdo gravitacional (4.6), estdo

definidas no espago de configuracdo (g, ¢), e sdo aquelas que irdo descrever as componentes da
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métrica g, do espago-tempo: g, N, N, hap, N e N®. A curvatura extrinseca Kyp pode ser

escrita em termos dessas varidveis. Para isso, levamos em conta a expressao (3.73), onde
Z?zhab - 2NKab7 (47)

¢ a derivada de Lie da métrica induzida ao longo do vetor normal de evolucdo 7. Usando o
fato de que m = Nn% =t* — N%, podemos expressar a derivada de Lie em termos de derivadas

parciais:

Lihay = ZLihab — Lihap = hab — hacNjp — hpeNjy (4.8)

em que aplicamos a defini¢do de derivada de Lie na direcdo do vetor shift N*. Lembre da nota-
cdo NIC;? = D,N?, sendo que também usamos uma propriedade da derivada de Lie ao longo de z,
que corresponde simplesmente tomar a derivada total com relagdo ao tempo da quantidade que

estd sendo “arrastada”, i.e. Lhy, = % = hgp,, para maiores detalhes veja (GOURGOULHON,

2012). Portanto, podemos entdo expressar a curvatura extrinseca como:

1

K,;,=—
ab N

(Pab = Najp = Npja) - (4.9)
A partir de (4.6), a densidade Lagrangiana € escrita como

2Kk = <3R —I—KabKab — K2> NVh

- (3R + (h“chdb _ pbped ) Kachd> NV (4.10)

E ficil notar que a densidade Lagrangiana é independente de N e N¢, o que implica que N e
N“ ndo sdo varidveis dindmicas, o que resulta na presenga de vinculos primdrios, determina-
dos a partir do momento canonicamente conjugado da teoria (DIRAC, 1958). Os momentos
canonicamente conjugados das varidveis N e N“ sdo denotados por
026 0% 0

PN = 8NN ) pa_aNaN

4.11)

A densidade Hamiltoniana é definida da maneira usual a partir de uma transformada de Legen-
dre, que consiste em redefinir a dindmica no espago de configuracio (hab, N, N¢ hy,, N eN“)

para o espaco de fases (ha,,7 N, N%, pn, pa, € p"b). A defini¢do da Hamiltoniana gravitacional
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segue
I = pha, + pNN + paN® — % (4.12)

Os parénteses de Poisson fundamentais entre as varidveis candnicas sao definidos como:

{Nx), pn(y)} = 8(x—y), (4.13)
{N“(x), pp(y)} = 858 (x—) (4.14)
{hab(x), p"d(y)} = 5505(x— ), (4.15)

onde J; € o delta de kronecker e 6(x —y) o delta de Dirac. Os demais parénteses de Poisson
entre as varidveis canonicas sao nulos.

O momento canonicamente conjugado a métrica hy, é

0%: 0% dK, Vh
ab G G mn ab ab
" Ohyy  OKym by, 2K (K Kh )

(4.16)

em que usamos a relacdo entre a curvatura extrinseca e a derivada temporal da métrica induzida,
dada pela expressao (4.9). Substituindo os resultados Egs. (4.9), (4.10) e (4.16) em (4.12), tem-

se a seguinte expressao para a densidade Hamiltoniana,
QA = <K“bKab _ K20 R) NV +2 (K“b - Kh“b> NV,

O Hamiltoniano total para a gravitagao € obtido através da integral da densidade .7 em
¥,. Levaremos em conta em sua descri¢do, a presenga de vinculos primdrios (py, p,) presentes

na teoria e também dos termos de fronteira (4.6). Portanto, o Hamiltoniano total segue

2kHg = / (KK~ K2 = R)NVR+2 (K™ — KR ) Ny, V| dy
by

+/ (vaN+v“pa)d3y+2y§ <<2>K—Ko) NVGd?e, 4.17)
X, Sy

onde os vinculos primarios (py, p,) sdo incluidos a partir de multiplicadores de Lagrange vy e
V¢, respectivamente. Primeiramente, ¢ importante notar a necessidade de escrever Hg comple-

tamente em termos das varidveis canonicas. Para isso, podemos expressar 0 momento canoni-
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camente conjugado como:
2k pt = Gk, (4.18)
onde G4 & conhecida como a métrica de DeWitt (OKSANEN, 2013), e € definida por
Gabed — /1, B (hachbd +hadhbc> _ habhcd] (4.19)

sendo sua inversa dada por

Vh
Gaped = > (hachpa + haahpe — haphea) - (4.20)

Esta definicdo permite reescrever convenientemente:

Vh 1
o (K“bKab _ K2) — ﬁKabG”de Kog = 2K Gapea p™ p©e. 4.21)

Em seguida, o termo proporcional a fun¢do shift N, na primeira integral de (4.17), também

pode ser escrito em termos do momento p“? como:

K

1

/—< “b—Kh“b>Na|b\/l_zd3y:/2p“bNabd3y

El Z[

_ / 20% he <8bNC+ngNd> &Py
X

— / (2p“” hea@pNC + p 8dhabNd) &y, (4.22)
5,

Aplicando integracdo por partes no primeiro termo de (4.22), temos:

/Z | % (K“b . Kh“b) NopVhd®y = /E | (ab <2p“b hcaNC> — N9, <p“b hm> +p 8dhabNd> &y

= yg 2p“bNa p \/Edzﬂ—i—
S

+ / <—2hca8bp“b—(28bhca—8Chab) p“b) Neddy.  (4.23)
X
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Em posse dos resultados Egs. (4.21) e (4.23), podemos escrever o Hamiltoniano gravi-

tacional total como segue:

HG:/ (N%+N“%+van+v“pa)d3y—
X

_ lﬁé [N ((2)1{ _ k0> — N, p® r,,] J/Gd>6, (4.24)

K

onde define-se as seguintes quantidades

\/5(3)]3

% = ZKGabcdpabPCd - % )

(4.25)

Ay = —2hae Opp™ — (20phac — daher) p. (4.26)

O préximo passo da andlise consiste em impor a condi¢do de consisténcia para os vinculos

primadrios, que resulta em

py =1{pn, Hg} = 7 = 0;

Pa={pn,Hc} =7, ~0.

Vemos assim que as quantidades 77 e 7, sdo vinculos secunddrios. Eles sdo conhecidos
respectivamente como, vinculo Hamiltoniano 7 e vinculo super-momento .77, (OKSANEN,
2013; BOJOWALD, 2011; BAEZ, 1994), mais adiante examinaremos esses vinculos com mais
detalhes sobre o fechamento da élgebra.

A expressdo (4.24) € a forma final do Hamiltoniano gravitacional que leva em conta
na sua descri¢do os termos de fronteira. O préximo passo na andlise candnica € determinar
a variacdo do Hamiltoniano Gravitacional Hs com relagdo as varidveis candnicas, para em

seguida obter as equagdes de movimento de Hamilton.

4.3 Equacoes de movimento de Hamilton

Nesta secdo apresentaremos a andlise das equagdes de Hamilton, para isso discutiremos
as variacOes do Hamiltoniano Gravitacional (4.24) com relacdo as varidveis canonicas. Uma

vez que o Hamiltoniano € um funcional que depende das varidveis candnicas € necessario impor
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condicdes de contorno para que na fronteira S; tenha-se
ON = ON“ = 6hy, =0.

No entanto, a variacdo dos momentos candnicos (5 PN, Opa, Opt ) nao sdo tomados como zero
na fronteira (POISSON, 2002).
A variagcdo do Hamiltoniano com relacao as varidveis N e N sao realizadas diretamente

a partir de (4.24), assim

2kSyHg = / <,%%6N+ 2%%,5N“) Vhd3y, (4.27)

L

em que, por conveniéncia, definimos quantidades 6 = 2x6.

Por sua vez, a variacdo de Hg com relacdo as varidveis h,, € p?? devem ser realizadas
com cuidado. Para comecar deve-se escrever a expressao (4.24) em termos dessas varidveis.
Realiza-se a variagdo de uma forma mais pratica dividindo o Hamiltoniano gravitacional como

segue
2kHg = Hs + Hp, (4.28)

onde Ay é a parte do Hamiltoniano devido 2 hipersuperficie X,

. 1
Ay = / [Nh—i (ﬁ“bﬁab — Eﬁz) —Nh? ®OR—2N,h? (h_i ﬁ“b> |b] 4y (4.29)
L

enquanto H r € o termo referente a fronteira,
Hy = — 315 [N (<2>K—ko) N,k r,,] J/Gd>6 (4.30)
St

O processo da variagio com relacio a § p?” encontra-se a seguir.
e Variacdo de Hg com relagio ao momento p%°

A fim de calcularmos a varia¢do de Hg com relagdo ao momento p%°, analisaremos separada-

mente cada uma das quantidades em (4.29) e (4.30). A variagdo do primeiro termo pode ser
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escrita como

N 1
dylts = | [Nh-%ép (ﬁ“bﬁab - 5132) ~5, (v} <3>R)] S
%

~28, | Noh? (h*% ﬁ“b> |ba’3y, 4.31)
X

a variacdo do termo quadritico no momento € escrita a partir do resultado

ah A I, wah < ~ wab A I,
Sp (p“b Pab — 5192) = PS8 pup+ 8P pap — & (Epz)

. 1, .
=2 (pab - Ephab) 5pab.

Ademais, usamos também o resultado anterior (4.23),

N, h? (h*% ﬁ“b>bd3y __ / Najy (h*% pab) Vhd?y + 55 Nap® ryh=2\/Gd%0, (4.32)
X, X St

para expressar o termo linear no momento em uma forma mais apropriada e assim determinar a

sua variacao, que explicitamente € escrito como

25, [ Noh? (h—iﬁ“”>|bd3y:—2/ N33y +2 ) Noh™* 85 r,n/Gd>6.
X X St

O escalar de Ricci @R ¢ independente do momento candnico, entao 5p ()R = 0. Variando em

seguida o termo de fronteira, observa-se que a unica contribuicao serd

§,lr =42 Ny~ 2 8 ry/5d>6. (4.33)
St

Portanto, a partir dos resultados Eqgs. (4.31) e (4.33) encontramos a variacdo do Hamil-

toniano gravitacional com relagdo a0 momento p®, como segue
(. 1 A
%
ou convenientemente em forma compacta

16n8,Hg = / Aoy pld3y, (4.35)
5,
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onde 57, =2 [N h2 (ﬁab — % p hab) +N(a|b)] . Agora, na sequéncia varia-se o Hamiltoniano

gravitacional com relacdo a métrica induzida A.
e Variacdo de Hg com relacdo a métrica hy,

A variagdo de Hy com relacdo a métrica induzida h,;, consiste em

A 1
OpHy = 5h/ [Nhé <ﬁabﬁab — Eﬁz) _Nh? (3)R} d’y
%

—28, | Nuh? (h’% ﬁ“b> ‘bd3y, (4.36)
X

aultima integral de (4.36) pode ser reescrita numa forma conveniente com o auxilio da Eq. (4.32).

Temos entdo que
A 1
8,Hs :/ [Nah [h—é (ﬁabﬁab— Eﬁz)] NS, (h% (S)Rﬂ By+
%
+28, [ Nup (h—% ﬁ“b> Vhd?y — 25;151{ Nap® ryh=2+/5d6. (4.37)
) Sy

ApOs calcular a variagdo das quantidades em (4.37), a expressdo tem a seguinte forma

A 1 1 1 1 1
Sufly = /E BRIl (ﬁCdﬁcd - Eﬁz) W 2N K2 (ﬁ?ﬁCb - —ﬁﬁ“b) +
t

[\

+NREG™ - 25NE | Shapd®y + / |- NES A 2INST [y, @39
Y

t

onde usamos novamente alguns resultados anteriores

1
Syh? = ih% H Shy:

1
ﬁz) =2 (ﬁ?ﬁc” - 51315“”) Shap’
5, (2 PIR) = —h3 G+ 13 8y ;

6hNa|b = Nﬁ;ahac —|— hac SFZde,

em que G = Rab — %( )R h ¢ o tensor de Einstein 3-dimensional, e lembramos da identidade
h* SR, = Svfc, sendo que §v¢ = h“bSFZb — h"CSsz.
E possivel manipular um pouco mais a expressio (4.38) a fim de escrever a tltima inte-

gral em funcdo da variagdo Oh,y,. Para isso utiliza-se o teorema de Gauss, e também o fato de
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que Ohy;, € identicamente zero na fronteira S;. Portanto, com um pouco de dlgebra, os termos

da dltima integral de (4.38) s@o escritos explicitamente como

- / N3 8V, d’y = / (RN = NI) Shaph>dy + b N1 Shap o1 /5%,
Z, E[ St

/ 298 N ST dPy = — / (héﬁ“bNd)d Shayhd3y.
> X

Por fim, reescrevendo a expressao (4.38) considerando as devidas manipulacdes tem-se,

de forma compacta, a seguinte expressao

8,y = / P §hapd®y + O Nh® Shyy 1/ G d*6, (4.39)
Zt Sl

onde definimos

. I
P = NRt GP —

2 2
13 (hNY - NI) 3 (073 p N TN

1 1
N2 (ﬁCdﬁcd - —ﬁ2> KON (ﬁ?ﬁd’ - Eﬁﬁ“b) +

Por outro lado, a variacdo do termo de fronteira (4.30) com relagdo a métrica h,y, é
mais simples. A dnica contribui¢do para a varia¢do € oriunda do termo envolvendo a curvatura
extrinseca 2K, pois ao variar o segundo termo de (4.30) deve-se levar em conta mais uma vez
o fato de 6h,;, = 0 na fronteira S;. Entdo, como ndo hd contribui¢io na variagdo da curvatura

constante kg, temos
8,Hr = —2 55 N&, DK \/od?6. (4.40)
St

De fato, a variagdo 0y @k jé foi calculada no capitulo anterior, expressao (3.113), a tnica

necessidade € adequar o termo com a fronteira, ou seja
(2) 1 ab c
6h K= Eh Shab7cr .
Logo a variacdo do termo de fronteira € escrita simplesmente como

8iHr = — @ Nh® Shyy, . \/cd*0 (4.41)
Si
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Ao somarmos os resultados Eqs. (4.39) e (4.41) fica claro que as partes envolvendo
termos de superficie se cancelam, possibilitando assim escrever a variacdo do Hamiltoniano

gravitacional com relagdo a métrica 64y, da seguinte forma
2k8,Hg = / PP Shyp, d3y. (4.42)
%

Por fim, com auxilio dos resultados de variagdo Eqgs. (4.35) e (4.42), podemos escrever

a variacdo completa do Hamiltoniano gravitacional como

§Hg = / (gzab Shap + a5 p™ + HGEN + Z%SN“> d’, (4.43)
by

A

onde escrevemos 0Hg em termos das varidveis originais 6 = zi. Note ainda que o cdlculo

das variagdes foi preciso gracas aos termos de fronteira que carregamos desde o principio e
sob as condi¢cdes ON = ON* = Shy, = 0 em S;. A seguir, utiliza-se da variagdo completa do
Hamiltoniano gravitacional (4.43) para encontrar as equacdes de movimento de Hamilton.

Por se tratar de uma teoria que descreve campos (campo gravitacional) e garantindo que
a teoria seja covariante a acao gravitacional pode ser escrita na forma candnica, i.e. ser expressa

em termos da densidade Hamiltoniana

t2 . . .
S; = / di { / (ha,, P+ pyN + paN“> &Py — %cﬁy} : (4.44)
n X pA

onde Hg = sz H:d>y é o Hamiltoniano total do sistema. Logo a variagdo da acio resulta em

t2 . . .
§SG = / dt { / ) (ha,,p“” + paN + paN“> 4Py — 6HG] —0, (4.45)
n Xy

em que 0 Hg é dado pela expressdo (4.43). A varia¢do dos primeiros termos resultam em

. . 4 . d
0 (habpab> = hab 5[7 b pab Shab + E <pab 6hab> )

note que o ultimo termo se anula quando integrado, pois na fronteira 64,, = 0. Ao variar a

acdo minimizando-a, encontra-se as equagdes de campo de Einstein no vicuo no formalismo
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hamiltoniano, ou seja
58 = / " i /Z = (2 ) Shat+ (hap — H) 8p™ — HGIN — 248N | dy =0,
f ‘
de onde segue as equacdes de campo
Pl =2 hyy =y, =0, H,=0.

Essas sdo as equagdes de campo de Einstein para o vicuo no formalismo Hamiltoniano. A

secdo a seguir trata-se de uma andlise dos vinculos (74, 7%;) presentes na teoria.

4.4 Analise dos vinculos

Como foi visto anteriormente, deparamo-nos, na descri¢do da hamiltoniana da RG, com
a presenca de vinculos, que sdo: ppy, p, (vinculos primarios) e .7y, .7¢, (vinculos secunda-
rios). O préximo passo da anélise € a imposicdo das condi¢des de consisténcia para os vinculos

secunddrios, assim 2

Hy = {0, Hg} =0, Ho={A,Hg} =0, (4.46)

onde H; € a Hamiltoniana total do sistema dada pela expressdo (4.24). Com a verificagao
dessa condicdo, i.e. ela ser fracamente nula, fechamos a estrutura de vinculos para a RG, ou
seja, diante da expressao (4.46) nao temos a geracdo de novos vinculos no sistema. Portanto,
o conjunto completo de vinculos para a Relatividade Geral sdo: py, p“, 74 e J,, totalizando
um nimero de 8 vinculos. Também, a partir da condicdo de consisténcia (4.46) é possivel
ver que os vinculos secunddrios tém parénteses de Poisson fracamente nulos com todos os
outros vinculos, assim como os vinculos primarios. Mostraremos explicitamente a seguir que
a algebra de Poisson existente entre os vinculos 74 e 77, é fechada, ou seja, ndo geram novos
vinculos. Assim, uma vez que essas condicdes sao satisfeitas € possivel concluir que o conjunto
de vinculos (pn, pa, 74, #,) é de primeira classe, pois todos os vinculos possuem parénteses
de Poisson nulos entre si. Podemos concluir entdo que todos os vinculos presentes na teoria da

RG sdo classificados como vinculos de primeira classe.

2 Apresentamos os principais detalhes do célculo no apéndice A.
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Para mostrar que a algebra dos vinculos é fechada, relembremos que os vinculos 7 e

J7,, SA0 escritos como

. h
A = 2K G gpeq p™ p — % GIR (4.47)

A, = —2hae Dpp® — (20phae — dahes) PP (4.48)

sendo eles definidos explicitamente nas Eqs. (4.25) e (4.26), respectivamente. O vinculo Ha-
miltoniano %) tem a forma muito semelhante a diferenca entre a energia cinética e energia
potencial, sendo o primeiro termo em (4.25) quadrdtico no momento representa a energia ci-
nética enquanto o escalar de curvatura CIR age como o potencial. Para uma facilidade nos
célculos e garantindo que estamos trabalhando com fun¢des bem comportadas, isto € distribui-
¢oes, definimos funcionais Hy[E] e @ [)? } escritos explicitamente em termos dos vinculos 7%

e 74, como

el = [ . o[x] =[x, (4.49)
Z[ Z[

onde £ é uma fungio teste suave e X é um vetor arbitrario, ambos definidos em X; (OKSANEN,

2013). Para duas varidveis dinamicas F' e G quaisquer, os parénteses de Poisson para campos

sdo dados por

O0F 6G oF 6G
_ 3 -
{F(@),60)} = /z,d ' (51% Sp  5p Shab) |

Embora o cdlculo dos parénteses de Poisson entre os funcionais Hy [§] e ® [ﬁ} seja bastante

extenso, é possivel mostrar que eles satisfazem 3

(Holg) o) = [ [ (e 2 40) =@ [eDy-xDE] @50

{mig. o [x]}= [ [ (&t x A0) =10 %) @s1)
{cp[)?],cp[?}}:/Z/Z{X“%(x),ybfﬁ,(y)}:cpH*,YH, (4.52)

sendo que (5 Dy — 95135) = h® (E Dpy — x DpE) onde DE = h®Dy,E é a derivada covariante

da funcdo teste. Por outro lado, tem-se que o vetor X atuando em uma fungdo arbitraria como

3 Apresentamos os principais detalhes do célculo no apéndice A.
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um campo vetorial é expresso explicitamente como X (&) = X?9d,&. E na dltima expressdo

(4.52), temos que o comutador de dois vetores é dado pela forma usual
7 v]° b b
[ , Y] — Xb9,Y —Y*9,X°.

Note que a dlgebra dos vinculos é fechada nos parénteses de Poisson (4.50-4.52), ou seja, ao
tomarmos os parénteses de quaisquer dois vinculos obtemos novamente um vinculo j4 descrito
no sistema, e isso implica que cada um desses parénteses ¢ fracamente nulo.

Estd claro que pela expressdao para o Hamiltoniano (4.24) os multiplicadores de La-
grange dos vinculos secundarios .7 e .77, sdo as fungdes arbitrarias lapso N e a funcgio shift N¢,
respectivamente. Ademais, a evolucdo no tempo das mesmas N = vy e N4 = v* corresponde
a determinacdo de multiplicadores de Lagrange (dos vinculos primérios py e p“, respectiva-
mente). Com esses resultados, vemos claramente a liberdade de gauge sobre elas, e com isso
seus valores podem ser expressos a partir de uma escolha de uma condi¢do de gauge bem defi-
nida. E justamente nos multiplicadores de Lagrange onde a liberdade de gauge apresenta-se no
sistema. Escolher uma condi¢@o de gauge, ou melhor fixar um gauge, implica em eliminarmos
os graus de liberdades esptrios do nosso sistema, como discutido no capitulo 3.

Na RG, uma escolha simples para fixar os multiplicadores de Lagrange, i.e., fixar a
liberdade de gauge associada com os vinculos primdrios, € impor que a funcdo lapso e fun-
cdo shift sejam constantes (OKSANEN, 2013). Por outro lado, para fixar os multiplicadores
para os vinculos secunddrios € necessdrio impor quatro novas condi¢des (subsididrias) entre as

componentes da métrica /., ou momento p“b . Portanto as escolhas sdo
ou~0, oop=N—-1, oc,=N xu(hgy)=0, (4.53)

onde u = 0,1,2,3, e as condi¢des subsididrias o, irdo fixar os multiplicadores associados com
os vinculos primdrios (py, p.) enquanto as condi¢des y,, irdo fixar 4 componentes da métrica
induzida h,;, ¢. Consequentemente essas condi¢ces também fixardo o sistema de coordenadas

no espaco-tempo.

4 Como fizemos a escolha de que a condicdo Xu fixasse 4 das componentes da métrica induzida, os
vinculos secunddrios .77}, = 0 necessariamente irdo fixar quatro componentes correspondentes do mo-
mento candnico p, isto para que o nimero de varidveis no espago de fase seja simétrico. Por outro
lado, poderiamos equivalentemente ter escolhido uma condi¢do de gauge que fixasse 4 componentes
do momento canonicamente conjugado, de tal forma que os vinculos 7, = 0 agora fixariam 4 das
componentes da métrica induzida.
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A escolha das condi¢des de gauge Eq. (4.53) é ditada majoritariamente de tal modo que
todos os vinculos de primeira classe presentes no sistema sejam transformados em vinculos
de segunda classe, e assim introduzir os parénteses generalizados de Dirac. Todavia, € ainda
possivel escolher que essas condi¢des subsididrias sejam vinculos de primeira classe, tal que a
forma da matriz de vinculos seja a mais simples possivel. Por fim, estas condi¢des irdo gerar
vinculos de segunda classe dados por: ¢ = (pN, pe, ou, 7, %u)’ permitindo assim que eles
sejam tomados fortemente nulos ao impormos os parénteses de Dirac (OKSANEN, 2013).

Podemos determinar o nimero de graus de liberdade fisicos diretamente de acordo com
a andlise de Dirac. Sabemos que o nimero de varidveis candnicas do sistema (i.e. da Relati-
vidade Geral) sdao: 2N = 20, onde usamos o fato da métrica induzida e o momento canonico
serem simétricos em seus indices. Vimos também que os vinculos presentes na descri¢do cano-
nica da RG sdo todos de primeira classe, logo o nimero destes vinculos sdo iguais a A = 8§,
(PN, Pa, 740, ;) € a B=0. Assim, temos que, pela Eq.(3.17)

ON-2A-B 20-16 _

2. 4.54
> > (4.54)

n° de graus de liberdade fisicos =

exatamente o nimero de graus de liberdade fisicos para o graviton sem massa. Assim encerra-
mos a andlise dos vinculos presentes na descricio Hamiltoniana da RG. Motivados pelas ferra-
mentas até aqui apresentadas e buscando uma melhor compreensido de um modelo alternativo a

RG, a seguir apresentaremos a andlise candnica da gravidade unimodular.

4.4.1 Geradores de Simetria

Por fim, sobre o conteddo de simetria da RG, segundo Dirac podemos finalmente as-
sociar os vinculos de primeira classe com os geradores de transformacdes gauge do sistema.
Para a RG vimos que todos os vinculos sdo de primeira classe. Primeiramente, para analisar o

geradores de gauge para a RG podemos reescrever o gerador ¢ {)? } , lembrando que

/ 2p Xy = / X442 55 Xar,p®. (4.55)
Zf Z[ Sl

Ao abrirmos o termo do lado esquerdo da expressdo (4.55) e compararmos com a derivada de

Lie de h,;, ao longo do vetor X, temos que

2 Xy = X hapc + hpaX %+ haaX G = Lihap, (4.56)
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onde usamos a simetria nos indices ab da métrica. Podemos assim reescrever ® [X ] como

@ [X} - / P Lihay—2 ?g X, rp p. (4.57)
Et St

E conhecido que o vinculo super-momento é responsével por gerar transformagdes infinitesi-
mais espaciais na teoria gravitacional, enquanto o vinculo hamiltoniano € responsével por fixar
o fator conforme da métrica (O’MURCHADHA; YORK, 1974). A partir da anélise dos pa-
rénteses de Poisson entre as varidveis candnicas e o gerador @ [)? } , as transformacdes para as

componentes da métrica sdo da seguinte forma:
Shap = { hat, @ [X| } = Lhas (4.58)

e da mesma forma, o vinculo super-momento também ird gerar transformacdes infinitesimais

na variavel candnica pab ,

o= a[i]} = . |

Em ambas expressoes desprezamos o termo de fronteira existente considerando que o parametro

p .,zﬂ,?hcd} = Lp™. (4.59)

1

de gauge X“ — 0 na fronteira S;. Dizemos que as expressdes (4.58) e (4.59) sdo as transforma-

coes infinitesimais de difeomorfismos espaciais.
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5 ANALISE CANONICA DA TEORIA GRAVITACIONAL UNIMODULAR

A ideia da gravitacdo unimodular € t3o velha como a prépria RG, sendo proposta tam-

bém por Einstein ao impor a condi¢do unimodular (EINSTEIN, 1916)

V=1 (5.1

como uma maneira de fixar parcialmente um sistema de coordenadas na RG, simplificando
assim o cdlculo em algumas situacdes. Por ser uma das modificacdes mais simples da RG, a te-
oria unimodular ganhou bastante aten¢do recentemente, sendo analisada em contextos formal e
também em aplicagdes cosmoldgicas (BUCHMULLER; DRAGON, 1988; HENNEAUX; TEI-
TELBOIM, 1989; PADILLA; SALTAS, 2015; ALVAREZ et al., 2015; JAIN et al., 2012). A fim
de explorar as diferencas da gravidade unimodular (GU) quanto a RG, principalmente quanto
ao conteudo fisico e também de simetrias, abordaremos a estrutura candnica da GU (BUFALO;

OKSANEN; TUREANU, 2015).

5.1 Gravidade Unimodular

Em nivel Lagrangiano, € necessario realizar que /—g € uma densidade escalar, logo

precisamos substituir a condi¢do unimodular por

Vog=¢ (5.2)

onde & é uma densidade escalar fixa, basicamente esta condi¢do fornece um elemento de vo-
lume fixo no espaco-tempo. Em relacdo ao contetido de simetria, sabe-se que a RG € invariante

por difeomorfismos, que de fato corresponde a variacao infinitesimal do tensor métrico
KM (x) =xH +EH(x) —08uy = Vu&v + Vv&u

onde £* € um campo vetorial. A GU também € invariante sob difeomorfismo, no entanto
ela € um grupo restrito de difeomorfismo (Difeomorfismo transverso-TDiff), que preserva o

determinante da métrica

0
5guv

V—g=0, (5.3)
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logo é facil verificar que
1 1
5\/ —8= 5\/ _88“‘/58#\/ = 5\/ —88uv (Vugv +Vv§u) =0

que resulta na condi¢do

VuER =0 (5.4)

que de fato vincula a simetria da GU para o Difeomorfismo transverso (covariante).

Quanto ao contetddo dinamico da GU, em principio ela ndo altera as equagdes de campo
de Einstein classicamente. A grande diferenca € o fato da constante cosmoldgica surgir como
uma constante de integracdo, sem a necessidade de realizarmos um acoplamento minimo na
acdo de Einstein-Hilbert (como geralmente é proposto). A acdo que descreve a equagdo de

campo para a gravidade unimodular € escrita como segue

Sy — /d4x (@ —2 (\/—_8—80)) +%y§ BPyVAK + Sy, (5.5)

M

em que a condicao (5.2) € adicionada na acdo como um vinculo por meio da inclusdo de um
multiplicador de Lagrange A, S,, é a acdo devido aos campos de matéria. Note ainda que a
quantidade gyd*x corresponde a um elemento de volume fixo. Podemos usar o principio da
minima ag@o para encontrarmos as equagdes de campo. Variando entdo a a¢do em relagdo a
métrica, obtemos

1 K

K
Ruv - EguvR‘f' Elguv = 3 Tuw (5.6)

sendo que o tensor energia-momento 7y, € idéntico ao obtido quando demonstramos as equa-
coes de Einstein (3.109). Usando a conservacdo do tensor energia-momento e a identidade de
Bianchi (VYGyy =0, em que Gy € o tensor de Einstein), a partir da expressdo (5.6), encontra-

se€
VA =0, (5.7)

implicando que A seja uma constante de integracdo. Realizando uma escolha apropriada A =

%A, onde A € de fato a constante cosmoldgica, podemos reescrever (5.6) como a equagdo de
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Einstein com constante cosmoldgica

| K
Ry — Eg,uvR‘i‘Aguv = ETuv-

Em resumo, embora sejam classicamente equivalentes, a principal diferenca da teoria
unimodular com a RG € que estamos restritos a usar sistemas de coordenadas que satisfacam a
condigdo (5.2).

Dentre as diferentes propostas da teoria unimodular, gostariamos de chamar atencao
aquelas que propdem a extensdo da condigdo \/—g = & para uma versao que seja invariante
por difeomorfismos, tendo assim o mesmo contetido de simetria da RG. A principal ideia por
trds dessas propostas € fazer uso da invariancia da ac¢do de Einstein-Hilbert e de matéria frente a
parametrizacdo das coordenadas do espaco-tempo (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1989). Con-
sideremos a transformagdo x* — X%*(x), sendo x as coordenadas usuais do espago-tempo, en-
quanto X sdo varidveis (restritas) da teoria unimodular, sob essa mudanga os termos de Einstein-
Hilbert e de matéria sdo invariantes. Agora, a parte com o elemento de volume fixo transforma
como [d*xegd — [ d*xeoA|dyX?|, sendo |9, X%| o determinante do Jacobiano da transfor-
macdo, com isso € possivel identificar a condi¢ao unimodular invariante por difeomorfismos

como

V=g = duth. (5.8)

A partir dessa nova condi¢d@o proposta por Henneaux-Teitelboim (HENNEAUX; TEITELBOIM,
1989), que consiste na identificacdo do determinante do tensor métrico sendo igual ao diver-

gente de uma densidade vetorial T#, é possivel escrever uma nova a¢do unimodular

v—8R
SHT = / d4x (—g —A (\/—_g—&urﬂ))
M K
2
—|—§l§ d>y (—\/EK—?L;’HT“> +Sm (5.9
oM K
sendo que € necessario identificar a densidade vetorial T# com o Jacobiano da transformacio
como tH = 418 8Y 67 87 X %0, XP 9, X796 X°.

Uma segunda forma para a teoria unimodular invariante sob difeomorfismos foi proposta

em (BUFALO; OKSANEN; TUREANU, 2015), e € escrita como

R 2
SDUGz/d“x\/_—g (——A—V“Vul)—l——yg *yWhK + Sp. (5.10)
M K K Jom
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nesta forma, € possivel interpretar que esta acdo consiste das contribui¢cdes dos termos de
Einstein-Hilbert com uma constante cosmoldgica varidavel A, além de um vinculo usual sob
A,ie. VA =0, enquanto o campo vetorial V# faz o papel de um multiplicador de Lagrange
V. VE=1.

De fato, € possivel estabelecer que as expressoes (5.9) e (5.10) s@o equivalentes classi-

camente, se tomamos

/d4xzaur“:§1§ d3y7Lrur’“‘—/d4xr“V“}t (5.11)
M oM M

onde efetuamos uma integracao por partes. Ao substituir em (5.9) e fazermos t# = /—gV* na
expressao (5.11) temos como resultado a expressao (5.10).

Consideraremos a seguir a acdo dada em (5.10), estudando seu conteudo fisico e de
simetria a partir do formalismo candnico de Dirac para sistemas com vinculos como discutido

nos capitulos anteriores.

5.2 Hamiltoniano da Gravidade Unimodular.

A andlise candnica para a acao (5.10) segue o mesmo procedimento desenvolvido para
a andlise canoOnica da teoria gravitacional de Einstein apresentada anteriormente no capitulo 4.
Na descri¢do candnica o campo vetorial V#* também é decomposto em uma parte paralela e

tangente a hipersuperficie X; como segue
VE =V _pfy, VH*=mV', V,=n,VH, (5.12)

sendo que /', é o operador de projecdo dado por (3.46) e n* é o vetor normal unitdrio a ;. Po-
demos assim aplicar a decomposi¢@o na agao (5.10), obtendo-a na forma candnica decomposta

na hipersuperficie ¥;

1 |
SpuG = / dt / PyVAN [E ((3)R+KabK“b _ K2> A —VIGA+V, V4| +Sp+S,
5,

(5.13)

onde fizemos uso da decomposigio V¥V A = Vigid —V,V,A e identificamos

2
Sp = E/dt/dZGN\/E(Z)K
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como a agao referente a contribuicao da fronteira, cuja forma € idéntica a encontrada na andlise
da teoria gravitacional e S,, € a acdo referente aos campos de matéria. Na sequéncia, a densidade

lagrangiana pode ser identificada a partir da expressao (5.13)
1 ,
% =VhN {E ((3>R KK — K2) A —ViIgA+V,V,A| . (5.14)

Podemos trabalhar um pouco mais o ultimo termo a fim de explicitar a dependéncia temporal

da a¢do. Assim , manipulando o termo V,A = n*V A obtemos

VA = nOVoA +n'V;A
= Lon—Naa
N N

— zlv (1 —N’Ql-?t) , (5.15)

LN

onde usamos a decomposi¢do ADM do vetor unitario n* = ( N TN ) Usando agora a expres-

sd0 (5.15) na densidade lagrangiana fica explicito a dependéncia com relacdo a A

VhN

Loy == <(3)R+KabK“b _ K2> — VANA (5.16)
—VENViOA +VhV, — VEN 9. (5.17)

Comecamos a nossa andlise da expressdo para a densidade lagrangiana (5.2) ao cal-
cularmos os momentos canonicamente conjugados as varidveis do sistema, ', a partir dessas

expressoes € possivel encontrar os vinculos primdrios do sistema

07 L 0.¢ 07
mwN=——7—~=U, =7, = -~ U, = — =~ 0. 5.18
N aN 1 aNl pl avl pl’l aVn ( )
H4 um outro vinculo primédrio relacionado com o momento canonicamente conjugado p; = %ﬂ
vemos assim que
Cy, = ps —VhV, = 0. (5.19)

Observe que estamos redefinindo os simbolos para os momentos canonicamente conjugados que de-
finimos na andlise da teoria gravitacional: py — 7y, ps — ;. Assim também, como iremos uti-
lizar indices gregos e latinos diferentes, mas eles variam de mesma forma u,v,... =0,1,2,3 e
i,j,k..=1,2,3.
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As varidveis candnicas e 0s seus respectivos momentos canonicamente conjugados para
este sistema sdo: (N, N, hjj, A, V', V,)) e (7y, T, &/, pa, pi, pn). Os parénteses de Poisson

fundamentais entre essas varidveis sdo dados por

{mij(0), 79 } = 848 6(x—v):
{(N@x), iy ()} =8(x—y);  {N'(x), m;(y)} = 8i8(x—y);
{A(x), P2} =08(x—y); {Valx), pn(y)} =6(x—y);
{Vi(x), pj()} = 8i8(x— ). (5.20)

Escrevemos a densidade hamiltoniana através de uma transformacao de Legendre das

variaveis canonicas
Hoy = hijm + Nay + N1+ Vipi + Vapn + Apy — Lou, (5.21)

sendo que 7/ é dado por (4.16). Substituindo a expressio da densidade lagrangiana , € possivel
escrever a densidade Hamiltoniana em termos somente das variaveis canOnicas, temos assim

que

e Jh | )
<ffGU =N [ﬁﬂ?”Giﬂdﬂkl — ? (3)R—|— \/Eﬂ, + \/EV’(?JL + ZﬂlJD(iNj)
+ N7y + N1+ Vipi+ Vypn+ ACy, + VAN O\, (5.22)

em que G;ji € a métrica de Dewitt (4.20). O hamiltoniano total Hgy para a teoria unimodular

¢ dado pela integral da densidade hamiltoniana sobre ¥, assim
Hoy = / dy [N + N' A+ vy iy + vy +v3,Cy, + vapu +V'pi] + Hr, (5.23)
%

onde vy, Vi, Vi, Vu, V' 880 os multiplicadores de Lagrange associados com os vinculos prima-
rios. Ja as expressoes para o vinculo Hamiltoniano 77 e super-momento .77 sdo semelhantes

as expressoes encontradas anteriormente

i = G VEQR Vi -+ ViVian (524)

A = 20D 4 A py, (5.25)
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Ademais, temos que hamiltoniano devido aos termos de fronteira Hr € idéntico ao da RG

2 .
Hp = __55 d20N(2)K+2§I§ d*0 Nyr;m'.
K Sr St

Por fim, para que o super-momento gere difeomorfismos espaciais em X; para todas as

varidveis, acrescenta-se um termo relacionado ao vinculo p,, de tal forma que
A = —2hi Dy’ + A py + OVpn, (5.26)

Diante desta constru¢ao do Hamiltoniano (5.23) podemos agora proceder para a andlise

da estrutura dos vinculos da teoria unimodular.

5.2.1 Analise canonica dos vinculos

Até o momento na constru¢cdo do Hamiltoniano identificamos os respectivos vinculos
primdrios, dados pelas expressoes (5.18) e (5.15). De acordo com o método de Dirac, estes
vinculos devem ser preservados na evolucdo temporal, ou seja, € necessario impor condicdes
de consisténcia, sendo possivel que vinculos secundarios sejam incorporados ao sistema. A

condicdo de consisténcia dos vinculos (7y, 7;), geram os seguintes vinculos secundarios

iy ={ny, Hoy } = 77 ~ 0;

fL'i = {71',', HGU} = % ~ 0.
Em seguida, ao impormos a condi¢do de consisténcia ao vinculo p;
pi={pi,Hou} = NVhIA =0, (5.27)
vemos assim a necessidade de introduzir um novo vinculo secunddario ao sistema
Ci=0dA~0. (5.28)
Desta forma, o Hamiltoniano total é reescrito levando em conta os vinculos secundarios

Hgy = / d3y [N% —|—Ni<%/ﬂl‘+ VN775N+V§V77:;'+VACA +vnpn+vip,~+vi1Ci} + Hf. (5.29)
)Y
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Ja a condic¢do de consisténcia para o vinculo C; € mais complicada, e os parénteses de

Poisson que contribuirdo neste caso sdo

Cy ={Cy,Hou}

:/ d3y{C,1,N<%”T}+/ d*y{Cy, N' 3}
X "

+/ d3y {C/la Vilci} +/ d3y {Cita Vnpn} ~ 0.
Z[ Z[

A seguir vamos calcular cada um desses parénteses de Poisson. Usando a defini¢do do vinculo

C) e de 777, expressdo (5.19) e (5.24), respectivamente, temos que

/ d*y{C),Notg} = —NVh + gzvh,-jn"fvn. (5.30)

t

Em seguida, a partir da defini¢do para C; e .77, expressdo (5.19) e (5.26), respectivamente,

segue
/ d*y{Cy,N's} = 9;(N'C)) =0,

onde usamos a definicdo para o vinculo C;. Ademais, a partir das expressoes para C, e C;,

temos

/ d3y {C,l, Vilci} = 8,~vf1.
)y

t

Por fim, € facil obter que

/ d3y{C7La Vnpn} = _\/Evn-
%

Portanto, substituindo todos esses resultados na condi¢do de consisténcia para o vinculo C;,

encontramos que

K . .
Co = ~NVh+ S Nhijm IV, =V, + 9l ~ 0. (5.31)
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desse resultado podemos determinar o multiplicador de Lagrange v, como sendo

K

2vVh

1

Vh

vp=—N+ h,‘jﬂ'ijvn + 8l~v"l.

Nos resta agora impor a condic¢ao de consisténcia ao vinculo p,, obtendo
Pn=A{pn, Hou} = —Vhvy ~0 (5.32)
o que implica que o multiplicador de Lagrange v, é fixado como
vy =0.

A condic¢do de consisténcia foi imposta a todos os vinculos primdrios, mas antes de co-
mecar a classificacdo deles, ¢ ainda necessario impor as condi¢des aos vinculos secundarios
(7,76, C;) agora podemos classifica-los em vinculos de primeira ou segunda classe. Toda-
via, podemos simplificar o hamiltoniano (5.29) ao impormos os valores fixados acima para os
multiplicadores de Lagrange v, e v, . Portanto, substituindo esses multiplicadores de Lagrange

no hamiltoniano (5.29) e reescrevendo convenientemente os termos,
Hgy = / d>y [NA +N' A+ vy + vy +V pi+v5 Ci] + Hp (5.33)
)

sendo que agora temos

K

A7 = AT — pa+ 2\/Eh,-ﬂrif'vn ~0 (5.34)
_ K i ki Vi ~
My = T G === PR+ VhA =0 (5.35)
p
Cl=Ci—0; (ﬁ) ~0. (5.36)

Se mostra conveniente reescrever os vinculos secundérios como funcionais de fungdes

suaves, de maneira que

Hr(El= | Exr, @[x]= | x'HA C[n']=[ n'or.

E[ Zf E[
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Impondo a condi¢do de consisténcia para esses vinculos, encontramos que

o7 [E] = {4 [E] . Hou} =0, 9@ [x'] ={®[x'] Hov}~0,
aC[nl={cn'] . Hov} ~0, (5.37)

ou seja, ndo ha a geragdo de nenhum vinculo adicional. E importante enfatizar que para deter-

minar esses resultados primeiramente calculamos a dlgebra desses vinculos como

(AIE), ]} = /E (Eam — EVHT (A~ prCi— O Vapn)

{®[x'], 74 18]} = 77 [x'om]
(@], @]} =[xy —v/oix]
{sr(El,.C[n']} =0
{@[x].cn'l}=clx'om’].

sendo que esses resultados foram obtidos a partir do célculo apresentado em detalhes no Apén-
dice A. Podemos assim concluir que todos os vinculos secundérios sdo preservados no tempo,
pois a dlgebra deles € fechada.

Uma vez obtidos todos os vinculos da teoria e determinado a algebra que todos satisfa-
zem, podemos finalmente classificar os vinculos, como sendo vinculos de primeira classe cujo
o paréntese de Poisson entre todos os outros vinculos sdo fracamente nulo, que sdo: 77, 7,
Ci, my, T, pi, enquanto que os vinculos de segunda classe sdo aqueles que possuem parénteses
de Poisson diferentes de fracamente nulo com qualquer outro vinculo, que sio dois: p, ~0 e
C 2L~ 0.

E importante notar todavia que, uma vez que os vinculos de primeira classe so inter-
pretados como os geradores do grupo de simetria do sistema, se mostra necessdrio clarificar a
natureza do vinculo C;. Nao somente a contagem e identifica¢do dos graus de liberdade fisicos
sdo afetadas pela natureza de C;, mas o fato dele ter integral nula sobre X, i.e. sz A =0,
implica que ele seja linearmente dependente, ou seja que o valor de A para x; — oo para cada
i =1,2,3 é o mesmo. Todavia, é possivel reescrever o vinculo C; = d;A equivalentemente como
um tUnico vinculo local ao invés de um gradiente. Iremos tratar este problema da forma como

sugerido em (BUFALO; OKSANEN, 2018).
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Dessa forma substituimos o gradiente de uma fungéo escalar A introduzindo uma nova

fun¢do ¢(z) que dependa somente do tempo, assim
Ci:ail%()%é:l—q(t)%o. (5.38)

Essa operacao € claramente equivalente pois ao tomarmos o gradiente o vinculo € satisfeito, e
por outro lado isso é possivel pois C; é invariante sob a mudanca A — A — ¢(#). Ademais, o
novo vinculo C nio compartilha a dependéncia linear que os vinculos iniciais apresentavam. Ao
redefinirmos o vinculo, € necessario lembrar que ao fixarmos os valores dos multiplicadores de

Lagrange, obtemos uma nova expressao para o vinculo

Pn
C{:Ci—a,' — | =0
~aa ()

:8l~ A—ﬁ) ~0
(-

e consequentemente devemos ter que

c'=A —%—q(l) ~ 0. (5.39)

Por fim, podemos reescrever o Hamiltoniano total (5.33) em termos deste vinculo com

seu respectivo multiplicador de Lagrange v, , como segue
Hgy = / d3y [N% +Ni¢%p,'+ VNTIN + vﬁvni + Vip,' + \716/] + Hp. (5.40)
%

Devemos ainda reconhecer que a evolugdo temporal da varidvel g ndo € determinada pelas
equacgdes de movimento (note que Hgy ndo depende do momento canonicamente conjugado a
q). Essa condicdo assegura que g seja uma funcao arbitraria do tempo, que carrega um unico
grau de liberdade, chamado de modo zero.

Podemos finalmente concluir que o conjunto (#7, 7, C, ny, m, pi) consiste de 12
vinculos de primeira classe, enquanto (p,, Cy ) sdo 2 vinculos de segunda classe. Logo, pode-
mos aplicar o método de Dirac (3.17) na contagem do nimero de graus de liberdade fisico da

teoria unimodular descrito pela acao (5.10), entdo

ON-2A—B 30-24-2

n° de graus de liberdade fisicos = 7 >

2. (5.41)
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dessa forma concluimos que a teoria unimodular possui os mesmos 2 graus de liberdade fisicos
da RG e uma varidvel temporal adicional ¢(z), este modo zero descreve de fato a constante
cosmoldgica (BUFALO; OKSANEN; TUREANU, 2015).

Sobre o conteudo de simetria da teoria unimodular € necessario agora analisar os gera-
dores de gauge do sistema, que segundo Dirac consiste nos vinculos de primeira classe. Um

gerador de gauge € definido da seguinte maneira

A
Glel= | ) &P, (5.42)
Y a=1

em que P, sdo os vinculos de primeira classe e €, ¢ um parametro independente das varidveis
candnicas (ainda assim uma funcdo continua de x). Por outro lado, uma varidvel dindmica
arbitraria F € dita invariante de gauge se possuir parénteses de Dirac (3.13) nulo com o gerador

da transformagado
OF ={F,G|e]},=0.

Como n6s discutimos anteriormente ja é conhecido na RG que o vinculo hamiltoniano
7 € o responsdvel por fixar o fator conforme da métrica induzida h;;, enquanto o super-
momento .77 € responsavel pelos difeomorfismos espaciais (O’MURCHADHA; YORK, 1974).

Agora para o vinculo p;, temos que ele gera uma transformacéo de gauge no vetor V' da

%

onde €' é um pardmetro de gauge infinitesimal, neste caso os parénteses de Dirac sdo iguais

seguinte forma

aos parénteses de Poisson. Isso nos sugere que facamos uma escolha de gauge, fixando o valor
de V! = 0. J4 a variavel p; também pode ser fixada, se observamos que o vinculo C gera uma

transformacdo de gauge
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E com o vinculo C/, tem-se

8p) = {m,/ d3y8iC§} = d;€’,
5,

No que uma vez que o paréntese de Poisson é calculado em tempo fixo, a presenca da varidvel
¢(t) ndo altera o resultado final dos parénteses de Poisson calculados acima. Podemos assim,
fixar o gauge livre ajustando p; = 0.

A partir da discussdo anterior podemos escolher algumas condi¢des de gauge, tal que
possamos fixar alguns dos vinculos de primeira classe: (Cy,, pn, V', pi, C, p;). Na sequéncia
esses vinculos de segunda classe podem ser feitos fortementes iguais a zero, basta substituirmos

os parénteses de Poisson pelos de Dirac e assim eliminamos as varidveis candnicas:

pr=0, C=A—¢q(t)=0
Cp=py—VhV, =0, V,=0

Vi=0, pi=0.

Finalmente o Hamiltoniano pode ser reescrito:

H= | dy[NAg+NHA+vymy+vym) (5.44)
%
onde
y h
AT = %ﬂ”Giﬂdﬂkl - \/?— GIR+Vhq(t) =0,

L%ﬂi = —Zl’lijDkﬂ:jk ~ 0.

E facil ver que apds eliminarmos os graus de liberdade espurios, a forma funcional do
hamiltoniano (5.44) é a mesma que a da RG com a adi¢do do modo zero ¢(z) descrevendo
a constante cosmoldgica. As condicdes de gauge para fixar as varidveis candnicas restantes

podem ser escolhidas iguais as da RG, isto é

ou~0, op=N-1, o,=N* xu(ha)=0. (5.45)
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Devido a estrutura do hamiltoniano acima concluimos que a teoria unimodular possui os
mesmos 2 graus de liberdade fisicos da RG e uma varidvel temporal adicional ¢(¢), este modo

zero descreve de fato a constante cosmoldgica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Fundamentada no formalismo de teoria de campos, a descricio dos gravitons ! impde
que classicamente o campo gravitacional tenha dois graus de liberdade. E conhecido que a va-
ridvel responsdvel pela dinamica do espaco-tempo, ou seja, do campo gravitacional é o tensor
métrico g4 5. Este tensor € escrito como uma matriz simétrica de 16 componentes, ou seja sao
10 componentes independentes. Destacamos no trabalho que ao realizar a decomposigdo de
hipersuperficies em termos das varidveis ADM € possivel eliminar outras quatro varidveis que
surgem como varidveis expurias (a funcao lapso N e o vetor shift N*), restando entdo seis varia-
veis dindmicas h;;. Na contagem dos graus de liberdade no formalismo hamiltoniano ainda ha
uma incompatibilidade com aqueles descritos pela teoria de campos para o graviton. Mostra-
mos que essa incompatibilidade entre o nimero de graus de liberdade € resolvido com a devida
andlise candnica da teoria gravitacional, o que permite interpretar a RG como uma teoria de
gauge consistindo de um sistema fisico com vinculos de primeira classe. Essa andlise candnica
quando efetuada corretamente, permite a contagem precisa desses graus de liberdade tal que ele
esteja de acordo com os possiveis estados de polarizagao.

A andlise candnica, apesar de ser uma proposta cldssica ela tem um potencial muito
grande. Por meio dela exploramos as caracteristicas fundamentais (graus de liberdade fisicos)
de qualquer teoria cldssica, além dela ser responsdvel pela estrutura fundamental da quantizagdo
candnica de uma teoria de campos. Neste trabalho tratamos da andlise da teoria gravitacional
descrita pela RG, como mencionado no pardgrafo anterior. Utilizamos a analise canOnica para
explorar as caracteristicas fundamentais de uma teoria alternativa a2 RG; a teoria unimodular. A
teoria unimodular ganha destaque na literatura por sua semelhanca cldssica a da RG, sendo que
a constante cosmoldgica aparece neste contexto como uma constante de integragdo em nivel
das equagdes de campo, e assim a teoria surge como um dos modelos alternativos na busca
de explicagdes de determinados fendmenos que a RG ndo consegue explicar, como exemplo a
constante cosmoldgica A, como mostrado na se¢do 5.1.

Ao longo deste trabalho vimos que ao tratar a RG e a teoria unimodular na forma cano-
nica deparamos em suas descri¢des um sistema altamente vinculado. Vale destacar aqui, que
a descricao dos vinculos entre a RG e teoria unimodular se apresentaram distintamente. De
fato, o modelo que estudamos consiste em uma extensdo de gravidade unimodular cuja densi-

dade lagrangiana possui graus de liberdade a mais que sdo adicionados a dinamica do campo

! O graviton é a possivel particula de spin-2 mediadora da interacdo gravitacional.
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gravitacional. No entanto, por meio da andlise de consisténcia dos vinculos descritos na te-
oria unimodular conseguimos eliminar os graus de liberdade redundantes presentes na teoria,
tal que os graus de liberdade restantes ao final da andlise coincidem com os do campo gravi-
tacional, o que se mostrou satisfatério sabendo da semelhan¢a em nivel cldssico entre a RG
e a teoria unimodular. Mas para isso, a natureza do vinculo d;A = 0 teve que ser clarificada.
Para isso, introduzimos uma noval varidvel a fim de substituir o vinculo da seguinte forma
dil =0 — A —q(t) ~ 0 (conforme apresentado na se¢do 5.2.1), isto nos permitiu estabelecer
um nova interpretacdo para a constante cosmoldgica que na forma funcional do hamiltoniano
se apresenta como sendo a fungdo ¢(7). Nao exploramos um modelo cosmoldgico para inter-
pretar a funcéo ¢(z), por outro lado hd trabalhos nesse caminho, como exemplo (JAIN et al.,
2012). A andlise candnica da teoria unimodular aplicada ao universo de Schwarzschild pode
também ser analisado como perspectivas (buracos negros esfericamente simétricos, estaticos e
ndo carregados).

Outra caracteristica importante da analise hamiltoniana € a estruturagdo das bases para
a quantizacdo candnica a partir do principio de correspondéncia de Heisenberg. Sabemos que
a RG ndo € uma teoria consistente no regime quantico na formulacdo em termos de campos,
ha proplemas de renormaliza¢do. Por outro lado a andlise candnica da teoria unimodular per-
mite estudos em regimes quanticos com a constru¢do consistente da integral de caminhos de
Feymann, que pode ser utilizada em célculos perturbativos. Embora a teoria unimodular tenha
comportamento distinto em relagdo a constante cosmoldgica, ndo apresentando a necessidade
de sua renormalizacdo, o problema de contra-termos envolvendo termos de ordem superior €
ainda presente (ALVAREZ et al., 2015; BUFALO; OKSANEN; TUREANU, 2015; PADILLA;
SALTAS, 2015).

De uma forma geral, os conceitos e aparatos matematicos presentes neste trabalho per-
mitem explorar as caracteristicas fundamentais e a quantizacao de qualquer teoria descrita por
meio de uma determinada acdo funcional de campos. As ideias aqui presentes também sao
extremamente utilizadas na busca de solu¢des numéricas da RG, principalmente através do for-
malismo 3 + 1 (GOURGOULHON, 2012). Portanto, em um trabalho futuro (Doutorado, como
exemplo) esse estudo se faz bastante importante para o desenvolvimento de ideias de quantiza-

¢do ou solugdes numéricas para a Relatividade Geral.
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APENDICE A - Detalhes do calculo dos Parénteses de Poisson.
Neste apéndice apresentamos detalhes acerca do cédlculo dos parénteses de Poisson en-
tre os funcionais Hy[] e P [X] Lembremos que os funcionais sdo escritos em termos de

distribui¢des de acordo com

%mzéa%; )

® [X] - /ZIX“,%Z, )

onde as expressdes para os vinculos sao

h
My = 2K Gapea p*° p — g GIR, 3)
f% = —2hgye aprb - (2 abhac + aahcb) PCb- “)

Uma vez que esses vinculos sdo funcionais do par candnico (k, p), faremos uso dos parénteses

de Poisson fundamentais entre as variaveis candnicas

{hab (x),p (y)} = 8(,85)8(x~y) (5)

para o cdlculo das relagdes entre os vinculos, além de desprezar os termos de fronteira, considerando-

08 0Ny, = 0 e §p™ = 0 na fronteira.

.1 Calculo de {Hy ], Hy[n]}

Sejam & e 1 fungdes suaves, podemos entdo escrever

{H%L%MBj/E€@nwﬂ%@%%wﬂ

/z 25 {ZKGabcdp“bp‘d( ),2KGijklpijpkl (Y)}

/Z, Z,g {ZKGabcdpaprd( ) _\2/_5(3)R<y)}

‘|‘/Zt Zt§<x)n(y>{—2—\/f(3)R(x) 2KGz]klp p (y)} (6)
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note que fizemos as distribui¢des entre os termos, € que o segundo e terceiro termos sao si-
milares, relacionados a partir de & <> 1 € x <> y. Podemos dividir a expressdo acima em trés

integrais.
I = /2 g ¢ (x {ZKGabcdpahpCd( ), 2K Gijra p p* (Y)},

]2—/ é {ZKGabcdpaprd( )7_2_ R(y)}7
v, Jx, K
Vh i
L= / £ (x { 5 VR(@), 26 Gija 7 P ()
%, /L, K

Novamente, € facil notar a relacdo entre os termos /, e I3 conforme a discussdo acima.

E possivel mostrar que a integral I; é identicamente nula, basta aplicar a propriedade
distributiva dos parénteses de Poisson e também usar a defini¢do dos parénteses fundamentais
(5). % Portanto I; = 0, logo nio contribui para a expressio (6). Em seguida, trabalhamos com

os detalhes das integrais I, e I3, como segue

L=2 /E : E(x) N (¥) Gapea (x) p (x) {p“’ (x), —\2/—3 (3)R(y)} @)

onde fizemos uso da simetria da métrica de DeWitt. A integral de (7) fica da seguinte maneira:

h=2 /Z dxdy /Z 28 ()M 0) Gapea (09 () (6{,”6,%5@—2) ngng( )> ®)

Para calcular a variagdo do termo vz ®)R (y) devemos recordar que:

ab
Gr= hIR;j, 6_\/Z = l\/ﬁhmn Oh =

_pam hbn'

Destas relacdes segue que

6\/E(3)R(y) 1 mn (3) emy fn
W_E\/Eh o(y—2) R—F\/E(—h h )S(y—z)Ref+

+VhR (y) —gf;; g ; . )

2 Nio apresentamos os cilculos explicitos aqui, pois os mesmos sdo bastante extensos. No entanto, se 0
leitor deseja conferir, deve-se seguir as dicas presentes neste pardgrafo.
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Deixe-nos focar no dltimo termo em (9), mas considerando a sua versao integrada em (8), entdo

e 6Ref(y) o
/thyn(y)\/i_zh f(}’)m = /Erdyn()’)\/}_l‘s"fnn|pv (10)

onde usamos o fato de que

f
SR, ¢(y) or’ or
ef fOV) _sp _pef S _per | Z_ef
h (y> 5/’lmn(Z) (Svmn‘p g <6hmn | h 6hmn | ‘ (11)
P P

Assim, retomando a expressao (10) e aplicando a definicdo de derivada covariante e integrando

por partes, temos

/Z dyn(y)Vhévh, = - /Z dy dpn (y)Vh 8V, (12)
onde
1 SIr?,. sr/
ro_ D po_pef | ___ef | _pep ef
3an\p 7 <\/E5an> , ovb. . =h ( S > h (—5hmn (13)

Agora vamos trabalhar explicitamente na variagio dos simbolos de Christoffel I'” ef © r/ of

Lembrando que os simbolos de Christoffel sdo escritos como

W8
I’ = B (Oehpg+ Arheg — Igher)

logo,

efSFpef(y) _ hel hpe
Ohmn(2) 2

h (37870.8(r—2)+ 876,018 —2) ~ 867 98(r-2)) (14

em que usamos o fato de que 8h,,, = 0 = 6™ na fronteira. Vamos considerar um sistema de

referéncia local de Lorentz (POISSON, 2002), onde d,, — D,,, desta forma

h

efSF‘Zf(y) _ hel hpe (

e 5 (876 De8(y—2) +8."8; D8 (y—2) — 8."5; DSy Z)), (15)
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Uma vez mais usando a definic@o de derivada covariante e realizando uma integragcdo por partes

fazendo zero o termo de fronteira, a integral fica

/ | dyn@)mwgf;—% -/ AyVis(s=20. (k" =i a6)

Por fim, retornando a integral I, expressao (8) e substituindo (9) e (16), temos
L=2 8¢ 8% Gapeap™ (—VhG™ D"D"n — h""D,D* 17
2 € 8(,,0,) GabcaP n(y)+(D"D"n Dn) ), (17
X

onde G™" € o tensor de Einstein 3-dimensional. Usamos a definicao de integral da fun¢do delta

3

de Dirac ° e mais uma vez a condi¢do de que estamos em um sistema de referéncia local de

Lorentz.

A integral I3 segue a partir da identificagdo & <+ 1 no resultado (17), temos assim
L=— / NGy | ~VRG™E + (D"D"E — " D.DE)| (8,80 +8,8)p) . (18)
¥

Podemos, finalmente, determinar o paréntese de Poisson entre os funcionais Hy [§] e Hy [1], em

que
(HO[E), Holn]} =2 /Z [P & DyDat) — " 1) DDy (19)

E possivel reescrever essa expressdo numa forma mais conveniente. Para isso, manipulamos as

derivadas no primeiro termo de (19), obtendo:

29" E DD =2p"" & byt Dy (H*Di)

— 2" E By (am (h’kD,n) irk jhﬂDm> (20)

3 A defini¢do de uma integral da delta de Dirac é:

///dXdde5(x_Z)a(y—z)f(x)g()’)Z/dzf(z)g(z).
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Escrevendo os simbolos de Christoffel em termos da métrica induzida, chega-se a

2p"E DDy =20, (P &)

[~ 2k ™ = (2 Db+ n) p™] (€119 ) =2p™0E 0. 1)

Aplicamos no segundo termo de (19) a mesma ideia, reescrevendo a partir da troca & <> 11 em

(21). Entdo

2pmn n DmDng =20, (Pmnn ané)

[~ 2k ™ = (2 Db+ hn) ™) (MAHOE ) =290 BuE. (22)

Por fim, substituindo os resultados (21) e (22) na equacao (19), e também levando em

conta a expressao para o vinculo .77, equagao (4), escrevemos
{Hol&], Holn]} = /E [&h9m — niH g | A = |£Dn — nDE] 23)

2 Cileulo de {Ho[¢], ® [X|}

Procedemos agora para o cdlculo dos parénteses de Poisson entre os funcionais Hy [§] e

o [ ] . Esta andlise segue a mesma ideia da apresentacdo anterior, entao

{mig1e %]} = [ [ cwxeo) a0, A0 @)

Usando a expressao para os vinculos e aplicando as propriedades gerais dos parénteses de Pois-

son, tem-se

HO [5] ; P X =2K &(x) Gijklpijpkl (x), 2hachXapr(y)
X J Y

—% /Z | Ztg(x){\/E(3>1e(x),2habDCX"pr(y)}. (25)
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Uma vez mais podemos dividir a expressao (25) em trés integrais, sendo elas

h=ax [ [ £ {Gie) haDex s )} (#75) (0
= [ [ 00600 {760, haDeXp" ) |

B [ Whapex) {VAURE), o)}

Vamos trabalhar um pouco as integrais acima. Comecando por /1, que pode ser calculada facil-

mente e resulta em

1 - .
h=2x | é(DJ“)[ 5 G p + [4habhﬂp’”p"—2habp”‘pH (26)

onde usamos o fato que

Svh 1 Vh
Shom(e) Ehmn\/ﬁ; Giju = —- (hichji + hithj — hijhy)
mn
Agora, a partir das defini¢des,
h%

C

= d.X* —i—l"“dXd Fad = 7 (8Chdg + 8dhcg — &ghcd) ,

podemos reescrever a integral /; numa forma mais conveniente, e realizando um pouco de 4lge-

bra, encontramos
b= —4x / € [2Gijklpij P9X" = Gijrap e (p lkXe)] ' 7
X

Para 15 usa-se a mesma variacao realizada anteriormente, explicitamente as equacoes (9)

e (16), e também as discussoes apresentaradas. Desta forma segue que

I = _%/Et (hachXa) <\/7Ehbc (5 (3)R) _ (g\//;hmbhcann))

1 / (hayDeX®) V' <DbDC - thD’”Dm> £ (28)
K %,

Tendo calculado os termos 11, I e I3, podemos escrever a expressao final para (25). Todavia,

podemos manipular os termos de forma a deixar a expressdo mais simples. Depois de algumas
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manipulagdes, e com a ajuda das identidades

2K ;
D, = —7(%\/71 Gijup" p* + 78 ehki <2h ' pM" p"’p> +
( z]klpljaepkl> __\/—D R:zna
DR = 1D CIR
2 )

a ultima identidade € obtida a partir da identidade de Bianchi: D,,G)' = 0, chega-se a expressdo

a seguir

(ol o[x]} = [ encxeom = [ =-a. (Vi) - - [ Vixestio

£
PN 5 \/_ Vi

onde usamos a defini¢do de derivada covariante e integragcdo por partes. Por fim, o paréntese de

Poisson entre os funcionais Hy [{] e @ [X } ¢ escrito como

{Hoe), @[]} = —/ XCHGDE = —/Z X Q& = —Ho [X(6)] (29)

X
3 Caleulo de {cb [}?] L@ M }

Procedemos agora para o célculo do dltimo parénteses, o parénteses de Poisson entre os
funcionais @ [X } ed [ ] Utilizaremos os mesmos procedimentos apresentados anteriormente.

Desta forma,

{o[x].of7]}= [ [ (rmorm
/2 /2 2hay DeX“ () { P (), 200, DY () } )+
+/2 /Z 2h,~jDkY’(y) {ZhachXa(x),pjk(y)}pr(x) (30)

Separando a expressao (30) em duas integrais:

112/2/Z2hachXa(x){Phc(x)72hijDkYi()’)}ij(Y)
= [ [ 20y e {2has DX 0 00 (1)
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Utilizaremos as mesmas identidades em ambas integrais /je I, uma vez que elas sio
relacionadas a partir de X¢ <+ Y“. Deve-se notar que a derivada covariante de um vetor depende

da métrica induzida através dos simbolos de Christoffel, portanto
I = /Z /Z 2hgs DX () { 70, 2055(0) } ¥ (3) ()
[ Do) {0, 20T } V000
Usando a seguinte expressao
hij Ty = % (9hji + Ot ji— Ijhia)
e realizando integracao por partes, encontramos

h=—4 [ haDxeay? 2 [ Do (vp). (31)
X

%

Para calcular /; fazemos a substituicdo X“ <+ Y na expressdo (31), o que leva ao resultado:
12 = 4/ h,-jDkYiachka —Z/dzhl-jDkY"&, (lejk> .
bV

Por fim, substituindo as equagdes /; e I, em (30), manipulando os termos com derivada, encon-

{cp H @ M } - /E [X’&,Y“—Y’&,X“] =D H)? ?H . (32)

4 Caleulo de {® [y],C[x']}

Em adic¢do aos resultados da RG, na secdo 5.2.1 fora necessdrio calcular um quarto

parénteses de Poisson que era extremamente complicado. Para isso, lembremos que

P [N'] = /Z d*yN' A,



Assim, segue que os parénteses de Poisson pode ser calculado

(o] clel} = [ [ 20 (v, o)
_ / A2y (09N’
%,

=C [1//’8,)(1] .
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