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"A vida é como andar de bicicleta.

Para manter seu equilíbrio você deve continuar em movimento."

(A. Einstein)



RESUMO

Não há uma descrição quântica consistente para o campo gravitacional. Há uma quantidade sig-
nificativa de modelos que buscam tal descrição, onde um dos meios pelos quais pode-se quan-
tizar uma teoria, é por meio da quantização canônica ou por integrais funcionais de Feynmann.
Neste projeto, busca-se estudar as ferramentas necessárias para descrição clássica do Hamil-
toniano da Relatividade Geral (RG) que é fundamental em uma futura quantização canônica.
Para descrever o Hamiltoniano da Relatividade Geral é necessário a foliação do espaço-tempo
M utilizando do formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner). E além disso uma análise siste-
mática dos termos de fronteira presentes na ação gravitacional é necessária, uma vez que eles
representam energia na descrição hamiltoniana e levam a um bom comportamento da variação
do Hamiltoniano. Assim como a maioria das teorias clássicas, a RG tem em sua descrição
Hamiltoniana a presença de vínculos devido a sua estrutura de simetria: invariância dos difeo-
morfismos. Exploraremos em detalhes a estrutura canônica da RG. Diante desta construção a
sua aplicação em modelos alternativos também foi feita. Aonde aplicamos em uma teoria uni-
modular que matematicamente consiste em uma imposição sobre o tensor métrico fazendo-o
constante. Além disso, as equações de campo da teoria unimodular a constante cosmológica
surge como uma constante de integração, sem a necessidade de acopla-la ao campo gravitacio-
nal. Foi mostrado que classicamente a teoria unimodular é consistente com a analise canônica
da RG. Num trabalho futuro, o arcabouço adquirido com o estudo da formulação hamiltoni-
ana da RG e a sua aplicação a modelos alternativos proporcionará condições suficientes para
mergulhar em algum modelo ou teoria para a gravidade quântica.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Formalismo ADM, Hamiltonianos vinculados, gravitação
quântica.



ABSTRACT

There is no consistent quantum description for the gravitational field. There is a significant
number of models that seek such a description, where one of the means by which one can
quantize a theory is through canonical quantization or functional integrals of Feynmann. In this
project, we seek to study the necessary tools for the classical description of the Hamiltonian
of General Relativity (GR), which is fundamental in future canonical quantization. In order to
describe the Hamiltonian of General Relativity it is necessary to foliation space-time M using
the ADM formalism. And furthermore a systematic analysis of the boundary terms present in
the gravitational action is necessary, they represent energy in the Hamiltonian description, lead
to a good behavior of the Hamiltonian variation. Like most classical theories, RG has in its
Hamiltonian description the presence of constraints due to its structure of symmetry: invariance
of diffeomorphisms. We will explore in detail the canonical structure of GR. In view of this
construction its application in alternative models was also made. Here we apply in a unimodular
theory that mathematically consists of an imposition on the metric tensor making it constant.
In addition, in the field equations of the unimodular theory, the cosmological constant appears
as a constant of integration, without the need to couple it to the gravitational field. It has been
shown that classically the unimodular theory is consistent with the canonical analysis of the
GR. In a future work, the know how acquired with the study of GR Hamiltonian formulation
and its application to alternative models will provide sufficient conditions to delve into some
model or theory for quantum gravity.

Keywords: General Relativity, ADM Formalism, Constrained Hamiltonians, Quantum Gravitation.
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Notação:

Considera-se o espaço-tempo uma variedade 4-dimensional (M, g) suave e contínua. A

assinatura utilizada aqui é (−,+,+,+). Define-se as coordenadas na variedade M como sendo

xα = (x0, x1, x2, x3), ou seja, escolhemos os índices gregos α, β , γ, ... = {0, 1, 2, 3}. As hi-

persuperfícies Σt tipo-espaço (Σt , h) embutidas no espaço-tempo M são homeomorfismos, ou

seja, um mapeamento um para um, contínuo. As coordenadas locais são descritas através dos

índices latinos como ya =
(
y1, y2, y3) onde a, b, c, ... = {1, 2, 3}. A métrica definida em Σt é

a métrica induzida hab, que a partir dela é possível estabelecer todas as quantidades na hipersu-

perfície. Define-se também a hipersuperfície Bt tipo-tempo (Bt , γ) que são consideradas como

ortogonais a (Σt , h) também suaves e contínuas, as coordenadas definidas nessa hipersuperfície

estão rotuladas por: zi =
{

z1, z2, z3}. Consideraremos neste trabalho unidades naturais, em que:

c =G = h̄ = 1. A seguir, apresentamos uma tabela com os principais símbolos e suas descrições

definidas no projeto.

Tabela 1 – Tabela das principais quantidades presentes no projeto.

SÍMBOLO DESCRIÇÃO
A,α = ∂αA derivada parcial 4-dimensional de um campo escalar A.

Ȧ = dA
dt derivada temporal total de um campo escalar A

Aα

;β = ∇β Aα derivada covariante das componentes do vetor Aα (compatível com gαβ )
Aa
|b = DbAa derivada covariante das componentes do vetor Aa (compatível com hab)
g, h, σ , γ determinante dos tensores métricos

Γα

βσ
símbolos de Christoffel (compatível com gαβ )

Γa
bc símbolos de Christoffel (compatível com hab)

Rα

βσλ
, Rαβ , R Tensores de curvatura e escalar curvatura (compatível com gαβ )

Ra
bcd, Rab,

(3)R Tensores de curvatura e escalar curvatura (compatível com hab)
L~uAα derivada de Lie de Aα ao longo de uα .
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1 INTRODUÇÃO

É muito comum encontrarmos em literaturas recentes, no campo de física teórica, uma

busca intensa por uma descrição quântica da gravidade. A Relatividade Geral (RG) é uma teoria

que descreve classicamente o campo gravitacional através das equações de campo de Einstein

(CARMELI, 1982; D’INVERNO, 1998). O fato da teoria ser elegantemente formulada e expe-

rimentalmente testada, não a garante como uma teoria completa, pois existem lacunas nas quais

devemos questionar e repensar sua descrição. Por exemplo, a cosmologia moderna (descrita a

partir da RG) com o grande progresso na sua compreensão teórica e experimental, apresenta

dificuldades em descrever três grandes problemas: matéria escura, constante cosmológica e

energia escura 1. Em vista do modelo padrão cosmológico, diversas modificações mínimas da

RG têm sido exploradas na tentativa de uma melhor compreensão da origem fundamental de

um ou mais dos problemas citados. Por outro lado, uma descrição quântica da gravidade poderá

conceder uma nova visão (novos campos) em que os problemas acerca da RG poderiam ser

revistos. No entanto, ao que se sabe até hoje é que não há uma consistência na descrição da

RG nos regimes da Mecânica Quântica, mais conhecido fenomenologicamente como gravidade

quântica.

O cenário na busca de uma descrição quântica do campo gravitacional ocorreu a partir

da década de 50, onde já haviam trabalhos bem avançados em termos da teoria quântica de

campos para a interação eletromagnética. No entanto, ao aplicar as ideias de quantização para o

campo gravitacional deparou-se com problemas de divergência, pois a natureza das equações de

campo da RG é não-linear, diferenciando das teorias de campo usualmente conhecidas naquela

época (DEWITT, 2009). Um dos caminhos na busca de uma teoria consistente nesse regime é

por meio da formulação Hamiltoniana da RG, ou seja, a estrutura canônica da RG 2. As primei-

ras ideias nessa direção surgiram na década de 50 com Dirac (DIRAC, 1958), e também com

Arnowitt, Deser e Misner, em (ARNOWITT; DESER; MISNER, 2008), o último conhecido

como formalismo ADM, o legado e a história do formalismo ADM podem ser vistos também

1 É importante ressaltar que no contexto de teoria de campos o problema da constante cosmológica é
intrinsicamente relacionado com a energia do vácuo, e há uma discrepância do valor teórico previsto
de 10120 ordens de magnitude em relação ao valor experimental, e há estudos buscando uma solução
para este problema sem a necessidade de um ajuste fino. Por outro lado, em um contexto cosmológico,
a energia escura é descrita a partir da cosntante cosmológica no modelo Λ-CDM, descritas pela métrica
de Friedmann–Lemaître–Robertson–Walker (FLRW)

2 Aqui apresenta-se a estrutura canônica, onde se pode realizar uma quantização canônica pelo princípio
de correspondência de Heisenberg a partir das ferramentas aqui presentes.
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em (DESER, 2015). E mais tarde, com DeWitt, um dos precursores da análise canônica da

teoria gravitacional (DEWITT, 1967).

A teoria da RG pode ser expressa em termos de uma ação funcional que descreve as

equações de campo para o campo gravitacional

SEH =
1

2κ

ˆ
M

d4x
√
−gR. (1.1)

em que R é o escalar de curvatura de Ricci. Sobre o conteúdo de simetria da RG, podemos dizer

que ela é covariante sob transformações gerais de coordenadas do tipo xα → xα +ξ α(x) em que

ξ α(x) é um campo vetorial. Dentro do grupo de transformações gerais de coordenadas, temos

que a RG também é invariante sob a seguinte transformação de reparametrização:

xµ → X µ (xµ)

e também invariante por difeomorfismos:

δgµν = ∇µξν −∇νξµ .

Uma consequência imediata da invariância por reparametrização é a presença de víncu-

los de primeira-classe em sua descrição Hamiltoniana (OKSANEN, 2013). A descrição com-

pleta de sistemas Hamiltoniano vinculados foi proposto também por Dirac em (DIRAC, 1958).

Segundo a abordagem de Dirac para sistemas vinculados, é possível determinar o número pre-

ciso de graus de liberdade físicos de uma teoria a partir da correta análise de seus vínculos

canônicos. Primeiramente, após determinar o conjunto completo de vínculos, passa-se para o

nível de classificá-los como vínculos de primeira-classe, ou vínculos de segunda-classe. Os

últimos são identificados como variáveis redundantes, enquanto os de primeira-classe como os

geradores de simetria para uma dada teoria.

Recentemente, devido ao avanço tecnológico, diversos experimentos cosmológicos têm

permitido escrutinar a estrutura da RG, permitindo assim a proposta de diversos modelos gra-

vitacionais fenomenológicos. Todavia, além de descrever um determinado fenômeno, mode-

los alternativos devem ser matematicamente consistentes, e possuir um bom comportamento

quanto às suas características fundamentais, por exemplo, seus graus de liberdade físicos, e a

maneira mais precisa para se estabelecer essa análise de consistência é a partir do formalismo
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Hamiltoniano. Todavia, para a descrição hamiltoniana da teoria gravitacional a covariância da

RG necessariamente precisa ser quebrada, uma vez que um parâmetro de evolução temporal

precisa ser incorporado. Mas como a teoria gravitacional descreve o próprio espaço-tempo,

será necessário introduzir o conceito de foliação de hiper-superfícies, e assim compreender o

espaço-tempo como uma evolução temporal de uma coleção de hiper-superfícies com estrutura

causal.

Uma proposta interessante e não muito recente de um modelo alternativo à RG é anali-

sado neste trabalho, sendo mais específico abordaremos a análise canônica da Gravidade Uni-

modular (GU). A proposta em GU é de uma descrição clássica semelhante à RG em que é

imposto ao determinante do tensor métrico ser igual a uma constante:
√
−g = ε0. A condição

de unimodularidade fixa parcialmente o sistema de coordenadas. Embora a estrutura da teoria

unimodular seja bastante similar à da RG, existem sutilezas que permitem estabelecer a descri-

ção de certos fenômenos não descritos pela RG: através da análise das equações de movimento

é possível concluir que a constante cosmológica é interpretada como uma constante de integra-

ção, e não mais como um acoplamento como na RG. Essa nova visão permite explorar diversas

consequências teóricas e experimentais da teoria unimodular frente a RG.

A constante cosmológica foi adicionada por Albert Einstein nas suas equações da RG

originais para a implementação de um universo estático. No entanto, com as descobertas do

redshift, em que observou-se que as galáxias estão se afastando e as ideias do universo em

expansão, A. Einstein abandona as ideias da constante cosmológica (PAIS, 1995). Por outro

lado, com o surgimento da teoria quântica de campos a ideia de energia do ponto zero ou

energia do vácuo surge como uma explicação de que não existe espaço vazio. De acordo com

as equações de Einstein com constante cosmológica e sua solução para o vácuo é possível

estabelecer uma relação entre a energia do vácuo e a constante cosmológica, e a sua comparação

está a uma ordem de grandeza muito grande de diferença, cerca de 120 ordens entre os dados

experimentais e a densidade do vácuo. Este é um problema fundamental da física até hoje

(WEINBERG, 1989; PADILLA, 2015).

Dentre as motivações em compreender melhor a GU, embora ela não resolva o problema

da constante cosmológica, como apontado por (PADILLA; SALTAS, 2015), podemos citar o

fato de que as duas teorias, RG e GU, possuírem comportamento quântico completamente dis-

tintos (ALVAREZ et al., 2015), em que correções quânticas não corrigem o valor da constante

cosmológica, i.e. não há necessidade de renormalização para a constante cosmológica. Assim,
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a GU descreve os mesmos fenômenos físicos que RG. A ação mais simples que descreve GU é

SGU =

ˆ
M

d4x
(

1
2κ

√
−gR+λ

(√
−g− ε0

))
, (1.2)

onde ε0 é uma densidade escalar e a condição de unimodularidade está presente na ação como

um vínculo em que λ faz o papel de um multiplicador de lagrange. Ela é invariante a um sub-

conjunto de difeomorfismo, que satisfaz a condição ∇µξ µ = 0, nomeado como difeomorfismo

transverso (TDiff). Embora não abordaremos a análise quântica da teoria unimodular existe

uma equivalência nesse regime com a RG (PADILLA; SALTAS, 2015). Isto implica que a te-

oria unimodular descrita pela ação (1.2) também não é consistente quanticamente. No entanto,

a equivalência poderá ser quebrada ao descrever a teoria unimodular a partir de acoplamento

entre campos livres, não interagentes, como nas refs. (PADILLA; SALTAS, 2015; BUFALO;

OKSANEN; TUREANU, 2015). Essas versões tornam-se invariantes por difeomorfismos e são

classicamente equivalentes à GU.

Nos capítulos a seguir serão introduzidos os detalhes necessários para a compreensão do

formalismo Hamiltoniano da RG e que serão fundamentais na analise canônica em GU. Uma

introdução a sistemas clássicos com vínculos e sua devida análise dos vínculos encontra-se na

próxima seção. A decomposição do espaço-tempo a partir do formalismo 3+ 1, conforme se-

ção 3.3 e as equações de campo de Einstein por meio do formalismo métrico Lagrangiano, com

detalhes envolvendo termos de fronteira, seção 3.4. Já no capítulo 4 encontra-se a descrição do

Hamiltoniano da RG que irá herdar os termos de fronteira descritos na formulação Lagrangiana

e sua análise canônica segundo as ideias de Dirac é feita. Diante das ferramentas apresenta-

das nos capítulos anteriores, aplicamos à teoria unimodular no capitulo 5 e a análise canônica

também é feita. E por fim tratamos de esclarecer quais são as conclusões e as perspectivas

envolvidas no estudo da formulação Hamiltoniana da RG e sua aplicação.
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2 OBJETIVO GERAL

Compreensão da formulação Hamiltoniana da Relatividade Geral levando em conta em

sua descrição termos de fronteira e em sequência aplicá-lo a uma modificação realizada na

teoria gravitacional: Gravidade Unimodular.
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3 REFERENCIAL TEÓRICO

Neste capítulo iremos abordar a estrutura matemática necessária para a construção do

Hamiltoniano da RG. Primeiramente iremos descrever um sistema Hamiltoniano vinculado ge-

ral, abordando as principais propriedades existentes na descrição de um sistema físico. Em

sequência definimos como deve ser a estrutura do espaço-tempo para formular a RG na forma

Hamiltoniana e por fim, deduziremos as equações de campo de Einstein através do formalismo

Lagrangiano.

3.1 Dinâmica Hamiltoniana de um sistema clássico singular.

Nesta seção faz-se uma abordagem geral da dinâmica Hamiltoniana. As variáveis canô-

nicas independentes qi (coordenadas generalizadas) e o momento pi são assumidas como gerais

(significa que podemos tomá-las como variáveis canônicas que descrevem partículas ou cam-

pos) (NIVALDO, 2007; DIRAC, 1964).

Seja L(qi; q̇ j) a função Lagrangiana presente na ação, dada por:

S =

ˆ
dt L(qi; q̇ j). (3.1)

O formalismo Hamiltoniano consiste em escrever toda a informação contida no sistema

(3.1) em termos das variáveis canônicas (qi , pi). Para isso, fazemos uso da transformação de

Legendre a fim de fazer uma mudança de variáveis (qi; q̇ j)→ (qi; p j) e escrever

H(qi; pi) = q̇i pi−L(qi; q̇i) (3.2)

em que pi = ∂L
∂ q̇i

e q̇i =
dqi
dt são as definições do momento canônico e a velocidade generalizada,

respectivamente. Assim, temos uma nova função escrita em termos de (qi , pi) somente.

As equações de movimento de Hamilton são obtidas quando substituímos a expressão

(3.2) em termos da lagrangiana na ação, dada pela Eq. (3.1). Usando o princípio de mínima ação

(δS = 0), ou seja, tomando as variações de S(q, q̇) =
´

dt
(
q̇i pi−H(qi; pi)

)
e considerando que

δq(t1) = δq(t2) = 0, encontra-se as equações de movimento de Hamilton:

q̇i =
∂H

∂ pi, ṗi =−
∂H

∂qi
.
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Agora seja F(q, p, t) e G(q, p, t) variáveis dinâmicas arbitrárias, é possível calcular a sua

evolução temporal como

Ḟ = ∑
k

(
∂F
∂qk

∂qk

∂ t
+

∂F
∂ pk

∂ pk

∂ t

)
+

∂F
∂ t

usando agora as equações de Hamilton, temos

Ḟ = ∑
k

(
∂F
∂qk

∂H
∂ pk −

∂F
∂ pk

∂H
∂qk

)
+

∂F
∂ t

,

onde Ḟ = dF
dt . Define-se como parênteses de Poisson a relação entre duas variáveis dinâmicas

quaisquer em termos das variáveis canônicas, como segue:

{F,G} ≡∑
k

 ∂F

∂qk

∂G

∂ pk−
∂F

∂ pk

∂G

∂qk

 (3.3)

Logo, escreve-se Ḟ como

Ḟ = {F,H}+ ∂F
∂ t

(3.4)

A partir da expressão (3.3), os parênteses de Poisson básicos entre as variáveis canônicas

(qi , pi) podem ser facilmente encontrados, sendo eles

{qi,q j}= 0, {pi, p j}= 0, {q j, pi}= δ
i
j, (3.5)

onde δ i
j é a função delta de Kroenecker. Ademais, é ainda possível reescrever as equações de

Hamilton em termos dos parênteses de Poisson

q̇i = {qi,H}=
∂H

∂ pi, ṗi = {pi,H}=−
∂H

∂qi
. (3.6)

Diz-se que a função lagrangiana L(qi; q̇ j) é singular quando não podemos expressar uni-

camente as velocidades canônicas q̇i em termos dos momentos pi = ∂L
∂ q̇i

(HANSON; REGGE;

TEILTELBOIM, 1976). Um outro teste equivalente desta condição é quando o determinante da
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matriz Hessiana é nulo

det

 ∂ 2L

∂ q̇i∂ q̇ j

= 0. (3.7)

A matriz Hessiana basicamente nos diz se há uma relação entre as velocidades e momentos, seja

essa relação de inversão possível quando ela é não nula, enquanto que no caso em que a matriz

é nula a relação não é estabelecida, neste caso dizemos tratar-se de uma teoria singular. Esta

condição necessária nos leva à presença de vínculos primários na dinâmica do sistema, que foi

estudado primeiramente por Dirac em 1964 (DIRAC, 1964). Um dos exemplos de sistema com

vínculos é a descrição Hamiltoniana da gravitação que será abordada mais adiante. Vínculos

primários são definidos a partir de

φm(q, p) =
∂L

∂ q̇m
≈ 0, m = 1, ...,K, (3.8)

o símbolo ≈ foi introduzido por Dirac e significa “fracamente”, indica que os vínculos φm não

são identicamente nulos sobre todo o espaço de fase, podendo ter parênteses de Poisson não

nulos com variáveis do espaço de fase.

A Hamiltoniana H = H(qi, pi) ainda assim continua válida, no entanto na presença de

vínculos primários devemos ter uma Hamiltoniana modificada, que irá incorporar estes vínculos

por meio de multiplicadores de Lagrange, chamada de Hamiltoniana primária

Ĥ = H +
K

∑
m=1

λmφm (3.9)

onde H é a Hamiltoniana dada em (3.2) e λm são multiplicadores de Lagrange. Não é possível

variar pi e qi independentemente, portanto as equações de movimento na presença de vínculos

primários são agora dados por

q̇i =
{

qi, Ĥ
}
=

∂H

∂ pi +λm
∂φm

∂ pi , ṗi =
{

pi, Ĥ
}
=−

∂H

∂qi
−λm

∂φm

∂qi
(3.10)

Essas equações são consistentes com as variações δqi, δ pi que preservam os vínculos

φm ≈ 0. No entanto, o sistema só será completamente consistente se a derivada temporal de

todos os vínculos primários forem zero. Trata-se isso como condição de consistência (DIRAC,

1964), ou seja, devemos garantir que os vínculos sejam preservados na evolução temporal do
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sistema. Então para um vínculo φn devemos ter

φ̇n =
{

φn, Ĥ
}
≈{φn,H}+

K

∑
m=1

λm {φn,φm} ≈ 0 (3.11)

Se de alguma forma a condição de consistência (3.11) não for satisfeita, é necessário in-

corporar vínculos secundários na dinâmica do sistema. Por outro lado, uma vez que a condição

de consistência acima é satisfeita e a matriz {φn, φm} não seja singular, ou seja, det{φn, φm} 6= 0

é possível determinar univocamente os multiplicadores de Lagrange (NIVALDO, 2007). Se essa

condição é válida, a matriz {φn, φm} tem uma inversa Cln que satisfaz

∑
n

Cln {φn, φm}= ∑
n
{φn, φm}Cln = δlm.

Assim o multiplicador de Lagrange pode ser obtido a partir da condição de consistência

λl ≈−∑
n

Cln {φn, H} .

Desta forma, podemos reescrever a evolução temporal de qualquer função canônica F(q, p)

como

Ḟ ≈ {F, H}−∑
l,n
{F, φl}Cln {φn, H} . (3.12)

Agora definimos os parênteses generalizados de Dirac como sendo

{F, G}D = {F, G}−∑
m,n
{F, φm}Cmn {φn, G} , (3.13)

Esta nova quantidade possui as mesmas propriedades algébricas dos parênteses de Poisson.

Portanto, a evolução temporal de qualquer função F(q, p) fica

Ḟ = {F, H}D (3.14)

Veja que foi introduzido o sinal de igualdade forte em (3.14). Isto decorre do fato de que,

qualquer função F(q, p) no espaço de fase tem parênteses de Dirac nulos com os vínculos, ou
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seja

{F, φm}D = {F, φm}−∑
l,n
{F, φl}Cln {φn, φm}= {F, φm}−{F, φm}= 0,

Ao trabalharmos com os parênteses de Dirac, estamos de fato num espaço de fase reduzido,

sendo que as variáveis canônicas espúrias 1 presentes nos vínculos são eliminadas.

Se de alguma forma a condição de consistência imposta aos vínculos primários não for

satisfeita, são incorporados à dinâmica do sistema os vínculos secundários. Esses vínculos

devem também satisfazer condições de consistência semelhantes à eq. (3.11) que também deve

ser preservada no tempo. Essa condição de consistência se alonga até que todos vínculos a

satisfazem, inclusive, se necessário vínculos adicionais são acrescentados (OKSANEN, 2013).

Por fim, o conjunto completo de vínculos, primários e secundários é obtido por

φm(q, p)≈ 0, m = 1, ...,M ≥ K. (3.15)

O Hamiltoniano para esse conjunto completo de vínculos é nomeado como Hamiltoni-

ano estendido e é definido como

He = H +
M

∑
m=1

λmφm,

onde H é dado por (3.2).

Uma vez que estabelecemos o conjunto completo de vínculos podemos classificá-los.

Eles são classificados em duas categorias, os de primeira classe e os de segunda classe, respec-

tivamente. Os vínculos de primeira classe são aqueles que possuem parênteses de Poisson nulos

com quaisquer outro vínculo. No entanto, aqueles cujo parênteses de Poisson não se anula entre

vínculos, são ditos vínculos de segunda classe. Assim como foi feito anteriormente a partir da

condição de consistência, podemos resolver os multiplicadores de Lagrange para os vínculos

de segunda classe, considerando os vínculos de primeira classe como arbitrários (OKSANEN,

2013).

De fato, o processo de introdução dos parênteses de Dirac, expressão (3.13), consiste

basicamente no fato de que os vínculos de segunda classe são eliminados da dinâmica, i.e.

1 Sempre que tratamos de teorias com vínculos há em sua descrição graus de liberdade a mais (no
sistema) do que aqueles que realmente têm significado físico. A esses graus de liberdades a mais que
nos referimos como variáveis espúrias.
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podemos torná-los fortemente nulos, introduzindo assim um novo conjunto de parênteses e

ocasionando na existência somente de vínculos de primeira classe no sistema. Então, seja φb ≈

0, em que b = 1, ....,B um conjunto de vínculos de segunda classe. Pelo parênteses de Dirac

garantimos que qualquer variável canônica satisfaz: {F, φb}D = 0→ φb = 0. Já os vínculos de

primeira classe têm uma álgebra fechada sob os parênteses de Dirac, ou seja não geram novos

vínculos (OKSANEN, 2013). Portanto, nosso sistema terá somente vínculos de primeira classe,

onde o Hamiltoniano estendido para o conjunto completo se restringe agora a

He = H +
A

∑
a=1

λaΦa, (3.16)

onde Φa são vínculos de primeira classe e λa são seus respectivos multiplicadores de Lagrange

arbitrários. Façamos um resumo referente ao processo de construção e características dos vín-

culos de um sistema. Começamos logo na descrição da função Hamiltoniano identificando os

primeiros vínculos do sistema, esses são os vínculos primários que sempre surgem a partir

da definição do momento canônico 2. Em seguida, uma vez que foi imposto que os vínculos

primários devem satisfazer a condição de consistência (evolução temporal) e se ela for violada,

em decorrência desse resultado é necessário introduzir os vínculos secundários. Repetimos o

processo de condição de consistência a esses novos vínculos, se por um acaso ela não for satis-

feita novos vínculos terciários serão gerados 3, e esse processo de condição de consistência é

aplicado até que todos os vínculos do sistema são obtidos. Uma vez que o conjunto de vínculos

tenha sido determinado, o próximo passo é classificá-los segundo a conjectura de Dirac, entre

vínculos de primeira e segunda classe. Por exemplo, se um vínculo tiver parêntese de Poisson

nulo com todos os outros vínculos, seja ele primário, secundário ou terciário, etc, ele é dito

ser de primeira classe (e é interpretado como sendo o gerador do grupo de simetria em ques-

tão). Por outro lado, se um deles tiver um único parênteses de Poisson com algum dos outros

vínculos diferente de nulo, a este par nós classificamos como vínculos de segunda classe.

Estamos interessados em compreender como é a evolução temporal das variáveis canô-

nicas (q, p) definidas no espaço de fase. A obtenção das variáveis canônicas definem o estado

do sistema, o simples fato da evolução temporal possuir funções arbitrárias λa, implica que

existe um instante de tempo posterior tal que o conjunto de valores de qi e pi corresponde ao

mesmo estado físico. Esta é uma característica exclusiva de uma teoria que é invariante por

2 Como veremos na RG, os vínculos primários pN , pa.
3 Embora este fato não ocorra neste trabalho.



22

transformação de gauge4, que muita das vezes é descrita por um número de variáveis maior do

que os graus de liberdade físicos, a superfície do espaço de fase com as variáveis físicas nesse

caso é chamada de órbita de gauge (OKSANEN, 2013). Assim, os vínculos de primeira classe

atuam como geradores de transformação de gauge.

Por outro lado, se escolhermos um multiplicador λa específico a dinâmica do sistema

torna-se unívoca. Para isso, introduzimos condições de gauge (ou condições subsidiárias), que

serão de mesmo número que os vínculos de primeira classe. Essas condições subsidiárias são

escolhidas de tal forma a também serem vínculos de primeira classe, e também transformarem

os vínculos de primeira classe originais em segunda classe, permitindo assim eliminá-los através

da introdução de parênteses de Dirac. Portanto, introduzimos

χa ≈ 0, a = 1, ....,A,

onde os χa devem satisfazer as condições de consistência que irá fixar o restante de multipli-

cadores de Lagrange λa. As condições de gauge eliminam completamente todos os graus de

liberdade espúrios (i.e. aqueles que não são físicos) do sistema (OKSANEN, 2013).

De acordo com Dirac, a fórmula para obter os graus de liberdade físicos de qualquer

teoria com vínculos é dada por

no de graus físicos de liberdade =
2N−2A−B

2
, (3.17)

onde 2N corresponde ao número de variáveis canônicas, A ao número de vínculos de primeira

classe e B ao número de vínculos de segunda classe (OKSANEN, 2013).

A seguir aborda-se as ferramentas matemáticas necessárias para o estudo da formulação

Hamiltoniana da Relatividade Geral (RG).

3.2 Uma introdução à Relatividade Especial e Geral

Nesta seção faremos um resumo das principais ideias envolvidas na elaboração das teo-

rias da Relatividade (Especial e Geral).

Em 1905 a publicação da Teoria da Relatividade Especial desencadeava um grande

avanço na concepção de espaço e tempo na ausência de campo gravitacional. A concepção

4 É uma transformação de simetria local, por exemplo, realizar uma transformação local de coordenadas,
ou seja uma transformação no ponto.
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de espaço e tempo não é a mesma para todos os observadores (sistemas de referência 5) que

viajam à velocidades próximas a da luz c, eles são de fato relativos. Essas quantidades pas-

sam então a serem tratadas como uma única entidade chamada espaço-tempo 4-dimensional

contínuo de Minkowski, no sentido em que um sistema de coordenas definido em um ponto

P do espaço-tempo dado por xα = xα (P) = (t,x,y,z) 6 descreve a posição e o tempo de um

determinado evento neste ponto, que se pode estender e determiná-los ponto a ponto. Toda a

teoria foi elaborada por Albert Einstein, que se baseia em dois postulados: (i) as leis da física

são as mesmas para todos os sistemas de referência inerciais 7 e (ii) a velocidade da luz é uma

constante para qualquer sistema de referência inercial. Pode-se dizer que a teoria da relativi-

dade especial foi fundamentada em diversos resultados anteriores, como as transformações de

Lorentz 8 e a noção de espaço-tempo de Minkowski, oriundos da descrição covariante da teoria

eletromagnética (equações de Maxwell).

Mais tarde, em 1915, A. Einstein propôs a teoria da Relatividade Geral como uma forma

de generalizar as ideias desenvolvidas por ele na teoria especial levando em conta os efeitos do

campo gravitacional. Era muito comum Einstein construir “experimentos mentais” na busca da

compreensão de determinados fenômenos físicos. E na generalização dos postulados da rela-

tividade especial levando em conta o campo gravitacional não foi diferente. O “experimento

mental” de Einstein foi o seguinte: “...uma pessoa que cai sob influência do campo gravitacio-

nal, não consegue sentir seu próprio peso...”(PAIS, 1995). O significado dessa frase culminou

no chamado princípio da equivalência, em que localmente existe uma equivalência entre siste-

mas de referência acelerados e a presença de um campo gravitacional. Para Einstein, qualquer

observador deveria ser capaz de construir e aplicar as leis físicas em quaisquer sistemas de re-

ferência, seja ele inercial ou não, a isso denomina-se princípio da covariância geral em que

as leis físicas fundamentais devem ser invariantes sob transformações gerais de coordenadas.

A RG é uma teoria invariante por difeomorfismo 9. As transformações matemáticas realiza-

das em um sistema e que localmente deixam o mesmo inalterado são ditas transformações de

5 Sistema de referência pode ser estabelecido em boa aproximação como um sistema de coordenadas
responsável por realizar medidas de grandezas físicas, como por exemplo: posição, velocidade, acele-
ração, e etc.

6 Onde estamos utilizando unidades naturais: c = G = 1.
7 Na relatividade especial, se traduz no movimento uniforme (MU) entre dois sistemas referência.
8 São transformações de coordenadas entre dois sistemas que se movem com velocidade constante dada

por: x′α = Λα

β
xβ , onde Λα

β
são as componentes da matriz de Lorentz que representam os boosts e as

rotações.
9 É uma determinada transformação do tipo xα → xα +ξ α(x) em que deixa o tensor métrico invariante.
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gauge (CHUNG, 2008). Para isso, a estrutura matemática que irá descrever toda a dinâmica do

campo gravitacional é o cálculo tensorial, no qual as equações são independentes do sistema de

coordenadas.

Não iremos abordar toda a construção matemática da análise tensorial10, no entanto

vamos analisar como é a lei de transformação entre dois sistemas de coordenadas definidos

por: x′α = x′α(xβ ), em que x′α representa o sistema de coordenadas em um referencial K′ e xβ

representa o sistema de coordenadas em um referencial K. Realizando a diferenciação em x′α

em um ponto P a transformação é dada por

dx′α =
∂x′α

∂xβ
dxβ , (3.18)

onde ∂x′α

∂xβ
representa a matriz de transformação num ponto P, o jacobiano é o determinante da

matriz de transformação devendo ser diferente de zero se existe uma transformação inversa,

usamos também a convenção de Einstein, em que índices repetidos expressam a existência de

uma soma (CARMELI, 1982; D’INVERNO, 1998; MISNER; THORNE; WHEELER, 1973).

A quantidade que usamos para fazer medidas de distâncias infinitesimais no espaço-tempo é

chamada de métrica 11 e é dada por

ds2 = gαβ dxαdxβ , (3.19)

onde gαβ é um tensor12 chamado de tensor métrico que na RG tem componentes que depen-

dem das coordenadas (gαβ (xµ)), mas localmente esse tensor torna-se o tensor de Minkowski

10 Para mais detalhes o leitor pode consultar as seguintes referências: (MISNER; THORNE; WHEELER,
1973; CARMELI, 1982; D’INVERNO, 1998)

11 A métrica geral do espaço-tempo pode ser classificada em três tipos:

ds2 > 0 → tipo-tempo

ds2 = 0 → tipo-luz

ds2 < 0 → tipo-espaço.

Sendo propostas a partir do conceito de causalidade existente no espaço-tempo definidas pelo cone de
luz, em que a velocidade da luz no vácuo c é o limite velocidade de propagação. Todos os eventos que
ocorrem ou que ocorrerá acontecem dentro e na borda do cone de luz.

12 Os tensores são uma generalização dos vetores. Existem dois tipos de tensores, os covariantes e os
contravariante, identificados a partir de seu comportamento sob transformações de Lorentz. As regras
de transformações de coordenadas para os tensores segue a mesma linha, veja

g′
αβ

=
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
gµν , g′αβ =

∂x′α

∂xµ

∂x′β

∂xν
gµν .
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ηµν = diag(−1,1,1,1) com componentes constantes. A expressão (3.19) é um invariante sob

transformações de coordenadas, ou seja, para qualquer referencial, ds2 tem o mesmo valor. Seja

ds2 a distância medida por um observador em um sistema de referencial K com coordenadas

xα = xα (x′), temos

ds2 = gαβ (x)dxαdxβ

= gαβ (x)
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
dx′µdx′ν

= g′µν(x
′)dx′µdx′ν = ds′2, (3.20)

onde usamos a transformação inversa da expressão (3.18). É importante que neste espaço-tempo

seja possível comparar objetos (pontos, vetores, tensores, etc) usando as leis de transformação.

Para isso, vamos definir alguns conceitos de derivada.

• Conexão afim e derivada covariante

Seja um campo vetorial Uα(x) definido em um ponto P com coordenadas xµ 13. Este mesmo

campo vetorial é avaliado num segundo ponto Q (deslocado infinitesimalmente δx do ponto P)

com coordenadas xµ +δxµ , logo o campo vetorial fica

Uα (x+δx) =Uα (x)+δxβ
∂βUα , (3.21)

se definirmos a variação δUα (x) ≡ δxβ ∂βUα , é fácil ver que a quantidade δUα (x) não se

transforma como um tensor uma vez que ela foi construída a partir da comparação de duas

quantidades (vetores) em pontos diferentes, isto é:

δUα (x) =Uα (x+δx)−Uα (x) ,

neste caso, a variação contempla tanto a variação da forma como do ponto onde o vetor é cal-

culado. Vamos agora definir um vetor no ponto Q que seja paralelo ao vetor Uα (x) no ponto P

e realizar a diferenciação dele. Dizemos neste caso que o vetor será transportado paralelamente

P até o ponto Q (D’INVERNO, 1998). Por outro lado, assumimos que xµ + δxµ está infinite-

Um tensor de ordem 1, ou seja com apenas um índice é um vetor V α . Já um tensor de ordem zero é um
escalar e eles são invariantes sob transformações de coordenadas (CARMELI, 1982; D’INVERNO,
1998).

13 Um campo vetorial associa a cada ponto P do espaço-tempo um vetor de mesma valência.
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simalmente próximo de xµ , e assim o vetor transportado paralelamente apresenta diferença por

uma quantidade ¯δUα . Realizando a diferença entre os vetores, temos que a quantidade

Uα (x+δx)−Ūα (x+δx) =Uα (x)+δUα −
[
Uα (x)+ ¯δUα

]
= δUα − ¯δUα

é de fato um vetor, pois a diferença foi avaliada no mesmo ponto Q, podemos dizer nesse caso

que somente a forma do vetor foi alterada, e não o ponto onde ele é calculado. Ao exigirmos

que a variação ¯δUα seja nula sempre que δxµ seja nula nos permite impor que ¯δUα seja escrito

como

¯δUα =−Γ
α
µν δxµ Uν ,

onde Γα
µν é conhecido como conexão afim e o sinal é uma convenção (D’INVERNO, 1998).

Agora estamos prontos para definir o conceito de derivada covariante no espaço-tempo. A

definição da derivada covariante segue a partir do processo usual do cálculo diferencial. Seja

então Uα(x) um campo vetorial

∇µUα(x)≡ lim
δxµ→0

Uα (x+δx)−Ūα (x+δx)
δxµ

(3.22)

= lim
δxµ→0

Uα (x+δx)−Uα (x)
δxµ

− lim
δxµ→0

¯δUα

δxµ
(3.23)

= ∂µUα +Γ
α
µνUν , (3.24)

onde usamos a definição usual de derivada e a expressão para ¯δUα , sendo Γ
γ

αβ
os símbolos de

Christoffel 14 definidos no espaço-tempo

Γ
µ

αβ
=

1
2

gµν
(
gνα,β +gνβ ,α +gαβ ,ν

)
,

A expressão (3.22) consiste na definição de derivada covariante que pode ser facilmente esten-

dida à vetores covariantes e também para tensores de ordem superior de forma análoga. Uma

condição importante no espaço-tempo está contida na derivada covariante do tensor métrico

14 Os símbolos de Christoffel é a conexão escrita em termos do tensor métrico. Esta quantidade aparece
ao definirmos a derivada de um tensor que não se transforma de acordo com a lei de transformação
para um tensor.
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gαβ , que é

∇µgαβ = 0, (3.25)

essa condição também é chamada de condição de metricidade, e é intrinsicamente relacionada

com a forma dos símbolos de Christoffel. A seguir, vamos introduzir o conceito de derivada de

Lie, que também tem como característica a comparação de objetos ao longo de uma congruência
15

• Derivada de Lie

A definição da derivada de Lie segue a partir da comparação de tensores entre dois pon-

tos. Por exemplo, seja P um ponto com coordenadas xα e um outro ponto Q com coordenadas

x′α , após realizarmos uma transformação infinitesimal do tipo

x′α = xα + εξ
α(x),

onde ε é um parâmetro infinitesimal e ξ α(x) é um campo vetorial. O campo vetorial ξ α(x)

é definido como sendo o responsável por “arrastar” o ponto P ao longo de uma congruência

γ até o ponto Q onde iremos compará-los, o resultado dessa comparação é o que chamamos

de derivada de Lie (CARMELI, 1982; D’INVERNO, 1998). Seja Tαβ as componentes de um

campo tensorial de rank (2,0) 16 no ponto P realizando uma transformação no ponto T αβ (x)→

T ′αβ (x′), ou seja, essa transformação irá “arrastar” o tensor T αβ ao longo de γ de P para Q.

Sob essa condição, as componentes deste tensor se transformam como usualmente

T ′αβ =
∂x′α

∂xµ

∂x′β

∂xν
T µν(x). (3.26)

É possível ainda determinar a diferenciação entre elas

∂x′α

∂xµ
= δ

α
µ + ε∂µξ

α ,

15 Uma congruência é uma curva parametrizada definida por cada ponto p da variedade M no qual passe
uma e apenas uma curva parametrizada xα = xα(u).

16 Usamos a notação (k, l) para expressar o rank de um tensor, ou seja, consiste na maneira simplificada
de dizer que o número de componentes contravariantes de um campo tensorial é k, enquanto que o
número de componentes covariantes é l.
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onde usamos que ∂xα

∂xµ = δ α
µ . Substituindo este resultado na expressão (3.26) e desprezando

termos de ordem ε2, encontra-se

T ′αβ (x′) = T αβ (x)+
[
∂µξ

αT µν +∂νξ
β T αν

]
ε +O(ε2). (3.27)

Por outro lado, podemos realizar uma expansão em série de Taylor nas componentes do tensor

T αβ calculada no ponto Q:

T αβ (x′) = T αβ (x+ εξ (x)) = T αβ (x)+ εξ
µ

∂µT αβ , (3.28)

desprezando novamente ordens maiores que ε . A definição matemática da derivada de Lie é

semelhante ao conceito da derivada ordinária em que se compara duas quantidades (tensores)

no mesmo ponto sob o limite do parâmetro ε → 0, ou seja

Lξ T αβ = lim
ε→0

T αβ (x′)−T ′αβ (x′)
ε

= ξ
µ

∂µT αβ −T µβ
∂µξ

α −T αµ
∂µξ

β . (3.29)

Podemos usar a definição (3.22) e reescrever as derivadas parciais como derivadas covariantes

em (3.29). Logo, a derivada de Lie de um tensor de rank (2,0) ao longo da direção de um vetor

arbitrário ξ α é

Lξ T αβ = ξ
µ

∇µT αβ −T µα
∇µξ

β −T µβ
∇µξ

α . (3.30)

A derivada de Lie de um tensor covariante é obtida de modo análogo,

Lξ Tαβ = ξ
µ

∇µTαβ +Tµα∇β ξ
µ +Tβ µ∇αξ

µ . (3.31)

Quando analisamos uma transformação infinitesimal do tipo xα → xα + εξ α(x), vemos

que a transformação do tensor métrico deve ser da forma

Lξ gαβ = ξ
µ

∇µgαβ +gµα∇β ξ
µ +gβ µ∇αξ

µ (3.32)

= ∇αξβ +∇β ξα , (3.33)

em que a condição de metricidade (3.25) foi utilizada. Para que o tensor métrico seja invari-

ante sob esse tipo de transformação a derivada de Lie deve ser nula Lξ gαβ = 0 (CARMELI,
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1982). A esta invariância denominamos de difeomorfismo, e a condição para que uma teoria

gravitacional seja invariante por difeomorfismo é que

δgαβ = ∇αξβ +∇β ξα . (3.34)

A descrição das equações que regem o campo gravitacional podem ser obtidas a partir

de um formalismo clássico, através do princípio de Hamilton. Mencionamos anteriormente que

a RG é uma teoria de gauge e todas as teorias deste tipo podem ser escrita em termos de um

Lagrangiano em que as transformações de gauge deixam o Lagrangiano da teoria invariante

(CHUNG, 2008; ROVELLI, 2014).

Assim, as equações de campo que descrevem a dinâmica do campo gravitacional podem

ser escritas a partir da ação dada por

SEH =

ˆ
M

d4x
√
−gR, (3.35)

onde a densidade Lagrangiana é dada pelo escalar de Ricci R que é um invariante, ou seja, uma

quantidade escalar que é invariante sob transformações gerais de coordenadas (x′µ → xµ), o

elemento de volume 4-dimensional também deve ser um invariante sob essas transformações,

garantindo assim a invariância da ação de Einstein-Hilbert.

Para isso, devemos chamar atenção para as densidades tensoriais. Define-se uma densi-

dade tensorial de peso w sob uma transformação de coordenadas a seguinte quantidade:

T ′α..µ
β ...ν =

∣∣∣∣ ∂x
∂x′

∣∣∣∣w ∂x′α

∂xσ
...

∂x′µ

∂xλ

∂xγ

∂x′β
...

∂xδ

∂x′ν
T σ ...λ

γ...δ , (3.36)

onde
∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣w representa o jacobiano elevado a uma potência constante w. Sob transformações

de coordenadas o determinante do tensor métrico gαβ se transforma como g′ =
∣∣∣ ∂x

∂x′

∣∣∣2 g, o fato

da métrica ter assinatura negativa implica que o determinante g pode assumir valores negati-

vos, assim fazemos que
√
−g′ =

∣∣∣ ∂x
∂x′

∣∣∣√−g, onde dizemos que a raiz do determinante é uma

densidade escalar de peso +1 (D’INVERNO, 1998). Essas densidades são importantes pois

permitem construir os elementos infinitesimais de volume nas integrais como invariantes sob

transformações de coordenadas. Sob transformação de coordenadas um elemento de volume

4-dimensional se transforma como d4x′ =
∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣d4x, que claramente tem peso -1 (CARMELI,

1982; D’INVERNO, 1998). Relembrando que precisamos obter uma expressão que seja inva-
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riante por transformações de coordenadas, é fácil identificar a seguinte quantidade

√
−g′ d4x′ =

∣∣∣∣ ∂x
∂x′

∣∣∣∣√−gd4x′ =
√
−gd4x, (3.37)

como um invariante sob transformações gerais de coordenadas. Assim, a ação Einstein-Hilbert

é um invariante sob transformações de coordenadas.

Uma vez que a ação é invariante sob esse tipo de transformação, é possível descrever a

RG a partir do formalismo Hamiltoniano que como consequência deve também ser invariante

sob transformações de coordenadas. Como veremos posteriormente só é possível realizar tal

descrição ao quebrarmos a covariância espaço-temporal, uma vez que precisamos o conceito de

tempo no formalismo Hamiltoniano.

3.3 Estrutura do espaço-tempo na Formulação Hamiltoniana da Relatividade Geral

A RG é então uma teoria que descreve o campo gravitacional através da geometria do

espaço-tempo17, conceito que está fortemente relacionado com as componentes do tensor mé-

trico gαβ . A RG na forma como é construída, é definida a partir de uma variedade 4-dimensional

M18 que caracteriza o próprio espaço-tempo com coordenadas xα = (ct,x,y,z) (onde espaço e

tempo se unem em um único conceito), tal espaço-tempo está equipado de um elemento de li-

nha ds2 = gαβ dxαdxβ , que podemos pensar como a distância 4-dimensional entre dois eventos

que ocorrem no espaço-tempo, sendo suas componentes determinadas a partir das soluções das

equações de Einstein, que discutiremos mais adiante.

Para se realizar a construção da formulação hamiltoniana da RG, é necessário o conceito

de foliação do espaço-tempo, quebrando a covariância mas permitindo definir uma evolução

temporal. Para isso, nas seções a seguir encontra-se uma revisão de alguns detalhes que per-

mitem analisar espaço e tempo de forma separada através de hipersupefícies embutidas em M,

sem a perda dos graus de liberdade originais da teoria, também conhecido como formalismo

17 A geometria do espaço-tempo está relacionada à curvatura do espaço-tempo causada por uma fonte
massiva.

18 Variedade está relacionado ao conceito de superfícies, se tratando de RG a variedade é todo o espaço-
tempo onde vivemos.



31

ADM (GOURGOULHON, 2012; POISSON, 2002; OKSANEN, 2013). De fato, a foliação é a

evolução dessas hipersuperfícies no tempo. 19

3.3.1 Geometria de Hipersuperfícies

Uma hipersuperfície Σt é definida no espaço-tempo como sendo a imagem de uma vari-

edade 3-dimensional Σ̂ a partir de uma aplicação: Φ : Σ̂→M. Localmente, uma hipersuperfície

é definida pelo conjunto de pontos para os quais um campo escalar (t) em M é constante.

O efeito dessa aplicação fará com que o tensor métrico g induza uma métrica 3-dimensional

h definida na hipersuperfície Σt , dada por

hαβ = gαβ + εnαnβ , (3.38)

ou ainda, sua inversa

hαβ = gαβ + εnαnβ , (3.39)

onde ε = nαnα =±1, cuja valor dependerá do tipo de hipersuperfície considerada: tipo-tempo

(ε =+1) ou tipo-espaço (ε =−1). Os vetores nα são unitários 20 e normais à hipersuperfície

Σt , sua construção é feita normalizando o gradiente do campo escalar ∇t que está definido

normal à hipersuperfície Σt . Explicitamente temos

~n≡ 1√
±~∇t · ~∇t

~∇t, (3.40)

onde ~∇t é a forma dual 21 do gradiente do campo escalar ∇t. A expressão (3.38) é também

chamada de primeira forma fundamental de Σt .

Assim como no espaço-tempo, também define-se curvaturas na hipersuperfície, que são

agora de dois tipos: curvatura intrínseca e curvatura extrínseca. A curvatura intrínseca está

19 Assumimos pelo momento que o leitor possua uma certa familiaridade com a formulação Lagrangiana
da RG e as equações de Einstein. Embora, apresentaremos na seção (3.4) uma discussão da formulação
Lagrangiana da RG.

20 Vetores unitários são aqueles que possuem norma igual a 1 de acordo com a geometria euclidiana
usual, com assinatura (+,+,+,+). No entanto, ao tratar espaço-tempo como uma única entidade, ou
seja, tratando-se de uma geometria não-euclidiana com assinatura (−,+,+,+) a norma dos vetores
unitários podem ser ±1.

21 Geralmente a forma dual está relacionada com as componentes da matriz inversa, por exemplo, a forma
dual das componentes do tensor gαβ são as componentes contravariantes gαβ
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relacionada ao tensor de Riemann22 associado com a não comutatividade da derivada covariante

definida em Σt . Denota-se por (Dα) a componente da derivada covariante em Σt , que satisfaz

Dahab = hab
|a = 0, (3.41)

conhecida como condição de metricidade. Portanto, se ~v é um vetor pertencente ao espaço

tangente I (Σt), temos:

∀~v ∈I (Σt) , (DaDb−DbDa)vc = Rc
dabvd, (3.42)

onde Rc
dab é o tensor de Riemann definido na hipersuperfície Σt e a expressão (3.42) é a iden-

tidade de Ricci 3-dimensional. A partir dessa definição e levando em conta a semelhança entre

(g, M) e (h, Σt), as componentes do tensor de Ricci e o escalar de Ricci (ou também conhecida

como curvatura Gaussiana de (h, Σt)) é escrita como

Rab = Rc
acb, (3.43)

R = habRab. (3.44)

A curvatura intrínseca flexiona a hipersuperfície Σt em M. E como consequência disso,

à medida que movemos o vetor unitário nα normal à hipersuperfície alteramos a sua direção,

isto está relacionado à curvatura extrínseca. Matematicamente o tensor de curvatura extrínseca

é definido como

K :∀(~u,~v) ∈I p (Σt)⊗I (Σt) , K(~u,~v) =−~u ·∇~v~n, (3.45)

onde K(~u,~v) é o tensor curvatura extrínseca e ~u e~v são vetores arbitrários definidos no espaço

tangente da hipersuperfície (GOURGOULHON, 2012). A expressão (3.45) é também chamada

de segunda forma fundamental de Σt .

A partir de agora assume-se que a hipersuperfície Σt seja tipo-espaço (ε = nαnα =−1)23.

Um operador projeção é definido como sendo o responsável em projetar quantidades (vetoriais

e/ou tensoriais) ortogonalmente e paralelamente com relação à hipersuperfície Σt . As compo-

22 Tensor de Riemann é a medida da curvatura do espaço-tempo.
23 Este tratamento é usado pois, sendo a hipersuperfície tipo-espaço permite que os vetores normais a Σt

sejam tipo-tempo mantendo a causalidade no espaço-tempo.
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nentes do projetor são

hα

β
= δ

α

β
+nαnβ , (3.46)

onde δ α

β
é o delta de Kronecker. É por meio da aplicação desse projetor que iremos relacionar

as quantidades definidas no espaço-tempo M com aquelas definidas na hipersuperfície Σt , como

por exemplo as derivadas covariantes, métrica induzida e curvatura extrínseca.

Seja um campo tensorial T de rank (k, l), o projetor estabelece a relação entre a derivada

covariante D compatível com (h,Σt) com a derivada covariante ∇ compatível com (g,M) deste

campo tensorial T , dada explicitamente por

DρT α1···αk
β1···βl

= hα1
µ1 · · ·h

αk
µk hν1

β1
· · ·hνl

βl
hσ

ρ ∇σ T µ1···µk
ν1···νl , (3.47)

onde o lado direito é considerado a extensão de T no espaço-tempo.

Da mesma forma, a projeção da curvatura extrínseca K, eq. (3.45), em M é dada por

meio da ação do projetor hα

β
, ou seja

Kαβ = hσ
α∇σ nβ (3.48)

= (δ σ
α +nσ nα)∇σ nβ . (3.49)

Se um observador que viaja pela sua linha de mundo, X = X(τ), interceptando a hipersuperfície

tipo-espaço em um ponto P os vetores normais são tipo-tempo e atuam como a 4-velocidade

deste observador, assim as componentes nα podem ser interpretados como a 4-velocidade. Por

outro lado, interpreta-se como a 4-aceleração ~a de um observador, um vetor ortogonal ao vetor

unitário~n que é escrito como

~a = ∇~n~n, (3.50)

aα = nβ
∇β nα , (3.51)

onde ∇~n significa que estamos tomando o gradiente ao longo do vetor ~n, sendo que expressa-

mos tal relação em componentes na eq. (3.51). A partir dessas considerações e retomando a
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expressão (3.49), as componentes da curvatura extrínseca são escritas como

Kαβ = ∇αnβ +nαaβ (3.52)

cujo traço nos dá

K = ∇αnα . (3.53)

Em seguida, calcularemos algumas decomposições no tensor curvatura de Riemann de-

finidos em M relativos a hipersuperfície Σt . Como ficará claro adiante, essas projeções serão

importantes para a descrição Hamiltoniana da RG, ou seja na construção do formalismo 3+ 1
24. Para isto, tem-se as seguintes relações:

• Relação de Gauss

Considera-se a relação existente entre as derivadas covariantes (3.47) e assim obtemos

[
Dα , Dβ

]
vγ =

(
KαµKγ

β
−Kβ µKγ

α

)
vµ +hµ

α hν

β
hγ

ρ hσ

λ

[
∇µ , ∇ν

]
vλ .

Agora, utilizando a versão 4-dimensional da definição do tensor de Riemann (3.42), temos

hµ

α hν

β
hγ

ρ hσ

δ
Rρ

σ µν = Rγ

δαβ
+Kγ

αKδβ −Kγ

β
Kαδ . (3.54)

usando contração nos índices γ e α , i.e, atuando com o operador hα
γ tem-se a relação de Gauss

contraída

hµ

α hν

β
Rµν +hαβ nν hρ

β
nσ Rµ

νρσ = Rαβ +KKαβ −KαµKµ

β
, (3.55)

onde K = hαβ Kαβ é o traço da curvatura extrínseca. Tomando o traço da expressão (3.55) com

relação a hαβ obtém-se uma expressão para o escalar de Ricci 4-dimensional decomposta em

quantidades definidas em Σt

R+2Rαβ nαnβ =(3) R+K2−KabKab. (3.56)

24 Essa sigla significa que iremos separar o espaço-tempo 4-dimensional em 3 coordenadas espacias e 1
temporal sem a perda dos graus de liberdade.
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Observe que o lado direito de (3.56) contém apenas quantidade tangentes a Σt .

• Relação de Codazzi

Para obter a relação de Codazzi analisa-se como é a atuação da identidade de Ricci 4-dimensional

no vetor normal~n (GOURGOULHON, 2012). Temos explicitamente que

[
∇α , ∇β

]
nγ = Rγ

µαβ
nµ (3.57)

ao projetarmos essa expressão completamente em relação a Σt , encontramos a identidade,

hµ

α hν

β
hγ

ρ Rρ

σ µνnσ = Dβ Kγ

α −DαKγ

β
. (3.58)

Observe que até o presente momento, trabalhamos com quantidades relacionadas a uma única

hipersuperfície Σt tipo-espaço. Para cobrir toda a variedade 4-dimensional (o espaço-tempo)

será necessário analisar como é a evolução de uma família de hipersuperfícies que cobrirá toda

a variedade M, também chamada de foliação do espaço-tempo.

3.3.2 Foliação do espaço-tempo

Consideremos um espaço-tempo globalmente hiperbólico M 25, a foliação do espaço-

tempo M segue desta propriedade a partir de um conjunto de hipersuperfícies tipo-espaço Σt

(com t ∈ R) que cobre M, ou seja: M = ∪t∈RΣt . Cada hipersuperfície contínua Σt definida

anteriormente, é uma superfície de Cauchy chamada de fatia da foliação, veja figura 3.1.

Matematicamente, define-se uma foliação como sendo um campo escalar t ′ ∈ M que

seja contínuo e que seu gradiente nunca se anule, a fim que satisfaça:

∀t ∈ R, Σt ≡
{

p ∈M, t ′ (p) = t
}
. (3.59)

As quantidades definidas aqui estarão adaptadas à foliação e sua aplicação na formu-

lação Hamiltoniana da RG será direta. Rotula-se em cada hipersuperfície Σt um sistema de

coordenadas ya = (y1,y2,y3), e assim xα = (t,x1,x2,x3) constitui um sistema de coordenadas

em M.
25 Significa que existe uma superfície de Cauchy que permite que cada curva casual, tipo-tempo ou tipo-

nulo, intercepte uma hipersuperfície Σt em M uma e apenas uma vez (GOURGOULHON, 2012).
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Figura 3.1 – Representação da Foliação do Espaço-Tempo M.

Fonte: 3+1 Formalism in General Relativity-Bases of Numerical Relativity (GOURGOULHON, 2012)

• Vetor normal unitário

Redefine-se o vetor normal unitário (3.40) para a foliação como

~n =−N~∇t, (3.60)

onde N ≡
(
−~∇t ·~∇t

)− 1
2 é conhecido como função lapso e sua escolha é tal que mantenha ~n

como um vetor unitário (~n ·~n =−1). Usando a dualidade da métrica, a forma dual de ~n é

denotada por n e terá a mesma forma: n =−N∇t, ou explicitamente em termos de componentes

nα =−N∇αt. Agora, com essas escolhas, a expressão (3.50) para a aceleração~a pode ser escrita

em termos de componentes na forma para a foliação como: aα = Dα lnN, ou aα = Dα lnN.

• Vetor normal de evolução

Seja ~m um vetor normal a Σt , dado por

~m≡ N~n, (3.61)

onde N é a função lapso e ~n é o vetor normal unitário. O campo vetorial ~m satisfaz a relação:

mα∇αt = 1. É facil verificar esta relação. Partindo da expressão (3.61) tem-se:

mα = Nnα

=−N2 (gµα
∇µt

)
; (3.62)
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assim,

mα
∇αt =−N2

(
~∇t ·~∇t

)
mα

∇αt = 1 (3.63)

onde usou-se a definição de vetor unitário normal e da função lapso. A expressão (3.63) nos

diz que o campo vetorial ~m é adaptado ao campo escalar t. Geometricamente, ao analisar dois

instantes quaisquer da foliação (t e t +δ t), a hipersuperfície Σt+δ t é obtida a partir da hipersu-

perfície Σt realizando um pequeno deslocamento δ t ~m em cada ponto definido em Σt , veja figura

3.2. Portanto, o papel do vetor δ t ~m é o de arrastrar a hipersuperfície Σt até a hipersuperfície

Σt+δ t , justificando assim o nome de vetor normal de evolução ~m. Esta operação é equivalente a

dizer que as hipersuperfícies são “Lie dragged” pelo vetor ~m. Uma das consequências do fato

que o vetor ~m ser o responsável por realizar um “Lie drag” (arrastar as hipersuperfícies Σt) é que,

para quaisquer campo tensorial T pertencente ao espaço tangente I (Σt) a derivada de Lie na

direção do vetor normal ~m de T também pertence a esse espaço tangente (GOURGOULHON,

2012).

Figura 3.2 – Hipersuperfície sendo arrastrada pelo vetor normal de evolução.

Fonte: 3+1 Formalism in General Relativity-Bases of Numerical Relativity (GOURGOULHON, 2012)

O gradiente de ~m pode ser escrito da seguinte maneira. Partindo da expressão (3.61),

temos:

∇β mα = NKα

β
−NDα lnN nβ +nα

∇β N, (3.64)

onde usou-se a expressão para o gradiente do vetor normal unitário dado por (3.52) escrito em

termos da curvatura extrínseca.

• Vetor Shift
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Agora para uma dada congruência γ que intercepta a hipersuperfície Σt em algum ponto y(p),

define-se um campo vetorial tα ∈M tangente a γ que se assemelha ao vetor normal de evolução

~m através da propriedade: tα∇αt = 1. No entanto, as congruências nem sempre interceptam

ortogonalmente as hipersuperfícies, levando assim o campo vetorial tα diferir do vetor normal

de evolução. A essa diferença chamamos de vetor shift Nα , definido por:

Nα = tα −Nnα . (3.65)

É importante notar que ele é definido na hipersuperfície Σt . Pode-se também pensar na equação

(3.65) como sendo a projeção do campo vetorial tα em componentes, normal à hipersuperfície

e tangente a ela, veja figura (3.3). Assim a função lapso e o vetor shift podem ser escritos a

partir de (3.65), como: N =−nαtα e Nα = hα

β
tβ .

Figura 3.3 – Representação do vetor Lapso N e Shift ~N.

Fonte: An advanced course in general relativity (POISSON, 2002)

• Elemento de linha

Discutimos agora como a função lapso N, o vetor shift Na e a métrica induzida hαβ

juntos descrevem a foliação do espaço-tempo. Uma vez conhecidas as quantidades que descre-

vem a foliação, pode-se agora escrever o elemento de linha invariante
(

ds2 = gαβ dxαdxβ

)
em

termos dessas quantidades

ds2 =−N2dt2 +hab (Nadt +dya)
(

Nbdt +dyb
)
. (3.66)

Assim, a decomposição 3+1 do tensor métrico na forma matricial fica

gαβ =

 g00 gb0

g0a gab

=

 −N2 +NcNc Nb

Na hab

 , (3.67)
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onde Nb = habNa, ou seja, usa-se a métrica induzida hab para descer ou levantar índices de

quantidades definidas em Σt , assim os índices latinos (a,b, ...= 1,2,3) são referidos à hiper-

superfície Σt . A forma dual do tensor métrico, ou seja, as componentes contravariantes gαβ

podem ser obtidas a partir da relação gαγgγβ = δ α

β
, usando as componentes covariantes dadas

por (3.67). Portanto, podemos escrever

gαβ =

 g00 gb0

g0a gab

=

 − 1
N2

Nb

N2

Na

N2 hab− NaNb

N2

 . (3.68)

Nota-se a partir de (3.68) que gab 6= hab ao contrário de gab = hab. Denota-se por g e h o

determinante de gαβ e hαβ , respectivamente. Por se tratarem de densidades escalares, há uma

relação entre g e h. Usando o método de cofator, temos que a componente g00 é escrita como

g00 =
C00

detgαβ

,

onde C00 é o elemento (0, 0) do cofator associado à matriz (gαβ ). O cofator é dado por

C00 = (−1)0M00 = M00,

onde M00 tem a mesma ordem de Cαβ e será a matriz 3x3 igual à métrica induzida hαβ , obtida

ao eliminarmos a primeira linha e primeira coluna de gαβ . Desta forma, encontramos

C00 = M00 = dethαβ .

Logo,

g00 =
h
g
→
√
−g = N

√
h, (3.69)

onde usamos a componente g00 dado pela expressão (3.68). Assim, ao realizar uma integração

no espaço-tempo invariante por transformações gerais de coordenadas, a mesma poderá ser

decomposta como segue

ˆ
M

√
−gd4x =

ˆ
dt
ˆ

Σt

N
√

hd3y, (3.70)
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A seguir, dando continuidade na definição de quantidades necessárias na foliação, reescreve-

se a curvatura extrínseca em termos das variáveis (N, Na, hab).

• Curvatura Extrínseca

As componentes do tensor curvatura extrínseca são escritos em termos do gradiente do vetor

normal unitário e da aceleração ~a, eq. (3.52). Essas componentes podem também ser escritas

em termos da derivada de Lie da métrica induzida hαβ na direção do vetor unitaŕio ~n, como

segue

Kαβ =
1
2
(
L~nhαβ

)
. (3.71)

Para comprovar que a expressão (3.71) é de fato verdadeira, vamos fazer uso definição da deri-

vada de Lie de um tensor. Se adaptamos o resultado (3.31) de acordo com a Eq. (3.71) devemos

ter

Kαβ =
1
2
(
nγ

∇γhαβ +hγα∇β nγ +hβγ∇αnγ
)

=
1
2
[
nγ

∇γ

(
gαβ −nαnβ

)
+
(
gγα −nγnα

)
∇β nγ +

(
gβγ −nβ nγ

)
∇αnγ

]
Kαβ = ∇αnβ +nαaβ , (3.72)

onde usa-se a definição da métrica induzida (3.38) e o fato da curvatura extrínseca ser simétrica

nos índices α e β . Na hipersuperfície a curvatura extrínseca é então escrita:

Kab =
1
2
(L~nhab) =

1
2N

(L~mhab) , (3.73)

na segunda igualdade usamos o fato que ~m = N~n.

Enfim, equipados das principais ferramentas definidas anteriormente da foliação do

espaço-tempo M define-se a seguir a última parte da decomposição 3 + 1 do tensor de Ri-

emman, que será fundamental para a decomposição na descrição Hamiltoniana da Relatividade

Geral.

• Parte final da decomposição 3+1 do escalar de curvatura

As quantidades definidas anteriormente como a relação de Gauss (3.54) e a relação de Codazzi

(3.58) têm significado para uma única hipersuperfície, pois estão restritas a apenas campos



41

tangentes a Σt . Agora, ao atuar duas vezes um mesmo operador em índices diferentes, obtém-se

termos proporcionais à derivadas de K (tensor curvatura extrínseca) na direção do vetor unitário

~n que é a característica de uma foliação.

Partindo da equação (3.57), atuando duas vezes em Σt e uma vez ao longo de ~n encon-

tramos

hαµ nσ hν

β
Rµ

ρνσ nρ = hαµnσ hν

β
(∇ν∇σ nµ −∇σ ∇νnµ) . (3.74)

Usando o fato que podemos escrever ∇β nα = Kα

β
−Dα lnN nβ , em que a aceleração aν =

nσ ∇σ nν = Dν lnN, e também que nσ ∇µnσ = 0 e nσ Kµ

σ = 0, obtem-se

hαµ nσ hν

β
Rµ

ρνσ nρ = hαµ hν

β
(−Kµ

σ ∇νnσ +∇νDµ lnN−nσ
∇σ Kµ

ν +

+Dν lnN Dµ lnN +nσ nν ∇σ Dµ lnN) (3.75)

=−Kασ Kσ

β
+Dβ Dα lnN−hµ

α hν

β
nσ

∇σ Kµν+

+Dβ lnN Dα lnN. (3.76)

Na expressão (3.76) usamos a projeção hν

β
∇ν =Dβ e hν

β
nν = 0. Por sua vez, o termo hµ

α hν

β
nσ ∇σ Kµν

pode ser interpretado a partir da derivada de Lie das componentes da curvatura extrínseca ao

longo da direção do vetor normal de evolução ~m. Assim,

LmKαβ = Nnµ
∇µKαβ +2NKαµKµ

β
−Kµβ DµN nα −Kαµ DµN nβ , (3.77)

onde usou-se a definição de derivada de Lie (3.30) e o gradiente do vetor normal de evolução

(3.64). Agora, projetar a expressão (3.77) com relação a hipersuperfície Σt significa projetar

uma quantidade já definida em Σt , que é a própia quantidade, ou seja: hµ

α hν

β
LmKµν =LmKαβ .

Portanto,

LmKαβ = N hµ

α hν

β
nσ

∇σ Kµν +2N hµ

α hν

β
Kµσ Kσ

ν

hµ

α hν

β
nσ

∇σ Kµν =
1
N

LmKαβ −2Kασ Kσ

β
. (3.78)

Substituindo a expressão (3.78) em (3.76), tem-se

hαµ nσ hν

β
Rµ

ρνσ nρ =− 1
N

LmKαβ +
1
N

Dβ DαN +KαµKµ

β
. (3.79)
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Em seguida, se olharmos para a expressão da relação de Gauss contraída (3.55), observa-se

exatamente um termo igual ao da expressão (3.79). Portanto, substituindo (3.79) em (3.55),

tem-se

hµ

α hν

β
Rµν =

1
N

LmKab−
1
N

DbDaN +3 Rab +K Kab−2KacKc
b, (3.80)

onde, no lado direito de (3.80), substituímos os índices gregos pelos latinos, pois se tratam

de quantidades definidas somente em Σt . Nosso interesse basicamente reside em reescrever a

Lagrangiana gravitacional em termos variáveis da hipersuperfície, ou seja, expressar o escalar

de Ricci R = gαβ Rαβ em termos de (N, Na, hab). Para obter o traço da expressão (3.80) basta

aplicar nos dois lados a métrica induzida hαβ

R+nµ nν Rµν =
1
N

LmK− 1
N

DaDaN +3 R+K2, (3.81)

onde usou-se que habLmKab = LmK +2NKabKab e que K = habKab. Finalmente, se usarmos o

escalar da relação de Gauss (3.56), é possível eliminar o termo nµnνRµν , assim

R =(3) R+K2 +KabKab +
2
N

LmK− 2
N

DaDaN,

R =(3) R+KabKab−K2−2∇α

(
∇β nα nβ −nα

∇β nβ

)
. (3.82)

A expressão (3.82) representa a última e mais importante decomposição 3+1 do esca-

lar de curvatura. Com esta expressão encerramos nossa descrição da decomposição 3+ 1 do

espaço-tempo. A seguir vamos revisar as equações de campo da Relatividade Geral através do

formalismo Lagrangiano.

3.4 Formalismo Lagrangiano da Relatividade Geral

A Relatividade Geral é uma teoria covariante clássica de campos. Para obter as equações

de campo da RG no formalismo lagrangiano considera-se um espaço-tempo 4-dimensional onde

se define uma ação funcional do campo gravitacional g de sua primeira derivada ∂g e segunda

derivada ∂ 2g, dada por

ST
[
g,∂g, ∂

2g;Φm,∂Φm
]
=

ˆ
M

L (g,∂g, ∂
2g;Φm,∂Φm)

√
−gd4x, (3.83)
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onde L é a densidade Lagrangiana total que contém a contribuição gravitacional g e da matéria

representada por campos Φm, g é o determinante do tensor métrico e a integral é sobre uma

região finita do espaço-tempo M. A ação total, expressão (3.83), pode então ser dividida em

duas contribuições:

ST = SG +Sm,

onde SG e Sm são as ações para o campo gravitacional e para os campos de matéria, respectiva-

mente. A ação para a gravidade, também chamada de ação Einstein-Hilbert é

SG =
1

16π

ˆ
M

R
√
−gd4x+

2

16π

˛
∂M

εK|h|
1
2 d3y−

2

16π

˛
∂M

εK0|h|
1
2 d3y, (3.84)

R é o escalar de Ricci 4-dimensional, K e K0 são as curvaturas extrínsecas e suas integrais repre-

sentam os termos de fronteira, enquanto h é o determinante da métrica induzida ambos definidos

na hipersuperfície Σt (POISSON, 2002). Cada termo de (3.84) tem um significado, o primeiro

termo é o de Einstein-Hilbert onde toda a informação da dinâmica do campo gravitacional está

contida, o segundo e o terceiro são termos de fronteira necessários para uma variação bem de-

finida da ação gravitacional (YORK JR., 1972; GIBBONS; HAWKING, 1977). No entanto,

o último termo subtraído é nomeado como termo não-dinâmico que, não afetará o valor da

equação de movimento, mas somente a definição de energia que abordaremos posteriormente.

Figura 3.4 – A fronteira do Espaço-Tempo.

Fonte: An advanced course in general relativity (POISSON, 2002)
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Apresentamos uma breve discussão sobre os termos de fronteira, pois são eles que per-

mitem um bom comportamento das quantidades no princípio variacional. A fronteira de M é

definida como sendo a união de duas hipersuperfícies Σt1 e Σt2 com uma hipersuperfície tipo-

tempo B (POISSON, 2002), veja figura 3.4.

∂M = Σt2 ∪ (−Σt1)∪ B (3.85)

o sinal de negativo − em Σt1 é por questão de orientação do vetor normal em cada hipersuper-

fície tipo-espaço. Trabalha-se com todos os vetores orientados no mesmo sentido.

Por outro lado, a ação para os campos de matéria tem a forma

Sm [Φ;g] =
ˆ

M
L m(Φ,Φ;α ;g)

√
−gd4x (3.86)

em que a matéria é acoplada minimamente com o campo gravitacional. Dessa forma, a ação

completa pode então ser escrita como:

ST =

ˆ
M

(
R

16π
+L m

)√
−gd4x+

1
8π

˛
∂M

εK|h|
1
2 d3y− 1

8π

˛
∂M

εK0|h|
1
2 d3y. (3.87)

As equações de campo da Relatividade Geral são obtidas ao variar a expressão acima em ter-

mos do tensor métrico gαβ e minimizá-la, i.e. δST = 0. A variação estará restrita à condição

δgαβ |∂M = 0, o que implica em manter fixo a métrica induzida hab durante a variação. O pro-

cesso de variação encontra-se a seguir, em que se analisa separadamente a variação com relação

a gαβ de cada um dos termos presentes em (3.87). No entanto, antes de apresentarmos a va-

riação da ação (3.87) apresentamos um significado físico existente na descrição dos termos de

fronteira.

3.4.1 Conteúdo físico dos termos de fronteira

Até o momento ainda não tratamos dos detalhes sobre o significado dos termos de fron-

teira presentes na ação gravitacional (3.87), iremos voltar nossa atenção nesta subseção para

esclarecer a importância dos termos de fronteira na descrição da energia total.

As equações de campo de Einstein
(
Gαβ = κTαβ

)
, relacionam a curvatura do espaço-

tempo com o campo gravitacional por meio do tensor de Einstein e a informação da energia

do conteúdo de matéria encontra-se no tensor energia-momento. Não é possível encontrar uma
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definição geral de energia total de um sistema na RG, isso porque a energia do campo gravita-

cional não pode ser estabelecida a partir do tensor energia-momento, sua informação é contida

no tensor de Einstein Gαβ , que são equações diferenciais não-lineares (MISNER; THORNE;

WHEELER, 1973). No entanto, através do Hamiltoniano gravitacional (3.87) ou (4.24) em uma

região assintoticamente plana 26 é possível obter uma definição para a massa gravitacional. Na

região assintoticamente plana o Hamiltoniano gravitacional toma a forma

E = HG =− 1
κ

˛
St

[
N
(
(2)K−K0

)
−2Na pab rb

]√
σd2

θ . (3.88)

Na região assintoticamente plana a geometria do espaço-tempo deve ser a de Minkowski,

em que xα = xα(ct ′,x′,y′,z′) representa um sistema de referência lorentziano. Exigiremos as-

sim, uma vez que as funções lapso e shift são arbitrárias, que as hipersuperfícies tipo-espaço Σt

coincidam com o espaço-tempo minkowskiano no infinito. Para isso temos que: para Σt assin-

tótico, t ′ = constante e as coordenadas ya estão relacionadas com as coordenadas espaciais de

Minkowski através de ya (x′,y′,z′) (POISSON, 2002).

Define-se matematicamente a massa gravitacional M como sendo:

M ≡− 1
κ

lim
St→∞

˛
St

(
(2)K−K0

)√
σd2

θ , (3.89)

onde tomamos o limite da expressão (3.88) quando St , uma 2-esfera, vai para o infinito e esco-

lhemos N = 1 e Na = 0. A expressão (3.89) é conhecida como massa ADM do espaço-tempo

assintoticamente plano.

A escolha para a função lapso e o vetor shift são propositais, pois permitem uma relação

entre a energia total e as translações no tempo, que pode ser visualizada através da expressão

tα = Nnα +Nα , equação (3.65). Se consideramos τ como sendo o tempo próprio 27 medido

por um observador, então a 4-velocidade deste observador é dada por vα = ∂xα

∂τ
, onde xα =

xα (τ,ya) é um sistema de coordenadas minkowskiano. Como Σt deve coincidir com Minkowski

26 Define-se espaço-tempo assintoticamente plano aquele que descreve fontes gravitacionais em regiões
de vácuo no infinito.

27 É o tempo medido pelo observador que viaja na sua própria linha de mundo que irá descrever sua
trajetória.
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no infinito, o vetor normal nα ∈ Σt é a 4-velocidade do observador. Assim,

tα = N
(

∂xα

∂τ

)
+Na

(
∂xα

∂ya

)
(3.90)

tα =
∂xα

∂τ
. (3.91)

Há uma outra escolha para a função lapso e vetor shift, que geram rotações assintóticas

(POISSON, 2002). Como consequência disso é possível estabelecer a definição do momento

angular de um espaço-tempo assintoticamente plano através de:

J ≡ 1
κ

lim
St→∞

˛
St

(
2φa pab rb

)√
σd2

θ , (3.92)

onde escolhe-se N = 0 e Na = φ a = ∂ya

∂φ
em que φ representa o ângulo de rotação.

As definições de massa e momento angular descritos anteriormente têm como pilar a

ideia de fixar o tempo t (constante) tal que no limite (r→ ∞) alcançamos o infinito espacial 28

representado pela 2-superfície St fechada. De fato, outras definições de massa podem ser obtidas

se ajustamos a 2-superfície no limite quando se está no infinito. Um exemplo de uma nova

definição de massa é conhecido como massa de Bondi-Sachs (MBS) que consiste na escolha de

uma 2-superficie St se tornar um infinito nulo (estrutura assintótica) (POISSON, 2002). Sua

forma matemática é

MBS(u)≡−
1
κ

˛
S(u,v→∞)

(
(2)K−K0

)√
σ d2

θ , (3.93)

em que foi necessário realizar uma mudança de coordenadas, ao qual chamamos de coordenadas

no cone de luz u e v, definidas da seguinte maneira: u = t−r e v = t+r. Dessa forma, os limites

de r→∞ e t fixo são equivalentes à condições nas novas coordenadas de manter u fixo e v→∞.

A 2-superfície é então denotada por S (u, v).

Diante da mudança nas coordenadas a partir de u e v, a interpretação física da massa

de Bondi-Sachs consiste no estudo de um objeto isolado que emite radiação (radiação essa que

poderá ser emitida na forma de ondas eletromagnéticas ou ondas gravitacionais). Além disso,

podemos associar a taxa de variação desta massa com o fluxo de energia irradiada (POISSON,

28 Este termo faz menção à causalidade do espaço-tempo definida pelo cone de luz, que na decomposição
do espaço-tempo em hipersuperfícies espaciais consideramos como hipersuperfícies tipo-espaço.
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2002), que se define como

dMBS

du
≡−
˛

S(u,v→∞)
F
√

σ d2
θ (3.94)

onde F representa o fluxo da radiação. Em um espaço-tempo estacionário, ou seja, em que t é

fixo ambas definições de massa são idênticas. A diferença entre as definições da massa ADM

MADM e a massa de Bonchi-Sachs MBS fica evidente quando tratamos o espaço-tempo como

dinâmico. Nesse espaço-tempo observa-se que a massa de Bonchi-Sachs decresce enquanto

a massa ADM se mantém constante.29 Destacamos que existem novas definições de massas

diferentes da massa ADM, que podem ser utilizadas dependendo do contexto e modelo que

esteja trabalhando (POISSON, 2002; BROWN; YORK JR., 1993).

Encerramos aqui nossa discussão da importância e conteúdo físico dos termos de fron-

teira na descrição da energia para o campo gravitacional em uma região assintoticamente plana.

3.4.2 Variação do termo de Einstein-Hilbert

Seja a ação de Einstein-Hilbert SEH , podemos expressar sua variação em relação a g

como

δSEH

16π
=

1

16π

ˆ
M

δ
(
R
√
−g
)

d4x =
1

16π

ˆ
M

(
δR
√
−g+Rδ

√
−g
)

d4x, (3.95)

lembrando que R é o escalar de Ricci 4-dimensional, o escalar é escrito como a contração do

tensor de Ricci com o tensor métrico:

R = gαβ Rαβ (3.96)

onde

Rαβ = Rγ

αγβ
= Γ

γ

αβ ,γ −Γ
γ

αγ,β +Γ
γ

µγΓ
µ

αβ
−Γ

γ

µβ
Γ

µ

αγ

sendo Γ
γ

αβ
os símbolos de Christoffel. Assume-se a partir deste ponto a seguinte notação:

∇αvβ = vβ

;α e ∂αvβ = vβ

,α
30. A variação do escalar de Ricci (3.96) é feita aplicando a regra de

29 É possível demonstrar esta afirmação, no entanto no momento foge do escopo do trabalho, para deta-
lhes sugerimos ao leitor a referência (POISSON, 2002).

30 Note que a notação ∇αvρ = vρ

;α , é válida no espaço-tempo, enquanto Davb = vb
|a na hipersuperfície Σt
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Leibniz,

δR = δgαβ Rαβ +gαβ
δRαβ (3.97)

Reescrevendo a variação do termo de Einstein-Hilbert, temos

δSEH =

ˆ
M

(
δgαβ Rαβ

√
−g+gαβ

δRαβ

√
−g+Rδ

√
−g
)

d4x. (3.98)

Ao variar o tensor de Ricci (δRαβ ), estamos variando na realidade os símbolos de Christoffel

(Γγ

αβ
) que por sua vez não se transformam como um tensor, portanto não é possível tomar

diretamente sua variação. Todavia, a subtração de dois símbolos de Christoffel se transforma

como um pseudotensor e coincidem com a variação de Rαβ . Podemos ainda calcular a variação

de Rαβ em um referencial local de Lorentz 31, logo

δRαβ = δ

(
Γ

µ

αβ ;µ −Γ
µ

αµ;β

)
=
(

δΓ
µ

αβ

)
;µ
−
(
δΓ

µ

αµ

)
;β .

É ainda possível escrever convenientemente

gαβ
δRαβ := δ̄vµ

;µ ,

em que definimos um novo termo na variação δ̄vµ = gαβ δΓ
µ

αβ
− gαµδΓ

β

αβ
. Por outro lado, a

variação da métrica δ
√
−g é mais simples

δ
√
−g =−1

2
√
−ggαβ δgαβ =

1
2
√
−ggαβ

δgαβ , (3.99)

sendo que, para obter (3.99), usa-se a propriedade do tensor métrico
(

gαµgµβ = δ α

β

)
e propri-

edades de determinante de uma matriz (D’INVERNO, 1998).

Substituindo essas variações em (3.98), temos:

δSEH =

ˆ
M

(
Rαβ −

1
2

gαβ R
)

δgαβ
√
−gd4x+

ˆ
M

δ̄vµ

;µ
√
−gd4x. (3.100)

31 É o referencial com geometria plana, ou seja, não há curvatura.
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Podemos identificar o último termo de (3.100) como uma integral de fronteira (POISSON,

2002),

ˆ
M

δ̄vµ

;µ
√
−gd4x =

ˆ
M

(√
−gδ̄vµ

)
,µ

d4x (3.101)

em que foi usado a definição de derivada covariante (CARMELI, 1982; D’INVERNO, 1998)

Aµ

;µ =
1√
−g

(√
−gAµ

)
,µ
. (3.102)

Por outro lado, fazendo uso do teorema de Gauss, a expressão (3.101) se reduz simplesmente a

ˆ
M

δ̄vµ

;µ
√
−gd4x =

˛
∂M

δ̄vµdΣµ =

˛
∂M

εδ̄vµnµ |h|
1
2 d3y, (3.103)

em que nµ é um vetor unitário normal a ∂M e ε ≡ nµnµ =±1. Por sua vez, o termo de fronteira

(3.103) pode ser escrito em termos da variação de gαβ . Lembramos que Γ
µ

αβ
é escrito em

termos do tensor métrico e sua variação na fronteira é dada por

δΓ
µ

αβ

∣∣∣
∂M

=
1
2

gµν
(
δgνα,β +δgνβ ,α −δgαβ ,ν

)
.

Portanto, fazendo uso desses resultados e condições, o termo δ̄vµ presente na integral de fron-

teira (3.103) fica

δ̄vµ = gαβ
(
δgµβ ,α −δgαβ ,µ

)
(3.104)

onde usa-se o fato de que δ̄vµ é escrito em termos da variação dos símbolos de Christoffel e

lembrando que na fronteira δgαβ |∂M = δgαβ |∂M = 0. Agora, ao realizar o produto escalar do

vetor normal nµ com o resultado (3.104) podemos determinar o termo presente na integral em

(3.103):

nµ
δ̄vµ |∂M = nµgαβ

(
δgµβ ,α −δgαβ ,µ

)
= nµ

(
εnαnβ +hαβ

)(
δgµβ ,α −δgαβ ,µ

)
= nµhαβ

(
δgµβ ,α −δgαβ ,µ

)
nµ

δ̄vµ |∂M =−hαβ
δgαβ ,µnµ .
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Na segunda linha usou-se a definição da decomposição do tensor métrico em termos da métrica

induzida hαβ e ainda temos que nµnα multiplica tensores antissimétricos em µ e α , que é

igual a zero, chegando assim na terceira linha. E por último o termo hαβ δgµβ ,α = 0, pois não

somente a variação δgαβ é nula na fronteira ∂M, mas também a sua derivada tangencial se

anula (POISSON, 2002).

Finalmente pode-se escrever a variação do termo de Einstein-Hilbert (3.100), da seguinte

forma

δSEH =

ˆ
M

(
Rαβ −

1
2

gαβ R
)

δgαβ
√
−gd4x−

˛
∂M

εhαβ
δgαβ ,µnµ |h|

1
2 d3y, (3.105)

o termo da primeira integral é conhecido como o tensor de Einstein Gαβ , que descreve a geome-

tria do espaço-tempo. A expressão (3.105) contém ainda um termo de fronteira. Geralmente em

teoria de campos não há variáveis com derivadas parciais de segunda ordem, um caso especial é

a RG, que tem como densidade lagrangiana R (escalar de Ricci) possuindo derivadas parciais de

segunda ordem do tensor métrico gαβ . Portanto, devido a essa característica não muito comum

em uma teoria de campos, faz-se necessário acrescentar termos de fronteira como em (3.105)

(POISSON, 2002; OKSANEN, 2013).

3.4.3 Variação do termo dos campos de matéria

Os campos de matéria são introduzidos na ação total, pois são a partir deles que vem a

informação da matéria presente na famosa equação de campo de Einstein (Gαβ = κTαβ ). Até

aqui, na última seção encontrou-se uma expressão para a dinâmica do campo gravitacional, ou

seja, como é a deformação da geometria do espaço-tempo. No entanto, ainda não há informação

a respeito de quem é o causador na equação de campo desses efeitos na geometria do espaço-

tempo. Para isso, seja Sm a ação integral contendo informações de campos de matéria

Sm =

ˆ
M

L m
√
−gd4x, (3.106)
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onde Lm é a densidade lagrangiana para campos de matéria. A variação de (3.106) com relação

ao tensor métrico fica

δSm =

ˆ
M

(
δL m

δgαβ
δgαβ

√
−g+L mδ

√
−g
)

d4x (3.107)

=

ˆ
M

(
δL m

δgαβ
− 1

2
L mgαβ

)
δgαβ

√
−gd4x, (3.108)

em que foi usado a variação δ
√
−g dado por (3.99). Define-se a seguinte quantidade como

sendo as componentes do tensor energia-momento

Tαβ ≡−2
δL m

δgαβ
+L mgαβ (3.109)

A expressão (3.109) é a responsável por fornecer a informação da distribuição de matéria na

equação de campo de Einstein (CARMELI, 1982; D’INVERNO, 1998). Para modelo de siste-

mas físicos, temos diferentes expressões para o tensor Tαβ para um determinado tipo de matéria.

Por enquanto Tαβ descreve um fluido perfeito com pressão. Pela lei de conservação da energia,

o tensor energia-momento deve satisfazer

∇β T αβ = T αβ

;β = 0,

que é vista como uma versão covariante da lei de conservação. Portanto, substituindo a definição

(3.109) na expressão para a variação dos campos de matéria, temos

δSm =−1
2

ˆ
M

Tαβ δgαβ
√
−gd4x, (3.110)

essa é a variação para os campos de matéria que tem sua contribuição expressa na ação total. A

seguir, a variação dos termos de fronteira é analisada com cuidado.

3.4.4 Variação do termo de fronteira

Os termos de fronteira presentes na ação total (3.87) dependem das curvaturas extrínse-

cas, a única que contribuirá na variação é aquela escrita em termos de K, o traço da curvatura

extrínseca, pois em princípio: δK0 = 0 (onde, K0 é uma curvatura constante) (POISSON, 2002).
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Assim, a variação do termo de fronteira será

S f

16π
=

2
16π

˛
∂M

εδK|h|
1
2 d3y, (3.111)

aqui δhαβ |∂M = 0, ou seja hαβ é fixada na fronteira. Para encontrar a variação de K deve-se

recordar da expressão (3.53), em que o traço da curvatura extrínseca pode ser escrita como

K =nα
;α =

(
gαβ nβ

)
;α

=gαβ nα;β

=
(

εnαnβ +hαβ

)
nα;β

ou seja

K = hαβ nα;β .

em que usamos o fato de que
(
nαnα;β = 0

)
, e que nα;β é interpretado como a aceleração aα

de um observador na hipersuperfície, eq. (3.51). Por fim, substituindo a derivada covariante do

vetor nα , o traço da curvatura extrínseca é assim escrita em termos de gαβ

K = hαβ (nα,β −Γ
γ

αβ
nγ). (3.112)

A variação de K dado em (3.112) com relação a gαβ consiste simplesmente em tomar a variação

do símbolo de Christoffel Γ
γ

αβ
, lembrando que hαβ é mantida fixa na fronteira

δK =−hαβ
δΓ

γ

αβ
nγ

=− 1
2

hαβ
(
δgµα,β +δgµβ ,α −δgαβ ,µ

)
nµ

=
1
2

hαβ
δgαβ ,µnµ , (3.113)

em que usamos novamente o fato de que a variação da métrica δgαβ e a componente tangencial

de sua derivada hαβ δgαµ,β se anulam na fronteira.
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Substituindo a expressão (3.113) em (3.111) encontra-se o seguinte resultado para a

variação do termo de fronteira,

δS f =

˛
∂M

εhαβ
δgαβ ,µnµ |h|

1
2 d3y. (3.114)

Por fim, determinamos todos os termos da variação da ação total, basta somar as expres-

sões (3.105), (3.110) e (3.114), ou seja:

δST =
1

16π

(
δSEH +δS f

)
+δSm (3.115)

=
1

16π

ˆ
M

(
Rαβ −

1
2

gαβ R
)

δgαβ
√
−gd4x− 1

8π

˛
∂M

εhαβ
δgαβ ,µnµ |h|

1
2 d3y

− 1
2

ˆ
M

Tαβ δgαβ
√
−gd4x+

1
8π

˛
∂M

εhαβ
δgαβ ,µnµ |h|

1
2 d3y. (3.116)

Os termos de fronteira se cancelam mutuamente na expressão (3.116). Agora minimizando a

expressão acima δST = 0, obtém-se exatamente a equação de Einstein para o campo gravitaci-

onal:

Rαβ −
1
2

gαβ R = 8πTαβ . (3.117)

A expressão (3.117) é a famosa equação de Einstein para o campo gravitacional na presença

de matéria. O lado esquerdo de (3.117) contém informações de como é a geometria do espaço-

tempo devido a presença de matéria, representada pelo tensor Tαβ .

Com essa discussão, finalizamos a nossa revisão quanto as ferramentas necessárias para

construir a Hamiltoniana para o campo gravitacional. A seguir discutiremos em detalhes a

formulação Hamiltoniana para a RG.
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4 FORMALISMO HAMILTONIANO DA RELATIVIDADE GERAL

Formular a Relatividade Geral como uma teoria de Hamilton é um trabalho extenso,

sendo que a principal motivação para tal abordagem é a quantização do campo gravitacional.

A primeira proposta concreta foi dada por Arnowit, Deser e Misner em 1962 (ARNOWITT;

DESER; MISNER, 2008). É muito comum encontrar em literaturas a nomenclatura formalismo

ADM em homenagem aos três pela descrição, em vez de formulação Hamiltoniana da RG. No

entanto, aqui faremos o uso do termo formulação Hamiltoniana da RG, pois abordaremos as

variações com relação ao tensor métrico gαβ contrário ao descrito em ADM, que utiliza-se o

método de Palatini 1, ou também conhecido como representação de primeira ordem do campo

gravitacional. Para detalhes ver (ARNOWITT; DESER; MISNER, 2008).

Usaremos a decomposição 3+ 1 para obtenção da formulação Hamiltoniana da RG,

além é claro, de levarmos em conta as ferramentas apresentadas no capítulo anterior, referente

ao formalismo Lagrangiano. O Hamiltoniano da RG é um funcional da função lapso N, vetor

shift Na, métrica induzida hab e de seus momentos canonicamente conjugados pN , pa e pab,

respectivamente, que são variáveis canônicas independentes e juntos formam as variáveis ADM

(OKSANEN, 2013; POISSON, 2002). No presente momento faz-se a construção do Hamilto-

niano gravitacional sem levar em conta a contribuição dos campos de matéria, sendo que sua

presença não altera os principais resultados obtidos. No entanto, consideramos na construção,

uma vez mais, os termos de fronteira que por sua vez tem um papel importante na análise da

variação do Hamiltoniano em termos das variáveis canônicas. Além disso, na representação

Hamiltoniana, os termos de fronteira representam energias e não podem ser simplesmente des-

prezados.

4.1 Ação Gravitacional

Consideremos a ação gravitacional expressa em (3.84), e deixando de lado, no presente

momento, o termo não-dinâmico associados com a curvatura constante K0. Pode-se então es-

crever a ação como

2κSG =

ˆ
M

R
√
−gd4x+2

˛
∂M

ε K |h|
1
2 d3y. (4.1)

1 Este método consiste em variar separamente a ação gravitacional com relação ao símbolos de Christof-
fel Γσ

αβ
e ao tensor métrico gαβ na obtenção das equações de movimento, tratando-os como variáveis

independentes.
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em que κ = 8π é a constante de acoplamento gravitacional. No capítulo anterior definiu-se a

fronteira ∂M como sendo constituída pela união das hipersuperfícies ortogonais, tipo-espaço

(Σt2, Σt1) e tipo-tempo (B), expressão (3.85). Aplicando novamente essa condição de fronteira

na segunda integral da expressão (4.1), temos que

2κSG =

ˆ
M

R
√
−gd4x−2

ˆ
Σt2

K
√

hd3y+2
ˆ

Σt1

K
√

hd3y+2
ˆ

B
KB
√
−γd3z. (4.2)

É necessário chamar a atenção nesta parte para rotular as quantidades definidas em cada hiper-

superfície segundo tabela (4.1) a fim de evitar confusão na interpretação de cada hipersuperfície.

Tabela 4.1 – Rótulos das Hipersuperfícies. Ver Fig.(3.4), pág.42.

Superfície Σt St B
vetor normal nα rα rα

coordenadas ya θ A zi

métrica induzida hab σAB γi j
curvatura extrínseca Kab KAB Ki j

traço da curvatura extrínseca K (2)K KB

Prosseguindo com a descrição do Hamiltoniano da RG, leva-se em conta que o escalar de cur-

vatura presente na primeira integral de (4.2) pode ser decomposto segundo a expressão (3.82);

temos assim:

ˆ
M

R
√
−gd4x =

ˆ t2

t1
dt
ˆ

Σt

(
(3)R+KabKab−K2

)
N
√

hd3y−

−2
˛

∂M

(
nα

;β nβ −nαnβ

;β

)
dΣα (4.3)

onde usamos o teorema de Gauss para escrever a última integral de (4.3). É necessário certo

cuidado ao tratar o termo de superfície. Na última integral, há novamente uma integração na

fronteira, que pode ser dividida a partir da união das três hipersuperfícies. Então, o elemento de

medida dΣα assumirá um determinado valor segundo a hipersuperfície que está sendo conside-

rada, por exemplo, para a hipersuperfície Σt1: dΣα = nα

√
hd3y. Abrindo os termos para todas

as hipersuperfícies na expressão (4.3) e substituindo essas quantidades na ação gravitacional,

obtém-se que os termos envolvendo Σt1 e Σt2 se cancelam (devido a orientação das normais),
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fornecendo assim

2κSG =

ˆ t2

t1
dt
ˆ

Σt

(
(3)R+KabKab−K2

)
N
√

hd3y

+2
ˆ

B

(
KB + rα;β nαnβ

)√
−γd3z, (4.4)

onde assumimos que as hipersuperfícies (Σt , B), que definem a fronteira, se interceptam orto-

gonalmente, o que implica que os vetores normais satisfazem: rαnα = 0.

Podemos trabalhar um pouco mais o termo de superfície restante. A foliação da hi-

persuperfície tipo-tempo B é dada pela união de um conjunto de superfícies 2-dimensionais St .

Portanto, levando em conta a foliação de B, o segundo termo de (4.4) pode ser escrito em termos

de uma integral sob St , ou seja

ˆ
B

(
KB + rα;β nαnβ

)√
−γd3z =

ˆ
dt
˛

St

N
√

σ
(2)K d2

θ , (4.5)

aqui (2)K = σABKAB é o traço da curvatura extrínseca 2-dimensional, definida em St . Só é pos-

sível escrever a integral (4.5) porque podemos estabelecer uma relação entre as coordenadas

(zi = zi(t, θ A)) definidas em B e em St (POISSON, 2002). A expressão (4.4) pode ser rees-

crita adicionando o termo constante S0 (mencionado no capítulo anterior) e levando em conta a

foliação de B = ∪tSt , como

2κSG =

ˆ t2

t1
dt
[ˆ

Σt

(
(3)R+KabKab−K2

)
N
√

hd3y+2
˛

St

(
(2)K−K0

)
N
√

σd2
θ

]
. (4.6)

O termo que envolve K0 (curvatura constante embutida em St) na expressão (4.6) permite que a

ação gravitacional seja bem definida para qualquer espaço-tempo assintoticamente plano (POIS-

SON, 2002; OKSANEN, 2013). A expressão (4.6) é a ação gravitacional utilizada para descre-

ver o Hamiltoniano gravitacional, abordado a seguir.

4.2 Abordagem Hamiltoniana

O processo para a construção do funcional Hamiltoniano segue o mesmo princípio tra-

tado na seção 3.1, no entanto, seremos mais específicos apresentando uma formulação hamil-

toniana de uma teoria de campo. As variáveis presentes na ação gravitacional (4.6), estão

definidas no espaço de configuração (q, q̇), e são aquelas que irão descrever as componentes da



57

métrica gαβ do espaço-tempo: hab, N, Na, ḣab, Ṅ e Ṅa. A curvatura extrínseca Kab pode ser

escrita em termos dessas variáveis. Para isso, levamos em conta a expressão (3.73), onde

L~mhab = 2NKab, (4.7)

é a derivada de Lie da métrica induzida ao longo do vetor normal de evolução ~m. Usando o

fato de que ~m = Nnα = tα −Nα , podemos expressar a derivada de Lie em termos de derivadas

parciais:

L~mhab = Lthab−L~Nhab = ḣab−hacNc
|b−hbcNc

|a, (4.8)

em que aplicamos a definição de derivada de Lie na direção do vetor shift Na. Lembre da nota-

ção Na
|b = DbNa, sendo que também usamos uma propriedade da derivada de Lie ao longo de t,

que corresponde simplesmente tomar a derivada total com relação ao tempo da quantidade que

está sendo “arrastada”, i.e. Lthab =
dhab

dt = ḣab, para maiores detalhes veja (GOURGOULHON,

2012). Portanto, podemos então expressar a curvatura extrínseca como:

Kab =
1

2N

(
ḣab−Na|b−Nb|a

)
. (4.9)

A partir de (4.6), a densidade Lagrangiana é escrita como

2κLG =
(

3R+KabKab−K2
)

N
√

h

=
(

3R+
(

hachdb−habhcd
)

KabKcd

)
N
√

h. (4.10)

É fácil notar que a densidade Lagrangiana é independente de Ṅ e Ṅa, o que implica que N e

Na não são variáveis dinâmicas, o que resulta na presença de vínculos primários, determina-

dos a partir do momento canonicamente conjugado da teoria (DIRAC, 1958). Os momentos

canonicamente conjugados das variáveis N e Na são denotados por

pN =
∂LG

∂ Ṅ
≈ 0, pa =

∂LG

∂ Ṅa ≈ 0. (4.11)

A densidade Hamiltoniana é definida da maneira usual a partir de uma transformada de Legen-

dre, que consiste em redefinir a dinâmica no espaço de configuração
(
hab, N, Na, ḣab, Ṅ e Ṅa)

para o espaço de fases
(
hab, N, Na, pN , pa, e pab). A definição da Hamiltoniana gravitacional
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segue

HG = pabḣab + pNṄ + paṄa−LG. (4.12)

Os parênteses de Poisson fundamentais entre as variáveis canônicas são definidos como:

{N(x), pN(y)}= δ (x− y), (4.13)

{Na(x), pb(y)}= δ
a
b δ (x− y) (4.14){

hab(x), pcd(y)
}
= δ

c
a δ

d
b δ (x− y), (4.15)

onde δ a
b é o delta de kronecker e δ (x− y) o delta de Dirac. Os demais parênteses de Poisson

entre as variáveis canônicas são nulos.

O momento canonicamente conjugado à métrica hab é

pab =
∂LG

∂ ḣab
=

∂LG

∂Kmn

∂Kmn

∂ ḣab
=

√
h

2κ

(
Kab−Khab

)
, (4.16)

em que usamos a relação entre a curvatura extrínseca e a derivada temporal da métrica induzida,

dada pela expressão (4.9). Substituindo os resultados Eqs. (4.9), (4.10) e (4.16) em (4.12), tem-

se a seguinte expressão para a densidade Hamiltoniana,

2κHG =
(

KabKab−K2−(3) R
)

N
√

h+2
(

Kab−Khab
)

Na|b
√

h.

O Hamiltoniano total para a gravitação é obtido através da integral da densidade HG em

Σt . Levaremos em conta em sua descrição, a presença de vínculos primários (pN , pa) presentes

na teoria e também dos termos de fronteira (4.6). Portanto, o Hamiltoniano total segue

2κHG =

ˆ
Σt

[(
KabKab−K2−(3) R

)
N
√

h+2
(

Kab−Khab
)

Na|b
√

h
]

d3y

+

ˆ
Σt

(vN pN + va pa)d3y+2
˛

St

(
(2)K−K0

)
N
√

σd2
θ , (4.17)

onde os vínculos primários (pN , pa) são incluídos a partir de multiplicadores de Lagrange vN e

va, respectivamente. Primeiramente, é importante notar a necessidade de escrever HG comple-

tamente em termos das variáveis canônicas. Para isso, podemos expressar o momento canoni-
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camente conjugado como:

2κ pab = GabcdKcd, (4.18)

onde Gabcd é conhecida como a métrica de DeWitt (OKSANEN, 2013), e é definida por

Gabcd ≡
√

h
[

1
2

(
hachbd +hadhbc

)
−habhcd

]
(4.19)

sendo sua inversa dada por

Gabcd ≡
√

h
2

(hachbd +hadhbc−habhcd) . (4.20)

Esta definição permite reescrever convenientemente:

√
h

2κ

(
KabKab−K2

)
=

1
2κ

KabGabcd Kcd = 2κ Gabcd pab pcd. (4.21)

Em seguida, o termo proporcional à função shift Na, na primeira integral de (4.17), também

pode ser escrito em termos do momento pab como:

ˆ
Σt

1
κ

(
Kab−Khab

)
Na|b
√

hd3y =
ˆ

Σt

2pabNa|bd3y

=

ˆ
Σt

2pab hca

(
∂bNc +Γ

c
bdNd

)
d3y

=

ˆ
Σt

(
2pab hca∂bNc + pab

∂dhabNd
)

d3y. (4.22)

Aplicando integração por partes no primeiro termo de (4.22), temos:

ˆ
Σt

1
κ

(
Kab−Khab

)
Na|b
√

hd3y =
ˆ

Σt

(
∂b

(
2pab hcaNc

)
−Nc

∂b

(
pab hca

)
+ pab

∂dhabNd
)

d3y

=

˛
St

2pab Na rb
√

σd2
θ+

+

ˆ
Σt

(
−2hca ∂b pab− (2∂bhca− ∂chab) pab

)
Ncd3y. (4.23)
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Em posse dos resultados Eqs. (4.21) e (4.23), podemos escrever o Hamiltoniano gravi-

tacional total como segue:

HG =

ˆ
Σt

(N H0 +Na Ha + vN pn + va pa)d3y−

− 1
κ

˛
St

[
N
(
(2)K− k0

)
−2Na pab rb

]√
σd2

θ , (4.24)

onde define-se as seguintes quantidades

H0 = 2κ Gabcd pab pcd−
√

h
2κ

(3)R, (4.25)

e

Ha =−2hac ∂b pcb− (2∂bhac− ∂ahcb) pcb. (4.26)

O próximo passo da análise consiste em impor a condição de consistência para os vínculos

primários, que resulta em

ṗN = {pN , HG}= H0 ≈ 0;

ṗa = {pN , HG}= Ha ≈ 0.

Vemos assim que as quantidades H0 e Ha são vínculos secundários. Eles são conhecidos

respectivamente como, vínculo Hamiltoniano H0 e vínculo super-momento Ha (OKSANEN,

2013; BOJOWALD, 2011; BAEZ, 1994), mais adiante examinaremos esses vínculos com mais

detalhes sobre o fechamento da álgebra.

A expressão (4.24) é a forma final do Hamiltoniano gravitacional que leva em conta

na sua descrição os termos de fronteira. O próximo passo na análise canônica é determinar

a variação do Hamiltoniano Gravitacional HG com relação às variáveis canônicas, para em

seguida obter as equações de movimento de Hamilton.

4.3 Equações de movimento de Hamilton

Nesta seção apresentaremos a análise das equações de Hamilton, para isso discutiremos

as variações do Hamiltoniano Gravitacional (4.24) com relação às variáveis canônicas. Uma

vez que o Hamiltoniano é um funcional que depende das variáveis canônicas é necessário impor
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condições de contorno para que na fronteira St tenha-se

δN = δNa = δhab = 0.

No entanto, a variação dos momentos canônicos
(
δ pN ,δ pa,δ pab) não são tomados como zero

na fronteira (POISSON, 2002).

A variação do Hamiltoniano com relação as variáveis N e Na são realizadas diretamente

a partir de (4.24), assim

2κδNHG =

ˆ
Σt

(
Ĥ0δN +2ĤaδNa

)√
hd3y, (4.27)

em que, por conveniência, definimos quantidades θ̂ ≡ 2κθ .

Por sua vez, a variação de HG com relação às variáveis hab e pab devem ser realizadas

com cuidado. Para começar deve-se escrever a expressão (4.24) em termos dessas variáveis.

Realiza-se a variação de uma forma mais prática dividindo o Hamiltoniano gravitacional como

segue

2κHG = ĤΣ + ĤF , (4.28)

onde ĤΣ é a parte do Hamiltoniano devido à hipersuperfície Σt ,

ĤΣ =

ˆ
Σt

[
N h−

1
2

(
p̂ab p̂ab−

1
2

p̂2
)
−N h

1
2 (3)R−2Na h

1
2

(
h−

1
2 p̂ab

)
|b

]
d3y (4.29)

enquanto ĤF é o termo referente à fronteira,

ĤF =−2
˛

St

[
N
(
(2)K− k0

)
−Na h−

1
2 p̂ab rb

]√
σd2

θ (4.30)

O processo da variação com relação a δ p̂ab encontra-se a seguir.

• Variação de HG com relação ao momento p̂ab

A fim de calcularmos a variação de HG com relação ao momento p̂ab, analisaremos separada-

mente cada uma das quantidades em (4.29) e (4.30). A variação do primeiro termo pode ser
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escrita como

δpĤΣ =

ˆ
Σt

[
N h−

1
2 δp

(
p̂ab p̂ab−

1
2

p̂2
)
−δp

(
N h

1
2 (3)R

)]
d3y

−2δp

ˆ
Σt

Na h
1
2

(
h−

1
2 p̂ab

)
|b

d3y, (4.31)

a variação do termo quadrático no momento é escrita a partir do resultado

δp

(
p̂ab p̂ab−

1
2

p̂2
)
= p̂ab

δ p̂ab +δ p̂ab p̂ab−δ

(
1
2

p̂2
)

= 2
(

p̂ab−
1
2

p̂hab

)
δ p̂ab.

Ademais, usamos também o resultado anterior (4.23),

ˆ
Σt

Na h
1
2

(
h−

1
2 p̂ab

)
|b

d3y =−
ˆ

Σt

Na|b

(
h−

1
2 p̂ab

)√
hd3y+

˛
St

Na p̂ab rb h−
1
2
√

σd2
θ , (4.32)

para expressar o termo linear no momento em uma forma mais apropriada e assim determinar a

sua variação, que explicitamente é escrito como

2δp

ˆ
Σt

Na h
1
2

(
h−

1
2 p̂ab

)
|b

d3y =−2
ˆ

Σt

Na|bδ p̂abd3y+2
˛

St

Na h−
1
2 δ p̂ab rb

√
σd2

θ .

O escalar de Ricci (3)R é independente do momento canônico, então δp
(3)R = 0. Variando em

seguida o termo de fronteira, observa-se que a única contribuição será

δpĤF =+2
˛

St

Na h−
1
2 δ p̂ab rb

√
σd2

θ . (4.33)

Portanto, a partir dos resultados Eqs. (4.31) e (4.33) encontramos a variação do Hamil-

toniano gravitacional com relação ao momento p̂ab, como segue

2κδpHG =

ˆ
Σt

2
[

N h−
1
2

(
p̂ab−

1
2

p̂hab

)
+N(a|b)

]
δ p̂abd3y, (4.34)

ou convenientemente em forma compacta

16πδpHG =

ˆ
Σt

Habδ p̂abd3y, (4.35)
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onde Hab = 2
[
N h−

1
2
(

p̂ab− 1
2 p̂hab

)
+N(a|b)

]
. Agora, na sequência varia-se o Hamiltoniano

gravitacional com relação à métrica induzida hab.

• Variação de HG com relação à métrica hab

A variação de ĤΣ com relação à métrica induzida hab consiste em

δhĤΣ = δh

ˆ
Σt

[
N h−

1
2

(
p̂ab p̂ab−

1
2

p̂2
)
−N h

1
2 (3)R

]
d3y

−2δh

ˆ
Σt

Na h
1
2

(
h−

1
2 p̂ab

)
|b

d3y, (4.36)

a última integral de (4.36) pode ser reescrita numa forma conveniente com o auxílio da Eq. (4.32).

Temos então que

δhĤΣ =

ˆ
Σt

[
N δh

[
h−

1
2

(
p̂ab p̂ab−

1
2

p̂2
)]
−N δh

(
h

1
2 (3)R

)]
d3y+

+2δh

ˆ
Σt

Na|b

(
h−

1
2 p̂ab

)√
hd3y−2δh

˛
St

Na p̂ab rb h−
1
2
√

σd2
θ . (4.37)

Após calcular a variação das quantidades em (4.37), a expressão tem a seguinte forma

δhĤΣ =

ˆ
Σt

[
− 1

2
N h−

1
2

(
p̂cd p̂cd−

1
2

p̂2
)

hab +2N h−
1
2

(
p̂a

c p̂cb− 1
2

p̂ p̂ab
)
+

+N h
1
2 Gab +2p̂caNb

|c

]
δhabd3y+

ˆ
Σt

[
−N h

1
2 δ̄vc

|c +2p̂b
c Nd

δΓ
c
bd

]
d3y, (4.38)

onde usamos novamente alguns resultados anteriores

δhh
1
2 =

1
2

h
1
2 hab

δhab;

δh

(
p̂ab p̂ab−

1
2

p̂2
)
= 2

(
p̂a

c p̂cb− 1
2

p̂ p̂ab
)

δhab;

δh

(
h

1
2 (3)R

)
=−h−

1
2 Gab +h

1
2 δ̄vc

|c;

δhNa|b = Nc
|bδhac +hac δΓ

c
bd Nd;

em que Gab = Rab− 1
2
(3)

Rhab é o tensor de Einstein 3-dimensional, e lembramos da identidade

habδRab = δ̄vc
|c, sendo que δ̄vc = habδΓc

ab−hacδΓb
ab.

É possível manipular um pouco mais a expressão (4.38) a fim de escrever a última inte-

gral em função da variação δhab. Para isso utiliza-se o teorema de Gauss, e também o fato de
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que δhab é identicamente zero na fronteira St . Portanto, com um pouco de álgebra, os termos

da última integral de (4.38) são escritos explicitamente como

−
ˆ

Σt

N h
1
2 δ̄vc

|c d3y =
ˆ

Σt

(
habN|dd −N|ab

)
δhabh

1
2 d3y+

˛
St

N hab
δhab,crc√

σd2
θ ,

ˆ
Σt

2p̂b
c Nd

δΓ
c
bd d3y =−

ˆ
Σt

(
h−

1
2 p̂ab Nd

)
|d

δhabh
1
2 d3y.

Por fim, reescrevendo a expressão (4.38) considerando as devidas manipulações tem-se,

de forma compacta, a seguinte expressão

δhĤΣ =

ˆ
Σt

P̂ab
δhabd3y+

˛
St

N hab
δhab,crc√

σd2
θ , (4.39)

onde definimos

P̂ab = N h
1
2 Gab− 1

2
N h−

1
2

(
p̂cd p̂cd−

1
2

p̂2
)

hab +2N h−
1
2

(
p̂a

c p̂cb− 1
2

p̂ p̂ab
)
+

+h
1
2

(
habN|dd −N|ab

)
−h

1
2

(
h−

1
2 p̂ab Nd

)
|d
+2p̂caNb

|c.

Por outro lado, a variação do termo de fronteira (4.30) com relação à métrica hab é

mais simples. A única contribuição para a variação é oriunda do termo envolvendo a curvatura

extrínseca (2)K, pois ao variar o segundo termo de (4.30) deve-se levar em conta mais uma vez

o fato de δhab = 0 na fronteira St . Então, como não há contribuição na variação da curvatura

constante k0, temos

δhĤF =−2
˛

St

N δh
(2)K
√

σd2
θ . (4.40)

De fato, a variação δh
(2)K já foi calculada no capítulo anterior, expressão (3.113), a única

necessidade é adequar o termo com a fronteira, ou seja

δh
(2)K =

1
2

hab
δhab,c rc.

Logo a variação do termo de fronteira é escrita simplesmente como

δhĤF =−
˛

St

N hab
δhab,crc√

σd2
θ (4.41)
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Ao somarmos os resultados Eqs. (4.39) e (4.41) fica claro que as partes envolvendo

termos de superfície se cancelam, possibilitando assim escrever a variação do Hamiltoniano

gravitacional com relação à métrica δhab da seguinte forma

2κδhHG =

ˆ
Σt

P̂ab
δhab d3y. (4.42)

Por fim, com auxílio dos resultados de variação Eqs. (4.35) e (4.42), podemos escrever

a variação completa do Hamiltoniano gravitacional como

δHG =

ˆ
Σt

(
Pab

δhab +Habδ pab +H0δN +2HaδNa
)

d3y, (4.43)

onde escrevemos δHG em termos das variáveis originais θ = θ̂

2κ
. Note ainda que o cálculo

das variações foi preciso graças aos termos de fronteira que carregamos desde o princípio e

sob as condições δN = δNa = δhab = 0 em St . A seguir, utiliza-se da variação completa do

Hamiltoniano gravitacional (4.43) para encontrar as equações de movimento de Hamilton.

Por se tratar de uma teoria que descreve campos (campo gravitacional) e garantindo que

a teoria seja covariante a ação gravitacional pode ser escrita na forma canônica, i.e. ser expressa

em termos da densidade Hamiltoniana

SG =

ˆ t2

t1
dt
[ˆ

Σt

(
ḣab pab + pNṄ + paṄa

)
d3y−

ˆ
Σt

HGd3y
]
, (4.44)

onde HG =
´

Σt
HGd3y é o Hamiltoniano total do sistema. Logo a variação da ação resulta em

δSG =

ˆ t2

t1
dt
[ˆ

Σt

δ

(
ḣab pab + pNṄ + paṄa

)
d3y−δHG

]
= 0, (4.45)

em que δHG é dado pela expressão (4.43). A variação dos primeiros termos resultam em

δ

(
ḣab pab

)
= ḣab δ pab− ṗab

δhab +
d
dt

(
pab

δhab

)
,

note que o último termo se anula quando integrado, pois na fronteira δhab = 0. Ao variar a

ação minimizando-a, encontra-se as equações de campo de Einstein no vácuo no formalismo
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hamiltoniano, ou seja

δSG =

ˆ t2

t1
dt
ˆ

Σt

[
−
(
Pab + ṗab

)
δhab +

(
ḣab−Hab

)
δ pab−H0δN−2HaδNa

]
d3y = 0,

de onde segue as equações de campo

ṗab = Pab, ḣab = Hab, H0 = 0, Ha = 0.

Essas são as equações de campo de Einstein para o vácuo no formalismo Hamiltoniano. A

seção a seguir trata-se de uma análise dos vínculos (H0, Ha) presentes na teoria.

4.4 Análise dos vínculos

Como foi visto anteriormente, deparamo-nos, na descrição da hamiltoniana da RG, com

a presença de vínculos, que são: pN , pa (vínculos primários) e H0, Ha (vínculos secundá-

rios). O próximo passo da análise é a imposição das condições de consistência para os vínculos

secundários, assim 2

Ḣ0 = {H0,HG}≈ 0, Ḣa = {Ha,HG}≈ 0, (4.46)

onde HG é a Hamiltoniana total do sistema dada pela expressão (4.24). Com a verificação

dessa condição, i.e. ela ser fracamente nula, fechamos a estrutura de vínculos para a RG, ou

seja, diante da expressão (4.46) não temos a geração de novos vínculos no sistema. Portanto,

o conjunto completo de vínculos para a Relatividade Geral são: pN , pa, H0 e Ha, totalizando

um número de 8 vínculos. Também, a partir da condição de consistência (4.46) é possível

ver que os vínculos secundários têm parênteses de Poisson fracamente nulos com todos os

outros vínculos, assim como os vínculos primários. Mostraremos explicitamente a seguir que

a álgebra de Poisson existente entre os vínculos H0 e Ha é fechada, ou seja, não geram novos

vínculos. Assim, uma vez que essas condições são satisfeitas é possível concluir que o conjunto

de vínculos (pN , pa, H0, Ha) é de primeira classe, pois todos os vínculos possuem parênteses

de Poisson nulos entre si. Podemos concluir então que todos os vínculos presentes na teoria da

RG são classificados como vínculos de primeira classe.

2 Apresentamos os principais detalhes do cálculo no apêndice A.
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Para mostrar que a algebra dos vínculos é fechada, relembremos que os vínculos H0 e

Ha são escritos como

H0 = 2κ Gabcd pab pcd−
√

h
2κ

(3)R (4.47)

Ha =−2hac ∂b pcb− (2∂bhac− ∂ahcb) pcb. (4.48)

sendo eles definidos explicitamente nas Eqs. (4.25) e (4.26), respectivamente. O vínculo Ha-

miltoniano H0 tem a forma muito semelhante à diferença entre a energia cinética e energia

potencial, sendo o primeiro termo em (4.25) quadrático no momento representa a energia ci-

nética enquanto o escalar de curvatura (3)R age como o potencial. Para uma facilidade nos

cálculos e garantindo que estamos trabalhando com funções bem comportadas, isto é distribui-

ções, definimos funcionais H0 [ξ ] e Φ

[
~X
]

escritos explicitamente em termos dos vínculos H0

e Ha como

H0 [ξ ] =

ˆ
Σt

ξ H0, Φ

[
~X
]
=

ˆ
Σt

Xa Ha, (4.49)

onde ξ é uma função teste suave e ~X é um vetor arbitrário, ambos definidos em Σt (OKSANEN,

2013). Para duas variáveis dinâmicas F e G quaisquer, os parênteses de Poisson para campos

são dados por

{F(x),G(y)}=
ˆ

Σt

d3y
(

δF
δhab

δG
δ pab −

δF
δ pab

δG
δhab

)
.

Embora o cálculo dos parênteses de Poisson entre os funcionais H0 [ξ ] e Φ

[
~X
]

seja bastante

extenso, é possível mostrar que eles satisfazem 3

{H0 [ξ ] , H0 [χ]}=
ˆ

Σt

ˆ
Σt

{ξ H0(x), χ H0(y)}= Φ

[
ξ ~Dχ−χ ~Dξ

]
(4.50){

H0 [ξ ] , Φ

[
~X
]}

=

ˆ
Σt

ˆ
Σt

{ξ H0(x), Xa Ha(y)}=−H0

[
~X(ξ )

]
(4.51){

Φ

[
~X
]
, Φ

[
~Y
]}

=

ˆ
Σt

ˆ
Σt

{
Xa Ha(x), Y b Hb(y)

}
= Φ

[[
~X ,~Y

]]
, (4.52)

sendo que
(

ξ ~Dχ−χ ~Dξ

)
= hab (ξ Dbχ−χ Dbξ ) onde ~Dξ = habDbξ é a derivada covariante

da função teste. Por outro lado, tem-se que o vetor ~X atuando em uma função arbitrária como

3 Apresentamos os principais detalhes do cálculo no apêndice A.
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um campo vetorial é expresso explicitamente como ~X(ξ ) = Xa∂aξ . E na última expressão

(4.52), temos que o comutador de dois vetores é dado pela forma usual

[
~X ,~Y

]a
= Xb

∂bY a−Y b
∂bXa.

Note que a álgebra dos vínculos é fechada nos parênteses de Poisson (4.50-4.52), ou seja, ao

tomarmos os parênteses de quaisquer dois vínculos obtemos novamente um vínculo já descrito

no sistema, e isso implica que cada um desses parênteses é fracamente nulo.

Está claro que pela expressão para o Hamiltoniano (4.24) os multiplicadores de La-

grange dos vínculos secundários H0 e Ha são as funções arbitrárias lapso N e a função shift Na,

respectivamente. Ademais, a evolução no tempo das mesmas Ṅ = vN e Ṅa = va corresponde

à determinação de multiplicadores de Lagrange (dos vínculos primários pN e pa, respectiva-

mente). Com esses resultados, vemos claramente a liberdade de gauge sobre elas, e com isso

seus valores podem ser expressos a partir de uma escolha de uma condição de gauge bem defi-

nida. É justamente nos multiplicadores de Lagrange onde a liberdade de gauge apresenta-se no

sistema. Escolher uma condição de gauge, ou melhor fixar um gauge, implica em eliminarmos

os graus de liberdades espúrios do nosso sistema, como discutido no capítulo 3.

Na RG, uma escolha simples para fixar os multiplicadores de Lagrange, i.e., fixar a

liberdade de gauge associada com os vínculos primários, é impor que a função lapso e fun-

ção shift sejam constantes (OKSANEN, 2013). Por outro lado, para fixar os multiplicadores

para os vínculos secundários é necessário impor quatro novas condições (subsidiárias) entre as

componentes da métrica hab ou momento pab. Portanto as escolhas são

σµ ≈ 0, σ0 = N−1, σa = Na, χµ (hab)≈ 0, (4.53)

onde µ = 0,1,2,3, e as condições subsidiárias σµ irão fixar os multiplicadores associados com

os vínculos primários (pN , pa) enquanto as condições χµ irão fixar 4 componentes da métrica

induzida hab
4. Consequentemente essas condições também fixarão o sistema de coordenadas

no espaço-tempo.

4 Como fizemos a escolha de que a condição χµ fixasse 4 das componentes da métrica induzida, os
vínculos secundários Hµ = 0 necessariamente irão fixar quatro componentes correspondentes do mo-
mento canônico pab, isto para que o número de variáveis no espaço de fase seja simétrico. Por outro
lado, poderíamos equivalentemente ter escolhido uma condição de gauge que fixasse 4 componentes
do momento canonicamente conjugado, de tal forma que os vínculos Hµ = 0 agora fixariam 4 das
componentes da métrica induzida.
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A escolha das condições de gauge Eq. (4.53) é ditada majoritariamente de tal modo que

todos os vínculos de primeira classe presentes no sistema sejam transformados em vínculos

de segunda classe, e assim introduzir os parênteses generalizados de Dirac. Todavia, é ainda

possível escolher que essas condições subsidiárias sejam vínculos de primeira classe, tal que a

forma da matriz de vínculos seja a mais simples possível. Por fim, estas condições irão gerar

vínculos de segunda classe dados por: φb =
(

pN , pa, σµ , Hµ , χµ

)
, permitindo assim que eles

sejam tomados fortemente nulos ao impormos os parênteses de Dirac (OKSANEN, 2013).

Podemos determinar o número de graus de liberdade físicos diretamente de acordo com

a análise de Dirac. Sabemos que o número de variáveis canônicas do sistema (i.e. da Relati-

vidade Geral) são: 2N = 20, onde usamos o fato da métrica induzida e o momento canônico

serem simétricos em seus índices. Vimos também que os vínculos presentes na descrição canô-

nica da RG são todos de primeira classe, logo o número destes vínculos são iguais a A = 8,

(pN , pa, H0, Ha) e a B = 0. Assim, temos que, pela Eq.(3.17)

no de graus de liberdade físicos =
2N−2A−B

2
=

20−16
2

= 2. (4.54)

exatamente o número de graus de liberdade físicos para o gráviton sem massa. Assim encerra-

mos a análise dos vínculos presentes na descrição Hamiltoniana da RG. Motivados pelas ferra-

mentas até aqui apresentadas e buscando uma melhor compreensão de um modelo alternativo à

RG, a seguir apresentaremos a análise canônica da gravidade unimodular.

4.4.1 Geradores de Simetria

Por fim, sobre o conteúdo de simetria da RG, segundo Dirac podemos finalmente as-

sociar os vínculos de primeira classe com os geradores de transformações gauge do sistema.

Para a RG vimos que todos os vínculos são de primeira classe. Primeiramente, para analisar o

geradores de gauge para a RG podemos reescrever o gerador Φ

[
~X
]
, lembrando que

ˆ
Σt

2 pabXa|b =

ˆ
Σt

XaHa +2
˛

St

Xarb pab. (4.55)

Ao abrirmos o termo do lado esquerdo da expressão (4.55) e compararmos com a derivada de

Lie de hab ao longo do vetor ~X , temos que

2Xa|b = Xchab,c +hbdXd
,a +hadXd

,b = L~X hab, (4.56)
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onde usamos a simetria nos índices ab da métrica. Podemos assim reescrever Φ

[
~X
]

como

Φ

[
~X
]
=

ˆ
Σt

pab L~X hab−2
˛

St

Xa rb pab. (4.57)

É conhecido que o vínculo super-momento é responsável por gerar transformações infinitesi-

mais espaciais na teoria gravitacional, enquanto o vínculo hamiltoniano é responsável por fixar

o fator conforme da métrica (O’MURCHADHA; YORK, 1974). A partir da análise dos pa-

rênteses de Poisson entre as variáveis canônicas e o gerador Φ

[
~X
]
, as transformações para as

componentes da métrica são da seguinte forma:

δhab =
{

hab, Φ

[
~X
]}

= L~X hab (4.58)

e da mesma forma, o vínculo super-momento também irá gerar transformações infinitesimais

na variável canônica pab,

δ pab =
{

pab, Φ

[
~X
]}

=

{
pab,

ˆ
Σt

pcd L~X hcd

}
= L~X pab. (4.59)

Em ambas expressões desprezamos o termo de fronteira existente considerando que o parâmetro

de gauge Xa→ 0 na fronteira St . Dizemos que as expressões (4.58) e (4.59) são as transforma-

ções infinitesimais de difeomorfismos espaciais.
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5 ANALISE CANÔNICA DA TEORIA GRAVITACIONAL UNIMODULAR

A ideia da gravitação unimodular é tão velha como a própria RG, sendo proposta tam-

bém por Einstein ao impor a condição unimodular (EINSTEIN, 1916)

√
−g = 1 (5.1)

como uma maneira de fixar parcialmente um sistema de coordenadas na RG, simplificando

assim o cálculo em algumas situações. Por ser uma das modificações mais simples da RG, a te-

oria unimodular ganhou bastante atenção recentemente, sendo analisada em contextos formal e

também em aplicações cosmológicas (BUCHMULLER; DRAGON, 1988; HENNEAUX; TEI-

TELBOIM, 1989; PADILLA; SALTAS, 2015; ALVAREZ et al., 2015; JAIN et al., 2012). A fim

de explorar as diferenças da gravidade unimodular (GU) quanto à RG, principalmente quanto

ao conteúdo físico e também de simetrias, abordaremos a estrutura canônica da GU (BUFALO;

OKSANEN; TUREANU, 2015).

5.1 Gravidade Unimodular

Em nível Lagrangiano, é necessário realizar que
√
−g é uma densidade escalar, logo

precisamos substituir a condição unimodular por

√
−g = ε0 (5.2)

onde ε0 é uma densidade escalar fixa, basicamente esta condição fornece um elemento de vo-

lume fixo no espaço-tempo. Em relação ao conteúdo de simetria, sabe-se que a RG é invariante

por difeomorfismos, que de fato corresponde à variação infinitesimal do tensor métrico

x′µ (x) = xµ +ξ
µ(x)→δgµν = ∇µξν +∇νξµ

onde ξ µ é um campo vetorial. A GU também é invariante sob difeomorfismo, no entanto

ela é um grupo restrito de difeomorfismo (Difeomorfismo transverso-TDiff), que preserva o

determinante da métrica
δ

δgµν

√
−g = 0, (5.3)
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logo é fácil verificar que

δ
√
−g =

1
2
√
−ggµν

δgµν =
1
2
√
−ggµν

(
∇µξν +∇νξµ

)
= 0

que resulta na condição

∇µξ
µ = 0 (5.4)

que de fato vincula a simetria da GU para o Difeomorfismo transverso (covariante).

Quanto ao conteúdo dinâmico da GU, em princípio ela não altera as equações de campo

de Einstein classicamente. A grande diferença é o fato da constante cosmológica surgir como

uma constante de integração, sem a necessidade de realizarmos um acoplamento mínimo na

ação de Einstein-Hilbert (como geralmente é proposto). A ação que descreve a equação de

campo para a gravidade unimodular é escrita como segue

SGU =

ˆ
d4x

(√
−gR
κ
−λ

(√
−g− ε0

))
+

2
κ

˛
∂M

d3y
√

hK +Sm, (5.5)

em que a condição (5.2) é adicionada na ação como um vínculo por meio da inclusão de um

multiplicador de Lagrange λ , Sm é a ação devido aos campos de matéria. Note ainda que a

quantidade ε0d4x corresponde a um elemento de volume fixo. Podemos usar o princípio da

mínima ação para encontrarmos as equações de campo. Variando então a ação em relação à

métrica, obtemos

Rµν −
1
2

gµνR+
κ

2
λgµν =

κ

2
Tµν , (5.6)

sendo que o tensor energia-momento Tµν é idêntico ao obtido quando demonstramos às equa-

ções de Einstein (3.109). Usando a conservação do tensor energia-momento e a identidade de

Bianchi (∇νGµν = 0, em que Gµν é o tensor de Einstein), a partir da expressão (5.6), encontra-

se

∇µλ = 0, (5.7)

implicando que λ seja uma constante de integração. Realizando uma escolha apropriada λ =

2
κ

Λ, onde Λ é de fato a constante cosmológica, podemos reescrever (5.6) como a equação de
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Einstein com constante cosmológica

Rµν −
1
2

gµνR+Λgµν =
κ

2
Tµν .

Em resumo, embora sejam classicamente equivalentes, a principal diferença da teoria

unimodular com a RG é que estamos restritos a usar sistemas de coordenadas que satisfaçam a

condição (5.2).

Dentre as diferentes propostas da teoria unimodular, gostaríamos de chamar atenção

àquelas que propõem a extensão da condição
√
−g = ε0 para uma versão que seja invariante

por difeomorfismos, tendo assim o mesmo conteúdo de simetria da RG. A principal ideia por

trás dessas propostas é fazer uso da invariância da ação de Einstein-Hilbert e de matéria frente à

parametrização das coordenadas do espaço-tempo (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1989). Con-

sideremos a transformação xα → Xα(x), sendo x as coordenadas usuais do espaço-tempo, en-

quanto X são variáveis (restritas) da teoria unimodular, sob essa mudança os termos de Einstein-

Hilbert e de matéria são invariantes. Agora, a parte com o elemento de volume fixo transforma

como
´

d4xε0λ →
´

d4xε0λ |∂µXα |, sendo |∂µXα | o determinante do Jacobiano da transfor-

mação, com isso é possível identificar a condição unimodular invariante por difeomorfismos

como
√
−g = ∂µτ

µ . (5.8)

A partir dessa nova condição proposta por Henneaux-Teitelboim (HENNEAUX; TEITELBOIM,

1989), que consiste na identificação do determinante do tensor métrico sendo igual ao diver-

gente de uma densidade vetorial τµ , é possível escrever uma nova ação unimodular

SHT =

ˆ
M

d4x
(√
−gR
κ
−λ

(√
−g−∂µτ

µ
))

+

˛
∂M

d3y
(

2
κ

√
hK−λ rµ τ

µ

)
+Sm (5.9)

sendo que é necessário identificar a densidade vetorial τµ com o Jacobiano da transformação

como τµ = 4!δ [µ
α δ ν

β
δ

ρ

γ δ
σ ]
δ

Xα∂νXβ ∂ρX γ∂σ Xδ .

Uma segunda forma para a teoria unimodular invariante sob difeomorfismos foi proposta

em (BUFALO; OKSANEN; TUREANU, 2015), e é escrita como

SDUG =

ˆ
M

d4x
√
−g
(

R
κ
−λ −V µ

∇µλ

)
+

2
κ

˛
∂M

d3y
√

hK +Sm. (5.10)
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nesta forma, é possível interpretar que esta ação consiste das contribuições dos termos de

Einstein-Hilbert com uma constante cosmológica variável λ , além de um vínculo usual sob

λ , i.e. ∇µλ = 0, enquanto o campo vetorial V µ faz o papel de um multiplicador de Lagrange

∇µV µ = 1.

De fato, é possível estabelecer que as expressões (5.9) e (5.10) são equivalentes classi-

camente, se tomamos

ˆ
M

d4xλ ∂µτ
µ =

˛
∂M

d3yλ rµτ
µ −
ˆ

M
d4xτ

µ
∇µλ (5.11)

onde efetuamos uma integração por partes. Ao substituir em (5.9) e fazermos τµ =
√
−gV µ na

expressão (5.11) temos como resultado a expressão (5.10).

Consideraremos a seguir a ação dada em (5.10), estudando seu conteúdo físico e de

simetria a partir do formalismo canônico de Dirac para sistemas com vínculos como discutido

nos capítulos anteriores.

5.2 Hamiltoniano da Gravidade Unimodular.

A análise canônica para a ação (5.10) segue o mesmo procedimento desenvolvido para

a análise canônica da teoria gravitacional de Einstein apresentada anteriormente no capítulo 4.

Na descrição canônica o campo vetorial V µ também é decomposto em uma parte paralela e

tangente à hipersuperfície Σt como segue

V µ =V ′µ −nµVn, V ′µ = hµ

ν V ν , Vn = nµV µ , (5.12)

sendo que hµ

ν é o operador de projeção dado por (3.46) e nµ é o vetor normal unitário à Σt . Po-

demos assim aplicar a decomposição na ação (5.10), obtendo-a na forma canônica decomposta

na hipersuperfície Σt

SDUG =

ˆ
dt
ˆ

Σt

d3y
√

hN
[

1
κ

(
(3)R+KabKab−K2

)
−λ −V i

∂iλ +Vn∇nλ

]
+SF +Sm

(5.13)

onde fizemos uso da decomposição V µ∇µλ =V i∂iλ −Vn∇nλ e identificamos

SF =
2
κ

ˆ
dt
ˆ

d2
θ N
√

σ
(2)K
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como a ação referente à contribuição da fronteira, cuja forma é idêntica à encontrada na análise

da teoria gravitacional e Sm é a ação referente aos campos de matéria. Na sequência, a densidade

lagrangiana pode ser identificada a partir da expressão (5.13)

L =
√

hN
[

1
κ

(
(3)R+KabKab−K2

)
−λ −V i

∂iλ +Vn∇nλ

]
. (5.14)

Podemos trabalhar um pouco mais o último termo a fim de explicitar a dependência temporal

da ação. Assim , manipulando o termo ∇nλ = nµ∇µλ obtemos

nµ
∇µλ = n0

∇0λ +ni
∇iλ

=
1
N

∂0λ − Ni

N
∂iλ

=
1
N

(
λ̇ −Ni

∂iλ
)
, (5.15)

onde usamos a decomposição ADM do vetor unitário nµ =
(

1
N ,−

Ni

N

)
. Usando agora a expres-

são (5.15) na densidade lagrangiana fica explicito a dependência com relação a λ̇ .

LGU =

√
hN
κ

(
(3)R+KabKab−K2

)
−
√

hNλ (5.16)

−
√

hNV i
∂iλ +

√
hVnλ̇ −

√
hNi

∂iλ . (5.17)

Começamos a nossa análise da expressão para a densidade lagrangiana (5.2) ao cal-

cularmos os momentos canonicamente conjugados às variáveis do sistema, 1, a partir dessas

expressões é possível encontrar os vínculos primários do sistema

πN =
∂L

∂ Ṅ
≈ 0, πi =

∂L

∂ Ṅi , pi =
∂L

∂V̇ i ≈ 0, pn =
∂L

∂V̇n
≈ 0. (5.18)

Há um outro vínculo primário relacionado com o momento canonicamente conjugado pλ = ∂L
∂ λ̇

,

vemos assim que

Cλ = pλ −
√

hVn ≈ 0. (5.19)

1 Observe que estamos redefinindo os símbolos para os momentos canonicamente conjugados que de-
finimos na análise da teoria gravitacional: pN → πN , pa → πi. Assim também, como iremos uti-
lizar índices gregos e latinos diferentes, mas eles variam de mesma forma µ, ν , ... = 0, 1, 2, 3 e
i, j, k...= 1, 2, 3.
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As variáveis canônicas e os seus respectivos momentos canonicamente conjugados para

este sistema são:
(
N, Ni, hi j, λ ,V i,Vn

)
e
(
πN , πi, π i j, pλ , pi, pn

)
. Os parênteses de Poisson

fundamentais entre essas variáveis são dados por

{
hi j(x), π

kl(y)
}
= δ

(k
i δ

l)
j δ (x− y);

{N(x), πN(y)}= δ (x− y);
{

Ni(x), π j(y)
}
= δ

i
jδ (x− y);

{λ (x), pλ (y)}= δ (x− y); {Vn(x), pn(y)}= δ (x− y);{
V i(x), p j(y)

}
= δ

i
jδ (x− y). (5.20)

Escrevemos a densidade hamiltoniana através de uma transformação de Legendre das

variáveis canônicas

HGU = ḣi jπ
i j + ṄπN + Ṅi

πi +V̇ i pi +V̇n pn + λ̇ pλ −LGU , (5.21)

sendo que π i j é dado por (4.16). Substituindo a expressão da densidade lagrangiana , é possível

escrever a densidade Hamiltoniana em termos somente das variáveis canônicas, temos assim

que

HGU = N

[
κ√
h

π
i jGi jklπ

kl−
√

h
κ

(3)R+
√

hλ +
√

hV i
∂iλ

]
+2π

i jD(iN j)

+ ṄπN + Ṅi
πi +V̇ i pi +V̇n pn + λ̇Cλ +

√
hNi

∂iλ , (5.22)

em que Gi jkl é a métrica de Dewitt (4.20). O hamiltoniano total HGU para a teoria unimodular

é dado pela integral da densidade hamiltoniana sobre Σt , assim

HGU =

ˆ
Σt

d3y
[
NHT +NiHi + vNπN + vi

Nπi + vλCλ + vn pn + vi pi
]
+HF , (5.23)

onde vN , vi
N , vλ , vn, vi são os multiplicadores de Lagrange associados com os vínculos primá-

rios. Já as expressões para o vínculo Hamiltoniano HT e super-momento Hi são semelhantes

às expressões encontradas anteriormente

HT =
κ√
h

π
i jGi jklπ

kl−
√

h
κ

(3)R+
√

hλ +
√

hV i
∂iλ (5.24)

Hi =−2hi jDkπ
jk +∂iλ pλ (5.25)
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Ademais, temos que hamiltoniano devido aos termos de fronteira HF é idêntico ao da RG

HF =− 2
κ

˛
St

d2
θ N (2)K +2

˛
St

d2
θ Nir jπ

i j.

Por fim, para que o super-momento gere difeomorfismos espaciais em Σt para todas as

variáveis, acrescenta-se um termo relacionado ao vínculo pn, de tal forma que

Hi =−2hi jDkπ
jk +∂iλ pλ +∂iVn pn, (5.26)

Diante desta construção do Hamiltoniano (5.23) podemos agora proceder para a análise

da estrutura dos vínculos da teoria unimodular.

5.2.1 Análise canônica dos vínculos

Até o momento na construção do Hamiltoniano identificamos os respectivos vínculos

primários, dados pelas expressões (5.18) e (5.15). De acordo com o método de Dirac, estes

vínculos devem ser preservados na evolução temporal, ou seja, é necessário impor condições

de consistência, sendo possível que vínculos secundários sejam incorporados ao sistema. A

condição de consistência dos vínculos (πN ,πi), geram os seguintes vínculos secundários

π̇N = {πN , HGU}= HT ≈ 0;

π̇i = {πi, HGU}= Hi ≈ 0.

Em seguida, ao impormos a condição de consistência ao vínculo pi

ṗi = {pi, HGU}= N
√

h∂iλ ≈ 0, (5.27)

vemos assim a necessidade de introduzir um novo vínculo secundário ao sistema

Ci = ∂iλ ≈ 0. (5.28)

Desta forma, o Hamiltoniano total é reescrito levando em conta os vínculos secundários

HGU =

ˆ
Σt

d3y
[
NHT +NiHi + vNπN + vi

Nπi + vλCλ + vn pn + vi pi + vi
λ
Ci
]
+HF . (5.29)
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Já a condição de consistência para o vínculo Cλ é mais complicada, e os parênteses de

Poisson que contribuirão neste caso são

Ċλ = {Cλ ,HGU}

=

ˆ
Σt

d3y{Cλ , NHT}+
ˆ

Σt

d3y
{

Cλ , NiHi
}

+

ˆ
Σt

d3y
{

Cλ , vi
λ
Ci
}
+

ˆ
Σt

d3y{Cλ , vn pn} ≈ 0.

A seguir vamos calcular cada um desses parênteses de Poisson. Usando a definição do vínculo

Cλ e de HT , expressão (5.19) e (5.24), respectivamente, temos que

ˆ
Σt

d3y{Cλ , NHT}=−N
√

h+
κ

2
Nhi jπ

i jVn. (5.30)

Em seguida, a partir da definição para Cλ e Hi, expressão (5.19) e (5.26), respectivamente,

segue

ˆ
Σt

d3y
{

Cλ , NiHi
}
= ∂i

(
NiCλ

)
≈ 0,

onde usamos a definição para o vínculo Cλ . Ademais, a partir das expressões para Cλ e Ci,

temos

ˆ
Σt

d3y
{

Cλ , vi
λ
Ci
}
= ∂ivi

λ
.

Por fim, é fácil obter que

ˆ
Σt

d3y{Cλ , vn pn}=−
√

hvn.

Portanto, substituindo todos esses resultados na condição de consistência para o vínculo Cλ ,

encontramos que

Ċλ ≈−N
√

h+
κ

2
Nhi jπ

i jVn−
√

hvn +∂ivi
λ
≈ 0. (5.31)
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desse resultado podemos determinar o multiplicador de Lagrange vn como sendo

vn =−N +
κ

2
√

h
hi jπ

i jVn +
1√
h

∂ivi
λ
.

Nos resta agora impor a condição de consistência ao vínculo pn, obtendo

ṗn = {pn, HGU}=−
√

hvλ ≈ 0 (5.32)

o que implica que o multiplicador de Lagrange vλ é fixado como

vλ = 0.

A condição de consistência foi imposta a todos os vínculos primários, mas antes de co-

meçar a classificação deles, é ainda necessário impor as condições aos vínculos secundários

(HT ,Hi,Ci) agora podemos classificá-los em vínculos de primeira ou segunda classe. Toda-

via, podemos simplificar o hamiltoniano (5.29) ao impormos os valores fixados acima para os

multiplicadores de Lagrange vn e vλ . Portanto, substituindo esses multiplicadores de Lagrange

no hamiltoniano (5.29) e reescrevendo convenientemente os termos,

HGU =

ˆ
Σt

d3y
[
NH ′

T +NiHi + vNπN + vi
Nπi + vi pi + vi

λ
C′i
]
+HF (5.33)

sendo que agora temos

H ′
T = HT − pn +

κ

2
√

h
hi jπ

i jVn ≈ 0 (5.34)

HT =
κ√
h

π
i jGi jklπ

kl−
√

h
κ

(3)R+
√

hλ ≈ 0 (5.35)

C′i =Ci−∂i

(
pn√

h

)
≈ 0. (5.36)

Se mostra conveniente reescrever os vínculos secundários como funcionais de funções

suaves, de maneira que

HT [ξ ] =

ˆ
Σt

ξ HT , Φ
[
χ

i]= ˆ
Σt

χ
i Hi, C

[
η

i]= ˆ
Σt

η
i
∂iλ .
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Impondo a condição de consistência para esses vínculos, encontramos que

∂tHT [ξ ] = {HT [ξ ] ,HGU} ≈ 0, ∂tΦ
[
χ

i]= {Φ
[
χ

i] ,HGU
}
≈ 0,

∂tC
[
η

i]= {C
[
η

i] ,HGU
}
≈ 0, (5.37)

ou seja, não há a geração de nenhum vínculo adicional. É importante enfatizar que para deter-

minar esses resultados primeiramente calculamos a álgebra desses vínculos como

{HT [ξ ], HT [η ]}=
ˆ

Σt

(ξ ∂iη−∂iξ )hi j (H j− pλC j−∂ jVn pn
)

{
Φ
[
χ

i] , HT [ξ ]
}
= HT

[
χ

i
∂iη
]

{
Φ
[
χ

i] , Φ
[
ψ

j]}= Φ
[
χ

j
∂ jψ

i−ψ
j
∂ jχ

i]{
HT [ξ ],C

[
η

i]}= 0{
Φ
[
χ

i] ,C
[
η

j]}=C
[
χ

i
∂ jη

j] ,
sendo que esses resultados foram obtidos a partir do cálculo apresentado em detalhes no Apên-

dice A. Podemos assim concluir que todos os vínculos secundários são preservados no tempo,

pois a álgebra deles é fechada.

Uma vez obtidos todos os vínculos da teoria e determinado a álgebra que todos satisfa-

zem, podemos finalmente classificar os vínculos, como sendo vínculos de primeira classe cujo

o parêntese de Poisson entre todos os outros vínculos são fracamente nulo, que são: HT , Hi,

Ci, πN , πi, pi, enquanto que os vínculos de segunda classe são aqueles que possuem parênteses

de Poisson diferentes de fracamente nulo com qualquer outro vínculo, que são dois: pn ≈ 0 e

Cλ ≈ 0.

É importante notar todavia que, uma vez que os vínculos de primeira classe são inter-

pretados como os geradores do grupo de simetria do sistema, se mostra necessário clarificar a

natureza do vínculo Ci. Não somente a contagem e identificação dos graus de liberdade físicos

são afetadas pela natureza de Ci, mas o fato dele ter integral nula sobre Σt , i.e.
´

Σt
∂iλ = 0,

implica que ele seja linearmente dependente, ou seja que o valor de λ para xi→±∞ para cada

i = 1,2,3 é o mesmo. Todavia, é possível reescrever o vínculo Ci = ∂iλ equivalentemente como

um único vínculo local ao invés de um gradiente. Iremos tratar este problema da forma como

sugerido em (BUFALO; OKSANEN, 2018).
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Dessa forma substituímos o gradiente de uma função escalar λ introduzindo uma nova

função q(t) que dependa somente do tempo, assim

Ci = ∂iλ ≈ 0→ C̄ = λ −q(t)≈ 0. (5.38)

Essa operação é claramente equivalente pois ao tomarmos o gradiente o vínculo é satisfeito, e

por outro lado isso é possível pois Ci é invariante sob a mudança λ → λ − q(t). Ademais, o

novo vínculo C̄ não compartilha a dependência linear que os vínculos iniciais apresentavam. Ao

redefinirmos o vínculo, é necessário lembrar que ao fixarmos os valores dos multiplicadores de

Lagrange, obtemos uma nova expressão para o vínculo

C′i =Ci−∂i

(
pn√

h

)
≈ 0

= ∂i

(
λ − pn√

h

)
≈ 0

e consequentemente devemos ter que

C̄′ = λ − pn√
h
−q(t)≈ 0. (5.39)

Por fim, podemos reescrever o Hamiltoniano total (5.33) em termos deste vínculo com

seu respectivo multiplicador de Lagrange v̄λ , como segue

HGU =

ˆ
Σt

d3y
[
NH ′

T +NiHi + vNπN + vi
Nπi + vi pi + v̄λC̄′

]
+HF . (5.40)

Devemos ainda reconhecer que a evolução temporal da variável q não é determinada pelas

equações de movimento (note que HGU não depende do momento canonicamente conjugado à

q). Essa condição assegura que q seja uma função arbitrária do tempo, que carrega um único

grau de liberdade, chamado de modo zero.

Podemos finalmente concluir que o conjunto (HT , Hi, C̄, πN , πi, pi) consiste de 12

vínculos de primeira classe, enquanto (pn, Cλ ) são 2 vínculos de segunda classe. Logo, pode-

mos aplicar o método de Dirac (3.17) na contagem do número de graus de liberdade físico da

teoria unimodular descrito pela ação (5.10), então

no de graus de liberdade físicos =
2N−2A−B

2
=

30−24−2
2

= 2. (5.41)



82

dessa forma concluímos que a teoria unimodular possui os mesmos 2 graus de liberdade físicos

da RG e uma variável temporal adicional q(t), este modo zero descreve de fato a constante

cosmológica (BUFALO; OKSANEN; TUREANU, 2015).

Sobre o conteúdo de simetria da teoria unimodular é necessário agora analisar os gera-

dores de gauge do sistema, que segundo Dirac consiste nos vínculos de primeira classe. Um

gerador de gauge é definido da seguinte maneira

G [ε] =

ˆ
Σt

A

∑
a=1

εaΦa, (5.42)

em que Φa são os vínculos de primeira classe e εa é um parâmetro independente das variáveis

canônicas (ainda assim uma função contínua de x). Por outro lado, uma variável dinâmica

arbitrária F é dita invariante de gauge se possuir parênteses de Dirac (3.13) nulo com o gerador

da transformação

δF = {F, G [ε]}D = 0.

Como nós discutimos anteriormente já é conhecido na RG que o vínculo hamiltoniano

HT é o responsável por fixar o fator conforme da métrica induzida hi j, enquanto o super-

momento Hi é responsável pelos difeomorfismos espaciais (O’MURCHADHA; YORK, 1974).

Agora para o vínculo pi, temos que ele gera uma transformação de gauge no vetor V i da

seguinte forma

δV i =

{
V i,

ˆ
Σt

ε
j p j

}
= ε

i, (5.43)

onde ε i é um parâmetro de gauge infinitesimal, neste caso os parênteses de Dirac são iguais

aos parênteses de Poisson. Isso nos sugere que façamos uma escolha de gauge, fixando o valor

de V i = 0. Já a variável pλ também pode ser fixada, se observamos que o vínculo C̄ gera uma

transformação de gauge

δ pλ =

{
pλ ,

ˆ
Σt

d3y ε̄ C̄
}
=−ε̄.
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E com o vínculo C′i , tem-se

δ pλ =

{
pλ ,

ˆ
Σt

d3yε
iC′i

}
= ∂iε

i,

No que uma vez que o parêntese de Poisson é calculado em tempo fixo, a presença da variável

q(t) não altera o resultado final dos parênteses de Poisson calculados acima. Podemos assim,

fixar o gauge livre ajustando pλ = 0.

A partir da discussão anterior podemos escolher algumas condições de gauge, tal que

possamos fixar alguns dos vínculos de primeira classe: (Cλ , pn, V i, pi, C̄, pλ ). Na sequência

esses vínculos de segunda classe podem ser feitos fortementes iguais a zero, basta substituirmos

os parênteses de Poisson pelos de Dirac e assim eliminamos as variáveis canônicas:

pλ = 0, C̄ = λ −q(t) = 0

Cλ = pλ −
√

hVn = 0, Vn = 0

V i = 0, pi = 0.

Finalmente o Hamiltoniano pode ser reescrito:

H =

ˆ
Σt

d3y
[
NHT +NiHi + vNπN + vi

Nπi
]
, (5.44)

onde

HT =
κ√
h

π
i jGi jklπ

kl−
√

h
κ

(3)R+
√

hq(t)≈ 0,

Hi =−2hi jDkπ
jk ≈ 0.

É fácil ver que após eliminarmos os graus de liberdade espúrios, a forma funcional do

hamiltoniano (5.44) é a mesma que a da RG com a adição do modo zero q(t) descrevendo

a constante cosmológica. As condições de gauge para fixar as variáveis canônicas restantes

podem ser escolhidas iguais às da RG, isto é

σµ ≈ 0, σ0 = N−1, σa = Na, χµ (hab)≈ 0. (5.45)
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Devido à estrutura do hamiltoniano acima concluímos que a teoria unimodular possui os

mesmos 2 graus de liberdade físicos da RG e uma variável temporal adicional q(t), este modo

zero descreve de fato a constante cosmológica.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Fundamentada no formalismo de teoria de campos, a descrição dos grávitons 1 impõe

que classicamente o campo gravitacional tenha dois graus de liberdade. É conhecido que a va-

riável responsável pela dinâmica do espaço-tempo, ou seja, do campo gravitacional é o tensor

métrico gαβ . Este tensor é escrito como uma matriz simétrica de 16 componentes, ou seja são

10 componentes independentes. Destacamos no trabalho que ao realizar a decomposição de

hipersuperfícies em termos das variáveis ADM é possível eliminar outras quatro variáveis que

surgem como variáveis expúrias (a função lapso N e o vetor shift Na), restando então seis variá-

veis dinâmicas hi j. Na contagem dos graus de liberdade no formalismo hamiltoniano ainda há

uma incompatibilidade com aqueles descritos pela teoria de campos para o gráviton. Mostra-

mos que essa incompatibilidade entre o número de graus de liberdade é resolvido com a devida

análise canônica da teoria gravitacional, o que permite interpretar a RG como uma teoria de

gauge consistindo de um sistema físico com vínculos de primeira classe. Essa análise canônica

quando efetuada corretamente, permite a contagem precisa desses graus de liberdade tal que ele

esteja de acordo com os possíveis estados de polarização.

A análise canônica, apesar de ser uma proposta clássica ela tem um potencial muito

grande. Por meio dela exploramos as características fundamentais (graus de liberdade físicos)

de qualquer teoria clássica, além dela ser responsável pela estrutura fundamental da quantização

canônica de uma teoria de campos. Neste trabalho tratamos da análise da teoria gravitacional

descrita pela RG, como mencionado no parágrafo anterior. Utilizamos a análise canônica para

explorar as características fundamentais de uma teoria alternativa à RG; a teoria unimodular. A

teoria unimodular ganha destaque na literatura por sua semelhança clássica à da RG, sendo que

a constante cosmológica aparece neste contexto como uma constante de integração em nível

das equações de campo, e assim a teoria surge como um dos modelos alternativos na busca

de explicações de determinados fenômenos que a RG não consegue explicar, como exemplo a

constante cosmológica Λ, como mostrado na seção 5.1.

Ao longo deste trabalho vimos que ao tratar a RG e a teoria unimodular na forma canô-

nica deparamos em suas descrições um sistema altamente vinculado. Vale destacar aqui, que

a descrição dos vínculos entre a RG e teoria unimodular se apresentaram distintamente. De

fato, o modelo que estudamos consiste em uma extensão de gravidade unimodular cuja densi-

dade lagrangiana possui graus de liberdade a mais que são adicionados à dinâmica do campo

1 O gráviton é a possível partícula de spin-2 mediadora da interação gravitacional.
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gravitacional. No entanto, por meio da análise de consistência dos vínculos descritos na te-

oria unimodular conseguimos eliminar os graus de liberdade redundantes presentes na teoria,

tal que os graus de liberdade restantes ao final da análise coincidem com os do campo gravi-

tacional, o que se mostrou satisfatório sabendo da semelhança em nível clássico entre a RG

e a teoria unimodular. Mas para isso, a natureza do vínculo ∂iλ ≈ 0 teve que ser clarificada.

Para isso, introduzimos uma noval variável a fim de substituir o vínculo da seguinte forma

∂iλ ≈ 0→ λ − q(t) ≈ 0 (conforme apresentado na seção 5.2.1), isto nos permitiu estabelecer

um nova interpretação para a constante cosmológica que na forma funcional do hamiltoniano

se apresenta como sendo a função q(t). Não exploramos um modelo cosmológico para inter-

pretar a função q(t), por outro lado há trabalhos nesse caminho, como exemplo (JAIN et al.,

2012). A análise canônica da teoria unimodular aplicada ao universo de Schwarzschild pode

também ser analisado como perspectivas (buracos negros esfericamente simétricos, estáticos e

não carregados).

Outra característica importante da análise hamiltoniana é a estruturação das bases para

a quantização canônica a partir do princípio de correspondência de Heisenberg. Sabemos que

a RG não é uma teoria consistente no regime quântico na formulação em termos de campos,

há proplemas de renormalização. Por outro lado a análise canônica da teoria unimodular per-

mite estudos em regimes quânticos com a construção consistente da integral de caminhos de

Feymann, que pode ser utilizada em cálculos perturbativos. Embora a teoria unimodular tenha

comportamento distinto em relação à constante cosmológica, não apresentando a necessidade

de sua renormalização, o problema de contra-termos envolvendo termos de ordem superior é

ainda presente (ALVAREZ et al., 2015; BUFALO; OKSANEN; TUREANU, 2015; PADILLA;

SALTAS, 2015).

De uma forma geral, os conceitos e aparatos matemáticos presentes neste trabalho per-

mitem explorar as características fundamentais e a quantização de qualquer teoria descrita por

meio de uma determinada ação funcional de campos. As ideias aqui presentes também são

extremamente utilizadas na busca de soluções numéricas da RG, principalmente através do for-

malismo 3+1 (GOURGOULHON, 2012). Portanto, em um trabalho futuro (Doutorado, como

exemplo) esse estudo se faz bastante importante para o desenvolvimento de ideias de quantiza-

ção ou soluções numéricas para a Relatividade Geral.
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APÊNDICE A – Detalhes do cálculo dos Parênteses de Poisson.

Neste apêndice apresentamos detalhes acerca do cálculo dos parênteses de Poisson en-

tre os funcionais H0 [ξ ] e Φ

[
~X
]
. Lembremos que os funcionais são escritos em termos de

distribuições de acordo com

H0 [ξ ] =

ˆ
Σt

ξ H0; (1)

Φ

[
~X
]
=

ˆ
Σt

Xa Ha, (2)

onde as expressões para os vínculos são

H0 = 2κ Gabcd pab pcd−
√

h
2κ

(3)R, (3)

Ha =−2hac ∂b pcb− (2∂bhac + ∂ahcb) pcb. (4)

Uma vez que esses vínculos são funcionais do par canônico (h, p), faremos uso dos parênteses

de Poisson fundamentais entre as variáveis canônicas

{
hab(x), pcd(y)

}
= δ

c
(aδ

d
b)δ (x− y) (5)

para o cálculo das relações entre os vínculos, além de desprezar os termos de fronteira, considerando-

os δhmn = 0 e δ pmn = 0 na fronteira.

.1 Cálculo de {H0 [ξ ] , H0 [η ]}

Sejam ξ e η funções suaves, podemos então escrever

{H0 [ξ ] , H0 [η ]}=
ˆ

Σt

ˆ
Σt

ξ (x) η (y) {H0 (x) , H0 (y)}

=

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x) η (y)
{

2κ Gabcd pab pcd (x) , 2κ Gi jkl pi j pkl (y)
}

+

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x) η (y)

{
2κ Gabcd pab pcd (x) ,−

√
h

2κ

(3)R(y)

}

+

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x) η (y)

{
−
√

h
2κ

(3)R(x) , 2κ Gi jkl pi j pkl (y)

}
(6)
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note que fizemos as distribuições entre os termos, e que o segundo e terceiro termos são si-

milares, relacionados a partir de ξ ↔ η e x↔ y. Podemos dividir a expressão acima em três

integrais.

I1 =

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x) η (y)
{

2κ Gabcd pab pcd (x) , 2κ Gi jkl pi j pkl (y)
}
,

I2 =

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x) η (y)

{
2κ Gabcd pab pcd (x) ,−

√
h

2κ

(3)R(y)

}
,

I3 =

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x) η (y)

{
−
√

h
2κ

(3)R(x) , 2κ Gi jkl pi j pkl (y)

}
.

Novamente, é fácil notar a relação entre os termos I2 e I3 conforme a discussão acima.

É possível mostrar que a integral I1 é identicamente nula, basta aplicar a propriedade

distributiva dos parênteses de Poisson e também usar a definição dos parênteses fundamentais

(5). 2 Portanto I1 = 0, logo não contribui para a expressão (6). Em seguida, trabalhamos com

os detalhes das integrais I2 e I3, como segue

I2 = 2
ˆ

Σt

ˆ
Σt

ξ (x) η (y) Gabcd (x) pab (x)

{
pcd (x) ,−

√
h

2κ

(3)R(y)

}
(7)

onde fizemos uso da simetria da métrica de DeWitt. A integral de (7) fica da seguinte maneira:

I2 = 2
ˆ

Σt

dxdy
ˆ

Σt

dzξ (x) η (y) Gabcd (x) pab (x)

(
δ

c
(mδ

d
n)δ (x− z)

δ
√

h (3)R(y)
δhmn(z)

)
(8)

Para calcular a variação do termo
√

h (3)R(y) devemos recordar que:

(3)R = hi jRi j,
δ
√

h
δhmn

=
1
2

√
hhmn,

δhab

δhmn
=−hamhbn.

Destas relações segue que

δ
√

h (3)R(y)
δhmn(z)

=
1
2

√
hhmn

δ (y− z) (3)R+
√

h
(
−hemh f n

)
δ (y− z)Re f+

+
√

hhe f (y)
δRe f (y)
δhmn(z)

. (9)

2 Não apresentamos os cálculos explícitos aqui, pois os mesmos são bastante extensos. No entanto, se o
leitor deseja conferir, deve-se seguir as dicas presentes neste parágrafo.
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Deixe-nos focar no último termo em (9), mas considerando a sua versão integrada em (8), então

ˆ
Σt

dyη(y)
√

hhe f (y)
δRe f (y)
δhmn(z)

=

ˆ
Σt

dyη(y)
√

hδvp
mn|p, (10)

onde usamos o fato de que

he f (y)
δRe f (y)
δhmn(z)

= δvp
mn|p = he f

(
δΓ

p
e f

δhmn

)
|p

−hep

(
δΓ

f
e f

δhmn

)
|p

. (11)

Assim, retomando à expressão (10) e aplicando a definição de derivada covariante e integrando

por partes, temos

ˆ
Σt

dyη(y)
√

hδvp
mn|p =−

ˆ
Σt

dy∂pη(y)
√

hδvp
mn, (12)

onde

δvp
mn|p =

1√
h

(√
hδvp

mn

)
,p

δvp
mn = he f

(
δΓ

p
e f

δhmn

)
−hep

(
δΓ

f
e f

δhmn

)
(13)

Agora vamos trabalhar explicitamente na variação dos símbolos de Christoffel Γ
p

e f e Γ
f

e f .

Lembrando que os símbolos de Christoffel são escritos como

Γ
p

e f =
hpg

2
(
∂eh f g +∂ f heg−∂ghe f

)
,

logo,

he f
δΓ

p
e f (y)

δhmn(z)
=

he f hpg

2

(
δ

m
f δ

n
g ∂eδ (y− z)+δ

m
e δ

n
g ∂ f δ (y− z)−δ

m
e δ

m
f ∂gδ (y− z)

)
(14)

em que usamos o fato de que δhmn = 0 = δhmn na fronteira. Vamos considerar um sistema de

referência local de Lorentz (POISSON, 2002), onde ∂m→ Dm, desta forma

he f
δΓ

p
e f (y)

δhmn(z)
=

he f hpg

2

(
δ
(m
f δ

n)
g Deδ (y− z)+δ

(m
e δ

n)
g D f δ (y− z)−δ

(m
e δ

m)
f Dgδ (y− z)

)
. (15)
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Uma vez mais usando a definição de derivada covariante e realizando uma integração por partes

fazendo zero o termo de fronteira, a integral fica

ˆ
Σt

dyη(y)
√

hhe f (y)
δRe f (y)
δhmn(z)

=

ˆ
Σt

dy
√

hδ (y− z)∂e

(
hem

η
|n−hmn

η
|e
)
. (16)

Por fim, retornando à integral I2, expressão (8) e substituindo (9) e (16), temos

I2 = 2
ˆ

Σt

ξ δ
c
(mδ

d
n)Gabcd pab

(
−
√

hGmn
η (y)+(DmDn

η−hmnDeDe
η)
)
, (17)

onde Gmn é o tensor de Einstein 3-dimensional. Usamos a definição de integral da função delta

de Dirac 3 e mais uma vez a condição de que estamos em um sistema de referência local de

Lorentz.

A integral I3 segue a partir da identificação ξ ↔ η no resultado (17), temos assim

I3 =−
ˆ

Σt

η Gi jkl

[
−
√

hGmn
ξ +(DmDn

ξ −hmnDeDe
ξ )
](

δ
k
(mδ

l
n)pi j +δ

i
(mδ

j
n)pkl

)
. (18)

Podemos, finalmente, determinar o parêntese de Poisson entre os funcionais H0 [ξ ] e H0 [η ], em

que

{H0 [ξ ] , H0 [η ]}= 2
ˆ

Σt

[ pmn
ξ DmDnη− pmn

η DmDnξ ] (19)

É possível reescrever essa expressão numa forma mais conveniente. Para isso, manipulamos as

derivadas no primeiro termo de (19), obtendo:

2 pmn
ξ DmDnη = 2 pmn

ξ hnk Dm

(
hlkDlη

)
= 2 pmn

ξ hnk

(
∂m

(
hlkDlη

)
+Γ

k
m jh

jlDlη
)

(20)

3 A definição de uma integral da delta de Dirac é:
ˆ ˆ ˆ

dxdydzδ (x− z)δ (y− z) f (x)g(y) =
ˆ

dz f (z)g(z).
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Escrevendo os símbolos de Christoffel em termos da métrica induzida, chega-se a

2 pmn
ξ DmDnη = 2∂m (pmn

ξ ∂nη)

+ [−2hnk ∂m pmn− (2∂mhnk + ∂khmn) pmn]
(

ξ hkl
∂lη
)
−2pmn

∂mξ ∂nη . (21)

Aplicamos no segundo termo de (19) a mesma ideia, reescrevendo a partir da troca ξ ↔ η em

(21). Então

2 pmn
η DmDnξ = 2∂m (pmn

η∂nξ )

+ [−2hnk ∂m pmn− (2∂mhnk + ∂khmn) pmn]
(

ηhkl
∂lξ
)
−2pmn

∂mη ∂nξ . (22)

Por fim, substituindo os resultados (21) e (22) na equação (19), e também levando em

conta a expressão para o vínculo Ha, equação (4), escrevemos

{H0 [ξ ] , H0 [η ]}=
ˆ

Σt

[
ξ hkl

∂lη−ηhkl
∂lξ
]
Hk = Φ

[
ξ~Dη−η~Dξ

]
(23)

.2 Cálculo de
{

H0 [ξ ] , Φ

[
~X
]}

Procedemos agora para o cálculo dos parênteses de Poisson entre os funcionais H0 [ξ ] e

Φ

[
~X
]
. Esta análise segue a mesma ideia da apresentação anterior, então

{
H0 [ξ ] , Φ

[
~X
]}

=

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x)Xa(y){H0(x), Ha(y)} . (24)

Usando a expressão para os vínculos e aplicando as propriedades gerais dos parênteses de Pois-

son, tem-se

{
H0 [ξ ] , Φ

[
~X
]}

= 2κ

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x)
{

Gi jkl pi j pkl(x), 2habDcXa pbc(y)
}

− 1
2κ

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x)
{√

h (3)R(x), 2habDcXa pbc(y)
}
. (25)
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Uma vez mais podemos dividir a expressão (25) em três integrais, sendo elas

I1 = 4κ

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x)
{

Gi jkl(x), habDcXa pbc(y)
}(

pi j pkl
)
(x);

I2 = 4κ

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x)Gi jkl(x)
{

pi j pkl(x), habDcXa pbc(y)
}

;

I3 =−
1
κ

ˆ
Σt

ˆ
Σt

ξ (x)habDcXa(y)
{√

h (3)R(x), pbc(y)
}
.

Vamos trabalhar um pouco as integrais acima. Começando por I1, que pode ser calculada facil-

mente e resulta em

I1 = 2κ

ˆ
Σt

ξ (DcXa)

[
−δ

c
a Gi jkl pi j pkl +

1√
h

[
4habh jl pb j pcl−2hab pbc p

]]
(26)

onde usamos o fato que

δ
√

h
δhmn(z)

=
1
2

hmn
√

h; Gi jkl =

√
h

2
(
hikh jl +hilh jk−hi jhkl

)
Agora, a partir das definições,

DcXa = ∂cXa +Γ
a
cdXd, Γ

a
cd =

hag

2
(
∂chdg +∂dhcg−∂ghcd

)
,

podemos reescrever a integral I2 numa forma mais conveniente, e realizando um pouco de álge-

bra, encontramos

I2 =−4κ

ˆ
Σt

ξ

[
2Gi jkl pi j plc

∂cXk−Gi jkl pi j
∂e

(
plkXe

)]
. (27)

Para I3 usa-se a mesma variação realizada anteriormente, explicitamente as equações (9)

e (16), e também as discussões apresentaradas. Desta forma segue que

I3 =−
1
κ

ˆ
Σt

(habDcXa)

(√
h

2
hbc
(

ξ
(3)R

)
−
(

ξ
√

hhmbhcnRmn

))
− 1

κ

ˆ
Σt

(habDcXa)
√

h
(

DbDc−hbcDmDm

)
ξ (28)

Tendo calculado os termos I1, I2 e I3, podemos escrever a expressão final para (25). Todavia,

podemos manipular os termos de forma a deixar a expressão mais simples. Depois de algumas
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manipulações, e com a ajuda das identidades

DeH0 =−
2κ√

h
∂e
√

hGi jkl pi j pkl +
2κ√

h
∂ehkl

(
2h jn pl j pkn− pkl p

)
+

4κ

(
Gi jkl pi j

∂e pkl
)
− 1

κ

√
hDmRm

e ,

DmRm
n =

1
2

Dn
(3)R,

a última identidade é obtida a partir da identidade de Bianchi: DmGm
n = 0, chega-se a expressão

a seguir

{
H0 [ξ ] , Φ

[
~X
]}

=

ˆ
Σt

ξ De (XeH0) =

ˆ
Σt

ξ√
h

∂e

(√
hXeH0

)
=−
ˆ

Σt

√
hXeH0∂e

ξ√
h
,

onde usamos a definição de derivada covariante e integração por partes. Por fim, o parêntese de

Poisson entre os funcionais H0 [ξ ] e Φ

[
~X
]

é escrito como

{
H0 [ξ ] , Φ

[
~X
]}

=−
ˆ

Σt

XeH0Deξ =−
ˆ

Σt

Xe
∂eξH0 =−H0

[
~X(ξ )

]
(29)

.3 Cálculo de
{

Φ

[
~X
]
, Φ

[
~Y
]}

Procedemos agora para o cálculo do último parênteses, o parênteses de Poisson entre os

funcionais Φ

[
~X
]

e Φ

[
~Y
]
. Utilizaremos os mesmos procedimentos apresentados anteriormente.

Desta forma,

{
Φ

[
~X
]
,Φ
[
~Y
]}

=

ˆ
Σt

ˆ
Σt

{
Xa Ha, Y i Hi

}
=

ˆ
Σt

ˆ
Σt

2hab DcXa(x)
{

pbc(x), 2hi j DkY i(y)
}

p jk(y)+

+

ˆ
Σt

ˆ
Σt

2hi j DkY i(y)
{

2hab DcXa(x), p jk(y)
}

pbc(x) (30)

Separando a expressão (30) em duas integrais:

I1 =

ˆ
Σt

ˆ
Σt

2hab DcXa(x)
{

pbc(x), 2hi j DkY i(y)
}

p jk(y)

I2 =

ˆ
Σt

ˆ
Σt

2hi j DkY i(y)
{

2hab DcXa(x), p jk(y)
}

pbc(x)
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Utilizaremos as mesmas identidades em ambas integrais I1e I2, uma vez que elas são

relacionadas a partir de Xa↔Y a. Deve-se notar que a derivada covariante de um vetor depende

da métrica induzida através dos símbolos de Christoffel, portanto

I1 =

ˆ
Σt

ˆ
Σt

2hab DcXa(x)
{

pbc(x), 2hi j(y)
}

∂kY i(y) p jk(y)

+

ˆ
Σt

ˆ
Σt

2hab DcXa(x)
{

pbc(x), 2hi j Γ
i
kl(y)

}
Y l(y) p jk(y).

Usando a seguinte expressão

hi j Γ
i
kl =

1
2
(
∂kh jl +∂lh jk−∂ jhkl

)
,

e realizando integração por partes, encontramos

I1 =−4
ˆ

Σt

hab DcXa
∂kY b pck +2

ˆ
Σt

hab DcXa
∂l

(
Y l pbc

)
. (31)

Para calcular I2 fazemos a substituição Xa↔ Y a na expressão (31), o que leva ao resultado:

I2 = 4
ˆ

Σt

hi j DkY i
∂cX j pkc−2

ˆ
dzhi j DkY i

∂l

(
X l p jk

)
.

Por fim, substituindo as equações I1 e I2 em (30), manipulando os termos com derivada, encon-

tramos

{
Φ

[
~X
]
,Φ
[
~Y
]}

=

ˆ
Σt

[
X l

∂lY a−Y l
∂lXa

]
Ha = Φ

[[
~X ,~Y

]]
. (32)

.4 Cálculo de
{

Φ
[
ψ i] ,C

[
χ j]}

Em adição aos resultados da RG, na seção 5.2.1 fora necessário calcular um quarto

parênteses de Poisson que era extremamente complicado. Para isso, lembremos que

Φ
[
Ni]= ˆ

Σt

d3yNi Hi
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Assim, segue que os parênteses de Poisson pode ser calculado

{
Φ
[
ψ

i] ,C
[
χ

j]}= ˆ
Σt

ˆ
Σt

χ
j(y)

{
ψ

i(x)Hi(x), ∂ jλ
}

=

ˆ
Σt

dzψ
i(x)∂iλ∂ jχ

j

=C
[
ψ

i
∂ jχ

j] .
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