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...em todo “estado de equilibrio” existe um movimento estaciondrio.
Hendrik Antoon Lorentz [24]



RESUMO

Esta dissertacao comeca com um estudo bibliografico sobre a invariancia da teoria da
eletrodinamica de Maxwell pelas transformacgoes de Lorentz. Em seguida ela discorre
sobre as métricas de um buraco negro estatico e primeiramente nao carregado, como
formulado por Schwarzschild. Na sequéncia é apresentada a solucao para um buraco
negro estatico e carregado, como calculado por Reissner-Nordstrom. A atencao é entao
voltada para a descricao do buraco negro estatico e carregado acoplado a teoria nao-
linear da eletrodinamica de Euler-Heisenberg, e para a descricao deste objeto é usada a
termodinamica de buracos negros, assim como formulada por Jacob Bekenstein e Stephen
Hawking. Por fim sao calculados os raios dos horizontes deste buraco negro em relagao a
uma razao carga/massa do sistema e entao sdo analisadas as inclinages dos cones de luz
em torno da razao carga/massa que faz ambos os horizontes deste buraco negro, interno
e externo, terem o mesmo valor de raio.

Palavras-chave: Eletrodinamica Nao-Linear. Buracos Negros. Lagrangeana de Fuler-

Heisenberg. Termodinamica de Buracos Negros.



ABSTRACT

This dissertation begins with a bibliographic study about the invariance of Maxwell eletro-
dynamics towards Lorentz transformations. After it is discussed about the metric of a
not charged and static black hole, as first proposed by Schwarzschild. Following this, it
is presented the solution to a charged and static black hole, as calculated by Reissner-
Nordstrom. Then the attention is turned to the thermodynamic description of a static
and charged black hole, governed by the no linear electrodynamics of FEuler-Heisenberg
theory, using the analogy with statistical thermodynamics as suggested by Jacob Beken-
stein and Stephen Hawking. In the end, it is calculated the horizons’ radios for different
sistems according to the ration of charge/mass and then it is analysed the light cones in

states where the horizons have nearly the same value.

Keywords: Non-Linear Eletrodynamics. Black Holes. Euler-Heisenberg’s Lagranean.

Black Holes” Thermodynamics.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacao é sobre a termodinamica de um buraco negro estatico e carregado
acoplado & eletrodinamica nao-linear da teoria de Euler-Heisenberg. Esta teoria nao-linear
do eletromagnetismo, representada pela lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg, é muito
relevante na fisica principalmente quando a intensidade do campo é muito alta, pois nestas
situagoes ela descreve a auto-interagao entre os fotons [I3]. Existem muitas pesquisas na
area de eletrodinamicas nao-lineares e também na &rea desta teoria em conjunto com
a cosmologia. Neste ultimo caso, como exemplo, temos uma possivel explicagao para a
aceleracao do Universo [21].

O eletromagnetismo de Maxwell introduziu de forma revolucionaria a ideia de
campos na fisica. Esta nova interpretacao possibilitou a abrangéncia deste conceito para
outras areas desta ciéncia, como foi o caso com a gravitacao. A teoria da relatividade geral
propoe exatamente isto, interpretar a gravitacao como curvas no espago-tempo devido a
um sistema fisico, cuja informagio/composi¢ao determina geometricamente a métrica ao
redor deste sistema. 1]

No inicio do trabalho é feito um estudo bibliografico sobre a covariancia do ele-
tromagnetismo de Maxwell, assim como a importancia desta invariancia de forma para a
descrigao de fenomenos em espago-tempo curvos. [2] Esta covariancia é o motivo de usar
uma linguagem matematica tensorial para descrever estes processos fisicos. Comecamos
atraves deste capitulo sobre eletrodinamica pois o objeto estudado é carregado e obedece
a eletrodinamica nao-linear de Euler-Heisenberg.

Com base na teoria de campos de Einstein, ou teoria da relatividade geral, sao
solucionadas as métricas para o espaco-tempo de objetos compactos, estaticos, e primei-
ramente nao carregado (métrica de Schwarzschild) [11] e depois, para um objeto compacto,
estatico e carregado, como feito por Reissner-Nordstrom. [I]

O teorema ‘“no-hair” afirma que devido a forca de maré, quando um objeto se
aproxima do horizonte de enventos de um buraco negro, as dnicas informagoes que res-
tam sobre ele sao informacoes sobre sua massa, carga e momento angular. Com base
apenas nestas informacoes é que Bekenstein, Hawking e outros pesquisadores construiram
a termodinamica para buracos negros|20]. A partir da métrica e da fungdo de massa do
sistema encontramos os raios de horizonte para este buraco negro, fazendo-se possivel uma
interpretacao deste sistema de acordo com a termodinamica de buracos negros.

Para encontrar os raios de horizonte deste objeto estatico e carregado sao calcula-
das as correcoes da teoria classica devido a eletrodinamica nao-linear de Euler-Heisenberg
através da teoria perturbativa. Depois estas correcoes foram propagadas para a funcao de
massa. Usamos as coordenadas de Eddington-Finkelstein e algumas expansoes para ana-

lisar melhor os cones de luz deste sistema quando para um certa razao carga/massa seus
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horizontes, interno e externo, possuem o mesmo valor de raio. Para calcular numerica-
mente os valores das grandezas neste ponto de encontro usamos o software Mathematica,
e através deste mesmo programa foram construidos os graficos de nossos resultados, que
mostram que com o aumento da razao carga/massa do sistema até o valor de () = 0.99954,
para um o = 107!, o horizonte interno tem cada vez valores maiores de raio, e o horizonte
externo diminui. Em um sistema onde a razao carga/massa ¢ extamente ) = 0.99954
ambos os horizontes externo e interno possuem o mesmo valor de raio. Para razoes mai-
ores que este valore de () o buraco negro volta a apresentar novamente dois horizontes, e
entao horizonte externo volta a crescer até atingir seu caso extremal, e analisamos estes
resultados até onde a teoria de perturbacao ainda é valida.

A partir das expressoes para os raios de horizonte calculamos a temperatura do
buraco negro, ou seja, a aceleracao gravitacional na superficie do horizonte externo desde
buraco negro, e calculando também sua capacidade térmica. Notamos que as grandezas
termodinamicas para o buraco negro de Fuler-Heisenberg nao possuem diferenca signifi-

cativa dos resultados para os buracos negros de Reissner-Nordstrom.
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2 RELATIVIDADE ESPECIAL E A COVARIANCIA DA ELETRODINAMICA
DE MAXWELL

A teoria do eletromagnetismo, consolidada por Maxwell, estabelece um valor limite
para a velocidade das ondas eletromagnéticas. Este valor fixo de velocidade abalou a
generalizacao das transformacoes de Galilei e o absolutismo sobre a interpretacao dos
conceitos de espaco e tempo, dados por Newton. Em decorréncia disto, viu-se necessario
a formula¢ado de um novo plano de fundo (transformacoes), onde as equagdes desta nova
teoria, o eletromagnetismo, fossem invariantes. Lorentz e Poincaré chegaram a esta forma
invariante, onde as equacoes de Maxwell e a equacao de forca de Lorentz sao covariantes.
Comecamos atraves deste capitulo sobre eletrodinamica pois o objeto estudado é carregado
e obedece a eletrodinamica nao-linear de Euler-Heisenberg.

Essa invariancia de forma implica que quantidades como p (densidade de carga), J
(fluxo elétrico), E (campo elétrico) e B (campo magnético) mudem de forma bem definida
sob as transformacoes de Lorentz.

Considerando a forca de Lorentz para uma particula de carga q
dp \%
P (BrY x B) 1
dt q( c (1)
e sabendo que o momento linear p se transforma como sendo a parte espacial de um

quadri-vetor de energia momento

p* = (", p) =m(Uy,U), (2)

onde py = % A quadri-velocidade U® representa a variagao do quadri-vetor (zg,x) em

relagdo ao tempo proprio 7, pois 7 é invariante pelas transformacoes de Lorentz [2]. Assim

temos: p dre dt
_ W&o _ dxo At
Vo=0r = qrar ~ e (3)
dx dx dt
dr  dtdr (4)

A seguir sera derivado o momento linear p em relacdo a este tempo proprio T,
que resultard num quadrivetor forca. Para relacionar o intervalo de tempo proprio ao
intervalo de tempo ordenado serd usado intervalo de eventos de Minkowski com assinatura

n(—1,1,1,1) em fungdo de uma razao de velocidades 8 = u/c,

ds? = Adt? — |dx|* = dt* (1 — 5?), (5)

sendo cdt = dz°. Entao analisando apenas um breve instante do sistema em movimento,

onde dt' = dr e dx’ = 0, percebe-se que tanto o intervalo de eventos ds = cdr, quanto o
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intervalo de tempo proprio dr, sao Lorentz invariantes

dT:dtm:%

ou ainda
dt 1

v(t) = prl \/1?5@)2 (6)

E agora derivando o momento p pelo tempo proprio 7 :

dp dpdt \Y%

X (E+Y «B)~@

i = @~ (B xB)a® (7)
d—p:g(cE—vaB)’y(t) (8)
dr c
P _ 4B+ U B) 9)
dr ¢ ’

chega-se a expressao que representa a parte espacial do quadri-vetor momento. A com-
ponente temporal deste mesmo quadri-vetor refere-se a taxa de mudanca de energia em
relacao ao tempo.

Sendo as equagoes de forca e de mudanca de energia Lorentz covariantes, entao,
o lado direito das duas ultimas equacoes, eq.@ e eq., devem formar juntos os com-
ponentes deste quadrivetor forca. Se as propriedades de transformacao de dois dos trés
fatores destas equagoes (carga, quadri-velocidade e os campos eletromagnéticos) sao co-
nhecidas, entdo é possivel determinar como o terceiro fator se transforma. [2]

Com a exigéncia de covariancia da equacao de forca de Lorentz perante transfor-
macoes do tipo Lorentz, e como ja bem conhecida, a invariancia da carga elétrica, isto nos
leva a querer determinar as propriedades das transformacoes de Lorentz para o campo
eletromagnético. Para isto, utilizamos as equacoes microscopicas de Maxwell. Primeiro

as homogéneas

V- B=0 (11)
10B
VXxE+-—=0 12
e em seguida, as nao-homogéneas
V-E =47p (13)
10E
V x B——a— =0. (14)

c Ot
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Reconhecendo o campo magnético como B =V x A, e sabendo que o divergente do ro-
tacional de um vetor é sempre nulo [6], concordando com a primeira equagao homogénea
de Maxwell

V-B=V:(VxA)=0,

agora usando a equacao para lei de inducao de Faraday eq. e fazendo tal substituicao

para o campo magnético

Tap s LUTXN)
c ot

vx (B4 15 ) =0 (15)

Se o rotacional de um vetor é igual a zero, entao existi um potencial escalar @, cujo

gradiente é igual & este vetor, [6]

10A
10A
E=-Vo-_—" (17)

Reescrevendo a parte ndo-homogénea das equagoes de Maxwell eq.(L3)) e eq.(L4)

em termos deste novo quadri-vetor A*= (9, A),

V-E=4mp (18)
10A
10
24—V - A = —4mp. 2
\Y +catv P (20)

Conhecendo a condicao de calibre de Lorenz no vacuo para a divergéncia de A
A = 9,A" = A" +V - A =0, (21)

que representada em notacao vetorial ordinaria tem a seguinte forma

10®
VAT =0 (22)

Aplicando o calibre de Lorenz eq. na primeira expressao nao-homogénea da equagao
de Maxwell eq.(20), entao

2 1O (109 _
V(I)+08t = —4mp (23)
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——— — V?® =47p, (24)

fica facil observar que esta equagao pode ser reescrita de forma simplicada usando o

operador D’Alembertiano, que é definido como

82
0=0.0"= 55 = \% (25)

Sendo A%= (@, A) um quadri-vetor eletromagnético, o uso do operador D’Alembertiano

junto com a equagao eq.(270)) nos fornece a parte temporal das equacoes do eletromagne-

tismo de Maxwell
0@ = 4mp. (26)

Se cp = JU, entdo de forma equivalente

0o — 27 0, (27)
c

Analisando agora a equacao circular ndao-homogénea de Maxwell e Ampére eq. para

encontrar uma relacao para a parte espacial do 4-vetor A“

10E Anx

B-—-—=—1J] 2
VX c Ot c (28)
10 10A 4T
A)——(-VP—— | =—1]. 2
Vx(VxA) c@t(v c@t) c (29)
Usando a identidade
Vx (V xa)=V(V-a)—V?a, (30)
entao
10°A 10 4
CA) VAL + - VD =— 1
V(V-A)-V 5 at2+08tv CJ, (31)
e de acordo com a condigio de calibre de Lorentz eq.(22)
10® 9 1 0%A 10® 4
— -— | =V A+—= -— ) =—J 2
v(c@t) v +028t2 +V(c@t) c (32)
1 0%A 4
LIA Gop A7y (33)

que se representado usando o operador D’Lambertiano tem a seguinte forma

4
OA =17, (34)
C

Assim as equacoes de onda junto com a condicao de Lorenz sao escritas na forma

covariante A
04> = =~ Je, (35)
c
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sendo J“ uma quadri-corrente.
As equacoes eq.(27) e eq.(34) implicam que campos elétricos e magnéticos, com

seis componentes ao todo, sdo os elementos de um tensor antissimétrico de rank dois F?
FoP = 9vAP — 9P A~ (36)
tendo a seguinte forma matricial contravariante:

0 —E, —E, —E.
E, 0 —B. B,

PP = (37)
E, B, 0 —-B,
E. -B, B, 0
Com indices covariantes o tensor de forca de campo pode ser reescrito como:
Fug = 9o " 955 (38)
-1 0 0 0 0 —-E, -E, —FE, -1 0 0 0
2 0 100 E, 0 —-B, B, 0 100
o 010| |E, B. 0 -B, 0 010
0 01 E. -B, B, 0 0 001
0 E, E, L,
-F, 0 -—-B., B
F.5= Y (39)

~E, B. 0 -B,
—E. =B, B, 0

Para construir o tensor dual de forca de campo F? & usado a definicdo do tensor
antissimétrio de rank-4 €*?7%, conhecido como tensor de Levi-Civita
+1, paraa=0,8=1,v= 2,0 =3 e qualque permutacao par;
SRLIE G para qualquer permutacio impar; . (40)

0, se dois indices sao iguais.

0 —-B, —B, —B.

B, 0 E. -E
! (41)

B, -E. 0 E,

B. E, —E, 0

. 1
FP = 550/3751:;5 =

abaixo ¢ mostrado como um elemento desta matriz é obtido F'*2, de forma semelhante

todos os outros elementos podem ser encontrados:

- 1 1 1
12 — 551275];76 _ 551206F05 + 551236}736 (42)

~ 1 1
12 _ §61203FO3 + 581230FSO (43)



17

~ 1 1
F12 — 561203}703 + 551203F03 — 51203F03 (44)

F~112 == +F03 - Ez- (45)

Para finalizar este capitulo escreveremos as equacoes do eletromagnetismo de Maxwell
na sua forma covariante em termos do tensor de Faraday F*?, do seu tensor de campo

dual F*% e da quadri-corrente J®. [2] Representando as equacoes ndo homogéneas de

Maxwell eq.(13) e eq.(14)

4

0 F° = ?Jﬁ : (46)

e entdo suas equacoes homogénas eq.(11) e eq.(12)

Do F % = 0. (47)



18

3 METRICA DE SCHWARZSCHILD

Neste capitulo introduzimos a descricao métrica para o espaco-tempo através do es-
tudo do buraco negro estatico de Schwarzschild, ja que um dos nossos objetivos é encontrar
a métrica que descreve o buraco negro carregado acoplado a teoria de Fuler-Heisenberg.

As equacoes de campo de Einstein descrevem geometricamente o espaco-tempo de
acordo com a distribuicao de matéria e energia do sistema. Para poder escrever estas
equacoes de campo para a gravitacao foi preciso respeitar algumas condigoes, como o
principio da equivaléncia e o principio de covariancia geral. Em concordancia com a
ultima condicao as equagoes de campo devem ser equacodes tensoriais, e no limite de

campos fracos esta equacao tensorial de campo deve equivaler a equagao de Poisson

V3¢ = 47Gp, (48)

com ¢ representando o campo gravitacional e p, neste capitulo, representa a densidade de
massa do sistema.

No vacuo a geometria do espaco-tempo deve ser nula, pois ndo ha informacao de
massa nem energia. Pensando em um tensor para representar a geometria do espago-
tempo o mais conveniente é usar o tensor de Ricci R, pois por simetria R, = 0 terd
dez equacoes e isto nao implica em uma variedade nula no vacuo.

Usando um tensor 7}, para descrever as equagoes que possuem dados sobre a massa

e energia do sistema, pode-se escrever as equagoes de campo como [7]
R, = KT, (49)

onde k € uma constante. E o lado esquerdo descreve geometricamente a métrica do
sistema.

O tensor T, deve ser conservado devido ao principio de conservacao de massa
e energia. E pelo principio de covariancia geral, esta conservagao do tensor é expressa
utilizando a derivada covariante

v, =0, (50)

onde os indices obedecem a convencao de soma de Einstein, e especificamente os indices
gregos variam de 0 a 3. Desda forma o lado esquerdo da eq.(49) deve também se anular
quando aplicada a derivada covariante a ele, V,R* = 0. Mas com base nas identidades

de Bianchi contraidas por um par de métrica,V,R*” # 0, como adiante

gw (VURH)\MV + V,uRHAVJ + VVRH)\JM) =0 (51)

VRy + VHR‘M)\VU - V,R,, =0. (52)
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Contraindo A\ com v,
9)\” (VURAV + VMRM)\VU - VVRAU) =0 (53)

V4R —V,R's — VR, =0, (54)

com os indices u e v iguais, entao

V.R=2V,R',, (55)
sendo o mesmo que
V.R=2V,R°, (56)
1
gV, R = g“”§VuR (57)
Assim .
VR = §gWVﬂR # 0. (58)

Como mostrado pelas identidades de Bianchi, o tensor de Ricci nao se conserva de forma

covariante, assim deverd existir um outro tensor que seja covariante V,G*” = 0

1
G = RM — §g/MR, (59)

este tensor é conhecido como tensor de Einstein.

Para descrever o campo gravitacional no vacuo é preciso encontrar um conjunto de
equacoes diferenciais que facam uma analogia com as equacoes de Laplace para o campo
gravitacional VZ¢ = 0, s6 que agora numa forma tensorial. O tensor de Riemman R,sx,
parece apropriado para isto, pois ele possui informagoes sobre a estrutura geométrica
do espaco [I]. Sabendo que a segunda equagdo para o movimento de Newton deve cor-
responder a equacao da geodésica para o movimento, dada uma mesma trajetoria com
movimento lento das particulas e sendo o campo gravitacional fraco, entao a componente

do tensor métrico goy pode ser expressa por

2
goo = 1+ C—;b, (60)

e de forma equivalente
2

6= 500~ 1). (61)
Aplicando o laplaciano & este termo para o campo gravitacional, isto levard a uma deri-
vada segunda do tensor métrico com soma sobre os indices repeditos i (que variam del
a 3). Para um tensor covariante o analogo a soma de indices é a contragao de seus ter-
mos. Aplicando isto ao tensor simétrico de Riemann, a tinica contracao significativa para
Rogre =0 €

R340 = Rps = 0. (62)
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Rg, representa o tensor de Ricci. De acordo com Einstein esta é a equacao que descreve
o campo gravitacional no espacgo livre. Escrita em termos das conexoes, tem a seguinte

forma

Rps = 05175, — Ol + TS5, — T2, 155 = 0, (63)

o
sendo

Fii/ = %gaﬂ (980 + 9Bv — Guw,) - (64)
a definicao para os simbolos de Christtoffel de primeiro tipo.

Quando foi publicado o trabalho final de Einstein sobre a relatividade geral, acon-
tecia a primeira guerra mundial. Trabalhando nesta guerra com lancamento de projéteis,
um alemao chamado Karl Schwarzchild teve acesso a publicacao sobre a relatividade ge-
ral e resolveu as equacoes de campo de Einstein para um sistema tao compacto que nem
mesmo a luz conseguiria escapar. Na simplificacao, proposta por Schwarzchild em 1916, as
imposicoes feitas ao elemento de linha eram que o sistema fosse estético e esfericamente
simétrico, e que estivesse localizado na origem de um referencial qualquer. Segundo a
relatividade especial o elemento de linha deve ser invariante pelas transformacoes de Lo-
rentz, e devido a imposicao de simetria esférica previamente feita, o intervalo pode ser

convenientemente expresso em coordenadas esféricas r, 0 e ¢
ds® = Adt? — (dr® + r*d6* + r*sin? 0d¢?). (65)

E acrescentado ao elemento de linha os coeficientes ¢ da métrica, para espaco-tempo
curvos. E sendo o elemento de linha eq. invariante a inversao de sinal do intervalo da
coordenada temporal dz® em relacdo aos sinais dos intervalos das coordenadas espaciais
dxidx*, isto sugere o uso de coordenadas nas quais as componentes fora da diagonal da,

métrica tensorial go; sejam iguais a zero e o elemento de linha é escrito como
ds® = goo(dz®)? + gpda'da®, (66)

e g, ¢ independente de 2°, ou seja, o sistema ¢ independente do tempo.

Como o sistema é esfericamente simétrico, e isto significa que ele ndo possui uma
direcao angular preferencial, logo seu elemento de linha é independente da mundanca de
sinal da coordenada df — —df e também de dp — —d¢p. O tensor métrico, por sua vez,
deve ser totalmente diagonal, nao havendo assim termos como drdf, dfdeo, etc.

Escrevendo o elemento de linha eq.(65) com o auxilio de fun¢oes (A,B,C e D) a
serem determinadas com base nas condi¢oes de simetria ja apresentadas [7], e sabendo

que estas funcoes dependem apenas da coordenada radial r, temos
ds* = Ac*dt*> — (Bdr* + Cr*d6* + Dr? sin® 0d¢*). (67)

Como nao acontecem variagoes em 6 e ¢, é conveniente supor que C e D sejam ambas

uma tnica constante C, e entao

ds®> = Ac*dt® — Bdr® — C (r*d6* + r* sin® 0d¢?) . (68)
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Escolhendo uma coordenada radial para simplificar o elemento de linha
T=+C(r)r (69)

pois T2 = C (r) r%. Diferenciando esta nova coordenada T,

dF = r——i—\/_>dr—\/_( +L£>dr. (70)

(e

Encontrando uma nova funcgao B que dependenda das funcoes B e C anteriores

Bdr? =

B r dC
2C dr

o 2 2
ol 1+ ) dr* = Bdr>. (71)

Pode-se agoral escrever o elemento de linha com apenas duas funcoes desconhecias, A e

B, dependentes de T.

ds®> = Ac*dt® — Bdr® — 1 (d6” + sin® 0d¢*) . (72)
Para maior clareza visual chamaremos apenas de r a nova coordenada radial T,

ds* = Adt* — Bdr? — r* (d6* + sin® 6d¢?) . (73)

Supondo que estas funcoes radiais A e B sejam exponenciais dependentes de r,
A(r) =e’™ e B(r) = X", entdo o elemento de linha eq. pode ser reecrito como

ds® = ") 2d? — rIdr? — 2 (d62 + sin? 9d¢2) : (74)

Esta métrica pode ser representada matricialmente da seguinte maneira [I]

e’™ 0 0 0
0 —e 0 0
L= 5
9 I R 0 (75)
0 0 0 —r?sin®0
ou entao
e~ 0 0 0
0 —e?) 0 0
g = c 7 (76)
0 0 —r~2 0
0 0 0 —r2sin?6
e’ e X" s30 funcdes a serem determinadas a partir das equacoes de campo para o vazio

R, = 0 e de acordo com as especificidades do sistema.
Para resolver esta equacao de campo calculamos os simbolos de Christoffel de

primeiro tipo eq.(64) de acordo com os elementos da métrica. E entao é verificado que as
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conexoes nao nulas sao:

1,
Iy = 57 e’ (77)
1.
Il ==\
1= 5
o L. 1
F10_§V Iy
F212:—re_)‘
I3 = —rsin? e
1
F122:;:F221
I'% = —sinfcosf
1
F133:;:F:§9)1

Assumindo a condicao de que o espaco-tempo deva ser assimptoticamente plano no

limite em que r tende a infinito, entao

Jim = 1 &
lim N = 1;
r—00

e que o espago-tempo exterior a distribuicao de massa seja vazio Iz, = 0. Usando a forma
covariante da equacao de campo de Einstein eq. para a gravitacao e limitados pelas

condicdes de contorno, é encontrada as expressoes para as funcoes e’ e eX").

1
G,uzl - R;w - §g,uz/R7 (79)
Se
G =0 (80)
O mesmo que
gle,uV = 07 (81)

entao a equagao de campo eq.(79) pode ser reescrita como,

1
gijuu = ngR,ul/ - éguyg/u/R (82)
1
0=R— 4R (83)

R=0. (84)
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Sendo o escalar de Ricci nulo, resta agora determinar o termo para o tensor de Ricci.

Este, por sua vez, pode ser definido em relacao aos simbolos de Christoffel eq.

Ry = 0,15 — 015 + Il — T2 T7 (85)

prt afs

Tendo os resultados das conexoes nao nulas eq.7 pode ser calculado as solucgoes

nao triviais onde R, = 0:

I A A
Roo—e < 9 + 1 1 T)—O, (86)
I/// A/V/ y/2 !/
11 2 4 + A r ) ( )
_ N
RQQZeA(lnL?—T)—l:O, (88)
R33 = R22 Sil’l2 0 =0. (89)
Fazendo a seguinte operacao %Roo + Ry; = 0, verifica-se que:
/ A/
r_X_,
r
vV 4+ X =0. (90)

O resultado acima implica que v + A = cte, e as condigoes de contorno assimptoticas

implicam que esta constante seja nula.

v+A=0, (91)

v=—\ (92)

De acordo com a eq.(92)) a expressao para Rgs pode reescrita apenas em termos de v, veja

322:6”(1+1+2)—1:0 (93)
2 2
e’ <1 + 7‘1/) =1 (94)
e +e'rv =1 (95)
d
%(re”“’)) =1 (96)

/ C%(re”(r))dr = / dr (97)
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re’ = (r + M) (98)
e’ = (1 + %) (99)

sendo M uma constante de integracao. De acordo com a eq. e com a eq.(92) encontra-

se a expressao para a segunda funcao radial usada na métrica

1
M) — . 100
c <1+ M) (100)

Usando estas solucoes eq. e eq.(100) nas equagoes de campo R, = 0, verifica-se que

elas sao realmente solucao destas equacoes.

Finalmente podemos escrever o elemento de linha eq.([73)) com as devidas expressoes

eq.(99) e eq.(100)), fungoes apenas do raio, de acordo com as impossi¢oes previamente feitas

M 1
ds® = <1 + 7) cdt* — (1 n M) dr? — r?d(2* (101)

T

a0 sistema.

onde df2? = df? + sin? d¢?, é o angulo solido.
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4 METRICA DE REISSNER-NORDSTROM

Na relatividade geral a gravitacao é explicada através de termos geométricos que
representam a variedade espago-tempo. O objetivo desta secao é analisar as equacoes de
Maxwell em conjunto com as equagoes de Einstein, e entender o fendomeno geométrico
que a teoria eletromagnética causa na variedade espaco-tempo. Para isto, sera calculada
a equagao de campo de Einstein para um tensor energia-momento 7* [I] devido a um
campo eletromagnético externo gerado por uma massa pontual carregada

1 1
T = — (FMQFW - —g“”FaﬁFa5> : (102)
c 4

Assumindo que tanto a métrica quanto o campo eletromagnético possuem simetria
esférica e sao independentes do tempo, este problema torna-se similar ao de Schwarzschild,
exceto pelo fato de agora o tensor energia-momento possuir informacao sobre o campo
elétrico de uma carga pontual em vez de descrever somente uma esfera fluida.

Por causa da antissimetria do tensor de campo eletromagnético, o tensor energia-

momento eletromagnético eq. possui traco nulo.
T=T", =g,T" =0 (103)
I 1 w o pav 1 uv o
T w = g F aF gwj + Zg”'/g F Faﬁ
ny = = (FpuFov + Sapes,
T [ g va + 14 aB |
sendo v = 3, entao

1
T =5 (—FupF? 4+ F*PF,p)

™, =0, (104)
Usando a equagdo geral de campo de Einstein eq.(49) e eq.(59)

1 87TGH
G =R — —g®R=— T 105
59 7 : (105)
isto sendo kK = —S’ﬁH, onde Gp refere-se a constante gravitacional, R = g,sR* e

T = gopT*?, a equagdo de campo eq. pode ser reescrita como

o o 1 N 81G o
ga,BG = ga,BR p_ 590(69 BR = - A Hga,BT p (106)
1 87TGH
R— AR = —=—IT (107)
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87TGH
A
substituindo este resultado para o escalar de Ricci na equagao de Einstein eq.(105)),

R:

T, (108)

encontra-se uma expressao para o tensor de Ricci,

1 G (G
af _ af3 aff H o H o3
G —R —59 ( C4 T) = — C4 T (109)
G 1
aff _ H aff af
R = — o (T — §g T) , (110)

como visto, o trago do tensor energia-momento eletromagnético se anula eq.(104)), logo o

tensor de Ricci pode ser expresso como

Ry, = CT,,, (111)

sendok =C = —8:—4G a constante que relaciona o tensor energia-momento do sistema com
a métrica do mesmo.

Na secao sobre a solugao de Schwarzschild foram encontradas as equagoes para
o tensor de Ricci devido a uma métrica estatica e com simetria esférica eq., neste
capitulo usaremos as mesmas equagoes por semelhaca de simetria entre estes sistemas.

Da equacao de campo reduzida percebe-se que o tensor de Faraday F*? deve cor-
responder a um campo elétrico estatico E(r) e esfericamente simétrico em r. Para uma
melhor visualizacao, o tensor de Faraday F*” sera reescrito em coordenadas esféricas, e
por esta simetria, seus elementos devem ser representados apenas em funcao da coorde-
nada r.

De acordo com as equacgoes de Maxwell e com a condicao de contorno que estabelece

como estatico o campo elétrico, temos

V-B=0 (112)

V x B =0, (113)

conclui-se entao, com base do Teorma de Helmholtz [6], que o campo magnético é um vetor
nulo, B = 0. Em decorréncia disto, o tensor de Faraday pode ser representado apenas pelo

campo elétrico em funcao da variavel r

FoP = E(r) (114)

o O = O
[a]

o O o O

o O o O
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Sendo conhecida a definicao de derivada covariante para tensores e considerando o

espaco-tempo plano de forma a anular os termos de conexao de Levi-Civita

nablc = acnab + Facdndb 4 Fbcdnad (115)

nab\c = Cnab, (116)

assim a derivada covariante reduz-se a mesma forma da derivada ordinaria. Aplicando
esta derivada covariante a densidade do tensor eletromagnético de modo a encontrar uma

expressao para o campo elétrico E(r),

(F) 5 = (V=gF*") , = 0. (117)

Calculando primeiro o determinante da métrica pelo desenvolvimento de Laplace,

—e* 0 0 )
g = 6” —T‘2 0 = €V(—€)\) - 9 O 9
0 —r2sing 0 —r“sin“d
g =—eprisin? g,

logo

V—g=e 2 rsinf. (118)

(v+X)

(}—aﬁ)w: e 2z r’sinfFE

(119)

o O = O
o O O O
o O O O

8
nota-se que a Unica condicao nao trivial desta funcao matricial derivada em [ é (]-"Ol)l1

(F), = [~e 52 sinoE| =0, (120)

I
Esta derivada se anula em r, isto significa que os termos dependentes de r sao iguais a
uma constante que chamaremos de ¢

(v+X) 2

qg=—e 2 r°E, (121)
ou ainda
~(w+N) @
= —¢ 2 o (122)

Voltado as condicoes de contorno, quando » — oo a geometria do espago-tempo deve ser
Euclidiana (plana), e assim, v — 0 e A — 0. Entao, para grandes valores de r, a constante

q pode ser identificada como
—Q

= 123
= (123)

q
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E= 47%2. (124)

resultado conhecido do campo elétrico de Maxwell.

Para resolver a equagao simplificada de campo eq.([111]) é necessério calcular o ten-

sor energia-momento 7" eq.(102)), segundo a expressao para o campo elétrico encontrada
eq.(122) e o tensor de Faraday eq.(114). Usando as métricas eq.(73) e eq.(76) podemos

escrever o tensor de Maxwell-Faraday nas formas covariante, mistos e contravariante,

respectivamente:
0 100
FoB _, (u;x)i -1 0 0 O (125)
10 000
0 00 0
Sendo
FOCB:FBOU
e (") 0 0 0 0 10 0
N wng | 0 =0 0 -1 0 0 0
Flg=e" 2" 3 2 ’
r 0 —r 0 000
0 0 —r2sin’6h 0 000
0 e 0 0
(v A(r) 0 00
Faﬁ = € (2+/\)% € ,
r 0 0 00
0 0 0 0
(v=2x)
0 e 00
QA-v)
Foy=F,=21]¢ 00 (126)
T
00
00
(=X
0 e 0 e’ (r) 0 0 0
L3 A(r)
q e ? 0 0 —e 0 0
Fp=— , 127
i 0 0 0 —2 0 (127)
0 0 0 0 —r?sin?#
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0 -1 0 O
(wA) 1 0 00
= q
Fag =e 7"_2 0 0 00 (128)
0O 0 00

Dado os tensores de campo de Farday nas suas variadas formas, agora é calculado

o tensor energia-momento gerado por este campo eq.(|102)

]' « 1 «
T = (FWF r+ J9urFapF ﬂ) : (129)

Calculando primeiro apenas F,, ", :

—e™3 0 00
¢ e 0 22 0 0
FuoF® = —1e 2 (130)
r 0 0 00
0 0
e/ 0 00
2 A
210 = 00
F Fo =1 131
# mlo 0 00 (131)
0 0 00

Calculo do sengudo termo de T),,. Conhecendo sobre a contragao de indices para

o calculo do trago do tensor F5

FopFP = —F3,F*® = AP (132)
e que
1 0 0 O
210 1. 00
FopFof = L ,
T 00 00O
00 0O
entao 02
8 q
E assim . )
af q
ZguTFa,BF - _2_749/”-

Juntando os resultados acima no tensor energia-momento eq.(102)), temos que

2" 0 00 e 0 0 0
:iq_z 0 —2* 0 0 B - 0 0 (133)
2ot 0 0 00 —r2 0 ’
0 0 00 0 —r?sin?d
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e’ 0 0 0
_— 2 |0 —e 0 0
et g 0 g2 0

0 0 0 r2sin®6

(134)

Com esta expressao matricial para o tensor energia-momento eletromagnético em
conjunto com os resultados obtidos para os tensores de Ricci, é possivel calcular a equacao

simplificada de campo de Einstein eq. 1 , e entdo determinar quem sdo as funcoes e”(")
Alr

e eM") utilizadas genericamente na métrica.
Rp,u = CT;U/ (135)
e vVioovA 2 U =8nG ¢,
ROU =€ —? + T - I - 7 - - A 2627"46 ) (136)
oS vVooUN v B —4rGq? 1
w=e\ Tyt T T ) T e (187)

Ry=—-——+— -2 =" (138)

Y A v\ 47 G q?

— - - i 1

fin=e (2 4 4 7 bt 7 (139)
v\ 871G ¢?
Ryp=(14+— "= )e*—-1=———L 42 140
2 < 3 2 )e A ot (140)
rv. o\ 47 Gq?

Rypy=14———=e1-—FH 141
2 * 2 2 ‘ ( cbr? ) (141)

Relacionando Ry com Rj;, assim como feito anteriormente para a métrica de

Schwarzschild, temos
T e (142)

logo
-\ =v, (143)

ou ainda, A" + v = 0, sugerindo que A\ + v = cte. De acordo com uma das condicdes de

contorno, quando r — oo, as funcgoes v e \ vao a zero. E entao
A= —v, (144)

satisfaz esta condicao.
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Usando o tensor de Ricci Roy e a relacao entre as funcoes v e A estabelecida acima,

AN A7Grq?
1—— =M 1- —=% 14
2 o ~ ° ( &dr2 )7 (145)
, Cq?
A\
(1-r¥) e =gz 1
sendo C' = —8”0#. E

’ Cq2
1 ) v — 1 146
( Ty e 2c2r2 + (146)

Sabendo que dir(?"e”) =e’ +rv'e’ =e’(14 V), entdo a eq. 1} pode ser reescrita como

d Cq?
—(re?) = /2 14
dr (re”) 2c2r? T (147)
/ d (re’)dr /d + o ~2d (148)
— = r+— [r “dr
dr 2¢2
v Oq2 —1
re’ =r 4+ —202 (—T‘ ) — 2m, (149)
sendo 2m a constante de integracao. Entao
2m  Cq?
Y=1-— - —. 1
c r 2c2r2 (150)

Agora podemos escrever o elemento de linha assim como feito por Reissner e Nords-

trom,

2m  Cg? 1
ds? = (1- 220 - 29 ) 2qp2 - dr? — r2d(? (151)
ro 2c2r? (1 _2m _ Cg? )

r 2c2r2
Como esperado, esta métrica descreve um objeto parecido com o de Schwarzschild, pelo
fato de ela também ser estéitica e ter simetria esférica, porém esta métrica possui a fungao

q que representa a carga do sistema.
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5 METRICA DE EULER-HEISENBERG

James Clerk Maxwell sintetizou os conhecimentos experimentais e tedricos para a
fisica do eletromagnetismo no final do século XIX, e, desde entao muitas outras teorias fo-
ram propostas complementando a de Maxwell para casos em que o campo elétrico é muito
intenso. Com as investigagoes em fisica moderna estas novas formulagoes ganharam ainda
mais forca. Um exemplo ¢ a teoria de Born-Infeld [22]. Neste trabalho nos dedicamos
ao estudo dos efeitos da eletrodinamica ndo linear da teoria de Euler-Heisenberg [13] [15],
uma vez que esta teoria é conhecida como sendo uma acao efetiva para a eletrodinamica
quantica, ou seja, ela ¢ uma teoria deterministica que descreve bem alguns fenémenos
quanticos do eletromagnetismo.

Para estudar esta lagrangeana efetiva comecamos escrevendo-a em termos de seus
invariantes F e G, assim como feito por Schwinger [14], conforme uma eletrodinamica
nao-linear invariante por paridade, [21]

1 1
LF,G)~F + §a+F2 + 5a_G2 + O(3), (152)

onde a; e a_ sao as corregoes de acoplamento dos termos de corre¢ao nao-lineares. E os

invariantes sao dados por

1
F=—F"F,, (153)
’ 1
G= —ZF“”FW. (154)

Como explicado no Capitulo - 2, F),, refere-se ao tensor de campo eletromagnético e Frv
é o seu dual. Sendo o sistema estatico e com simetria esféria, as iinicas componentes nao
nulas do tensor eletromagnético sao, Fyy = —Fjp = —E(r), e por isto o segundo invariante
desta teoria nao linear sera nulo G = 0. Reescrevemos a lagrangeana eq.(152) em termos
apenas do invariante F

L(F)~F + %a+F2 + O(3). (155)

Usando as informagoes desta lagrangeana sera encontrado o campo elétrico e entao
a funcao de massa limitada ao horizonte de eventos deste sistema e, finalmente seré

interpretada sua relagao com a termodinamica de buracos negros.

5.1 Termodindmica de Buracos Negros

O colapso de grande quantidade de matéria em uma pequena regiao ja havia sido
imaginado antes mesmo da teoria da relatividade geral ser formulada por Einstein [23].

Esta ideia de colapso/buraco negro teve como base a lei da gravitacdo de Newton, em
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que todos os corpos que possuem massa atraem uns ao outros [4]. Mas somente apos a
elaboracao da teoria fisica sobre o espaco-tempo de Einstein é que Schwarzschild, com
as equacoes de campo de Einstein em maos, resolveu-as para o caso em que a forga
gravitacional de um objeto é tao intensa que nem mesmo a luz consegue escapar de seu
campo gravitacional. Hoje em dia estes objetos sao conhecidos como buracos negros.
Outras métricas para sistemas similares a este foram solucionadas, como é o caso da
solucao de Reissner-Nordstrom ja apresentada neste trabalho, além da métrica de Kerr-
Newman, para objetos que apresentam momento angular [5]. Uma grande questao é que
estas métricas descrevem o espago-tempo apenas do lado de “fora” do horizonte de eventos
dos buracos negros, e o que acontece “dentro” deles ainda é muito pouco conhecido.

Foi estudando buracos negros que Jacob Bekenstein [16] percebeu relagoes interes-
santes entre os processos fisicos destes objetos e a termodinamica. Ao afirmar que a area
de um buraco negro sempre aumenta ou permanece constante independente dos processos
fisicos que ele sofra, Bekenstein notou uma relacao entre a area A destes objetos com a
definicao de entropia & na termodinamica estatistica, e dois anos depois esta relacao foi

confirmada também por Stephen Hawking através da teoria quantica de campos

A
S= 1= mr?, (156)

fazendo desta ideia mais tarde, a Segunda Lei da Termodinamica de Buracos Negros.
Trabalhando junto com Bardeen e Carter, Hawking terminou de elaborar estas
leis que estabelecem a mecanica dos buracos negros [20]. A Lei Zero nos diz que para
tais objetos estacionarios a gravidade superficial k£ é a mesma em qualquer ponto sobre o
horizonte de eventos, fazendo a correspondéncia entre os conceitos de temperatura de um
corpo em equilibrio termodinamico e a aceleracao gravitacional no horizonte de eventos

do buraco negro. Desde modo a temperatura de buracos negros ¢ definida como

_ st) 57

T, =2
2T 47

Sendo k a aceleragao gravitacional em cima do horizonte de eventos. A temperatura dos
buracos negros também pode ser expressa atravéz da derivada da componete temporal da
métrica gj,(r) do objeto em estudo.

Nas proximidades do horizonte de eventos a diferenca gravitacional entre dois pon-
tos de um mesmo corpo é tao extrema que este objeto se desintegra completamente. Este
fendmeno faz com que as tnicas informacoes restantes sobre este objeto, quando ele ultra-
passar o horizonte de eventos, estejam relacionadas apenas a sua carga, massa e momento
angular. A afirmacado exposta acima é conhecida como teorema do "no-hair".

O teorema "no-hair"nos da informacgoes sobre a massa, carga e momento angular do
objeto estudado, que, junto com conhecimentos sobre a area do seu horizonte de eventos

e a aceleracao gravitacional em sua superficie, constroem a Primeira Lei para Buracos
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Negros, para processos quasi-estacionérios,

K

d pumy
M 8’/TGN

dA + QudJ] + PdQ. (158)

Além desta semelhanca de formulacao com a primeira lei da termodinamica, a
Terceira Lei Termodinamica para Buracos Negros estabelece que nao é possivel reduzir a
gravidade superficial £ & zero por um processo fisico em um tempo finito. Isto corrobora
mais uma vez com a analogia entre o conceito de temperatura na termodinamica estatistica

e o conceito de acelaracao gravitacional na superficie do horizonte de eventos.

5.1.1 Capacidade Térmica

Na termodinamica convencional a definicao de capacidade térmica é dada em re-
lacao a variacao da taxa de calor absorvido A(Q) com a variacao da temperatura AT, isto
levando também em conta como esta variacdo de temperatura ocorre. [10] Além disto,

caracteristicas proprias do sistema definem sua capacidade térmica
AQ = CAT.

Para a termodinamica de buracos negros a “capacidade térmica” representa a ex-
pressao que relaciona a taxa de mudanca na area do buraco negro AS com a taxa de
mudanca da acelecao gravitacional AT, na superficie de seu horizonte de eventos. A

capacidade térmica para buracos negros ¢ expressa da seguinte forma,

oS

aS
C =Ty (160)
or

ou entao

onde r representa o raio de horizonte externo do buraco negro.

5.1.2 Func3o de Massa

A funcdo de massa M(r) expressa a integral de toda energia limitada a uma de-

terminada regiao r a oo. [17, [I§]

' pe(r)ridr = m — N pe(r)rdr = m — M(r), (161)
J /

sendo que p. ¢ a densidade de energia dada pela componente Tyy do tensor energia-

momento e

m = /000 pe(r)rdr, (162)
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sendo m a massa gravitacional do sistema.

No estudo de buracos negros interessa saber sobre esta funcao limitada ao horizonte
de eventos. Por isto igualamos a parte temporal da métrica a zero ggg = 0, sendo esta a
defini¢ao de horizonte de um buraco negro [7]. Lembrando que para um geodésica radial
cdt 1

= © assim o anulamento de ggo define o horizonte.

De acordo com a fungao de massa eq.(161]), temos que
M'(r) =r’p., (163)

onde p, representa a densidade de massa/energia do sistema e pode ser obtida através de
informagoes sobre sua langrangeana ou sobre seu tensor energia-momento. Para eletrodi-

namicas nao-lineares contendo apenas F, temos [12]
pe=—LrE*+ L. (164)

Usando estas relacoes é possivel representar o raio do horizonte de eventos em funcao das
componentes constituintes do buraco negro, aquelas apresentadas pelo teorema "no-hair",

olu seja, massa, carga € momento angular.

5.1.3 Termodindmica de buracos negros para uma eletrodindmica n3o-linear

Pela defini¢ao da eq.(161]) temos que a rela¢ao entre a métrica e a fungao de massa

¢ dada por [17]:
2 1
Goo =1— Tm + ;M(T) (165)

Para encontrar a fun¢ao de massa limitada ao horizonte externo rY'* igualamos a

parte temporal da métrica a zero, [1§]

2m 1
gOO(TfL> =1l-—=z+ WM(TfL) =0, (166)
Ty Ty
riYt = 2m — M(ri¥"), (167)
ou entao
M (") =2m — )", (168)

esta é a relacao entre a funcao de massa e o horizonte externo para um buraco negro.

Segundo a mecanica de buracos negros, a temperatura de Hawking eq.(157) é

diretamente proporcional & derivada da métrica eq.(165)) em cima do horizonte de eventos

9 M NL M/ NL
géo(rﬁ% = (TNTZ)Q - (TSCZ)Q) T(JCZ >> (169)
+ + +
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substituindo a expressao para a funcao de massa M (rf Ly eq., temos

NL

1 M’ (rNE)
g(l)o(r+ )= :

Tt (170)

Escrevendo a temperatura para buracos negros eq.([157) de acordo com a derivada
da métrica no horizonte de enventos

1 NL
Tli = W(l + M/(T+ ))a

(171)

~ . . . ~ NL
podemos encontrar uma expressao para a capacidade térmica eq. 1) em funcao de 7

e da funcao de massa M (Tf L), calculamos primeiro a derivada da entropia eq. 1' deste
objeto compacto em relagao a ri¥-

s

W:27TT+ .
+

(172)

Para completar a expressao para a capacidade térmica eq.(160]) falta derivar a temperatura

de Hawking eq.(171) em relagdo a ri¥-

dT, 1+ MY M (YR

= — . 173
drit 4o (riVE)? 4arN L (173)

Assim podemos expressar a capacidade térmica eq.(160) em funcao das derivadas da
funcao de massa M (r¥*) da eletrodinamica néo-linear e do raio do horizonte de eventos

NL
e,
!
1+M (rNE
—SV{ )QWTfL
C . 47rr+
flfM’(rfL)+rfLM”(rfL)
47T(rfl‘)2
1(,.NL NL\2
C:1+M(T+) 4 (rit*)
2

'rfLM”(rfL) —1- M’(rfL)
1+ M'(rE)
C = 21 (rVE)? + . 174
) A ) = A (V) — 1 (a4)

Observe que as expressoes eq.(171)) e eq.(174) servem para qualquer métrica da
forma da equagdo eq.(165)).

5.2 Funcdo de massa da teoria de Euler-Heisenberg

= 4L

Através da relagao entre campo elétrico e a derivada da lagrangeana Lp 9F
calculamos a expressao para o campo elétrico corrigido devido a esta eletrodinamica nao-
linear,

LrE = 7% (175)
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como
Lr=1+a,F, (176)
e considerando F' = %2, entao
CL+E2
Lr=1+ 5 (177)

Encontramos a equacgao cubica para o campo elétrico,

g a4 3
) 178
702 2 ) ( )

De acordo com as equagoes eq.(175) e eq.(177)), o campo elétrico da eletrodinamica

nao-linear de Fuler-Heisenberg pode ser expresso como,

_ 49 G4+ 3
Bn= e m g b

(179)

sendo Ey = % e B, = 0 para n < 0.

Abaixo é mostrada a correcao de segunda ordem para o campo elétrico com termos
limitados a ordem quadrética de a, , sao estes termos que diferenciam esta eletrodina-
mica da eletrodinamica classica de Maxwell. Os calculos desta correcao econtram-se no

apéndice A desta dissertacao,

el arq®  3aiq°
27 2 2r6 4r10 -

(180)

A lagrangeana da teoria de Euler-Heisenberg pode ser usada para calcular a densi-
dade de matéria deste sistema através da expressao dada pela equacao eq.. Usaremos
o campo elétrico com duas ordens de correcao eq. na expressao para a densidade de
energia eletromagnética p, eq. para entao calcular a funcao de massa eq., como

feito abaixo:

M(r) = 2/r2(—£FE2 + L)dr, (181)
substituindo a lagrangeana eq.(155)) e sua derivada eq.(177)
E? E? E*
M(r)=2/r2 B e o S sl (182)
2 2 8
2E4 2E2 2E4
M(r) = / g T R gy (183)
2 2 8
272 | O 974
M(r) = —/(r E* + 20+ E%)dr. (184)

E de acordo com a segunda ordem de corregao para o campo elétrico (célculos apresentados

também no apéndice A), a fungdo de massa toma a seguinte forma

2 4 2 6 4 6 2.8
_ 2|4 aq Taiq 3at (q 2a.q 9a% q
M(?“)——/r [—74— sttt (—Tg— ot ) | 4 (185)
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2 4 2 6
- q a+q ayq
M(r) = —/ (r_2 — e t 47“10) dr. (186)
Resolvendo a integral acima encontra-se a funcao de massa para o sistema estudado
2 4 426
M(ry="L -2 1
r 205 3619

Usaremos este resultado na métrica do sistema para calcular os raios de horizonte deste

(187)
buraco negro estatico e carregado.

5.3 Raios dos horizontes do buraco negro carregado de Euler-Heisenberg

Os raios de horizonte de um buraco negro sao determinados por sua métrica quando
a parte temporal desta ¢ igualada a zero, restringindo assim o intervalo de eventos apenas a
valores negativos, de acordo com a assinatura adotada. Para entender porque horizontes

sao superficies nulas, basta lembrar que uma geodésica radial nula é determinada pela

equacao <4 = L Portanto, sobre os horizontes, a inclinacido dos cones de luz se torna
dr 900 ’ ?

infinita, pois o anulamento de ggg define a condicao de red-shift infinito. Sendo a condigao

de horizonte dada por g'' = 0 e sabendo da relagao v(r) = —\(r), entdo por consequéncia,

g't = ggo e assim podemos afirmar que a condicao de red-shift infinito também se anula.

Resolvendo a equagao ggo = 0, podem ser obtidos o raio positivo rfL =mp; €0

NL

raio negativo 7" = mpy para buracos negros carregados, eles podem ser chamados de

forma adimensional e equivalente, de raio externo p; e raio interno py. Além destes raios
de horizonte existe também a singularidade, que ¢ descrita quando r* = p* = 0.
Escrevendo a parte temporal da solucao das equacoes de Einstein para o caso de
um buraco negro carregado, e conhecendo a expressao para a funcao de massa eq.
encontrada a partir da lagrangeana da eletrodinamica nao-linear de Euler-Heisenberg,

entao,
900:1_2_m+q_2_a+q4 aiq(i'
r r2  20r% 3610
Chamando a razdo carga/massa de Q = L e a = %, entao podemos reescrever

(188)

goo em termos apenas de varidveis adimensionais, como

2 2 4 26
900:1——%—@——&@%—&@.
o T2 2005 36p0

Os gréificos para ggo, representados na Figura - 1 e na Figura -2, sugerem que o

(189)

buraco negro desta eletrodinamica nao-linear possui dois horizontes, e que eles devem ter o
mesmo valor de raio para uma razao carga/massa proximo a razao ) para o caso extremal.
Para encontrar uma expressao que relacione os raios destes horizontes aos componentes

do sistema, fazendo ggg = 0,

2 2 Q 4 (1/2 6
A A
p o p? 2005 36p10

=0, (190)
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Figura 1 — Representacao grafica da parte temporal da métrica de Euler-Heisenberg. Sugerindo
a presenca de dois horizontes para buracos negros de Euler-Heisenberg, dado um
a = 10"" constante.

10

-10

-20

Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

2 Q2 CVQ4 042 Qﬁ

VAR
4 4 26
plo:ng—QQpS—i-agOp _04322 ’
4 4 26
p10—2p9+Q2p8—aC§0p :_a;g ’
p! (p6—2p5+622p4—&2—?) Z—QZSG- (191)

Usaremos a teoria perturbativa para encontrar as correcoes para os raios de Reissner-
Nordstrém devido a eletrodinamica nao-linear de Euler-Heisenberg. Como a < 1, con-
sequentemente seu termo ao quadrado é ainda menor, e comecamos a simplificacao ao
considera-lo igual & zero, o = 0. Aqui percebemos a sigularidade em p* = p* = 0. Nesta,

aproximacao, os horizontes devem ser dados por:

4
6 _ 9,5 24:CVQ
P —2p"+Q 50
a@?
PP =20+ Q%) = 55 (192)

De forma semelhante, considerando nulo agora o termo linear em «, percebe-se entao,

mais uma vez, a singularidade. E sobra ainda a equacao de segundo grau abaixo,

PP —2p+ Q% =0. (193)
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Figura 2 — Os horizontes do buraco negro de Euler-Heisenberg tendem a se encontrar proximo
ao caso extremal, em @ ~ 1. Grafico feito com o = 10! constante.
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0.9990 | , : :
0.90 0.95 1.00 1.05

Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

Pelo teorema de Baskara encontra-se os raios dos horizontes externo e interno de Reissner-

Nordstrom R; e R,
Ri=1++/1-Q?=1+w (194)

Ry=1-/1-Q*=1-uw, (195)

onde w = /1 — ()2

Conforme o resultado de Béskara reescrevemos a expressao completa para o raio
deste objeto carregado com as correcoes devido a teoria perturbativa da eletrodinamica

de Euler-Heisenberg eq.([191]), da seguinte forma

4| 4 aQ4 . a?Q°
Ph|p o= Ba)(p = Re) = - | = =5~ (196)

Usaremos os raios de Reissner-Nordstrom R e R, e a teoria perturbativa com correcoes
de até segunda ordem para encontrar os raios de horizonte devido a teoria nao-linear da

eletrodinamica de Euler-Heisenberg. Para o raio externo,
pr=Ri+apyc+ a2p+cc- (197)

E para o raio interno,

p2 =Ry +ap_c+a?p_ce. (198)
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A partir da eq.(196) podemos calcular estas corre¢oes pic, Pices P—ce € P—ce- EsStes

calculos sao feitos no apéncie B deste trabalho, cujos resultados para o horizonte externo

sao:
Q4
.= 199
P+ 10R! T—o0° 0 (199)
Q° 4 Qb
Ptee = 775 2 08 2) T oop8 12 (200)
4 x 102R%(1 — Q?) 24/1_Q2 Ry T2R$\/1 — Q?
E a expressao completa para o raio externo de Euler-Heisenberg é dada por,
Q4
=R +a
RSO
—a’ “ 1 QQ: 2 1 . (201)
72R§\/1—Q2 20X 10°RY(1-Q*) \2,/1- Q> R

Figura 3 — O horizonte externo do buraco negro diminui quando a razdo carga/massa @ do
sistema ¢ aumentada. Grafico feito para um o« = 10~! constante.

P1
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

No grafico da Figura - 3 estd representada a funcao para o horizonte externo
do buraco negro de Euler-Heisenberg em funcdo da razdo carga/massa do sistema Q.
Através dele percebe-se que com o aumento da razao () o raio externo do sistema diminui
de tamanho e quando esta razao tende a 1 (caso do horizonte extremal de Reissner-
Nordstréom) o raio externo adimensional decresce muito rapidamente, este comportamento
pode ser melhor visualizado na Figura - 4, onde analisamos o horizonte externo deste
buraco negro em relacao a varivavel w. Observando que s6 existe sentido fisico para @) <
1, caso contrario surgirao nimeros complexos nas expressoes para os raios de Reissner-

Nordstrom.
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Figura 4 — O horizonte externo diminui drasticamente quando o sistema apresenta um w =~ 0.
Grafico feito para a = 10~! constante.

p1
20}
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1.0t
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

Usando novamente os raios de Reissner-Nordstrom eq.(194)) e (195)) e a teoria per-
turbativa com correcoes de até segunda ordem para encontrar agora o raio adimensional do
horizonte interno deste buraco negro devido a mesma teoria nao-linear da eletrodinamica,

encontramos (vide apéndice B):

_ %
P = T ORIT= O (202)
B & A (203)
pree = T2R3\/1 — Q? T 102R5(1 — Q?) 2\/1—Q2 Ry

Escrevendo a expressao para o raio interno adimensional deste buraco negro com

dois termos de correcao,
@ . @
4OR§\/1—Q2 72R§\/1—Q2

p2 = Ry —

Q° 4
24 x 102R§(1 — Q?) <2m Rz) '

No gréfico da Figura - 5 temos a curva para o horizonte interno em funcao da

+

(204)

razao (). Nele podemos perceber duas divergéncias, uma préximo ao caso extremal, assim
como apresentado também pelo horizonte externo e uma outra divergéncia para pequenos
valores de (). Esta ultima divergéncia deve acontecer porque a teoria perturbativa perde
a validade nesta regido quando o = 107!, como confirmaremos na se¢io seguinte.

Na Figura - 6, vemos que o horizonte interno aumenta para sistemas onde a razao

carga/massa é maior, este grafico também sugere que o horizonte interno deve possuir o
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Figura 5 — O horizonte interno para um o = 10~! constante. A primeira divergéncia em Q ~ 0.6
pode ser explicada pela perda de validade da teoria perturbativa nesta regiao.

P2
20r

1.5¢

0.5f
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

Figura 6 — O horizonte interno cresce em sistemas em que a razao carga/massa ) fica cada vez
maior. Aqui analisamos o intervalo onde 0.8 < ) < 1, eliminando assim a primeira
divergéncia do grafico, sendo o = 10~! constante.

P2
20r

1.5}

0.5¢

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

mesmo valor que o horizonte externo para uma razao () ~ 1, préoximo ao caso extremal
de Reissner-Nordstrom. Na Figura - 8 é possivel analisar melhor este comportamento.
Da mesma forma como feito para o horizonte externo, na Figura - 7 esta o gréfico
para o raio interno adimensional p; em funcao da variavel w, nele percebemos que o
horizonte interno aumenta em sistemas que apresentam pequenos valores de w.
No grafico da Figura - 8, vemos que para um certo valor um pouco menor que o

caso extremal de Reissner-Nordstrom ¢) = 1, os raios interno e externo do buraco negro
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Figura 7 — O horizonte interno cresce rapidamente para sistemas com pequenos valores de w.
Sendo o = 10! constante.

P2

10

w

0.2 0.4 0.6 0.8 10
Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

Figura 8 - Comportamento dos raios de horizonte externo (roxo) e interno (laranja) em relagao
4 w do sistema. Sendo o = 10~! constante. As curvas em linha pontilhada e azuis
representam os horizontes de Reissner-Nordstrom.
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

da teoria de Euler-Heisenberg apresentam o mesmo valor de raio. As curvas em linha
pontilhada representam os raios dos horizontes de Reissner-Nordstrom. Para interpre-
tar melhor fisicamente este caso extremal de Fuler-Heisenberg, em que seus horizontes
possuem o mesmo valor de raio, construiremos as coordenadas de Eddington-Finkelstein
para a métrica desta teoria, de modo a obter informacoes sobre a estrutura causal destes

estados.
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5.4 Validade da teoria de perturbacdes

Para analisarmos a regiao de validade da teoria perturbativa usada para encontrar
os termos adicionais desta eletrodinamica nao-linear de Euler-Heisenberg, dividiremos os
termos de correcao de primeira e segunda ordem dos horizontes externo e interno pelos
termos sem correcao, ou termos de Reissner-Nordstrém. A seguir temos estes calculos

para o horizonte externo:

a@Q?

er(a, Q) = 10p(Q) Q) (205)
a? (—Q®) il + lw 2,16
ex(e Q) = 421()2<}§w2 : > a 705}?1’w (206)

Figura 9 — Validade da teoria perturbativa para a primeira correcao do horizonte externo, com
a=10"1
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

Quando igualadas & um, estas equacoes verificam a validade da teoria perturbativa
para o horizonte externo deste buraco negro.

Agora é verificada a validade da teoria perturbativa para o horizonte interno. Da
mesma forma como para o horizonte externo, fazendo o = 107!, Verificamos primeiro
apenas a primeira corregao,

. a@?
i1(a, Q) = TR
2

Agora analisamos a correcao quadratica em «,

OéQQG a2 1 4 Q4 ?
22(04762) 72R3w T Ry (Qw RQ) (4OR§W> ( 08)

(207)
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Figura 10 — Validade da teoria perturbativa para a segunda correcao do horizonte externo, com
a=10"%

€2
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

Figura 11 — Validade da teoria perturbativa para a primeira corregdo do horizonte interno, com
a=10"%
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

Através de uma solucao numérica encontramos os pontos exatos onde esta teoria
ainda é vélida para um certo o = 10! arbitrario. Como as correcdes quadraticas sao mais
restritivas, igualamos e; = 1 e encontramos assim um valor de () = 0.999894. Substituindo
este valor de () na expressao para o horizonte externo p; encontramos o ponto onde a teoria
perturbativa deixa de valer para o horizonte externo, em p; < 0.162073.

De forma semelhante, encontramos a regiao do horizonte interno onde a teoria
perturbativa ¢ valida. De acordo com a Figura - 5 esperamos encontrar dois valores de
Q restritivos. Igualando i, = 1, encotramos () = 0.702668 e ) = 0.999892. Substituindo
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Figura 12 — Validade da teoria perturbativa para a segunda correcdo do horizonte interno, com
a=10"%
i
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

estes valores de () na expressao para o horizonte interno de Fuler-Heisenberg po, temos
que para Q = 0.702668 o valor minimo onde a teoria ainda é valida acontece em p, >
0.45329, ja para (Q = 0.999892 o valor maximo onde a teoria tem validade acontence em
po < 1.79022.

Igualando as expressdes para p; e pg encontramos o valor da razao carga/massa

que faz com que estes horizontes se encontrem |,
@ — 0.999542641... (209)

A partir desta razao encontramos o ponto de encontro destes horizontes substituindo este

valor de Q e a = 107! em uma das expressoes para o horizonte, p; ou po.
p1 = p2 = 0.990339545... (210)

Este ponto de encontro dos horizontes fica dentro da regiao de validade da teoria
de pertubacao de até segunda ordem que estamos usando, e por isto podemos continuar

analisando com seguranca o que acontece neste encontro.

5.5 Termodinamica no horizonte de eventos

Nesta se¢ao vamos comecar calculando a aceleracao gravitacional na superficie do
horizonte de eventos do buraco negro estudado de acordo com p; encontrado. Como

a temperatura de Hawking envolve a derivada da funcao de massa eq.(187)), entdo sera
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Figura 13 — Regido de validade da teoria perturbativa com duas ordens de corre¢io. a = 107!
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

conveniente escrever a fun¢ao de massa em termos da razao p;. Lembrando que rfL =
mpi, temos
2 4 2 6
q arq’  (ay)’q
M<p+): - +5 5 +9 9 (211)
mpy  20m°p;  36m?p7
m(1 — w? a. (1 —w? a.)?(1 —w?)?

1 20mpf 36m3p}
Chamando de P(p;) = % a razao entre a funcao de massa pela massa do sistema, para
tornar nossas expressoes todas adimensionais, sendo o = ZTJE’ entao
(1-w?) a(l—-w?) a*(1—w?)?

P = — . 213

Calculo da derivada da funcao de massa por unidade de massa,

OP(p1) 1-w?) a(l—w?) o?(1—w?)?
=— + - . 214
Ip i 409 4pp° (214)

Multiplicando a temperatura do buraco negro eq.(171) pela massa para que a

expressao seja também adimensional,

1 dP(m)}
T=ml, = 1+ ) 215
4mpy [ dp (215)

assim
1 (1 —w?) N a(l—w?)?  a?(1 —w?)? (216)
 dwpy 4 p} 167p] 16mptt

Fazendo uma expansao em série de Taylor ao redor dos horizontes de Reissner-
Nordstréom para os polindémios do denominador e limitando as corregoes ao termo qua-

dratico de a. Sendo
L_ L (217)
P? (Rl +apie+ a2p+06)n’
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chamando de f(x) = m e T = apre+ &?pice, entio

1 1 1) 22
N nx +n(n+ )z* (218)

o) = = Ry ™~ (Rt (R 2

logo, substituindo os polinémios do denominador usando a expansao acima, temos

T = i |:L . (Oéerc + 0622p+cc) (1/2p3_§:| n
Rl (Rl) (Rl)

Q2 |: 1 B(O‘erc + 042p+00) 60‘2103-c:|
(£1)? (£) (B1)?

4 26
+on L Tapi| a’@Q (219)
167 [(R)"  (R)®|  16w(Ry)"
ou ainda . ) )
—w
T= 1-—
4:7TR1 ( R% ) +
(1—w) 3(1 —w)p+c
47rR2 ( ARY te R? > *
o Piec (1 - W)p—&-cc 6<1 - w)pic
ATR? <R1 Preet g T T o ) *
2 _ 2 _ 3
IR AR AR

Na Figura - 14 temos o grafico que relaciona a aceleragao gravitacional na superficie

do horizonte de eventos, eixo das ordenadas, com a variavel w , no eixo das abscissas.

Figura 14 — Acelerag@o gravitacional na superficies do horizonte de eventos. O ponto vermelho
marca o caso extremal para o buraco negro de Euler-Heisenberg.
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.
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Percebemos por ele, que a aceleragao gravitacional no horizonte externo diminui
para sistemas em que a razao carga/massa é maior, ou seja, para valores pequenos de w.
Para enxergar melhor este comportamento onde w — 0, fizemos uma ampliacao desde

grafico na Figura - 15, limitando w ao intervalo 0 < w < 5.1072.

Figura 15 — Temperatura de Hawking para regides pequenas de w, com a = 1072, A faixa em
azul é onde a teoria de perturbagoes perde validade.
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

. . . 2 -
Préximo ao caso extremal de Reissner-Nordstrém, em que Z; = 1, a aceleragao

gravitacional dimuinui abruptamente para valores negativos, assim como mostrado no
grafico da Figura - 15.0 comportamento da temperatura deste sistema pode ser melhor

compreendido através de um estudo sobre a estrutura causal nesta regiao em que w— > 0

Para encontrar uma expressao para a capacidade térmica em funcao da variavel
adimensional para o raio de horizonte externo p;, temos que comecar escrevendo a entropia

deste sistema compacto eq.((156)) em funcdo de p.
S

S=—5= Tp7. (221)

Expressando a capacidade térmica eq.(160)) de forma também adimensional,

as
9
C, = Tﬁ, (222)
op1
ds _ ar
mas antes calculando = 2mpy, € oo
or 1 3(1—w?)  Ta(l—w?)?  11a%(1 —w?)?

(223)

Op1  Amp? | Ampl 16705 16mp}®
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Figura 16 — Grafico para a razdo da capacidade térmica em relacao a w. O ponto vermelho marca
o caso extremal para o buraco negro de Euler-Heisenberg.
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

substituindo os polinomios do denominador pela expansao, como feito para a temperatura,

temos que
8_T 1 { L 2(0p1c + 0 prec) 3042010] +
1 dm | (Ry)? (R1)? (Ra)*
L3¢ { 1 Aapre+apiee) 10042016]
Am [ (Ra)* (R1)° ()0

TaQ* l I 8ozp+c} 1102Q° (224)

B 167 <R1)8 <R1>9 167T(R1)12.

Agora podemos escrever a expressao para a capacidade térmica,

2 1 Q2 P4 3 CQ2 aQ4
[QW O Pree (m - W) +2map.. <_4w(@¥1)2 + Ty wﬂ(pqy) + QWRlT}
oT )
op1

O —

(225)
O grafico da Figura - 16 representa a razao para a capacidade térmica no eixo verti-
cal e o termo que engloba a razao carga/massa do sistema no eixo horizontal. Neste grafico
percebemos um mudanca de fase do sistema, assim como sugerido pela termodinamica
convencional.
Mostramos também os resultados quando a = 0, ou seja, a termodinamica para
o buraco negro de Reissner-Nordstrom. Na Figura - 17 estd o grafico para a aceleragao
gravitacional na superficie do horizonte em relagao a razao carga/massa do sistema w, e
na Figura - 18 encontra-se o grafico para a sua capacidade térmica.
Comparando os graficos dos resultados obtidos para as grandezas termodinamicas

do buraco negro carregado de Euler-Heisenberg percebemos que elas pouco diferem dos
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Figura 17 — Aceleracdo gravitacional no horizonte de eventos do buraco negro de Reissner-
Nordstom.
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

Figura 18 — Capacidade térmica do buraco negro de Reissner-Nordstrém. Nao diferem significa-
tivamente dos resultados para os buracos negros de Euler-Heisenberg.
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

resultados para as grandezas termodinamicas do buraco negro de Reissner-Nordstrém. Ou
seja, os efeitos da eletrodinamica nao-linear nao afetam as propriedades termodinamicas

do sistema.
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5.6 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Para podermos analisar a métrica da teoria de Euler-Heisenberg para qualquer
distancia p da singularidade, a relatividade geral nos permite a escolha de qualquer sistema
de coordenadas, e o melhor a ser usado aqui é o sistema de coordenadas de Eddington-
Finkelstein.

Sabemos que uma geodésica radial nula deve obedecer [§]

dt 1
L (226)
dr oo

Escrevendo o elemento de linha de forma adimensional e chamando goo(p) = 1 — f, para

fazer uma analogia com as coordenadas de Eddington-Finkelstein para o buraco negro de

Reissner-Nordstrom,

2 622 a£24 QQQ%
goo(ﬂ)zl—le—;‘FF—W‘i‘Wa (227)

assim
d—82 = (1— f)c*dr* — Ld,o2 — prds? (228)
m 1—f '

Sendo o elemento de linha nulo no horizonte de um buraco negro com simetria radial,

entao 12
& 0=d?, (229)
m
e
cdr\ 2 B 1 (230)
dp ) (1—f)*

Para fazer uma analogia com as coordenadas de Eddington-Finkelstein construidas para
o buraco negro de Reissner-Nordstrém decompomos o elemento de linha em termos iguais
aos de Reissner-Nordstrom e assim separamos os termos de correcao desta eletrodinamica

nao linear. Chamando gog = 1 — frn + afi + a2 fa,

cdr 1 1

e = , 231
B T T fax+afi s (231)
sendo 2
Jrn = - — =, 232
p P (252)
Qﬂ
= —— 233
f=—35 (233)
e
Qﬁ
=—. 234
f2 36,10 (234)
Fazendo uma expansao em torno dos horizontes de Reissner-Nordstrom, temos
d 1
T (235)

d_p_(l—fRN)<1+ afi —l—ﬁ)’

1-frN 1-frN
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edr 1/ afi  a’fy a2 f2 )
dp (1 — frn) (1 1— fay 1—fav (1= fan)?)’ (236)
cdr 1 afi o J2— fa(1— fRN). -

-5 = - + «
dp 1—fry (1— frN)? (1 — frn)?
Integrando para depois transformar para coordenadas de Eddignton-Finkelstein,

-~ 1 af 2f12—f2(1—fRN)]
/cd _/ |:1_fRN (0= fon)? + 0= Fan)? dp. (238)

Chamando de

K= T 29
e
2 _ 1—
J = fl (1f_2(fRN{?I’%N) (240)
Entao

1
/ch:/ dp+/aK’dp+/a2J’dp. (241)
1 — frn

A primeira integral é equivalente a teoria de Reissner-Nordstrom, podemos escrevé-la em

termos dos horizontes de Reissner-Nordstrom,

1 _ p2 B p2
l—fev  P?=2p4+Q> (p—Ri)(p—Ry) (242)

Reescrevendo a integral,

2
p / 2 7/

ch:/ d+/aKd+/aJd. 243

/ (p— Ri)(p— Ra)™” g g (243)

Resultando assim em,

Rilog(p — Ri)  Rilog(p — Ry)
Rl — R2 Rl - R2

+aK(p) +a*J(p) + D, (244)

CT =p+

encontramos a equacao para a curva outgoing de geodésica nula desta métrica, onde D é
a constante de integragao e os termos K(p) e J(p) encontram-se abaixo:
1 —2p+(p—3)Q* +4 log(p) log((p—2)p+@Q°)

B = =50, " 0@ D (291 @) ' 5Q2 T

+(—3@4 +12Q* — 8) tan™! ( /Q—;l)

10Q* (Q* - 1)*? 2

() — 10380 2184Q7 40 (173Q% — 984) 480 (123Q* — 310)
Pl = 4320000% " 4320005 432000032 432000p2Q*
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N 15Q2 (5888(p — 2) + (265p — 1801)Q® + (14526 — 4414p)Q°) N
4320000 (Q* — 1)* ((p — 2)p + Q)
| 270Q* (16(3p — T)Q* — 32(p — 2)) | 15Q* (48(289p — 737)Q* — 32(487p — 1075)Q?)

432000Q% (Q* = 1) ((p — 2)p + Q*)° 432000Q* (Q* — 1)* ((p — 2)p + Q?)
+240 (465Q* — 2920Q2 + 3288) log ((p — 2)p + Q?) N
43200008
480 (465Q" — 2920Q” 4 3288) log(p) N
43200008

15 (445760Q* — 356480Q? + 105216) tan " ( —=L
( @ @ ) tan (\/QQ_l) | 240 (123Q" — 1860Q” +2920)

432000Q8 (Q2 — 1)%/? 432000pQ0

15 (—2233Q" 4 52990Q° — 245280Q°) tan ( \/ﬁ)

432000Q8 (Q2 — 1)/?

270Q* ((p — )Q° + (56 — 18p)Q*")
43200008 (Q2 — 1) ((p — 2)p + Q2)*

Para encontrar a curva ingoing devemos trocar o sinal de todos os termos da curva out-

going,

(246)

Rilog(p — R1)  Rjlog(p — Ry)

K 2] D] . 247
f—e f—e +aK(p) +a”J(p) + (247)

cT = —

Transformando a curva ingoing para coordenadas de Eddignton-Finkelstein,

Rilog(p — Ri)  Rjlog(p — R»)

K 2J 248
R]__R2 R]__R2 ‘I‘O[ (p)+a (p)7 ( )

Tt =cT+
assim podemos escrever a curva ingoing retificada da seguinte forma,
ctt=—p+D. (249)

Diferenciando a curva outgoing para entender a estrutura causal deste buraco negro,

frN

cdr = cdr™ + dp — aK'(p)dp + o> J'(p)dp, (250)
1 — fry
JrN J1 9 { fi fa
cdr = cdr™ + dp—a———dp+ « — — dp. (251
1 — frN P (1= fry)? P (1—frn)® (1= frn)? P (251)
Elevando cdr ao quadrado,
2frN 2f1
cdr)? = (edm™)? + dr*dp — a———=d7"dp+
(cdT) ( ) 1= fan P (1— fan)? P

N I R T fax N o 2avhi
o2 |~ g oo (1 25) e w
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2 2frN ft B f2 o o [t
o (1= fry) [(1 = frn)® (1 — fr)? dp”+ o (1— frn)*

Escrevendo o elemento de linha em fun¢ao destas novas coordenadas,

dSQ 2 * QJ}HV
W:(l—fRN"i‘Ckfl-i-Oé fg)dT +m

dp*. (252)

(1— fryv +afi + a2f2)dr*dp+

‘“ﬁu — fry +afi)drdpt
f2 jb *
+a”2(1 — fry) {(1 — JltRN)3 (- fRN)Q} it
_2favfi

fi fa
(1— frn)3

(1 = fay +afi)dp”™ + a2 frN {(1 — fan)? (1-— fRN)Q] W

It
T

ot _h Y
1 — fry (1 — frN)? = fRN)de o = fRN>3dp : (253)

Manipulando esta equacgao e limitando sempre a correcao a ordem quadratica, temos

CdT*_fRNZtl_a|: fi i(_f2(1+fRN))1+

2
+ (lfﬁ) (1= fry + aft + o fo)dp® + o?
— frN

dp* + « dp* +o®

dp 1— fry (1 — frn)? 1— fan
2 fo B f2 }
I {(1 — frn)?2 (1 — fry)3 +
2 3/t _ fo B 201+ fRN)2>
- <2(1 —fan)? (U= frn)*  2(0—fry) ) (254)
cdr*

Através do grafico para podemos analisar a estrutura causal dos horizontes deste

dp
buraco negro de Euler-Heisenberg. A Figura - 19 mostra a inclinagao das curvas outgoing

deste buraco negro para um « = 107! e para um @ = 0.9, ou seja, ponto anterior ao
encontro dos horizontes. Neste grafico percebemos que o horizonte externo ¢ um horizonte
de eventos, pois a inclinacao do cone de luz muda de positiva para negativa, enquanto
que o horizonte interno é um horizonte de particulas, assim como para o buraco negro de
Reissner-Nordstrom.

Ainda na Figura - 19, percebe-se pontos de divergéncia em p ~ 0.5 e em p ~
1.5, estas divergéncias representam os dois horizontes deste buraco negro. A divergéncia
para p < 0.5 é explicada pela proximidade deste local com a fonte e portanto a teoria
de perturbacao com apenas duas ordens de correcao nao consegue representar bem os
resultados nesta regiao.

A estrutura causal é analisada na Figura - 20 através da curva outgoing apods o
encontro dos horizontes, para um ) = 0.9995 . Neste grafico percebemos que apos os

horizontes se encontrarem, o horizonte interno py antes um horizonte de particulas, passa
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Figura 19 — Curvas outgoing do buraco negro de Euler-Heisenberg, para o = 107! e Q = 0.9.
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

a ser o horizonte externo ou horizonte de eventos. E o horizonte externo p; que antes
era o0 horizonte de eventos passa a ser o horizonte de interno, ou de particulas, para um

@ > 0.9995. Ou seja, as propriedades fisicas para um observador externo nao muda. O
Figura 20 — Curvas outgoing do buraco negro de Euler-Heisenberg, para o = 107! e Q = 0.9995.
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Fonte: Grafico feito pela autora, usando o Software Mathematica da Wolfram.

que é percebido para um observador do lado de fora do buraco negro é a diminuicao de
seu horizonte externo com o aumento da razao carga/massa ) até que o horizonte externo
se encontre com o interno para ) ~ 0.99954, e entao o buraco negro volta a crescer mais
um pouco até atingir o caso extremal de Reissner-Nordstrom em () = 1, logo, do ponto de
vista de um observador externo, o horizonte de eventos do buraco negro sofre um efeito

de ricochete (bouncing) devido as corre¢oes quanticas da eletrodinamica.
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A teoria de perturbacao tem seus limites de validade, e pelas divergéncias dos
graficos acima percebemos que ela deixa de valer primeiro para valores pequenos de p e
isto se explica devido a maior proximidade deste local com a fonte. Como nosso maior
interesse foi analisar a regiao proxima ao caso extremal de Reissner-Nordstrém @ = 1,
entao nao precisamos nos preocupar em usar um « tao pequeno.

Como sugerido por nosssos resultados, o horizonte externo para o buraco negro
de Euler-Heisenberg diminui com o aumento da razao carga/massa () até se encontrar
com o horizonte interno pouco antes do ponto extremal () = 1. Ao se encontrarem, estes
horizontes, trocam de propriedades e portanto, para um observador externo, o buraco

negro sofre um ricochete ("bouncing").
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6 CONCLUSAO

Esta dissertagao foi elaborada com o propésito de estudar melhor as propriedades
fisicas de buracos negros carregados proximos ao caso extremal.

Comecamos através de um estudo bibliogréfico sobre a eletrodinamica de Maxwell,
j& que esta teoria foi fundamental para o desenvolvimento da relatividade especial, através
do estabelecimento de uma velocidade limite para as ondas eletromagnéticas, e, também,
para a formulacao da relatividade geral ja que no eletromagnetismo de Maxwell, o conceito
“campo” ’ foi melhor definido matematicamente. No capitulo 2, esta teoria de Maxwell foi
estudada numa linguagem matematica tensorial para entao mostrar como ela é invariante
pelas transformagoes de Lorentz. Todo este estudo sobre eletrodinamica se deve ao fato
de o objeto pesquisado ser um buraco negro carregado e acoplado a teoria nao-linear de
Euler-Heisenberg.

Os capitulos seguintes, 3 e 4, trataram de solucoes para métricas do espago-tempo
ao redor de objetos compactos. A primeira solucao foi de uma métrica para o espaco-
tempo que representa um buraco negro estitico, assim como formulada pelo fisico e as-
tronomo alemao Karl Schwarzschild, sendo a relatividade geral de Albert Einstein a base
tedrica para todas estas métricas. Além de chegarmos & solucdo de Schwarzschild que
descreve geometricamente o espaco-tempo devido a um objeto compacto sem rotacao e
nem carga, apresentamos, no capitulo 4, a métrica de Reissner-Nordstrom para um buraco
negro carregado e sem rotagao.

No capitulo 5 estudamos sobre a métrica de um do buraco negro estatico e carre-
gado acoplado a teoria nao-linear de Euler-Heisenberg, além de interpretar suas proprieda-
des termodinamicas que, assim como proposto por Jacob Bekenstein e Stephen Hawking,
fazem uma analogia com a termodinamica. Aplicando a solucao desta métrica a termo-
dinamica de buracos negros alcancamos resultados para os raios de horizonte interno e
externo desde objeto. Para melhor entender estes resultados, preferimos analisa-los em
fungao da razdo carga/massa @) do sistema, pois assim as equagoes para seus raios ficavam
todas adimensionais.

Nos primeiros graficos, Figura - 1 e Figura - 2, apresentamos a parte temporal
da métrica para o buraco negro de Euler-Heisenberg em func¢do da razdo carga/massa
@ e de p, nele pudemos perceber a presenga de dois horizontes para esta teoria. Nos
graficos seguintes, apresentamos separadamente o comportamento do horizonte externo
e do horizonte interno. Pelas divergéncias apresentadas nestes graficos, vimos que o
horizonte mais afetado por esta eletrodinamica nao-linear é o horizonte interno. Atraves
da Figura - 8 percebemos que que os buracos negros devido esta teoria possuem diferentes
raios de horizonte externo e interno para diferentes valores da razao carga/massa () do

sistema. Para buracos negros com valores grandes de ) o horizonte externo tende a ser
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menor e o horizonte interno maior do que para sistemas com menores valores de (). Além
disso, exite um certo valor de () em que os horizontes interno e externo apresentam o
mesmo valor de raio.

Verificamos os pontos onde a teoria de perturbacao é valida, e vimos que o horizonte
interno é mais restritivo que o horizonte externo, além de sofrer uma maior mudanca
devido a esta eletrodinamica nao-linear. Como nosso interesse foi analisar que acontece
proximo ao caso extremal deste buraco negro, nao foi necessario usar um « muito pequeno,
e por isto fizemos ele constante em o = 107

Interpretamos a termodinamica devido ao raio externo deste buraco negro, utili-
zando p; nas equagoes para a temperatura de buracos negros e também para calcular
sua capacidade térmica. No grafico para a temperatura, Figura — 13 e Figura -14, per-
cebemos que para sistemas com razoes carga/massa maiores, a aceleracao gravitacional
é menor. E proximo ao caso extremal esta temperatura adimensional, 7" = mT}, de-
cresce rapidamente para valores negativos. O gréfico para a capacidade térmica, Figura -
15, sugere uma mudanca de fase deste sistema quando comparado com a termodinamica
convencional.

A Figura — 5 representa a mudanca do horizonte interno ps em relagao a variavel
Q) que refere-se a razao carga/massa do sistema. Neste grafico nao demos importancia
aos resultados em que ps é muito pequeno, pois a proximidade desta regiao com a fonte,
faz com que a nossa aproximacao de apenas duas ordens de correcao da eletrodinamica
nao-linear nao reproduza fielmente os efeitos fisicos devido ao intenso campo elétrico. Ja
na regiao em que w aproxima-se de zero, vemos esta razao ps aumentar abruptamente. As
grandezas termodinamicas para o horizonte externo desta teoria nao-linear comportam-se
quase da mesma forma que na teoria linear, ou seja, para o buraco negro de Reissner-
Nordstrom.

Um desdobramento possivel desde trabalho é analisar a termodinamica de acordo
com py, OU seja, para sistemas em que ) > 0.99954, depois de terem atingido o limite
extremal, pois a partir desta razao o horizonte externo deixa de ser p; e passa a ser po,
fazendo sentido sua andlise termodinamica.

Estudamos as coordenadas de Eddington-Finkelstein para saber sobre a estru-
tura causal deste buraco negro ao redor do seu limite extremal. Percebemos através das
inclinacoes dos cones de luz que estes buranos negros de Euler-Heisenberg apresentam
seus limites extremais para razoes () pouco menores que os buracos negros de Reissner-
Nordstrom. E nao mudam suas caracterisicas de horizonte de eventos para o raio externo
e horinzonte de particulas para o raio interno, assim como sugerido pela Figura - 18 e pela
Figura - 19. Além disto, para um observador de fora destes buracos negros, sistemas com
o maiores razoes de carga/massa ) possuem horizontes externos menores, até atingirem o
caso extremal, em que atigem seu menor tamanho, e entao para razoes um pouco maiores

o buraco negro aumenta um pouco seu raio.
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Um outro desdobramento que pode ser feito a patir deste trabalho é estudar as
geodésicas do tipo tempo para analisar o que acontece com um particula quando esta cai
em diregao ao buraco negro de Euler-Heisenberg.

Esta dissertacao foi uma pesquisa na area de fisica tebrica, sem pretencoes de
descrever objetos do mundo natural. Buscamos contribuir de forma tedrica com a relacao

entre a fisica classica/deterministica e a fisica moderna.
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APENDICE A - Campo Elétrico até segunda ordem de correcdo

Os céalculos das correcoes para o campo elétrico devido a eletrodinamica nao-linear

de Euler-Heisenberg sao apresentados a seguir. Sendo Ey = % e

g a4
En="3- 7E2—17 (255)
logo
4 0+ .3
Bk
B~ 0T (256)
r2 2 76
g a4 3
B m 5
a ar 3\’ ay ¢
By L _ %+ (4_0+9 4 _ T
r2 2 \r2 26 r2 26 )7
Bl (we G\ (¢ ey
2T 2 2r2 4 r6 r4 r8 4r12
3 2 5
q apq’ | 3aiq
E 4 _ 207
2T 2 2r6 410 (257)
Os termos de até segunda ordem de correcao para com campo elétrico ao quadrado,
pro (4o BdN (g a0 (258)
2 \r2 26 4710 rz 26 4pio J7
E2 — f _ a+q4 3a3’q6 o a+q4 aiq6 3a3’q6 (259)
24 98 412 28 4y12 412 -
2 4 2 6
o q°  axq | Taiq
E;5 = - ER (260)
E finalmente a quarta poténcia do campo elétrico com correcoes de até segunda ordem,
E4 _ q_2 . a+q4 + 7a3-q6 Q_Q _ a+q4 + 7a3-q6 (261)
2\ 78 412 ré r8 41z )7
pot o ot s o
r r r 2r16
pio € 20 9@ (263)

78 rl2 2116
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APENDICE B - Correcdo aos horizontes de Reissner-Nordstrom

Escrevendo a equacao ggo = 0 na sua forma adimensional,

4 26
ot oo — B — By - 2] - 0 C (261)

Sendo Ri =1+ +/1—Q%e Ry =1 — +/1 — (Q? os raios de Reissner-Nordstom adimensi-
onais. Usaremos estes raios de Reissner-Nordstrom R, e R, e a teoria perturbativa com
correcoes de até segunda ordem para encontrar os raios de horizonte devido a teoria nao

linear da eletrodinamica estudada. Expressao para o raio externo
pr=Ri+api.+apyc. (265)
E expressao para o raio interno
p2 =Ry +ap_c+ a?p_ce. (266)

Primeiro calculamos a corre¢des para o raio externo adimensional py,

p1 =Ry +apy.+ 042p+cc, (267)
4
pi= (R +apie+a’pie) (268)
pil = Rll1 + 4Ri1)’<0410+c +?piee) + ORI (apic + aPpice)’, (269)

os outros termos nao entram no calculo pois a correcao ¢ calculada apenas até a ordem

quadratica em a.

pi = Ri +4aRipi. + a*(4R7p e + 6RIP%,). (270)
(Pl - Rl) = Qi Tt O42p+cc (271)
(p1— Ra) = 2w + apic + 042:0—1-06 (272)
Substituindo as expressoes eq.(270)), eq.(271)) e eq.(272)) em eq.(196)),
a2Q6

2o = B+ 4aRipe + 0* (AR} pree + 6RP)] X

Q!

x | (R} + 4aR}pic + 0 (AR} piee + 6RIpL)) (pie + 0P piee) 2w + apie + aPpice) — |



(R} +4aRipy.) {(Ril +4aRipy)(20wpy. + Oézpic + a”2wpee) —

(R} +4aR3p,.) [a?wR1p+c + o Ri(p2, + 2wpyice) + 8 RYwp’ . —
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an} B a2Q6
W} 36
Q4 &2Q6
20 ] R

4
a (2wRi*p+c e )R4 QP[RA(D% + 2wpiec) + 8RIwP% | RI+

20

24 2wRp. . — = .
rord | awlipre = o5 36

4
e (2wR‘11p+c §0> Ri+

QG

Entao,

2 RI(PLe + 2wpsee) + 8RIwp? R + — + 4 (ZwR‘prrc -

36

Q4
20

) Rip+cj| =0.

Por independéncia linear chegamos ao resultado para a primeira correcao,

Q4
2WRIpye — —= =
Wity Py 20
Q4
Prre = 40wR
E a segunda correcao pela independéncia linear é
Q6
[R4<p+c + 2Wp ee) + 8R1wp+c] Ry + 36 =0
47 2 Q° 3,92
Ri(pie + 2wpiee) = — — 8Rjwp,
1\M+ 36R411 1 +
6 8w,02
2 2 cc — — Q - te
Q°  Bwpl,

2
Hpiec = P~ gaps T T p

_103-0 QG 4103-0

Pree = on T T2wRS | R

pree=—pto (= =) = "
e te\2w Ry T2wRY

QS

B 1 4 Qf
Pre = "R 10w \ 2w R, ) T20RY

(273)

(274)

(275)

(276)

(277)

(278)

(279)

(280)

(281)
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Repetindo estes mesmos calculos, mas agora para encontrar as correcoes para o

raio interno de Euler-Heisenberg,

P2 = RQ +ap_.+ 052/)7007 (282)

pg = Ré + 4R§(O‘p—c + QQP—CC) + 6R§(a2p2_c), (283)

sendo os ostros termos com ordens maiores que quadraticas em «.

py = R;l +adRyp o+ o®(4R3p_cc + 6R3p2,), (284)
(p2 — R1) = 2w+ ap_c + a*p_ce (285)
(p2 — Ry) = ap_c + a®p_e.. (286)
Substituindo eq.(284)), eq.(285) e eq.(286) em eq.(196]), temos
a’Q° 4 3 2(4 3 2 2
~ 736 = [Ry + adRyp—c + @ (4R5p—cc + 615p~ )] X
4 3 2043 2 2 2 2 a@*
X |[Ry + 0dRyp_c + a*(AR5p—cc + 6R5p~ )](—2w + ap_c + @ p_ce)(Qp—c + O p_cc) — 0 |-
1 2,96
B+ athlp- )[R+ atRYp-)(—adup- — a%2up o+t ) - S| = 2L
1 2,96
B+ -] | ~a(2elp) + aX(-2ep-a + 2 )RS - suly?, — 0| =~ 2L
4 R3p_.O
o (2Rl + B ) RO 2t S-SRl J—a? (8wRly?, + L o
a2Q6
= 0.
736
4 R3p_.O 6
—a (QWR;lp_C + Cj—o) R; + o? [(—pr_cc +p? )RS — 16wRIp* ) — %Q + ?—6} =0.
(287)
De acordo com a dependéncia linear,
Q4
2WRp_ + — =0, (288)
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logo a primeira correcao ¢ dada por

Q4

B 289
40w R3 (289)

P—c =

Calculando a segunda correcao para o raio interno de Euler-Heisenberg,

RB e 4 6
(—2wp o+ P2 ) — 16wRIp?, — 2P @&

5 36

R3 e 4 6
2opooRS = —16wRp?, — 2P | @ b s
5 36
-8 2_ . 4 6 2_C
e e P Q5+ Q =y
Ry 10wR;  T2wR5 2w

S QU Y @ (@ N Q@ 1 QY

Logo a segunda correcao ¢ dada por,

Q° s 41
= ). 290
Poee = TouRs T 2 X 1022 RS \ Ry | 2w (290)

Escrevendo a expressao completa para o raio interno de Euler-Heisenberg,

Q* o[ Q° Q° —4 1
B —~L ) 291
Pt =0 R T TR T 102’ \ Ry | 2w (291)
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