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Resumo

As transicoes de fase em sistemas espacialmente estendidos é um tema de
grande interesse atual, sendo relacionado & descricao de varios fenomenos,
como a dinamica populacional, propagacao de epidemias, reacoes quimicas e
outros. Neste trabalho, estudamos o processo de contato (PC) em duas di-
mensoes com uma dindmica competitiva em sub-redes. No modelo, a criagao
de particulas depende dos seus primeiros e segundos vizinhos e a exting¢ao au-
menta de acordo com a densidade local. Em contraste com o modelo original,
a teoria do campo meédio e as simulagoes numéricas preveem trés fases esta-
veis: inativa (absorvente), ativo-simétrico, em que as sub-redes apresentam
mesma densidade de ocupacgao e ativo-assimétrico, assinalada por diferentes
taxas de ocupacao nas sub-redes. De particular interesse é a forma como
a desordem congelada afeta o comportamento critico das transicoes de fase
de nao-equilibrio. Nos sistemas reais, desordem é um ingrediente inevitavel e
aparece sob a forma de impurezas e defeitos. A desordem espacial pode afetar
drasticamente o comportamento critico em tais sistemas, induzindo fases de
Griffths e/ou alterando a natureza ou a classe de universalidade da transicdo
de fase. Portanto, neste trabalho investigamos os efeitos desta perturbacao,
sob a forma de exclusao aleatoria de sitios nas transicoes de fase exibidas pelo
modelo em uma rede quadrada bipartida.
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Abstract

Nonequilbrium phase transitions in spatially extended systems is a topic of
current great interest, being related to the description of several phenomena,
such as population dynamics, epidemic spreading, chemical reactions and
others. In this work, we study the two-dimension contact process (CP) with
a competitive dynamics in bipartite sublattices. In the model. the particle
creation depends on its first and second neighbors and the extinction increases
according to the local density. In contrast to the standard CP model, mean-
field theory and numerical simulations predict three stable phases: inactive
(absorbing), active symmetric and active asymmetric, signed by distinct su-
blattice particle occupations. Of particular interest is how spatially quenched
disorder affects the critical behavior of nonequilibrium phase transitions. In
real systems, quenched disorder is an inevitable ingredient and appears in the
form of impurities and defects. Quenched disorder can affect dramatically the
critical behavior in such systems, inducing Griffths phases and/or changing
the nature or the universality class of the phase transition. Therefore, in this
work we investigate the effects of quenched disorder, in the form of random
deletion of sites, in the phase transitions exhibited by the model in a bipartite
square lattice.
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Capitulo 1

Introducao

A fisica estatistica é a area que busca entender os fenémenos inerentes a
sistemas de muitas entidades interagentes. Esse ramo da fisica obteve sucesso
ao explicar de maneira mais fundamental fen6menos macroscopicos observa-
dos em termodinamica e magnetismo. Em comparacao com os demais ramos
da fisica, a fisica estatistica surgiu ha pouco tempo. Nas dltimas décadas
a caracterizacao das transicoes de fases na criticalidade se desenvolveu e foi
capaz de unificar fundamentos sobre as transicoes gas-liquido, cristais liqui-
dos, transi¢oes magnéticas e outros sistemas [1]. Contudo, a importancia dos
estudos em torno das transigoes de fase vai além das transformacoes que ocor-
rem em sistemas termodinamicos. Os fundamentos desenvolvidos nesta area
foram difundidos para areas além da fisica, sendo utilizados em estudos de di-
namicas de redes complexas, teoria de populagoes bioldgicas, funcionamento
de laser, processos que utilizem processo de contato e inteligéncia artificial
[1].

As transigoes de fase podem ocorrer em sistemas em equilibrio e sistemas fora
do equilibrio. Define-se sistema em equilibrio todo o sistema que nao viola
o balanco detalhado. Se construirmos regras de dinamica que reproduzam a
distribuicao estacionéaria de um dado modelo em equilibrio, é sempre possivel
determinar uma taxa de transicao de tal forma que o sistema obedeca o
balanco detalhado, isto é,

Pe‘](c)wc—m/ = Peq(c )wc/—w (11)

em que c representa uma das configuragoes microscopicas acessiveis ao sistema
(A, B ou C na figura 1.1), P.,(c) a probabilidade de ocorréncia de uma dada
configuracao ¢ e w,_,/ representa a taxa de transicao da configuracao c para



uma configuracdo ¢ (sendo w._,, a taxa no sentido oposto). A equacio

vy ~ ’
1.1 mostra que o fluxo de probabilidade entre pares de configuragoes c e ¢
se anulam em sistemas no equilibrio termodinamico, como mostra a figura

1.1(a).

(a) Sistema coerente com o ba- (b) Sistema fora do equilibrio
lanco detalhado

Figura 1.1: A figura apresenta um sistema hipotético com trés microestados
A, B e C. Em 1.1(a) as transicoes ocorrem com iguais taxas em todas as
direcoes, ja em 1.1(b) as transi¢des ocorrem apenas em um sentido, ndo ha-
vendo anulacao entre as probabilidades de ocorréncia de transicoes entre os
microestados.

Existem ainda sistemas nos quais as probabilidades das configuracoes aces-
siveis nao se anulam entre si. Por exemplo, o modelo de Glauber-Ising [2]
que ainda nao tenha alcangado o estado estacionario (figura 1.1(b)) viola o
balanco detalhado e, consequentemente, encontra-se fora do equilibrio.

A anélise de sistemas fora do equilibrio é muito importante, ja que a maio-
ria dos fendmenos da natureza ocorrem nesse estado. Existem ainda sistemas
como processos estocasticos que violam o balanco detalhado tao fortemente
que os conceitos de fisica estatistica do equilibrio j4 nao podem mais ser apli-
cados, mesmo com aproximacoes (apesar de existirem tentativas para isso).
Neste contexto, faz-se necessario um estudo mais aprofundado sobre as carac-
teristicas das transigcoes de fase que ocorrem fora do equilibrio, sendo impor-
tante ressaltar alguns aspectos importantes como a distribuicao de fendmenos
por classes de universalidade, parametros de ordem, parametros de controle
e expoentes criticos. Tais grandezas serao apresentadas de forma mais clara
ao longo do texto.

Na busca de descrever melhor os fend6menos da natureza, a insercao de de-
sordem na modelagem de tais fendmenos se mostra crucial e determinante. A
desordem pode ser encontrada em forma de imperfeicoes e pode ser inserida
nos modelos de estudo em forma de espacos inertes ou falhas na rede utili-
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zada na modelagem da dinamica do sistema sob analise. Estudos em cristais
com alta concentracao de defeitos sao de vital interesse no meio cientifico e
principalmente na ciéncia de materiais. Na modelagem pode-se verificar a
influéncia de uma gama bastante abrangente de valores de concentracao de
impureza na rede, suprindo a deficiéncia da analise experimental sobre as
imperfeicoes de varios sistemas fisicos e quimicos relacionada a dificuldade
de implementacao de dopagem com pequenas concentracoes, auxiliando na
determinagao dos pontos onde ocorrem as transigbes de fase [3].

1.1 Organizac¢ao do trabalho

O capitulo seguinte contém uma breve discussao sobre alguns conceitos re-
lacionados aos sistemas em equilibrio. Muitas teorias aplicadas & modelagem
de sistemas fora do equilibrio tiveram sua origem em anélises feitas para sis-
temas em equilibrio e a esse fato atribuimos a necessidade de se apresentar
os assuntos abordados no proximo capitulo. Nele introduzimos o conceito
de universalidade e expoentes criticos que foram amplamente utilizados no
desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 3 mostramos como os conceitos da fisica estatistica de equilibrio
foram expandidos para aplicacao em sistemas fora do equilibrio. Através
de um tratamento estocéstico utilizando o processo de contato, mostramos
como esse modelo pode ser utilizado na modelagem de diferentes tipos de
sistemas, salientando alguns principios relacionados a sistemas acometidos
pela desordem e os métodos de simulagao utilizados nesse contexto. Ja no
capitulo 4, apresentamos o processo de contato em sub-redes estudado por
de Oliveira e Dickman [4], pesquisa que serviu de base para o trabalho aqui
apresentado. Além disso, apresentamos duas extensoes desse mesmo trabalho,
que fornecem importantes conceitos relacionados a interacao de individuos
nas sub-redes através de modificacoes nas taxas de interacao e a insercao da
difusao na rede.

O Capitulo 5 apresenta os resultados encontrados considerando-se a inser¢ao
de desordem congelada nas sub-redes. Apresentamos uma analise feita consi-
derando a desordem inserida de forma isotrépica e anisotropica, construindo
primeiramente a teoria de campo médio para o modelo e reiterando os resul-
tados encontrados utilizando simulacoes de Monte Carlo. Por fim, o capitulo
6 resume as conclusoes obtidas durante o desenvolvimento do trabalho e a
perspectiva de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Transicoes de fase em sistemas no
equilibrio

2.1 Transicoes de fase

Transicoes de fase sao fendmenos ocorrentes em varios tipos de sistemas,
sejam eles fisicos, biologicos, sociais ou econdémicos. A transicao de fase pode
ser determinada a partir da deteccao da mudanca de um cenéario macrosco-
pico com a variacao de algum parametro de controle. As transicoes de fases
frequentemente envolvem algum tipo de parametro de ordem associado & que-
bra de simetria, sendo essa quebra de simetria descrita por um parametro de
ordem que normalmente aumenta na mesma direcao da fase ordenada e mede
o grau de ordem & medida que a transicao de fase prossegue. A compreensao
de como essas transicoes de fase ocorrem ¢é extremamente importante, ja que
além de fornecer informagoes acerca do comportamento dos sistemas frente
a uma dada variagao de grandezas macroscopicas, essas mesmas informagoes
tem sido utilizadas no desenvolvimento de intimeras tecnologias inovadoras

2]

2.1.1 Classificacao das transicoes de fase

Basicamente, pode-se classificar uma transicao de fase como continua ou
descontinua. As transicoes de fase continuas no equilibrio envolvem uma
mudanca continua na entropia, o que significa que nao existe calor latente.
Exemplos desse tipo de transicao sao a transicao liquido-gas & temperatu-
ras acima da temperatura critica, transicao metal-supercondutor e muitas
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outras transicoes em sistemas magnéticos. As transicoes descontinuas sao
caracterizadas por uma mudanca descontinua na entropia em um valor fixo
de temperatura. Essa descontinuidade na entropia corresponde ao calor la-
tente que é dado por L = T6S, onde T é a temperatura na transicao e 0.5
a respectiva variacao na entropia. Alguns exemplos sdo transicoes dos tipos
liquido-géas e solido-liquido.

A primeira classificacao geral das transi¢oes de fase foi introduzida por Paul
Ehrenfest em 1933. Essa classificacao surgiu a partir de uma nova transi¢ao
de fase no hélio liquido observada em 1932, a "transicao lambda". Nessa
transicao, W.H. Keesom e outros pesquisadores observaram um salto de des-
continuidade na curva de transicao, determinando uma dependéncia da tem-
peratura com o calor especifico do hélio em um determinado ponto. Esse
salto aparente levou Ehrenfest a introduzir uma classificacao das transicoes
de fase com base na derivada da fungao de energia livre de Gibbs (G):

1. transicao de primeira ordem: As transi¢coes apresentam descontinuida-
des na primeira derivada de G:

@) @

2. transicao de segunda ordem ': As transicoes apresentam descontinui-
dades na segunda derivada de G:

a?c:) —c, (a?c:) ( e )
_ ’ = —Vkr, =V 2.2
(aT2 , T ap? ) ™\ arop B (22)

Uma das mais conhecidas transicoes de fase em mecanica estatistica de equi-
librio é a transicao ordem-desordem no modelo de Ising em duas dimensoes,
na qual o tamanho tipico dos dominios ordenados diverge & medida que a
temperatura critica 7, se aproxima. No equilibrio térmico essa transicao é
caracterizada pelas propriedades de simetria do modelo em estudo e nao de-
pende dos detalhes das interacoes microscopicas. Essa independéncia micros-
cOpica permite que varios sistemas de naturezas diferentes, porém de aspectos

1O primeiro exemplo fisico de transicio de fase de segunda ordem parece ter sido desco-
berto por Cagniard de la Tour em 1822 que observava o fenomeno de opalescéncia critica
em uma mistura formada por dgua e alcool. Essa mistura se torna opaca perto do ponto
critico, que é quando os comprimentos de correlagao espaciais se tornam comparaveis com
o comprimento de onda da luz visivel.
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macroscopicos parecidos sejam caracterizados como sistemas pertencentes a
uma determinada classe de universalidade [5]. A ideia de universalidade foi
implantada inicialmente por pesquisadores experimentais que observaram que
alguns sistemas fisicos aparentemente nao-correlacionados podem ser carac-
terizados pelo mesmo comportamento quando estao préximos da transicao.
A divisao em classes de universalidade também pode ser aplicada de maneira
eficiente nos campos relacionados as transicoes de fase fora do equilibrio. Con-
tudo, a universalidade aplicada nesse contexto pode envolver o tempo como
um grau de liberdade adicional as propriedades de simetria relacionadas a
evolugao da dinamica do sistema, dificultando assim sua caracterizagao [6].

2.1.2 Universalidade e expoentes criticos

Com o crescimento das pesquisas experimentais e tedricas em torno das
transicoes de fase e fenémenos criticos, viu-se o surgimento de novas teorias
de forma mais expressiva a partir da década de 60 [7]. Na verdade, a pri-
meira teoria relacionada as transicoes de fase e criticalidade surgiu na tese
de doutorado de van der Waals publicada em 1873. Apesar da ciéncia ter se
desenvolvido muito depois dessa época, a teoria fundamentada por van der
Waals continua importante para anélise do comportamento critico de siste-
mas fluidos. A partir da analise de um diagrama de fases para um fluido
simples, van der Waals percebeu que com o aumento da temperatura, a dife-
renca ¢ entre o volume especifico da fase liquida vy, e o volume especifico da
fase gasosa vg na coexisténcia também diminuia até se anular em um ponto
especifico denominado ponto critico. Além disso, ele percebeu que acima da
temperatura critica a pressao varia de forma bem comportada com o volume
especifico. Considerando esses pontos, pode-se caracterizar o comportamento
assintotico do parametro ¢ quando T' — T, como:

N
Y =v,—vg~ B (%) (2.3)

onde o fator B e a temperatura T, nao tem carater universal, porém, observou-
se experimentalmente que o expoente [ vale aproximadamente 1/3 para qual-
quer fluido ou até mesmo outros sistemas fisicos que possuam grandezas ana-
logas.

Outro fundamento importante foi o estudo do ferromagneto uniaxial simples
e a determinagao da equagao de Curie-Weiss. A figura 2.1 apresenta a variagao
da magnetizacao espontanea (m) em funcao da temperatura (7') .
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||

>
Ie 7

Figura 2.1: Magnetizacao espontanea para o ferromagneto uniaxial de Curie-
Weiss.

Fazendo uma analise ao longo da curva (H = 0,7 < T.), podemos deter-
minar o comportamento da magnetizacdo espontanea @ = |m|. Nesse caso,
1 estd associado & quebra espontanea de simetria do sistema na vizinhanca
do ponto critico. Grandezas desse tipo sao denominadas parametros de or-
dem, enquanto o parametro variavel, nesse caso a temperatura, ¢ denominado
parametro de controle.

A nocao de parametro de ordem foi introduzida por Landau na década de 30
quando ele criou uma teoria aplicada as transigoes de fases continuas. A teoria
de Landau [8] & baseada na expansao da energia livre do sistema em poténcias
do parametro de ordem 7 especifico de cada sistema [9]. Considerando a
vizinhanca do ponto critico, a energia livre de Gibbs pode ser expandida em
poténcias de n, por exemplo:

G=Go+an+an*+cn® +bn*+ ... (2.4)

A expansao foi feita até a quarta ordem devido ao baixo valor de n e a, a, ¢
e b sdo funcoes de pressao (P) e temperatura (T). n é obtido a partir da
minimizagao de GG, sendo assim:

oG
5, = + 2an + 3en® + 4bn® = 0 (2.5)
Ui

a 4 n(+2a + 3cn + 4bn*) = 0 (2.6)

7
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Da equagao 2.6 temos as seguintes solugoes possiveis:

a=0e n=0

a=0e n#0 (2.7)

Para garantir a minimizagdo, a derivada segunda de G deve ser sempre
positiva. Logo:

G

—— =2a+ 6cn + 12bn* > 0 2.8
e + 6cn + 120m (2.8)
Para n = 0, que corresponde a T' > T., devido a definicao do parametro
de ordem, a equacao 2.8 mostra que a derivada segunda é positiva se a for
positivo. Ja para n # 0 (T < T.), a segunda derivada de G desprezando-se o
termo de ordem 2 fornece a seguinte relacgao

—2a

= — 2.9
n=— (2.9)
Substituindo a equacao 2.9 na equacao 2.8 sem a constante b, tém-se:
0*G

Assim, para que a equacao 2.10 seja positiva, a obrigatoriamente deve ser
negativa. Ja que a é positiva para temperaturas maiores que 7, e negativa
abaixo dessa temperatura, conclui-se que a se anula no ponto critico. Assu-
mindo que a ndo possui singularidades no ponto critico [9], Landau propos a
seguinte expressao:

a=ay(T—1T,) (2.11)

onde

a>0 para T >T,
a=0 para T <T, (2.12)
a<0 para T <T,

Feitas essas consideracoes e lembrando que @ = 0 e que ¢ = 0 no ponto

critico, a equacao da energia livre de Gibbs e da sua segunda derivada na
criticalidade tomam as formas
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G. = Go+ ce® + ben* (2.13)
‘ 0*G
c 2
—8772 = 6¢c.n + 12b.n (2.14)

Considerando ¢ = 0!, (caso que apresenta uma linha de pontos criticos) [8], a
energia livre de Gibbs pode ser reescrita na forma da equacao 2.15 e a figura
2.2 apresenta sua representacao grafica para os casos indicados na equacgao
2.12.

G = Go + ag(T — T,)n* + bn’* (2.15)
a=0
&) a<0
\
0
n

Figura 2.2: Energia livre de Gibbs em func¢ao do parametro de ordem 7 para
os valores de a da equagao 2.12. Figura retirada da ref. [9].

Minimizando a energia livre de Gibbs, obtém-se:

o (T —=T-c) |a|

T 2 2%

Desprezando as poténcias mais altas de 7, a entropia do sistema pode ser
definida como:

(2.16)

_9%G
aT

!Para o caso em que ¢ < 0, as transicoes sdo classificadas como transicoes de primeira
ordem e, dessa forma, a descontinuidade aparece na entropia.

S = = S(] - CL07]2 (217)

9
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Lembrando que para T' > T, n = 0 pela propria definicao do parametro de
ordem |[8], tém-se:

S = So(T), para T > T,
2

2.18
S:S(H—(%)(T—Tc) para T <T, (2.18)

2b

Para T =T, e S = Sy, a entropia permanece continua mesmo nesse ponto.
O calor especifico ¢ definido como visto na equacao 2.1 e a partir da equacao
2.18 temos:

Cp=Cpy=T <%> para T >T,
o/ 2.19
o (2.19)
Cp=Cpp+T (i) para T < T,

A figura 2.3 mostra o aspécto da variacdo da entropia (2.3(a)) e do calor
especifico (2.3(b)) em fung¢ao da variagao da temperatura. A continuidade da
entropia e a descontinuidade do calor especifico permitem caracterizar essa
transicao de fase como sendo uma transicao de fase de segunda ordem, ja que
a descontinuidade aparece na segunda derivada da energia livre de Gibbs.

—u-l""“"-"
T
T T

(a) (b)

Figura 2.3: Continuidade da entropia e descontinuidade do calor especifico
na transicao de fase. A descontinuidade na segunda derivada da energia livre
de Gibbs é tipica das transicoes de segunda ordem. Figura retirada da ref.

[9]-
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2.1.3 Transicoes descontinuas ou de primeira ordem

2.2 O modelo de Ising

No equilibrio, as transi¢coes de fase de segunda ordem sao consequéncia das
correlagoes de longo alcance criadas entre os componentes do sistema, mesmo
que as interagoes microscopicas do sistema original sejam de curto-alcance
[1]. O modelo de Ising é provavelmente o modelo de transi¢ao de fase de
segunda ordem no equilibrio mais conhecido e melhor descrito. Apesar de
ser um modelo ferromagnético, esse modelo possui carater universal, sendo
capaz de captar os aspectos principais do comportamento dos sistemas na
criticalidade. O modelo pode ser representado por um conjunto de varidveis
spins que possuem a mesma direcao, porém podem assumir o mesmo sentido
ou sentidos opostos, como mostra a figura 2.4.

> - - - > -
-+ - - - - -
- —  a— —

- > . =

Figura 2.4: Representacao pictorica do modelo de Ising. Figura retirada da
ref. [10].

O modelo de Ising tem grande importancia na construgao da teoria micros-
copica de transicao ferromagnética por incorporar interagoes de curto-alcance
numa rede d-dimensional. O modelo é definido pelo Hamiltoniano

11
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N
H=-J) oioc;j—H) o (2.20)
(i) i=1

sendo o; uma varavel que pode assumir os valores £1 nos sitios 7 = 1,2,3..., N
de uma rede d-dimensional. O primeiro termo realiza a soma entre os vizinhos
mais proximos na rede, representando a energia de interacao que deve ser
capaz de produzir um estado ferromagneticamente acoplado (J > 0). O
segundo termo apresenta a interacao entre o sistema de spins e um campo
magnético externo aplicado.

As variaveis de spins podem ser interpretadas de diversas formas [7]:

1. como spins de 4&tomos que apontam para cima e para baixo;

2. liga bindria com sitios ocupados por atomos de dois tipos diferentes

3. nimero de ocupacao, assinalando a presenca ou auséncia de particulas
na rede;

Resolver o modelo de Ising implica na defini¢do da fungao particao canonica
Zy, sendo

Zy =Z(T,H,N) = exp(—fH) (2.21)
{oi}

onde 5 = 1/kgT, a soma é realizada sobre todas as configuragoes possiveis
das variaveis de spins e o hamiltoniano H é dado pela equagao 2.20. Também
é necessario encontrar uma expressao de forneca a energia livre de Gibbs
magnética por sitio (g):

-1
g=g(T,H) = ]\}15}1100 {B—N In ZN] (2.22)

Para uma rede unidimensional, a energia livre de Gibbs é obtida sem muita
dificuldade e sua expressdo (equacdo 2.23) é perfeitamente analitica (exceto
para T'= H = 0), ndo produzindo nenhuma magnetiza¢ao espontinea.

g(T, H) = —%m 7 cosh(BH) + [¢2* cosh?(BH) — 2sinh(2ﬁj)}”2}
(2.23)
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Através da expressao da enegia livre de Gibbs é possivel determinar todas
as propriedades termodinamicas do sistema |7]. A magnetizagdo por spin m
é dada por

m(T,H) = (-ZL) = _ 9.24
( ) ( )T [sinh®(BH + exp(—48J))] / (224

que se anula quando ndo ha aplicagdo de campo magnético externo (H = 0),
mostrando que o modelo nao se aplica ao ferromagnetismo e essa solugao
indica a auséncia de qualquer tipo de transicao, o que deixou Ising bastante
frustrado !.

Ao longo da historia, varias técnicas foram desenvolvidas na busca de reso-
lugoes para os modelos de Ising em duas e trés dimensoes. Essas técnicas sao
utilizadas para resolver problemas relacionados aos sistemas mais complexos
e fornecem bons resultados qualitativos de diagramas de fases. Porém, no li-
mite termodindmico a nao-analiticidade da energia de Gibbs torna discutivel
qualquer truncamento realizado nessas técnicas.

Em 1944, Onsager [41| produziu uma solu¢do nao-analitica para o modelo
de Ising numa rede quadrada com interagoes de primeiros vizinhos sem a
presenca de um campo externo. Para T — T,, o calor especifico diverge de

acordo com a equagao 2.25, com uma temperatura critica 7. bem definida e
dada por kpT./J = 2/In(1 + V/2).

CH=0 "~ hl ‘T — TFl ~ |T — TC|_a (225)

Portanto, a energia livre de Gibbs nao é analitica e nao pode ser colocada
na forma de uma expansao de Landau. Em 1950, C. N. Yang [42] verificou
um resultado de Onsager para a magnetizagao espontanea da rede quadrada,
obtendo o expoente critico 5 = 1/8. Atualmente, embora ainda nao haja
solucao exata para H # 0, pode-se afirmar seguramente que o expoente -y
(relacionado & susceptibilidade x(7',0) ~ |7]|77) vale 7/4 . Todas as redes
planas com interacoes de curto alcance possuem o mesmo conjunto de expo-
entes criticos (a =0, =1/8,v =T7/4).

LCom base no resultado obtido na analise unidimensional em 1924, Ising concluiu erro-
neamente que seu modelo ndo apresentaria a transicao de fase entre as fases ferromagnética
e paramagnética para nenhuma outra dimensdo. Em 1943 Lars Onsager mostrou que o
modelo de Ising bidimensional apresentava a transicao de fase ferromagnética. Somente
em 1949, 25 anos apés o término de sua tese é que Ernest Ising tomou conhecimento da
importancia de seu modelo para a literatura cientifica.

13
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A figura 2.5 apresenta a captura de imagens de forma a ilustrar a transicao
ferromagnética do modelo de Ising. O primeiro quadro mostra a configura-
cao tipica da rede para T" < T, representando a fase ordenada que gera a
magnetizacao espontanea. Para T = T, podemos observar a formacao de
aglomerados formados por spins de mesma orientacao. O terceiro quadro
(T > T.) representa a fase paramagnética, onde os spins possuem orientagoes
desordenadas e a magnetizacao espontanea global se anula.

T=0.98 T¢

Figura 2.5: Configuracoes tipicas do modelo de Ising bidimensional em equili-
brio térmico para os estados subcritico, critico e supercritico. Figura retirada
da referéncia [1].

Em trés dimensoes, a solucao exata para o modelo de Ising ainda perma-
nece como um problema em aberto. No entanto, desde a década de 60 vem
surgindo excelentes expansoes em séries de altas temperaturas de varias gran-
dezas termodinamicas que fornecem com seguranca um conjunto de expoentes
criticos dentro da faixa experimental para sistemas fisicos em trés dimensoes.
Esses expoentes e os outros expoentes criticos tém seus valores apresentados
na tabela 2.1.
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Landau | Ising(d—2) | Ising(d—3) | Experiéncias
Gl 1/2 1/8 5/16 0,3- 0,35
v 1 7/4 5/4 12-14
5| 3 15 5 42-48
a 0 0(log) 1/8 0

Tabela 2.1: Tabela de expoentes criticos de maiores significados termodina-
micos |7].
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Capitulo 3

Transicoes de fase para estados
absorventes

3.1 O Processo de Contato (PC)

O processo de contato é um modelo estocastico utilizado para estudar e
prover resultados que caracterizem sistemas de interagao entre individuos
em uma rede d-dimendional, sendo possivelmente o modelo mais simples de
apenas um estado absorvente [11]. Define-se como estado absorvente o estado
no qual o sistema atinge um estado irreversivel, ou seja, a transicao ocorre
de um estado ativo para o estado inativo (absorvente) e ndo pode mais sair
dele. Um exemplo seria a extin¢ao de um virus apds uma epidemia.

Para explicar o modelo PC usa-se aqui a aplicacao do mesmo na modelagem
de espalhamento de epidemias, como introduzido pioneiramente por Harris
[12]. Cada sitio i de uma rede pode conter um individuo infectado (o; = 1)
ou sadio (o; = 0). Com uma taxa unitaria, os individuos infectados podem se
tornar sadios (0; = 1 — 0; = 0) sem depender das condigdes de seus vizinhos.
Individuos sadios sao infectados (o; = 0 — 0; = 1) com uma taxa nA/2d, em
que n representa o nimero de vizinhos infectados e d representa a dimensao do
sistema. Para distinguir as fases ativa e inativa e analisar o comportamento
desse sistema, um parametro de ordem p é introduzido para representar a
densidade de individuos infectados na rede. Esse parametro de ordem se anula
no estado absorvente, caracterizado pela auséncia de individuos infectados.
A medida que a taxa \ aumenta além de um determinado valor critico A,
o sistema sofre uma transicao de fase do estado absorvente para o estado
estacionério ativo.
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Figura 3.1: Parametro de ordem p indicando os limites entre o estado absor-
vente e o regime ativo, onde ocorre o inicio da epidemia (A = A.). Figura
retirada da ref. [13].

Nas proximidades do ponto critico o parametro de ordem p decai rapida-
mente segundo uma lei de poténcias dada por

pr~ (A=), (3.1)

onde B & o expoente critico associado ao parametro p e p corresponde ao
parametro de ordem no limite termodinamico (¢t — o) . Modelos que pos-
suem uma transicao continua para um tnico estado absorvente normalmente
pertencem a classe de universalidade de percolacao dirigida (DP, do inglés
directed percolation- vide segao 3.5), como é o caso do proprio processo de
contato [14, 15, 16, 17].

3.2 Teoria de campo médio para o processo de
contato

A teoria de campo médio (TCM) prové aproximagdes bastante simplifica-
das que sao capazes de fornecer informacoes utilizadas na compreensao do

comportamento geral do modelo em estudo. Através de aproximacdes mate-
méticas, definem-se equacgoes que fornecem uma estimativa das caracteristicas
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gerais do modelo. O principal problema da utilizacao dessa técnica esta no
fato de que a teoria de campo médio considera que os sitios da rede sao
descorrelacionados (o estado de um sitio nao interfere no estado dos outros
sitios), o que ndo é verdade, ja que os estados dos sitios sdo altamente cor-
relacionados. Por essa razao, em geral, essa teoria fornece resultados pobres
no ponto de vista quantitativo, porém, sao de boa aplicabilidade no ponto de
vista qualitativo, servindo de guia para outras investigacoes [1].

Considerando o processo de contato unidimensional (segao anterior), a pro-
babilidade de que um individuo escolhido ao acaso num instante ¢ esteja ativo
vale p. Complementarmente, a probabilidade de selecao de um sitio inativo
vale 1 — p. A tabela 3.2 apresenta as taxas de transicao para cada evento do
processo de contato unidimensional.

processo | taxa (W;) | AN;
e0e 000 )\pz(l—p) +1
€00 —>000 %p(l—p)z +1
coe—>0ee %p(l—p)Z +1
e — O P -1

Tabela 3.1: Taxas de transicao para o processo de contato unidimensional.
Tabela adaptada da referéncia [13].

A equacao de evolucao do pardmetro de ordem em relacao ao tempo é for-
mada pelo somatorio do produto da taxa de transicao pelo respectivo niimero
de particulas criadas AN em cada um dos 4 casos possiveis:

% = Z AN;W; = (/\pQ(l—p))(1)+(%p(l—p)Q)(1)+(%P(1_P>2)(1)+(P)(_1)

(3.2)
o _ (A—1) = A\p? (3.3)
a " P '
Considerando o estado estacionério:
dp
oF A4
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Assim, igualamos a equagao 3.2 e obtemos apds um tempo longo as solugoes:

p=0, se A< A,
-1 3.5
p:)\T, se A > A, (3:5)

definindo 4 = XA — 1 e pg como sendo a densidade inicial da populacao. No
ponto critico = 0 e a densidade populacional decai algebricamente:

plt) = < f“pot (3.6)

J& nas proximidades do ponto critico, o parametro de ordem geralmente segue
a lei de poténcia

poc (A= AP (3.7)

Através da equagao 3.5, é possivel verificar graficamente a variacao da
densidade p construindo a curva de p versus A. O resultado para o caso
mostrado aqui esta representado na figura 3.1.

3.3 Simulacoes de Monte Carlo

Transicoes de fase fora do equilibrio sao frequentemente estudadas utilizando
os métodos de Monte Carlo, ja que os modelos podem ser considerados pro-
cessos estocasticos com dependéncia temporal e esses podem ser simulados
com relativa facilidade [1]| utilizando tais métodos.

As simulag¢oes numéricas tém como objetivo principal a determinacao de
valores precisos para pontos criticos, expoentes criticos e fungoes de escala.
Essas simulagoes sao realizadas utilizando duas principais técnicas distintas:
em uma, os estados iniciais sao homogéneos e na segunda as simulacoes sao
inicializadas com uma tnica semente ativa.

3.3.1 Estados Iniciais Homogéneos

A primeira tarefa é encontrar o ponto critico do sistema. Utilizando um
sistema relativamente grande, tipicamente maior que T%, onde T" é o tempo
total da simulagdo e z = /v, é o expoente critico dinamico esperado, os
resultados sao protegidos dos efeitos presentes em sistemas de tamanhos fini-
tos. As primeiras simulacoes geralmente partem de um sistema representado
por uma rede completamente ocupada, onde a evolucao da densidade de sitios
ativos é medida em relacdo ao tempo. A utilizacao de um sistema de grandes
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dimensoes diminui a ocorréncia de erros estatisticos, porém, se utilizados sis-
temas de tamanhos finitos, a densidade deve ser medida reiteradas vezes e a
média apos IV interacoes deve ser tomada para evitar o mesmo tipo de erro.

O expoente o = /v é determinado pela medida da inclinagao da reta que
apresenta a variacao da densidade em funcao do tempo em escala logaritmica.
Em seguida, o expoente v é determinado pela andlise de diversos conjuntos
de dados medidos nas vizinhangas do ponto critico, gerando o grafico p(t)t“
versus t(p — p.)"!l sendo p e p. o parametro de controle e o valor critico desse
parametro considerando esse um processo relacionado a DP'.

O terceiro expoente é determinado pela analise por escala de tamanhos
finitos. Para tanto, é aconselhdvel que a dimensao linear do sistema seja
incrementada em poténcias de 2 (L = 2,4,8,16,32...) e o decaimento da
densidade p(t) deve ser quantificado. Construindo a curva de p(t)t® versus
t/L* o expoente dinamico z deve ser ajustado de tal forma que todas as
colapsem. Em sistemas finitos podem aparecer curvas que nao cruzem com
as outras, nesses casos os dados devem ser descartados |[1].

3.3.2 Simulacoes por sementes

A técnica de geracao de sementes para formagao de aglomerados de indivi-
duos ou sitios ativos foi introduzida por Grassberger e de la Torre [18]. Na
fase ativa existe uma probabilidade finita de se formar um aglomerado de
dimensoes infinitas na rede. Para caracterizar o crescimento desses aglome-
rados, costuma-se calcular a probabilidade de sobrevivéncia Pj,,(t) medida
considerando-se a média de varios aglomerados, o nimero de sitios ativos
N,(t) medido no tempo ¢ considerando a média tomada em todos os aglo-
merados e o quadrado médio do espalhamento R?(t) também medido consi-
derando a média de todos os aglomerados da rede. No ponto critico, essas
quantidades variam conforme as seguintes leis de poténcia:

Psob(t) ~ t_(s (38)

No(t) ~t° (3.9)

! p e p. representam uma generalizacio relacionada a qualquer parametro de controle
utilizado em sistemas que pertengam a classe DP (vide segio 3.5). Eles podem, por exem-
plo, representar a temperatura quando essa é utilizada para verificar o comportamento do
parametro de ordem em relacdo a sua variacao, como mostrado na secao 2.1.
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R? ~ ¢ (3.10)

Sendo ¢ o expoente relacionado a variacao do ntimero médio de sitios ativos
na rede e z um expoente dinamico dado por z = v} /v,.

O processo ¢ primeiramente simulado na criticalidade. Essas simulacoes
permitem estimar os dois expoentes independentes (5 = 8 /v e 2 = v}/v1)
e © ¢é obtido pela relagao de hiperescala [1].

©=d/z—a—90 (3.11)

sendo d a dimensao do sistema.

O terceiro expoente 1| pode ser determinado pelas simulagoes fora da cri-
ticalidade, plotando N, (t)t=° versus t(p — p.)"l e ajustando v para que a
curva colapse.

3.4 Efeitos da desordem

Os estudos realizados acerca de um sistema com desordem devem ter o obje-
tivo de responder as seguintes questoes:

1. A transicao de fase continuard a mesma em relacao ao sistema sem
desordem?

2. Se a transicao de fase permanece continua, o sistema desordenado apre-
sentara o mesmo comportamento critico do sistema puro ou apresentara
mudanca de classe de universalidade?

3. Somente a transicao de fase sera influenciada ou a desordem provocara
alguma alteracao significativa em sua vizinhanga?

A partir dessas consideragoes, faz-se valido lancar mao de alguns conceitos
necessarios para que essas questoes sejam respondidas, como o critério de
Harris e fases de Griffths, que sao inerentes a quaisquer sistemas com desor-
dem [19]. O critério de Harris consiste em uma relacao que fornece o grau de
relevancia da desordem em um sistema. Além disso, a literatura mostra que
o processo de contato com desordem apresenta mudanca de classe de univer-
salidade, deixando de pertencer a classe de universalidade DP para a classe
de universalidade de Ising transverso [19]. Assim, espera-se que outros sis-
temas com as mesmas simetrias também apresentem tal variacdo. As linhas
subsequentes apresentam uma breve abordagem desses conceitos.
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3.4.1 Critério de Harris

Um importante trabalho feito por Harris [12]| aplicado inicialmente no mo-
delo de spins resultou em uma relacao capaz de mostrar a relevancia da de-
sordem no sistema, o chamado critério de Harris. Tal relacao é dada por

dv < 2 (3.12)

onde d é a dimensao do sistema e v o expoente de comprimento de correlacgao.
Segundo esse critério, se a condi¢ao 3.12 for obedecida, a desordem possui
relevancia consideravel no sistema, podendo causar inclusive a alteracao de
classe de universalidade do sistema. Nos sistemas fora do equilibrio, o tempo
entra como um grau de liberdade adicional 2] e, dessa forma, o critério de
Harris para esse contexto é semelhante ao utilizado nos estudos dos sistemas
no equilibrio, porém v tem variacao temporal e por isso utiliza-se v = v/ .

Para justificar tal expressao, é necessario analisar a importancia da alea-
toriedade das ligacoes 0J nas proximidades do ponto critico. Essa anélise é
feita considerando-se as médias das flutuagoes calculadas sobre o volume de
correlagdo £(¢)?. Considerando que as médias das interagoes J;; entre sitios
¢t e 7 dentro do volume de correlagao sao nao-correlacionadas perto do ponto
critico e decaem com o quadrado desse volume de correlagao: [20]

1 vyd
e T = 1d/2
Jz] g(t)d/g |T TC| ) (313)
Desde que as ligaces J;; interfiram no valor de 7., definimos [t| como a
distancia entre os pontos T e T.. Considerando T? como o ponto critico
relacionado a intera¢ao média J;;, podemos definir a seguinte condigao

T9 > |T —T.| < |T/T, — 1|"*%? > |T/T, — 1 (3.14)

L7192 > 1t — 0 (3.15)

Ou seja, para que o comportamento critico permaneca estavel (ou seja, a
desordem nao provoca alteragoes relevantes),

vid>?2 (3.16)

Note que, por considerar a média 7, o critério de Harris deve ser aplicado em
sistemas de grandes dimensoes. Efeitos provocados em sistemas de pequenas
escalas e, consequentemente, com taxa de desordem finita, nao sao cobertos
pelo critério.
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O critério de Harris pode ser utilizado para classificacao de pontos criticos
em relacao a intensidade de desordem e a variacao do comprimento de corre-
lagao. A classificacdo se da em trés classes [21]: A primeira classe contém os
pontos criticos que cumprem o critério de Harris. Nessas transicoes, a inten-
sidade da desordem decresce e o sistema se torna homogéneo para grandes
escalas. Consequentemente, o comportamento critico do sistema desordenado
é idéntico ao comportamento critico do sistema originalmente puro. Na se-
gunda classe, encontram-se os sistemas que mantém o carater nao-homogéneo
para qualquer escala com uma intensidade de desordem se aproximando de
um valor finito para sistemas de grande escala. O parametro de ordem pos-
sui decaimento segundo lei de poténcias nas proximidades do ponto critico,
porém o sistema apresenta expoentes criticos diferentes dos expoentes do sis-
tema original e, dessa forma, o sistema desordenado se enquadra em uma
classe de universalidade diferente. Nos pontos criticos da terceira classe, a
intensidade da desordem aumenta de forma ilimitada. Nesses pontos criticos
denominados pontos criticos de desordem infinita, a variacao do parametro de
ordem com uma lei de poténcias é substituida por uma variacao exponencial.
Ao contrério da segunda classe que em uma analise macroscopica a largura da
distribuicao de probabilidades se anula no limite termodinamico, os pontos
criticos da terceira classe apresentam uma distribuicao de probabilidades que
diverge no limite termodinamico.

Essa classificacao foi construida observando-se o valor médio de intensi-
dade de desordem do sistema. A partir de uma andlise local, vé-se que o
comportamento em determinadas regides pode variar, gerando regidoes com
alta intensidade de desordem e outras regidoes com baixa intensidade de sitios
excluidos, ocasionando o aparecimento das chamadas fases de Griffiths [22].

3.4.2 Fases de Griffiths

A desordem se apresenta nos sistemas como imperfei¢oes, espagos vazios
ou sitios inertes. Como se pode presumir, a desordem aparece distribuida de
forma aleatoria na rede que compoe os sistemas em andlise. Por essa razao,
a rede pode apresentar regioes contendo uma densidade maior de espacos va-
zios e também pode apresentar micro-regioes em que a desordem nao alterou
seu aspecto de forma relevante, sdo as chamadas regides raras 3.2(b). Essa
diferenca de densidades locais altera a relacao de variacao do parametro de
ordem em relacao ao tempo, consequentemente, altera também o comporta-
mento deste em relagao ao parametro de controle, induzindo o aparecimento
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das fases de Griffiths [22].

As fases de Griffiths representam uma regiao bem definida localizada entre
as fases inativa e ativa de um diagrama de transicdo de fases. Ou seja, ela
estd compreendida em um regiao delimitada pelos valores criticos \g e A. do
parametro de controle, em que )\q indica a transicao de fase entre a fases
inativa e a regiao de Grifitths e \. indica o inicio da fase ativa propriamente
dita 3.2(a). Tipicamente, um sistema sem desordem apresenta uma transicao
direta do estado absorvente (inativo) para a fase ativa.

rare region

P Pt ot
nacive |~ Actve ottt td ttd

= et t bttt N
te A ttt ottt
Py i el tt ittt
/ bothotth ottt

= e - t 4ttt tt
Ao Ae A ttt bttt ttt bttt
(a) fases de Griffths. (b) Regibes raras.

10' 10° 10° 107
t

(c) Decaimento de p em funcdo do tempo.
Figura 3.2: (a) Regido de abrangéncia das fases de Griffths considerando a

variagao de A; (b) Regides raras; (¢) Decaimento de p em fun¢ao do tempo.
Figura retirada da ref. [22].
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A desordem aleatoéria diminui a capacidade de suporte da rede de forma
heterogénea. Assim, as regides mais penalizadas por este fené6meno tendem
a ter uma taxa de ocupacao muito menor do que a taxa de ocupacao nas
regioes raras. Assim, o sistema, de uma forma global, ainda se encontra em
estado subcritico, porém nas regioes raras o sistema se encontra no estado
critico. Em um sistema limpo (sem desordem) o decaimento do parametro
de ordem segue a lei de poténcias p(t) ~ t~° nas proximidades do ponto
critico. No entanto, com a insercao de desordem, é possivel perceber que esse
tipo de decaimento é observado para uma gama muito maior de valores de A,
formando assim uma regido de decaimento por lei de poténcias 3.2(c).

3.4.3 Classe de Universalidade de Ising Transverso com
campo aleatoério

A Classe de Universalidade Ising transverso é a classe que possui como
um de seus principais modelos o processo de contato desordenado em rede
bi-dmensional [19]. Apresenta-se aqui uma breve discussdo em torno do mo-
delo de Ising transverso (TIM do inglés, Transverse Ising Model) com campo
aleatorio e uma tabela (3.4.3) com os respectivos expoentes criticos que ca-
racterizam tal classe.

O modelo TIM ¢é descrito pelo Hamiltoniano

H=-) Tl =Y _ Jyolo? (3.17)
i <ij>

em que o campo I'; e o acoplamento entre os primeiros vizinhos sao varidveis
aleatorias, os o’s representam as m matrizes de Pauli e os somatorios sao
realizados sobre os sitios de uma rede d-dimensional. Quando o campo nao
tem aleatoriedade (I =T, J;; = J), o comportamento critico modelado pelo
Hamiltoniano 3.17 em temperaturas finitas é descrito pelos mesmos expoen-
tes criticos do modelo de Ising d-dimensional, mas para 7" = 0 ocorre uma
transicao de fase no valor critico de I'/J com os mesmos expoentes do modelo
de Ising em (d + 1)- dimensbes como analisado por Pfeuty e Elliot em 1971
[23]. Para o caso unidimensional existe uma transi¢ao no estado fundamental
em que ¢g. = (I'/J). = 1 (Katsura [24| 1962, Pfeuty [25] 1970), sendo g, a
curva critica do modelo. Em 1974 Harris [12] sugeriu a presenca de um salto
de descontinuidade na curva critica g.(p), sendo p a concentra¢do nao-nula
de constantes de acoplamento j. Considerando a temperatura zero, o salto
de descontinuidade ocorre em p = p., em que p. € o limiar de percolacao:
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abaixo de p, nao existe ordenamento de longo alcance na rede e g.(p.) = 0.
Para o valor de p imediatamente maior que p,, g.(p.) = 1, gerando o salto de
descontinuidade (figura 3.4).

Em 1979, Pfeuty [26] determinou de forma exata as condigoes criticas de
TIM na temperatura nula, mas ele se deparou com dificuldades relaciona-
das ao tratamento quantico feito pela teoria de grupo de renormalizacao e,
dessa forma, os resultados para o modelo em uma dimensao foram obtidos
para apenas alguns casos de aleatoriedade. As relagoes de recorréncia sao
construidas aplicando-se o operador proje¢io no estado fundamental (3.19)
enquanto todos os outros spins da rede sao somados.

Considerando que o sistema original e o sistema apoés a transformagao feita
pela renormalizacao sejam representados pelas constantes de acoplamento j
e j' respectivamente, essa transformacao pode ser descrita por

7'=7'" (3.18)
e é definida como a aplicagao do operador projecao P de tal forma que

(myms| P'(j') [mams) = Y (mimamgma| P(j) [mimamama) — (3.19)
momay
onde P e P’ sdo os operadores projecao do estado fundamental para os clusters
apresentados nas figuras 3.3(a) e 3.3(b), com J; = J,i = 1,4. Os estados |m;)
sao autovalores de o?Z.

1 7 2
o J1 i
) .;’(.jlf.j}.jﬂ!.j'—l)
J4 J2
A . S
b 73 3 3

(a) (b)

Figura 3.3: Clusters utilizados na transformacao para o modelo TIM, onde
ji = Ji/T" pode assumir os valores 0 ou 1. A figura 3.3(b) apresenta o acopla-
mento j; entre os spins 1 e 3. Figura retirada da ref. [27].
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Para esse modelo, as constantes de acoplamento j = 1/g = J/I" s@o variaveis
aleatorias distribuidas de acordo com a distribui¢ao de probabilidades P(j;) =
(1—p)d(4;)+pd(j;—j). A figura 3.4 apresenta o diagrama de fluxos construido
através da teoria de renormalizacio para o modelo TIM bidimensional. E
possivel observar o salto de descontinuidade no ponto critico p. = 0, 618.

0.5

0 p Q:DMB 1

Figura 3.4: Diagrama de fluxos do modelo de Ising transverso bidmensional a
temperatura zero mostrando o ponto fixo e as linhas de fluxo. Figura retirada
da ref. [27].

A tabela 3.4.3 apresenta os valores dos expoentes criticos para a classe de
universalidade Ising Transverso:

Expoente critico | Valor (genérico) | Valor (percolagao)
B, 0,96(2) 5/48
3 1,15(15) 5/36
v 1,20(15) 4/3
b 0,51(6) 01/48
o 1,9(2) 5/91
€] 0,15(3)

Tabela 3.2: Valores dos expoentes criticos da classe Ising Transverso [19]. Os
valores da transi¢do por percolagdo foram obtidos de [28].
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3.5 Percolagao Direcionada (DP)

A classe de percolacao direcionda é uma das mais importantes classes de
universalidade dos processos fora do equilibrio com estados absorventes |13].
Tal classe pode ser definida como sendo um problema de ligacao comum en-
tre individuos de uma determinada rede, na qual as ligagoes sao distribuidas
aleatoriamente. Como analogia, pode-se citar o deslocamento da agua atra-
vés de um material poroso. A medida que a agua flui pelo material, o fluxo
tomado por ela é definido por uma probabilidade p, sendo que os sitios "mo-
lhados"podem ser interpretados como particulas e as localidades "secas"como
sitios vazios da rede.

Existem dois tipos fundamentais de modelos de percolacao:

1. Percolacao Isotrépica: O fluxo das ligagoes nao é direcionado, ou
seja, as ligacoes sao feitas em todas as direcoes.

2. Percolagao Direcionada: Neste caso o fluxo de ligacoes possui uma
direcao preferencial no espago. Como exemplo citamos um determinado
liquido que adentra os poros de um certo material devido a atragao gra-
vitacional ou o percurso feito por um sinal elétrico aplicado na entrada
de um circuito formado por diodos. Essa direcao preferencial pode ainda
ser interpretada como uma coordenada temporal na caracterizacao do
sistema em estudo.

A figura 3.5 apresenta a esquematizagao dos possiveis processos relacionados
a percolacao direcionada quando essa é vista como uma reacao de difusao.
Considere que o fluxo tem direcao descendente.

/"\
A\/

Figura 3.5: Interpretacao dos processos de DP como um processo de reagao
de difusao:3.5(a) processo de morte, 3.5(b) e 3.5(c) processo de difusdo, 3.5(d)
processo de coagulacao.

28



CAPITULO 3. TRANSICOES DE FASE PARA ESTADOS
ABSORVENTES

Supoe-se que cada sitio ativo representa uma particula A. Se dois cami-
nhos subsequentes encontram-se fechados, a particula desaparece no préximo
passo de tempo (figura 3.5(a)). Caso um dos dois caminhos estejam aber-
tos, a particula difunde de forma estocastica para um dos dois lados, como
apresentado na figura 3.5(b). Caso os dois caminhos subsequentes estejam
abertos, a particula produz uma particula descendente (A — 2A) e cada uma
delas difunde por um dos caminhos disponiveis (3.5(c)). Considerando que o
sitio de destino pode se encontrar previamente ocupado, caso duas particulas
atinjam o mesmo sitio elas sofrem um processo irreversivel de coalescéncia
(2A — A), como mostra a figura 3.5(d).

A rede efetivamente sofre percolacao é dado quando a probabilidade de liga-
cao p excede um determinado valor de probabilidade critica p., ou seja, nesse
momento existe um niimero muito grande de ligacoes que conectam duas bor-
das da rede. Proximo a p. o sistema apresenta comprimentos caracteristicos
de correlagao espacial § e temporal £ :

& o< (pe — p)"! (3.20)

5J_ X (pc - p)ul

A diferenca de simetria faz com que os expoentes criticos relacionados v} e v
sejam diferentes. A razao v /v, =1,7674 ¢ um importante expoente dinamico
(expoente z) e fornece uma relagdo entre esses expoentes na criticalidade.

A tabela 3.3 apresenta os valores tipicos dos expoentes criticos da classe de
universalidade DP:

(3.21)

Dimensao: @ B y 6 v n
1 0,159464(6) | 0,276486 | 2,277730(5) | 0,159464(6) | 1,096854 | 0,313686(8)
2 0,451 0,536 1,60 0,451 0,733 0,230
3 0,73 0,813 1,25 0,73 0,584 0,12
4+ 1 1 1 1 0,5 0

Tabela 3.3: Valores dos expoentes criticos da classe DP. Tabela retirada da

ref. [1].
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Capitulo 4

Processo de Contato em sub-redes

O processo de contato em sub-redes, proposto e desenvolvido em [4], re-
presenta uma variacao do processo de contato em duas dimensoes. Tal mo-
delagem foi feita objetivando a observacao de como individuos interagentes
se comportariam em uma rede dividida em duas sub-redes e, dessa forma,
analisar as transicoes de fase inerentes ao sistema com apenas um estado ab-
sorvente (processo de contato padrdo, por exemplo) e observar também as
transicoes de fase por quebra de simetria entre as sub-redes.

O ® O
e,
O (At Ng

O O O

(a) (b)

Figura 4.1: Configuracao basica das sub-redes (a) e taxas de criagao de novos
individuos (b).

Uma rede quadrada de dimensoes LxL foi dividida em duas sub-redes, como
apresentado na figura 4.1. As sub-redes sao definidas inicialmente formando
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um padrao semelhante a um tabuleiro de xadrez. Como no processo de con-
tato convencional, a rede é composta por sitios vazios (o; = 0) ou sitios ocu-
pados (o; = 1), sendo que cada sitio pode conter no maximo uma particula.
Cada particula cria uma nova particula em um de seus primeiros vizinhos
com taxa A; e cria particulas nos segundos vizinhos com taxa Ay. Conside-
rando a forma na qual a rede foi dividida (figura 4.1(a)), fica claro que \;
representa a taxa de criacao na sub-rede oposta e a taxa Ay representa a taxa
de criacdo na mesma sub-rede da particula criadora (figura 4.1(b)). Um sitio
ocupado da rede se torna vazio com taxa unitaria, sendo que essa taxa nao
depende do numero de vizinhos. Em adicao a essa taxa unitaria, o modelo
inclui um termo adicional de aniquila¢ao pn?, onde x4 é uma constate relaci-
onada a escala (ndo interfere no comportamento, mas permite uma melhor
visualizagdo dos resultados) e n; representa o numero de vizinhos ocupados.
Tal termo deve ser no minimo quadratico para que as quebras de simetria
sejam observadas. Esse termo adicional de aniquilacao funciona como termo
de inibi¢ao, em que uma densidade alta em uma sub-rede inibe (localmente)
a atividade na outra sub-rede.

Nomeando as sub-redes como A e B, as densidades macroscopicas de par-
ticulas nas sub-redes sao definidas como p4 e pp respectivamente, sendo o
tnico estado absorvente dado por ps = pp = 0. A densidade total de par-
ticulas na rede ¢ dada por p = pa + pp e a diferenca entre as densidades é
¢ = |pa— pp|- A partir dessas defini¢oes, pode-se inferir a existéncia de duas
novas fases no diagrama de fases: A fases ativo-simétrico (AS) e a fase de
ativo assimétrico (AA). A fase AS existe para taxas em que as densidades de
ocupagao nas duas sub-redes sdo as mesmas (p4 = pp), resultando em ¢ = 0.
A fase AA, por sua vez, ocorre quando ¢ = |ps — pg| > 0, resultando em
¢ # 0. Dessa forma, ¢ é um parametro de ordem que caracteriza a transi¢ao
de fase pela quebra de simetria do sistema. Para valores muito baixos de A;
e A2 0 sistema permanece no estado absorvente (ABS).

4.1 Teoria de Campo Médio para o PC em sub-
redes

A teoria de campo médio (TCM) para esse modelo em uma rede de nimero
de coordenacao ¢ é dado pelas seguintes equagoes acopladas:
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d

% = —(1+ papi)pa+ (Mps + A2pa)(1 = pa) (4.1)
dpp _ 2 2

T —(1 4 pg®p2)ps + Mpa + Xops)(1 — pB) (4.2)

As equacoes de evolucao 4.1 e 4.2 podem ser divididas em dois termos
principais: o termo de aniquilagao (parcela negativa) e o termo relacionado
a criacdo de particulas (parcela positiva). No termo de aniquila¢do, nota-se,
além da taxa unitaria, um termo adicional de inibicdo pug®. A medida que
a densidade de particulas aumenta em uma sub-rede, a sub-rede oposta tem
um decréscimo no seu nimero de sitios ativos.

O termo positivo apresenta a relacao entre as taxas de criacao A\; e A\ e as
densidades das sub-redes, de forma a garantir que o aumento populacional
em uma sub-rede provoque a reducao de particulas na sub-rede oposta. A
multiplicagdo pelos termos 1 — p4 e 1 — pp garantem que a criacao seja feita
apenas nos sitios vazios.

A partir dessas duas equacoes, é possivel definir as equacoes de evolucao de

peo:

d A A 1

L= (A= 1)p— 50" = 56 = 1ua’(p* = *)p (43)
d 1
d—q; = (A=1=2op)d = 2ug*(p* — ¢*)¢ (44)

Onde A= o — X e A=+ Ay
Resolvendo essas equagoes considerando o regime estacionério (dp/dt = do/dt =
0), a equacao de variacdo de p em relagdo a \; e Ay é dada por

1

p=5-[V(8/2)? + 4r(A = 1) = (A/2)] (4.5)

com k = pug*/4. Através da equagao 4.4, nota-se que a solugio é estavel com
¢ # 0, quando
ag=A—1—dop+kp® <0 (4.6)

A transicao para a fase assimétrica ocorre quando a, = 0, o que implica

(200 + A2 (A — 1) = 2(Xy — 1)[8k(Ag — 1) + (2X5 + A)A]. (4.7)

Utilizando as expressoes 4.5 e 4.6, é possivel construir um diagrama dos
parametros p e ¢ em relacdo a Ay (figura 4.2). O diagrama apresenta o
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comportamento de tais parametros de ordem e é possivel verificar a transicao
da fase inativa para a fase AS (quando p # 0) e entre as fases AS-AA (quando

6 # 0).

2k T T T T T 17T T T T T 17T T T T

1.5

a -
05
0“ 1 1 L1111 ‘f 1 | | ‘ 1 e LJJJJ:l
0.1 1 10 100

Figura 4.2: Comportamento dos parametros de ordem p (linha cheia) e ¢
(linha tracejada) em relacao a variagao de \y. Parametros: p=2e A\ =0, 1.

A figura 4.3 apresenta o diagrama de fases construido a partir da equa-
¢ao 4.7. Note que a transicao entre as fases ativa e ativo-assimétrico ocorre
apenas para valores intermediarios de Ay, assim, com o aumento de Ay a
partir de Ay = 0,1, ocorre a primeira transicao da fase inativa para a fase
ativo-simétrico. Mantendo a progressao de Ay ocorre transicao entre as fa-
ses de ativo-simétrico e ativo-assimétrico, ocorrendo em seguida a transi¢ao
inversa, da fase ativo assimétrico para ativo-simétrico. Diagramas com essa
propriedade sao classificados como diagramas de carater reentrante. Observa-
se ainda que a fase ativo-assimétrico nao existe para A\; > A; x (i), sendo
A(p) = 7,1443 com p = 2. A figura 4.3 apresenta ainda os valores obtidos
por meio de simulacoes utilizando o método de Monte Carlo, que geraram
as curvas pontilhadas. Os resultados previstos pela TCM e pelas simulagoes
estao qualitativamente em conformidade, mas, a TCM superestima as regioes
das fases no diagrama. Em particular, os resultados obtidos pela TCM apre-
sentam valores muito maiores de \j(u) em relacdo aos resultados obtidos por
simulacao. Todas as transicoes ocorrem de forma continua.
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Figura 4.3: Diagrama de fases no plano A\; — Ay para p = 2 mostrando as
fases absorvente (ABS), ativo-simétrico (AS) e ativo-assimétrico (AA). As
linhas foram obtidas através da teoria de campo médio e os simbolos através
de simulagao. Figura retirada da ref. [4].

4.2 Resultados obtidos por simulacoes

As simulacoes foram realizadas utilizando o Método de Monte Carlo apli-
cado as redes quadradas de dimensoes lineares L = 20,40, ..., 320 sitios, com
condicoes de fronteiras periodicas. Primeiramente, um sitio é selecionado ale-
atoriamente. Se o sitio estd ocupado é criada uma nova particula em um dos
seu vizinhos com probabilidade p; = A;/W ou em um de seus segundos vizi-
nhos com probabilidade p, = X\o/W, sendo W = 1+ A\ + \g + pn? a soma das
taxas de todos os eventos possiveis. Em contrapartida, o sitio se torna vazio
com probabilidade complementar 1 — (p; + py). Para aumentar a eficiéncia do
algoritmo, os sitios sao escolhidos de uma lista contendo N,.. ocupados. Por
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consequéncia, o tempo ¢é incrementado de At = 1/N,.. depois de cada evento.
Para as simulagoes nos regimes critico e subcritico, foi utilizado o método de
simula¢ao detalhado em [29].

Uma série de estudos utilizando g = 2 possibilitou confirmar que para baixos
valores de A\; e Ay o sistema permanece no estado absorvente. O aumento de
Ao para um valor fixo de \; (por exemplo A\; = 0,2) culmina na transigao
da fase absorvente para a fase ativa quando Ay = 1,5620, gerando um valor
critico A\, = A+ = 1,7620. A transicdo para a fase ativa ocorre para
Ae = A1+Ay pois, para essa transicao o sistema é visto de forma global, ou
seja, nao ha distincao por diferenciacao de A\; e As.

No ponto critico, é esperado que o parametro de ordem no regime quase
estacionario decaia segundo a lei de poténcias p ~ L=8/V+. A figura 4.4 apre-
senta os resultados que confirmam essa afirmacao também para esse modelo
em particular, mostrando o decaimento de p com /v, = 0,79(1). Esse valor
¢ bem proximo do valor da classe DP /v, = 0,797(3). O valor encontrado
para o tempo 7 ~ v/v, na criticalidade foi v)|/v; = 1.75(2), também em
boa conformidade com o valor de DP de v /v, = 1.7674(6).
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Figura 4.4: In da densidade critica quase-estacionaria (QS) de sitios ativos
p (reta inferior) e In do tempo de vida 7 do estado QS (linha superior) versus
In L. Pardmetros: p =2, \; = 0,2 e Ay = 1,5620. Figura retirada da ref. [4].

A razao de momentos m = (p?)/{p)? assume um valor critico m. no ponto
critico. Para esse modelo, os autores encontraram m, = 1,324(5), bem pro-
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4.2. RESULTADOS OBTIDOS POR SIMULACOES

ximo do valor conhecido de DP m,. = 1,3264(5). Esses resultados permitem
constatar que esse modelo pertence a classe de universalidade de percolacao
dirigida. A figura 4.5 mostra a variacao de m em func¢ao de A\, para diferentes
valores de L. O ponto de intersecao das curvas fornece o valor de m..

1.0 1 1 1 1 | 1 1 I

T
1.55 L.60

— L=20
L=40
L=80
— L=160

A

2

Figura 4.5: Razao de momentos m versus )\, para sistemas de tamanhos
L = 20,40,80 e 160 na transicao ABS-AS. Parametros: © =2 e A\; = 0,2.

Figura retirada da ref. [4].

Como previsto pela TCM, o aumento de Ay para um valor fixo de \; leva
o sistema a fase ativo-assimétrica (AA) onde ¢ # 0. A observacdo de uma
distribui¢ao bimodal de probabilidades do parametro ¢ (figura 4.6) confirma a
existéncia da fase AA. A quebra de simetria pode ser observada pela mudanca
na distribuicao de probabilidades, ji4 que para Ay = 2,0 e Ay = 40,0, a
distribuicao de probabilidades ¢ do tipo normal e para um valor intermediario
de X9, por exemplo, Ay = 10,0 a distribuicao é do tipo bimodal. Note que
isso também confirma o carater reentrante do diagrama de fases.
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Figura 4.6: Distribuicao de probabilidades do parametro de ordem ¢. Para-
metros: A\ = 0,2, Ay = 2,0 (curva pontilhada), Ay = 10,0 (curva tracejada)
e Ay = 40,0 (curva solida). Figura retirada da ref. [4].

Para determinar quantitativamente os pontos que delimitam a transicao AA-

AS, foi realizada uma investigacao do comportamento do cumulante Binder
reduzido [30], dado por

67y (4.8)

A intersecao das curvas geradas pela variacdo do cumulante Binder consi-
derando sistemas de variados tamanhos fornece uma boa estimativa para o
valor do ponto critico da transicao. O valor do cumulante no ponto critico
se aproxima de um valor universal quando L — oo. A figura 4.7 apresenta
as curvas para o cumulante Binder de sistemas de tamanhos L = 20,40, 80 e
160. As curvas para os diferentes tamanhos se cruzam em Ay = 3,940(5) e
novamente em Ay = 31,92(6) quando L — oo.

37



4.2. RESULTADOS OBTIDOS POR SIMULACOES

0.7

0.6

0.5
= L
2
204
5 L
Zo3
k= (
m B | \
4 | \ N
02f- { - 02} \ A
/ '\‘ AN
‘,‘" L .,\l |
0.1} / - 01 \ =
/// [ \-'-7" =
0 _— | L | L | L 0 | L | | L |
3 35 4 45 53 31 32 33 34 35
}"2

Figura 4.7: Cumulante Binder versus Ay para =2 e A\; = 0,2 considerando
L =20,40,80 e 160. Figura retirada da ref. [4].

Figura 4.8: In da varidncia do parametro de ordem versus In L na transicao
AS-AA e razao de momentos m dessa mesma transicao para sistemas de
tamanhos L = 20,40...,320. Parametros: pu = 2, \y = 0,2, Ay = 3,94. A
inclinagao da linha de regressao é de 1,76. Figura retirada da ref. [4].
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A andlise feita em torno da variancia do parametro de ordem fornece os dados
necessarios para evidenciar o comportamento semelhante ao comportamento
do modelo de Ising na criticalidade. No ponto critico, a variancia var(¢) =
(¢*) — (¢)? deve variar como uma funcio de escala da forma L?var(¢) oc L.
A variancia var(¢) para esse modelo ¢ mostrada na figura 4.8. O tratamento
desses dados fornece a razdo de expoentes v/v = 1, 76(5), valor muito préximo
do valor apresentado pelo modelo de Ising em duas dimensdes de /v = 7/4.

4.3 Extensoes do modelo: Efeito da Difusao e
de interacoes distintas

A partir do modelo inicial do processo de contato em sub-redes, novas pes-
quisas vem sendo realizadas com o intuito de investigar os efeitos causados
por modificagoes no modelo original ou quando o sistema é acometido por
fendomenos como desordem ou difusao. Nessa secao, apresentamos uma ideia
geral relacionada aos dois trabalhos gerados a partir do modelo desenvolvido
em [4]. Em [31], Pianegonda e Fiore analisam os efeitos causados pela mo-
dificagao das condi¢oes de criagao nos primeiros e segundos vizinhos da rede
sendo que cada taxa de criacao pode possuir restricoes distintas na criacao de
novas particulas. Ja em [32], de Oliveira e Fiore analisam o efeito da inser¢ao
de difusao dinamica de criagao de novas particulas na rede.

4.3.1 Processo de contato com dinidmica competitiva em
redes bipartidas: Efeitos de distintas interacoes

Considere um sistema formado pela interacao de particulas em uma rede
quadrada de dimensao linear L em que os sitios podem ter dois estados possi-
veis: o sitio pode estar vazio ou ocupado, como no processo de contato usual.
A rede é dividida em duas sub-redes A e B e a dinamica do processo se da
da seguinte forma: particulas em um determinado sitio ¢ de uma das duas
sub-redes sao criadas com taxa de criacdo nos primeiros vizinhos dada por
A1n1;/q e nos segundos vizinhos com taxa Asng;/q, em que ny; € ng; S80 0s nu-
meros de primeiros e segundos vizinhos do sitio 7 e ¢ o nlimero de coordenagao
(¢ = 4 para redes quadradas). A analise é feita considerando-se dois modelos
de interagoes: no primeiro modelo, a interagao com os primeiros vizinhos é
considerada se ny; > 2. Em contraste, a interacao com os segundos vizinhos
ocorre se ng; > 1, como no processo de contato usual. O segundo modelo é o
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oposto do primeiro modelo: a interagao com os primeiros vizinhos ocorre para
ny; > 1 enquanto a interagao com os segundos vizinhos requer que ng; > 2.
Como feito em [4], um termo adicional nao-linear un? é adicionado a taxa de
aniquilacao. Caso u = 0, o sistema retorna ao caso usual em que as particulas
sao espontaneamente aniquiladas com taxa unitaria.

Considerando pa e pp as densidades de ocupagao de sitios nas sub-redes A
e B respectivamente, as regras de dinamica do modelo fornecem as seguintes
equacoes de campo médio para a evolucdo temporal !

e Para o modelo 1:

dpa

— = MPp(1=pa)B=3pp+ppl+ Ao (1=pa)pa— (14 npp)pa  (4.9)
dp

d_tB = Mo (1=pB)[3=3pa+pi]+ (1= pp)p— (1+¢ o’ pp (4.10)

e Para o modelo 2:

dpa

— = M1=pa)pp+depi(1=pa)B=3pa+pil = (1+ pop)pa (411)
dp

o = M=p5)patrapy(1=pp)B=3ps+ph] — L+’ poi)ps (412)

T Aqui sdo apresentados os resultados finais do que foi desenvolvido utilizando a aproxi-
macao pela teoria de campo médio. Os detalhes sobre as probabilidades de ocorréncia de
cada processo sdo encontrados em [31].
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Figura 4.9: Diagrama de fases para os modelos 1 (esquerda) e 2 (direita) com
i = 1. As fases absorvente, ativo-simétrico, ativo-assimétrico, o ponto critico
e o ponto tricritico sao representados por ab, as, aa, R e T respectivamente.
Figura retirada da ref. [31].

Os resultados mostram que a TCM para o modelo 1 apresenta um com-
portamento semelhante ao observado pelo modelo proposto em [4], porém a
inclusao da distincao das interacoes entre os vizinhos provocam expressivas
mudancas qualitativas na linha de transi¢ao das fases ab — as. J4 o modelo
2 apresentou diferencas mais substanciais quando comparado ao modelo ori-
ginal [4]. Nao existe a fase ativo-simétrico para baixos valores de A, de tal
forma que as linhas de transicao ab — as e as — aa dao lugar a linha de coe-
xisténcia e o encontro das linhas ab — as e as — aa se da no ponto triplo R.
O ponto tricritico T separa a coexisténcia das linhas de transicao das fases
ab — as.

4.3.2 Efeitos da difusao no processo de contato compe-
titivo em sub-redes

Os efeitos de difusao de particulas pode ser uma pertubacao de bastante
relevancia, afetando drasticamente o comportamento critico ou mesmo modi-
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ficando os cenarios das transicoes de fase descontinuas, como é mostrado em
véarios trabalhos da literatura |32]. Motivados por tal relevancia, de Oliveira e
Fiore [32] analisaram o efeito da difusdo de particulas no processo de contato
em sub-redes, como serd sumariamente descrito abaixo.

Considere um sistema definido pela interacao de particulas em uma rede
quadrada dividida em duas sub-redes A e B em que as particulas criam uma
nova particula em um de seus primeiros vizinhos com taxa A; e nos segun-
dos vizinhos com taxa A,. Considerando essa configuracao, como no modelo
original, A\ ¢ a taxa de criacao na mesma sub-rede e \; a taxa de criacao na
sub-rede oposta. Além da taxa de aniquilagao unitaria, foi inserido um termo
adicional de inibi¢ao pn?, como no caso apresentado na subsecio anterior. A
partir dessas consideragoes define-se p = pa + pg como a soma da densidade
de sitios ocupados nas sub-redes A e B e ¢ = |ps — pp| como a diferenca
entre as mesmas densidades. Tais parametros serao utilizados para analisar
a influéncia da difusao de particulas no processo de contato competitivo nas
sub-redes. Considerando essa dinamica, a TCM fornece as seguintes equagoes
de evolucao temporal:

dp . *

d—tA = —[1+ ug®py + Dpjlpa + (M + D)ps + Aapalpiy (4.13)
dps _ 22 4 Dy A+ D Aopgl ot 414
e —[1+ pgpi + Dpilps + (A + D)pa + Xapplpp (4.14)

onde D representa a taxa de difusao na rede, p% =1 —pa, pp =1 —pp e
g = 4 (nmero de coordenacao da rede quadrada).
Usando as definicoes de p e ¢, obtém-se:

dp _ _ég_éz_l 202 2

= (A =Dp—Zp" = 56" = 2ug’(p* = &%)p (4.15)
d 1
d_f:{A—1—2D—A2p—1uq2(p2—¢2)}¢ (4.16)

onde A=\ +Xage A= Xy — A

Resolvendo as equagoes 4.15 e 4.16 no estado estacionario (dpa/dt =
dppdt = 0, obtém-se a equagao 4.17 que fornece o comportamento do pa-
rametro de ordem p:

—— +4k(A—-1) — %] . K= g /4 (4.17)
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Essa solucao é estéavel quando

ayg =0 —1—2D — dgp+rp* <0 (4.18)

Solucoes numéricas executadas da forma mostrada na secao 3.3 possibilitam
a andlise da variacdo de p e ¢ em relacao a variacao da taxa de difusdo. A
figura 4.10 apresenta o comportamento de p em relagao ao aumento da taxa
de difusao na rede. Note que a medida que D aumenta, a curva de p em
relagao a variacao de Ay se torna cada vez menos sinuosa.
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Figura 4.10: Densidade de sitios ativos p para p =2 e A\; = 0,1. Dimensao
do sistema L = 160. Figura retirada da ref. [32].

A alteracao em ¢ é mais expressiva, como mostra a figura 4.11. O aumento
da difusao na rede aumenta a supressao da regiao de ativo-assimétrico do
diagrama, sendo que, para D > 4, essa regiao desaparece totalmente e assim
nao existe mais a transicao de fase por quebra de simetria.
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Figura 4.11: Densidade do parametro ¢ para u =2 e Ay = 0, 1. Dimensao do
sistema L = 160. Figura retirada da ref. [32].

Através do diagrama de fases no plano D — Ay (4.12) é possivel comparar
os resultados previstos pela teoria de campo médio e os obtidos através das
simulacoes. A curva representada pelas linhas cheias sao obtidas através de
TCM, enquanto que as curvas representadas pelos circulos e quadrados foram
obtidas por simulagao, sendo que a curva marcada por circulos representa a
transicao para a fase absorvente e a marcada pelos quadrados delimita a fase
de ativo-assimétrico. Ambos os casos deixam claro o carater reentrante do
diagrama de fases e a principal diferenca se encontra no valor critico de taxa
de desordem para o qual a fase ativo-assimétrico deixa de existir. O valor
obtido através da TCM foi Dx.,, = 3.47, quase dez vezes maior que o valor
obtido nas simula¢oes Dx,, = 0.382 [32].
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D

Figura 4.12: Diagrama de fases no plano D — X\, para u =2 e A; = 0,1, mos-
trando as fases absorvente (ABS), ativo-assimétrico (AA) e ativo-simétrico
(AS). Linhas solidas (em vermelho): resultado da TCM. Circulos: Resulta-
dos de simulacoes para os pontos criticos da transicao da fase absorvente.
Quadrados: Resultados das simulacoes para os pontos criticos nas fronteiras
de AA-AS. Nas simulacoes, os pontos criticos sao obtidos pela extrapolagao
L — oo de sistemas com dimensoes lineares superiores a L = 320. Figura
retirada da ref. [4].
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Capitulo 5

Processo de Contato em sub-redes
com desordem

De forma a complementar os resultados obtidos em [4], foi aplicado o Pro-
cesso de Contato em sub-redes considerando-se a insercao de desordem. A
desordem pode ser interpretada como falhas, imperfeicoes ou sitios inertes da
rede, sendo a insercao dessa feita de forma isotropica ou anisotropica. Com
desordem isotrépica, as duas sub-redes apresentam a mesma fracao I' de ex-
clusao de sitios em ambas as sub-redes. Ja com a desordem anisotrépica,
uma das sub-redes é penalizada com a exclusao de sitios enquanto a outra
permanece inalterada ou as duas podem apresentar uma quantidade diferente
de sitios inertes.

Os métodos utilizados para anélise foram a construcao da teoria de campo
médio para esse modelo e simulacoes utilizando o método de Monte Carlo.
A aplicacao de tais métodos e os resultados obtidos sao apresentados nas
paginas seguintes.

5.1 TCM aplicada ao modelo

A teoria de campo médio para esse modelo é descrita pelas equacoes aco-
pladas 5.1 e 5.2, onde p4 e pp representam as densidades de sitios ativos nas
sub-redes A e B formadas conforme representado na figura 4.1.
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dpa

o =+ 12 p5)pa + (Aips + Aapa)(1 =T a — pa) (5.1)
dPB . 2 92
i —(L+ uq’ph)ps + (Mpa + App)(1 —Ts — pB) (5.2)

Analogamente ao modelo apresentado no capitulo 4, as equagoes de evolu-
¢ao sao divididas em dois termos principais: o termo negativo representa o
termo de aniquilagao e por isso contribui negativamente com as densidades
das sub-redes. Além da taxa de aniquilacao unitaria, o termo quadratico de
inibicao ug? foi mantido, lembrando que j consiste em uma constante rela-
cionada a escala e ¢ o namero de coordenagao (nesse caso, ¢ = 4 que é o
valor correspondente a rede quadrada). O segundo termo é dividido em um
produto de dois termos: O primeiro termo do produto faz mencao as taxas
de criagao nas sub-redes. O segundo termo do produto relaciona-se com o0s
sitios disponiveis para a criacao de particulas, sendo necessario deduzir do
total disponivel todos os sitios ja ocupados (representados no termo como os
proprios valores das densidades) e todos os sitios inertes, representados por
'y e I'g. Ou seja, nesse contexto, a desordem entra como um limitante da
capacidade espacial do sistema na teoria de campo médio.

A desordem é inserida como agente limitador da criacao de novas particulas,
de forma que, além dos sitios ocupados, o tGltimo termo garante que a criagao
nao ocorra em sitios inertes (com desordem). O pardmetro I'4 representa a
fracdo de sitios excluidos da sub-rede A e I'p representa a fracao de sitios
excluidos da sub-rede B. A variacao da desordem se d& no intervalo 0 <
', >0,3, comI', =T1y4I'y =TIgoul, =T da isotropia. Para I', >
0,4, o coeficiente de percolacao é atingido e a rede sofre uma quebra, nao
representando mais duas sub-redes, mas varias sub-redes descorrelacionadas.

A figura 5.1 apresenta a configuracao tipica de uma rede sem desordem e
com desordem isotropica de I' = 0,2 para a fase ativo-assimétrico. Os sitios
azuis representam os sitios ocupados, os pretos os sitios vazios e os sitios
verdes representam os sitios inertes.
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(a)

Figura 5.1: Configuragao tipica observada na rede bipartida para \; = Ay =
0,1 considerando o sistema limpo (I" = 0) e sistema com desordem isotropica
de (I'=0,2).

5.1.1 Desordem isotrépica

A desordem isotropica é caracterizada por 'y = I'g = I, dessa forma, as
equacoes de evolucao sao:

dpa

o =~ 1" pp)pa+ (Mapp + dopa)(1 =T = pa) (5.3)

e
DB _ (1 4 pp? A Nopp)(1 — T A
= —(L+ pug°ph)ps + (Mpa+ App)(1 =T — pp) (5.4)

Considerando o regime quase estacionério, ¢ possivel encontrar as expressoes
que modelem o comportamento dos parametros de ordem p e ¢:

p= 5 VAP + AT~ 1]~ (A/2)], w=pi/4  (55)

1
6=/ 2A0-T) =1 hp— w 56
pelo seu argumento, ¢ é condicionado a
ap =A(1—=T) —1— Xgp—kp* <0 (5.7)

com A= — A e A=+ A
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De forma semelhante ao apresentado pelo sistema limpo, & medida que o os
parametros A; e Ay sao incrementados, o sistema sofre uma transicao da fase
absorvente para a fase ativo-simétrico caracterizada por p > 0. O sistema
sofre ainda uma transicao da fase ativo-simétrico para ativo-assimétrico ca-
racterizada por ¢ # 0, retornando apo6s determinado valor de Ay para a fase
ativo-simétrico. Dessa forma, é possivel perceber que o diagrama nao perde
seu carater reentrante (figura 5.2).

32
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0.125 025 05 1 B 4 8
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Figura 5.2: Diagrama de fases no plano A\; — A\ mostrando as fases ativo-
simétrico (AS), ativo-assimétrico (AA) e absorvente (ABS).

A insercao de desordem isotropica provoca uma reducao gradual da regiao
ativo-assimétrico (¢ # 0) e a regiao da fase absorvente aumenta conforme o
valor de I' é incrementado.

Através da construcao do diagrama 5.3 contendo a variagao de p e ¢ em fun-
cao da variacao de Ay e mantendo A\ = 0, 1, é possivel observar as transicoes
de fase e a influéncia da desordem na rede. Nota-se que a regiao assimétrica
diminui com o aumento de I' e ocorre um aumento da regiao absorvente, como
previsto pelo diagrama 5.2. Adicionalmente, as transicoes de fases ocorrem
para valores cada vez maiores de \., sendo A. = Ay + As.
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5.1. TCM APLICADA AO MODELO

Considerando como valor critico de transi¢ao de fase inativo-ativo A, s e
da transicao de fase simétrico-assimétrico A, 44, a tabela 5.1 apresenta tais
valores frente a variacao de I':

Insercao | Isotropica | Anisotropica
I Ac,AS | AcAA Ac
0,0 1,00 | 1,10 1,00
0,1 1,10 | 1,30 1,04
0,2 1,26 | 1,31 1,06
0,3 | 144 | 161 1,08

Tabela 5.1: Valores criticos dos parametros de controle A. a5, Ac 44 € A. frente
a variacao de I'.

[S¥]

T T T T T TT T T T T T TT T T T T T TT
| — I=00 |
— I=0l
— I=02
15
025F -
| 02k —
=015 -
=3 e 0.1 — -]
a ' oosk -
o o
| 0.
05
1
0.1 1 10 100

Figura 5.3: Comportamento médio de p (linhas cheias) e ¢ (linhas pontilha-
das) paral'y =T'p =T.
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5.1.2 Desordem Anisotrépica

Considere agora que a desordem seja inserida de forma anisotropica (I'4 #
I'p) nas sub-redes A e B. Dessa forma, as equagdes de evolugao sdo dadas
pelas equacgoes acopladas 5.8 e 5.9:

d
B — (14 1Poh)pa+ s+ depa)(1=Ta=pa)  (58)
dpp 2 2

T —(1 4 pgp2)ps + (Mpa+ Aepp)(1 =g — pB) (5.9)

A construgao de um diagrama de fases no plano A\; — Ay (figura 5.4) mostra
a presenca de duas fases: a fase absorvente (ABS) e a fase ativo-assimétrico
(AA), indicando a extin¢do da fase de ativo-simétrico (AS) apresentada no
caso sem desordem e no caso de desordem isotropica (figura 5.2). O diagrama
apresentado na figura 5.4 indica que o aumento da desordem na sub-rede
afetada provoca um aumento da regiao correspondente a fase absorvente e,
consequentemente, uma redugao na fase AA.

L5 : . ' ] ]
1.375 . — FA =0,1, FB =0,01]
sk “ —— I, =02, 1,=00[
- —— I, =03, 1, =00H
1.125 - -]
ogrsf TTRRIIIIEII I 7
<k RN ]
075 R _
L \"‘::“., “'\ T
0.625 - NN -
. \\\\ \\ -1
r A i
05~ ABS NG E
C SN N g
0.375 NN ]
L \\ S \\ -
- ‘\\\ \\ B
025 \‘\\\ 7
L Y i
0125 . . . LN .
0.1 1

Figura 5.4: Diagrama de fases no plano A\; — Ay contendo as fases absorvente
(ABS) e ativo-assimétrico (AA). Note que a transi¢do ocorre da fase inativa
diretamente para a fase ativo-assimétrico.
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5.1. TCM APLICADA AO MODELO

Diferentemente do caso onde a insercao de desordem foi feita isotropica-
mente, o fato de considerarmos (I'y # ['p) impossibilita a determinagao de
uma férmula fechada para andlise da variacao de p e de ¢. Dessa forma, os
resultados apresentados aqui sao fruto da técnica numérica de anéalise grafica
de sistema de equagoes transcendentais (bissegao). A resolugdo desse sis-
tema constituido pelas equacoes 5.8 e 5.9 considerando o estado estacionario
(dpa/dt = dpp/dt = 0) fornece os valores das raizes ps e pp em funcdo de
A2. Os valores dessas raizes em fungao de A\, sao apresentados na figura 5.5.
A figura apresenta os valores calculados para I'y = 0,1 e I'g = 0,0, mas
o aspecto se repete para os demais valores de desordem apresentados aqui
(Th=0,2eT4=0,3com'g=0,0.)
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Figura 5.5: Raizes pa (pontos vermelhos) e pp (pontos pretos) versus Ao.

A figura 5.5 mostra que, para varios casos um mesmo valor de A2 esta
relacionado a trés valores diferentes de ps e pg. Porém, os casos em que py
sao maiores que pp foram descartados. Isso se justifica pelo fato de que a
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sub-rede A possui desordem e a sub-rede B nao, entdao o caso ps > pp nao
possui sentido fisico ja que a desordem diminui os sitios disponiveis para a
criagao de novas particulas e a nao-linearidade do termo de inibicao diminui
ainda mais a criacao na sub-rede desordenada.

Semelhantemente a desordem isotropica, a desordem anisotropica tam-
bém faz os valores de A\, aumentarem (de forma menos expressiva) em re-
lacao a I', porém, a transicao de fase simétrico-assimétrico deixa de existir
(Ac=Acss = Acas) € o sistema passa diretamente da fase inativa para a fase
ativo-assimétrico. A transicao de fase inativo-ativo ocorre para menores va-
lores de Ay quando o sistema contém a desordem anisotrépica e um pouco
maiores quando a desordem ¢é distribuida com isonomia nas duas sub-redes.
Isso leva a constatacao de que a transicao de fase é ditada pela rede que pos-
sui menor quantidade de sitios inertes, ou seja, a rede com menor indice de
desordem. Além disso, o sistema perde seu carater reentrante, ji que a fase
ativo-assimétrico deixa de existir somente para valores intermediarios de A,
e passa a existir para valores mais altos de tal taxa (figura 5.6).

i — T,=00. [,=00 |
—_ FA=O,1, FB=0,U
1.5+
= 01F A
L 0.08 —
= = 0.06 - 3
4004 3
r 0.02 - ]
0 — % —]
E | ]
05 1

Figura 5.6: Comportamento médio de p (linhas cheias) e ¢ (linhas pontilha-
das) para I'y # I'p. Parametros: u=2e A\; =0, 1.
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5.2 Resultados obtidos por simulacoes

As simulacoes foram realizadas utilizando as ideias apresentadas na secao
3.3, mas com uma diferenciacao na determinacao dos sitios. Além dos sitios
ocupados (o; = 1) e dos sitios vazios (0; = 0), um indice adicional o; = 2 é
utilizado para representar os sitios inertes na rede. A desordem é distribuida
de forma aleatéria na rede, considerando isotropia e anisotropia para tanto.

5.2.1 Desordem Isotrépica

Como esperado, independentemente do valor de I' o sistema direciona-se ao
estado absorvente para pequenos valores de A; e A\y. O aumento das taxas
A1 e Ay leva o sistema a sofrer uma transicao de fase do estado inativo para
a fase ativo- simétrico (AS) e posteriormente uma segunda transicdo da fase
de ativo-simétrico para ativo-assimétrico (AA). O incremento de Ay causa no
sistema uma transicao de fase da fase AA de volta para a fase AS, mostrando
que o carater reentrante do diagrama é mantido com a inser¢ao de desordem
isotropica e isso confirma a predicao feita pela TCM. Todos os resultados
apresentados nessa secao foram obtidos utilizando p=2e Ay =0, 1.

A figura 5.7 apresenta o comportamento das densidades p e ¢ em uma rede
quadrada considerando a inser¢ao de desordem isotropica com I'= 0,0, 0,1,
0,2 e 0,3.

e {
o
—

Figura 5.7: Densidades p e ¢ em uma rede quadrada, para p=2e \; =0, 1.
Tamanho linear do sistema L = 80.
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Como esperado, a transicao para a fase absorvente ocorre para valores cada
vez maiores de Ay conforme o valor de I' é incrementado. A teoria de campo
médio mostra que a fase de ativo-assimétrico sofre uma reducao gradual em
relacdo ao aumento da desordem na rede. Porém, a figura 5.7 mostra que,
na realidade, a desordem é muito mais devastadora e provoca a destruicao
completa dessa fase quando I' é ligeiramente maior que 0,3.

A desordem distribuida aleatoriamente nas sub-redes induz o aparecimento
das chamadas fases de Griffiths, melhor definidas na secao 3.4.2 desse texto.
A fim de analisar o aparecimento das fases de Griffiths para esse modelo,
construiu-se o diagrama de decaimento 5.8 contendo a variacao de p em fungao
do tempo, variando-se o valor do parametro de controle (no caso Ay, com A
fixado em 0,1) nas proximidades do ponto critico.

‘ 7‘“3:2,30
10"
2
10
a
107 =
e
E a2
= &
47 L
10°F -
) T R
2 3 4 5 6 7
10_5 InL |
10" 107 10" 10°

Figura 5.8: (a) Decaimento de sitios ativos em funcdo do tempo. (b) Pro-
babilidade de sobrevivéncia em funcao do tempo. Parametros: L = 2000 e

w=2.

A rede é inicializada com todos os sitios ativos. Para Ay < A., como é
o caso de \y = 2,40, representado pela curva de cor vermelha, o sistema
se encontra no estado subcritico e a densidade de individuos decai até que
a rede se esvazia apos certo tempo (medido em passos de Monte Carlo).
Para Ay > A, como ¢é o caso de Ay = 2,52, o sistema encontra-se no estado
supercritico e a densidade de individuos converge para um valor finito e nao-
nulo. Entre \y = 2,40 (subcritico) e Ay = 2,50 (supercritico) observamos o
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comportamento de quatro curvas com decaimento seguindo lei de poténcias
e que compoem a regiao de fases de Griffthis.

No cenério em que o sistema se encontra na fase ativa, o tempo de vida do
processo segue a relacdo InT ~ LY, onde 1) é um expoente universal. Os dados
apresentados na figura 5.8 forneceram ¢ = 0,44(3), valor muito proximo de
1 = 0,51(6) obtido do processo de contato diluido [19].

De forma anéloga ao processo de contato diluido, o comportamento critico
possui probabilidade de sobrevivéncia P, ~ In(t)™, como mostrado também
na figura 5.8. O valor obtido para o expoente dinamico foi § = 2,1(3),
valor muito proximo do valor § = 1,9(2) no PC com dilui¢ao aleatéria [19],
indicando que o comportamento critico do processo de contato desordenado
também esta relacionado ao modelo de Ising Transverso com campo aleatoério.
Os resultados obtidos estao de acordo com as predigoes do critério de Harris
(ver se¢ao 3.4.1), onde v, = 0,734(4), confirmando a relevancia da desordem
nas transicoes de fase para estado absorvente.

Uma outra analise em torno do ponto critico consiste na observacao da
variacao do ntimero de sitios ativos n(t) via espalhamento (as simulagoes
foram inicializadas com um par de sitios vizinhos ativos, um sitio em cada
sub-rede). O valor critico da taxa de transi¢do A. é entdo definido como a
menor taxa A relacionada ao crescimento assintotico do nimero de particulas
na rede. Esse processo é ilustrado na figura 5.9, fornecendo A\, = 2,491(1)

para I' =10, 3.
—A,=2,489
|| — a,=2,490 |
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Figura 5.9: Espalhamento de p com desordem I' = 0,3 para u =2e \; = 0,1.
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Uma anélise importante consiste na observacao do sistema quando ele se
aproxima do limite termodinamico, onde L — oo. A figura 5.10 apresenta
quatro gréaficos: os dois graficos da esquerda ((a) e (c)) s@o referentes ao
modelo do processo de contato em sub-redes sem desordem apresentado no
capitulo anterior, enquanto os dois graficos da direita ((b) e (d)) mostram
dados relacionados ao modelo de processo de contato em sub-redes com de-
sordem de I' = 0, 1.

0.8 —
0.6 —
0.4 —
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1 10 100 1 10 100
(a) (b)
T T ||||||| T T I TTTTT 6)(10‘ T T ||||||| T T T TTTTT
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G L1 1111 | L1 || T
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7”2

(d)

Figura 5.10: Densidades p e ¢ e variancia de ¢ em uma rede quadrada, com
p=2eX =0,1. A presenga de picos em y (figura (c¢)) indica os pontos onde
ocorrem as transicoes AS-AA e a auséncia desses pontos de descontinuidade
em Y no sistema desordenado (grafico (d)) confirma que a desordem destroi
as transigcoes AS-AA.
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As figuras (a) e (b) apresentam o comportamento dos parametros de ordem
p € ¢ para varios tamanhos de rede. A figura (a) mostra que, no sistema limpo
(sem desordem) o diagrama continua reentrante e a regiao AA tende a um
valor constante & medida que o tamanho do sistema é incremento. J4 a figura
(b) mostra o comportamento de p e ¢ no sistema desordenado com I' = 0, 1.
Pode-se perceber que, 4 medida que o sistema tende ao limite termodinamico,
a regiao AA desaparece, ou seja, a transicao AS-AA é totalmente destruida
e o sistema passa a ter apenas a transi¢io da fase inativa (absorvente) para
a fase AS.

As figuras (c) e (d) mostram o comportamento da variancia escalada xy =
L*({¢?*) — (#)?) do parametro ¢ para um sistema sem e com desordem. A
figura (c¢) mostra claramente dois picos em dois valores especificos de Ay, sendo
importante notar que, a medida que o tamanho do sistema é incrementado,
os picos ficam cada vez mais estreitos e com maiores amplitudes, tendendo a
uma descontinuidade nesses pontos quando L — co. A presenca desse tipo
de descontinuidade em y mostra exatamente o ponto de ocorréncia de uma
transi¢do de fase. Em contrapartida, no sistema com desordem (figura (d)),
A variancia é bem comportada e o aumento de L faz com que ela convirja
para valores especificos, ou seja, xy nao diverge e isso reitera a afirmacao de
que a desordem destréi a transicao AS-AA.

5.2.2 Desordem Anisotrépica

Variando a quantidade de sitios inativos em cada sub-rede de forma que
a quantidade de sitios inertes na sub-rede A seja diferente da quantidade
de sitios inertes da sub-rede B, é possivel verificar computacionalmente os
efeitos provocados pela desordem anisotropica. Analisando a figura 5.11 pode-
se perceber que mesmo um valor muito pequeno de I' destroi a fase ativo-
simétrico. Diferentemente da desordem isotropica, a desordem anisotropica
provoca uma transicao de fase do estado absorvente diretamente para a fase
ativo-assimeétrico. Corroborando com as predicoes da teoria de campo médio,
pode-se perceber também que o diagrama perde seu cariter reentrante, ja
que nao ocorre regresso a fase AS.
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Figura 5.11: Desordem anisotropica: densidades pe ¢ para u=2e A\ =0,1
e L = 80.

Ainda nesse cenério, observa-se na criticalidade que a densidade p e o tempo
de vida 7 seguem as relacdes p ~ L™5/V1 e 1 ~ L? respectivamente. A figura
5.12 fornece /v, = 0,78(3) e z = 1,76(2),valores muito proximos dos valores
de DP B/v,= 0,797(3) e z = 1,7674(6) quando I'y = 0,1. Para ['4= 0,2,
como mostrado na figura 5.13, obteve-se /v, = 0,81(2) e z = 1,75(3), valores
que também estao em concordancia com os valores desses expoentes da classe
DP.

A razdao de momentos do parametro de ordem m = (p)?/{p?) vai para o
valor universal m. = 1,33(1) na criticalidade, novamente em conformidade
com o valor de m, = 1,3264(5) da classe DP.
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Figura 5.12: Desordem assimétrica, com I'y = 0,1 e 'y = 0,0: (a) Densidade
quase estacionaria (QS) de sitios ativos In p (reta inferior) e tempo de vida
In7 (reta superior) para o estado QS versus In L. (b) Razao de momentos m
versus \y. Parametros: p=2e A\ = 0,1.

In(p), In(7)
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Figura 5.13: Desordem assimétrica, com I'y = 0,2 e 'y = 0,0: (a) Densidade
quase estacionaria (QS) de sitios ativos In p (reta inferior) e tempo de vida
In7 (reta superior) para o estado QS versus In L. (b) Razao de momentos m
versus \y. Parametros: y=2e A\ = 0,1.
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Capitulo 6

Conclusoes

O presente trabalho foi desenvolvido com o intuito de analisar a influéncia
da desordem congelada inserida em uma rede dividida em duas sub-redes A e
B, de forma que as duas sub-redes sobrepostas formassem uma figura picto-
rica do tipo tabuleiro de xadrez. Para tanto, utilizou-se aqui duas vertentes
principais: anélise numérica utilizando a teoria de campo médio (TCM) e
simulagoes utilizando o método de Monte Carlo.

As anélises foram feitas considerando a insercao da desordem congelada de
forma aleatoéria e de duas maneiras distintas: insercao isotropica, com as sub-
redes submetidas & mesma intensidade de desordem e a insercao anisotrépica,
onde uma delas foi acometida pela desordem e a outra permaneceu inalterada.

A teoria de campo médio forneceu resultados qualitativos contundentes e a
grande maioria deles foi confirmada pelos resultados simulacionais.

Na construcao da teoria de campo médio do modelo, a desordem foi inserida
de forma a diminuir a quantidade de sitios disponiveis para a criacao de novas
particulas, sendo analisada a influéncia da desordem para exclusao de sitios
que variou de 0 a 30% do total de sitios da rede ou das sub-redes no caso da
desordem anisotropica.

Em consonancia com o modelo original do processo de contato em sub-redes,
o modelo proposto contendo a inclusao da desordem foi analisado através
da construcao de diagramas de fases e observacao do comportamento dos
parametros de ordem p e ¢, que indicam o inicio da fase ativa e a transicao
por quebra de simetria, respectivamente.

Para a desordem inserida isotropicamente, o diagrama de fases plotado no
plano A\; — Ay mostra que o diagrama permanece com seu carater reentrante
independentemente da quantidade de sitios inertes. Porém, a medida que
I' é incrementado e a regiao de ativo-assimétrico diminui gradualmente a

61



regiao absorvente aumenta. Apesar dessas caracteristicas, percebe-se que
o diagrama de fases mantém o aspécto inerente ao diagrama de fases de um
sistema limpo, com as regides de ativo-assimétrico (AA), ativo-simétrico (AS)
e absorvente (ABS) muito bem definidas.

Analisando a variacao de p em fungao da taxa de criacao Aq, confirmou-se a
reentrancia do diagrama em relacao as transicoes e foram definidos os valores
criticos dessa taxa relacionados as transicoes. O aumento da desordem na
rede provoca um aumento também no valor de \., variando de A\. = 1 para o
sistema limpo a A\, = 1,44 para a rede com 30 % dos sitios inertes.

Considerando a insercao anisotropica da desordem, verificou-se que o di-
agrama de fases modifica radicalmente seu formato:ao invés de trés regioes
e trés transi¢oes possiveis (ABS-AS, AS-AA, AA-AS), o diagrama apresenta
somente a fase absorvente (ainda existente para valores pequenos de \; e Ay) e
a fase ativo-assimétrico, ocorrendo transicao direta entre essas duas fases, sem
passar pela regiao de ativo-simétrico como no modelo original. Analisando
o grafico de p e ¢ em funcao de )\, percebe-se que o término da fase inativa
coincide com o inicio da fase ativo-assimétrico, sendo que o valor critico do
parametro de controle varia de A. = 1,0 para o sistema limpo e A\, = 1,44
para uma rede com I'y = 0, 3.

Para corroborar ou retificar os resultados fornecidos pela teoria de campo
médio, foram simulados vérios cenarios utilizando método de Monte Carlo.
Através do grafico p, ¢ versus Ay para desordem isotropica percebeu-se que
o diagrama permanece reentrante, porém, o aumento da desordem provoca
uma reducdo muito expressiva da regiao de ativo-assimétrico. A teoria de
campo médio prevé uma reducao gradual dessa regiao. Porém, as simulacoes
mostraram que essa reducao nao é nada desprezivel, chegando ao total desa-
parecimento da fase em I' pouco maior que 0,3. Além disso, as simulagoes
mostraram que \. para a transicdo ABS-AA gira em torno de 2,46, valor
confirmado por meio da anélise da variacao das razoes de momentos.

Outra analise importante foi a medicao da fase de Griffthis. Entre Ay =
2,40 (subcritico) e Ay = 2,50 (supercritico) observamos o comportamento de
quatro curvas com decaimento seguindo lei de poténcias e que compoem a
regiao de fases de Griffthis.

Analisando o modelo quando o sistema se aproxima do limite termodinamico
L — oo (na simula¢do modelou-se oo como L = 320) obteve-se informagoes
muito importantes. A medida que aumentamos o tamanho da rede, a regido
de ativo-assimétrico desparece, ou seja, a desordem destréi a transicao por
quebra de simetria (parametro ¢). Plotando a variancia y de ¢ em fungao de
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CAPITULO 6. CONCLUSOES

A2, observou-se claramente os picos referentes as transicoes ABS-AS, AS-AA
e AA-AS para um sistema sem desordem. A varidncia no cenario desordenado
converge para um valor médio a medida que aumentamos o tamanho da rede,
sem picos. Isso confirma que a desordem realmente destréi a regiao de ativo-
assimeétrico.

Considerando a desordem inserida de forma anisotropica, o grafico p, ¢ versus
Ao confirma as predigoes qualitativas da TCM. Os resultados simulacionais
mostraram que a transi¢ao ocorre diretamente da fase inativa para a regiao
de ativo-assimétrico e o diagrama j& nao possui mais a reentrancia. Porém,
os resultados quantitativos sao bem diferentes, sendo obtido pelas simulacoes
Ae = 1,7, valor diferente de A = 1,08 fornecido pela TCM para a mesma
transicao.

Outra conclusao muito importante é fornecida pela andlise do comporta-
mento da probabilidade de sobrevivéncia P, em relacao ao tempo. Obteve-se
o valor do expoente critico 6 = 2,4 proximo do valor 6 = 1,9 do PC com
dilui¢ao, o que comprova que o sistema muda de classe de universalidade (de
DP para Ising transverso com campo aleatorio) na presenca da desordem Iso-
tropica. Ja no caso da desordem anisotropica, obteve-se os expoentes /v, =
0,81(2) e z = 1,75(3), em concordancia com os valores de DP /v, = 0,797(3)
e z = 1,7674(6), o que mostra que a desordem anisotropica nao altera a classe
de universalidade do sistema e isso comprova a previsao da TCM que o com-
portamento do sistema na criticalidade é ditado pela sub-rede com menor
desordem quando I'y # ['g. Os resultados obtidos estao de acordo com as
predigoes do critério de Harris, onde v, = 0, 734(4), confirmando a relevancia
da desordem nas transicoes de fase para estado absorvente.

Alguns dos resultados deste trabalho estao condensados em um artigo,
"Quenched disorder in the contact process on sublattices", em preparacao
para publicacao na presente data. Como perspectivas futuras, espera-se tam-
bém analisar a influéncia da insercao da desordem temporal nas sub-redes,
onde a taxa de desordem I' varia com o tempo.
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