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Resumo

As transições de fase em sistemas espacialmente estendidos é um tema de
grande interesse atual, sendo relacionado à descrição de vários fenômenos,
como a dinâmica populacional, propagação de epidemias, reações químicas e
outros. Neste trabalho, estudamos o processo de contato (PC) em duas di-
mensões com uma dinâmica competitiva em sub-redes. No modelo, a criação
de partículas depende dos seus primeiros e segundos vizinhos e a extinção au-
menta de acordo com a densidade local. Em contraste com o modelo original,
a teoria do campo médio e as simulações numéricas preveem três fases está-
veis: inativa (absorvente), ativo-simétrico, em que as sub-redes apresentam
mesma densidade de ocupação e ativo-assimétrico, assinalada por diferentes
taxas de ocupação nas sub-redes. De particular interesse é a forma como
a desordem congelada afeta o comportamento crítico das transições de fase
de não-equilíbrio. Nos sistemas reais, desordem é um ingrediente inevitável e
aparece sob a forma de impurezas e defeitos. A desordem espacial pode afetar
drasticamente o comportamento crítico em tais sistemas, induzindo fases de
Gri�ths e/ou alterando a natureza ou a classe de universalidade da transição
de fase. Portanto, neste trabalho investigamos os efeitos desta perturbação,
sob a forma de exclusão aleatória de sítios nas transições de fase exibidas pelo
modelo em uma rede quadrada bipartida.
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Abstract

Nonequilbrium phase transitions in spatially extended systems is a topic of
current great interest, being related to the description of several phenomena,
such as population dynamics, epidemic spreading, chemical reactions and
others. In this work, we study the two-dimension contact process (CP) with
a competitive dynamics in bipartite sublattices. In the model. the particle
creation depends on its �rst and second neighbors and the extinction increases
according to the local density. In contrast to the standard CP model, mean-
�eld theory and numerical simulations predict three stable phases: inactive
(absorbing), active symmetric and active asymmetric, signed by distinct su-
blattice particle occupations. Of particular interest is how spatially quenched
disorder a�ects the critical behavior of nonequilibrium phase transitions. In
real systems, quenched disorder is an inevitable ingredient and appears in the
form of impurities and defects. Quenched disorder can a�ect dramatically the
critical behavior in such systems, inducing Gri�ths phases and/or changing
the nature or the universality class of the phase transition. Therefore, in this
work we investigate the e�ects of quenched disorder, in the form of random
deletion of sites, in the phase transitions exhibited by the model in a bipartite
square lattice.
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Capítulo 1

Introdução

A física estatística é a área que busca entender os fenômenos inerentes à
sistemas de muitas entidades interagentes. Esse ramo da física obteve sucesso
ao explicar de maneira mais fundamental fenômenos macroscópicos observa-
dos em termodinâmica e magnetismo. Em comparação com os demais ramos
da física, a física estatística surgiu há pouco tempo. Nas últimas décadas
a caracterização das transições de fases na criticalidade se desenvolveu e foi
capaz de uni�car fundamentos sobre as transições gás-líquido, cristais líqui-
dos, transições magnéticas e outros sistemas [1]. Contudo, a importância dos
estudos em torno das transições de fase vai além das transformações que ocor-
rem em sistemas termodinâmicos. Os fundamentos desenvolvidos nesta área
foram difundidos para áreas além da física, sendo utilizados em estudos de di-
nâmicas de redes complexas, teoria de populações biológicas, funcionamento
de laser, processos que utilizem processo de contato e inteligência arti�cial
[1].
As transições de fase podem ocorrer em sistemas em equilíbrio e sistemas fora
do equilíbrio. De�ne-se sistema em equilíbrio todo o sistema que não viola
o balanço detalhado. Se construirmos regras de dinâmica que reproduzam a
distribuição estacionária de um dado modelo em equilíbrio, é sempre possível
determinar uma taxa de transição de tal forma que o sistema obedeça o
balanço detalhado, isto é,

Peq(c)wc→c′ = Peq(c
′
)wc′→c (1.1)

em que c representa uma das con�gurações microscópicas acessíveis ao sistema
(A, B ou C na �gura 1.1), Peq(c) a probabilidade de ocorrência de uma dada
con�guração c e wc→c′ representa a taxa de transição da con�guração c para

1



uma con�guração c′ (sendo wc′→c a taxa no sentido oposto). A equação
1.1 mostra que o �uxo de probabilidade entre pares de con�gurações c e c

′

se anulam em sistemas no equilíbrio termodinâmico, como mostra a �gura
1.1(a).

A

B

C

(a) Sistema coerente com o ba-
lanço detalhado

A

B

C

(b) Sistema fora do equilíbrio

Figura 1.1: A �gura apresenta um sistema hipotético com três microestados
A, B e C. Em 1.1(a) as transições ocorrem com iguais taxas em todas as
direções, já em 1.1(b) as transições ocorrem apenas em um sentido, não ha-
vendo anulação entre as probabilidades de ocorrência de transições entre os
microestados.

Existem ainda sistemas nos quais as probabilidades das con�gurações aces-
síveis não se anulam entre si. Por exemplo, o modelo de Glauber-Ising [2]
que ainda não tenha alcançado o estado estacionário (�gura 1.1(b)) viola o
balanço detalhado e, consequentemente, encontra-se fora do equilíbrio.
A análise de sistemas fora do equilíbrio é muito importante, já que a maio-

ria dos fenômenos da natureza ocorrem nesse estado. Existem ainda sistemas
como processos estocásticos que violam o balanço detalhado tão fortemente
que os conceitos de física estatística do equilíbrio já não podem mais ser apli-
cados, mesmo com aproximações (apesar de existirem tentativas para isso).
Neste contexto, faz-se necessário um estudo mais aprofundado sobre as carac-
terísticas das transições de fase que ocorrem fora do equilíbrio, sendo impor-
tante ressaltar alguns aspectos importantes como a distribuição de fenômenos
por classes de universalidade, parâmetros de ordem, parâmetros de controle
e expoentes críticos. Tais grandezas serão apresentadas de forma mais clara
ao longo do texto.
Na busca de descrever melhor os fenômenos da natureza, a inserção de de-

sordem na modelagem de tais fenômenos se mostra crucial e determinante. A
desordem pode ser encontrada em forma de imperfeições e pode ser inserida
nos modelos de estudo em forma de espaços inertes ou falhas na rede utili-
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

zada na modelagem da dinâmica do sistema sob análise. Estudos em cristais
com alta concentração de defeitos são de vital interesse no meio cientí�co e
principalmente na ciência de materiais. Na modelagem pode-se veri�car a
in�uência de uma gama bastante abrangente de valores de concentração de
impureza na rede, suprindo a de�ciência da análise experimental sobre as
imperfeições de vários sistemas físicos e químicos relacionada à di�culdade
de implementação de dopagem com pequenas concentrações, auxiliando na
determinação dos pontos onde ocorrem as transições de fase [3].

1.1 Organização do trabalho

O capítulo seguinte contém uma breve discussão sobre alguns conceitos re-
lacionados aos sistemas em equilíbrio. Muitas teorias aplicadas à modelagem
de sistemas fora do equilíbrio tiveram sua origem em análises feitas para sis-
temas em equilíbrio e a esse fato atribuímos a necessidade de se apresentar
os assuntos abordados no próximo capítulo. Nele introduzimos o conceito
de universalidade e expoentes críticos que foram amplamente utilizados no
desenvolvimento do trabalho.
No capítulo 3 mostramos como os conceitos da física estatística de equilíbrio
foram expandidos para aplicação em sistemas fora do equilíbrio. Através
de um tratamento estocástico utilizando o processo de contato, mostramos
como esse modelo pode ser utilizado na modelagem de diferentes tipos de
sistemas, salientando alguns princípios relacionados à sistemas acometidos
pela desordem e os métodos de simulação utilizados nesse contexto. Já no
capítulo 4, apresentamos o processo de contato em sub-redes estudado por
de Oliveira e Dickman [4], pesquisa que serviu de base para o trabalho aqui
apresentado. Além disso, apresentamos duas extensões desse mesmo trabalho,
que fornecem importantes conceitos relacionados à interação de indivíduos
nas sub-redes através de modi�cações nas taxas de interação e a inserção da
difusão na rede.
O Capítulo 5 apresenta os resultados encontrados considerando-se a inserção
de desordem congelada nas sub-redes. Apresentamos uma análise feita consi-
derando a desordem inserida de forma isotrópica e anisotrópica, construindo
primeiramente a teoria de campo médio para o modelo e reiterando os resul-
tados encontrados utilizando simulações de Monte Carlo. Por �m, o capítulo
6 resume as conclusões obtidas durante o desenvolvimento do trabalho e a
perspectiva de trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Transições de fase em sistemas no

equilíbrio

2.1 Transições de fase

Transições de fase são fenômenos ocorrentes em vários tipos de sistemas,
sejam eles físicos, biológicos, sociais ou econômicos. A transição de fase pode
ser determinada a partir da detecção da mudança de um cenário macroscó-
pico com a variação de algum parâmetro de controle. As transições de fases
frequentemente envolvem algum tipo de parâmetro de ordem associado à que-
bra de simetria, sendo essa quebra de simetria descrita por um parâmetro de
ordem que normalmente aumenta na mesma direção da fase ordenada e mede
o grau de ordem à medida que a transição de fase prossegue. A compreensão
de como essas transições de fase ocorrem é extremamente importante, já que
além de fornecer informações acerca do comportamento dos sistemas frente
a uma dada variação de grandezas macroscópicas, essas mesmas informações
tem sido utilizadas no desenvolvimento de inúmeras tecnologias inovadoras
[2].

2.1.1 Classi�cação das transições de fase

Basicamente, pode-se classi�car uma transição de fase como contínua ou
descontínua. As transições de fase contínuas no equilíbrio envolvem uma
mudança contínua na entropia, o que signi�ca que não existe calor latente.
Exemplos desse tipo de transição são a transição líquido-gás à temperatu-
ras acima da temperatura crítica, transição metal-supercondutor e muitas
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outras transições em sistemas magnéticos. As transições descontínuas são
caracterizadas por uma mudança descontínua na entropia em um valor �xo
de temperatura. Essa descontinuidade na entropia corresponde ao calor la-
tente que é dado por L = TδS, onde T é a temperatura na transição e δS
a respectiva variação na entropia. Alguns exemplos são transições dos tipos
líquido-gás e sólido-líquido.
A primeira classi�cação geral das transições de fase foi introduzida por Paul

Ehrenfest em 1933. Essa classi�cação surgiu a partir de uma nova transição
de fase no hélio líquido observada em 1932, a "transição lâmbda". Nessa
transição, W.H. Keesom e outros pesquisadores observaram um salto de des-
continuidade na curva de transição, determinando uma dependência da tem-
peratura com o calor especí�co do hélio em um determinado ponto. Esse
salto aparente levou Ehrenfest a introduzir uma classi�cação das transições
de fase com base na derivada da função de energia livre de Gibbs (G):

1. transição de primeira ordem: As transições apresentam descontinuida-
des na primeira derivada de G:(

∂G

∂T

)
p

= −S,
(
∂G

∂p

)
T

= V (2.1)

2. transição de segunda ordem 1: As transições apresentam descontinui-
dades na segunda derivada de G:(

∂2G

∂T 2

)
p

=
−cp
T
,

(
∂2G

∂p2

)
T

= −V κT ,
(
∂2G

∂T∂p

)
= V βp (2.2)

Uma das mais conhecidas transições de fase em mecânica estatística de equi-
líbrio é a transição ordem-desordem no modelo de Ising em duas dimensões,
na qual o tamanho típico dos domínios ordenados diverge à medida que a
temperatura crítica Tc se aproxima. No equilíbrio térmico essa transição é
caracterizada pelas propriedades de simetria do modelo em estudo e não de-
pende dos detalhes das interações microscópicas. Essa independência micros-
cópica permite que vários sistemas de naturezas diferentes, porém de aspectos

1O primeiro exemplo físico de transição de fase de segunda ordem parece ter sido desco-
berto por Cagniard de la Tour em 1822 que observava o fenômeno de opalescência crítica
em uma mistura formada por água e álcool. Essa mistura se torna opaca perto do ponto
crítico, que é quando os comprimentos de correlação espaciais se tornam comparáveis com
o comprimento de onda da luz visível.
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macroscópicos parecidos sejam caracterizados como sistemas pertencentes a
uma determinada classe de universalidade [5]. A ideia de universalidade foi
implantada inicialmente por pesquisadores experimentais que observaram que
alguns sistemas físicos aparentemente não-correlacionados podem ser carac-
terizados pelo mesmo comportamento quando estão próximos da transição.
A divisão em classes de universalidade também pode ser aplicada de maneira
e�ciente nos campos relacionados às transições de fase fora do equilíbrio. Con-
tudo, a universalidade aplicada nesse contexto pode envolver o tempo como
um grau de liberdade adicional às propriedades de simetria relacionadas a
evolução da dinâmica do sistema, di�cultando assim sua caracterização [6].

2.1.2 Universalidade e expoentes críticos

Com o crescimento das pesquisas experimentais e teóricas em torno das
transições de fase e fenômenos críticos, viu-se o surgimento de novas teorias
de forma mais expressiva a partir da década de 60 [7]. Na verdade, a pri-
meira teoria relacionada às transições de fase e criticalidade surgiu na tese
de doutorado de van der Waals publicada em 1873. Apesar da ciência ter se
desenvolvido muito depois dessa época, a teoria fundamentada por van der
Waals continua importante para análise do comportamento crítico de siste-
mas �uidos. A partir da análise de um diagrama de fases para um �uido
simples, van der Waals percebeu que com o aumento da temperatura, a dife-
rença ψ entre o volume especí�co da fase líquida vL e o volume especí�co da
fase gasosa vG na coexistência também diminuía até se anular em um ponto
especí�co denominado ponto crítico. Além disso, ele percebeu que acima da
temperatura crítica a pressão varia de forma bem comportada com o volume
especí�co. Considerando esses pontos, pode-se caracterizar o comportamento
assintótico do parâmetro ψ quando T → Tc como:

ψ = vL − vG ∼ B

(
Tc − T
Tc

)β
(2.3)

onde o fator B e a temperatura Tc não tem caráter universal, porém, observou-
se experimentalmente que o expoente β vale aproximadamente 1/3 para qual-
quer �uído ou até mesmo outros sistemas físicos que possuam grandezas aná-
logas.
Outro fundamento importante foi o estudo do ferromagneto uniaxial simples
e a determinação da equação de Curie-Weiss. A �gura 2.1 apresenta a variação
da magnetização espontânea (m) em função da temperatura (T ) .
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Figura 2.1: Magnetização espontânea para o ferromagneto uniaxial de Curie-
Weiss.

Fazendo uma análise ao longo da curva (H = 0, T < Tc), podemos deter-
minar o comportamento da magnetização espontânea ψ = |m|. Nesse caso,
ψ está associado à quebra espontânea de simetria do sistema na vizinhança
do ponto crítico. Grandezas desse tipo são denominadas parâmetros de or-
dem, enquanto o parâmetro variável, nesse caso a temperatura, é denominado
parâmetro de controle.
A noção de parâmetro de ordem foi introduzida por Landau na década de 30
quando ele criou uma teoria aplicada às transições de fases contínuas. A teoria
de Landau [8] é baseada na expansão da energia livre do sistema em potências
do parâmetro de ordem η especí�co de cada sistema [9]. Considerando a
vizinhança do ponto crítico, a energia livre de Gibbs pode ser expandida em
potências de η, por exemplo:

G = G0 + αη + aη2 + cη3 + bη4 + ... (2.4)

A expansão foi feita até a quarta ordem devido ao baixo valor de η e α, a, c
e b são funções de pressão (P) e temperatura (T). η é obtido a partir da
minimização de G, sendo assim:

∂G

∂η
= α + 2aη + 3cη2 + 4bη3 = 0 (2.5)

α + η(+2a+ 3cη + 4bη2) = 0 (2.6)
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2.1. TRANSIÇÕES DE FASE

Da equação 2.6 temos as seguintes soluções possíveis:

α = 0 e η = 0

α = 0 e η 6= 0
(2.7)

Para garantir a minimização, a derivada segunda de G deve ser sempre
positiva. Logo:

∂2G

∂η2
= 2a+ 6cη + 12bη2 > 0 (2.8)

Para η = 0, que corresponde a T > Tc, devido a de�nição do parâmetro
de ordem, a equação 2.8 mostra que a derivada segunda é positiva se a for
positivo. Já para η 6= 0 (T < Tc), a segunda derivada de G desprezando-se o
termo de ordem 2 fornece a seguinte relação

η =
−2a

3c
(2.9)

Substituindo a equação 2.9 na equação 2.8 sem a constante b, têm-se:

∂2G

∂η2
= −4a (2.10)

Assim, para que a equação 2.10 seja positiva, a obrigatoriamente deve ser
negativa. Já que a é positiva para temperaturas maiores que Tc e negativa
abaixo dessa temperatura, conclui-se que a se anula no ponto crítico. Assu-
mindo que a não possui singularidades no ponto crítico [9], Landau propôs a
seguinte expressão:

a = a0(T − Tc) (2.11)

onde

a > 0 para T > Tc

a = 0 para T < Tc

a < 0 para T < Tc

(2.12)

Feitas essas considerações e lembrando que α = 0 e que a = 0 no ponto
crítico, a equação da energia livre de Gibbs e da sua segunda derivada na
criticalidade tomam as formas
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Gc = G0 + ccη
3 + bcη

4 (2.13)

e
∂2Gc

∂η2
= 6ccη + 12bcη

2 (2.14)

Considerando c = 01, (caso que apresenta uma linha de pontos críticos) [8], a
energia livre de Gibbs pode ser reescrita na forma da equação 2.15 e a �gura
2.2 apresenta sua representação grá�ca para os casos indicados na equação
2.12.

G = G0 + a0(T − Tc)η2 + bη4 (2.15)

Figura 2.2: Energia livre de Gibbs em função do parâmetro de ordem η para
os valores de a da equação 2.12. Figura retirada da ref. [9].

Minimizando a energia livre de Gibbs, obtêm-se:

η2 = −a0(T − T − c)
2b

=
|a|
2b

(2.16)

Desprezando as potências mais altas de η, a entropia do sistema pode ser
de�nida como:

S = −∂G
∂T

= S0 − a0η
2 (2.17)

1Para o caso em que c < 0, as transições são classi�cadas como transições de primeira
ordem e, dessa forma, a descontinuidade aparece na entropia.
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Lembrando que para T > Tc η = 0 pela própria de�nição do parâmetro de
ordem [8], têm-se:

S = S0(T ), para T > Tc

S = S0 +

(
a2

0

2b

)
(T − Tc) para T < Tc

(2.18)

Para T = Tc e S = S0, a entropia permanece contínua mesmo nesse ponto.
O calor especí�co é de�nido como visto na equação 2.1 e a partir da equação
2.18 temos:

CP = CP0 = T

(
∂S0

∂T

)
P

para T > Tc

CP = CP0 + T

(
a2

0

2b

)
para T < Tc

(2.19)

A �gura 2.3 mostra o aspécto da variação da entropia (2.3(a)) e do calor
especí�co (2.3(b)) em função da variação da temperatura. A continuidade da
entropia e a descontinuidade do calor especí�co permitem caracterizar essa
transição de fase como sendo uma transição de fase de segunda ordem, já que
a descontinuidade aparece na segunda derivada da energia livre de Gibbs.

(a) (b)

Figura 2.3: Continuidade da entropia e descontinuidade do calor especí�co
na transição de fase. A descontinuidade na segunda derivada da energia livre
de Gibbs é típica das transições de segunda ordem. Figura retirada da ref.
[9].
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2.1.3 Transições descontínuas ou de primeira ordem

2.2 O modelo de Ising

No equilíbrio, as transições de fase de segunda ordem são consequência das
correlações de longo alcance criadas entre os componentes do sistema, mesmo
que as interações microscópicas do sistema original sejam de curto-alcance
[1]. O modelo de Ising é provavelmente o modelo de transição de fase de
segunda ordem no equilíbrio mais conhecido e melhor descrito. Apesar de
ser um modelo ferromagnético, esse modelo possui caráter universal, sendo
capaz de captar os aspectos principais do comportamento dos sistemas na
criticalidade. O modelo pode ser representado por um conjunto de variáveis
spins que possuem a mesma direção, porém podem assumir o mesmo sentido
ou sentidos opostos, como mostra a �gura 2.4.

Figura 2.4: Representação pictórica do modelo de Ising. Figura retirada da
ref. [10].

O modelo de Ising tem grande importância na construção da teoria micros-
cópica de transição ferromagnética por incorporar interações de curto-alcance
numa rede d-dimensional. O modelo é de�nido pelo Hamiltoniano
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H = −J
∑
(ij)

σiσj −H
N∑
i=1

σi (2.20)

sendo σi uma varável que pode assumir os valores ±1 nos sítios i = 1, 2, 3..., N
de uma rede d-dimensional. O primeiro termo realiza a soma entre os vizinhos
mais próximos na rede, representando a energia de interação que deve ser
capaz de produzir um estado ferromagneticamente acoplado (J > 0). O
segundo termo apresenta a interação entre o sistema de spins e um campo
magnético externo aplicado.
As variáveis de spins podem ser interpretadas de diversas formas [7]:

1. como spins de átomos que apontam para cima e para baixo;

2. liga binária com sítios ocupados por átomos de dois tipos diferentes
(i = j, E = −J, i 6= j, E = +J);

3. número de ocupação, assinalando a presença ou ausência de partículas
na rede;

Resolver o modelo de Ising implica na de�nição da função partição canônica
ZN , sendo

ZN = Z(T,H,N) =
∑
{σi}

exp(−βH) (2.21)

onde β = 1/kBT , a soma é realizada sobre todas as con�gurações possíveis
das variáveis de spins e o hamiltoniano H é dado pela equação 2.20. Também
é necessário encontrar uma expressão de forneça a energia livre de Gibbs
magnética por sítio (g):

g = g(T,H) = lim
N→∞

[
−1

βN
lnZN

]
(2.22)

Para uma rede unidimensional, a energia livre de Gibbs é obtida sem muita
di�culdade e sua expressão (equação 2.23) é perfeitamente analítica (exceto
para T = H = 0), não produzindo nenhuma magnetização espontânea.

g(T,H) = − 1

β
ln
[
eβJ cosh(βH) +

[
e2βJ cosh2(βH)− 2 sinh(2βJ)

]1/2]
(2.23)
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Através da expressão da enegia livre de Gibbs é possível determinar todas
as propriedades termodinâmicas do sistema [7]. A magnetização por spin m
é dada por

m(T,H) =

(
− ∂g

∂H

)
T

=
sinh(βH)[

sinh2(βH + exp(−4βJ))
]1/2 (2.24)

que se anula quando não há aplicação de campo magnético externo (H = 0),
mostrando que o modelo não se aplica ao ferromagnetismo e essa solução
indica a ausência de qualquer tipo de transição, o que deixou Ising bastante
frustrado 1.
Ao longo da história, várias técnicas foram desenvolvidas na busca de reso-

luções para os modelos de Ising em duas e três dimensões. Essas técnicas são
utilizadas para resolver problemas relacionados aos sistemas mais complexos
e fornecem bons resultados qualitativos de diagramas de fases. Porém, no li-
mite termodinâmico a não-analiticidade da energia de Gibbs torna discutível
qualquer truncamento realizado nessas técnicas.
Em 1944, Onsager [41] produziu uma solução não-analítica para o modelo

de Ising numa rede quadrada com interações de primeiros vizinhos sem a
presença de um campo externo. Para T → Tc, o calor especí�co diverge de
acordo com a equação 2.25, com uma temperatura crítica Tc bem de�nida e
dada por κBTc/J = 2/ ln(1 +

√
2).

cH=0 ∼ ln |T − Tc| ∼ |T − Tc|−α (2.25)

Portanto, a energia livre de Gibbs não é analítica e não pode ser colocada
na forma de uma expansão de Landau. Em 1950, C. N. Yang [42] veri�cou
um resultado de Onsager para a magnetização espontânea da rede quadrada,
obtendo o expoente crítico β = 1/8. Atualmente, embora ainda não haja
solução exata para H 6= 0, pode-se a�rmar seguramente que o expoente γ
(relacionado à susceptibilidade χ(T, 0) ∼ |τ |−γ) vale 7/4 . Todas as redes
planas com interações de curto alcance possuem o mesmo conjunto de expo-
entes críticos (α = 0, β = 1/8, γ = 7/4).

1Com base no resultado obtido na análise unidimensional em 1924, Ising concluiu erro-
neamente que seu modelo não apresentaria a transição de fase entre as fases ferromagnética
e paramagnética para nenhuma outra dimensão. Em 1943 Lars Onsager mostrou que o
modelo de Ising bidimensional apresentava a transição de fase ferromagnética. Somente
em 1949, 25 anos após o término de sua tese é que Ernest Ising tomou conhecimento da
importância de seu modelo para a literatura cientí�ca.
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A �gura 2.5 apresenta a captura de imagens de forma a ilustrar a transição
ferromagnética do modelo de Ising. O primeiro quadro mostra a con�gura-
ção típica da rede para T < Tc, representando a fase ordenada que gera a
magnetização espontânea. Para T = Tc, podemos observar a formação de
aglomerados formados por spins de mesma orientação. O terceiro quadro
(T > Tc) representa a fase paramagnética, onde os spins possuem orientações
desordenadas e a magnetização espontânea global se anula.

Figura 2.5: Con�gurações típicas do modelo de Ising bidimensional em equilí-
brio térmico para os estados subcrítico, crítico e supercrítico. Figura retirada
da referência [1].

Em três dimensões, a solução exata para o modelo de Ising ainda perma-
nece como um problema em aberto. No entanto, desde a década de 60 vem
surgindo excelentes expansões em séries de altas temperaturas de várias gran-
dezas termodinâmicas que fornecem com segurança um conjunto de expoentes
críticos dentro da faixa experimental para sistemas físicos em três dimensões.
Esses expoentes e os outros expoentes críticos têm seus valores apresentados
na tabela 2.1.
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Landau Ising(d=2) Ising(d=3) Experiências

β 1/2 1/8 5/16 0,3 - 0,35

γ 1 7/4 5/4 1,2 - 1,4

δ 3 15 5 4,2 - 4,8

α 0 0(log) 1/8 0

Tabela 2.1: Tabela de expoentes críticos de maiores signi�cados termodinâ-
micos [7].
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Capítulo 3

Transições de fase para estados

absorventes

3.1 O Processo de Contato (PC)

O processo de contato é um modelo estocástico utilizado para estudar e
prover resultados que caracterizem sistemas de interação entre indivíduos
em uma rede d-dimendional, sendo possivelmente o modelo mais simples de
apenas um estado absorvente [11]. De�ne-se como estado absorvente o estado
no qual o sistema atinge um estado irreversível, ou seja, a transição ocorre
de um estado ativo para o estado inativo (absorvente) e não pode mais sair
dele. Um exemplo seria a extinção de um vírus após uma epidemia.
Para explicar o modelo PC usa-se aqui a aplicação do mesmo na modelagem

de espalhamento de epidemias, como introduzido pioneiramente por Harris
[12]. Cada sítio i de uma rede pode conter um indivíduo infectado (σi = 1)
ou sadio (σi = 0). Com uma taxa unitária, os indivíduos infectados podem se
tornar sadios (σi = 1→ σi = 0) sem depender das condições de seus vizinhos.
Indivíduos sadios são infectados (σi = 0→ σi = 1) com uma taxa nλ/2d, em
que n representa o número de vizinhos infectados e d representa a dimensão do
sistema. Para distinguir as fases ativa e inativa e analisar o comportamento
desse sistema, um parâmetro de ordem ρ é introduzido para representar a
densidade de indivíduos infectados na rede. Esse parâmetro de ordem se anula
no estado absorvente, caracterizado pela ausência de indivíduos infectados.
A medida que a taxa λ aumenta além de um determinado valor crítico λc,
o sistema sofre uma transição de fase do estado absorvente para o estado
estacionário ativo.

16



CAPÍTULO 3. TRANSIÇÕES DE FASE PARA ESTADOS
ABSORVENTES

Figura 3.1: Parâmetro de ordem ρ indicando os limites entre o estado absor-
vente e o regime ativo, onde ocorre o início da epidemia (λ = λc). Figura
retirada da ref. [13].

Nas proximidades do ponto crítico o parâmetro de ordem ρ decai rapida-
mente segundo uma lei de potências dada por

ρ ∼ (λ− λc)β, (3.1)

onde β é o expoente crítico associado ao parâmetro ρ e ρ corresponde ao
parâmetro de ordem no limite termodinâmico (t → ∞) . Modelos que pos-
suem uma transição contínua para um único estado absorvente normalmente
pertencem a classe de universalidade de percolação dirigida (DP, do inglês
directed percolation- vide seção 3.5), como é o caso do próprio processo de
contato [14, 15, 16, 17].

3.2 Teoria de campo médio para o processo de

contato

A teoria de campo médio (TCM) provê aproximações bastante simpli�ca-
das que são capazes de fornecer informações utilizadas na compreensão do
comportamento geral do modelo em estudo. Através de aproximações mate-
máticas, de�nem-se equações que fornecem uma estimativa das características
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gerais do modelo. O principal problema da utilização dessa técnica está no
fato de que a teoria de campo médio considera que os sítios da rede são
descorrelacionados (o estado de um sítio não interfere no estado dos outros
sítios), o que não é verdade, já que os estados dos sítios são altamente cor-
relacionados. Por essa razão, em geral, essa teoria fornece resultados pobres
no ponto de vista quantitativo, porém, são de boa aplicabilidade no ponto de
vista qualitativo, servindo de guia para outras investigações [1].
Considerando o processo de contato unidimensional (seção anterior), a pro-

babilidade de que um indivíduo escolhido ao acaso num instante t esteja ativo
vale ρ. Complementarmente, a probabilidade de seleção de um sítio inativo
vale 1− ρ. A tabela 3.2 apresenta as taxas de transição para cada evento do
processo de contato unidimensional.

processo taxa (Wi) ∆Ni

• ◦ • → • • • λρ2(1− ρ) +1

• ◦ ◦ → • • ◦ λ
2ρ(1− ρ)2 +1

◦ ◦ • → ◦ • • λ
2ρ(1− ρ)2 +1

• → ◦ ρ -1

Tabela 3.1: Taxas de transição para o processo de contato unidimensional.
Tabela adaptada da referência [13].

A equação de evolução do parâmetro de ordem em relação ao tempo é for-
mada pelo somatório do produto da taxa de transição pelo respectivo número
de partículas criadas ∆N em cada um dos 4 casos possíveis:

dρ

dt
=
∑
i

∆NiWi = (λρ2(1−ρ))(1)+(
λ

2
ρ(1−ρ)2)(1)+(

λ

2
ρ(1−ρ)2)(1)+(ρ)(−1)

(3.2)
dρ

dt
= ρ(λ− 1)− λρ2 (3.3)

Considerando o estado estacionário:

dρ

dt
= 0 (3.4)
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Assim, igualamos a equação 3.2 e obtemos após um tempo longo as soluções:{
ρ = 0, se λ < λc

ρ =
λ− 1

λ
, se λ > λc

(3.5)

de�nindo µ ≡ λ − 1 e ρ0 como sendo a densidade inicial da população. No
ponto crítico µ = 0 e a densidade populacional decai algebricamente:

ρ(t) =
ρ0

1 + ρ0t
(3.6)

Já nas proximidades do ponto crítico, o parâmetro de ordem geralmente segue
a lei de potência

ρ ∝ (λ− λc)β (3.7)

Através da equação 3.5, é possível veri�car gra�camente a variação da
densidade ρ construindo a curva de ρ versus λ. O resultado para o caso
mostrado aqui está representado na �gura 3.1.

3.3 Simulações de Monte Carlo

Transições de fase fora do equilíbrio são frequentemente estudadas utilizando
os métodos de Monte Carlo, já que os modelos podem ser considerados pro-
cessos estocásticos com dependência temporal e esses podem ser simulados
com relativa facilidade [1] utilizando tais métodos.
As simulações numéricas têm como objetivo principal a determinação de

valores precisos para pontos críticos, expoentes críticos e funções de escala.
Essas simulações são realizadas utilizando duas principais técnicas distintas:
em uma, os estados iniciais são homogêneos e na segunda as simulações são
inicializadas com uma única semente ativa.

3.3.1 Estados Iniciais Homogêneos

A primeira tarefa é encontrar o ponto crítico do sistema. Utilizando um
sistema relativamente grande, tipicamente maior que T

1
Z , onde T é o tempo

total da simulação e z = ν||/ν⊥ é o expoente crítico dinâmico esperado, os
resultados são protegidos dos efeitos presentes em sistemas de tamanhos �ni-
tos. As primeiras simulações geralmente partem de um sistema representado
por uma rede completamente ocupada, onde a evolução da densidade de sítios
ativos é medida em relação ao tempo. A utilização de um sistema de grandes
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dimensões diminui a ocorrência de erros estatísticos, porém, se utilizados sis-
temas de tamanhos �nitos, a densidade deve ser medida reiteradas vezes e a
média após N interações deve ser tomada para evitar o mesmo tipo de erro.
O expoente α = β/ν|| é determinado pela medida da inclinação da reta que

apresenta a variação da densidade em função do tempo em escala logarítmica.
Em seguida, o expoente ν|| é determinado pela análise de diversos conjuntos
de dados medidos nas vizinhanças do ponto crítico, gerando o grá�co ρ(t)tα

versus t(p− pc)ν|| sendo p e pc o parâmetro de controle e o valor crítico desse
parâmetro considerando esse um processo relacionado a DP1.
O terceiro expoente é determinado pela análise por escala de tamanhos

�nitos. Para tanto, é aconselhável que a dimensão linear do sistema seja
incrementada em potências de 2 (L = 2, 4, 8, 16, 32...) e o decaimento da
densidade ρ(t) deve ser quanti�cado. Construindo a curva de ρ(t)tα versus
t/Lz o expoente dinâmico z deve ser ajustado de tal forma que todas as
colapsem. Em sistemas �nitos podem aparecer curvas que não cruzem com
as outras, nesses casos os dados devem ser descartados [1].

3.3.2 Simulações por sementes

A técnica de geração de sementes para formação de aglomerados de indiví-
duos ou sítios ativos foi introduzida por Grassberger e de la Torre [18]. Na
fase ativa existe uma probabilidade �nita de se formar um aglomerado de
dimensões in�nitas na rede. Para caracterizar o crescimento desses aglome-
rados, costuma-se calcular a probabilidade de sobrevivência Psob(t) medida
considerando-se a média de vários aglomerados, o número de sítios ativos
Na(t) medido no tempo t considerando a média tomada em todos os aglo-
merados e o quadrado médio do espalhamento R2

s(t) também medido consi-
derando a média de todos os aglomerados da rede. No ponto crítico, essas
quantidades variam conforme as seguintes leis de potência:

Psob(t) ∼ t−δ (3.8)

Na(t) ∼ tΘ (3.9)

1 p e pc representam uma generalização relacionada a qualquer parâmetro de controle
utilizado em sistemas que pertençam a classe DP (vide seção 3.5). Eles podem, por exem-
plo, representar a temperatura quando essa é utilizada para veri�car o comportamento do
parâmetro de ordem em relação a sua variação, como mostrado na seção 2.1.
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R2
s ∼ t

2
z (3.10)

Sendo δ o expoente relacionado à variação do número médio de sítios ativos
na rede e z um expoente dinâmico dado por z = ν||/ν⊥.
O processo é primeiramente simulado na criticalidade. Essas simulações

permitem estimar os dois expoentes independentes (δ = β
′
/ν|| e z = ν||/ν⊥)

e Θ é obtido pela relação de hiperescala [1].

Θ = d/z − α− δ (3.11)

sendo d a dimensão do sistema.
O terceiro expoente ν|| pode ser determinado pelas simulações fora da cri-

ticalidade, plotando Na(t)t
−Θ versus t(p − pc)

ν|| e ajustando ν|| para que a
curva colapse.

3.4 Efeitos da desordem

Os estudos realizados acerca de um sistema com desordem devem ter o obje-
tivo de responder as seguintes questões:

1. A transição de fase continuará a mesma em relação ao sistema sem
desordem?

2. Se a transição de fase permanece contínua, o sistema desordenado apre-
sentará o mesmo comportamento crítico do sistema puro ou apresentará
mudança de classe de universalidade?

3. Somente a transição de fase será in�uenciada ou a desordem provocará
alguma alteração signi�cativa em sua vizinhança?

A partir dessas considerações, faz-se válido lançar mão de alguns conceitos
necessários para que essas questões sejam respondidas, como o critério de
Harris e fases de Gri�ths, que são inerentes a quaisquer sistemas com desor-
dem [19]. O critério de Harris consiste em uma relação que fornece o grau de
relevância da desordem em um sistema. Além disso, a literatura mostra que
o processo de contato com desordem apresenta mudança de classe de univer-
salidade, deixando de pertencer a classe de universalidade DP para a classe
de universalidade de Ising transverso [19]. Assim, espera-se que outros sis-
temas com as mesmas simetrias também apresentem tal variação. As linhas
subsequentes apresentam uma breve abordagem desses conceitos.

21



3.4. EFEITOS DA DESORDEM

3.4.1 Critério de Harris

Um importante trabalho feito por Harris [12] aplicado inicialmente no mo-
delo de spins resultou em uma relação capaz de mostrar a relevância da de-
sordem no sistema, o chamado critério de Harris. Tal relação é dada por

dν < 2 (3.12)

onde d é a dimensão do sistema e ν o expoente de comprimento de correlação.
Segundo esse critério, se a condição 3.12 for obedecida, a desordem possui
relevância considerável no sistema, podendo causar inclusive a alteração de
classe de universalidade do sistema. Nos sistemas fora do equilíbrio, o tempo
entra como um grau de liberdade adicional [2] e, dessa forma, o critério de
Harris para esse contexto é semelhante ao utilizado nos estudos dos sistemas
no equilíbrio, porém ν tem variação temporal e por isso utiliza-se ν = ν⊥.
Para justi�car tal expressão, é necessário analisar a importância da alea-

toriedade das ligações δJ nas proximidades do ponto crítico. Essa análise é
feita considerando-se as médias das �utuações calculadas sobre o volume de
correlação ξ(t)d. Considerando que as médias das interações Jij entre sítios
i e j dentro do volume de correlação são não-correlacionadas perto do ponto
crítico e decaem com o quadrado desse volume de correlação: [20]

Jij ∼
1

ξ(t)d/2
∼ |T − Tc|ν⊥d/2, (3.13)

Desde que as ligações Jij inter�ram no valor de Tc, de�nimos |t| como a
distância entre os pontos T e Tc. Considerando T ijc como o ponto crítico
relacionado à interação média Jij, podemos de�nir a seguinte condição

T ijc � |T − Tc| ↔ |T/Tc − 1|ν⊥d/2 � |T/Tc − 1| (3.14)

|t|ν⊥d/2−1 � 1, t→ 0 (3.15)

Ou seja, para que o comportamento crítico permaneça estável (ou seja, a
desordem não provoca alterações relevantes),

ν⊥d > 2 (3.16)

Note que, por considerar a média Tc o critério de Harris deve ser aplicado em
sistemas de grandes dimensões. Efeitos provocados em sistemas de pequenas
escalas e, consequentemente, com taxa de desordem �nita, não são cobertos
pelo critério.
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O critério de Harris pode ser utilizado para classi�cação de pontos críticos
em relação à intensidade de desordem e a variação do comprimento de corre-
lação. A classi�cação se dá em três classes [21]: A primeira classe contém os
pontos críticos que cumprem o critério de Harris. Nessas transições, a inten-
sidade da desordem decresce e o sistema se torna homogêneo para grandes
escalas. Consequentemente, o comportamento crítico do sistema desordenado
é idêntico ao comportamento crítico do sistema originalmente puro. Na se-
gunda classe, encontram-se os sistemas que mantêm o caráter não-homogêneo
para qualquer escala com uma intensidade de desordem se aproximando de
um valor �nito para sistemas de grande escala. O parâmetro de ordem pos-
sui decaimento segundo lei de potências nas proximidades do ponto crítico,
porém o sistema apresenta expoentes críticos diferentes dos expoentes do sis-
tema original e, dessa forma, o sistema desordenado se enquadra em uma
classe de universalidade diferente. Nos pontos críticos da terceira classe, a
intensidade da desordem aumenta de forma ilimitada. Nesses pontos críticos
denominados pontos críticos de desordem in�nita, a variação do parâmetro de
ordem com uma lei de potências é substituída por uma variação exponencial.
Ao contrário da segunda classe que em uma análise macroscópica a largura da
distribuição de probabilidades se anula no limite termodinâmico, os pontos
críticos da terceira classe apresentam uma distribuição de probabilidades que
diverge no limite termodinâmico.
Essa classi�cação foi construída observando-se o valor médio de intensi-

dade de desordem do sistema. A partir de uma análise local, vê-se que o
comportamento em determinadas regiões pode variar, gerando regiões com
alta intensidade de desordem e outras regiões com baixa intensidade de sítios
excluídos, ocasionando o aparecimento das chamadas fases de Gri�ths [22].

3.4.2 Fases de Gri�ths

A desordem se apresenta nos sistemas como imperfeições, espaços vazios
ou sítios inertes. Como se pode presumir, a desordem aparece distribuída de
forma aleatória na rede que compõe os sistemas em análise. Por essa razão,
a rede pode apresentar regiões contendo uma densidade maior de espaços va-
zios e também pode apresentar micro-regiões em que a desordem não alterou
seu aspecto de forma relevante, são as chamadas regiões raras 3.2(b). Essa
diferença de densidades locais altera a relação de variação do parâmetro de
ordem em relação ao tempo, consequentemente, altera também o comporta-
mento deste em relação ao parâmetro de controle, induzindo o aparecimento
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das fases de Gri�ths [22].
As fases de Gri�ths representam uma região bem de�nida localizada entre

as fases inativa e ativa de um diagrama de transição de fases. Ou seja, ela
está compreendida em um região delimitada pelos valores críticos λ0 e λc do
parâmetro de controle, em que λ0 indica a transição de fase entre a fases
inativa e a região de Gri�tths e λc indica o início da fase ativa propriamente
dita 3.2(a). Tipicamente, um sistema sem desordem apresenta uma transição
direta do estado absorvente (inativo) para a fase ativa.

(a) fases de Gri�ths. (b) Regiões raras.

(c) Decaimento de ρ em função do tempo.

Figura 3.2: (a) Região de abrangência das fases de Gri�ths considerando a
variação de λ; (b) Regiões raras; (c) Decaimento de ρ em função do tempo.
Figura retirada da ref. [22].
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A desordem aleatória diminui a capacidade de suporte da rede de forma
heterogênea. Assim, as regiões mais penalizadas por este fenômeno tendem
a ter uma taxa de ocupação muito menor do que a taxa de ocupação nas
regiões raras. Assim, o sistema, de uma forma global, ainda se encontra em
estado subcrítico, porém nas regiões raras o sistema se encontra no estado
crítico. Em um sistema limpo (sem desordem) o decaimento do parâmetro
de ordem segue a lei de potências ρ(t) ∼ t−δ nas proximidades do ponto
crítico. No entanto, com a inserção de desordem, é possível perceber que esse
tipo de decaimento é observado para uma gama muito maior de valores de λ,
formando assim uma região de decaimento por lei de potências 3.2(c).

3.4.3 Classe de Universalidade de Ising Transverso com

campo aleatório

A Classe de Universalidade Ising transverso é a classe que possui como
um de seus principais modelos o processo de contato desordenado em rede
bi-dmensional [19]. Apresenta-se aqui uma breve discussão em torno do mo-
delo de Ising transverso (TIM do inglês, Transverse Ising Model) com campo
aleatório e uma tabela (3.4.3) com os respectivos expoentes críticos que ca-
racterizam tal classe.
O modelo TIM é descrito pelo Hamiltoniano

H = −
∑
i

Γiσ
x
i −

∑
<ij>

Jijσ
Z
i σ

Z
j (3.17)

em que o campo Γi e o acoplamento entre os primeiros vizinhos são variáveis
aleatórias, os σ's representam as m matrizes de Pauli e os somatórios são
realizados sobre os sítios de uma rede d-dimensional. Quando o campo não
tem aleatoriedade (Γi = Γ, Jij = J), o comportamento crítico modelado pelo
Hamiltoniano 3.17 em temperaturas �nitas é descrito pelos mesmos expoen-
tes críticos do modelo de Ising d-dimensional, mas para T = 0 ocorre uma
transição de fase no valor crítico de Γ/J com os mesmos expoentes do modelo
de Ising em (d + 1)- dimensões como analisado por Pfeuty e Elliot em 1971
[23]. Para o caso unidimensional existe uma transição no estado fundamental
em que gc ≡ (Γ/J)c = 1 (Katsura [24] 1962, Pfeuty [25] 1970), sendo gc a
curva crítica do modelo. Em 1974 Harris [12] sugeriu a presença de um salto
de descontinuidade na curva crítica gc(p), sendo p a concentração não-nula
de constantes de acoplamento j. Considerando a temperatura zero, o salto
de descontinuidade ocorre em p = pc, em que pc é o limiar de percolação:
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abaixo de pc não existe ordenamento de longo alcance na rede e gc(pc) = 0.
Para o valor de p imediatamente maior que pc, gc(pc) = 1, gerando o salto de
descontinuidade (�gura 3.4).
Em 1979, Pfeuty [26] determinou de forma exata as condições críticas de

TIM na temperatura nula, mas ele se deparou com di�culdades relaciona-
das ao tratamento quântico feito pela teoria de grupo de renormalização e,
dessa forma, os resultados para o modelo em uma dimensão foram obtidos
para apenas alguns casos de aleatoriedade. As relações de recorrência são
construídas aplicando-se o operador projeção no estado fundamental (3.19)
enquanto todos os outros spins da rede são somados.
Considerando que o sistema original e o sistema após a transformação feita

pela renormalização sejam representados pelas constantes de acoplamento j
e j′ respectivamente, essa transformação pode ser descrita por

j̃′ = j̃′(j′) (3.18)

e é de�nida como a aplicação do operador projeção P de tal forma que

〈m1m3|P ′(j̃′) |m1m3〉 =
∑
m2m4

〈m1m2m3m4|P (j) |m1m2m3m4〉 (3.19)

onde P e P ′ são os operadores projeção do estado fundamental para os clusters
apresentados nas �guras 3.3(a) e 3.3(b), com Ji = J, i = 1, 4. Os estados |mi〉
são autovalores de σZi .

(a) (b)

Figura 3.3: Clusters utilizados na transformação para o modelo TIM, onde
ji = Ji/Γ pode assumir os valores 0 ou 1. A �gura 3.3(b) apresenta o acopla-
mento j̃i entre os spins 1 e 3. Figura retirada da ref. [27].
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Para esse modelo, as constantes de acoplamento j ≡ 1/g ≡ J/Γ são variáveis
aleatórias distribuídas de acordo com a distribuição de probabilidades P (ji) =
(1−p)δ(ji)+pδ(ji−j). A �gura 3.4 apresenta o diagrama de �uxos construído
através da teoria de renormalização para o modelo TIM bidimensional. É
possível observar o salto de descontinuidade no ponto crítico pc = 0, 618.

Figura 3.4: Diagrama de �uxos do modelo de Ising transverso bidmensional à
temperatura zero mostrando o ponto �xo e as linhas de �uxo. Figura retirada
da ref. [27].

A tabela 3.4.3 apresenta os valores dos expoentes críticos para a classe de
universalidade Ising Transverso:

Expoente crítico Valor (genérico) Valor (percolação)
β/ν⊥ 0,96(2) 5/48
β 1,15(15) 5/36
ν⊥ 1,20(15) 4/3
ψ 0,51(6) 91/48

δ 1,9(2) 5/91

Θ 0,15(3)

Tabela 3.2: Valores dos expoentes críticos da classe Ising Transverso [19]. Os
valores da transição por percolação foram obtidos de [28].
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3.5 Percolação Direcionada (DP)

A classe de percolação direcionda é uma das mais importantes classes de
universalidade dos processos fora do equilíbrio com estados absorventes [13].
Tal classe pode ser de�nida como sendo um problema de ligação comum en-
tre indivíduos de uma determinada rede, na qual as ligações são distribuídas
aleatoriamente. Como analogia, pode-se citar o deslocamento da água atra-
vés de um material poroso. À medida que a água �ui pelo material, o �uxo
tomado por ela é de�nido por uma probabilidade p, sendo que os sítios "mo-
lhados"podem ser interpretados como partículas e as localidades "secas"como
sítios vazios da rede.
Existem dois tipos fundamentais de modelos de percolação:

1. Percolação Isotrópica: O �uxo das ligações não é direcionado, ou
seja, as ligações são feitas em todas as direções.

2. Percolação Direcionada: Neste caso o �uxo de ligações possui uma
direção preferencial no espaço. Como exemplo citamos um determinado
líquido que adentra os poros de um certo material devido a atração gra-
vitacional ou o percurso feito por um sinal elétrico aplicado na entrada
de um circuito formado por diodos. Essa direção preferencial pode ainda
ser interpretada como uma coordenada temporal na caracterização do
sistema em estudo.

A �gura 3.5 apresenta a esquematização dos possíveis processos relacionados
à percolação direcionada quando essa é vista como uma reação de difusão.
Considere que o �uxo tem direção descendente.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.5: Interpretação dos processos de DP como um processo de reação
de difusão:3.5(a) processo de morte, 3.5(b) e 3.5(c) processo de difusão, 3.5(d)
processo de coagulação.
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Supõe-se que cada sítio ativo representa uma partícula A. Se dois cami-
nhos subsequentes encontram-se fechados, a partícula desaparece no próximo
passo de tempo (�gura 3.5(a)). Caso um dos dois caminhos estejam aber-
tos, a partícula difunde de forma estocástica para um dos dois lados, como
apresentado na �gura 3.5(b). Caso os dois caminhos subsequentes estejam
abertos, a partícula produz uma partícula descendente (A→ 2A) e cada uma
delas difunde por um dos caminhos disponíveis (3.5(c)). Considerando que o
sítio de destino pode se encontrar previamente ocupado, caso duas partículas
atinjam o mesmo sítio elas sofrem um processo irreversível de coalescência
(2A→ A), como mostra a �gura 3.5(d).
A rede efetivamente sofre percolação é dado quando a probabilidade de liga-

ção p excede um determinado valor de probabilidade crítica pc, ou seja, nesse
momento existe um número muito grande de ligações que conectam duas bor-
das da rede. Próximo a pc o sistema apresenta comprimentos característicos
de correlação espacial ξ|| e temporal ξ⊥:

ξ|| ∝ (pc − p)ν|| (3.20)

ξ⊥ ∝ (pc − p)ν⊥ (3.21)

A diferença de simetria faz com que os expoentes críticos relacionados ν|| e ν⊥
sejam diferentes. A razão ν||/ν⊥ = 1,7674 é um importante expoente dinâmico
(expoente z) e fornece uma relação entre esses expoentes na criticalidade.
A tabela 3.3 apresenta os valores típicos dos expoentes críticos da classe de

universalidade DP:

Dimensão: α β γ δ ν η

1 0,159464(6) 0,276486 2,277730(5) 0,159464(6) 1,096854 0,313686(8)

2 0,451 0,536 1,60 0,451 0,733 0,230

3 0,73 0,813 1,25 0,73 0,584 0,12

4+ 1 1 1 1 0,5 0

Tabela 3.3: Valores dos expoentes críticos da classe DP. Tabela retirada da
ref. [1].
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Capítulo 4

Processo de Contato em sub-redes

O processo de contato em sub-redes, proposto e desenvolvido em [4], re-
presenta uma variação do processo de contato em duas dimensões. Tal mo-
delagem foi feita objetivando a observação de como indivíduos interagentes
se comportariam em uma rede dividida em duas sub-redes e, dessa forma,
analisar as transições de fase inerentes ao sistema com apenas um estado ab-
sorvente (processo de contato padrão, por exemplo) e observar também as
transições de fase por quebra de simetria entre as sub-redes.

(a) (b)

Figura 4.1: Con�guração básica das sub-redes (a) e taxas de criação de novos
indivíduos (b).

Uma rede quadrada de dimensões LxL foi dividida em duas sub-redes, como
apresentado na �gura 4.1. As sub-redes são de�nidas inicialmente formando
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um padrão semelhante a um tabuleiro de xadrez. Como no processo de con-
tato convencional, a rede é composta por sítios vazios (σi = 0) ou sítios ocu-
pados (σi = 1), sendo que cada sítio pode conter no máximo uma partícula.
Cada partícula cria uma nova partícula em um de seus primeiros vizinhos
com taxa λ1 e cria partículas nos segundos vizinhos com taxa λ2. Conside-
rando a forma na qual a rede foi dividida (�gura 4.1(a)), �ca claro que λ1

representa a taxa de criação na sub-rede oposta e a taxa λ2 representa a taxa
de criação na mesma sub-rede da partícula criadora (�gura 4.1(b)). Um sítio
ocupado da rede se torna vazio com taxa unitária, sendo que essa taxa não
depende do número de vizinhos. Em adição a essa taxa unitária, o modelo
inclui um termo adicional de aniquilação µn2

1, onde µ é uma constate relaci-
onada a escala (não interfere no comportamento, mas permite uma melhor
visualização dos resultados) e n1 representa o número de vizinhos ocupados.
Tal termo deve ser no mínimo quadrático para que as quebras de simetria
sejam observadas. Esse termo adicional de aniquilação funciona como termo
de inibição, em que uma densidade alta em uma sub-rede inibe (localmente)
a atividade na outra sub-rede.
Nomeando as sub-redes como A e B, as densidades macroscópicas de par-

tículas nas sub-redes são de�nidas como ρA e ρB respectivamente, sendo o
único estado absorvente dado por ρA = ρB = 0. A densidade total de par-
tículas na rede é dada por ρ = ρA + ρB e a diferença entre as densidades é
φ = |ρA− ρB|. A partir dessas de�nições, pode-se inferir a existência de duas
novas fases no diagrama de fases: A fases ativo-simétrico (AS) e a fase de
ativo assimétrico (AA). A fase AS existe para taxas em que as densidades de
ocupação nas duas sub-redes são as mesmas (ρA = ρB), resultando em φ = 0.
A fase AA, por sua vez, ocorre quando φ = |ρA − ρB| > 0, resultando em
φ 6= 0. Dessa forma, φ é um parâmetro de ordem que caracteriza a transição
de fase pela quebra de simetria do sistema. Para valores muito baixos de λ1

e λ2 o sistema permanece no estado absorvente (ABS).

4.1 Teoria de Campo Médio para o PC em sub-

redes

A teoria de campo médio (TCM) para esse modelo em uma rede de número
de coordenação q é dado pelas seguintes equações acopladas:
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dρA
dt

= −(1 + µq2ρ2
B)ρA + (λ1ρB + λ2ρA)(1− ρA) (4.1)

dρB
dt

= −(1 + µq2ρ2
A)ρB + (λ1ρA + λ2ρB)(1− ρB) (4.2)

As equações de evolução 4.1 e 4.2 podem ser divididas em dois termos
principais: o termo de aniquilação (parcela negativa) e o termo relacionado
a criação de partículas (parcela positiva). No termo de aniquilação, nota-se,
além da taxa unitária, um termo adicional de inibição µq2. À medida que
a densidade de partículas aumenta em uma sub-rede, a sub-rede oposta tem
um decréscimo no seu número de sítios ativos.
O termo positivo apresenta a relação entre as taxas de criação λ1 e λ2 e as

densidades das sub-redes, de forma a garantir que o aumento populacional
em uma sub-rede provoque a redução de partículas na sub-rede oposta. A
multiplicação pelos termos 1− ρA e 1− ρB garantem que a criação seja feita
apenas nos sítios vazios.
A partir dessas duas equações, é possível de�nir as equações de evolução de
ρ e φ:

dρ

dt
= (Λ− 1)ρ− Λ

2
ρ2 − ∆

2
φ2 − 1

4
µq2(ρ2 − φ2)ρ (4.3)

dφ

dt
= (∆− 1− λ2ρ)φ− 1

4
µq2(ρ2 − φ2)φ (4.4)

Onde ∆ ≡ λ2 − λ1 e Λ ≡ λ2 + λ1.
Resolvendo essas equações considerando o regime estacionário (dρ/dt = dφ/dt =
0), a equação de variação de ρ em relação a λ1 e λ2 é dada por

ρ =
1

2κ
[
√

(Λ/2)2 + 4κ(Λ− 1)− (Λ/2)] (4.5)

com κ ≡ µq2/4. Através da equação 4.4, nota-se que a solução é estável com
φ 6= 0, quando

aφ = ∆− 1− λ2ρ+ κρ2 < 0 (4.6)

A transição para a fase assimétrica ocorre quando aφ = 0, o que implica

(2λ2 + Λ)2(Λ− 1) = 2(λ2 − 1)[8κ(λ2 − 1) + (2λ2 + Λ)Λ]. (4.7)

Utilizando as expressões 4.5 e 4.6, é possível construir um diagrama dos
parâmetros ρ e φ em relação a λ2 (�gura 4.2). O diagrama apresenta o
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comportamento de tais parâmetros de ordem e é possível veri�car a transição
da fase inativa para a fase AS (quando ρ 6= 0) e entre as fases AS-AA (quando
φ 6= 0).

Figura 4.2: Comportamento dos parâmetros de ordem ρ (linha cheia) e φ
(linha tracejada) em relação a variação de λ2. Parâmetros: µ = 2 e λ1 = 0, 1.

A �gura 4.3 apresenta o diagrama de fases construído a partir da equa-
ção 4.7. Note que a transição entre as fases ativa e ativo-assimétrico ocorre
apenas para valores intermediários de λ2, assim, com o aumento de λ2 a
partir de λ2 = 0, 1, ocorre a primeira transição da fase inativa para a fase
ativo-simétrico. Mantendo a progressão de λ2 ocorre transição entre as fa-
ses de ativo-simétrico e ativo-assimétrico, ocorrendo em seguida a transição
inversa, da fase ativo assimétrico para ativo-simétrico. Diagramas com essa
propriedade são classi�cados como diagramas de caráter reentrante. Observa-
se ainda que a fase ativo-assimétrico não existe para λ1 > λ1 ∗ (µ), sendo
λ∗1(µ) = 7, 1443 com µ = 2. A �gura 4.3 apresenta ainda os valores obtidos
por meio de simulações utilizando o método de Monte Carlo, que geraram
as curvas pontilhadas. Os resultados previstos pela TCM e pelas simulações
estão qualitativamente em conformidade, mas, a TCM superestima as regiões
das fases no diagrama. Em particular, os resultados obtidos pela TCM apre-
sentam valores muito maiores de λ∗1(µ) em relação aos resultados obtidos por
simulação. Todas as transições ocorrem de forma contínua.
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Figura 4.3: Diagrama de fases no plano λ1 − λ2 para µ = 2 mostrando as
fases absorvente (ABS), ativo-simétrico (AS) e ativo-assimétrico (AA). As
linhas foram obtidas através da teoria de campo médio e os símbolos através
de simulação. Figura retirada da ref. [4].

4.2 Resultados obtidos por simulações

As simulações foram realizadas utilizando o Método de Monte Carlo apli-
cado às redes quadradas de dimensões lineares L = 20, 40, ..., 320 sítios, com
condições de fronteiras periódicas. Primeiramente, um sítio é selecionado ale-
atoriamente. Se o sítio está ocupado é criada uma nova partícula em um dos
seu vizinhos com probabilidade p1 = λ1/W ou em um de seus segundos vizi-
nhos com probabilidade p2 = λ2/W , sendo W = 1+λ1 +λ2 +µn2

1 a soma das
taxas de todos os eventos possíveis. Em contrapartida, o sítio se torna vazio
com probabilidade complementar 1− (p1 +p2). Para aumentar a e�ciência do
algoritmo, os sítios são escolhidos de uma lista contendo Nocc ocupados. Por
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consequência, o tempo é incrementado de ∆t = 1/Nocc depois de cada evento.
Para as simulações nos regimes crítico e subcrítico, foi utilizado o método de
simulação detalhado em [29].
Uma série de estudos utilizando µ = 2 possibilitou con�rmar que para baixos
valores de λ1 e λ2 o sistema permanece no estado absorvente. O aumento de
λ2 para um valor �xo de λ1 (por exemplo λ1 = 0, 2) culmina na transição
da fase absorvente para a fase ativa quando λ2 = 1, 5620, gerando um valor
crítico λc = λ1+λ2 = 1, 7620. A transição para a fase ativa ocorre para
λc = λ1+λ2 pois, para essa transição o sistema é visto de forma global, ou
seja, não há distinção por diferenciação de λ1 e λ2.

No ponto crítico, é esperado que o parâmetro de ordem no regime quase
estacionário decaia segundo a lei de potências ρ ∼ L−β/ν⊥ . A �gura 4.4 apre-
senta os resultados que con�rmam essa a�rmação também para esse modelo
em particular, mostrando o decaimento de ρ com β/ν⊥ = 0, 79(1). Esse valor
é bem próximo do valor da classe DP β/ν⊥ = 0, 797(3). O valor encontrado
para o tempo τ ∼ ν||/ν⊥ na criticalidade foi ν||/ν⊥ = 1.75(2), também em
boa conformidade com o valor de DP de ν||/ν⊥ = 1.7674(6).

Figura 4.4: ln da densidade crítica quase-estacionária (QS) de sítios ativos
ρ (reta inferior) e ln do tempo de vida τ do estado QS (linha superior) versus
lnL. Parâmetros: µ = 2, λ1 = 0, 2 e λ2 = 1, 5620. Figura retirada da ref. [4].

A razão de momentos m = 〈ρ2〉/〈ρ〉2 assume um valor crítico mc no ponto
crítico. Para esse modelo, os autores encontraram mc = 1, 324(5), bem pró-
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ximo do valor conhecido de DP mc = 1, 3264(5). Esses resultados permitem
constatar que esse modelo pertence à classe de universalidade de percolação
dirigida. A �gura 4.5 mostra a variação de m em função de λ2 para diferentes
valores de L. O ponto de interseção das curvas fornece o valor de mc.

Figura 4.5: Razão de momentos m versus λ2 para sistemas de tamanhos
L = 20, 40, 80 e 160 na transição ABS-AS. Parâmetros: µ = 2 e λ1 = 0, 2.
Figura retirada da ref. [4].

Como previsto pela TCM, o aumento de λ2 para um valor �xo de λ1 leva
o sistema à fase ativo-assimétrica (AA) onde φ 6= 0. A observação de uma
distribuição bimodal de probabilidades do parâmetro φ (�gura 4.6) con�rma a
existência da fase AA. A quebra de simetria pode ser observada pela mudança
na distribuição de probabilidades, já que para λ2 = 2, 0 e λ2 = 40, 0, a
distribuição de probabilidades é do tipo normal e para um valor intermediário
de λ2, por exemplo, λ2 = 10, 0 a distribuição é do tipo bimodal. Note que
isso também con�rma o caráter reentrante do diagrama de fases.
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Figura 4.6: Distribuição de probabilidades do parâmetro de ordem φ. Parâ-
metros: λ1 = 0,2 , λ2 = 2,0 (curva pontilhada), λ2 = 10,0 (curva tracejada)
e λ2 = 40,0 (curva sólida). Figura retirada da ref. [4].

Para determinar quantitativamente os pontos que delimitam a transição AA-
AS, foi realizada uma investigação do comportamento do cumulante Binder
reduzido [30], dado por

U4 = 1− 〈φ
4〉

〈φ2〉2
(4.8)

A interseção das curvas geradas pela variação do cumulante Binder consi-
derando sistemas de variados tamanhos fornece uma boa estimativa para o
valor do ponto crítico da transição. O valor do cumulante no ponto crítico
se aproxima de um valor universal quando L → ∞. A �gura 4.7 apresenta
as curvas para o cumulante Binder de sistemas de tamanhos L = 20, 40, 80 e
160. As curvas para os diferentes tamanhos se cruzam em λ2 = 3, 940(5) e
novamente em λ2 = 31, 92(6) quando L→∞.
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Figura 4.7: Cumulante Binder versus λ2 para µ = 2 e λ1 = 0,2 considerando
L = 20, 40, 80 e 160. Figura retirada da ref. [4].

Figura 4.8: ln da variância do parâmetro de ordem versus lnL na transição
AS-AA e razão de momentos m dessa mesma transição para sistemas de
tamanhos L = 20, 40..., 320. Parâmetros: µ = 2, λ1 = 0, 2, λ2 = 3, 94. A
inclinação da linha de regressão é de 1,76. Figura retirada da ref. [4].
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A análise feita em torno da variância do parâmetro de ordem fornece os dados
necessários para evidenciar o comportamento semelhante ao comportamento
do modelo de Ising na criticalidade. No ponto crítico, a variância var(φ) =
〈φ2〉 − 〈φ〉2 deve variar como uma função de escala da forma L2var(φ) ∝ L

γ
ν .

A variância var(φ) para esse modelo é mostrada na �gura 4.8. O tratamento
desses dados fornece a razão de expoentes γ/ν = 1, 76(5), valor muito próximo
do valor apresentado pelo modelo de Ising em duas dimensões de γ/ν = 7/4.

4.3 Extensões do modelo: Efeito da Difusão e

de interações distintas

A partir do modelo inicial do processo de contato em sub-redes, novas pes-
quisas vem sendo realizadas com o intuito de investigar os efeitos causados
por modi�cações no modelo original ou quando o sistema é acometido por
fenômenos como desordem ou difusão. Nessa seção, apresentamos uma ideia
geral relacionada aos dois trabalhos gerados a partir do modelo desenvolvido
em [4]. Em [31], Pianegonda e Fiore analisam os efeitos causados pela mo-
di�cação das condições de criação nos primeiros e segundos vizinhos da rede
sendo que cada taxa de criação pode possuir restrições distintas na criação de
novas partículas. Já em [32], de Oliveira e Fiore analisam o efeito da inserção
de difusão dinâmica de criação de novas partículas na rede.

4.3.1 Processo de contato com dinâmica competitiva em

redes bipartidas: Efeitos de distintas interações

Considere um sistema formado pela interação de partículas em uma rede
quadrada de dimensão linear L em que os sítios podem ter dois estados possí-
veis: o sítio pode estar vazio ou ocupado, como no processo de contato usual.
A rede é dividida em duas sub-redes A e B e a dinâmica do processo se dá
da seguinte forma: partículas em um determinado sítio i de uma das duas
sub-redes são criadas com taxa de criação nos primeiros vizinhos dada por
λ1n1i/q e nos segundos vizinhos com taxa λ2n2i/q, em que n1i e n2i são os nú-
meros de primeiros e segundos vizinhos do sítio i e q o número de coordenação
(q = 4 para redes quadradas). A análise é feita considerando-se dois modelos
de interações: no primeiro modelo, a interação com os primeiros vizinhos é
considerada se n1i ≥ 2. Em contraste, a interação com os segundos vizinhos
ocorre se n2i ≥ 1, como no processo de contato usual. O segundo modelo é o
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oposto do primeiro modelo: a interação com os primeiros vizinhos ocorre para
n1i ≥ 1 enquanto a interação com os segundos vizinhos requer que n2i ≥ 2.
Como feito em [4], um termo adicional não-linear µn2

1 é adicionado à taxa de
aniquilação. Caso µ = 0, o sistema retorna ao caso usual em que as partículas
são espontaneamente aniquiladas com taxa unitária.

Considerando ρA e ρB as densidades de ocupação de sítios nas sub-redes A
e B respectivamente, as regras de dinâmica do modelo fornecem as seguintes
equações de campo médio para a evolução temporal 1:

• Para o modelo 1:

dρA
dt

= λ1ρ
2
B(1−ρA)[3−3ρB+ρ2

B]+λ2(1−ρA)ρA−(1+q2µρ2
B)ρA (4.9)

dρB
dt

= λ1ρ
2
A(1−ρB)[3−3ρA+ρ2

A]+λ2(1−ρB)ρB−(1+q2µρ2
A)ρB (4.10)

• Para o modelo 2:

dρA
dt

= λ1(1−ρA)ρB+λ2ρ
2
A(1−ρA)[3−3ρA+ρ2

A]−(1+q2µρ2
B)ρA (4.11)

dρB
dt

= λ1(1−ρB)ρA+λ2ρ
2
B(1−ρB)[3−3ρB+ρ2

B]−(1+q2µρ2
A)ρB (4.12)

1Aqui são apresentados os resultados �nais do que foi desenvolvido utilizando a aproxi-
mação pela teoria de campo médio. Os detalhes sobre as probabilidades de ocorrência de
cada processo são encontrados em [31].
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Figura 4.9: Diagrama de fases para os modelos 1 (esquerda) e 2 (direita) com
µ = 1. As fases absorvente, ativo-simétrico, ativo-assimétrico, o ponto crítico
e o ponto tricrítico são representados por ab, as, aa, R e T respectivamente.
Figura retirada da ref. [31].

Os resultados mostram que a TCM para o modelo 1 apresenta um com-
portamento semelhante ao observado pelo modelo proposto em [4], porém a
inclusão da distinção das interações entre os vizinhos provocam expressivas
mudanças qualitativas na linha de transição das fases ab − as. Já o modelo
2 apresentou diferenças mais substanciais quando comparado ao modelo ori-
ginal [4]. Não existe a fase ativo-simétrico para baixos valores de λ1, de tal
forma que as linhas de transição ab− as e as− aa dão lugar à linha de coe-
xistência e o encontro das linhas ab − as e as − aa se dá no ponto triplo R.
O ponto tricrítico T separa a coexistência das linhas de transição das fases
ab− as.

4.3.2 Efeitos da difusão no processo de contato compe-

titivo em sub-redes

Os efeitos de difusão de partículas pode ser uma pertubação de bastante
relevância, afetando drasticamente o comportamento crítico ou mesmo modi-
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�cando os cenários das transições de fase descontínuas, como é mostrado em
vários trabalhos da literatura [32]. Motivados por tal relevância, de Oliveira e
Fiore [32] analisaram o efeito da difusão de partículas no processo de contato
em sub-redes, como será sumariamente descrito abaixo.
Considere um sistema de�nido pela interação de partículas em uma rede

quadrada dividida em duas sub-redes A e B em que as partículas criam uma
nova partícula em um de seus primeiros vizinhos com taxa λ1 e nos segun-
dos vizinhos com taxa λ2. Considerando essa con�guração, como no modelo
original, λ2 é a taxa de criação na mesma sub-rede e λ1 a taxa de criação na
sub-rede oposta. Além da taxa de aniquilação unitária, foi inserido um termo
adicional de inibição µn2, como no caso apresentado na subseção anterior. A
partir dessas considerações de�ne-se ρ = ρA + ρB como a soma da densidade
de sítios ocupados nas sub-redes A e B e φ = |ρA − ρB| como a diferença
entre as mesmas densidades. Tais parâmetros serão utilizados para analisar
a in�uência da difusão de partículas no processo de contato competitivo nas
sub-redes. Considerando essa dinâmica, a TCM fornece as seguintes equações
de evolução temporal:

dρA
dt

= −[1 + µq2ρ2
B +Dρ∗B]ρA + [(λ1 +D)ρB + λ2ρA]ρ∗A (4.13)

dρB
dt

= −[1 + µq2ρ2
A +Dρ∗A]ρB + [(λ1 +D)ρA + λ2ρB]ρ∗B (4.14)

onde D representa a taxa de difusão na rede, ρ∗A = 1 − ρA, ρ∗B = 1 − ρB e
q = 4 (número de coordenação da rede quadrada).
Usando as de�nições de ρ e φ, obtêm-se:

dρ

dt
= (Λ− 1)ρ− Λ

2
ρ2 − ∆

2
φ2 − 1

4
µq2(ρ2 − φ2)ρ (4.15)

dφ

dt
=

[
∆− 1− 2D − λ2ρ−

1

4
µq2(ρ2 − φ2)

]
φ (4.16)

onde Λ ≡ λ1 + λ2 e ∆ = λ2 − λ1.
Resolvendo as equações 4.15 e 4.16 no estado estacionário (dρA/dt =

dρBdt = 0, obtêm-se a equação 4.17 que fornece o comportamento do pa-
râmetro de ordem ρ:

ρ =
1

2κ
=

[√
(Λ)2

4
+ 4κ(Λ− 1)− Λ

2

]
, κ ≡ µq2/4 (4.17)
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Essa solução é estável quando

aφ = ∆− 1− 2D − λ2ρ+ κρ2 < 0 (4.18)

Soluções numéricas executadas da forma mostrada na seção 3.3 possibilitam
a análise da variação de ρ e φ em relação à variação da taxa de difusão. A
�gura 4.10 apresenta o comportamento de ρ em relação ao aumento da taxa
de difusão na rede. Note que a medida que D aumenta, a curva de ρ em
relação à variação de λ2 se torna cada vez menos sinuosa.

Figura 4.10: Densidade de sítios ativos ρ para µ = 2 e λ1 = 0, 1. Dimensão
do sistema L = 160. Figura retirada da ref. [32].

A alteração em φ é mais expressiva, como mostra a �gura 4.11. O aumento
da difusão na rede aumenta a supressão da região de ativo-assimétrico do
diagrama, sendo que, para D > 4, essa região desaparece totalmente e assim
não existe mais a transição de fase por quebra de simetria.
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Figura 4.11: Densidade do parâmetro φ para µ = 2 e λ1 = 0, 1. Dimensão do
sistema L = 160. Figura retirada da ref. [32].

Através do diagrama de fases no plano D − λ2 (4.12) é possível comparar
os resultados previstos pela teoria de campo médio e os obtidos através das
simulações. A curva representada pelas linhas cheias são obtidas através de
TCM, enquanto que as curvas representadas pelos círculos e quadrados foram
obtidas por simulação, sendo que a curva marcada por círculos representa a
transição para a fase absorvente e a marcada pelos quadrados delimita a fase
de ativo-assimétrico. Ambos os casos deixam claro o caráter reentrante do
diagrama de fases e a principal diferença se encontra no valor crítico de taxa
de desordem para o qual a fase ativo-assimétrico deixa de existir. O valor
obtido através da TCM foi D∗tcm = 3.47, quase dez vezes maior que o valor
obtido nas simulações D∗n = 0.382 [32].
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Figura 4.12: Diagrama de fases no plano D−λ2 para µ = 2 e λ1 = 0, 1, mos-
trando as fases absorvente (ABS), ativo-assimétrico (AA) e ativo-simétrico
(AS). Linhas sólidas (em vermelho): resultado da TCM. Círculos: Resulta-
dos de simulações para os pontos críticos da transição da fase absorvente.
Quadrados: Resultados das simulações para os pontos críticos nas fronteiras
de AA-AS. Nas simulações, os pontos críticos são obtidos pela extrapolação
L → ∞ de sistemas com dimensões lineares superiores a L = 320. Figura
retirada da ref. [4].
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Capítulo 5

Processo de Contato em sub-redes

com desordem

De forma a complementar os resultados obtidos em [4], foi aplicado o Pro-
cesso de Contato em sub-redes considerando-se a inserção de desordem. A
desordem pode ser interpretada como falhas, imperfeições ou sítios inertes da
rede, sendo a inserção dessa feita de forma isotrópica ou anisotrópica. Com
desordem isotrópica, as duas sub-redes apresentam a mesma fração Γ de ex-
clusão de sítios em ambas as sub-redes. Já com a desordem anisotrópica,
uma das sub-redes é penalizada com a exclusão de sítios enquanto a outra
permanece inalterada ou as duas podem apresentar uma quantidade diferente
de sítios inertes.
Os métodos utilizados para análise foram a construção da teoria de campo

médio para esse modelo e simulações utilizando o método de Monte Carlo.
A aplicação de tais métodos e os resultados obtidos são apresentados nas
páginas seguintes.

5.1 TCM aplicada ao modelo

A teoria de campo médio para esse modelo é descrita pelas equações aco-
pladas 5.1 e 5.2, onde ρA e ρB representam as densidades de sítios ativos nas
sub-redes A e B formadas conforme representado na �gura 4.1.
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dρA
dt

= −(1 + µq2ρ2
B)ρA + (λ1ρB + λ2ρA)(1− ΓA − ρA) (5.1)

dρB
dt

= −(1 + µq2ρ2
A)ρB + (λ1ρA + λ2ρB)(1− ΓB − ρB) (5.2)

Analogamente ao modelo apresentado no capítulo 4, as equações de evolu-
ção são divididas em dois termos principais: o termo negativo representa o
termo de aniquilação e por isso contribui negativamente com as densidades
das sub-redes. Além da taxa de aniquilação unitária, o termo quadrático de
inibição µq2 foi mantido, lembrando que µ consiste em uma constante rela-
cionada à escala e q o número de coordenação (nesse caso, q = 4 que é o
valor correspondente à rede quadrada). O segundo termo é dividido em um
produto de dois termos: O primeiro termo do produto faz menção às taxas
de criação nas sub-redes. O segundo termo do produto relaciona-se com os
sítios disponíveis para a criação de partículas, sendo necessário deduzir do
total disponível todos os sítios já ocupados (representados no termo como os
próprios valores das densidades) e todos os sítios inertes, representados por
ΓA e ΓB. Ou seja, nesse contexto, a desordem entra como um limitante da
capacidade espacial do sistema na teoria de campo médio.

A desordem é inserida como agente limitador da criação de novas partículas,
de forma que, além dos sítios ocupados, o último termo garante que a criação
não ocorra em sítios inertes (com desordem). O parâmetro ΓA representa a
fração de sítios excluídos da sub-rede A e ΓB representa a fração de sítios
excluídos da sub-rede B. A variação da desordem se dá no intervalo 0 ≤
Γx ≥ 0, 3, com Γx = ΓA,Γx = ΓB ou Γx = Γ da isotropia. Para Γx ≥
0, 4, o coe�ciente de percolação é atingido e a rede sofre uma quebra, não
representando mais duas sub-redes, mas várias sub-redes descorrelacionadas.

A �gura 5.1 apresenta a con�guração típica de uma rede sem desordem e
com desordem isotrópica de Γ = 0, 2 para a fase ativo-assimétrico. Os sítios
azuis representam os sítios ocupados, os pretos os sítios vazios e os sítios
verdes representam os sítios inertes.
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Figura 5.1: Con�guração típica observada na rede bipartida para λ1 = λ2 =
0, 1 considerando o sistema limpo (Γ = 0) e sistema com desordem isotrópica
de (Γ = 0, 2).

5.1.1 Desordem isotrópica

A desordem isotrópica é caracterizada por ΓA = ΓB = Γ, dessa forma, as
equações de evolução são:

dρA
dt

= −(1 + µq2ρ2
B)ρA + (λ1ρB + λ2ρA)(1− Γ− ρA) (5.3)

e
dρB
dt

= −(1 + µq2ρ2
A)ρB + (λ1ρA + λ2ρB)(1− Γ− ρB) (5.4)

Considerando o regime quase estacionário, é possível encontrar as expressões
que modelem o comportamento dos parâmetros de ordem ρ e φ:

ρ =
1

2κ
[
√

(Λ/2)2 + 4κ[Λ(1− Γ)− 1]− (Λ/2)], κ ≡ µq2/4 (5.5)

φ =

√
−1

κ
[∆(1− Γ)− 1− λ2ρ− κρ2] (5.6)

pelo seu argumento, φ é condicionado a

aφ ≡ ∆(1− Γ)− 1− λ2ρ− κρ2 < 0 (5.7)

com ∆ ≡ λ2 − λ1 e Λ ≡ λ2 + λ1.
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De forma semelhante ao apresentado pelo sistema limpo, à medida que o os
parâmetros λ1 e λ2 são incrementados, o sistema sofre uma transição da fase
absorvente para a fase ativo-simétrico caracterizada por ρ > 0. O sistema
sofre ainda uma transição da fase ativo-simétrico para ativo-assimétrico ca-
racterizada por φ 6= 0, retornando após determinado valor de λ2 para a fase
ativo-simétrico. Dessa forma, é possível perceber que o diagrama não perde
seu caráter reentrante (�gura 5.2).

Figura 5.2: Diagrama de fases no plano λ1 − λ2 mostrando as fases ativo-
simétrico (AS), ativo-assimétrico (AA) e absorvente (ABS).

A inserção de desordem isotrópica provoca uma redução gradual da região
ativo-assimétrico (φ 6= 0) e a região da fase absorvente aumenta conforme o
valor de Γ é incrementado.
Através da construção do diagrama 5.3 contendo a variação de ρ e φ em fun-
ção da variação de λ2 e mantendo λ1 = 0, 1, é possível observar as transições
de fase e a in�uência da desordem na rede. Nota-se que a região assimétrica
diminui com o aumento de Γ e ocorre um aumento da região absorvente, como
previsto pelo diagrama 5.2. Adicionalmente, as transições de fases ocorrem
para valores cada vez maiores de λc, sendo λc = λ1 + λ2.
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Considerando como valor crítico de transição de fase inativo-ativo λc,AS e
da transição de fase simétrico-assimétrico λc,AA, a tabela 5.1 apresenta tais
valores frente a variação de Γ:

Inserção Isotrópica Anisotrópica
Γ λc,AS λc,AA λc
0,0 1,00 1,10 1,00
0,1 1,10 1,30 1,04
0,2 1,26 1,31 1,06
0,3 1,44 1,61 1,08

Tabela 5.1: Valores críticos dos parâmetros de controle λc,AS, λc,AA e λc frente
a variação de Γ.

Figura 5.3: Comportamento médio de ρ (linhas cheias) e φ (linhas pontilha-
das) para ΓA = ΓB = Γ.
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CAPÍTULO 5. PROCESSO DE CONTATO EM SUB-REDES COM
DESORDEM

5.1.2 Desordem Anisotrópica

Considere agora que a desordem seja inserida de forma anisotrópica (ΓA 6=
ΓB) nas sub-redes A e B. Dessa forma, as equações de evolução são dadas
pelas equações acopladas 5.8 e 5.9:

dρA
dt

= −(1 + µq2ρ2
B)ρA + (λ1ρB + λ2ρA)(1− ΓA − ρA) (5.8)

dρB
dt

= −(1 + µq2ρ2
A)ρB + (λ1ρA + λ2ρB)(1− ΓB − ρB) (5.9)

A construção de um diagrama de fases no plano λ1− λ2 (�gura 5.4) mostra
a presença de duas fases: a fase absorvente (ABS) e a fase ativo-assimétrico
(AA), indicando a extinção da fase de ativo-simétrico (AS) apresentada no
caso sem desordem e no caso de desordem isotrópica (�gura 5.2). O diagrama
apresentado na �gura 5.4 indica que o aumento da desordem na sub-rede
afetada provoca um aumento da região correspondente a fase absorvente e,
consequentemente, uma redução na fase AA.

Figura 5.4: Diagrama de fases no plano λ1− λ2 contendo as fases absorvente
(ABS) e ativo-assimétrico (AA). Note que a transição ocorre da fase inativa
diretamente para a fase ativo-assimétrico.
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Diferentemente do caso onde a inserção de desordem foi feita isotropica-
mente, o fato de considerarmos (ΓA 6= ΓB) impossibilita a determinação de
uma fórmula fechada para análise da variação de ρ e de φ. Dessa forma, os
resultados apresentados aqui são fruto da técnica numérica de análise grá�ca
de sistema de equações transcendentais (bisseção). A resolução desse sis-
tema constituído pelas equações 5.8 e 5.9 considerando o estado estacionário
(dρA/dt = dρB/dt = 0) fornece os valores das raízes ρA e ρB em função de
λ2. Os valores dessas raízes em função de λ2 são apresentados na �gura 5.5.
A �gura apresenta os valores calculados para ΓA = 0, 1 e ΓB = 0, 0, mas
o aspecto se repete para os demais valores de desordem apresentados aqui
(ΓA = 0, 2 e ΓA = 0, 3 com ΓB = 0, 0.)

Figura 5.5: Raízes ρA (pontos vermelhos) e ρB (pontos pretos) versus λ2.

A �gura 5.5 mostra que, para vários casos um mesmo valor de λ2 está
relacionado à três valores diferentes de ρA e ρB. Porém, os casos em que ρA
são maiores que ρB foram descartados. Isso se justi�ca pelo fato de que a
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sub-rede A possui desordem e a sub-rede B não, então o caso ρA > ρB não
possui sentido físico já que a desordem diminui os sítios disponíveis para a
criação de novas partículas e a não-linearidade do termo de inibição diminui
ainda mais a criação na sub-rede desordenada.
Semelhantemente a desordem isotrópica, a desordem anisotrópica tam-

bém faz os valores de λc aumentarem (de forma menos expressiva) em re-
lação a Γ, porém, a transição de fase simétrico-assimétrico deixa de existir
(λc=λc,SS = λc,AS) e o sistema passa diretamente da fase inativa para a fase
ativo-assimétrico. A transição de fase inativo-ativo ocorre para menores va-
lores de λ2 quando o sistema contém a desordem anisotrópica e um pouco
maiores quando a desordem é distribuída com isonomia nas duas sub-redes.
Isso leva a constatação de que a transição de fase é ditada pela rede que pos-
sui menor quantidade de sítios inertes, ou seja, a rede com menor índice de
desordem. Além disso, o sistema perde seu caráter reentrante, já que a fase
ativo-assimétrico deixa de existir somente para valores intermediários de λ2

e passa a existir para valores mais altos de tal taxa (�gura 5.6).

Figura 5.6: Comportamento médio de ρ (linhas cheias) e φ (linhas pontilha-
das) para ΓA 6= ΓB. Parâmetros: µ = 2 e λ1 = 0, 1.
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5.2 Resultados obtidos por simulações

As simulações foram realizadas utilizando as ideias apresentadas na seção
3.3, mas com uma diferenciação na determinação dos sítios. Além dos sítios
ocupados (σi = 1) e dos sítios vazios (σi = 0), um índice adicional σi = 2 é
utilizado para representar os sítios inertes na rede. A desordem é distribuída
de forma aleatória na rede, considerando isotropia e anisotropia para tanto.

5.2.1 Desordem Isotrópica

Como esperado, independentemente do valor de Γ o sistema direciona-se ao
estado absorvente para pequenos valores de λ1 e λ2. O aumento das taxas
λ1 e λ2 leva o sistema a sofrer uma transição de fase do estado inativo para
a fase ativo- simétrico (AS) e posteriormente uma segunda transição da fase
de ativo-simétrico para ativo-assimétrico (AA). O incremento de λ2 causa no
sistema uma transição de fase da fase AA de volta para a fase AS, mostrando
que o caráter reentrante do diagrama é mantido com a inserção de desordem
isotrópica e isso con�rma a predição feita pela TCM. Todos os resultados
apresentados nessa seção foram obtidos utilizando µ = 2 e λ1 = 0, 1.
A �gura 5.7 apresenta o comportamento das densidades ρ e φ em uma rede

quadrada considerando a inserção de desordem isotrópica com Γ= 0,0, 0,1,
0,2 e 0,3.

Figura 5.7: Densidades ρ e φ em uma rede quadrada, para µ = 2 e λ1 = 0, 1.
Tamanho linear do sistema L = 80.
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Como esperado, a transição para a fase absorvente ocorre para valores cada
vez maiores de λ2 conforme o valor de Γ é incrementado. A teoria de campo
médio mostra que a fase de ativo-assimétrico sofre uma redução gradual em
relação ao aumento da desordem na rede. Porém, a �gura 5.7 mostra que,
na realidade, a desordem é muito mais devastadora e provoca a destruição
completa dessa fase quando Γ é ligeiramente maior que 0,3.
A desordem distribuída aleatoriamente nas sub-redes induz o aparecimento

das chamadas fases de Gri�ths, melhor de�nidas na seção 3.4.2 desse texto.
A �m de analisar o aparecimento das fases de Gri�ths para esse modelo,
construiu-se o diagrama de decaimento 5.8 contendo a variação de ρ em função
do tempo, variando-se o valor do parâmetro de controle (no caso λ2, com λ1

�xado em 0,1) nas proximidades do ponto crítico.

Figura 5.8: (a) Decaimento de sítios ativos em função do tempo. (b) Pro-
babilidade de sobrevivência em função do tempo. Parâmetros: L = 2000 e
µ = 2.

A rede é inicializada com todos os sítios ativos. Para λ2 < λc, como é
o caso de λ2 = 2, 40, representado pela curva de cor vermelha, o sistema
se encontra no estado subcrítico e a densidade de indivíduos decai até que
a rede se esvazia após certo tempo (medido em passos de Monte Carlo).
Para λ2 > λc, como é o caso de λ2 = 2, 52, o sistema encontra-se no estado
supercrítico e a densidade de indivíduos converge para um valor �nito e não-
nulo. Entre λ2 = 2, 40 (subcrítico) e λ2 = 2, 50 (supercrítico) observamos o
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comportamento de quatro curvas com decaimento seguindo lei de potências
e que compõem a região de fases de Gri�this.
No cenário em que o sistema se encontra na fase ativa, o tempo de vida do

processo segue a relação lnτ ∼ Lψ, onde ψ é um expoente universal. Os dados
apresentados na �gura 5.8 forneceram ψ = 0, 44(3), valor muito próximo de
ψ = 0, 51(6) obtido do processo de contato diluído [19].
De forma análoga ao processo de contato diluído, o comportamento crítico

possui probabilidade de sobrevivência Ps ∼ ln(t)−δ, como mostrado também
na �gura 5.8. O valor obtido para o expoente dinâmico foi δ = 2, 1(3),
valor muito próximo do valor δ = 1, 9(2) no PC com diluição aleatória [19],
indicando que o comportamento crítico do processo de contato desordenado
também está relacionado ao modelo de Ising Transverso com campo aleatório.
Os resultados obtidos estão de acordo com as predições do critério de Harris
(ver seção 3.4.1), onde ν⊥ = 0, 734(4), con�rmando a relevância da desordem
nas transições de fase para estado absorvente.
Uma outra análise em torno do ponto crítico consiste na observação da

variação do número de sítios ativos n(t) via espalhamento (as simulações
foram inicializadas com um par de sítios vizinhos ativos, um sítio em cada
sub-rede). O valor crítico da taxa de transição λc é então de�nido como a
menor taxa λ relacionada ao crescimento assintótico do número de partículas
na rede. Esse processo é ilustrado na �gura 5.9, fornecendo λc = 2, 491(1)
para Γ = 0, 3.

Figura 5.9: Espalhamento de ρ com desordem Γ = 0,3 para µ = 2 e λ1 = 0,1.
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Uma análise importante consiste na observação do sistema quando ele se
aproxima do limite termodinâmico, onde L → ∞. A �gura 5.10 apresenta
quatro grá�cos: os dois grá�cos da esquerda ((a) e (c)) são referentes ao
modelo do processo de contato em sub-redes sem desordem apresentado no
capítulo anterior, enquanto os dois grá�cos da direita ((b) e (d)) mostram
dados relacionados ao modelo de processo de contato em sub-redes com de-
sordem de Γ = 0, 1.

Figura 5.10: Densidades ρ e φ e variância de φ em uma rede quadrada, com
µ = 2 e λ1 = 0, 1. A presença de picos em χ (�gura (c)) indica os pontos onde
ocorrem as transições AS-AA e a ausência desses pontos de descontinuidade
em χ no sistema desordenado (grá�co (d)) con�rma que a desordem destrói
as transições AS-AA.

57



5.2. RESULTADOS OBTIDOS POR SIMULAÇÕES

As �guras (a) e (b) apresentam o comportamento dos parâmetros de ordem
ρ e φ para vários tamanhos de rede. A �gura (a) mostra que, no sistema limpo
(sem desordem) o diagrama continua reentrante e a região AA tende a um
valor constante à medida que o tamanho do sistema é incremento. Já a �gura
(b) mostra o comportamento de ρ e φ no sistema desordenado com Γ = 0, 1.
Pode-se perceber que, à medida que o sistema tende ao limite termodinâmico,
a região AA desaparece, ou seja, a transição AS-AA é totalmente destruída
e o sistema passa a ter apenas a transição da fase inativa (absorvente) para
a fase AS.

As �guras (c) e (d) mostram o comportamento da variância escalada χ =
L2(〈φ2〉 − 〈φ〉2) do parâmetro φ para um sistema sem e com desordem. A
�gura (c) mostra claramente dois picos em dois valores especí�cos de λ2, sendo
importante notar que, à medida que o tamanho do sistema é incrementado,
os picos �cam cada vez mais estreitos e com maiores amplitudes, tendendo a
uma descontinuidade nesses pontos quando L → ∞. A presença desse tipo
de descontinuidade em χ mostra exatamente o ponto de ocorrência de uma
transição de fase. Em contrapartida, no sistema com desordem (�gura (d)),
A variância é bem comportada e o aumento de L faz com que ela convirja
para valores especí�cos, ou seja, χ não diverge e isso reitera a a�rmação de
que a desordem destrói a transição AS-AA.

5.2.2 Desordem Anisotrópica

Variando a quantidade de sítios inativos em cada sub-rede de forma que
a quantidade de sítios inertes na sub-rede A seja diferente da quantidade
de sítios inertes da sub-rede B, é possível veri�car computacionalmente os
efeitos provocados pela desordem anisotrópica. Analisando a �gura 5.11 pode-
se perceber que mesmo um valor muito pequeno de Γ destrói a fase ativo-
simétrico. Diferentemente da desordem isotrópica, a desordem anisotrópica
provoca uma transição de fase do estado absorvente diretamente para a fase
ativo-assimétrico. Corroborando com as predições da teoria de campo médio,
pode-se perceber também que o diagrama perde seu caráter reentrante, já
que não ocorre regresso à fase AS.
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Figura 5.11: Desordem anisotrópica: densidades ρ e φ para µ = 2 e λ1 = 0, 1
e L = 80.

Ainda nesse cenário, observa-se na criticalidade que a densidade ρ e o tempo
de vida τ seguem as relações ρ ∼ L−β/ν⊥ e τ ∼ Lz respectivamente. A �gura
5.12 fornece β/ν⊥= 0,78(3) e z = 1,76(2),valores muito próximos dos valores
de DP β/ν⊥= 0,797(3) e z = 1,7674(6) quando ΓA = 0,1. Para ΓA= 0,2,
como mostrado na �gura 5.13, obteve-se β/ν⊥= 0,81(2) e z = 1,75(3), valores
que também estão em concordância com os valores desses expoentes da classe
DP.

A razão de momentos do parâmetro de ordem m = 〈ρ〉2/〈ρ2〉 vai para o
valor universal mc = 1,33(1) na criticalidade, novamente em conformidade
com o valor de mc = 1,3264(5) da classe DP.
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Figura 5.12: Desordem assimétrica, com ΓA = 0,1 e ΓB = 0,0: (a) Densidade
quase estacionária (QS) de sítios ativos ln ρ (reta inferior) e tempo de vida
ln τ (reta superior) para o estado QS versus lnL. (b) Razão de momentos m
versus λ2. Parâmetros: µ = 2 e λ1 = 0,1.

Figura 5.13: Desordem assimétrica, com ΓA = 0,2 e ΓB = 0,0: (a) Densidade
quase estacionária (QS) de sítios ativos ln ρ (reta inferior) e tempo de vida
ln τ (reta superior) para o estado QS versus lnL. (b) Razão de momentos m
versus λ2. Parâmetros: µ = 2 e λ1 = 0,1.
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Capítulo 6

Conclusões

O presente trabalho foi desenvolvido com o intuito de analisar a in�uência
da desordem congelada inserida em uma rede dividida em duas sub-redes A e
B, de forma que as duas sub-redes sobrepostas formassem uma �gura pictó-
rica do tipo tabuleiro de xadrez. Para tanto, utilizou-se aqui duas vertentes
principais: análise numérica utilizando a teoria de campo médio (TCM) e
simulações utilizando o método de Monte Carlo.
As análises foram feitas considerando a inserção da desordem congelada de

forma aleatória e de duas maneiras distintas: inserção isotrópica, com as sub-
redes submetidas à mesma intensidade de desordem e a inserção anisotrópica,
onde uma delas foi acometida pela desordem e a outra permaneceu inalterada.
A teoria de campo médio forneceu resultados qualitativos contundentes e a

grande maioria deles foi con�rmada pelos resultados simulacionais.
Na construção da teoria de campo médio do modelo, a desordem foi inserida

de forma a diminuir a quantidade de sítios disponíveis para a criação de novas
partículas, sendo analisada a in�uência da desordem para exclusão de sítios
que variou de 0 a 30% do total de sítios da rede ou das sub-redes no caso da
desordem anisotrópica.
Em consonância com o modelo original do processo de contato em sub-redes,
o modelo proposto contendo a inclusão da desordem foi analisado através
da construção de diagramas de fases e observação do comportamento dos
parâmetros de ordem ρ e φ, que indicam o início da fase ativa e a transição
por quebra de simetria, respectivamente.
Para a desordem inserida isotropicamente, o diagrama de fases plotado no

plano λ1 − λ2 mostra que o diagrama permanece com seu caráter reentrante
independentemente da quantidade de sítios inertes. Porém, à medida que
Γ é incrementado e a região de ativo-assimétrico diminui gradualmente a

61



região absorvente aumenta. Apesar dessas características, percebe-se que
o diagrama de fases mantêm o aspécto inerente ao diagrama de fases de um
sistema limpo, com as regiões de ativo-assimétrico (AA), ativo-simétrico (AS)
e absorvente (ABS) muito bem de�nidas.
Analisando a variação de ρ em função da taxa de criação λ2, con�rmou-se a

reentrância do diagrama em relação às transições e foram de�nidos os valores
críticos dessa taxa relacionados às transições. O aumento da desordem na
rede provoca um aumento também no valor de λc, variando de λc = 1 para o
sistema limpo a λc = 1, 44 para a rede com 30 % dos sítios inertes.
Considerando a inserção anisotrópica da desordem, veri�cou-se que o di-

agrama de fases modi�ca radicalmente seu formato:ao invés de três regiões
e três transições possíveis (ABS-AS, AS-AA, AA-AS), o diagrama apresenta
somente a fase absorvente (ainda existente para valores pequenos de λ1 e λ2) e
a fase ativo-assimétrico, ocorrendo transição direta entre essas duas fases, sem
passar pela região de ativo-simétrico como no modelo original. Analisando
o grá�co de ρ e φ em função de λ2 percebe-se que o término da fase inativa
coincide com o início da fase ativo-assimétrico, sendo que o valor crítico do
parâmetro de controle varia de λc = 1, 0 para o sistema limpo e λc = 1, 44
para uma rede com ΓA = 0, 3.
Para corroborar ou reti�car os resultados fornecidos pela teoria de campo

médio, foram simulados vários cenários utilizando método de Monte Carlo.
Através do grá�co ρ, φ versus λ2 para desordem isotrópica percebeu-se que
o diagrama permanece reentrante, porém, o aumento da desordem provoca
uma redução muito expressiva da região de ativo-assimétrico. A teoria de
campo médio prevê uma redução gradual dessa região. Porém, as simulações
mostraram que essa redução não é nada desprezível, chegando ao total desa-
parecimento da fase em Γ pouco maior que 0,3. Além disso, as simulações
mostraram que λc para a transição ABS-AA gira em torno de 2,46, valor
con�rmado por meio da análise da variação das razões de momentos.
Outra análise importante foi a medição da fase de Gri�this. Entre λ2 =

2, 40 (subcrítico) e λ2 = 2, 50 (supercrítico) observamos o comportamento de
quatro curvas com decaimento seguindo lei de potências e que compõem a
região de fases de Gri�this.
Analisando o modelo quando o sistema se aproxima do limite termodinâmico
L → ∞ (na simulação modelou-se ∞ como L = 320) obteve-se informações
muito importantes. À medida que aumentamos o tamanho da rede, a região
de ativo-assimétrico desparece, ou seja, a desordem destrói a transição por
quebra de simetria (parâmetro φ). Plotando a variância χ de φ em função de
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CAPÍTULO 6. CONCLUSÕES

λ2, observou-se claramente os picos referentes às transições ABS-AS, AS-AA
e AA-AS para um sistema sem desordem. A variância no cenário desordenado
converge para um valor médio à medida que aumentamos o tamanho da rede,
sem picos. Isso con�rma que a desordem realmente destrói a região de ativo-
assimétrico.
Considerando a desordem inserida de forma anisotrópica, o grá�co ρ, φ versus
λ2 con�rma as predições qualitativas da TCM. Os resultados simulacionais
mostraram que a transição ocorre diretamente da fase inativa para a região
de ativo-assimétrico e o diagrama já não possui mais a reentrância. Porém,
os resultados quantitativos são bem diferentes, sendo obtido pelas simulações
λc = 1, 7, valor diferente de λ = 1, 08 fornecido pela TCM para a mesma
transição.
Outra conclusão muito importante é fornecida pela análise do comporta-

mento da probabilidade de sobrevivência Ps em relação ao tempo. Obteve-se
o valor do expoente crítico δ = 2,4 próximo do valor δ = 1,9 do PC com
diluição, o que comprova que o sistema muda de classe de universalidade (de
DP para Ising transverso com campo aleatório) na presença da desordem Iso-
trópica. Já no caso da desordem anisotrópica, obteve-se os expoentes β/ν⊥=
0,81(2) e z = 1,75(3), em concordância com os valores de DP β/ν⊥= 0,797(3)
e z = 1,7674(6), o que mostra que a desordem anisotrópica não altera a classe
de universalidade do sistema e isso comprova a previsão da TCM que o com-
portamento do sistema na criticalidade é ditado pela sub-rede com menor
desordem quando ΓA 6= ΓB. Os resultados obtidos estão de acordo com as
predições do critério de Harris, onde ν⊥ = 0, 734(4), con�rmando a relevância
da desordem nas transições de fase para estado absorvente.
Alguns dos resultados deste trabalho estão condensados em um artigo,

"Quenched disorder in the contact process on sublattices", em preparação
para publicação na presente data. Como perspectivas futuras, espera-se tam-
bém analisar a in�uência da inserção da desordem temporal nas sub-redes,
onde a taxa de desordem Γ varia com o tempo.
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