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"Ora (direis) ouvir estrelas! Certo
Perdeste o senso!"E eu vos direi, no entanto,
Que, para ouvi-las, muita vez desperto

E abro as janelas, pdlido de espanto...

E conversamos toda a noite, enquanto
A via-ldctea, como um pdlio aberto,
Cintila. E, ao vir do sol, saudoso e em pranto,

Inda as procuro pelo céu deserto.

Direis agora: "Tresloucado amigo!
Que conversas com elas? Que sentido

Tem o que dizem, quando estdo contigo?"

E eu vos direi: "Amai para entendé-las!
Pois so quem ama pode ter ouvido
Capaz de ouvir e de entender estrelas.”

(Olavo Bilac)



RESUMO

O fendmeno da deflexdo da luz pelo sol foi abordado pela primeira vez por Canvedish (1784)
e posteriormente revisto por Soldner (1801). No cdlculo da deflexao foi utilizada a mecanica
newtoniana. Atualmente, a deflexdo da luz pode ser medida com precisao, indicando um valor
igual ao dobro do predito pelo calculo newtoniano. O resultado correto da deflexdo da luz é
obtido mediante a aplicacdo da Teoria da Relatividade Geral (RG), que fornece os principios
e a base conceitual para a discuss@o do fendmeno. Apesar disso, recentemente alguns autores
argumentaram que o cdlculo newtoniano fornece o resultado observacional. Na primeira parte
desse trabalho mostramos por diferentes métodos que essa afirmacdo estd errada. O resultado
newtoniano €, de fato, a metade do resultado indicado pelas observacdes da deflexdo da luz.
Em particular, mostramos que no limite ndo-relativistico a RG fornece o resultado newtoniano
obtido por Cavendish e Soldner. Na segunda parte do trabalho abordamos os efeitos locais da
constante cosmoldgica, uma vez que as equagdes de campo gravitacional sdo modificadas por
essa constante. Esse problema conduz naturalmente a geometria de Kottler (Schwarzschild - de
Sitter). Nesse contexto, abordamos o efeito da constante cosmoldgica ao fendmeno da deflexao
da luz tanto na teoria newtoniana como na Relatividade Geral. Finalizando, discutimos alguns
resultados encontrados na literatura corrente sobre o tema, o qual indicam que o célculo local
baseado na geometria de Kottler deve ser modificado para levar em conta efeitos da expansao
do universo.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Deflexdo da luz, Constante Cosmoldgica.



ABSTRACT

The deflection of light by the sun was first studied by Cavendish in (1784) and later revised
by Soldner in (1801). The newtonian physics was the base to these calculations. Currently, the
deflection of light can be measured with accuracy indicating the double of the value predicted by
the newtonian calculus. The correct result of the deflection of light is obtained by the application
of the General Theory of Relativity GR, which gives the conceptual bases for the discussion
of the given phenomenon. However, current authors argue that the newtonian calculus yields
the result observed for this phenomenon. In the first part of this work we show by different
methods that this statement is incorrect. The newtonian result is, in fact, half of the results
yielded by observations. In particular, we show that in the non-relativistic limit the GR yields
the newtonian result obtained by Cavendish and Soldner. In the second part of this paper we
study local effects of the cosmological constant. This problem leads naturally to the Kottler
(Schwarzschild - de Sitter) geometry. In this context, we analyze the effect of the cosmological
constant on the deflection of light in the GR as well as in the newtonian theory. Lastly, we
discuss some results obtained from current literature on the subject, which indicates that the
calculus of the deflection of light based on the Kottler geometry must be modified to take into
account effects of the expansion of the universe.

Keywords: General Relativity, Deflection of light, Cosmological Constant.
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1 INTRODUCAO

A observagdo do universo possibilita aos pesquisadores investigar fendmenos fisicos que
nao sdo possiveis de serem reproduzidos em laboratérios no planeta Terra. Alguns exemplos
desses fendomenos sdo relacionados a super novas, buracos negros supermassivos, entre outros.
Dito isso, a investigacao de tais fenomenos requer andlises da radia¢do eletromagnética (luz)
oriunda desses fendmenos. Essas andlises sdo realizadas por meio de receptores de radiagcdo
eletromagnética como telescopios, radio-telescopios, interferdmetros e sdo vastamente explo-
radas na Cosmologia e na Astrofisica. Nesse sentido, um fendmeno importante € o efeito do
campo gravitacional na propagacao da luz, uma vez que a gravidade modifica a trajetdria dos
raios luminosos e por consequéncia a posi¢do aparente dos objetos no universo (LIMA; SAN-
TOS, 2019). Isso torna o estudo dos efeitos de deflexdo da luz imprescindiveis a observag¢ao do
universo.

O desvio da trajetdria da luz pelo campo gravitacional do sol ja havia sido analisado
por Cavendish em 1784 e por Soldner em 1801 (WILL, 1988). Ambos obtiveram em primeira
ordem o mesmo resultado de Ap= 0,87"(arcos de segundo). O célculo tem como base a meca-
nica newtoniana e fornece metade do valor observacional. A Relatividade Geral (RG), por sua
vez, prevé o valor da deflexdo da luz de A= 1,75"(WEINBERG, 1972), obtido primeiramente
por Eddington em 1919 (WEINBERG, 1972), e estd em acordo com as observagdes recentes
(WILL, 2018; BRUNS, 2018) I Contudo, trabalhos recentes (HUANG, 2017; MIGNONAT,
2018) alegam que o calculo newtoniano da deflexdo da luz fornece o resultado observacional,
assim como a RG. Em particular, (MIGNONAT, 2018) afirma que Cavendish e Soldner fize-
ram o célculo correto, porém definiram erroneamente o angulo de deflexdo. Por sua vez, na
referéncia (HUANG, 2017) o autor obtém a equacdo de movimento incorreta para a luz, o que
conduziu a0 mesmo resultado obtido pela RG (KITTEL; KNIGHT; RUDERMAN, 1965).

A RG, no entanto, também apresenta lacunas. Na forma como havia sido definida em
1915 (EINSTEIN, 1915), a RG ¢ incompativel com as observacdes. Uma vez que o universo
€ considerado um fluido auto-gravitante, sem pressao, homogéneo e isotrépico, ainda que es-

teja em expansdo (HUBBLE, 1929), ndo ha nada que impeca seu colapso gravitacional em um

' Além do angulo de deflexdo da luz existem outros resultados nos quais a RG fornece valores mais pré-
ximos aos observaveis do que a teoria newtoniana. Um exemplo é a precessao do periélio de Merctirio,
cujo resultado relativistico corrige o newtoniano em 43” por século, em acordo com as observacdes
(WEINBERG, 1972). Outros fendmenos como redshift (POUND, 2000), lentes gravitacionais (LIMA;
SANTOS, 2019) e radiagdo gravitacional (ABBOTT et al., 2016) confirmam que a RG € teoria que
melhor explica fendmenos associados a gravitagdo.
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periodo finito de tempo (LIMA; SANTOS, 2018,). No entanto, as observacdes de superno-
vas tipo A mostram que o universo estd em expansdo acelerada (PERLMUTTER et al., 1999;
RIESS et al., 1998). Para evitar o colapso gravitacional e tornar a RG compativel com as obser-
vagdes, acrescenta-se uma constante A nas equagdes de Einstein. Essa constante é conhecida
como constante cosmoldgica e possui um papel muito importante na cosmologia moderna. O
modelo padrdo da cosmologia, ACDM (A Cold Dark Matter), atribui a expansdo acelerada do
universo ao termo da constante cosmoldgica nas equacdes de Einstein, que € interpretado como
uma componente do fluido cosmoldgico (energia escura), cuja natureza ainda € desconhecida
(MARTIN, 2012; PEEBLES; RATRA, 2003).

Dado que a constante cosmoldgica modifica as equagdes de Einstein, € natural pensar
que também modificard as solu¢des conhecidas para A = 0. Um caso de interesse é a modi-
ficacdo da constante cosmoldgica a solucdo de Schwarzschild (FREIRE; BEZERRA; LIMA,
2001; RINDLER; ISHAK, 2007). Nesse caso, a solu¢do € denominada de Schwarzschild-de
Sitter. Desse modo, efeitos conhecidos como a deflexdo da luz, que serd o foco dessa disser-
tacdo, pode ser afetada pela constante cosmoldgica. A literatura recente que trata do problema
mostra que esse ndo € um problema fechado. De fato, hé divergéncia de opinides sobre a possi-
vel contribui¢do da constante cosmoldgica a deflex@o da luz. Alguns trabalhos alegam que ndo
h4 contribui¢io de A (KAGRAMANOVA; KUNZ; LAMMERZAHL, 2006; FINELLI; GALA-
VERNI; GRUPPUSO, 2007; SERENO; JETZER, 2006; FREIRE; BEZERRA; LIMA, 2001;
ISLAM, 1983) enquanto outros alegam que ha, de fato, essa contribuicio (ARAKIDA, 2018;
RINDLER; ISHAK, 2007; LAKE, 2002; ARAKIDA; KASAI, 2012).

Do exposto acima, a primeira parte desta dissertacao (capitulos 2 e 3) tem como objetivo
apresentar um cdlculo detalhado da deflexdo da luz na teoria newtoniana e na RG. Para isso, o
capitulo 2 revé aspectos gerais da gravitacdo newtoniana. Sdo determinadas as equagdes da
orbita de uma particula no campo gravitacional e em seguida discute-se o principio da equiva-
Iéncia por meio do experimento de Eotvos, que dd embasamento experimental para a igualdade
entre massas inercial e gravitacional. Além disso, para obter a deflexdo da luz considera-se um
modelo corpuscular da luz, uma vez que a mecanica newtoniana € valida para corpos massi-
vos. A partir disso, apresenta-se por meio de dois métodos distintos o cdlculo newtoniano da
deflexdo da luz sob a influéncia de um campo gravitacional. No método I, calcula-se a primeira
integral de movimento, enquanto no método II utilizam-se as relacdes subjacentes a geometria

da hipérbole.



11

No capitulo 3 mostra-se o cdlculo da deflexdo da luz por meio da RG. Inicialmente
apresenta-se uma breve introducdo aos fundamentos da RG, mostrando a importancia do prin-
cipio da equivaléncia e introduzindo as equacdes de campo de Einstein. Com o intuito de
verificar a consisténcia da RG, mostra-se que no limite ndo-relativistico as equagdes de Eins-
tein recuperam a equacao do campo gravitacional newtoniano. Além disso, a secdo 3.5 discorre
sobre a solu¢do de Schwarzschild e sua fun¢do no célculo de 6rbitas em torno de objetos mas-
sivos estdticos e com simetria esférica. Por fim, apresenta-se o célculo da deflexdo da luz na
geometria de Schwarzschild, que equivale ao dobro do resultado newtoniano.

O capitulo 4 inicia-se com a introducdo de A na equacdo de Einstein e uma discussao
do seu limite newtoniano na geometria de Schwarzschild-de Sitter. Posteriormente, apresenta-
se um célculo detalhado da contribuicdo de A a deflexdo da luz na teoria newtoniana e na
geometria de Schwarzschild-de Sitter. Com esse propdsito foi utilizado o método padriao da
primeira integral de movimento (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002; WEINBERG, 1972).
As ordens de grandeza das contribuicdoes de A em cada caso sdo estimadas e mostra-se que o
efeito da constante cosmoldgica € de reduzir o angulo de deflexdo total.

Por fim, o dltimo capitulo apresenta um apanhado geral sobre os principais resultados e

discussoOes deste trabalho.
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2 GRAVITACAO NEWTONIANA

Uma descricdo da gravidade coerente com dados observacionais foi publicada pela pri-
meira vez por Isaac Newton em 1687 no livro Philosophice Naturalis Principia Mathematica.
Em uma perspectiva newtoniana, a gravidade € o fendmeno natural caracterizado pela atragao
entre corpos massivos (WEINBERG, 1972; MARION; THORNTON, 1995).

Por meio das leis da dinamica e da lei da gravitagcdo universal, Newton forneceu a fisica
meios de descrever com precisdo as Orbitas dos corpos celestes. Apesar de seu enorme sucesso,
dados observacionais da 6rbita de Mercurio indicam um desvio de 42.98"em seu periélio ndao
previsto pela teoria newtoniana. Esse desvio foi explicado apenas com o surgimento da teoria da
relatividade geral de Albert Einstein em 1915 (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006;
EINSTEIN, 1915). Esse capitulo oferece uma breve discussio sobre a gravitacdo newtoniana,

enfatizando aspectos que serdo relevantes nos capitulos posteriores.

2.1 O campo gravitacional na teoria newtoniana

A lei da gravitacdo universal de Newton estabelece que duas particulas quaisquer com
massas M e m atraem-se mutuamente com uma for¢a gravitacional F proporcional ao pro-
duto das massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia r entre elas. Em uma
linguagem matematica, a forca exercida por M em m pode ser escrita na forma (MARION;

THORNTON, 1995)
GMm

72

F=-— ér, (2.1)

em que G é a constante gravitacional! e é, é o vetor unitdrio que aponta de M para m. Como
pode-se observar em (2.1), quanto maior o valor das massas mais intensa serd a forca gravitaci-
onal entre elas. Em contraposi¢do, por ser inversamente proporcional ao quadrado da distancia,
quanto maior for a distancia menos intensa serd a forca gravitacional entre os dois objetos. O
sinal negativo em (2.1) indica que essa forca é atrativa. E importante ressaltar que F é uma
forca central, ou seja, ela depende apenas da variavel r e é definida radialmente (na direcao é,).

E interessante definir uma quantidade que seja escrita em termos da forga gravitacional
por unidade de massa, ou seja, uma quantidade que dependa apenas da massa do corpo cen-

tral. Essa quantidade é chamada de campo gravitacional g, e define um campo ao redor da

' G é uma constante fundamental da fisica, que foi medida em 1798 pelo fisico Inglés Henry Cavendish.
O valor atual de G é 6,6743040,00015 x 10~''N - m? - kg~2 (MARION; THORNTON, 1995).
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massa M que atrai uma particula teste’ a uma distancia r da massa central. Isso permite, por
exemplo, comparar a intensidade de campos gravitacionais de diferentes objetos, como a Terra
e a Lua. Analiticamente, o vetor campo gravitacional pode ser escrito na forma (MARION;

THORNTON, 1995)
o
,,.2

e

= ér. (2.2)

Uma propriedade importante do campo gravitacional é que ele é conservativo, ou seja, que
V x g = 0. Segue portanto que (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006; MARION;
THORNTON, 1995)

g=—-Vod(r), (2.3)

em que P é chamado de potencial gravitacional. O potencial gravitacional € a energia por
unidade de massa necessdria para deslocar uma particula entre dois pontos em um campo gra-
vitacional. Ao integrar a equagdo (2.3) sob a condicdo de que @ = 0 quando r — oo obtém-se a

solucdo (MARION; THORNTON, 1995)
P(r)=——. 2.4

Como o potencial gravitacional tem dimensdo de energia por unidade de massa, ao
multiplicd-lo pela massa obtém-se a energia potencial gravitacional U (r) = m®(r). Isto é, U(r)
¢ a energia necessdria para que uma particula teste seja trazida do infinito até uma distancia r
do corpo de massa M. A partir das equacdes (2.4) e (2.1), pode-se verificar explicitamente que

F = —VU(r) (MARION; THORNTON, 1995).

2.1.1 Equacao de Poisson

Os resultados apresentados até agora sao validos para corpos puntiformes, ou seja, cor-
pos cujas dimensodes sdo desprezadas em comparacao a massa central. Para determinar o campo
gravitacional gerado por uma distribui¢do arbitrdria de massa deve-se utilizar a equacdo (ver de-
ducgdo no apéndice A)

V2®(r) = 4nGpy, (2.5)

2 Por definicdo, o campo gravitacional de uma particula teste m (massa muito pequena comparada a M)
pode ser ignorado em relacdo ao campo gravitacional da massa central M.
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em que p,, é a densidade da distribuicdo de massa e V2®(r) = V- V®(r) é o operador La-
placiano. A equacdo (2.5) é conhecida como equacdo de Poisson (MARION; THORNTON,
1995).

Como a forga gravitacional é central, percebe-se que ®(r) ndo depende do tempo, uma
vez que a distribuicdo de massa é independente do tempo. Isso significa que qualquer mu-
danca na densidade de massa afetaria o potencial gravitacional instantaneamente. Entretanto,
sabe-se que nenhum sinal pode viajar 2 uma velocidade maior que a da luz de acordo com a
teoria da relatividade especial. Assim, aparece a primeira inconsisténcia da teoria newtoniana
com a teoria da relatividade especial (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006; MARION;
THORNTON, 1995).

Como uma ilustragdo, a seguir mostra-se como obter o potencial de uma particula pun-
tiforme a partir da equagao de Poisson. Nesse caso, a densidade de uma massa pode ser escrita
na forma p,, = M§>(7), na qual §°(7) é a fungio delta de Dirac’. A equagio (2.5) nesse caso
torna-se

V2®(r) = 4nGM > (7). (2.6)

Entretanto, é sabido que a funcdo delta de Dirac € igual ao Laplaciano de (1/r), portanto

V2®(r) = —GM - V? (1) : (2.7)

r

e como G e M sdo constantes, a equacdo (2.7) pode ser reescrita na forma

Vio(r) = V? (—G—M> : (2.8)

r

A constante de integracdo € fixada com a condi¢do de contorno dada anteriormente, ®(r) = 0
para r — oo. Como esperado, a equacdo (2.8) mostra que o potencial gravitacional para um

corpo puntiforme coincide com a expressao (2.4).

3 A fungo delta de Dirac é definida por f (7)) = [d*xf(F)8*(F— 7o), em que a integral cobre todo o
espago.
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2.1.2 Principio da equivaléncia: o experimento de Eotvos

A segunda lei de Newton e a lei da gravitacdo universal descrevem a dindmica de um
corpo na presenga de um campo gravitacional. A segunda lei diz que a soma de todas as forgas

F que atuam sobre uma particula é dada por
Fr = mja, (2.9)

na qual m; € a massa inercial da particula e d € a aceleragdo produzida pela forga Fg. Utilizando

a for¢a resultante em (2.9) como sendo (2.2) obtém-se a equacdo de movimento
d=—4g, (2.10)

na qual mg € a massa gravitacional, chamada anteriormente na equagdo (2.2) apenas de m.
Em principio, ndo existe motivo para que as massas inercial e gravitacional sejam de mesma
natureza. Contudo, é verificado experimentalmente que a razdo mg/m; presente na equagdo
(2.10) € sempre constante para todas os objetos. Em contraposicdo, a razdo g/m; que aparece
na equacdo de movimento de uma particula carregada em um campo eletromagnético nio € a
mesma para todas as particulas. Logo, a partir da equacao (2.10) vé-se que a trajetoria de uma
particula através do espaco em um campo gravitacional ndo depende da massa da particula ou
do material que compde qualquer objeto. (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006)

O principio da equivaléncia afirma que as massas gravitacional e inercial possuem a
mesma natureza. Um experimento mental proposto por Albert Einstein explica esse principio a
partir da equivaléncia entre referenciais inerciais e referenciais com aceleragdo constante como
segue. Suponha que um observador encontra-se dentro de um elevador em repouso a uma certa
altura do chao. Ao cortar o cabo do elevador, ambos observador e elevador estardo em queda-
livre no campo gravitacional da Terra. Portanto, uma vez que o elevador cai com a aceleragdo da
gravidade, o observador ndo detecta o efeito gravitacional no interior do elevador. Como pode
ser verificado na equacdo (2.9), o fato de que o observador cai com a mesma aceleracdo gravi-
tacional g acontece somente quando a razdo mg/my € igual a unidade, ou seja mg = m;. Foi
Einstein que pela primeira vez percebeu que essa igualdade segue da equivaléncia entre referen-
ciais inerciais e referenciais com aceleracao constante (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY,
2006; WEINBERG, 1972).
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Figura 2.1 — Principio da Equivaléncia.

!

Dois corpos dentro de um elevador em queda livre se aproximando devido a nao uniformidade do
campo gravitacional. Fonte: General Relativity: An Introduction for Physicists (HOBSON;
EFSTATHIOU; LASENBY, 2006)

De modo geral, isso ndo € vélido para um campo gravitacional ndo uniforme. No mesmo
experimento, suponha agora que o elevador seja bem grande e que nas duas extremidades sejam
soltas duas bolinhas que encontram-se originalmente a uma certa altura do piso do elevador.

Como se sabe, o campo gravitacional de uma distribuicao esférica de massa possui si-
metria radial, sendo portanto ndo-uniforme. No caso em que o elevador esteja em queda livre,
devido a ndo uniformidade do campo gravitacional, as bolinhas seguem as linhas de campo
gravitacional, como mostra a figura 2.1. Como as linhas de campo gravitacional sdo radiais, as
bolinhas tendem a se deslocar para o centro do elevador com o passar do tempo.

Em contrapartida, se o elevador estivesse na auséncia de gravidade, as bolinhas ndo se
deslocariam para o centro do elevador, pois ndo haveria componentes horizontais da aceleragcdo
neste caso. Logo, o observador € capaz de diferenciar efeitos oriundos de um campo gravitacio-
nal auténtico, que produz for¢cas de maré, de um efeito causado por aceleracdo de um referencial
em queda livre. Porém, essa diferencga s6 € perceptivel em escalas de comprimento e tempo su-
ficientemente grandes para que efeitos de maré sejam perceptiveis. Desse modo, o principio de

equivaléncia € valido localmente (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).

O experimento de Eotvos

Isaac Newton e Friedrich Bessel realizaram experimentos na tentativa de identificar entre
massa inercial e gravitacional por meio de péndulos com diferentes composi¢des; dentro dos

limites experimentais da época, ndo foi constatada diferenca alguma. Em 1885, Roland von
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Figura 2.2 — Experimento de E6tvos.

'
M8y

Mgag

Consiste em verificar a proporcionalidade entre as massas gravitacional e inercial de um objeto por
meio de um somatério de forcas. Fonte: Gravitation and Cosmology: Principles and applications of the
General Theory of Relativity (WEINBERG, 1972)

Eo6tvos realizou um experimento com maior precisao mostrando a igualdade entre mg e my
(WEINBERG, 1972). O experimento consistia em prender um fio fino em um bastdo de 40 cm,
fixando duas massas A e B em extremidades opostas do bastdo conforme mostra a figura 2.2.
Para andlise do resultado experimental, deve-se calcular o torque resultante devido a
diferenca entre a massa inercial e a gravitacional. O torque produzido pela forca resultante F é
definido por (WEINBERG, 1972)
T =7x Fpg. (2.11)

Para o problema, nos interessam as componentes da forca que sdo perpendiculares ao vetor
posi¢do 7. A distincia r no experimento é /4 do fio até a extremidade em que se encontra a
massa A, e [p do fio a massa B. Enquanto em equilibrio, o bastio se estabiliza de acordo que o
torque para as componentes verticais de Fg sdo iguais para a massa A e para a massa B de forma
que

Ia(mgag — miag.) = lg(mepg — mipg.) (2.12)

em que g é o campo gravitacional e g, e g sdo respectivamente as componentes vertical e

horizontal da aceleracdo centripeta da Terra. O torque para as componentes horizontais de Fr é

T = lamiags — lpmipgs (2.13)
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Considerando que g, < g, da (2.12) obtém-se que a razdo entre as massas gravitacionais de A
e B na situacdo de equilibrio vertical € determinada pela razdo do comprimento dos fios por

(mga/mgp) = (Ig/l4). Substituindo a razdo do comprimento dos fios na (2.13) resulta em

mga  Mgp

mia mip } (2.14)

T= lAmgAng‘ [
Como pode ser verificado na equagdo (2.14), qualquer diferenca minima entre m; e m, faria
com que o bastdo sofresse um torque ao longo do fio, produzindo uma tor¢do no mesmo. Entre-
tanto, é importante enfatizar que ndo foi observada tor¢ao no fio devido a diferenca entre massa

inercial e gravitacional dentro dos limites experimentais da época, equivalente a uma precisao

de 10~!9 na razdo m; /mg para madeira e platina (WEINBERG, 1972).

2.2 O problema de Kepler

Johannes Kepler ja havia encontrado empiricamente as leis que regem as Orbitas dos pla-
netas em 1609 (lei das oOrbitas e lei das dreas) e 1619 (lei dos periodos). Kepler mostrou que as
orbitas dos planetas s@o elipticas com o sol em um dos focos, porém ndo obteve analiticamente
a solugdo para essas 6rbitas (WEINBERG, 1972).

Isaac Newton, por meio da lei da gravitagdo universal e das leis da dindmica, deduziu
analiticamente ndo s6 as Orbitas dos planetas como o movimento de asteroides em geral. New-
ton mostrou que um objeto submetido a um campo gravitacional possui trajetdrias descritas por
secdes conicas, ou seja, circulos, elipses, pardbolas, ou hipérboles dependendo da energia deste
objeto (WEINBERG, 1972; LIMA; SANTOS, 2018,).

As Orbitas sdo obtidas por meio da equacdo de movimento (2.9). Como a gravidade
¢ uma forca central, € conveniente escrever a equacdo de movimento em coordenadas polares
(r,¢) de modo que a acelerag@o é escrita na forma d = (¥ — rgbz)ér. Por simplicidade, denotam-
se derivadas temporais da seguinte forma 7 = dr/dt e ¥ = d*r/dt>. A equagio de movimento

torna-se entao
dd(r)
dr

F—rg?=— (2.15)

Como 7 e F sdo sempre paralelos no caso de forcas centrais, o torque sempre serd zero, pois
produtos vetoriais entre vetores paralelos sao sempre zero. Se o torque € nulo, entdo o0 momento
angular se conserva. Isso deve-se ao fato de que o torque pode ser escrito como a variacao do

momento angular no tempo, em que o momento angular por unidade de massa L é definido por
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(HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006)
L=1r9, (2.16)
A equagdo (2.15) também pode ser reescrita na forma

d [* L’
4 [3 L) + ﬁ} —o. @.17)

Desse modo, tem-se que a grandeza com dimensao de energia por unidade de massa,

5,2 (2.18)

¢ uma constante de movimento associada a dindmica de uma particula sob a a¢do do campo
gravitacional. Como essa é uma equagio que depende da velocidade 7 e da posicdo 7 € possivel

realizar uma separagdo de varidveis e encontrar uma relacio entre a posi¢ao do corpo e o tempo

dt = dr . (2.19)

\/2 (£—<I>(r) - ;—i)

Outra maneira de encontrar a relacdo acima (2.19) € por meio da equacdo de Euler-Lagrange

(GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002)

¢ d (83):0, (2.20)

dg; dt \ 9¢;

em que as coordenadas generalizadas g; sdo as coordenadas polares (r, @) e .Z é o Lagrangiano
definido pela energia cinética menos a energia potencial. No sistema de coordenadas adotado,

o lagrangiano pode ser escrito por (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002)
1
L= 5m(r'2+r2q')2)—U(r). (2.21)

Ao calcular (2.20) para a coordenada ¢ obtém-se a relacdo (2.16), e para a coordenada r
encontra-se a relacdo (2.15). Assim, tanto a segunda lei de Newton quanto a equacdo de Euler-
Lagrange concordam com (2.19). Nos dois casos foi utilizado a igualdade entre massa inercial

e gravitacional.
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Tabela 2.1 — Classificacdo das orbitas.

Excentricidade (e) | Energia (¢) | Forma da 6rbita
0 —G?m/21? Circulo
e<l1 e<0 Elipse
1 0 Pardbola
e>1 >0 Hipérbole

Relacdo entre a excentricidade, a energia e a forma da 6rbita. Fonte: Adaptada de (GOLDSTEIN;
POOLE; SAFKO, 2002)

No estudo de uma particula teste sob a acdo do potencial gravitacional é interessante
escrever a posicdo r em funcdo do angulo ¢, pois esse angulo estd diretamente relacionado a

6rbita do corpo. Para isso, sabe-se por meio de (2.16) que dt = (r*/L)d ¢, logo (2.19) torna-se
dr
SNEr=a

No que segue, adota-se o sinal positivo, ou seja, o dngulo ¢(r) aumenta quanto maior for a

do =+ (2.22)

coordenada r.

Ao integrar a equacao (2.22) obtém-se a solu¢do, a menos de uma constante de integra-

¢do,
L/MG
= 2.23
(9) 1+ecos@ (2.23)
em que
2el?

A solugdo (2.23) define uma conica na qual e € a excentricidade da 6rbita. O valor da excen-
tricidade determina a forma da Orbita conforme mostrado na tabela (2.1). Como sera visto na

proxima secdo, tem-se € > 0 para a deflex@o da luz e, portanto, a trajetdria € hiperbdlica.

2.3 Deflexao da luz na mecanica newtoniana

A equagdo da orbita permite calcular a trajetéria de um corpo massivo sob a agdo de
um campo gravitacional. Invocando uma natureza corpuscular para a luz esse modelo pode
ser aplicado. Obviamente, espera-se que a massa do féton seja muito pequena. De fato, limites
experimentais sobre a massa do féton indicam que, caso exista, deve ser menor do que 10733 kg

(TANABASHI et al., 2018). Com essa hipétese, o principio da equivaléncia pode ser aplicado
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e a equacdo da trajetéria do féton descrita por (2.23). Rigorosamente, para uma particula sem
massa, como o féton, o modelo newtoniano ndo se aplica. Isso decorre do fato de que, por
defini¢do, a gravitacdo newtoniana descreve interacoes entre particulas massivas. Além disso,
na mecanica newtoniana a luz pode ter velocidade varidvel. Porém, sabe-se atualmente que de
acordo com a teoria da relatividade a luz tem velocidade constante no vicuo ¢ = 299.792.458
m/s (BLANEY et al., 1974), independente da fonte emissora. No que segue, serd feito o cdlculo
da deflexdo para o modelo newtoniano corpuscular da luz.

Suponha que a luz possua velocidade ¢ na coordenada ry em que os efeitos gravitacionais

sdao pequenos (LIMA; SANTOS, 2019):

lim 7 =c. (2.25)

r—ro

Desse modo, considera-se que para a deflexdo da luz rg € suficientemente grande tal que (2.18)

seja dominada pelo primeiro termo. Assim, tem-se
2
€= 5 >0 (2.26)

e, como dito no final da secdo anterior, a Orbita € hiperbdlica. O pardmetro L pode ser en-
contrado para a distdncia minima b (parametro de impacto) entre o féton e objeto massivo

substituindo a equacdo (2.26) em (2.18) e usando que j—(; = 0 neste ponto. Com isso, obtém-se

Lz%ﬂl+%zbq (2.27)

no qual r; = 2GM /c? é o raio de Schwarzschild e utilizou-se que r,/b < 1. De fato, no caso do
sol r; ~ 10°m e uma vez que no minimo b ~ Ry, tem-se no maximo r/b ~ 1076 (luz rasante a
superficie) 4.

Conhecidos € e L € possivel determinar a excentricidade da érbita por meio da equacao

(2.24). Usando (2.26) e (2.27), obtém-se de (2.24) que

2
e= 1+4<2). (2.28)

g

4 0 raio do sol é Ry, ~ 696.342 x 10°m, a massa solar M,,; ~ 2 x 103 kg e o raio de Schwarzschild
correspondente € ry ~= 3 X 10°m (WEINBERG, 1972).



Figura 2.3 — Deflexdo da luz.
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Na figura, P € a posicdo real da fonte de luz e Q a posi¢ao aparente da fonte. O raio do sol € denotado
na figura por Ry, 0 angulo de deflex@o total por A@ e o observador O. b representa a menor distancia
entre a trajetdria e o sol, também chamado de parametro de impacto. Para maior clareza, as escalas

foram exageradas.

Desse modo, a (2.28) mostra que e > 1 e que portanto a trajetéria da luz corresponde a uma

hipérbole muito alongada nas extremidades, conforme mostra a Figura 2.3. A partir dos resul-

tados (2.18) e (2.27), o desvio da trajetdria da luz (deflexdo da luz) pode ser calculado por dois

métodos distintos como segue.

2.3.1 Método I

Com a hipétese de que a luz possui velocidade ¢, a uma distancia r onde os efeitos

gravitacionais sdo despreziveis, o angulo de deflexdo pode ser calculado a partir de (2.22) por

meio da integral definida

dx

V14 ax+ B2’

na qual foi feita a mudanga de varidvel x = b/r, em que

1
0(b) — p(eo) = - /O

Os pardmetros o e 3 acima sdo obtidos utilizando as equagdes (2.26) e (2.27).

(2.29)

(2.30)
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A solugdo da integral acima é conhecida (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002):

/ dx - arccos _LZ[S)C (2.31)
Jltaxipe =P o?—4p | |

Note que na (2.29) foi adotado ro — o, que corresponde a coordenada em que a velocidade da
luz possui o valor c. Pode-se expressar essa condi¢do alternativamente como ry > b.

Substituindo o resultado de (2.31) em (2.29) chega-se a

1+ 1
¢ (b) — ¢(ry) = —arccos (\A%) -+ arccos (—2\/%), (2.32)

Para obter a expressio acima foram desprezados termos de ordem & (a?). Como & < 1, os
argumentos do arco-cosseno do lado direito de (2.32) podem ser expandidos em torno de & =0

usando as séries de Taylor

1+ %Ot 062 3
=1l+—+0(x 2.33
Vira Ty o) (2:33)
e
2
o o o
— 2 1T o). 2.34
2V1l+a 2 4 () (2.34)
Desprezando os termos de segunda ordem tem-se que a (2.32) serd dada por
(b) = ¢(ro) SED PN (2.35)
— Aarccos | ——— | ~ -+ ——. .
PO}~ Pl 25) 727" 2%

O angulo de deflexdo corresponde a variagado total em ¢ quando r decresce da distancia
ro até seu valor minimo b — variagdo angular de ¢(b) — ¢(r9) — e depois cresce novamente
até ro — variagdo angular de ¢(r9) — @(b). Desse modo, a variagdo angular total é dada por
21 @(b)—@(ro) |. Se a trajetéria da luz fosse uma linha reta, essa variac@o seria de 7, logo a

deflexdo total da luz A¢ € obtida por meio da relacio (WEINBERG, 1972)

T+AQ=2]¢(b)—o(ro) |- (2.36)

Substituindo a equagdo (2.35) em (2.36), obtém-se a deflexdo total da luz

A s 2GM
=% T

(2.37)



24

Para comparacdo com as observagdes astrondmicas, adota-se a trajetéria da luz rasante a su-
perficie do Sol com b = Ry,,; (ver Figura 2.3). Utilizando os valores conhecidos do raio do sol

Ry, ~ 696.342 x 10°m e da massa solar M,,; ~ 2 x 1030 kg obtém-se

rs  2GM

LI ~4,239x 107 <« 1. (2.38)
Rsol Cstol

Substituindo (2.38) em (2.37), a deflexdo total da luz € A¢p ~ 0,87”, em que A é dado em
radianos e foi utilizado que 1” = 4,848 x 107° rad.

Henry Cavendish e Johann Soldner calcularam em 1784 e 1801, respectivamente, a de-
flexao da luz (WILL, 1988) por meio de métodos diferentes dos utilizados no presente trabalho.
Cavendish considerou em seu cdlculo um raio de luz emitido com velocidade ¢ no infinito e
recebido por um observador em um ponto A. Por sua vez, Soldner considerou que o raio foi
emitido com velocidade ¢ no ponto A e recebido no infinito. Ambos obtiveram o mesmo valor
de 0,87”. Isso deve-se ao fato de que ambos obtiveram o termo dominante de (2.29), o qual é

independente de ry conforme mostrado acima.

2.3.2 Meétodo II

Sabe-se pela equacdo (2.26) que € > 0, portanto a trajetéria da luz € hiperbdlica (ver
Tabela 2.1). Nesse caso, existe um método muito simples para determinar a deflexdo da luz
baseado na geometria de conicas. De fato, existe uma relacao entre a excentricidade da oOrbita e

o angulo de deflexdo da luz dada por >

Ap 1
tan (7) = 7 (2.39)

Substituindo a excentricidade da drbita da luz (2.28) na expressdo acima e mantendo somente

contribui¢des de primeira ordem em r;/b (ry < b) obtém-se

tan (%) _ 1 (2.40)

Utilizando a aproximagdo de angulos pequenos tan (A@/2) ~ A¢ /2, assim o dngulo de deflexdo

total €

2GM
AQp=—— 2.41
4 Czb ’ ( )

> Uma deducio dessa identidade encontra-se no Apéndice B.
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que € o mesmo resultado obtido na equagao (2.37).

Trabalhos recentes alegam que o cdlculo newtoniano para a deflexdo da luz conduz ao
resultado observacional (HUANG, 2017; MIGNONAT, 2018). Porém, na referéncia (HUANG,
2017) existe um fator numérico errado na primeira equagdo do artigo. Esse erro é decisivo e
conduz ao resultado equivocado do autor. A equagdo correta pode ser encontrada na referéncia
(KITTEL; KNIGHT; RUDERMAN, 1965). Por sua vez, na referéncia (MIGNONAT, 2018) o
autor argumenta que existe um erro na definicdo do dngulo de deflexdo. Pode-se identificar que
o erro do autor € justamente dobrar o valor do resultado newtoniano com uma defini¢cdo errada
do angulo de deflexdo total. Entretanto, o presente trabalho utiliza a defini¢ao correta do angulo
de deflexdo presente na referéncia (WEINBERG, 1972) e mostra por dois métodos distintos que
o calculo newtoniano €, de fato, metade do resultado obtido observacionalmente. Além disso,
no préximo capitulo serd mostrado que o resultado da relatividade geral corresponde ao valor

observacional e possui como limite newtoniano o resultado (2.41).
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3 FUNDAMENTOS DA RELATIVIDADE GERAL

Este capitulo abordara os fundamentos da RG: o principio da equivaléncia e as equa-
coes de Einstein. Serdo discutidos o limite newtoniano da Equagdo de Einstein, a solu¢do de

Schwarzschild e o calculo relativistico da deflexdo da luz.

3.1 Principio da equivaléncia na Relatividade Geral

O principio da equivaléncia afirma que a dinAmica de uma particula em queda livre em
um campo gravitacional é localmente equivalente a um movimento na auséncia da gravidade.
No contexto da RG, localmente significa que dado um ponto P e um campo gravitacional ar-
bitrario descrito pela métrica g#v(x)l, nas vizinhangas desse ponto sdo satisfeitas as seguintes

condi¢cdes (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006):

guv(P) = Tuy (3.1
e

aguv -

W(P) =0, (3.2)

em que 1),y € a métrica de Minkowski da teoria da relatividade restrita®. Fisicamente, as condi-
coes (3.1) e (3.2) serdo aplicaveis quando as dimensdes do sistema fisico forem muito menores
do que a escala caracteristica do campo gravitacional (WEINBERG, 1972).

A RG, proposta por Einstein em 1915, fornece uma descricao relativistica da gravidade
e incorpora naturalmente o principio da equivaléncia. Na teoria o campo gravitacional € in-
terpretado como uma manifestacdo da curvatura do espaco-tempo induzida pela presenga de
matéria e energia (EINSTEIN, 1915).

O principio da equivaléncia requer que em qualquer evento P em um espago-tempo curvo
seja possivel definir um sistema de coordenadas X*, no qual u = 0,1,2,3, tal que o elemento

de linha (distancia entre dois pontos do espago-tempo) na vizinhanca de P tome a forma

ds* = nyydXx*dx", (3.3)

! Detalhes sobre a defini¢io da métrica e sua relacio com o campo gravitacional serdo discutidas poste-
riormente nesta secdo e na secéo seguinte.

2 Relatividade Restrita é a teoria fisica que descreve as relagdes entre espaco e tempo na auséncia de
campo gravitacional (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006). Detalhes a seguir.
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no qual N,y = (1,—1,—1,—1) é o tensor métrico da geometria de Minkowski em coordenadas
cartesianas, ou seja, uma matriz diagonal 4 x 4 que representa a geometria de um espago-tempo
plano. A igualdade na equacio (3.3) € exata no evento P, conforme indicam as equacdes (3.1) e
(3.2) (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006). O elemento de linha (métrica) é invariante
sob transformacdes de Lorentz?.

Para um sistema de coordenadas arbitrario x*, a métrica toma a forma geral
ds* = guy(x)dxtdx", (3.4)

no qual g,v(x) é o tensor métrico que representa a geometria de um espago-tempo arbitrario.
A partir do elemento de linha ds define-se também o invariante denominado tempo préprio dT
por

ds* = c*dt?. (3.5)

Em cada ponto P a trajetéria de uma particula estd contida no cone de luz do futuro desse
ponto. Para particulas massivas tem-se ds”> > 0, porém para o féton ds> = 0 e portanto d7 =

0*(HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).

3.2 Equacao da geodésica

De acordo com o principio da equivaléncia, uma particula em queda livre descreve lo-
calmente um movimento retilineo uniforme na auséncia de forcas externas. Em outras palavras,
a equacdo de movimento de uma particula descrita no sistema de coordenadas local E# satisfaz

d*Er
S o0,
dt?

(3.6)

que afirma que a quadri-aceleracdo da particula é zero. Contudo, a expressdo (3.6) pode ser
reescrita em outro sistema de coordenadas arbitrdrio x*. Esse novo sistema de coordenadas
pode ser cartesiano bem como curvilineo, acelerado, ter rotagdo e etc. Dessa forma, tem-se que

EH é uma fungdo de x* tal que
dgt  JEH axt
dt  oxt dt’

(3.7)

3 Transformagdes de Lorentz corresponde ao conjunto de transformacdes lineares entre sistemas de
coordenadas cartesianas que mantém ds? invariante (LANDAU; LIFSHITZ, 1971).

4 0 cone de luz determina a estrutura causal local do espaco-tempo através de distincias tipo-tempo
(ds* > 0), tipo-luz (ds?> = 0) e tipo-espaco (ds*> < 0) (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).
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Ao escrever a equagido de movimento (3.6) no sistema arbitrario de coordenas x*, utilizando a

transformacao (3.7), obtém-se (WEINBERG, 1972)

d?xH u dx¥ dx® B

= 3.8
az Tvegrar (38)
na qual a conexo afim I'; é definida por
ox™ 82505
Mo = 5o : 3.9
Vo = 9Ea guligxy 3-9)

A equagdo de movimento (3.8) é conhecida por equacdo da geodésica e tem como solu¢do uma
curva x*(7) (geodésica ou linha de mundo) que representa a trajetéria de uma particula livre
em um sistema de coordenadas arbitrario. O principio da equivaléncia postula que os efeitos do
campo gravitacional sdo obtidos ao se passar do sistema local para o sistema de coordenadas do
laboratdrio. Por esse motivo a equagdo (3.8) descreve a dindmica de uma particula livre sob a
acdo de um campo gravitacional. A geodésica € interpretada também como a menor distancia
entre dois pontos em um espacgo-tempo curvo, uma vez que x*(7) é a generaliza¢do de uma reta
em outras geometrias (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).

E possivel mostrar também que a equagio (3.9) pode ser escrita em termos do tensor

métrico e suas derivadas como (LANDAU; LIFSHITZ, 1971)

1
Mo = 587" (gviu+ 8vua — ) - (3.10)

na qual foi utilizada a notagdo

- dgva
gvl,“ - axu *

(3.11)

Também chamado de simbolo de Christoffel, a equacao (3.10) introduz na equacio de movi-
mento os efeitos da geometria de um espago-tempo curvo por meio da equagdo (3.8). Além
disso, nota-se que para um tensor métrico de componentes constantes, como a métrica de Min-
kowski, todas as componentes da equacgdo (3.10) sdo nulas de modo que a equacao (3.8) retoma
(3.6). Portanto, seguindo a RG, percebe-se que o simbolo de Christoffel esta diretamente rela-
cionado com o efeito do campo gravitacional no caso de um espaco-tempo com curvatura ndao

nula.
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3.3 Equacoes de Einstein

Como mencionado anteriormente, na RG o campo gravitacional € interpretado como um
efeito da curvatura do espaco-tempo. Matematicamente, essa ideia significa que a existéncia de
um campo gravitacional em uma regido do espago-tempo estd associada a componentes nao

nulas do tensor de Riemann Rﬁvcs, o qual é definido por
R,ﬁvo = aVFZG - aorﬁv + Fﬁorl,{v — Fﬁvric' (3.12)

As equagdes do campo gravitacional (Equagdes de Einstein) estabelecem uma relag@o entre a
geometria do espaco-tempo e a distribuicdo de matéria e energia de um sistema. Na forma
explicitamente covariante®, as equagdes de Einstein sdo dadas por (HOBSON; EFSTATHIOU;
LASENBY, 2006)

1 8nG

R”V_Eg‘uvR:_TTuv. (3.13)

Nesse sistema de 10 equagdes, Ry = Rﬁvp é o tensor de Ricci e R = g"Ryy é o escalar de
curvatura, quantidades associadas a curvatura do espaco-tempo. Explicitamente, o tensor de
Ricci é dado por

Ruy = OThp — 3p Ty + Ty Th  — T I . (3.14)

Do lado direito da (3.13) aparece o tensor energia-momento 7j,y, que representa a distribui¢do
de matéria e energia do sistema.

No presente trabalho uma distribuicdo de matéria e energia no espago-tempo serd mo-
delada como um fluido perfeito’ e em equilibrio termodindmico®. Nesse caso o tensor energia-
momento pode ser escrito na forma (LANDAU; LIFSHITZ, 1971; WEINBERG, 1972; HOB-
SON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006)

P

> O tensor de Riemann é o tinico tensor que pode ser construido do tensor métrico de suas primeiras e
segundas derivadas e o qual € linear na segunda derivada (WEINBERG, 1972).

Uma equagdo € explicitamente covariante quando € escrita em termos de tensores. Nesse caso a forma
da equagdo ndao muda por uma transformacao geral de coordenadas.

Fluido perfeito é o que ndo possui viscosidade, nao conduz calor com o meio externo e nio apresenta
tensdo de cisalhamento (LANDAU; LIFSHITZ, 1971).

Essa condic¢do serd necessdria para que se possa usar uma equacdo de estado entre as varidveis P e p

6
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na qual P € a pressio exercida pelo fluido e u* sua quadri-velocidade, definida por

B dxt

u
u = —-.
drt

(3.16)

No que segue a distribuicdo de matéria serd considerada como poeira, ou seja, no limite
em que p — 0. Fisicamente, isso significa que a energia média das particulas do fluido é muito
menor do que sua energia de repouso (LANDAU; LIFSHITZ, 1971). Nesse caso, a expressao

para o tensor energia-momento (3.15) torna-se simplesmente

Tuv :pu‘uuv. (3.17)

3.4 Limite newtoniano

Para que seja condizente com fendmenos fisicos conhecidos, a RG deve reproduzir a
fisica newtoniana no limite ndo-relativistico. Isso significa que deve-se considerar um campo
gravitacional suficientemente fraco e a velocidade de uma particula nesse campo como sendo
muito menor do que a velocidade da luz (' < u°)°. Para obter o limite newtoniano da RG
considera-se uma pequena perturbagéo | i,y | < 1 no espago-tempo de Minkowski, tal que a
métrica do espago-tempo possa ser escrita como (WEINBERG, 1972; LANDAU; LIFSHITZ,
1971)

guv = Nuv +hpv, (3.13)

que corresponde fisicamente ao limite de campos fracos.

A partir dessas consideracOes sobre a geometria € possivel calcular as equacdes do
campo gravitacional no limite newtoniano. E necessario, no entanto, conhecer a distribuicdo de
matéria e energia no espaco-tempo. Para tal, dispde-se do fato de que as componentes espaciais

da quadri-velocidade ' sdo despreziveis comparadas 2 componente temporal u°. Realmente,

0

uma vez que em coordenadas cartesianas x* = (ct,x,y,z), obtém-se de (3.16) que u” ~ ¢ no

limite ndo-relativistico, ji que df/dt ~ 1. Nesse caso, em que u' < u’ e o fluido é isotrépico!”,

% O indice latino i toma os valores 1,2 e 3.

10 A isotropia de um fluido ideal segue do fato de que termos fora da diagonal estariam associadas com
anisotropias produzidas por efeitos de viscosidade. Pode-se mostrar que nesse caso o tensor energia-
momento € diagonal (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).
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o tensor energia-momento (3.17) pode ser escrito como uma matriz diagonal
Tuv = (pc?,0,0,0). (3.19)

As consideragdes acima sdo suficientes para encontrar o limite newtoniano das equagdes
de Einstein. Desse modo, ao substituir a métrica (3.18) e o tensor energia-momento (3.19) nas

equagdes de campo (3.13) obtém-se

Roo ~ . (3.20)

Ademais, a componente Ry pode ser calculada também por meio da definicdo do tensor de
Ricci (3.14) que fornece
1
ROO ~ —Evzhoo, (321)

em que foram desprezados termos de segunda ordem em fy € u'/u’. Consequentemente,

igualando as equacdes (3.20) e (3.21) obtém-se a expressao

—V2h00 ~ - , (3-22)

que € a equacdo de Poisson. Comparando a equacdo (3.22) com a (2.5) obtém-se que hgy =
20 /2.
Dessa forma, mostra-se que a Relatividade Geral recupera a equagdo de campo gravita-

cional correta no limite ndo-relativistico de campo fraco e baixas velocidades.

3.5 Solucao estatica e esférica: a métrica de Schwarzschild

O alto grau de ndo linearidade nas equacdes de Einstein faz com que seja extremamente
dificil encontrar uma solug@o analitica e geral para uma distribuicdo de massa e energia arbi-
traria. No entanto, em geral € mais simples buscar solucdes associadas a um espago-tempo que
apresente simetrias. A primeira solucao exata das equacdes de Einstein foi encontrada por Karl
Schwarzschild e corresponde a um espago-tempo estatico e com simetria esférica. A métrica

de Schwarzschild no entorno de uma distribuicao esfericamente simétrica de massa M pode ser
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escrita em coordenadas esféricas (r, 0, ¢) como (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006)

ds* = (1 - QGZZW ) c*dr* — (1 —~ ZGIZW ) R dr* —r*(d6* +sin”> 0d¢?). (3.23)
rc rc

A métrica de Schwarzschild representa o espaco-tempo curvo externo a uma distribui¢ao
esférica de massa estdtica. Com isso, essa métrica € uma boa aproximacao para a descricao do
campo gravitacional na vizinhanca préxima de um objeto com simetria esférica, como uma
estrela, um planeta ou até um buraco negro. E importante notar que a singularidade em r =
2GM /c? nio é fisica, mas simplesmente um artefato do sistema de coordenadas utilizado na
representacdo de (3.23). De fato, essa singularidade pode ser removida por uma mudanga do
sistema de coordenadas (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).

A solugdo de Schwarzschild foi de extrema importancia para a validagdo da RG como
uma teoria fisica. De fato, a deflexdo da luz na proximidade do Sol e a precessao do periélio de
Mercitirio sdo exemplos importantes de aplicacao dessa geometria. No caso da deflex@o da luz, a
teoria prevé o dobro do valor obtido pela teoria newtoniana. A RG também explica o desvio de
cerca de 43 segundos de arco por século da érbita de Merctirio em relagdo a predi¢do newtoniana
(WEINBERG, 1972) e é corroborada pelos dados observacionais disponiveis (BRUNS, 2018;
WILL, 2018; ADE et al., 2016; PEEBLES; RATRA, 2003).

3.6 Deflexao da Luz na Relatividade Geral

Como visto na secdo 2, a deflexao da luz € interpretada na mecanica newtoniana como
uma mudanca na trajetoria da luz devido a forga gravitacional exercida pelo Sol. Nesse caso
supde-se que a luz seja constituida de particulas massivas e portanto satisfaz o principio da
equivaléncia (igualdade entre as massas inercial e gravitacional). Como € sabido, isso ndo
condiz com a descricdo moderna da luz nos padrdes da teoria eletromagnética de Maxwell.

Na teoria da relatividade a trajetéria da luz satisfaz d7> = 0, ou seja, a trajetéria é uma
geodésica nula. Desse modo, deve-se utilizar uma parametrizacdo da trajetéria diferente do
tempo préoprio. Usando um parametro p a fim de parametrizar a trajetéria de uma particula tipo
luz, a equacdo da geodésica para a luz é dada por

d?xM dx" dx°
r =0. 3.24
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Na RG o desvio da trajetoria da luz pelo Sol € interpretado como um efeito da curvatura
do espaco-tempo e serd determinado a partir da equagdo de movimento (3.24). Nesse caso, a
geometria associada a esse espaco-tempo curvo € dada pela geometria de Schwarzschild (3.23).
A equagdo de movimento para a luz (3.24) no espago-tempo de Schwarzschild pode ser

escrita como (WEINBERG, 1972)

dPr A'(r) (dr\* L2 B
r + (r) _r o o (r) — 0’ (325)
dp?  2A(r) \dp r3A(r)  2A(r)B(r)?
em que L = ?¢ é uma constante de movimento e
2GM r
B(r)=A(r)"'=1- =1-= 2
(1) =A(r) e (3:26)

com ry = 2GM/c? sendo o raio de Schwarzschild e B'(r) a derivada de B(r) em relagdo a p.
Para obter a equacido (3.25) calcula-se as componentes do simbolo de Christoffel (3.10) a partir

das componentes
go0=B(r), gwr=—Alr), geo=—r", ggp=—1"sinb, (3.27)

obtidas da métrica de Schwarzschild (3.23). Substituindo as componentes I na equacio (3.8)
obtém-se um conjunto de equacdes que quando combinadas resultam na (3.25)'!.

Além de L, existe uma segunda constante de movimento associada a equagao (3.25):

dr\?> 2 c?
A(r) (5) + o W = —¢&. (3.28)

As constantes de movimento L e € também podem ser obtidas pelo formalismo Lagrangiano
por meio das equacdes de Euler-Lagrange, como mostra o apéndice C.

A partir de (3.28), (3.23) e (3.24) mostra-se que
dt* = edp?. (3.29)

Como no caso da luz d7? = 0, adotando-se &€ = 0. Utilizando a parametrizacio

dr drde Ldr

- _ Tt _ =7 3.30
dp dodp r*do’ (3:30)

11 Os detalhes desse célculo estdo descritos na referéncia (WEINBERG, 1972).
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a equacdo (3.28) pode ser reescrita como

L [* JA(r) dr
@(b) — () = —/ ——, (3.31)
C J L2 r
VAM) — 2z
em que b € a distancia minima entre o feixe de luz e o sol e adotou-se a velocidade ¢ para a luz
na coordenada rg > b.
O parametro L pode ser obtido por meio da condi¢do de aproximagdo médxima da tra-
jetdria, ou seja, no caso em que r = b. Assim, fazendo dr/d@ = 0 em (3.28) e utilizando a

parametrizagdo (3.30), obtém-se em primeira ordem na razdo r;/b < 1

_1
L=bc (1—%) 2 < be. (3.32)

Substituindo (3.32) e (3.26) em (3.31) obtém-se

1 (1 + lﬁx) dx
b) — (o) = — 2b , 3.33
em que, como no caso newtoniano, foram definidos
g
a:Z e B=-1 (3.34)
e foi feita a mudancga de varidvel
b
xX=-. (3.35)
r
Portanto a equacdo (3.31) pode ser reescrita como
@(b) — @(e0) = In + Irg, (3.36)

na qual I, corresponde a contribui¢do newtoniana dada em (2.29) e I,, fornece a corregao rela-

tivistica dada por

_In ! xdx (3.37)

20 Jo (1—|—Oﬂx—|—ﬁx2)l/2.

I

E interessante notar que esta corre¢do provém do fator \/A(r) que aparece na equagdo (3.31).
Desse modo, a corre¢ao relativistica para o caso newtoniano vem da curvatura espacial da geo-

metria de Schwarzschild.



35

Utilizando a identidade

d 1 1 o+2
dx {(l_l_ax_'_ﬁxz)z} —2 : ﬁx 1) (3.38)
ax 2 (1+ ox + Ba2)?
pode-se mostrar que a integral
1
xdx
/ 7~ —1 (3.39)
0 (14 ax+px?)
Levando o resultado acima na equacdo (3.37) tem-se que
Ir
Ly = EES (3.40)
Uma vez que pela (2.35) o resultado newtoniano € dado por
T 1
h=5+57 (3.41)
logo a variacdo angular (3.36) é
T
O(b) = (=) =5+ (3.42)

que ¢ valida na aproximag@o em que r;/b < 1. Usando a defini¢do do angulo de deflexdo total
dado em (2.36) tem-se que
Ap=2—=—— (3.43)
c

que corresponde ao dobro do resultado newtoniano (2.41). Considerando b = Ry,; e M = M,
(ver nota de rodapé da pigina 16) obtém-se o angulo de deflexdo da luz de 1,75”. Esse valor é

compativel com os dados observacionais disponiveis em (BRUNS, 2018; WILL, 2018).
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4 EFEITOS DA CONSTANTE COSMOLOGICA NA DEFLEXAO DA LUZ

A tnica forma de uma distribuicdo de massa ndo sucumbir ao colapso gravitacional é
sob a acdo de um agente externo que compense a forca gravitacional atrativa (LIMA; SANTOS,
2018,). Por acreditar em um universo estitico e com o intuito de evitar o colapso gravitacio-
nal, Einstein adicionou uma constante as equagdes de campo da RG. Com isso, as equacoes
de Einstein (3.13) com a modificacido da constante cosmoldgica A tornam-se (HOBSON; EFS-

TATHIOU; LASENBY, 2006)

8nG

1
Ruv—zguvR+A8uv = —C—4Tuv- 4.1)

Atualmente, as observacdes de supernovas do tipo IA mostram que o universo estd em expansao
acelerada (PERLMUTTER et al., 1999; RIESS et al., 1998). No modelo cosmolégico padrao
(ACDM) atribui-se a A a expansdo acelerada do universo. Portanto, uma vez que A introduz
modificacdes importantes nas solu¢des cosmoldgicas e possui um efeito observdvel, pode-se
esperar que ela também introduza modificacdes em fendmenos fisicos oriundos de outras ge-
ometrias. Nesse capitulo serd abordado o efeito da constante cosmoldgica na deflexao da luz.
Esse fendmeno serd discutido no contexto da geometria de Kottler, que é uma extensdo da geo-

metria de Schwarzschild e que leva em conta possiveis efeitos locais da constante cosmoldgica.

4.1 Contribuicao de A no limite newtoniano

O limite newtoniano calculado na secdo 3.4 apresenta modificagdes quando obtido por
meio de (4.1). O potencial gravitacional newtoniano corrigido por A pode ser obtido inserindo
a métrica (3.18) na (4.1) e seguindo um processo andlogo ao da se¢do 3.4. Desse modo, a
corre¢do da equagcdo de campo no limite newtoniano € dada por (HARVEY; SCHUCKING,
2000)

V2®(r) = 4nGp — Ac?, (4.2)
cuja solugdo é

d(r)=———=Acr’. (4.3)



37

Figura 4.1 — Efeito de A.

F, :?Aczf

L !

<)I'ﬂ

Representacdo da forga repulsiva gerada por A. Fonte: 100 anos de Cosmologia (LIMA; SANTOS,
2018,)

O primeiro termo da equacdo (4.3) € o potencial gravitacional newtoniano, enquanto o segundo
€ a correcdo introduzida pela constante cosmoldgica. Isso significa que A modifica o campo
gravitacional na vizinhanca do objeto de massa M. Além disso, a forca gravitacional é obtida
de F /m = —V®, em que m é a massa de uma particula teste. Logo, tem-se que
F GM_ 1 ,,
— = ——— P+ =A%, (4.4)
m 3
em que 7 € o vetor unitario na mesma direcio e sentido de 7. Como esperado, a forca newtoniana

€ recuperada no limite A — 0 (LIMA; SANTOS, 2018,). Note que F = 0 na coordenada

GM
ro=+1 3A—C2 ~10"m, (4.5)

em que foi utilizado A ~ 107?2m—2 (AGHANIM et al., 2018).

Ao analisar a equacdo (4.4), pode-se observar que o primeiro termo corresponde a lei
da gravitacao universal de Newton. Ademais, nota-se que o segundo termo gera uma repulsao
gravitacional na particula com massa m como mostra a figura (4.1). Qualitativamente, a contri-
bui¢do de A poderia ser interpretada como o agente responsdvel pelo afastamento de galdxias

distantes uma vez que para r — oo a contribuicdo de A é dominante.
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4.2 Calculo newtoniano da deflexdo da luz corrigido por A

Como visto na secdo anterior, a constante cosmoldgica acrescenta um termo repulsivo
ao potencial gravitacional newtoniano. A partir dessa modificacdo, o cdlculo newtoniano da
deflexdo da luz pode ser retomado com o intuito de verificar se a constante cosmoldgica altera
o resultado encontrado em (2.41).

E importante ressaltar que com a introducdo de A o potencial gravitacional (4.3) ainda
¢ um potencial central. Isso implica que o momento angular e a energia total do sistema con-
tinuam sendo quantidades conservadas. De forma andloga aos célculos realizados nas secoes
2.2 e2.3, € e Lpodem ser obtidos por meio da equacdo de movimento utilizando o formalismo

lagrangiano. Dessa forma, obtém-se

2 2
r GM 29 L
_ O AR 4.6
=57 Crton (4.6)
e
L=r¢. 4.7)

Uma vez que a velocidade da luz € ¢ na distancia rp onde os efeitos gravitacionais sdo
nulos (LIMA; SANTOS, 2019), pela (4.5) pode-se concluir que a equacdo (4.6) ¢ dominada

pelo primeiro termo #2 /2, ou seja,

\S]

C
N —. 4.
i (4.8)

Usando o valor da constante € dada acima, a equacdo (4.6) permite encontrar a constante de
movimento L. Desse modo, na distdncia minima r = b entre a particula de luz e o objeto mas-

sivo, coordenada que satisfaz a condi¢ao j—(; = 0, tem-se que 0 momento angular por unidade

]
L=bcy/1 +%+§Ab2 ~ be, (4.9)

uma vez que Ab> ~ 10734, De forma andloga a secdo 2.2, a partir da (4.6) e da (4.7) pode-se

de massa é

mostrar que
dx

1
o(b) - o) = | , (4.10)
X0 \/1 + Bx—x2+ JAb 2

em que rg € dado em (4.5). No caso da integral (4.10) ndo € possivel adotar xy = 0 devido ao
termo singular x~2 que aparece no denominador. Fisicamente isso ocorre por que a contribui¢io

de A para o campo gravitacional aumenta com a distancia, divergindo quadraticamente para
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ro — oo. Dito isso, o cdlculo deve ser realizado para uma escala fixa rg, que deve ser fornecida

pela teoria. Expandindo a equagio (4.10) em potencias de Ab? obtém-se

1 1
o(b)— 9(ro) = — /xo( Bl / dx

l-l-%x—xz)z Oxz(l—l—%x—xz)

Usando a identidade

4.11)

[NSTIS4]

/1 dx _/1 dx _/XO dx
o ()t D )t o (s g a)!

na (4.11) obtém-se

(4.12)

0 dx 1 ! dx
@(b) = (ro) = I, +/ - —gAbz/
0 (1+4%x—x2)2 %o x2 (14 5x—x2)

, (4.13)

[\ST[o%}

em que [, corresponde ao resultado newtoniano dado em (3.41). As integrais que aparecem nos

segundo e terceiro termos da (4.13) fornecem a correcdo da constante cosmoldgica a deflexao

da luz.

Usando a equacdo (2.31) tem-se que

0 dx
[ -
0 (14 %x—x2)2

enquanto que (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2014)

/ - dx _ _(1+a(10+3a2)_(8+3a2)x>(1+ax

l—l—ch—xz)% x (4+ 0?) (4+a?)
30 2+ ox
+ —arccosh | ———
2 [xv4+ Otz]

obtém-se no limite de xo < 1

~

/1 dx 1
i ~~
%0 x2 (14 5x—x2)2 X0

Portanto, substituindo (3.41), (4.14) e (4.16) em (4.13) tem-se

(4.14)

_xz)—l/Z

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Usando a definicao do angulo de deflexdo total (2.36)

Ab?

em que A, corresponde a deflexdo newtoniana obtida em (2.41) e xo = b/ry. Como o modelo

newtoniano fornece a escala ry > b em (4.5), a equacao (4.18) pode ser escrita como

16Ab? A2b*
A =A@, |17 — 4.19
cm que
2GM

Note que a contribui¢io da constante cosmoldgica reduz o angulo de deflexdo total. Fisicamente
isso € esperado devido ao efeito repulsivo de A. Contudo, os efeitos da constante cosmoldgica
sdo extremamente pequenos. No caso em que a luz € defletida pelo campo gravitacional do sol,
A@y, ~ 10 radianos. Por sua vez, utilizando Ab? ~ 10734, os segundo e terceiro termos que

aparecem entre os colchetes de (4.19) sdo, respectivamente, da ordem de 1073e10°19,

4.3 Cailculo relativistico da deflexao da luz corrigido por A

Uma vez que as equacdes de Einstein foram modificadas pela constante cosmoldgica,
a solugdo de Schwarzschild também sofrerd corre¢do nessa nova geometria. Dessa forma, a
métrica com simetria esférica e estdtica mais geral serd dada pelo espago-tempo de Kottler,
também chamado de Schwarzschild-de Sitter ISLAM, 1983; FREIRE; BEZERRA; LIMA,
2001; LAKE, 2002; RINDLER; ISHAK, 2007; ARAKIDA, 2018). A solu¢do da equacao de

Einstein nessa geometria € dada pela métrica

ds® = B(r)c*dt? — A(r)dr* — r*d6* — r?sin? 0d ¢, (4.21)
em que
A 2
B(r)=A(r)"' = 1_2_7”_ (4.22)
r

No limite em que A — 0 a métrica (4.21) se reduz a métrica de Schwarzschild. Para M — 0

tem-se a métrica de de Sitter (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).
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Como B(r) e A(r) em (4.22) dependem apenas da varidvel r, a primeira integral de

movimento para a métrica de Kottler (4.21) € obtida de forma andloga a equacao (3.28):

1 /dr 2 QMG Ar? c?
— | — —1- - —-==0. 4.2
r# (d(p) + r2 ( rc? 3 ) 12 0 (4.23)

Note que na equacdo acima o termo de A € independente da coordenada r. Desse modo, a

equacgdo de movimento (derivada da equacao (4.23)) ndo depende explicitamente de A. Por um
lado, este fato levou alguns autores a conclusdao de que a constante cosmoldgica ndo contri-
bui na deflexao da luz ISLAM, 1983; FREIRE; BEZERRA; LIMA, 2001; KERR; HAUCK;
MASHHOON, 2003; KAGRAMANOVA; KUNZ; LAMMERZAHL, 2006; FINELLI; GALA-
VERNI; GRUPPUSO, 2007; SERENO; JETZER, 2006). Embora a equa¢do de movimento nao
seja alterada, a constante cosmoldgica altera o angulo de deflexdo, como serd mostrado pelo
calculo explicito a partir de (4.23). Por outro lado, outros autores chegaram a mesma conclusao
utilizando diferentes métodos para obter o angulo de deflexdo total da luz (LAKE, 2002; RIN-
DLER; ISHAK, 2007; ARAKIDA; KASAI, 2012; BATIC; NELSON; NOWAKOWSKI, 2015).
Um método de célculo que tem a vantagem de utilizar somente a técnica padrdo para o cdlculo
do desvio da luz na RG (WEINBERG, 1972) serd apresentado a seguir.

De forma andloga a secao 3.6, pode-se mostrar a partir de (4.23) que

LT+ 5x (14 3A0Px 2 4+ 1A d

o(b) 2LV T3 A ) dx (4.24)
—x —x2+ %Abzx_z)

emquex=>b/r.

A integral (4.24) pode ser expandida em torno de poténcias de Ab*> ~ 1073* e reescrita

como
P(1+ 3 %x) dx X0 (l-l—lﬁx)dx
b)—@(rg) ~ — / 2b -|—/
‘P()q’(o) 0 5_2% 0 ﬁ_z%
(1—|—bx x) (l+bx x)
1 1+ 3%x) F(x)d
+ gl\bz/ ( X) ('x>lx, (4.25)
o (1+45x—x2)2
em que
~1
Fx)=x2 (l—i—%x—xz) —2<x*2+%x*1>. (4.26)
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O primeiro termo em (4.25) € a integral (3.33) obtida na Relatividade Geral e resulta no angulo
de deflexdo (3.42). As demais integrais em (4.25) sdo conhecidas (GRADSHTEYN; RYZHIK,

2014) e podem ser aproximadas por

X0 (14 LZs
/ ' (1+25%) T x (4.27)
0 (14 %x—x2)2

1 1rs
/ (L+350)Fxdx 3 (4.28)

1
o (1+53x—x2)2 X0
Utilizando o resultado da Relatividade Geral (3.42), substituindo (4.27) e (4.28) em (4.25) e

utilizando a defini¢do do angulo de deflexdo total (2.36) obtém-se

Ab?
A(P == A(Prg - 2X() - X, (429)

em que
A4GM
bc?

AQy = (4.30)

corresponde ao resultado da Relatividade Geral para a deflexdo da luz, obtida em (3.43).
A escala xg pode ser determinada diretamente da geometria de Kottler. De fato, o hori-

zonte para a métrica de Kottler pode ser determinado de

1
-5 ZAr=o, (4.31)
r 3

que possui as seguintes solu¢des aproximadas (GHAFFARNEJAD, 2018)

s

rp=ri(1+&) e r.= , (4.32)

=

nas quais
Ar?

=3 <L (4.33)

Nessa aproximagdo rp, € o raio de Schwarzschild enquanto r. corresponde ao horizonte de de

Sitter, o qual fornece a escala xo = r./b < 1 que serd utilizada em (4.29). Com isso, e usando
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r. dado em (4.32), a expressao (4.29) torna-se

(4.34)

Ap = Ag, (1 5 b\//_\>'

V3Ag,

Como AQ,¢ = 2A@, ~ 10~° radianos (ver (4.20) e (4.30)), a correcdo de A entre os parénteses
na (4.34) é da ordem de 10~!'!. Como ocorreu no caso newtoniano, a constante cosmolégica

diminui o dngulo de deflexdo total.



44
5 CONCLUSAO

Essa dissertacdo teve o propdsito de abordar os efeitos da constante cosmoldgica ao
fendmeno da deflexdo da luz na teoria newtoniana e na Relatividade Geral.

Na andlise newtoniana foram utilizados dois métodos com diferentes abordagens. O pri-
meiro método permite encontrar correcoes de ordens superiores ao desvio da luz e ser utilizado
no caso relativistico. O segundo método, embora muito mais pratico e direto do que o primeiro,
fornece apenas a contribuicdo dominante para a deflexdo da luz. Isso ocorre porque o método
dispde da hipétese de que a trajetoria € hiperbdlica, condicao satisfeita pela trajetéria da luz na
teoria newtoniana. Portanto, pequenas modificagdes a trajetoria hiperbolica introduzidas pela
RG fazem com que nesse caso o segundo método ndo seja aplicavel.

O célculo newtoniano conduz aos resultados de Cavendish e Soldner em ordem domi-
nante (WILL, 1988). Ambos os métodos utilizados fornecem o mesmo valor de aproximada-
mente 0,87 para o desvio da luz em torno do sol, reafirmando que o resultado newtoniano € a
metade do valor observacional, o qual é de aproximadamente 1,75”. Portanto, constata-se que
a alegacao dos autores (MIGNONAT, 2018) e (HUANG, 2017) de que o célculo newtoniano da
deflexdo da luz fornece corretamente o valor observacional estd equivocada. De fato, os traba-
lhos citados acima apresentam problemas conceituais acerca da definicao do angulo de deflexdo
(MIGNONAT, 2018) e a equacao de movimento errada (HUANG, 2017).

A Relatividade Geral, por sua vez, fornece o angulo de deflexdo da luz correspondente
ao valor observado do fenomeno (BRUNS, 2018; WILL, 2018). Esse e outros resultados foram
importantes para a validacdo da Relatividade Geral como uma teoria de gravitagdo (WEIN-
BERG, 1972). Com o método de anélise utilizado nessa dissertacdo, foi possivel isolar o termo
que corrige o resultado newtoniano e identificar que o responsavel por essa correcao € o fator
de curvatura espacial na geometria de Schwarzschild.

A introdugdo da constante cosmoldgica nas equagdes de Einstein modifica o potencial
gravitacional no limite newtoniano, criando uma for¢a contraria a forca gravitacional. Essa
modificacdo no potencial gravitacional gera correcdes no célculo newtoniano da deflexdo da
luz. No entanto, as correcdes de A para a deflexdo divergem no limite r — oo, de modo que
o célculo deve ser feito para uma escala cosmoldgica fixa ry que deve ser fornecida pela te-
oria. No caso newtoniano, a escala ry € fornecida pela condicdo de que a velocidade da luz
¢ igual a ¢ na posi¢cdo onde a forga resultante € nula sobre a particula de luz. Isso ocorre em

ro = (3GM/Ac*)'/3 ~ 10"m. O angulo de deflexdo da luz corrigido por A obtido em ordem
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dominante a partir de rq é
5| 16Ab?

AO ~ A 1—

O sinal negativo da contribuicdo de A indica que o efeito da deflexdo da luz € diminuido pela
constante cosmoldgica. Isso era esperado, uma vez que A é um termo de natureza repulsiva
na expressao da forga gravitacional. Além disso, o efeito da constante cosmoldgica no cédlculo
newtoniano da deflexdo da luz é da ordem de 1073, ou seja, mil vezes menor do que o angulo
de deflexdo A@,.

Por meio da geometria de Kottler, a contribui¢ao de A na deflexdo da luz pode ser obtida
na RG. Essa contribuicdo realmente desaparece na equagcdao de movimento da luz. Contudo,
¢ equivocado dizer que a constante cosmoldgica nao modifica o angulo de deflexdo. A partir
da primeira integral de movimento verifica-se que ha de fato correcdes de A, como pode-se
observar no resultado newtoniano exibido acima. Assim como no caso newtoniano, a primeira
integral de movimento deve ser calculada em um limite superior rgy, correspondente a escala
cosmoldgica fornecida pela teoria. Isso € necessario pois as correcdes relativisticas de A tam-
bém divergem no limite r — co. No entanto, a escala rp na RG € determinada a partir do
horizonte cosmoldgico associado a geometria de Schwarzschild-de Sitter, o qual é dado por
ro = \/% ~ 10%m, que é aproximadamente o tamanho do universo observavel (AGHANIM et

al., 2018). Utilizando essa escala, o angulo de deflexdo para a luz é de

5 bvA

AQ = Ay [ 1- 2V2
¢ Prs V3 A@yg

Nota-se que a correcao relativistica de A também € negativa, diminuindo o angulo de deflexao
como no caso newtoniano. A ordem de grandeza dessa contribuicio ¢ igual a 10!, ou seja,
quase um trilhdo de vezes menor do que a deflexdo A@,.

Assim, tanto no caso newtoniano como na RG, o método de calculo utilizado nessa
dissertacdo deixa claro que a constante cosmoldgica fornece uma contribuicio a deflexdo da luz,
porém essa contribui¢do € extremamente pequena quando comparada com a ordem de grandeza
do angulo de deflexdo A@y,.

Um préximo passo interessante ¢ comparar o limite newtoniano de outros métodos re-

lativisticos conhecidos na literatura com o calculo newtoniano apresentado neste trabalho.
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APENDICE A - Deducio da equaciio de Poisson gravitacional.
O fluxo de campo gravitacional que emana de uma distribuicao de massa M e atravessa
uma superficie arbitrdria S pode ser calculado pela integral de superficie (MARION; THORN-
TON, 1995)

@m:/g-Ja (1)
S

A solucgdo da integral acima para um campo gravitacional g dado por (2.2) é

1
/g-da: —GM/ (—2) da = —-4nGM. 2)
S s\’

Entretanto, como a massa € uma distribui¢do arbitréria, ela pode ser representada por

M= /pdv. 3)

E usando o teorema de divergéncia de Gauss, pode-se reescrever a equagdo (2) como (MA-

RION; THORNTON, 1995)
/S§~dc_i: /V-gdv:/(—MTG)pdv. 4)
v v
Como os volumes nas integrais sio arbitrarios, os integrandos sdo iguais. Dessa forma,
V.g=—4nGp, 4
mas substituindo a equacdo (2.3) em (5), e sabendo que V- Vx = V2x, logo
V2® = 47Gp, (6)

que € a equacdo de Poisson gravitacional.
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APENDICE B - Geometria da hipérbole.

Figura 1 — Geometria da Hipérbole.

Y

Representacdo de uma hipérbole de semi-eixo real (a) e semi-eixo imagindrio (b). Os angulos ye @
representam respectivamente os angulos entre as assintotas e os eixos de coordenadas x e y. Fonte:
Adaptada de (FITZPATRICK, 2011)

Hipérbole € uma secdo cOnica, ou seja, uma fungdo gerada da intersecao entre um plano
e uma superficie conica. A equacdo matemadtica que descreve uma hipérbole, com o ponto de

intersegio das assintotas ! centrado na origem, é dada por

x2 y2

2 n= b (7

na qual a € o semi-eixo real da hipérbole e b o semi-eixo imagindrio (FITZPATRICK, 2011).

Uma das assintotas descreve um angulo 7y, como mostra a figura (1), tal que
b
tany = —. ()
a

A distancia r; de um ponto qualquer de uma secdo conica a origem € dada por r; =
/X2 +y2, enquanto uma distancia r, é definida por r, = x +d na qual d é uma distancia fixa

entre a origem e uma reta x = —d como mostra a figura (2). Uma defini¢cao de hipérbole com

' Assintotas sdo linhas imaginarias cujas suas distancias as curvas da hipérbole tendem a zero no infinito
(FITZPATRICK, 2011)
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maior rigor matemaético requer que a razao entre ry € r, para o grupo de pontos que a descrevem
seja fixa, ou seja

n VIR

9
r X+d € ( )

em que e € constante e representa a excentricidade da hipérbole (FITZPATRICK, 2011). Em
coordenadas polares r; = r e rp, = rcos ¢ +d como pode ser visto na figura (2). A equacio (9)

Figura 2 — Esquema de coordenadas polares

Y

T2

r=r

Sistema de coordenadas polares no qual ry, , € ¢ s@o varidveis e d uma distancia fixa da origem. Fonte:
Adaptada de (FITZPATRICK, 2011)

em coordenadas polares torna-se
Te

= 10
" l1—ecos@’ (10)

em que r. = ed. Nota-se que a equacao acima € equivalente a equacdo de movimento (2.23)

ao se identificar r. = L/GM. Em coordenadas cartesianas, a equagao (9) pode ser reescrita na

forma
r—x)2 32
! (
para e > 1, na qual
’
a:ﬁ, (12)

b=  —\/e2_1a, (13)

e —1
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er.
ez —1

Xp = — —ea. (14)

Percebe-se portanto que a equagdo (11) é a equacdo de uma hipérbole com o ponto de

intersecdo das assintotas em (x.,0). Ao substituir (12) e (13) em (8) obtém-se a relacao

tany = v e2 — 1. (15)

No entanto, para o presente trabalho € interessante escrever a excentricidade ndo em termos
do angulo 7, e sim do seu complementar. O angulo complementar de y representa metade

da variacdo da trajetéria e corresponde a @ = (7w/2) —y. Dessa forma, utilizando a idade

trigonométrica
sinacosb —cosasinb
tan(a+b) = — 16
( ) cosacosb+sinasinb’ (16)
tem-se que @ = 1/tan’y em médulo. A relacdo entre m e a excentricidade torna-se
1
tanw = 17)
e —1

Além disso, identifica-se nas figuras (2) e (2.3) (ver se¢do 2.3) uma relacio entre @ e

o angulo de deflexdo da luz A¢ tal que AQ = 2m. A relagdo entre A@ e a excentricidade da

tan (A_q)) = ! . (18)

hipérbole €, portanto,
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APENDICE C - Calculo alternativo da deflexdo da luz

Em um dos testes classicos da RG calcula-se o angulo de deflexdo de um raio de luz ao
passar pelo campo gravitacional do sol. Como visto no capitulo 2, uma forma alternativa de
encontrar a trajetoria de uma particula € por meio da Lagrangiana dessa particula. Entretanto, a
discussdo acerca da Lagrangiana no capitulo 2 diz respeito a mecanica newtoniana e € definida
pela energia cinética menos a energia potencial. No caso relativistico, a atragdo gravitacional
€ uma caracteristica intrinseca da geometria do espago-tempo e portanto ndo € considerada um
potencial proveniente de uma forga. Assim, o andlogo relativistico da Lagrangiana € dado por

(HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006)

dx* dxV

= g —— 19
g,llV dp dp7 ( )

em que p é um parametro afim definido ao longo da curva. Ao calcular a Lagrangiana (19) para
o caso da luz obtém-se . = 0. Isso deve-se ao fato de que a geodésica no caso da luz é nula
(HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006). Na geometria de Schwarzschild a Lagrangiana
torna-se

L =ANi2—A(r) ' = 0> — rsin’ 0¢* = 0. (20)

A partir da Lagrangiana (20) € possivel calcular as equacdes de movimento por meio
das equacdes de Euler-Lagrange (2.20) para as coordenadas (z,r,0, ). O fato da Lagrangiana
(20) nao depender das variaveis ¢ e ¢ implica na existéncia de duas quantidades conservadas ao
longo da trajetdria do feixe. Essas quantidades sdo a energia € = A(r)i e o momento angular
L =r?>¢@. Como em casos de particulas sob um potencial central o momento angular da particula
€ conservado. Dessa forma a trajetdria estard sempre contida em um plano e por simplicidade
pode-se escolher o plano 6 = 7 /2. Utilizando a parametrizagdo (3.30) a equag@o da trajetdria

da luz no plano equatorial € escrita na forma

d*u 3GM ,
naqualu=1/r.
Na auséncia de matéria (M = 0), a solucdo de (21) é dada por
= uy = 209 22)

R,
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uma vez que na auséncia de massa o espaco-tempo € plano, a trajetoria da luz serd retilinea e
terd uma distancia Ry,;/ sin ¢ do sol. Para obter o efeito relativistico da trajetéria da luz defletida
considera-se (22) como sendo o efeito dominante e acrescenta-se uma perturbacdo Au, ou seja,
escreve-se a solucdo da (21) como u = ug + Au. Substituindo a expressdo perturbada de u na

equacgao de movimento (21) obtém-se a equacdo de evolugdo da perturbacdo

d*Au M .
00’ +hu= > sin” @, (23)

sol

em que somente termos de primeira ordem em Au foram mantidos’. A solucdo perturbada

contendo a correc¢ao relativistica € dada por

. 3GM 1
u=R_ {smgo T 3R (1 + 5 cos 2(p>] : (24)

Nota-se a ocorréncia do pardmetro ¢/Ry,; = GM/ c?R,y < 1 como coeficiente da correcdo re-
lativistica. Nota-se também que fazendo M = 0 em (24) a solu¢do retoma (22).

No caso em que a luz provem de uma fonte muito longe, considera-se que a observacao
¢ feita em r — oo, ou seja u = (. Definindo a coordenada ¢ tem-se que o observador em r — oo
medird um angulo ¢ = w4+ A, em que A@ corresponde ao dngulo de deflexdo. Ademais,
como trata-se de uma pequena deflex@o, pode-se considerar também a aproximagao de pequenos
angulos, em que sinAQ ~ A@ e cos2A@ ~ 1. Usando essas condi¢des acima na equacdo (24)

obtém-se o angulo de deflexao

_4GM
B Cstol ‘

Ag (25)

Como esperado, a ordem de grandeza do angulo de deflexdo é determinada pela razéo ¢/Ry,,.

No caso do Sol, o valor tedrico para a deflexdo total € Ap = 1,75”. Em 1919, durante
um eclipse, Eddington encontrou dois conjuntos de dados experimentais da deflexdo da luz. O
primeiro indicou que A@ = 1.98”+0.16” e o segundo A¢ = 1.61”£0.4”, ambos consistentes
com a teoria da Relatividade (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006).

2 Também foi ignorado um termo da forma (¢/Ry,;)Au, em que £ = GM /c* define uma escala de compri-
mento. Realmente, a escala £ € muito menor do que a escala caracteristica do problema néo perturbado.
Admitiu-se entdo que (/R )Au é da ordem de (Au)?



