A JUELN

UNIVERSIDADE FEDERAL DE LAVRAS

PEDRO GONCALVES DE OLIVEIRA

CONSISTENCIA NOS CALCULOS PERTURBATIVOS DAS
ANOMALIAS GRAVITACIONAIS BIDIMENSIONAIS

LAVRAS - MG
2018



Ficha catalografica elaborada pelo Sistema de Geracao de Ficha Catalografica da Biblioteca
Universitaria da UFLA, com dados informados pelo(a) préprio(a) autor(a).

de Oliveira, Pedro Gongalves.

Consisténcia nos cdlculos perturbativos das anomalias
gravitacionais bidimensionais / Pedro Gongalves de Oliveira. -
2018.

126 p. :il.

Orientador(a): Gilson Dallabona.

Coorientador(a): Orimar Antonio Battistel.

Dissertagdo (mestrado académico) - Universidade Federal de
Lavras, 2018.

Bibliografia.

1. Anomalias gravitacionais. 2. TQC perturbativa. 3.
Divergéncias. I. Dallabona, Gilson. II. Battistel, Orimar Antonio.
III. Titulo.




PEDRO GONCALVES DE OLIVEIRA

CONSISTENCIA NOS CALCULOS PERTURBATIVOS DAS ANOMALIAS
GRAVITACIONAIS BIDIMENSIONAIS

Dissertagdo apresentada a Universidade Federal
de Lavras, como parte das exigéncias do
Programa de P6s-Graduacao em Fisica, area de
concentragcdo em Fisica de Campos e Particulas,

para a obteng¢do do titulo de Mestre.

Gilson Dallabona

Orientador

Orimar Antonio Battistel

Coorientador

LAVRAS - MG
2018



PEDRO GONCALVES DE OLIVEIRA

CONSISTENCIA NOS CALCULOS PERTURBATIVOS DAS ANOMALIAS
GRAVITACIONAIS BIDIMENSIONAIS

Dissertagdo apresentada a Universidade Federal
de Lavras, como parte das exigéncias do
Programa de P6s-Graduacao em Fisica, area de
concentragcdo em Fisica de Campos e Particulas,
para a obtencao do titulo de Mestre.

APROVADA em 26 de Abril de 2018.

Gilson Dallabona UFLA
Rodrigo Bufalo UFLA
Rodolfo Alvan Casana Sifuentes UFMA

Gilson Dallabona
Orientador

Orimar Antonio Battistel
Co-Orientador

LAVRAS - MG
2018



AGRADECIMENTOS

A Deus, minha familia, meus mestres e meus amigos. A CAPES pelo apoio financeiro volun-
tario ao projeto, e principalmente aos cidadaos brasileiros pelo apoio financeiro involuntério a
CAPES.



RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo principal calcular as anomalias gravitacionais (Einstein
e Weyl) que surgem em uma teoria onde férmions de Weyl sdo acoplados a um espago-tempo
curvo bidimensional. As eventuais divergéncias e/ou indeterminacdes, que sdo tipicas do cal-
culo perturbativo de teorias quanticas de campos, sdo tratadas sob a 6tica de uma prescri¢dao
alternativa e de cardter universal, onde regulariza¢des ndo desempenham nenhum papel rele-
vante. As amplitudes perturbativas sio manipuladas de maneira que o seu conteddo mateméatico
permanece intacto até o fim dos cdlculos: as divergéncias basicas ndo sao integradas de fato,
sendo apenas organizadas em objetos padronizados e livres de quantidades fisicas, enquanto
a parte finita € escrita em termos de uma classe de funcdes bem-comportadas e carrega todo
o conteddo fisico da amplitude. A fun¢do de Green estudada, denominada por nds amplitude
gravitacional, é calculada ao nivel 1-loop de aproximacdo e da a correcdo fermidnica para a
propagacdo do graviton. A amplitude gravitacional é sistematizada como uma soma de sub-
amplitudes que podem ser identificadas, eventualmente, com amplitudes pertencentes as usuais
teorias de gauge como, por exemplo, a eletrodinamica de Schwinger. Além do cardter organiza-
cional, esta sistematiza¢@o permite identificar a origem dos possiveis termos anOmalos. Através
da contracdo das sub-amplitudes com o momento externo e a métrica podemos construir um
conjunto de relacdes entre amplitudes que denominamos relacdes entre funcoes de Green. Es-
tas sdo utilizadas como vinculos de consisténcia que devem ser satisfeitos pelas sub-amplitudes
calculadas. A manutencdo do conteido de simetria associado a cada sub-amplitude € testado
através da verificacdo das identidades de Ward. Mostramos que € possivel obter os tradicio-
nais resultados para as anomalias gravitacionais, que sdo bem conhecidos da literatura, os quais
tem como origem a parte finita da amplitude. Entretanto, dentro deste cendrio onde nascem as
anomalias gravitacionais, as relacdes entre fungdes de Green associadas as mesmas contragdes
também sio violadas, o que mostra uma violagdo da linearidade da operacao de integracao.

Palavras-chave: Anomalias gravitacionais. Consisténcia. Divergéncias. TQC perturbativa.



ABSTRACT

The present study has as its main goal calculating the gravitational anomalies (Einstein and
Weyl) that emerge in a theory where Weyl fermions are coupled to a two-dimensional curved
space-time. The eventual divergences and/or indeterminations, which are typical of perturbative
calculations in quantum field theories, are treated with an alternative approach of universal na-
ture, where regularizations play no relevant role. The perturbative amplitudes are manipulated
in a way such that their mathematical content remains intact until the end of the calculations: the
basic divergences are not integrated, but organized as standardized objects free from physical
content, while the finite part is written in terms of a class of well-behaved functions and carries
all the physical content of the amplitude. The Green function investigated, called by us gravita-
tional amplitude, is calculated at 1-loop level and gives the fermionic correction to the graviton
propagation. The gravitational amplitude is organized as a sum of sub-amplitudes that can be
identified, eventually, with amplitudes that belong to usual gauge theories, e.g, the Schwinger
electrodynamics. Besides the organizational character, this systematization allows us to identify
the origin of the possible anomalous terms. Through the contraction of the sub-amplitudes with
the external momentum and with the metric we can build a set of relations between the amplitu-
des, which we call relations among Green functions. These are used as consistency constraints
that must be satisfied by the calculated sub-amplitudes. The preservation of the symmetry con-
tent associated with each sub-amplitude is tested through the verification of the Ward identities.
We show that it is possible to obtain the usual results to the gravitational anomalies, which are
well known from the literature, and come from the the finite part of the amplitude. However,
within this frame where the gravitational anomalies emerge, the relations among Green functi-
ons associated with the same contractions are violated too, showing a violation on the linearity
of the integration operation.

Keywords: Gravitational anomalies. Consistency. Divergences. Perturbative QFT.
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1 INTRODUCAO

Sabe-se de longa data que as simetrias tém um papel fundamental na fisica, tanto no
regime classico quanto no quantico. No formalismo da mecanica Lagrangiana uma simetria €
uma transformacgado no sistema que nao altera a acdo e, por conseguinte, nao altera as equacoes
de movimento dos corpos ou campos envolvidos, mantendo a fenomenologia intacta (GOLDS-
TEIN; POOLE; SAFKO, 2002). O teorema de Noether garante que para cada simetria do
sistema existe uma corrente localmente conservada, que € interpretada como uma propriedade
fisica do sistema. Em teorias de campos, existem basicamente dois tipos de simetrias: sime-
trias no espacgo-tempo, onde transformacdes das coordenadas ndo alteram a acio do sistema; e
simetrias de gauge, onde as transformagdes sdo no espago interno dos campos € nao envolvem
as coordenadas. Em ambos os casos, pode-se tratar as transformacdes dentro do formalismo da
teoria de grupos e representagdes. Cada transformacdo estd, entdo, relacionada a um grupo, e
suas representagdes classificam os tipos de campos da teoria. O grupo de Poincaré, por exem-
plo, rege as transformacdes de Lorentz (rotacdes e boosts) e translacdes, que sao transformacoes
no espago-tempo. As diferentes representacoes de tal grupo sdo responsaveis por classificar os
campos ou particulas em estados de spin e momento (ou massa) bem definidos (DAS, 2008).
Isto é uma afirmacdo deveras surpreendente, pois propriedades anteriormente tomadas a priori
pelos fisicos, por serem simplesmente detectadas experimentalmente, surgem naturalmente da
teoria quando usa-se a matematica adequada. E de fato € este o entendimento dos fisicos atual-
mente: tanto quanto possivel, as propriedades fisicas devem surgir como consequéncia natural
da teoria.

Esta tendéncia € ainda mais forte ao estudarmos os grupos de gauge. As transformacgdes
de gauge sdo de certa maneira mais abstratas, pois sdo definidas em um espaco interno dos cam-
pos e ndo representam uma transformacgao concreta propriamente dita - como as transformacgdes
de Poincaré representam uma mudanca no referencial do observador, por exemplo. A existéncia
de grupos de transformacdo de gauge, entretanto, € crucial para explicar como diferentes tipos
de particulas interagem entre si. O cldssico exemplo € a interagcdo eletromagnética de férmions
carregados. Ao impor-se uma simetria de gauge U(1) local ao campo de Dirac, que descreve
férmions de spin 1/2, a Lagrangeana ganha naturalmente um termo de intera¢do que acopla os
férmions a um novo campo (chamado campo de gauge), que por sua vez deve se transformar
frente a uma outra representacdo do mesmo grupo U (1). Esta teoria € a eletrodindmica quéntica

(QED), que descreve o acoplamento dos elétrons/pdsitrons com o campo eletromagnético, neste



caso interpretado como o campo de gauge. Novamente, uma fisica anteriormente bem conhe-
cida, que € a interacao de particulas carregadas via campo eletromagnético, surge naturalmente
a partir de um tratamento matemadtico rigoroso dos campos que descrevem seus elementos. Os
grupos de gauge sdo, portanto, uma ferramenta essencial para explicar a fisica de particulas
interagentes.

Tao importante quando as simetrias geradas pelos grupos de gauge sdo as violagdes
destas simetrias - por mais paradoxal que isto possa soar. O exemplo mais icOnico € a quebra
espontinea da simetria gerada pelo mecanismo de Higgs na teoria eletrofraca. A teoria eletro-
fraca é uma teoria de gauge com grupo de simetria SU (2) x U (1) e descreve, em conjunto, as
interacdes nucleares fracas e eletromagnéticas da matéria. Nesta teoria hd um campo escalar
complexo (campo de Higgs) que acopla-se ao férmions via interacdo de Yukawa e aos bosons de
gauge via derivada covariante (MANDL; SHAW, 2010). O formato especifico do potencial de
auto-interacao do campo de Higgs € responsdvel por gerar um valor ndo-nulo para o campo no
vécuo. Isto, por sua vez, gera uma quebra espontdnea da simetria eletrofraca a baixas energias,
que é responsavel por uma redefinicao nos campos de gauge, levando ao surgimento do féton,
dos bésons massivos W+ e Z% e dos termos de massa para os férmions.

Além das quebras espontaneas hd um outro tipo de violacao de simetria, conhecido como
anomalia. Uma anomalia € um fendmeno que surge quando uma lei de conservagdo cldssica ndo
¢ obedecida na versdo quantica da teoria. O estudo das anomalias € de extrema importancia para
a fisica de altas energias, seja porque explicam certos fatos experimentais (VELTMAN, 1967),
seja porque a articulacdo das vérias anomalias numa teoria € necessdria para sua consisténcia
interna (GROSS; JACKIW, 1972). Este ultimo fato pode ser ilustrado pelo fato de que, no
modelo padrao, o mecanismo de cancelamento de anomalias foi responsavel por fixar o nimero
de geragdes de quarks e pela predi¢do do quark rop (BERTLMAN, 1996).

A anomalia mais importante é conhecida por anomalia Adler-Bell-Jackiw (ABJ). Este
fendmeno foi descoberto independentemente por Adler (1969), na QED spinorial sem massa,
e Bell e Jackiw (1969), numa versdo do modelo o. Trata-se de um fendmeno que surge na
amplitude perturbativa triangular onde duas correntes vetoriais se acoplam a uma corrente axial
(AVV) via um loop de propagadores férmidnicos. A andlise das equacdes de movimento classi-
cas fixa uma proporcionalidade direta entre a corrente axial e a corrente pseudo-escalar, relacao
conhecida como conservagdo parcial da corrente axial (PCAC). Porém, os calculos perturba-

tivos revelam que, na amplitude triangular citada, tal relagdo € violada por um termo extra.
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Tal descoberta foi extremamente importante por estar relacionada ao chamado paradoxo de
Sutherland-Veltman (SUTHERLAND, 1967) (VELTMAN, 1967). O paradoxo reside no fato
de que, se a PCAC for obedecida, a taxa de decaimento de alguns mésons (incluindo o decai-
mento eletromagnético do pion neutro, 70 — ¥y) teria de ser nula, fato que niio corresponde aos
resultados experimentais. O termo andmalo na PCAC, entdo, seria o responsdvel pela taxa de
decaimento detectada, reaproximando a teoria da fenomenologia. Na eletrodindmica sem massa
em duas dimensdes (QED;) ha um andlogo da anomalia ABJ, que foi descoberto mesmo antes
desta (JOHNSON, 1963), e diz respeito a ndo-conservacao da corrente axial em fun¢des de dois
pontos. As anomalias que envolvem a violagdo da PCAC (ou da conservagao da corrente axial,
no caso nao-massivo) sdo chamadas genericamente de anomalias quirais.

Analogamente ao caso das anomalias quirais no espaco de Minkowski, sabe-se que tam-
bém existem anomalias presentes quando campos fermidnicos sdao acoplados ao campo gravita-
cional. Dentro do formalismo de TQC perturbativa, Delbourgo e Salam (1972) mostraram que
na dimensao fisica (1 + 3) hd uma contribui¢do para a anomalia quiral proveniente do acopla-
mento de uma corrente axial e dois gravitons. Um dos diagramas responsdveis por tal anomalia
¢ andlogo ao triangulo AVV da anomalia ABJ, porém com tensores energia-momento no lu-
gar dos vértices vetoriais. Em um contexto de férmions de Weyl e com o acoplamento de um
campo de gauge a corrente axial, isto seria equivalente a uma quebra de simetria de gauge. Esta
anomalia também pode ser vista de um ponto de vista topolégico (EGUCHI; FREUND, 1976).
Também foi mostrado que pode-se evitar a anomalia quiral, desde que se admita que a cova-
riancia geral (invariincia de Einstein) seja violada (ALVAREZ-GAUME; WITTEN, 1984). A
existéncia da anomalia seria um indicio da impossibilidade de se obter uma teoria de gauge em
um contexto gravitacional, a ndo ser que exista um mecanismo de cancelamento de anomalias.

Alvarez-Gaume e Witten (1984) também mostraram que existem anomalias em espago-
tempo curvo mesmo em teorias sem acoplamentos de gauge. Apesar de ndo existirem na di-
mensao fisica, estas anomalias "puramente gravitacionais", que nada mais sd@o que a violagcdo
da invariancia de Einstein, existem quando férmions de Weyl de spin 1/2 ou 3/2 sdo acoplados
ao campo gravitacional em dimensdo 4k + 2 via tensor-energia momento (k =0,1,2,...). As
condi¢Oes para o cancelamento de tais anomalias também foi estudada. Pouco tempo depois,
mostrou-se que estas violacdes da simetria de Einstein sdo equivalentes a violacdes da invari-

ancia de Lorentz, podendo-se "transformar" anomalias de Einstein em anomalias de Lorentz
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(e vice-versa) pela adi¢do de correcdes locais ao funcional do vicuo (BARDEEN; ZUMINO,
1984).

Ainda antes da descoberta das anomalias de Lorentz e Einstein, um outro tipo de vio-
lagdo de simetria ja era conhecida. E o caso da anomalia de Weyl (ou anomalia de trago), que
surge quando hd uma violacdo da simetria conforme. Capper e Duff (1974) estudaram tais ano-
malias no contexto da propagac¢do do graviton perturbada pela interacdo com fétons e férmions
de Weyl a nivel 1-loop usando a regularizacdo dimensional. No caso dos loops fotonicos, a
violagdo da simetria é exclusiva da dimensao fisica (1 + 3), enquanto para loops de férmions a
anomalia estd presente em qualquer dimensao.

As anomalias de Lorentz, Einstein e Weyl sdo chamadas conjuntamente de anomalias
gravitacionais. Tanto as anomalias quirais no espago-tempo plano quanto as gravitacionais fo-
ram estudadas inicialmente num contexto perturbativo, mas sua andlise ndo € restrita a métodos
perturbativos. Sabe-se que as anomalias, na verdade, sio um fendmeno topolégico, e podem ser
descritas pelo teorema de indice de Atiyah-Singer (ATIYAH; SINGER, 1968), que € um resul-
tado de geometria diferencial. As primeiras consideracdes sobre tal descri¢cdo foram feitas no
contexto das anomalias quirais, quando relatou-se que estas estdo relacionadas a estrutura topo-
l6gica ndo-trivial do espaco das transformacdes de gauge (ALVAREZ-GAUME; GINSPARG,
1984). A anomalia quiral é a primeira de uma classe de obstrucdes a constru¢do de um ope-
rador de Dirac covariante (ATITYAH; SINGER, 1984), mostrando assim que a estrutura geral
da TQC pode ser analisada do ponto de vista da topologia e geometria diferencial (e € deveras
surpreendente que um fendmeno puramente quantico, como as anomalias, possa ser descrito
por um formalismo cléssico). Dentro do contexto das anomalias gravitacioanais, também ha
resultados importantes obtidos sob a ética da topologia. Alvarez-Gaume e Ginsparg (1985)
mostraram que as anomalias de Lorentz e Einstein podem ser descritas por um teorema de in-
dices em alta dimensionalidade. Esta abordagem também reproduziu o resultado de Bardeen e
Zumino (1984) que mostra a equivaléncia entre estas duas anomalias. Alvarez (1987) estudou
a anomalia de Weyl em (1 + 1)D segundo o teorema de indice, e Deser e Schwimmer (1993)
fizeram uma descri¢do geométrica completa desta anomalia para todas as dimensdes pares. Um
review exaustivo sobre as implicacdes topoldgicas das anomalias quirais e gravitacionais pode
ser encontrado na Ref. (EGUCHI; GILKEY; HANSON, 1980).

Ainda uma outra abordagem ndo-perturbativa que pode ser usada para descrever as ano-

malias € o método da integral funcional. Uma descri¢do das anomalias quirais neste formalismo
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foi feita por Fujikawa (1984), onde foi obtido um resultado invariante de gauge (ao contrario
das primeiras abordagens perturbativas da anomalia ABJ, onde a invariancia de gauge era vio-
lada). As anomalias gravitacionais também podem ser analisadas com esta abordagem (NIEH,
1984). Uma descri¢do completa e detalhada do formalismo da integral funcional aplicado ao
calculo de anomalias pode ser encontrado na Ref. (FUIIKAWA; SUZUKI, 2004).

Em suma, o fendmeno das anomalias pode ser visto a partir de diferentes pontos de vista.
Isto, aliado ao fato de que as anomalias explicam vdrios resultados experimentais, nos leva a
conclusdo de que este € de fato um fendmeno fisico, e ndo uma particularidade do formalismo
matematico utilizado. Ou seja: em ultima instancia, as anomalias nao devem ser explicadas por
elementos exclusivos de uma abordagem matematica especifica. Em particular, o valor das ano-
malias ndo deve depender de elementos da abordagem perturbativa (que € a que utilizaremos),
por exemplo.

Voltando nossa atenc¢do ao calculo perturbativo, notamos que nesta abordagem surge
naturalmente o problema das divergéncias. As divergéncias em TQC perturbativa ocorrem pelo
fato de os campos interagentes serem mal-definidos na amplitude perturbativa (ASTE, 2008).
Apesar de ser possivel, em tese, fazer TQC perturbativa sem divergéncias e matematicamente
rigorosa, com uma aborgadem conhecida como teoria de perturbagdo causal e inaugurada por
Epstein e Glaser (1973), a complexidade algébrica de tal abordagem € desencorajante (para mais
detalhes, consultar (SCHARF, 1995)). Sendo assim, ao longo dos anos desenvolveu-se vérias
prescri¢des para se lidar com tais divergéncias, conhecidas genericamente como regularizacoes.
As regulariza¢des, como regra, introduzem uma modificacdo na amplitude perturbativa com
o objetivo de tornd-la "finita" (para uma comparacdo entre as diferentes regularizagcdes, ver
(GNENDIGER et al., 2017)). Apés a integracdo dos momentos associados aos loops, deve-
se tomar algum tipo de limite para se reobter as quantidades originais. Na pratica, a tomada
deste limite somente seria possivel nas chamadas teorias renormalizdveis. Nestas teorias, todos
os infinitos que resultariam deste processo de tomada de limite podem ser absorvidos numa
reparametrizacdo de certos parametros fisicos da teoria (WEINBERG, 1995).

O grande problema associado com as amplitudes perturbativas divergentes € que estas
sdo quantidades matematicamente indeterminadas, e sua manipulacdo descuidada pode levar a
resultados inconsistentes. Exatamente por causa destas indeterminagdes muitos resultados em
TQC perturbativa sao dependentes do esquema de regularizacdo utilizado. Esta € uma situagcdo

desconfortdvel, pois o resultado final depende de escolhas feitas nos passos intermedidrios do
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calculo, comprometendo assim o poder de previsdao da teoria. Uma maneira de se contornar o
problema € usar um esquema que trate as amplitudes de maneira que as quantidades indetermi-
nadas sejam carregadas até o fim dos célculos, e s6 entdo, usando-se argumentos de consisténcia
que sejam universais, inferir um valor para tais quantidades. Também € desejdvel que tal es-
quema nao tenha restri¢cdes de aplicabilidade sendo, portanto, aplicdvel a todas as amplitudes
de todas as teorias, independentemente da dimensao na qual o modelo foi formulado. De fato
um esquema deste tipo existe e foi proposto originalmente por Battistel (1999), e € as vezes
chamado de Regularizacio Implicita por alguns autores (BRIZOLA et al., 1999). Tal aborda-
gem tem a vantagem de manter intacto o conteiido matemético da amplitude, para s6 ao fim
dos célculos fixar o valor das quantidades indefinidas com argumentos de consisténcia mate-
matica e fisica (as chamadas relacoes de consisténcia (BATTISTEL; MOTA; NEMES, 1998)).
Tal método, entre outras aplicacdes, mostrou-se util na andlise da anomalia ABJ (BATTISTEL,;
DALLABONA, 2002a) ao esclarecer que, ao contrario da interpretacdo inicial da literatura, as
anomalias sdo independentes das ambiguidades referentes a rotulacio dos momentos internos
dos loops. O método também tem a vantagem de sistematizar a parte finita dos resultados na
forma de fungdes bem comportadas com relagdes bem definidas entre si, facilitando assim a
andlise e a comparacdo de diferentes amplitudes perturbativas (BATTISTEL; DALLABONA,
2012).

Dentro do contexto do método acima citado, o presente trabalho tem por objetivo estudar
as anomalias gravitacionais bidimensionais (ALVAREZ-GAUME; WITTEN, 1984) (HWANG,
1987) (BERGER, 1990) (BERTLMANN; KOHLPRATH, 2001) em um cenario fisico descrito
por um modelo que inclui férmions acoplados a um campo gravitacional de fundo. A esco-
lha da dimensdo (1 -+ 1) se justifica pelo fato de ser um 6timo "laboratério" para se estudar a
consisténcia geral da TQC na sua formulagdo perturbativa pela relativa facilidade algébrica dos
calculos. O modelo de Schwinger, por exemplo, pode ser resolvido exatamente (inclusive em
espaco-tempo curvo (BARCELOS-NETO; DAS, 1986)), o que é uma vantagem no sentido de
comparar os resultados perturbativos com os exatos. Nao raramente, as conclusdes obtidas em
TQC bidimensional podem ser utilizadas como guias para a investigacdo de fendmenos simila-
res em dimensdes mais altas. Além disso, o estudo das anomalias gravitacionais bidimensionais
propicia um bom cendrio para a investigacao da validade do método empregado para se lidar

com as divergéncias. Até agora, ele tem se mostrado aplicdvel a diferentes TQCs em espacos-
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tempo planos em diferentes dimensionalidades, e espera-se que também seja uma ferramenta
util para a investigacdo de TQCs em espago-tempo curvo.

A presente investigacdo estd organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2 descreve-
mos as principais caracteristicas do modelo adotado e que sdo relevantes para o objetivo de
investigar as anomalias gravitacionais. Entre outros aspectos, discutimos, de forma sucinta,
as suas principais simetrias e correntes conservadas. A fun¢do de Green de dois pontos, que
serd o objeto principal de nossa investigacdo, também € definida dentro do contexto do cal-
culo perturbativo. Sistematizamos esta amplitude gravitacional em termos de um conjunto de
sub-amplitudes, algumas das quais podem ser identificadas como sendo amplitudes que surgem
naturalmente na QF D, perturbativa. No Capitulo 3 estabelecemos as identidades de Ward (IWs)
associadas a amplitude gravitacional e que sdo derivadas das correntes conservadas do modelo.
Além disso deduzimos um conjunto de relagcdes entre fungdes de Green (RFGs), envolvendo
as sub-amplitudes que formam a amplitude gravitacional, e que desempenhardo o importante
papel de servir de teste de consisténcia das amplitudes calculadas. O método adotado para se
tratar e calcular as amplitudes envolvidas no problema estudado é descrito no Capitulo 4. A
sistematica do método € explicada através de um exemplo explicito. No Capitulo 5, calculamos
explicitamente todas as sub-amplitudes pertinentes, utilizando o método citado para tratar as di-
veréncias que porventura surgirem, e verificamos explicitamente se as RFGs foram preservadas
pelos resultados obtidos para cada uma das sub-amplitudes. O conteddo de simetria das sub-
amplitudes também foi testado através da verificacdo das correspondentes IWs. A fungdo de
Green gravitacional € estudada no Capitulo 6, onde analisamos as suas RFGs e as IWs, e a par-
tir destas ultimas calculamos o valor das anomalias de Einstein e Weyl. Finalmente, no Capitulo
7, analisamos globalmente os principais resultados obtidos sob a 6tica da consisténcia fisica e
matematica. Além disso, nossas conclusdes e consideragdes finais também sao elaboradas neste

capitulo.
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2 0 MODELO DE FERMIONS EM UM ESPACO-TEMPO CURVO BIDIMENSIO-
NAL

2.1 Introducio e Definicoes

O fendmeno das anomalias gravitacionais bidimensionais surge no contexto de uma
teoria de campos onde os férmions sdo acoplados a um espago-tempo curvo, e as propriedades
do tensor energia-momento sdo vistas como oriundas de “simetrias de gauge”. Assim como as
usuais teorias de gauge geradas pelos grupos SU (N), podemos tratar as simetrias da gravitacdo
como transformacgdes de gauge, de modo que a cada uma delas estd relacionada uma lei de
conservacao. Estas leis de conservagado representam as propriedades cldssicas do tensor energia-
momento. De acordo com o pensamento recorrente na literatura, se alguma delas € violada no
regime quantico, temos uma anomalia gravitacional.

No modelo estudado neste trabalho o campo fermiodnico é quantizado segundo as regras
candnicas da TQC; porém, o campo gravitacional aparece apenas como um campo de fundo,
sem ser propriamente quantizado e sem dinamica. Os férmions sdo representados por um campo
spinorial que se transforma sob o grupo de Lorentz, e ndo sob o grupo de difeomorfismo, como
no caso do campo gravitacioanal. Sendo assim, € natural descrever o campo fermidnico no
espaco-tempo plano de Minkowski. Uma vantagem ébvia de tal abordagem € que as matrizes y
no espaco de Minkowski s@o constantes, € podemos usar todas as suas usuais propriedades de
comutacdo, anti-comutacgdo e traco provenientes do estudo da mecanica quantica relativistica.
Porém, o panorama geral do nosso modelo deve descrever os campos em espago-tempo curvo
com meétrica g,y arbitraria. Ou seja: o processo de introducdo de férmions em um espago-
tempo curvo requer um formalismo que conecte o espago plano do tipo Minkowski, onde esté
definido o campo fermidnico y(x), e o espago-tempo curvo, onde se define toda a relatividade
geral de Einstein. Como de praxe, associamos ao espaco-tempo uma variedade de Lorentz onde
em cada ponto hd um espaco plano tangente. A conexdo entre estes dois espagos € feita por um

objeto chamado fetrada. A tetrada conecta a métrica do tipo Minkowski

I 0
[Mav] = : 2.1)
0 —1
do espago tangente, com a métrica g,y (x) do espago-tempo. Se X sdo coordenadas do espago

tangente definido nas vizinhangas de um ponto P da variedade de Lorentz ¢ x* coordenadas
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generalizadas do espago-tempo, entdo definimos as tetradas ¢ como

u
).
a —
e =57, 2.2)
e sua inversa E#
dxt
E} (x)= oxa’ (2.3)
de maneira que temos as seguintes propriedades
Ete) =8, (2.4)
guv (x) = Napef; (x) €5 (x) - (2.5)

Como usual, os indices latinos indicam as coordenadas no espaco tangente e os indices
gregos indicam as coordenadas do espago-tempo curvo.

O método mais simples de introduzir férmions acoplados a um espaco-tempo com mé-
trica arbitrdria consiste em encontrar uma generalizagdo covariante das equagdes formuladas
em espago-tempo plano. Isto significa que a acdo S deve ser, no minimo, invariante frente a
transformacoes de Lorentz e a transformacdes gerais de coordenadas. No caso de um campo de

Weyl (ou quiral) y(x), a acdo formulada no espago de Minkowski é bem conhecida e dada por

si= [ @xwliray, (2.6)

sendo y* as matrizes de Dirac que, em duas dimensdes, podem ser representadas por
n=0y=| , 2.7

’}/1 = _lGX = . (2.8)

Para obtermos a generalizacdo covariante de (2.6) podemos seguir a mesma estratégia
adotada para se construir teorias invariantes de gauge. Essencialmente, isto significa substituir

na agdo (2.6) a derivada usual d, por uma derivada covariante D,. A derivada covariante é
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obtida por meio da tetrada da seguinte forma
D,y =E'D Wy =EN (du+ ) v, (2.9)
onde a quantidade @y ¢ denominada de conexdo de spin e tem componentes @, @ dadas por
L e

Wy = Ea)” Ope - (2.10)

Na defini¢do acima, o, é o gerador das transformacdes de Lorentz agindo no espaco

espinorial, definido por

1
Oab = 7 [Yas 1) - 2.11)

A versio covariante apropriada da a¢do (2.6), que denominaremos de S, pode entdo ser

escrita na forma
Se = /dzx e (iY'Da) v | (2.12)
onde ¢ = ’detem. Usando (2.9) e (2.10) temos
S, = / dPxe {iE;; (P uw) + %Ejj Oupe (w“obcw) } . (2.13)

Podemos reescrever o segundo termo da expressdo acima notando-se a seguinte identi-

dade

v o)
(,ycnba_ybnca) +%{},a,6bc} , (2.14)

’)/aGbC _

1
2
1
2
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Em duas dimensdes, em particular, o anti-comutador {}/“, o"’"} é nulo pois 67¢ = £"¢ys

onde

0 1
[sb“]: : (2.15)
10

10
¥ =0, = , (2.16)

0 -1

de modo que

bc a _

{¥.0"} ~{o" 0} =0, 2.17)

onde ¢ sdo as matrizes de Pauli. Temos assim

g—/dzxe{ WWMWH uba(l/_/'}’a‘//)} : (2.18)

A acdo que define o modelo que utilizaremos neste trabalho é uma versao simetrizada,

porém equivalente, da acdo mostrada na equacgdo acima e que tem a forma (BERTLMAN, 1996)

S, = /dzx ey <%Egjqﬂ7upi) v, (2.19)

= —
onde d ; =d, — d 4 atua somente nos espinores Y (x) e ¥ (x) e

l:l:’)/s
2 )

P =

¢ o operador quiralidade, que esté presente por estarmos considerando férmions de Weyl.
Uma quantidade importante obtida a partir da acdo (2.19) € o tensor energia-momento.

Uma variagdo genérica 6, da acdo, formalmente, tem a forma

oS oS oS
_ 2 8 8 g
6Sg_/d X {—51,161// 5V_/61//+ 5o a6e } : (2.20)

Quando usamos as equagdes dindmicas para os campos Y (x) e ¥ (x)

_0 e 22_g, 2.21)
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obtemos

5S
_ 2 g S a
88, = /d x et Sefl . (2.22)

O tensor energia-momento T, é definido pela variacio da acdo com relagio 2 tetrada

l
eTH = 5et (2.23)
ou
8, = / d’x eT* 8¢5, . (2.24)
O tensor energia-momento simétrico T*Y, por sua vez, é definido como
1
THY = 3 (TEEYY +TY E*) .
Explicitamente, a variagdo de (2.19) com relagdo a ¢}, pode ser escrita como
_ (i =
08, = /dzx (de)y (EEc‘iL?’aPi d u) V. (2.25)
A partir da identidade
e = det (eﬁ) = exp {Trln (eZ) } , (2.26)
obtemos a variagio de
Se = ¢E) (sel;) . (2.27)
Sendo assim, temos
j —
58, = / dPx e (%Eijg’y“Pi P u) v (5&;) . (2.28)

Lembrando da relagao

g = BEEI®
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obtemos
8S, = /dzx ey (%g“vnab}ﬂPi?”) v <5e1",> ,
_ / &’x ey (%ybpii?_&) W (ael;) . (2.29)
Pela definicdo (2.23) é fécil ver que
eTH = éenp (yaP;a_“)) v, (2.30)
€, por sua vez, o tensor energia momento simétrico é
i

THY — [1,7 (E“"yaPib—”)> w4+ (E“”yaPi<8—">> y/} . 2.31)

|

Para o estudo das anomalias de Einstein e Weyl € suficiente trabalharmos com a versao

linearizada da acao (2.19), obtida considerando-se as seguintes aproximacoes:

1
ejj = 6[j + Ehﬁ ,
1
=14+ -ht
e + 5 ,
1
EHM =68 — Ehg‘ . (2.32)

Substituindo-se as expressdes acima em (2.19)
] 1 1 <
Sg = /d2X % (1 +§h¥) l[_/ [(Sau — Ehg) '}’aP:t 0 ”1 v, (2.33)
e mantendo termos de primeira ordem em £, temos

Se :/dzx %lf/ [)ﬂ?aPi] v

] <= <=
- / d*x i {h““y'/yaPi 0w+ Ry P 0 aw} . (2.34)

A Lagrangeana de interacdo linearizada .,?}l’” assume entdo a forma

el

. i _ _ <
,gll’” =7 (h““y/}/aPi ul//—l—hﬁl//}'api ) aV/) ) (2.35)
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ou
1 i _ < _ <=
L= —5huv {Z (EZII/}/'PM”II/JFE#‘I/Y“PNVW)}
1
= T (2.36)

onde descartamos termos proporcionais a gV (BERTLMANN; KOHLPRATH, 2001). Desta
Lagrangeana segue a regra de Feynman para os vértices das amplitudes perturbativas que es-
tudaremos no presente trabalho, relativa a interagdo entre o graviton e um par férmion-anti-
férmion:

i
Ty = — 7 | (k1 —k2),, + W (ki —kz)u] P; . (2.37)
Para o propagador fermidnico massivo interno, a regra de Feynman € a usual

B 1 Kkt Kitm
- k+ ki-m D

SF (2.38)

onde D; = (k+k;)* —m?.

2.2 Transformacoes e Simetrias

Como ja mencionado, a partir do conteido de simetria do modelo podemos deduzir
algumas propriedades das amplitudes de transi¢do da teoria. O procedimento € andlogo ao caso
das teorias de gauge, onde das simetrias de gauge deduz-se a conservacido das correntes da
teoria ou uma relacdo bem definida entre diferentes tipos de correntes. Estas relagdes devem ser
estudadas no contexto quantico (a nivel de funcdes de Green) em busca de possiveis anomalias.

No contexto de interesse as transformacdes pertinentes sdo transformacdes de Lorentz,
Einstein e Weyl. Ao admitirmos que a a¢do da teoria € invariante frente a estas transformacdes,
as promovemos a categoria de simetrias, e a partir destas podemos deduzir propriedades do
tensor energia-momento classico Tyy.

Analisamos primeiramente a invaridncia da agdo frente a uma transformagdo de Lo-

rentz local. Para uma transformacado de Lorentz infinitesimal, com parametros de transformacao
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Oy = — Oy, temos transformagdes bem definidas para os campos (BERTLMAN, 1996):

Syl = —a e, (2.39)
SLEF =El'd, (2.40)
§le =0 (2.41)
8%y =Dy’ = o, + 0 0, — ol 0y, (2.42)
Suw = —%aaboab Y (2.43)
850 = %O‘ab o . (2.44)

A partir de (2.24), notamos que a variagdo total da acdo depende apenas da variacdo & €y

da tetrada, de modo que a acdo se transforma como:

858, = /dzx eTH, (5&%) =— /dzx eTH o e

_ / d*x e 0y, T . (2.45)

Deste resultado, vemos que a acdo serd invariante frente a esta tranformacgao se e so-

mente se

OtabTab =0
1 ab ba 1 ab ba
b))
|
= 5% <T“b _ Tb“> . (2.46)

Nestas condi¢bes vemos claramente que o tensor Ty, (e também 7y) deve ser simé-
trico. Ou seja, a invariancia frente as transformagdes de Lorentz implica em um tensor energia-
momento simétrico

84S, =0 Tyy = Tyy. (2.47)
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A segunda tranformagao relevante € uma transformacdo geral no sistema de coordena-

das, ou transformacdo de Einstein. Os campos se transformam como

8E el = &VVyel +eyVugY (2.48)
SCEHR = EVV EM —V EFEY (2.49)
Sce=E"dve+edy&” (2.50)

85 @y, = &9y, + 0, 9uE” (2.51)
Sey=¢&"ovy (2.52)
Se =80 . (2.53)

onde &V € o pardmetro da transformacdo em questdo e V, ¢ a derivada covariante. A corres-

pondente varia¢do na agao €
558, = /dzx eTH ((Sgeﬁ) - /dzx eTH <§VVveZ +e§’,Vu§V) . (2.54)

O primeiro termo desta variagao € manipulado usando uma propriedade da conexao de

spin
0 = —E, Vej, | (2.55)
de modo que obtemos
eEVTH (VV€Z> = (Egvvez> eEVTP = &V 0y, T, (2.56)

e o segundo termo € integrado por partes. Ignorando o termo de superficie gerado pela inte-
gracdo por partes, obtemos a expressdao geral para a variacao frente a uma transformacdo de

Einstein
5ES, = / d*x eTH (6&;;) - / dPx eV (wava“” _ VHT“V> . (2.57)

Incorporando ambas as invariancias de Lorentz e Einstein, concluimos que o tensor
energia-momento é conservado (a invariancia de Lorentz é necessaria para que o termo @, T

seja nulo através do resultado (2.47)):

85 Sy = 64Sg =06V, TH =0. (2.58)
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A tltima transformacdo pertinente € a transformagdo de Weyl. Neste caso, os campos se

transformam como:

onde

p(x):ea(x),
m—1
r=——
2
m=dimM ,

(2.59)

(2.60)
(2.61)
(2.62)
(2.63)
(2.64)

(2.65)
(2.66)

(2.67)

e o (x) é um parAmetro de transformagdo local. Esta transformagao altera a métrica da seguinte

forma:

[guv(x)], = pz(x)g“v(x)
[8(x)) = p™ (x)g(x) .

(2.68)
(2.69)

Escolhemos o parametro o como sendo infinitesimal, de modo que podemos expandir

em primeira ordem:

plx)=1+0(x),

(2.70)
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obtendo assim as transformacoes de Weyl infinitesimais:

8y €, = ael, (2.71)
SYEN = —GEV (2.72)
8y e =moe (2.73)
5 o, = oo (eﬁEg - eZEaV> (2.74)
S¥y=—roy (2.75)
S¥y=—rov. (2.76)
Esta tranformacao geram uma uma variacao na acao
8y, = /dzx eT", <5(‘;V€Z> = /dzx ec They = /dzx ec TH, . (2.77)

Deste modo, ao promovermos a transformacio de Weyl a uma simetria, deduzimos que

o traco do tensor energia-momento deve ser nulo
8y Sg=0& T =guT" =0. (2.78)

Resumindo entdo, temos trés propriedades do tensor energia-momento cldssico

THY =TH, (simétrico) (2.79)
vVuTH =0, (conservado) (2.80)
guTH =0. (traco nulo) (2.81)

Tal como nas teorias de gauge, estas propriedades (andlogas aos principios de conserva-
cdo de correntes de gauge) sao herdadas para o regime quantico na forma de identidades entre
fun¢des de Green denominadas identidades de Ward. No caso do nosso modelo de férmions em
espago-tempo curvo, o tensor energia-momento (2.30) desempenha o papel de uma corrente. A
funcdo de Green de interesse em nosso trabalho corresponde ao valor esperado no vacuo do pro-
duto ordenado no tempo de dois tensores energia-momento, que no espaco das configuracoes €

definido por
Guvpo (x) =i(0|T [Tuv (x) Tpo (0)} 0),



26

e, no espaco dos momentos,

Guvpo (@) =i / P 60 (O|T [Tuy (x) Ty (0)] [0)

A partir das propriedades (2.79)-(2.81) pode-se mostrar que as correspondentes identi-

dades de Ward para Gypo (¢) sdo

Guvpo (9) = Gyupo (q) (2.82)
6]uGuva (q)=0, (2.83)
" Guvps(q) =0. (2.84)

O fendmeno das anomalias gravitacionais € caracterizado exatamente pela violacdo des-
tas identidades de Ward (anomalia de Lorentz, Einstein e Weyl, respectivamente). No caso do
nosso trabalho, a primeira propriedade ¢ trivialmente satisfeita, uma vez que a Lagrangeana de
interacao (e a regra de Feynman para o vértice) é contruida com a versdo simetrizada do ten-
sor energia-momento (2.36). Deste modo, trabalhamos num cendrio onde, por constru¢io, nao
ha anomalia de Lorentz. Esta aparente arbitrariedade ndo é um problema, visto que sabe-se a
anomalia de Lorentz ndo € independente da anomalia de Einstein, e com a adi¢do de um contra-
termo (que ndo altera a dindmica) pode-se passar de uma anomalia de Lorentz pura para uma

anomalia de Einstein pura (BARDEEN; ZUMINO, 1984).

2.3 A Amplitude Gravitacional

Como ja mencionado, a fun¢do de Green completa relevante para os objetivos do pre-

sente trabalho € definida por

Guvpo (q) =i / d*x € (0| T [Ty (x) Tpo (0)] [0) (2.85)

onde g é o momento externo. Esta amplitude, no nivel de aproximacdo 1-loop, estd representada
na Fig. 2.1. Note que tomamos o cuidado de rotular os momentos dos propagadores internos da
maneira mais geral possivel, onde os momentos kj e kp sdo arbitrarios. Devido a conservagao
do momento em cada vértice temos que o momento fisico g € definido pela combinacdo k; — k».
Qualquer outra combinacdo de k; e ko além desta caracterizard, portanto, uma ambiguidade e

assim uma violac¢ao da invariancia translacional.
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Figura 2.1 — Representacdo diagramética da amplitude perturbativa estudada

k+ kK

[11% po

k + ko

Seguindo as regras de Feynman, percorremos o loop do diagrama, tomamos o trago e

integramos no espago bidimensional, para obter

d*k
Tivpo = /(—Tr {tuvpo }

21)*
- _1_i6 (;Z;];ZTr{ [Vu ((k+ki)y, + (k+ka),) + 1 <(k+k1)u + (k+k2)u>]
(H;st) - /il—m [}’p((k+k1)6+(k+k2)6)+yg ((k+k1)p+(k+k2)p)]
. (H;YS) jan /élz_m} ! (2.86)

onde T'r é o trago sobre as matrizes de Dirac. Vamos considerar em nossos cédlculos férmions
massivos, sendo que, quando for pertinente, tomaremos o limite de massa nula. De modo a
simplificar os cdlculos bem como a anélise dos resultados, podemos dividir o integrando de

(2.86) em sub-estruturas mais fundamentais

1 r. ~ ~ ~
uvpo = 64 [f,uvpc +Tuvep +lvupo ‘f‘lvucp} ) (2.87)

onde o tensor fyvpo

- 1

fuvps = Yulgy —2(k+k1),] (1 £75) mx
1

X Yp [610—2(k+k1)o](1i7’5)m : (2.88)
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se repete com permutacao de indices. Este, por sua vez, pode ser sistematizado de uma maneira

conveniente em termos das seguintes sub-amplitudes

d2k 1
e e =T =

m—/ Tr{ }

de 1 |
_/ Tr{ (ktk)u Wy = [ﬂ'hm} , (2.90)
o

2k
T e = /d Tr{ }

d2k
—/ r{ (ke ka), (k+ k), [T

onde os vértices I';, neste caso, tém cardter vetorial ([['y] u= Yu) ou axial ([I'4] u =T ¥). A

1 1
Jo 5 —m o o

} . (2.91)

partir das definicdes acima podemos escrever

qupG =4 |:t§//(‘y/;’up:| 26]0 |: v, up:| 2‘]v [ o, [.Lp] +Clv(]cr |:IJP:| +

47 15206 A 15240 [ 1+ 4vao V4] +

voiup | PVip | "oup | "up |
fav ] AV ] AV ] [ AV ]
+4 Ivosup 290 viup | F2qv lowp| Tavdo |lup |+
[LAaa ] [ AA ] [ AA ] [ AA]
+4 |05 | =240 |1p| —2av 1850 | +avao |1l - (2.92)

De acordo com a notagdo estabelecida anteriormente, apds a extracao dos tracos e inte-

gracdo sobre o0 momento do loop k obtemos as sub-amplitudes

Tuvpo —/ 5 Tr{fuvpo }
—4[TVVGVW} 240 [Tl | = 2av [Tdiio| +avae [ThY ] +
+4 TvVg,*up F2¢6 Tvvﬁp T2y Tgﬁp + gvqo THV,;* +

+4 TAV 245 TAV F2qy T | Tavas [Ty | +

voiup | Vilp | o:up | up
+4 T;“g‘up — 245 TvAﬁp —2qy Tg;‘f;‘m +qvqs _T,f,;*_ . (2.93)
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A

Notamos que as sub-amplitudes 7,1y, T,ya', T, e T3, que emergem da decomposicdo

pp > fupo fu
do tensor ﬁwpg, sdo naturalmente encontradas em teorias renormalizaveis, como na eletrodi-
namica quantica bidimensional (QE D). Estas amplitudes sdo tipicas de teorias onde férmions
sdo acoplados a campos vetoriais e axiais. As sub-amplitudes de trés e quatro indices de Lo-
rentz (Egs. (2.90) e (2.91)), por outro lado, sdo tipicas de teorias ndo-renormalizdveis, onde
acoplamentos derivativos estdo presentes, como € o caso do modelo considerado.

A organizacdo apresentada na Eq. (2.93) desempenhard um papel importante em nossa
investigacdo, pois permitird que estudemos cada sub-amplitude separadamente, simplificando
a andlise da amplitude Tqupo- Além disso, a presenca de sub-amplitudes pertencentes a te-
orias bem conhecidas, como a QED,, possibilita a identificacdo de vinculos de consisténcia,
como aqueles referentes a invarincia de gauge. Dessa forma, uma questdo importante que
podemos nos colocar neste momento €: podendo a amplitude TqupG ser escrita em termos de
sub-amplitudes, € possivel relacionar as anomalias gravitacionais a anomalias mais fundamen-
tais, provenientes destas sub-amplitudes? Esta questdo poderd ser respondida nas discussdes
finais do nosso trabalho.

Todo o resto do nosso trabalho serd dedicado a calcular e analisar a amplitude T[fvp o em
busca de possiveis anomalias dentro de um contexto onde a consisténcia dos calculos perturba-
tivos desempenhard um papel crucial. No préximo capitulo vamos estabelecer as relacdes entre

funcdes de Green e as identidades de Ward envolvendo as sub-amplitudes de T”Gv po-
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3 IDENTIDADES DE WARD E RELACOES ENTRE FUNCOES DE GREEN

Para identificarmos uma possivel anomalia num determinado modelo ou teoria precisa-
mos investigar as suas fung¢des de Green. Esta investigacdo se baseia na verificacdo das chama-
das identidades de Ward (IWs), que sdo vinculos matemdticos entre as fungdes de Green que
expressam principios fisicos: as simetrias cldssicas implementadas no modelo. No espago dos
momentos, as identidades de Ward sdo identificadas, geralmente, pela contragdo dos momentos
externos com os respectivos indices de Lorentz da funcio de Green.

Antes desta verificacdo, porém, podemos deduzir uma classe mais geral de identidades
matematicas que relacionam as amplitudes perturbativas, que chamamos relagoes entre fungoes
de Green (RFGs). Estas relagdes sdo deduzidas a nivel do integrando das amplitudes pertur-
bativas, e pressupdem apenas propriedades usuais do célculo tensorial, como a ciclicidade do
traco, a dlgebra das matrizes de Dirac e a linearidade da operagdo de integracdo (em contraste
com as identidades de Ward, que sdo consequéncia da imposicao de uma corrente conservada).
Portanto, dentro da filosofia adotada no presente trabalho, a andlise da consisténcia dos calculos

perturbativos passa pela verificagao das RFGs.

3.1 Sub-Amplitudes

Como vimos no Capitulo 2, a amplitude T“va o pode ser reorganizada em termos de sub-
amplitudes. Sendo assim, primeiramente obteremos as RFGs e as IWs para cada sub-amplitude,

e posteriormente para a amplitude completa.

3.1.1 Amplitudes vetor-vetor

TVV

Primeiramente, deduzimos a RFG pertinente a amplitude w

que € o tensor de polari-

zacdo do vacuo da QED;, e que aparece como sub-amplitude da amplitude gravitacional T;ﬁ/ oo

Segundo nossas definicdes, o tensor pode ser representado a nivel de integrando como

TV (ky. k :/ Tr V. 3.1
uv ( 1 2) (271_)2 uv ( )

onde

(3.2)

\"4%
t = .
W TR Y R o —m
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A contragdo da amplitude pode ser manipulada apenas a nivel de integrando, pois

de
u 4% u.vv
q |:Tuv ] = / (2 )2 Tr q tIJV' 3.3)

Trabalhando agora somente com o integrando, notamos que a contracio de tX\‘,/ com o

momento externo no primeiro indice nos leva a

1 1
nVv _
Trq- t,y Tr{/jk_i_ kl—myv/H‘ /éz—m}' (3.4)
Através da identidade algébrica
4=Kk— k= (k+ ki—m)—(fk+ ko —m), (3.5)

e das propriedades de linearidade e ciclicidade da operagdo de trago, podemos escrever o inte-

grando contraido (3.4) como uma soma:

1 1
u.vv __ _ R —
Trgq Y —Tr{yvk+ /éz—m} Tr{yvk+ kl—m}. (3.6)

ApOs a substitui¢do deste resultado em (3.3), identificamos cada termo do lado direito

da igualdade como uma fun¢do de um ponto vetorial da QED»,

Voo [k L
7! (k,)_/(zﬂ)zTr{yu o ki—m}’ 3.7)

o que implica em

g" [T (ki sko)| = =T (k) + Y (k). (3.8)

A identidade acima fornece uma relagdo precisa entre a contragdo de uma funcgdo de
dois pontos com a diferenca entre duas funcdes de um ponto. Esta é a RFG para a ampli-
tude T;Y\Y relativa a contragdo do momento externo no primeiro indice (¢*). Sua representacio
diagramatica, Fig. 3.1, deixa transparente seu significado.

Pelo fato de o tensor ser simétrico pela troca de indices, sabe-se que a contragdo no

% TVV

segundo indice, g wv >

gera um resultado idéntico ao anterior

. [T,YVV (kl,kz)} — g [Tvv#v (kl,kz)] =T} (k1) + T (ka). (3.9)
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Figura 3.1 — Representacdo diagramadtica da RFG (3.8)

k+ ki k + ko k+ ki
k + k? r}/y V’J

As demais RFGs pertinentes as amplitudes com dois vértices vetoriais pode ser obtidas
da mesma maneira. O porqué de serem estas as contragdes pertinentes ficard mais claro na
proxima secdo, onde a amplitude gravitacional T/ﬁ, po serd contraida com o momento externo e
a métrica. Estas contra¢des da amplitude total geram contra¢des das sub-amplitudes, que para

as sub-amplitudes do tipo VV sdo:

¢ [Tk k)| == [T ()| + [T (k)] (3.10)

1
q° [Tpv;/.‘fv (kl,kz)} == 58uvq" Ty (ki) + Ty (k2)]

¢ | T (k)] @3.11)
(

kl,kz)} : (3.12)

¢ | T8 (k1 ko) | = = [Ty (k)| + | T (R2)] (3.13)
0 T8 b1 J0)] = 5 v [T () + T (ko)

3 [T (k) = T (k)|

v [T (k) 4 7 (k)

_|_

q2 [Tpv;/.‘iv (klak2)} ) (3.14)

84 [T ko) | = [Ty (o) | 4 m [ T35, (k)] (3.15)
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As sub-amplitudes de dois pontos nos lados direitos das equagdes ja foram definidas em

(2.89)-(2.91). As de um ponto sao definidas de maneira andloga:

iy [Pk S L
, 2
i) = | (jn’; ek 1T b G.17)
) 2
i) = | (jn’;z (k+ k), (k+k1>vTr{[Fi]m} , (3.18)

onde os vértices I'; foram definidos no Capitulo 2. J4 mencionamos que T‘Y (k;) é a funcdo de
1-ponto da QED,. Também notamos que o objeto 735", na Eq. (3.12), é tipico de teorias onde ha
acoplamento de uma particula escalar com uma vetorial, representando a fun¢do de dois pontos
escalar-vetor a nivel 1-loop.

As RFGs apresentadas acima foram obtidas usando-se como ingrediente basico apenas
a validade da linearidade da operacdo de integracdo e as propriedades algébricas usuais dos
elementos que compdem as amplitudes. Do nosso ponto de vista, estas relacdes podem ser
usadas para estabelecer um teste de consisténcia minimo das amplitudes calculadas. Em outras
palavras, quando calcularmos explicitamente uma amplitude, qualquer que seja o procedimento
de calculo usado, a contragdo do resultado final com o momento externo para cada vértice da
amplitude deve reproduzir as RFGs esperadas.

Para a amplitude TL‘{‘Y , além da RFG (3.8), também estd definida a IW

7" [T[fvv (kl,kz)} =q" [THVVV (kl,kz)] =0. (3.19)

Isto ocorre porque este objeto pertence 8 QED,, que tem simetria de gauge U (1). Esta
simetria dita a conservacdo da corrente vetorial, que no contexto perturbativo, € representada

pela IW acima.

3.1.2 Amplitudes axial-axial

A dedugdo das relagdes para as amplitudes do tipo axial-axial sdo andlogas. Se tratando

TAA

da amplitude 0

por exemplo, a contragdo pertinente ¢ com o momento externo. Da mesma
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maneira que no caso da funcao vetor-vetor, temos a contracao a nivel de integrando

2

P2k
g [T (ko) | = / o CTr g, (3.20)

onde Tr q“tﬁ’é é

1 1
K+ ki VP k+ k2 —m}' 621

Novamente, usando a identificacdo 4 = (k1+ k—m) — (ko+ K—m) e a dlgebra da

Trq tAA Tr{g}g

matriz s

{’}/57’}/11} :Oa

podemos chegar a seguinte expressao
q”le‘{,‘ (k1,ky) = —T‘Y (k1) + T\Y (kp) — 2mTfA (k1,k2), (3.22)
que é representada em termos de diagramas na Fig. 3.2.

Figura 3.2 — Representacdo diagramatica da RFG (3.22)

k+ ky k+ ko k+ ky k+ ky

f\/}l / Q /1/’7 @ @ *27}1 '\5 Qf\/uﬁ/

k + ko k + ko

As outras contracgdes pertinentes foram calculadas da mesma maneira

TN (ki ko) = =T) (k) + Ty (ko) —2mTy" (ki ko) (3.23)
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o 18 ] = 110+ 15

1
q° [T;ﬁfw (k],kz)] =— Eg,uvq [ (k1) + T,

2m [TPA ki ,kz)} , (3.24)

ka)] + qu (1) (ki) = Ty (k2)]

()] -
Y
)] -
)

—l—;qv [TV (k) +T) (ko) [ ) =TV, (kz)]
+mgyy | 75 (k) =T (ko) | - meuv[ <k1>+TP<k>}
+%q2 [T;}é (kl,kz)} , (3.25)
8" | Tty (ki ko) | = [T (ka)] = m [T (k1 ko) | (3.26)
¢ | T (ki k)| == [Ty ()] + | Ty (k)| —2m T2y (k)| 32D)
¢ (T80 k)| = ;gﬂvq (10 () + T h )]—l—;qu 1, (k) T, (k)]

+%‘1v [Tpv;u (k1) + Ty (kz)} a [TPV#;V( D) = Toyey (k2 }

)
+mguy [TPS (ki) —T$ (1@} —meuv[ (ki) +TF ( kz]

o [T ()] (3.28)
uo [rAa uv(kl,kz)} - [T,}fv (kz)} —m [ng@ (kl,kz)} . (3.29)

Notamos aqui a presenca das amplitudes de um ponto escalar, pseudo-escalar e veto-

rial (T° (k;), T* (k;) e T;Y (k;) respectivamente); e das amplitudes de dois pontos T;f(j‘ (ki,kp) e

TFA (ki ko). Estas amplitudes podem ser interpretadas dentro de uma teoria mais fundamental,

em espaco-tempo plano, onde bésons escalares, pseudo-escalares, vetoriais e axiais se acoplam

aos férmions. Nesta teoria hd um principio de conservacdo da corrente vetorial (devido a si-

metria de gauge U (1)) e um principio de conservagio parcial da corrente axial, que relaciona

as correntes axiais e pseudo-escalares, gerando uma IW para as fun¢des de Green no regime

quantico. Deste modo, além da RFG (3.23), amplitude Tﬁé‘ (k1,ky) deve obedecer a uma ITW

axial dada por

G T (ki k) = —2mT (ki ko) (3.30)
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3.1.3 Amplitudes axial-vetor

Para as amplitudes axial-vetor, as relacdes envolvem contracdes tanto no vértice vetorial

quanto no axial. Sendo assim, para a amplitude Tﬁ,’ , as relagdes deduzidas foram
4~ [T;‘X (kl,kz)] — [TVA (kl)] + [Té (kz)} —om [T (ki k)] (3.31)
¢ [T (k1 k)| = = [T (k)| + 73 (k2)] (3.32)

A identidade (3.31) serd importante em nosso trabalho, pois é exatamente nesta am-
plitude que, dentro do contexto da QED;, surge a anomalia quiral. A Fig. 3.3 mostra sua

representacdo esquemadtica.

Figura 3.3 — Representacdo diagramética da RFG (3.31)

k+ ky k+ ks k+ K k+ k
q# A/’“ Q @ @ 727” ,.\//5 Q ryy
k + ko k+ ko

Apesar de ser possivel a dedugdo de todas as relacdo para contragdes com indices ve-
toriais e axiais, para todas as amplitudes, notamos que esta andlise pode ser simplificada. Em
(14 1) D existe uma identidade conectando as matrizes ¥, e 75, que na representacdo utilizada

neste trabalho, é

Yu¥s = —Eup?’, (3.33)

ou [Fﬁ] = —Suﬁgﬁo‘ [Ty

Reescrevendo assim os vértices axiais e termos de vértices vetoriais, as amplitudes do

tipo axial-vetor sdo escritas em termos de amplitudes vetor-vetor

T (ki ko) = —eu58P % [Toy (k1. k2)] (3.34)
T2, (k1 ko) = —£,85° [Tp";gv (kl,kz)} , (3.35)

T (ki ko) = —,58P° [TX,)V;W (kl,kz)] : (3.36)
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assim como a amplitude de um ponto

A o[V
TIJ (ki) = —SMBgﬁ [Ta (ki)} .

De posse desta propriedade, notamos que qualquer RFG que nao envolva contracdes
no indice axial pode ser reescrita como uma relagao entre fungdes com indices exclusivamente

vetoriais. Por exemplo, observamos a relacao (3.32):
¢ [T (ki ko) | = = [T (k)| + 72 (k) (3.37)
e notamos que usando a referidade identidade entre vértices podemos reescrever

' [~eupe Y (k)] = eupg® 12 (k)] — eupe® 7Y (k)]

= ¢"Ty) (ki,ko) = =T, (k) + T, (k2), (3.38)

que por sua vez ¢ uma identidade que envolve amplitudes que contém apenas vértices vetoriais,
e ja foi apresentada mais acima (Eq. 3.8).

Este procedimento pode ser aplicado para todas as RFGs das amplitudes do tipo axial-
vetor que nao envolvam contracdes no indice axial. Desta maneira, grande parte das relacdes
se reduzem aquelas que ja foram estabelecidas anteriormente. As Unicas relagdes com novo

conteddo sdo as que envolvem contracao no indice axial

e [T;‘X (kl,kz)] . [TVA (kl)] + [T;‘ (kz)} —om [T (ki,k2)] | (3.39)

g [T (kl,kz)] - [T;‘;v (kl)} + [T,;‘;v (kz)] ~2m [T;’X (kl,kz)} , (3.40)
gHP [T;‘;‘{W(kl,kz)] - [Té (kz)} —m [T (ky k)] (3.41)
e [TGP v (kl,kz)} [Tg‘pv(k )} + [Tg‘pv(b)} —om [Té}‘f;v (kl,kz)] L (342)

81 Ty (k1 ko) | = [ Toky (o) | = | T2 (ko) (3.43)
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Além destas RFGs, temos também identidades de Ward associadas a amplitude T[?X .

AA
T,

de teorias mais fundamentais, bem estabelecidos pela literatura. Para a amplitude TL‘Z“‘,/ estas

Tal qual nos casos das amplitudes le e estas relacdes vém de principios de conservacao

identidades sdo

¢" [T (ki.k2)| = 0 (3.44)

¢ [T;‘X (lq,kz)} = —om [T} (k1 k)], (3.45)

e representam a conservacdo da corrente vetorial e a conservacdo parcial da corrente axial,
respectivamente. Sabe-se que hd um fendmeno de anomalia relacionado a estes principios de

conservacao. Este € um ponto importante da nossa anélise, e serd discutido posteriormente.

3.2 A Amplitude Gravitacional

A partir de (2.87) e (2.93), a expressdo completa pode ser escrita na forma

(64)iTGpe = 4| T | — 240 | Tiln| —20v | Toip | +avae |11y |

4| Tygp | F 240 | Tip| F2av | Toqup| Tavio | Tup

4| Ty | F240 |Top | F24v | Tovp | £avas | Ty

+4 | Tap| =240 | Tuinp | —2av | Toip) +avdo | Tip.
+(oep)+UeVv)+ (L Vv,oep). (3.46)

Por uma questdo de clareza do desenvolvimento dos cédlculos, podemos escrever (3.46)
como

G I T TVA TAA
T,uvpo = 64 {T;Yv‘;m' + T;vao + T,uvpo} ) (3.47)

onde cada tensor do lado direito desta equacdo contém todas as sub-amplitudes com dois vér-
tices vetoriais (VV), um vértice vetorial e um axial (AV e VA) e dois axiais (AA), respectiva-
mente.

Os testes de consisténcia sdo realizados a partir das contragdes g Tﬁ,pc e g“"T”GVpG,

que dizem respeito as invariancias de Einstein e Weyl apresentadas no Capitulo 2, Egs. (2.80) e
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(2.81). A partir da forma acima, a contragdo com o momento externo g vai gerar

o [Hipo] = —gg{ [0 Thhe] + [ Tloc] + [# e} 09

Analisando inicialmente apenas a contracio g*T"Y , hotamos que ao escrever explici-
uvpo

tamente o tensor temos

o [5850) =+{] - ] {0 ] ]
o[t [} 2 (]« frnte]
)+ [ e] vt 7] vt 2]

2|

—|—q2 {qc [T\X)V] +qp Tvv

(AN +TPVX(,} b (3.49)

ou ainda, numa nota¢do mais compacta,

o [Tiva] =4[0" | + [ T 200 {005 + [0 Tk}
=29y |¢"Tahp | + avao [T | + 4 {ao [T | -2 |70, ] }

+(o<p). (3.50)

Substituindo as RFGs relativas as sub-amplitudes da expressdao acima, conforme mos-

trado nas Egs. (3.8)-(3.15), temos

0" |TiVns| = =8| Tiap (ki) = Tlp (k2) | + 440 | Ty (ki) = Ty (ko)
gy T8 (ki) — Ty (k)] + 205 [Ty (k1) + T, (k)]
~28vpa” [T (k1) + Toia (k2)] —2ava0 | T3 (k) =Ty (k2)]
—qodp [T) (k1) + Ty (k2)] + gvpdoq® [Ty (ki) + Ty (k2)]

+(o<p). (3.51)
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O mesmo raciocinio € feito para a parte axial-axial da amplitude T,qup o- Ap0s a contra-

¢do, observamo

TAA
q" [Tuvpa

s que

| =a{[ ritus | + [ Ti0e | | =200 {0 Tkl | + [0 ]}
—2qy [q“ Té‘;‘;‘lp} +4v4o [61“ T,i‘;i‘] +q {% [TC‘;‘] -2 [Té‘fép] }

+(c+p) . (3.52)

Substituindo as respectivas RFGs temos (ver Egs. (3.23)-(3.29))

i) -~

uvpo

8 [ Thip (k1) — Tl (k)| 4440 [TV (k1) — T (ko)

Faav | Top (ki) = Ty (ko) | + 245 [Ty (k1) + Ty (k)]
~28vp0" [Tooe (k1) + T (k2)] —2ava0 | T (k) =T (k)|
—4odp [T) (k1) + T (k2)] + gvpaoq® [Ty (k1) + Ty (k2)]

+m{ =8 | iy (i ko)| +4gy | T2 (ko)

+4qc [T\ﬁf) (kth)} —24vqo [T;A (kl,kz)}
+4gvp [Tg (k1> - Tg (kZ)] - 2%gvp [TS (kl) - TS (kZ)}

—devp [Ty (ki) + Ty (k2)] +2q0€vp [T (ki) +T7 (k2)] }

+ (o< p) . (3.53)

Por ultimo, para a parte axial-vetor, organizamos a contra¢do da forma

4

AV
Tu vpo

VA AV VA AV
] —+4 { [qu Tygup +4" Tvc;up] + [q” Tuowp +4" Tuc:vp} }

VA AV VA AV
290 { [‘1” Tyup + quTv;up} + [q“Tu;vp + quTu;vp] }
F2qy [q“ Ty +q" Té%p} +qvdo [q“ Tyt +q" Ty ]
£ (a0 [T7 + T | 2 T8, + 1% |}

+(c+p). (3.54)
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Novamente, a substitui¢do das respectivas RFGs das sub-amplitudes, Egs. (3.8)-(3.15)

e (3.39)-(3.43), nos fornece a expressao

g [T pe| =12 [Ty (k1) - mpa«z)]iﬁqa[ o (k) = Ty (k2)|

64y [T (1) = Ty (k2)] 7300y [T (1) = T3 ()|

245 [ Toky (k1) + Tty ( kthaq,,[ (ki) + T (k)|

¥ (- )4[TMP( Tonp (k) = (—&* ) 240 |7, (k) = T, (k)
= (=8 ) 20 [T53p () = T5p ()| (=" ) o 15 k) =7 0
+ (&) 202 [Ty (k1) + T3, kzﬂ (&) o2 [T (k) + T (k)]
+m {78 [T,y (ko) | g0 [T1h (k1. ko)

+4q, [T(f;‘,; (k],kz]:Fquqg [TPV kl,kz]}

+(c+p). (3.55)

A contragio gM T LVpo ¢ feita exatamente como no caso da contra¢gdo com 0 momento,
dividindo a amplitude em tensores com diferentes cardteres de vértice e contraindo separada-

mente

i
" [Titno] = g {1 Tivoa] + [ Tia] + [Tl - G50
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A contracdo das formas explicitas de cada tensor, apds algumas manipulagdes algébri-

cas, nos da

VvV 4%
g [Tuvpc] =8 [guvTuo;vp_

—4 [Q“Tc;/;;‘ip

TAA AA
g [Tuvpc] =8 [guvTuo;vp_

—4 q#Té;;‘ip

—44° [g” VTuV;‘v’p]

+240 [q“TquV] +(cep),

| _4qo [g/,thAA ]

uivp

+245 [q“T,fS‘} +(c<p) .,

8" [ Tilos| =8¢ Tt + 8" Ti% |

uvpo

Fiqc [g“vTvV;A

up T8 Lvup

uvTAV }

F4 (¢ Ty + 4 Tl |

+2q6 [q“ T‘Y ;,4

Através dos resultados (3.8)-(3.15), (3.23)-(3.29) e (3.39)-(3.43), obtemos

gH [?VV } —4 [T;/;p (ki) +TY, (kz)] -

uvpo

+8m [Tg;‘; (kl,kz)} —4gsm

uvpo

+q“le‘,‘§] +(cep).

240 T3 (k1) + 7Y (ko))

[Tﬁ;W (kl,kz)] +(c+p),

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

g [?AA } —4 [T;/;p (k1) + Yy (kz)] — 24 [TPV (ki) +T) (kz)} t(oop), (6D

M [T;XPG] — 438 [Tg‘;p (ki) + T2, (kz)} ¥

+8m [Tg;/}) (kl,kz)} F4gem

4q0 [T (k) + T3 (k)]

[T,fA (kl,kz)} t(cep).

(3.62)

Os resultados apresentados nesta se¢io serdo Uteis para as andlises que serdo feitas no

proximos capitulos. No préximo capitulo vamos apresentar o método que utilizaremos para

manipular a calcular as sub-amplitudes de T“va o
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4 METODO PARA MANIPULACAO E CALCULO DE AMPLITUDES PERTURBA-
TIVAS EM TQC

As amplitudes perturbativas pertencentes a um determinado processo fisico da TQC,
dentro de uma aproximacao 1-loop ou superior, sio combinacdes de integrais de Feynman, que
ndo raramente sdo divergentes no regime ultravioleta do momento de integracdo. Do ponto
de vista matematico, uma integral de Feynman divergente é caracterizada por uma estrutura
matemadtica indefinida e que tem como origem o produto de distribuicdes (deltas de Dirac e
func¢des degrau de Heaviside) tomadas no mesmo ponto do espaco-tempo (ASTE, 2008).

O procedimento usual para lidar com as divergéncias € a introdu¢do de algum tipo de
modificacio e/ou cutoff que torna as amplitudes finitas. Apds os célculos, se toma um "limite
de conexdo" para voltar ao regime original. Estas modifica¢des caracterizam os métodos tra-
dicionais de regularizacdo. Idealmente, um método de regularizacdo deveria ser apenas uma
ferramenta qtil para se desenvolver os célculos intermedidrios necessarios para fazermos predi-
coes de observdveis relacionados a processos fisicos de interesse. No entanto, na pratica, ndo é
isso que ocorre. Os resultados finais sdio comumente dependentes do método particular adotado,
e os eventuais parametros introduzidos devem ser incorporados ao modelo ao qual as integrais
de Feynman sdo oriundas. Esta € a uma das arbitrariedades associada aos métodos de regulari-
zacdo, cuja escolha em particular passa a ter um papel decisivo nos resultados obtidos. Como
o poder de predi¢cdo de uma teoria reside exatamente no fato de que os resultados devem ser
independentes das escolhas de quem os aplica, temos uma situagdo no minimo desconfortivel
do ponto de vista epistemoldgico.

Em particular, sabe-se que uma das consequéncias da utilizacdo de um método de re-
gularizagdo € o estabelecimento de um valor especifico para os chamados termos de superficie.
A Regularizacdo Dimensional (HOOFT; VELTMAN, 1972), que é o método de regularizacio
mais utilizado na literatura, tem como hipétese fundamental que os termos de superficie sdo
nulos. No espacgo-tempo (1 + 3)-dimensional este é um resultado importante, porque permite
associar um resultado nulo a amplitude AV, o que seria esperado por consideracdes de sime-
tria de conjugacdo de carga e paridade (JACKIW; GERSTEIN, 1969). Além disso, os termos
de superficie geralmente estdo associados com as ambiguidades provenientes da liberdade de
escolha dos rétulos atribuidos aos momentos internos aos loops.

Porém, em algumas situagdes importantes, parece ser necessario admitir um valor ndo-

nulo para os termos de superficie. Este foi o caso da j4 citada anomalia ABJ, onde, nos primei-
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ros estudos sobra a mesma, um valor ndo-nulo para um termo de superficie foi necessario para
explicar a fenomenologia do decaimento do pion neutro (BELL; JACKIW, 1969) (JACKIW;
GERSTEIN, 1969). Nesta interpretacao, o fendmeno das anomalias esta intrinsicamente rela-
cionado as divergéncias e ambiguidades, que sdo ingredientes exclusivos dos calculos perturba-
tivos. Em oposi¢do a isto, se aderirmos ao ponto de vista de que as anomalias sdo fendmenos
fisicos inevitdveis e com consequéncias verificdveis experimentalmente, entdo o seu resultado
ndo pode, em ultima instancia, depender de qualquer ingrediente metodoldgico utilizado em
passos intermedidrios. Do contrdrio, cometeriamos a faldcia de confundir o método utilizado
com o objeto estudado.

Tudo isso nos leva a crer que para termos uma teoria consistente devemos, no minimo,
tratar todas as amplitudes, independentemente do modelo ou teoria, da mesma maneira. Do
nosso ponto de vista, o correto manejo das divergéncias deve ser baseado em alguma prescricao
que trate os mesmos objetos matemadticos, independente do seu cariter indefinido, da mesma
forma em todos processos fisicos ao qual ele possa pertencer. Nao nos parece plausivel admitir
uma interpretacdo que seja mais conveniente caso-a-caso, atribuindo diferentes valores para o
mesmo objeto matemadtico, como parece ser o caso dos termos de superficie, visto que isto
seria o equivalente a abrir m3o do poder de predi¢do da teoria. O resultado, obviamente, seria
arbitrario.

A situag@o descrita acima claramente ndo € a ideal, devendo-se buscar uma estratégia
alternativa de modo que todos os problemas podem ser tratados consistentemente dentro de uma
unica receita. De fato tal método existe e foi proposto alguns anos atrds por Battistel (1999).
O referido método € universal e de facil aplicagdao baseando-se na utilizacdo recursiva de uma
identidade algébrica para reescrever de maneira conveniente os integrandos das integrais diver-
gentes (para aplicacdes do método o leitor pode consultar, por exemplo, as Refs. (BATTISTEL;
MOTA; NEMES, 1998), (BRIZOLA et al., 1999) e (BATTISTEL; DALLABONA, 2002a)).

Esta identidade pode ser da forma

N (2k- ki + K2+ A2 — m?2)’

(k+k) jz (k2 —A2)/ !
P+ (2k ki +k? + A2 — .
(& = 22)" | (ke ki) 2

mz)N+1

+(— 4.1)
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Aqui, N é o grau superficial de divergéncia da integral, A é um parametro arbitrario com
dimensao de massa e k; € o momento (arbitrario) associado as linhas internas dos loops. Esta
identidade faz simplesmente o papel de separar a parte finita da puramente divergente, alocando
as divergéncias irredutiveis em objetos que ndo dependem de parametros fisicos, e que sdo
levados até o fim dos cdlculos sem serem calculados explicitamente.

Para exemplificar o método de forma explicita, vamos aplicd-lo no calculo simples de

uma fun¢@o de 1-ponto vetorial em (1+ 1)D, definida como

/ dzk k—l—k,-)a}/a—l—m
D; ’

de k+k
/ Tr [Vu?’a}
dzk 1
m / (2n)25iTr (7] - (4.2)

Toma-se também o cuidado de rotular o momento interno da maneira mais geral possi-
vel, de modo que as ambiguidades associadas possam ser facilmente rastredveis. A substitui¢dao

dos tragos das matrizes de Dirac nos leva a
T, (ki) =2 [T (k)] + ki [11 (k)] - (4.3)

Os objetos I, e I fazem parte de uma classe de integrais de 1-ponto definidas como

k|1 ky, kuky,...]

o) B (4.4)

|:I]7[1/J7]1‘UV7"'] (kl) :/
Explicitamente, a integral /; diverge logaritmicamente, de modo que aplicamos a iden-

tidade com N = 0 e obtemos

d’k 1
hik) = / (2m)?D;’

_/ d’k 1 / d’k 2k-ki+ ki + A% —m?
- (27[)2 k2 )LZ (271_)2 (k2 _ }LZ)D

4.5)

Notamos que a primeira integral diverge logaritmicamente e ndo carrega nenhum pa-

rametro fisico, enquanto a segunda, onde esperamos que a "fisica" esteja contida, € finita. A



integral finita pode ser integrada resultando em

i m?
11 (k,) = Ilog (2,2) — mln (ﬁ) 5

onde definimos o primeiro objeto divergente irredutivel (divergéncia logaritmica)

k1
hog (A%) = / n)? (—22)

Aplicando a mesma identidade com N = 1 para a integral /1, obtemos

d’k Kk
Ly (ki) :/ (27[)2 (k2 _“;Lz)

/ d*k ky (k2 +2k - ki+ A% —m?)
(

27> (K2 — A2)?
/ Ak Ky (K2 +2k-ki+A2 —m?)’
(2m)° (k2 =A%)’ D;

Ap6s a integragdo da parte finita obtemos

[ m?
Iy (ki) = = (k)° [Age (A%)] = (ki) { ioe (%)) = @ " (ﬁ) } ’

onde Ay, ¢ € um segundo tipo de objeto divergente definido como

A’k kuk k1
2N pre et
Ang (A7) = / (1) (2 —22)? gu«’é/(zﬂ)z 22

A expressao para T!Y (k;), entdo, torna-se simples

Ty (ki) = _Zkig [Ague (A%)] -
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(4.6)

4.7)

4.8)

4.9)

(4.10)

4.11)

Note que o resultado (4.11) € totalmente ambiguo, pois depende diretamente da rotula-

¢do do momento interno k;.

O mesmo procedimento pode ser igualmente aplicado para calcularmos qualquer outra

amplitude perturbativa a nivel 1-loop. No Apéndice C listamos os resultados das fungdes de

1 e 2-pontos que serdo necessarias para o estudo das sub-amplitudes que formam a amplitude

TG

Lvap (g) e que serdo apresentadas no préximo capitulo.
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5 CALCULO EXPLICITO E CONSISTENCIA DAS SUB-AMPLITUDES

Tendo apresentado o problema que sera objeto de estudo no presente trabalho asim como
o esquema utilizado para tratar as correspondentes integrais de Feynman, partimos agora para
o cdlculo explicito da amplitude gravitacional TqupG' Vimos na Eq. (3.46) que esta amplitude
pode ser organizada como uma combinacdo de sub-estruturas compostas por vértices vetoriais
e axiais que possuem dois, trés e quatro indices de Lorentz. Estas sub-estruturas formam um
conjunto de amplitudes que podem ser estudadas separadamente. Vamos exigir que cada sub-
amplitude separadamente esteja de acordo com suas propriedades de simetrias. Isto significa,
por exemplo, que a corrente vetorial deve ser conservada e a divergéncia da corrente axial deve
ser proporcional a pseudo-escalar. Como vimos no Capitulo 3, estas propriedades de simetria
sdo usadas para estabelecermos as identidades de Ward.

Antes da andlise das identidades de Ward vamos considerar, como uma exigéncia de
consisténcia minima, a anélise das RFGs. Estas relacdes sdo obtidas sempre que contraimos
um ou mais indices de Lorentz de uma amplitude perturbativa com um momento externo ou,

no caso de 79

Livpo> com a métrica, conforme discussao feita no Capitulo 3. Como ja dissemos

anteriormente, a andlise das RFGs pode ser usada como uma ferramenta importante na busca
por técnicas consistentes de tratamento de amplitudes perturbativas divergentes.
Neste capitulo vamos considerar o estudo detalhado de todas as sub-amplitudes que

formam TG

uvpo- Dividiremos esta andlise em trés etapas: (1) calculo explicito das amplitudes,

(2) verificagao das relacdes entre funcdes de Green usando as formas explicitas das amplitudes
e (3) verificacdo das identidades de Ward para as amplitudes onde estas estejam definidas. A
riqueza de detalhes dos cdlculos apresentados serd muito importante para enfatizarmos alguns
passos criticos do tratamento das sub-amplitudes e que serdo fundamentais para as conclusdes
finais do trabalho. Entretanto, por questdes de clareza das discussdes, sempre que possivel

apresentaremos alguns resultados em forma de apéndices.

5.1 Amplitudes com dois vértices vetoriais

A primeira classe de sub-amplitudes que vamos estudar sao as funcdes de dois pontos

com dois vértices vetoriais.
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5.1.1 Amplitude T‘Y v

Iniciamos nossos célculos pela funcao de dois pontos vetor-vetor (TLYVV) que, no contexto
da QED;, é chamada de tensor de polarizag¢do do vdcuo e é de extrema importancia por dar a
correcdo em ordem 1-loop do propagador do féton. Nossa primeira tarefa € o calculo explicito
da amplitude. Para isso temos que manipular objetos mateméticos formados por produtos ma-
triciais de vértices e propagadores fermidnicos livres que, quando integrados no momento do
loop, podem resultar em quantidades divergentes. Portanto, precisamos utilizar algum método
ou procedimento para trabalhar com tais quantidades. Neste trabalho todas as manipulacdes e
calculos envolvendo quantidades divergentes e/ou finitas serdo feitas de acordo com as prescri-

coes e filosofia do método apresentado no Capitulo 4.

Calculo explicito

A amplitude T}, € definida a partir de (2.89) tomando-se I'; =y e I = o

d’*k 1 1
4% _

Ap6s a extracdo dos tracos das matrizes de Dirac a nivel de integrando temos

1
iy =25 | (k) (kb ko), (kR (k)
1
+ &uv {—2D—12 [(k+ki) - (k+ko) —m?] } : (5.2)

E conveniente colocarmos esta estrutura tensorial na seguinte forma
TV (ki,ka) = Ty (ki k) + v [T7F (ki k)] (5.3)

onde definimos o tensor simétrico

(k+ki)y (k+k)y, + (k+ki), (k+k2),
Dy

2

(+) / d°k
Ty (ki ko) =2 , 5.4
uv (ki,k2) (1)’ (5.4)

e a amplitude de dois pontos pseudoescalar-pseudoescalar

PP [ d%* r{ 1 1 }
T (kl’kZ)_/—(Zn)zT 5 —m Sk = (5.5)
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TPP

O tensor Tﬁf) e a amplitude podem ser facilmente organizados em termos de inte-

grais de Feynman usuais. Obtemos

Tpgj) (kl,kz) =4 [IZuv] +20y [IZ;L} +2Qu [IZV] + (QuQv - qMQV) [12] ’ (5.6)

T (ki,ka) = ¢7 [B] — [ (k1)) = [1 (k2)] - (5.7)

Aqui, Q é definido como a soma dos momentos internos dos propagadores do loop,

Qu = (ki +k2)y, e é totalmente ambiguo. As integrais sdo definidas por

d*k {kuky:ky;1}
byuviby:hy = ; (5.8)
d*k 1
I (ki) = / . (5.9)

(27)" | (k- ki) = m?|

Os resultados destas integrais, obtidos segundo as prescricoes do método discutido na
Secdo 4, sdo apresentados no Apéndice A. Enfatizamos apenas que as tnicas integrais divergen-
tes e que, portanto, necessitam atengdo especial, sdo Iy (k1,k2) e I1 (k;). As integrais finitas,
por outro lado, s@o calculadas através de técnicas bem estabelecidas. Apds a utilizacdo dos

resultados (30), (31) e (32) obtemos

va—) (k1,ky) =2 [AZ;uv] +2guv [Ilog (mz)}
(2) o) [ (2) 6 )

T

- (ﬁ) guqu [5(5_1) (q2,m2)} (5.10)

TP (ki ky) = —2 [Tog (m?)] + (ﬁ) 7 & ()] (5.11)

Como € possivel ver nas expressdes acima, a parte puramente divergente nao foi in-
tegrada mas simplesmente organizada em termos dos objetos divergentes basicos, Jjog (mz) e

Aoy (mz), definidos nas Eqs. (4.7) e (4.10). A parte finita, por sua vez, foi organizada em
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termos das fungdes ék(N) (qz,mz), definidas por

£ (2, m>m? /dzzkln< )>, (5.12)
ék(*l) (qz,mz):/0 dzﬁ, (5.13)

onde Q(z) é o polindmio Q(z) = ¢>z(1 —z) —m? e k > 0. Este serd o padrio dos resultados
apresentados de todas as amplitudes que calcularemos neste trabalho.

Inserindo os resultados apresentados acima na expressao (5.3) obtemos
I —1 ~1
T (ki ko) =2 [Agy] + (E) (quav — guva®) &8 (¢2m?) =&V (2md)] . 5.14)

Como proximo passo vamos submeter o resultado (5.14) a um teste de consisténcia

minima através da verificacdo das suas RFGs.

Relacoes entre Func¢oes de Green

A fim de testar a consisténcia minima do resultado (5.14) vamos verificar se as RFGs
foram preservadas pelas manipulagdes realizadas. Como ja mostrado no Capitulo 3, as RFGs

que esperamos serem satisfeitas pela amplitude T;Y\Y sdo

g [T (ko) | = = [T (k)] + [T (k2)] (5.15)

¢ |14 (ko) | = = [TV (k)] + |7 ()] (5.16)

Para verificar estas relagdes, necessitamos reorganizar o resultado explicito da contracao
de (5.14) com o momento externo g de modo que possamos identificar uma diferenca entre duas
fun¢bes de um ponto vetorial. Notamos que a contragdo com g elimina trivialmente o termo

finito do resultado pois

7" (quqv — guvd®) =0. (5.17)

Obtemos entdo

g [TquV (kl,kz)} =2 (k)" [Agv] =2 (k)" [Agipv] (5.18)
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De fato, este valor é igual a diferenca T, (ky) — T\ (k;), como podemos constatar a
partir do resultado (4.11). Sendo assim, a RFG (5.15) € identicamente satisfeita. Convém notar
que esta relagdo € satisfeita apesar do carater divergente dos objetos que a compdem. A mesma
andlise e conclusdes sdo igualmente validas para a contracdo com o indice v, relacao (5.16).

Como préximo passo podemos verificar se o conteddo de simetria basico pode ser man-

tido pela expressao (5.14).

Identidades de Ward

Para as chamadas teorias de gauge é fundamental que as amplitudes do cdlculo pertur-
bativo preservem a simetria de gauge. No caso do tensor de polariza¢do do vicuo, a invariincia
de gauge (conservacdo da corrente vetorial) implica que a contracdo com 0 momento externo

deve anular-se,

¢ [T (ko) | = " | T (i) = 0. (5.19)

Porém, é facil notar que isto s6 serd verdade se o lado direito da Eq. (5.18) for nulo, ou
seja,

— (ko))" [Agsv] + (k1)* [Aguv] =0 (5.20)

Visto que ndo podemos tomar ambos 0os momentos internos kj e k, nulos, pois tal escolha
6bviamente implicaria num momento externo também nulo, nota-se que a tnica possibilidade

da expressdo acima ser satisfeita € se o objeto Ay, for identicamente nulo
Ay =0. (5.21)

Esta relacdo é comumente denominada relacdo de consisténcia para a invaridncia de
gauge, e ¢ uma condicio necessdria e suficiente para manter a simetria de gauge (BATTISTEL,
1999).

E interessante notarmos que o tensor Ay.,y tem a estrutura de um termo de superficie,

pois podemos escrever

d*k 0 ky
S = [ Gty (@) 22

Sendo assim, no contexto da Regularizagdo Dimensional, por exemplo, A,y seria au-

tomaticamente nulo. Isto deve-se ao fato que, por constru¢ido, no método da Regularizagdo
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Dimensional termos de superficie sdo tomados como sendo nulos, apesar do integrando ndo sa-
tisfazer os critérios de convergéncia necessarios na dimensao considerada. A mesma conclusao
também pode ser obtida segundo a prescri¢do de Pauli-Villars (BATTISTEL; DALLABONA,
2002b).

Por outro lado, se assumirmos valida a integracao simétrica e a linearidade na operacao

de integracdo, encontrariamos um resultado ndo nulo pois

d*k 2kuky d*k 1
Ag:py :/ 2 2 _/ 2 (12 2) °
(2m)? (k2 —m?) (2m)* (K> —m?)

d*k k2 d*k 1
:g‘”/ (2m)? (kz—m2)2_/ (2r)* (K2 —m?)’

B / k. m?
) am e e

i
=—— . 5.23
4 7'Eg uv ( )
Este resultado é comumente encontrado em algumas andlises sobre o fendmeno das

anomalias. Por ora deixaremos estes fatos apenas como observagdes, adiando a andlise das suas

consequéncias para mais adiante.

5.1.2 Amplitude 7)),

A préxima amplitude a ser investigada tem trés indices de Lorentz, sendo que um deles
¢ atrelado a um momento interno do loop e ndo a uma matriz de Dirac. Isto se deve a presenca
de um acoplamento derivativo na Lagrangeana do modelo. Tais amplitudes ndo sdo tipicas de
modelos renormalizdveis mas, por outro lado, podem ser parte de modelos efetivos, que s@o

ndo-renormalizdveis. Primeiramente consideremos o cilculo explicito da amplitude.
Calculo explicito

A amplitude € definida como

d*k
(2m)?

Ty (ki ko) = / (k+ki), Tr { (5.24)

1 1
mk+h—m%k+h—m}'

TVV

De maneira andloga ao calculo da uv

podemos decompor a amplitude em duas estru-

turas tensoriais

Tyhy (ki k) = [T (ko) | + gy 27 (k1 k)| (5.25)
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onde definimos

2 k+k k+k k+k k+k
TP(L)V(khkz):Z/ (d k2 (k+k1)pTV{( + l)/.i( + 2)V+( + I)V( + 2).“} ’ (526)

27) Dy
d’k 1 1
PP _
Ty (ki,k2) = / (21)? (k+k1), TF{YS sy /éz—M} : (5.27)
Em termos de integrais de Feynman temos
Tyl =4 { [Iouvp] +kip [Buv] } +2 (k2 K1)y { [Bop] +kip [12u] }
+2(ka+ki)y { [vp] +kip [l2v]}
+2 (klka,u —|—k1'uk2v) { [Izp} +kip [12]} , (5.28)
1" == [hyp (k)] —kip [I (k)] = [Lp (k2)] = kip (11 (K2))]

+ (ko —k1)* { [Bop] +kip [B]} - (5.29)

Substituindo nas expressoes acima os resultados das integrais, que podem ser encontra-

das no Apéndice A, obtemos

p”v__ 0" / d2k 8kak“kvkp ) / d*kc 2kukp
(

m)? 27)2 (k2 —m2)?2

dzk 2kvkp d*k 2kyky
+ou [ +2k [
u (27[;)2 (k2 _ m2)2 p (271_)2 (kz . m2)2

—28uvdp [51(0) (qz;mz)} +44pquqv [53(*1) (¢%m?) — &Y (qz;mz)] , (530

de 2kokg d*k 1 _
TPP _Q / . )2 _Zklp/ (27'5)2 (kz _mz) +Clpq2 [gl( D <q2’m2):| . (5.31)

Substituindo os resultados acima em (5.25) obtemos

TVV —_o~ / d? k 8kvkukpkoc / d’k 2kykp
p; MV )3 (271')2 (k2 —m2)2
de 2kvkp d2k 2kpke
+Qu/ (2%)2 (kz—mz) gqu / k2 m2)2
d*k  2kyky d2k 1
e
P aR e —m)? P n =)
dp [rvv
+5 [Tuv (q)] (5.32)
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Notamos que a amplitude 7};)}" aparece como uma sub-estrutura de 7., e carrega todo
o seu conteddo finito. As integrais puramente divergentes, entretanto, podem ser reduzidas
tensorialmente utilizando as definicdes dos termos de superficie apresentadas no Apéndice B,

nos levando a seguinte expressdo para a amplitude:

T;Y;Xv (¢,0) =— Q“ [D3;pvau} + 0y [AZ;up} +0u [Az;vp}
+0%{guv [A2pa] — gpv [Aian] — 8pu [Borval }

+ 21 @) . (5.33)

Seguindo nosso roteiro de andlise, devemos agora nos questionar se o resultado acima

. ~ ~ 4%
satisfaz as relagdes entre fun¢des de Green esperadas para T, .

Relacoes entre Funcoes de Green

As RFGs pertinentes para a amplitude TS/;XV sdo as seguintes (vide Capitulo 3)

g [T Gk ko) | == [T (k)| + 13 (k)| (5.34)

¢ [Ty (ko) | == Suva® [T (k) + T (ko)

& |1 (k)] (5.35)

ghP [TPV;XV (kl,kz)} = [1) (k)] +m [TVSV (ki ,kz)} . (5.36)

Verificaremos estas relagdes individualmente, a comecar por (5.34). Inicialmente con-
traimos 0 momento externo ¢g" com a expressdo (5.33). Ao longo dos cdlculos, nos valemos da
expansio

0%4P = (ki +ha)* (kr — k)P =Kk — k8 + [kl k]

e notamos que o elemento entre colchetes € antissimétrico frente a troca de indices de Lorentz.
Deste modo, sabemos que todos os termos em que este elemento estiver multiplicando um

tensor simétrico sdo identicamente nulos, o que permite um cancelamento de termos. Esta
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¢ uma propriedade util nos nossos caclulos, que eventualmente envolvem integrais que sao
tensores simétricos pela troca de dois indices.
Também notamos que a contragdo com o ultimo termo de (5.33) j4 foi calculada anteri-

ormente, € gera o seguinte resultado
wldp TVV | — u [A ]
q 5 | Tuv =d4pq 2;uv]|

eliminando totalmente os elementos finitos de g [TPV;XV]. Apds uma certa quantidade de ma-

nipulacoes algébricas, pudemos reorganizar a contragio da seguinte forma

q" [Tpv;;‘jv} = (kixkllg _kgk§> [D?,;pvaﬁ]
— (k04— KK ) gpv [Bniap] +2 (kivkS —KovkE) [Aoap]

+ (kK = k3) [Agp] — 2K (ki —k2) , [Asa] -

Por outro lado, no Apéndice C temos o resultado da amplitude de 1-ponto TPV;v (ki). A
partir deste resultado, € uma tarefa simples identificar que a expressao obtida acima corresponde
a diferenca das fungdes de 1-ponto [T,}fv (kz)] - [TPV;V (ky )] , estando portanto verificada a RFG
(5.34).

A segunda relag@o também dever ser manipulada com o mesmo objetivo: reorganizar os
termos para tentar-se identificar as sub-estruturas representadas no lado direito da igualdade em

(5.35). Apés a contragdo com o momento g e algumas manipulagdes algébricas, obtemos

o [100] =~ 0 { Dospven] — gy [Asiap]} +4° Qv 0v0P) [Ar)

2
+ [0 0 = 4uQ®] [Bawp] + L |11V ] - (5.37)

Se utilizarmos os resultados das amplitudes T, (k;) e T,} (ki) (Apéndice C) podemos
identificar, no resultado acima, as somas de sub-amplitudes representadas em (5.35). Logo a

relacdo entre fungdes de Green também € automaticamente satisfeita.
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A dltima RFG a ser verificada é (5.36). A contragdo g"P com a forma explicita (5.32)

fornece
de 8ky ko k> d*k 2k>
VV VR
gmlpbﬂv =-9 /1 f’kQV/kznf(kz—nﬂP
d2k 2kvka d*k 1
+30° / )2 _QV/(zn)z (K2 —m2)
Clp 4%
. |:Tpvi| _ (5.38)

Pelas defini¢oes dos objetos L3.qvup € Ag.yp (Apéndice B), € facil ver que

A’k 8kykyk*

21)* (k2 —m?)?

+2[Ag.qv] +48av [fog (mZ)] ; (5.39)
d’k 24
/ el (@—m) (8P Aaiup] +2 [Tog ()] (5.40)
d*k  2koky
/ (2m)* (k2 = m)? [A2ipv] +8pv [Tiog ()] - (5.41)

Entao obtemos

g™ [TPV;XV] =— 0" [¢"° Usavup] + Qv [8"P Aaypip]

o q" [y
— 0% Al + [Tuv] : (5.42)

De acordo com o resultado (5.18) temos também
¢ [Th] = 24" [Bar] (5.43)
e assim

g’ [Tpv;;‘:v} =—Q" { [gp“D&avup} —8av [gp“AZ;up} } _Zklz) [AZ;pv} : (5.44)
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Porém, o resultado esperado, de acordo com o cdlculo explicito do lado direito da iden-

tidade (5.36) seria simplesmente
&t | T ] = 208 [aopn] - (5.45)

H4, portanto, termos potencialmente violadores da RFG (5.36) na contracdo explicita da

amplitude com a métrica. Estes termos sdo:

vv
g [Tp;uV}

=-0° { [gp”D&ocvup} —8av [gp#AZ;up] } (5.46)

viol

Para que a RFG (5.36) seja satisfeita deveriamos esperar que gP* [TPV;XV]

Como Q% = (k; + k)% ndo pode ser dito nulo arbitrariamente, a tnica possibilidade da RFG

seja nulo.
viol

ser satisfeita é o termo entre chaves ser nulo, o que implica em

ghP Ussavup :gocvg#pAZ;up )

= gavgupDS;avup ZZgupAZ;up (5.47)

Por ora, podemos observar que a RFG (5.36) ndo é automaticamente satisfeita mas de-
pende da existéncia de uma relagdo especifica entre dois objetos divergentes. Voltaremos a esta
discussdo em um momento mais oportuno em nosso trabalho.

Passamos agora para a andlise da ultima amplitude de dois vértices vetoriais, Tc‘,/l;/; uv-

5.1.3 Amplitude 7,7,

E valido enfatizar, novamente, que a riqueza de detalhes apresentada nos célculos a
seguir tem um carater pedagdgico e também permite ao leitor verificar explicitamente as afir-

macoes e conclusdes baseadas neles.

Calculo explicito

TVV

po:uv € definida como

A amplitude de quatro indices

d*k
(2m)?

(5.48)

ng’w(kl,kz):/ (k+k1)6(k+k1)pTr{

1 1
W —m ™ g kz—m}‘
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Seguindo a mesma filosofia de cédlculo adotada para as amplitudes de dois e trés indices,

podemos decompor a amplitude como

uv op (k1,k2) = /.Ev)crp +8op [ ;f\lzg(kbkz)] ) (5.49)

onde

Tcgft;)uv =4{[Luvop] +kio [Luvp] +kip [Luve] +kickip [Luv] }
+2(ka+k1)y { [opop] +Kio [up] +kip [ops] +kickip [Lu] }
+2 (k2 +k1)“ { [IZVO'p} +kic [IZVp] +k1p [IZVG] +k10'k1p [IZV]}

+2 (kivkoy +kigkay) { [op | +kio [bp] +kip [ho] +kickip ]} (5.50)

o [ d% 1 1
T —/< N T S e T

27t)
— [Ny (k)] = ki [Ly (k)] = Ky [T (k)] = kigkay [ (k)]
[Iluv (k2)] — ki [Ly (k2)] — k1y [ (k2) | — kypkry [T (k2)]
+ (ks —k1)* { [Buv] + ki [Bv] + ki [Bog] + Kigkiy [B]} (5.51)

Os resultados das integrais de Feynman representadas nas expressoes acima podem ser

consultadas no Apéndice A. De posse destes resultados obtemos, apdés um cdlculo longo e



tedioso,

T,

(o

v d*k 2kskp d*k Akykykskp
piuv :_guv/( /

271.)2 (kZ_mZ) + (27[)2 (kz_mz)z

d*k Akykvkok B ap [ d%k dkokpkekg
_ k2+k2 / 14 P_ kak +kak /
K+0) | G (= may? s (K7 4543 (27)® (k2 —m2)’

d?k Akykykyke
(2m)* (k2 —m?)’
d*k Ak kgkok
B o xRokpho
(8uzgve +8vagug) (ke +k1)g (ki + k) /(27r)2 (k2 — m?)?
d*k 16kykykskpkakp
er) (2 —m2)*

+ [guv (k% +h5 + (ki — k2)2> +2 (kigkay +k1vk2u)} /

—2(8oy8pe + 8py8oz) kig (ki +k2)* /

+ (kenf kel agil) [

d*k  kokp
(2m)* (k2 —m?)*

d*k  2kyk, d’k  2kukp
—|—k16 {(k] +k2)#/ (27[)2 (k2 —m2)2 + (kl +k2)v/ (271.)2 (k2 _m2)2

A’k 2kyk d*k  2kyk
+k1p{(k1+kz)”/( 4 “)2+(k1+kz>v/( 22 }

2m)? (k2 — m? 2m)* (K2 —m?)?

A’k 2k kg d*k  2kgky
+guv (ki +k2) %< ky / P +ky /
AR er)? —m2)? ") 2n)? (k2 —m2)?

1 A’k 2kyky A’k guv
Ygkip — " _/ u
+ ( 1oKl1p 2610%) {/ (271:)2 (kz—mz)z (271')2 (k2 —m2)

i [,quqvqsq
an {2% +q° (gvpguo +8vogup) — av (gucdp + gupdo)

_|_

~au (2vpao +vaap) } 28" (¢75m) ~ (" (475
2
+ ﬁ? (404p — 4*80p) (duav — *guv) |6 (%) =& (%)
I
4

59

+-qp4o [T p } - (5.52)
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Ap6s a reducio tensorial das integrais divergentes bédsicas em termos dos objetos diver-
gentes basicos, podemos escrever

Tg;;/uv Dopuv + (8pugov + 8pv&on) [lquaa (mz)]

1
+ {g (guvgpcq2 —8uvqpYqo —gcp(I;Mv)

1
- 8 (gupgvoqz —8upqvqc — gva‘]u‘]p)

1
6 (gvpgung —8vp4udo — 8ucqvdp) } [og (mz)]

[ qudvdocd
+— {2% +q2 (8vpguo +gvc8up) —dqv (guGCIp +gup‘10)

4r

—qu (gVPQG +gVGQp)} |:2§2(0) (q2;m2) _ gl(O) (q2;m2):|
2
AT g? (

1
+ ZQpCIG [T;Y\Y] ) (5.53)

+ 4odp — 4*80p) (duav — *euv) |&° (a%m?) =& (%m?) |

onde isolamos os termos de superficie no tensor Zsp v, que estd definido no Apéndice B.

4%
Tcp QAR

Observamos novamente a presenca do tensor de polarizacdo do vidcuo como parte da sub-

As expressdes acima sdo longas devido ao carater tensorial da sub-amplitude

estrutura tensorial de Tc‘,/g/ Ly

Relacoes entre funcoes de Green

Similarmente aos casos anteriores, as relacdes entre fungdes de Green pertinentes sao

obtidas pela contracdo da amplitude com 0 momento externo e com a métrica tal que

" [Tcp uv (k17k2)} - [Tcyp;v (kl)} + [Tgp;v (kZ)] ) (5.54)
4° | To U ko) | = %guvqa (T (1) + T (k2)|
+ %‘]u [Tpv;v (k1) — TpV;v (k2)]

|

+1qv[ (k1)+T (ko)

2
[TV[.LV (k1) — puv(kz)]

+%q [TVV (kl,kz)} , (5.55)

8" [Ty (ki) | = [T (ko) | 4+ m | T35 (ki o) | (5.56)
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Para verificarmos a primeira rela¢do, contraimos g" com a expressio explicita (5.53).
o 3 ) s 0
Primeiramente, notamos que a contragao com os termos que contém funcdes do tipo éi gera
um resultado nulo (dizemos que estes termos sdo invariantes de gauge) pois

2quqvqsq
q" {%Gp ‘|‘q2 (8vpgucr+gvog,up) +

—qv (8uodp + 8updo) — qu (8vpdo + 8vedp) }
= {2qvqodp +4* (gvpdo + gvodp) +
~qv (404p +apdc) — 4* (8vpdo +8vodp) }
—0 . (5.57)

q" {2 (C]GQp _gopq2> (thQV - guqu) }

=2(q6qp — 80pq") (°av —qvq*) =0 . (5.58)

O termo proporcional a Ijog (mz) também € invariante de gauge, se anulando na con-
tracdo. De fato, é facil mostrar que estes termos sempre geram um resultado nulo quando
contraidos com momento externo g em qualquer um dos quatro indices. J4 mostramos que a
contragao g* TlY\y gera um resultado puramente divergente. Desta maneira, todos os termos fi-
nitos s@o eliminados, e a expressido de gH TX;Y; uv contém somente objetos divergentes badsicos.
O resultado final é

1
q" [Tc‘r/g;uv (khkz)] = qu-@Gpuv + EQPQGQM [AZ;uv}

+ (ngGV ‘I'chpv) [Iquad (mz)} . (5.59)

A expressdo acima de fato coincide com a diferenca [Tc‘,/p;v (kz)} - [Tc‘,/p;v (kl)}, pro-

vando que a contracdo g* TV estd de acordo com a relacdo (5.54).
q a0 g L5p. v ¢
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A préxima RFG a ser verificada € a contragdo do momento externo com o indice ©.

Ap6s uma certa quantidade de operagdes algébricas, podemos organizar o resultado na forma

q° [TX,Y;W] = 4° Dopuv + (avepu + augpv) [lquaa (m*)] +
1
+ 5‘12 {0 [Osipvau] — Qv [Aoup] — Ou [A2ivp]
—Q“ (guv [A2:Pa] — 8pv [AZ;OW} —8pu [A2;va])}
1
+50* | T - (5.60)
O termo %qz |:Tpv;[.‘fvi| pode ser imediatamente identificado em (5.55). Os resultados das

amplitudes de 1-ponto vetorial T’Y v

(ki) e T;Y;v (k;) sdo apresentados no Apéndice C. A partir
destes podemos constatar que a expressao mostrada acima de fato coincide com o lado direito
da igualdade em (5.55).

A ultima RFG a ser verificada é (5.56). A contragdo de Tc‘,/’;/; uv Na forma (5.52) com a

métrica resulta na expressao
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gho [Tc;/;;/;uv} :_/ de2 ikpkv2 +/ d2k2 4]<2kpkv2

(2m)* (k2 —m?) (2m)” (k2 —m?)
d*k  4kkpky
(27)* (k2 —m?)’
A’k 4kPkykg
(21)° (k2 — m?)’

d*k  AKkpkq
‘“Y+b%‘“**”a/fmw2wz_;q3
d’k 2Kk
(27)* (k2 —m?)?
+(w@+w@+wﬁ)/d%f&%ﬂmfﬁ
2m)"  (k* —m?)

d*k dkpkykekpg
(21)* (k2 —m?)’

- (@ +43) [

— 2k1p (kl —f—kz)a/

+kip (kz—i—kl)‘,/

— (4kighoa +4kEf +2454F ) /
+d+8) |

+2k1p (kl —i—kz)a/

d*kc 2kpky
(27) (k2 — m?)?

d*k 2kykq
(27)° (k2 —m?)*

d*k 2kpkg
(2m)? (k2 — m?)°

d’*k  2kgk d*k 1
2%k / v /
T “’{ en? (@ —m2y ™) (@ny @ =)

i 1 _ _
+ an (‘IV‘Zp _gpqu) {g +2m* [2\52( 2 (qz,mz) - 51( b (qz,mz)] } .

Para chegar a expressdo acima foi necessario usar

d’k 2k g
n VV| _~ U unv . uv
¢ [ ] =24 [ (271:)2{(k2—m2)2 (kz—mZ)}' (5.62)

I . .
65, (¢m”) — 45" (q.m?) = —3 — 20 e (@) =& (@) 563)

Uma lista completa das relacdes entre as diferentes fungdes ﬁi(N), como a representada

acima, pode ser encontrada no Apéndice D.
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Como no caso da contracdo gPH* [TPV;XV} , a0 substiturimos as integrais divergentes ba-
sicas pelos objetos divergentes basicos na expressao (5.61), a identidade (5.56) ndo € automa-
ticamente satisfeita. Do contrdrio, existem termos potencialmente violadores da relagdo, que

Sao:

gh° [nguv} viol = [g)wDZ;/lﬁpv} - % (k% +k§) [glémx?bévp]
—kip (k1 +k2)a [gléDS;/léva}

(k1 +k2),, (ki +k2)® [815 DS;)Lépoc]

<k(lxklf +k‘f‘k§ +k§xkﬁ> [8/1524-)L§pvaﬁ]

-+
/; u.)|>—~[\.)|>~

1+k2), kip [gMAz;Mj]

(k“kﬁ + 1K+ 1K) [Dappval

_|_

kg -+ k5K -+ kP ) [Opvpal
%

_|_

(kekf + kKE + KRS ) [Dvpars]

+
[\ w|4>|—|w|[\)w|l\.)u|»—sw|»—/—\ UJILh

(k?k? kgL +k?kg) Ds.apvs)
(kivk§ + kovkS + 2kivkS — kovk$) [As:pa]

(k —i—k% + ki 'kz) +2m2] [AZ;vp}

W~

<k§xk? + kKD +k?k2a> 8pv [Do:ap]
[Al v ()] +28pv [TLyuaa (M) ] = 2m*gpy [og (m°)]

(qvqp gvpd’) - (5.64)

+ o+ o+

-P|N
W =

A RFG s6 é satisfeita, portanto, se gh® [Tgp‘/“v]

= 0. Esta condicdo estabelece um
V1o

vinculo entre os vdrios objetos divergentes.

Convém mencionar que a forma de gH° [Tc‘;/;;/ uv]

representada acima acima ndo €
viol
Unica, pois 0s objetos X4.;vpos L3;uvps € Lo;uvps N0 sdo simetrizados em todos os indices,
de modo que pode-se escolher um "indice preferencial" para expandir as integrais divergentes

em func¢do destes objetos. Porém, isto ndo desqualifica a anélise, que nos diz que a RFG s6 sera



satisfeita se a soma de objetos acima (ou alguma outra representacio de gh° [ng/; uV}

nula.

5.2 Amplitudes com dois vértices axiais

Ap6s a andlise das amplitudes do tipo vetor-vetor, passamos para a andlise das amplitu-

des com dois indices axiais, que € feita de maneira completamente andloga ao caso anterior.

5.2.1 Amplitude 7,

A fungdo Tﬁ‘(ﬁ‘ (k1,k2) pode ser interpretada dentro de uma teoria onde um campo boso-
nico de cardter axial (spin 1 e paridade par) se acopla aos campos férmidnicos, representando a

correcdo a nivel 1-loop da propagacdo do béson axial.

Calculo explicito

Ap6s a extracdo dos tracos, chegamos a seguinte expressao
TN (kt ko) = Ty (ki ka) — 8 T55 (ki1 ko) (5.65)

A sub-amplitude Tﬁf) ja foi definida e calculada anteriormente. O objeto 755 (ky, k)

representa a funcao de dois pontos escalar-escalar, como definido em (2.89)

S5 o d%k 1 1
Ik = | (zsz’"{ [y oy kz—m}’ (60

que podemos escrever em termos de integrais
T3 (ki ko) = — [¢* —4m*| b+ 11 (ki) + 1 (ka) . (5.67)

Ap6s substituirmos os resultados das integrais (ver Apéndice A), temos

SN N
(2n)? k> —m?  4x

55 (ky ky) =2 / (@ —4n?) [&7], (5.68)
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que juntamente com o valor de T‘E:,r), Eq. (5.10), nos leva ao resultado

A8 k) =2 ]+ (v [ &1

_ %guvmz Enl (5.69)

O préximo passo € a andlise da consisténcia da amplitude, quando as RFGs e IWs sdo

investigadas e as possiveis relacdes de consisténcia sdo identificadas.

Relacoes entre funcoes de Green

A RFG para esta amplitude € referente a contracdo com o momento externo, Eq. (3.23)
g [T,j‘é (kl,kz)] = TV (k) + T (ka) — 2m [TVPA (kl,kz)} . (5.70)

A contra¢do de ¢g" com a forma explicita (5.69) gera um termo divergente e um termo

finito

s [Tﬁ*é‘ (kl,kz)] =2¢" [Apipv] — 4mzéCIv [éé’”} . (5.71)

Este resultado deixa evidente que pode-se, de fato, escrever a contragdo como a soma
de sub-amplitudes, pois a parte divergente é identificada com a diferenca de funcdes de 1-ponto
TY (ky) — T (k1), como no caso de q“TlY‘Y , enquanto a parte finita é a amplitude T (k1,ky)
(Apéndice C). A relagdo (3.23) estd, entdo, verificada.

Identidade de Ward

Para a amplitude T‘f“,“ também h4 uma IW definida. O motivo disto é que esta amplitude
pode ser interpretada dentro de um contexto onde particulas axiais se acoplam aos férmions,
representando a correcao a nivel 1-loop da funcio de Green para dois campos bosonicos - o que
fisicamente corresponde a uma corre¢do quantica para a propagacdo do boson axial. Assim,
a amplitude perturbativa Tﬁ*{j‘ deve herdar o conteido de simetria da teoria, que foi definido
para a amplitude completa. Este conteido de simetria € referente a PCAC, e € representada

matematicamente pela IW

g [T;‘;‘ (lq,kz)] — 2m [TVPA (kl,kz)} . (5.72)
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A verificagdo desta identidade € trivial. Comparando (5.71) com o resultado explicito de
T2 (k1,k2), notamos que isto s6 serd verdade se o termo g Ay, for identicamente nulo. Isto
pode ser realizado novamente se admitirmos um valor nulo para o objeto A,,y, que € a mesma

condicdo obtida para TLY‘Y .

. AA
5.2.2  Amplitude 7,

A segunda amplitude com dois vértices axiais tem trés indices de Lorentz e é definida

por
T4 (k k)—/ P k) Tr{ ! ! } (5.73)
puv (K1,K2) = (277 1)p Tu?s i+ 5 AR i+ f—m| :
Calculo explicito
Para calculé-la, a escrevemos em termos de sub-amplitudes
T, (ki k) = Toady (ki ko) — g T35 (ki k) (5.74)
TP(L)V jé foi definida em (5.26), e TlfS ¢ definida como
55 (k k)—/d—zk(kwc) Tr{ ! ! } (5.75)
e T A Tay Ty auy ey |
Em termos de integrais, podemos escrever
15° = [Lp (k)] + [Iip (k2)] — (¢ — 4m®) [Ip]
+kip { [ (k)] + [ (k)] — (¢* —4m?) [B]} (5.76)

E substituindo o valor das integrais, obtemos o resultado explicito

d*k  2kyk
SS pro 2
Iy" =~ Qa/ (271)2 (K2 —m2)2 +2k1p [Ilog (m )}

— (4’7:)61,) (42 — 4m?) [gf*”] . (5.77)
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+)

Este resultado, juntamente com o valor explicito de Tp<; uv» Nos dd a expressdo explicita

para T[’;‘;ﬁv (kl y kz)

M e / d? k 8kvkukpka / d*k 2kukp
)3 v (271:)2 (kZ _mZ)Z

d2k 2kvkp d*k 2kpkq
+0 / + guvQ® /
u (1) (2 —m?)? Suv 27) (k2 —m?)?

d*k 2kuky d*k 1
+Qp/ (27I)2 (kz—mz)z _gquP/ (271:)2 (K2 —m2)

+‘%P [Tﬁt;l (q)] : (5.78)

que apods a reorganizacao em termos dos objetos divergentes basicos toma a forma

TpA;fLV (¢,0) =~ Q“ [D3;pvo¢u} + 0y [AZ;up} +0u [Az;vp}
+0%{guv [A2pa] —gov [Avian] — 8pu [Borval }

+ 218 @) - (5.79)

O resultado € bastante similar a TVV

p:uv»> €xceto pelo ultimo termo. De posse deste resul-

tado, verificamos as RFGs, que € o teste de consisténcia minima.
Relacoes entre funcoes de Green

Como ja mostrado no Capitulo 3, as contragdes de T 11y pertinentes ao nosso estudo nos

levam as seguintes RFGs:

g | Ty (ki ko) | == [T (k)| + 13 (ko) | = 2m [ T3 (K k2) | (5.80)
& [T (k)| =~ S [T (k1) + T (k)]

o [T (k) = 7Y ()]

+aav [T (k) + 1Y ()] = [T (0) = Ty (12)

gy | T5 (k1) = T5 (k) | = megy [T7 (k) + T7 (k2)]

+%q2 [T;‘é (kl,kz)} , (5.81)

gHP [Tp W(kl,kz)] =[1Y (k)] = m [TVPA (kl,kz)] , (5.82)
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Para verificarmos a primeira relagdo, contraimos o resultado explicito com o momento

externo e organizamos a expressao da seguinte forma

q" [Tfiﬁv} = _anﬁ [DS;pvaﬁ] _gpvanB [Az;aﬁ] + (qua +anv) [AZ;ap}

+4%Qa [AZ;VP] +(q—0)%p [A2av] —2’"2(4—17[)‘1/)% [ééil)} ) (5.83)

onde o termo finito vem da contrag@o do tltimo termo de (5.79), representada em (5.71). Obser-
vando os resultado explicitos do Apéndice C, pode-se de fato ver que este resultado € idéntico a
combinagdo [T’Xv (kz)} - [TPV;V (lq)} —2m [T’ff\‘, (kl,kz)} , provando assim a identidade (5.80).
A relacdo (5.81) € provada da mesma forma, contraindo explicitamente e reorganizando
os termos de modo a identificar o lado direito da equacdo. A contracdo de (5.79) e algumas

operacoes algébricas nos gera o resultado

q [T;ﬁv] = quoc {D3;pvau —8uv [AZ;(xp} } + (quv - quP) [A2;up}

2
+(¢°0u—au0®) [Aap] + % [T] - (5.84)

De posse dos resultados de Ty (k;), Ty (ki) e TE (k;), notamos que o resultado acima de
fato reproduz o lado direito de (5.81), provando assim a relacéo.
Para a verificac@o da terceira relacio, contraimos o resultado (5.78)

dzk 8kyk ok d*k 2k?
ou TA.A / viha /
§ [ piuv| =—Q° )’ +0v (1) (K2 —m?)?

dzk 2kvk d*k 1
30° =P v
+30 /(275)2 (k2 —m?)? —¢ /(275)2 (k2 —m?)
qP

+ L] (5.85)

Novamente, substituimos aqui as integrais divergentes em termos dos objetos divergen-

tes basicos, de modo a obter
q°
8 [ Tav] = =07 [ Caavip] + O [8"° Baup] — 0% (Mo + - | T]  (5.86)
e ao substituir o resultado (5.71),

o [T30] =207 (o] —am s [5577)] (5.8)
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obtemos

gPt [Téﬁv] =—Q“ { [gp“D&avup] —8av [gp”Az;up] }

—2k8 [Ag.pv] — 2m2@qv [éé’”} . (5.88)

Comparando com o lado direito de (5.82), notamos que, segundo os resultados do Apén-
dice C, o termo finito pode ser identificado exatamente com —m [TVP A}. A parte divergente, por

sua vez, contém exatamente o mesmo termo potencialmente violador da RFG (5.46). Similar-

TVV

mente ao caso de gPH [ il

} a RFG s6 ¢ satisfeita se este termo for nulo, o que equivale a
exigir a relacdo

g*VgPH s, avup = =2g"P A, P - (5.89)

Novamente, notamos que a RFG sé pode ser satisfeita se os objetos divergentes se rela-

cionarem precisamente da forma acima.

5.2.3 Amplitude 734 GpY

A ultima amplitude com dois vértices axiais € TGP v (k1,k2):

d*k
(2m)?

1 1
TSo v (k1K) = / (k+k1)o(k+k1)pTr{YuV5 jaays — W jan /éz—M} . (5.90)

Calculo explicito

Ap6s tomar os tracos obtemos

A4 (k1K) = Tapluy (ki,k2) — guv T3S (ki k2) - (5.91)

A sub-amplitude Tép )uv ja foi definida anteriormente, enquanto 755 » pode ser escrita em

termos de integrais como
ss [ d*k 1 1
138 [ Gt o Wb, T s o )
=[hpo (k)] +kio [Tip (ki)] +kip (Lo (k)] +kigkip [11 (k1))
+ [Lpo (k2)] +kio [Lp (k2)| +kip [Iis (k2)] + kiokip (11 (k2)]

_ [(kz k) _4mz] {[Ipo] +kis [p] +kip o) + kickip [B]} -
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Ap6s substituir o valor das integrais, mostramos que (5.91), pode ser escrita como

Tc%‘;uv (k1,k2) = 9crpuv - 2guvm2 |:A2;0'pj|
+ (8pugov +&pv8on) [lquad (mz)}

1
+ {g (guvgpcqz —8uvqpYqc _ngCII.LqV) +

—

(8up8vod” — updvds — §vodudp) +

6
1 2
8 (gVPgqu —8vpqudo _guchIv(]p) +
~2mguvgop } [log (m?)]
+ ﬁ { q2 (gvpguo +gvcgup) +
—4qv (guGCIp +g,up51cr) +
—qu (gvp(]cf +gv<yQp) +
+2_quq\c/16216‘1p } [2€2(0) _ 51(0)]
Gl
AT g?
: 2
- 2#%&“’ (‘Ich - ngcp) [650)]

+2 (9649p — 4*gop) (quav — a*guv) [52(0) - 51(0)}

1
+ 79040 ], (5.92)

onde o tensor Zgpyyv ja foi definido anteriormente. Notamos, comparando este resultado com

TVV

com (5.53), que o valor € similar a Gpiv

porém com alguns termos adicionais proporcionais

am?2.
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Relacoes entre Func¢oes de Green

As relagdes entre funcgdes de Green para esta amplitude sdao

q" [ op;uv (klka)] - [Tc‘rlp v(kl)} [ op; v (k2) [ op; v (K1, kZ)] ) (5.93)

& T8 (1 2)] = S guvd® [ o () + T (k)

) -2
(
5 [T ) =5, )]
5 |

+3av [T,w (k) + T3 (k)| -

+mgyy T3 (k) = T (k)| = mey [T,f’ (k) + T;’ <kz>}
+% [Tp 4, (lq,kz)] , (5.94)
s

§1 [Tauy (ko) | = [T ()| = m [T (1, o) (5.95)

A verificagdo da primeira relagdo exige a contragdo de g" com a forma explicita (5.92).
~ L L(0)
Nesta contragdo, notamos que alguns termos, proporcionais a & € a Ijog, se anulam por serem

invariantes de gauge, simplificando bastante a expressao:

" |T. cp uv (k1, k2)] = ¢"Dspuv —261vm2 [Az;op]

+ (QPgGV +q0'ng) [Iquad (mzﬂ - 2m2quGp [1103 (mz)}
)
1 m

— 2@?% <QGCIp - Clzgap) [é(go)]

1
+74pdo [qﬂT;‘c‘] . (5.96)

Neste ponto, substituimos a valor exp11c1t0 da contracio ¢*T/*4, Eq. (5.71), e também

uv ’
usamos uma relagdo entre as fungdes éi para reescrever o objeto ‘g’o :

& =g (287" -¢). (5.97)



73

Ap0s as substituicdes a expressao € finalmente organizada da forma

1
q" [ opiuv (kl,kz)] = qu-@crpuv + ECIpCIGQ“ [AZ;uv}

+ (qucv +chpv) [Iquad (m2>]

A’k dksk
) okp

i _ _
+EZ(QGCIp_ngC]2) [252( D_¢gl ')]Jr

+-dodp [65_”” 7 (5.98)

o que coincide com o lado direito da igualdade de (5.93), provando a RFG.

A relacdo (5.94) é verificada contraindo-se a amplitude total com o momento externo g°.
Novamente, alguns termos se anulam, e apds algumas manipulag¢des, organizamos a expressao
da seguinte forma

q° T?,‘S‘uv (k1 ,kz)} = ‘]G@opuv + (gpu(Iv +ngQu) [Iquad (mz)]

3 (0" P ()]
00 [ ()] Ou [y ()]
)

(2

0% (suv [B2pa (m*)] —gpv | Ak ()]
2
~8pu [Azwva (m7)]) }
—2m*guvg® { [Azpa (m*)] + &pa [Tiog (m?)] }
1
+57 [T[;{ﬁv (kl,kz)} . (5.99)
O termo %q [ iV (kl,kz)] ¢ imediatamente identificado no lado direito de (5.94), en-
quanto o termo proporcional a m? € identificado com mgyy [TS (k1) — Tﬁ;g (kz)|. Os demais

termos correspondem precisamente 4 combinacio de amplitudes T),.,, (k;) e T‘Y;v (ki) na RFG,

pu;V
provando que ela é automaticamente satisfeita.
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A ultima relacdo a ser verificada € (5.95). Usando o resultado explicito e apds algumas

organizagdes, a contracao resulta em

gHo [TAA' ]:_ / A’k 2kpky / A’k Hlkoky
op;uv (271:)2 (kZ _mZ) (27[)2 (k2 _m2)2
d*k  4kkyke s o [ dPk AKPkpky
2 (12 23_(k1+k2)/ 25 o3
(27)” (k* — m?) (27)? (k2 — m2)
d*k  4kkpke
(27)* (k2 —m?)?
d*kc 2k?
+2kp (ky + o) ® /
(27[)2 (k2 _m2)2 lp( 1 2)
d’k 16k%kpkykekpg
() (k2 —m2)’
2k dkpkykok
- (4fag + aveidd + 21008 [ @k phvkaky
(27) (k2 —m?)
d*k 2kpky
(2m)* (k2 —m?)®
d*k  2kpkg
(27)* (k2 —m2)?

A’k 2kgky d*k 1
Y / _ /
””{ @n? (@ —m2) ™) (2n) @ = m?)

. - 1 .
—mZCIPCIV (ﬁ) [5(& 1)} + § (ﬁ) <QVQp —gpqu) . (5.100)

—2kip (ki +k2)°‘/

— (k1 + k), (ky +k2)a/

A’k 2kykg
(27m)* (k2 —m?)

+kip (kz—’rkl)v/

+ (gl kd agnd) [

+ (283 + K3 — 2m?) /

+2 (K + K1y k& + k1 k) /

Este resultado ndo € imediatamente idéntico ao lado direito de igualdade em (5.95),
mas pode-se mostrar que os termos violadores sdo exatamente os mesmos do que no caso

gHe [TXIXW} (vide (5.64)). Sendo assim, a RFG para a contracdo com a métrica sé € satis-

feita se

poAd = ghorVV =0
g OPHY yiol OPHV ol ’

5.3 Amplitudes com vértices vetoriais e axiais

As ultimas amplitudes a serem calculadas e analisadas sdo as que contém um vértice de

TAV TAV e TAV

wv s Douvs © Tsp.yy- Conforme a discussio feita

carater vetorial e um vértice de carater axial:

na Secdo 3.1.3, usando a identidade (3.33) podemos reescrever estas amplitudes em fungdo das
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amplitudes do tipo VV:
T2 (ki,k2) = —€,58P Ty (ki k2) (5.101)
T (ki ko) = —€,58P “T) 0, (K1 ko) (5.102)
Ty (ki ko) = —€,58P ATV oy (K1 K2) (5.103)

Assim, as formas explicitas das amplitudes axial-vetor ndo precisam ser calculadas no-
vamente. Sempre que necessitarmos destas formas recorremos as ja calculadas func¢des vetor-
vetor ((5.14), (5.33) e (5.53)). Passamos, entdo, diretamente para o estudo da consisténcia de

cada uma das amplitudes.

5.3.1 Amplitude 7}

Relacoes entre funcoes de Green

TAV

A RFG pertinente a amplitude do tipo axial-vetor mais simples, 7}y,

(3.39):

¢ dada pela Eq.

e [T‘?X (kl,kz)] — [TVA (kl)] n [T\f‘ (kz)} —om [T (k1 k)] (5.104)

A verificag@o é feita comparando a contragao explicita g* T[?X (k1,kp) com as sub-amplitudes
do lado direito da equagdo acima. Usando o resultado explicito de T;j“‘,/ e uma propriedade das
funcdes §i(N),

P e -g | =gV -1 (5.105)

mostramos que a contragdo explicita pode ser escrita como

qﬂT/j‘\‘// (klakZ) = _qug,ua [To‘c/\Y (kl,kZ)}
=—24"¢,"% [Avav (m?)]

l I _
ey —4m’ ey [g( ”] . (5.106)

—4
A 4 0
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Precisamos comparar esta forma com a combinac¢do de sub-amplitudes do lado direito

de (5.104), que explicitamente tem o valor de (vide Apéndice C):

_ [T\f‘ (kl)] + [T“f (kz)} —2m [va (kl,kz)}
— g {—2/{’} [Az;al (mz)} } —g,* {_2]‘% [Agal (mZ)] } +

—2m { —Zm%revaqa [éé_l)] }

i

=—2q"€,” [Apap (mz)} —4m247r

Cl'uguv [éo(_l)] . (5.107)

Notamos que ha uma dificuldade em comparar as duas ultimas expressdes acima pelo
fato de que, no termo —2g¢"€,% [Ag.qu (m?)] em (5.106), o indice livre v é carregado pelo
objeto A, enquanto em (5.107), estd sendo carregado pelo tensor €. Esta situacdo pode ser

resolvida usando-se a seguinte identidade de Schouten:
guﬁAz;av+8vuA2;aﬁ +8BVA2,(XM :O . (5108)
Deste modo, podemos reescrever a contragdo como:

o [T 1 )] == 26462 (e [ ()] v [ ()]} +

i i —1
—4Eq“8uv —4m25q“8uv [éé )}

=—2q¢"e,% [Ag;ap (m”)] —4m2ﬁq”8uv [50 1)]
—qteuy {2g“ﬁ [Ag.ep (m*)] + %} . (5.109)

Com a contragdo explicita nesta forma, pode-se comparard-la com a expressao (5.107).

O resultado é

g [T (k)| == [T )| + [T (ko) | = 2m [T (ko k)]

e {2ga/3 [Agiep (m%)] +é} (5.110)

Notamos que existe um termo potencialmente violador da igualdade

ATy = ey {25"’"3 [Agap (m?)] +%} : (5.111)
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e a RFG s6 ¢€ satisfeita se tal termo for nulo, o que implica a fixag@o do trago do tensor A4

dado por:

e {26 [Brap (7)) + 1 } =0

=2 [Aaiop ()] = 5 - (5.112)

Esta é a condic@o necessdria e suficiente para que a RFG (5.104) seja satisfeita.

Identidades de Ward

A andlise da consisténcia de Tﬁ,’ também requer que verifiquemos as suas IWs, que sdo:

q" [Tﬁy (klvkz)}

¢ [T (ki k)| = —2m [} (k1 ko). (5.114)

0 (5.113)

e representam a conservacao da corrente vetorial e a conservagdo parcial da corrente axial,
respectivamente. Como ja notado antes, contracdes com o indice vetorial apenas reproduzem

relacdes de amplitudes puramente vetoriais. Neste caso, (5.113) se reduz a
g’ [THVVV (kl,kz)} —0, (5.115)

e ja estabelecemos que a relac@o de consisténcia para que esta identidade seja satisfeita € (vide
Sec¢do 5.1):
Mgy (m*) =0, (5.116)

Porém, notamos que a relacdo de consisténcia acima, apesar de ser necessaria e sufici-
ente para a invariancia de gauge, € responsavel por violar a segunda IW, (5.114). Isto pode ser

visto no resultado explicito da contracdo (5.106), que ao incorporar (5.116) se torna

i i .
T (k)| = gty —am® gy &) (5.117)

Comparamos isto com o valor de

—om [T (ki ky)] = —4mzéq“8uv [5(5*”} : (5.118)
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e podemos ver que ao incorporarmos a relacdo de consisténcia necessdria para a invarincia de

gauge, necessariamente violamos a conservagao parcial da corrente axial com o termo finito
[ u
——q" €y . (5.119)
T

Este € o ponto de vista candnico sobre o fenomeno das anomalias: uma simetria clas-
sicamente implementada é quebrada no regime quantico (neste caso, a PCAC). No contexto
da QED,, € necessario que incorporemos (5.116); de outro modo, violariamos simetrias funda-
mentais como a homogeneidade espago-temporal, simetria de Lorentz e CPT, e comprometeria-
mos a teoria por violar a IW para o tensor de polarizacdo do viacuo TLY\Y (k1,kp) (BATTISTEL,;
FONSECA; DALLABONA, 2012). Assim, parece inevitavel que a PCAC seja violada. Esta
violagdo caracteriza o fendmeno anomalia quiral bidimensional, que no modelo de Schwinger
representa uma quebra da simetria quiral Uy (1) (BERTLMAN, 1996). Dentro desta interpreta-
cdo € facil ver que, além da IW, a RFG para a contracdo com o indice axial, Eq. (5.104), também
¢ violada. Isto se da porque ndo € possivel satisfazer a condi¢do (5.112), pois j4 se estabeleceu
um valor nulo para o objeto Ay,;,. Estas observagdes serdo importantes posteriormente quando
analisarmos as contracdes que dao origem as anomalias gravitacionais, no ultimo capitulo.
5.3.2 Amplitude Tlﬁ‘[w

Relacoes entre funcoes de Green

Para a amplitude T’;“;‘:w (k1,k»), as RFGs pertinentes sdo:

g [T,;“XW (kl,kz)} S [T;‘;v (kl)] + [T,;{v (kz)} ~2m [T;’x (kl,kz)} , (5.120)

g0 [Tty (k1 ko) | = [T (ko) | = [T (Kt )] (5.121)
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Comegamos analisando a primeira delas. A contragdo explicita g T;‘;‘[w nos dé o se-

guinte resultado:
d%k Akykpkek d*k  2kgk
uTA_V]:_ua_zﬁ/ pratp / akp
g |: p:uv 4 &y { Q (271.)2 (k2_m2)3 +0v (277:)2 (k2_m2)2

d*c 2kvkp 2 [ d*e 2kpky
"eef rsac” |
Qo (2m)* (k* —m?)? $avQ (27)? (k2 — m?)?

ok / d*k 2kegky / d*k 1
Ip (2n)2 (K —m?)? Sav (2n)? (& —m?)
42 <#> Evadpq® + 2 (#) Evadpq® [g(g‘”] . (5.122)

Porém, o lado direito de (5.120), segundo os resultados do Apéndice C, é:

- Tp?;v (k1) + T;ﬁ;v (k2) — 2mT;f;‘\i

d?k 4kgkokyk
:_eva{—z(k%k?—k%kg)/( L

21)* (k2 —m?)?

d’k  2kpk
A A prA
+2<klotk1 —k2ak2> / (27) (& —m?)?

d’k  2kgk
" kz_kz/ P
(ki =k) (27m)? (k2 — m2)?

d*k 2k k
A ARa 2
+2kipg [/ (27r)2 (k2 —m2)? — 8arliog (m )]

~2m? (ﬁ) apda |& "] } - (5.123)

Novamente, notamos a dificuldade em comparar os dois resultados pelo fato de o tensor
€ carregar indices diferentes em cada um deles. Usamos entdo a identidade de Schouten em

(5.122),

g'uakv + gavk'u + gvuka - 0

EuaQv+EavOu+&vuQa=0, (5.124)

para reorganizar os termos de modo que todos sejam proporcionais a €y, a fim de que seja pos-
sivel a comparacdo com (5.123). Ap6s este procedimento e algumas manipulacdes algébricas
para reescrever as integrais divergentes em termo dos objetos divergentes basicos, chegamos

a conclusdo de que a contragdo explicita contém alguns termos potencialmente violadores da
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RFG:
i
T 1 = e { P [Ducag ()] ~ 2t [0 ()] 2 ap - 129
Obviamente, a RFG s6 serd satisfeita se o termo entre chaves for nulo, ou seja:

O ¢ [Dreapp ()] — 2k1pg™ [Ag ()] =2 gp. (5.126)

Esta relacdo € necessdria e suficiente para a verificagdo da RFG. Podemos também mos-

trar que ao incorporar (5.112) a expressao acima é equivalente a

g% ¢ [Dyqpen (m?)] = —

L (5.127)
T

ou seja: a exigéncia de que ambas as relagdes entre fungdes de Green sejam verdadeiras,

¢ [T (ko) | = = [T (k)| + [T (k)| = 2m [ (k1. )

¢ [T k)| = = [T (k)| + [Ty (ko) | =2 | (1 )]

fixa o valor dos "tracos" dos dois objetos divergentes:

i

8P [Baap ()] =~ (5.128)
g ¢t [Oagpen (m)] = —% . (5.129)

TAV

A segunda RFG para DLuV>

Eq. (3.41), também € analisada da mesma forma. Sem
explicitar os detalhes do procedimento, apenas mostramos o termo potencialmente violador da

RFG, que neste caso é

= —q"euy {g“ﬁ (Ao (m?)] + i} : (5.130)

pHTAV
&% 2

suv

viol
A exigéncia de que tal termo seja nulo implica no vinculo

8% [Anap ()] = 5. (5.131)

que é o mesmo encontrado para a RFG relativa a contragio g* Tlf“,/ .
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5.3.3 Amplitude 7,7,

Relacao entre funcoes de Green

Para esta ultima amplitude analisada, as relacdes entre fungdes de Green pertinentes sdo:

g [TC?XW (kl,kz)] [Tc?pv(k )}+[ c,pv(kz)]—zm [Té}‘f;v(khkz)} . (5.132)

gHe [Té‘g v (kl,kz)] = [T;‘;v (kz)} [TP v (lq,kz)} . (5.133)

A andlise destas relacdes € feita de maneira andloga as andlises anteriores: utilizando
a identidade de Schouten para permutar o indice do tensor €. N@o mostraremos os passos
intermedidrios em detalhes por ndo ser muito proveitoso a discussdo, visto que o procedimento
ja foi explicado exaustivamente nas sec¢des anteriores. Nos contentaremos em explicitar os
termos potencialmente violadores das relagcdes RFGs.

Para a primeira relagcdo, temos os seguintes termos violadores:

AV
CI'uTO'p V| ol

—eva { (1 —k2)* % Dazeop | +
— % (k1 —k2)® (k5 +k3) [glémalécp}
— (ki — k)" k16 QP [T
—k2)%k1pQp [81553;15013}
(ki —k2)* (kxkﬁ + 1K +k§k§> [glgzét;léxﬁpo]

(ki ko) kiphi [ Agne

(k1
41
3
+2
ot

20 2
Sk kﬁkl—g(kl—kz)“k’;k%

1
+ (k1 ko) “RERE — 5 (5k1 +k2)“k{3k§} [O3:280p]

1

5 (kl kZ)a (kilk? +k%k§ +k%k123> [D3;plﬁ6}
1
3

b= (ki —h)® (k%k’f IS 12D ) [Ds.0npp) +
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(ki —k2)® (kf + k5 + k1 - k2) [Aoiop]
5 ki + k) (KiokE — koo ) [Agp]

(2k1 +k2)® (klpkg - k?kZP) [A2:p0]

(ki —k2)* (k%kf + KR +k§lkg> gop [A2p]
(et —k2)* { [Ar:op] + 80p [quaa] }

—2m? (ki —k2)* { [Aziop] + &po [Tiog] }

. s
( 4;) (ki — ko) {g (9690 — 4*80p) +qoqp} } (5.134)

_|_
D WINDWINDWINDWIN

+ o+
=

+

Obviamente, a RFG s6 serd satisfeita se tal termo for nulo, o que representa um novo

vinculo entre os diferentes objetos divergentes. Também notamos que, tal qual em casos an-

teriores (g“"Té’,;/; uv € g“"Tc%‘; uv)» @ forma do termo violador acima ndo € tnica, pois alguns

objetos divergentes nao sdo simetrizados e poderiam ser reescritos em formas equivalentes.
Finalmente, para (5.133), o termo potencialmente violador € :

oAV
g# YBpmv

! i
ot~ 9 v {EQﬁ [glém&léﬁp (mz)} —kip [g%Az;M; (mz)} - ECIp} ,
(5.135)

Finalizamos entdo a andlise das sub-amplitudes que compdem Tqup o> € podemos agora

reunir o conhecimento adquirido para estudar as anomalias gravitacionais.
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6 AS ANOMALIAS DE EINSTEIN E WEYL

Ap06s o estudo detalhado das sub-amplitudes podemos estudar a amplitude gravitacio-

nal TS

uvpo- Dentro da estratégia adotada, precisamos realizar o calculo explicito da amplitude

seguido dos testes de consiténcia, que sdo as RFGs e as correspondentes IWs. Por questdes de
clareza dividimos a amplitude em setores da seguinte forma

G I TVV TVA TAA
Tuvpo = _a {Tuva+Tuvp6+Tuvpo} ’ (6.1)

onde

?le‘;G =4 [Tvvcv;up] —24c [TVV;XP] —2qv [Té/;,‘ﬁp} +4vqo [TLYPV}
+ 4[] 240 [TaNs] —2au [T8Y5] +augo [T ]

+(c+p) , (6.2)

Tivps =4 | Tva o | 240 | Ty | F24v | Tty | Eavao |Ta

TAV 'TAV | 'TAV |

+4 1 Tyoup | F240 |Typp | F2av | Topp | £avdo T.UP}

41Ty | F240 |Tyvp | F24u |Top | +qudo |Tvg

4| Thep | F240 |Tivp | F2au | Towp | £quac |Top

+(oc<p), (6.3)

Tioo =4 | Tidup| ~ 240 | Tip| —24v [T3hp | +avao |15
+4 [Tk o] — 200 [Tk, | — 200 [T845] +aude [T

+(oc<p) . (6.4)

Todas as sub-amplitudes do lado direito ja foram calculadas no Capitulo 5, de modo que
a representacdo explicita de Tqup o envolveria a simples substituicdo de todas elas na expressao
acima. Como o resultado de algumas sub-amplitudes tem uma forma algébrica relativamente
complicada, ndo ganharfamos nada em termos de vizualizacdo ao fazer tal substituicdo. Deste

modo, nos contentamos com afirmar que a amplitude completa foi calculada através de suas
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sub-amplitudes, e € composta por uma parte finita (escrita em termos das func¢des éi(N)) € uma
parte divergente que, por sua vez, € composta por objetos bem definidos e padronizados. Alguns
destes objetos t€ém a forma de uma diferenca entre integrais divergentes e podem ser identifica-
dos com termos de superficie (y, yvap, Ay, Zauvape g Usuvaps Azuv). O método utilizado
neste trabalho, para o tratamento das integrais de Feynman € caracterizado por carregar tais ob-
jetos até o fim dos célculos sem efetivamente calculd-los, ao contrdrio dos usuais métodos de
regularizacdo onde, desde o inicio, € atribuido um valor aos objetos divergentes (mesmo que
implicitamente). ConsideracOes sobre tais objetos podem ser feitas ao fim da anélise, levando

em conta principios de consisténcia fisica e matematica.

6.1 Relacoes entre Funcoes de Green

Assim como no caso das sub-amplitudes, as RFGs da amplitude T#va o Sao estabelecidas
a partir das contra¢cOes com 0 momento externo e a métrica (c]“TNva(y e g“"vapa). Para a

COHU‘&QﬁO com 0 momento externo temos

(64) " [iT/fvpcr} :4{ [ ”T\Yc‘iup] + [Q“prg;vp] } —24¢ { [‘Z”T\ZXP} + [Q#T;,‘L/;‘\fp} }

—2gy [q“TGV;Zp} +4vdo [q“ Tlpv} +q {qo [Tv‘f)v] -2 [To"/;‘\ip} }

[ o | [ Tiun] } ~200 {[0Ti | + [0 ]}

—2qy [q“Té‘ﬁ‘lp} +4vqo [q“ Tﬁ‘;‘] +q {qo [Tﬁ,ﬂ ~2 [Té‘;@p] }

VA AV VA AV
+4 { [quTvc;up + q“Tvo;up} + [quTuo;vr) + quTuc;VP] }
290 { [‘IuTvv;ﬁp +q“TvA¥Lp] + [q“Tme +quTﬁ‘;‘6p} }
F2qy [q“ T4, +q" Té%p} +qvqo [q“ Tyy +q" Ty }

£ (a0 [T + 10 | 210 + T |} + (0 00 ) 6.5)

A RFG relativa a esta contracdo consiste em escrever cada contra¢do do lado direito da
igualdade como uma soma de sub-amplitudes, conforme o procedimento mostrado no Capitulo
3 (por exemplo, a partir da Eq. (3.4)). A RFG ¢ verificada se o resultado da contracdo com

a forma explicita coincide com a soma de sub-amplitudes. Ja estudamos estas relagdes deta-
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lhadamente para cada contracio individual do membro direito de (6.5). E evidente que a RFG
para a amplitude completa serd satisfeita se as RFGs para cada sub-amplitude forem verificada
separadamente.

Consideremos inicialmente o setor puramente vetorial:

(644" | T)vps| =4 [a" TV | + [0 Tiduwp | } =200 { [TV ] + | T3, |}
—2qy [q” TCY;ZP} +4vqo [q“ Tyy } +q {qo [TVVPV] -2 [Tc‘s/;‘\ip} }

+(cp) . 66)

Mostramos na Secdo 5.1 que todas as RFGs relativas as contragdes vistas na expressao
acima sdo satisfeitas automaticamente pelas respectivas amplitudes calculadas. Sendo assim,

fica claro que nao temos nenhum termo potencialmente violador para o setor vetorial de T;ﬁ/ oo

Pelo mesmo raciocinio, podemos estabelecer as mesmas conclusdes para o setor axial. Por

outro lado, no setor axial-vetor temos

(64) g* [iflé‘po] =44 { [61“ Tyaup +a" TC‘X;up] + [Clu Tyavp +q" T/fc‘r/;vp} }
290 { [q“ Tv";ﬁp + q“T;“;‘,/lp} + [quTuV;ép + quTLﬁva] }
F2qy [q“TGV;ﬁp +q* Té‘;‘,ﬂp] +qvqo [q“T,YS - q“Tﬁ‘X]
e {go [T+ T8 | 2 [1d8, + ]}

+(oc+p) . (6.7)

Na Segdo 5.3 mostramos que as contragdes gH T\, " T4, e g" T4y, ndo satisfazem

automaticamente suas respectivas RFG. Os termos potencialmente violadores encontrados sao

AV
qﬂTuv

= —q"euy {2510‘/3 [Ag.p (m?)] + i} , (6.8)

viol T

¢ Topv| = —a"€u {QB 8" [Oseapp (m)] — 2kipg®™ [Agy (m*)] — ﬁ%} ., (69
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wTay
T Lopiuv viol

~eva { (ki k)" [ Deap| +
1
=5 (ki —ka)* (ki +43) [g”Ds;xéop}
— (k1 —k2) % k15 0P [815 D3;Mjpﬁ}

— (k1 —k2)*k1pQp [ D]

1
3
2
2 2
+ {_§ (k1 —kz)ak?k% — § (kl —kz)akgk%-f—

1
+ (k1 +k2)akilk§ —3 (5k1 +k2)“kfk§} [O3.280p]

n % (ki — ka)® (k%k? Kb +k§k§> [O3.5280]
+ % (ky —ko)® (k%k? + IS + 5K ) [Da:025)]
2 ) (B ko) [Aap]

+ % (2k1 +kp)® (kmkg —klfkw) [A2.p]

+ % (2ky +k)“ (klpké3 _kszf’) [B2:p6]

n % (k1 — k2)® (k%kf s +k§k§> gop [Bo:ap]
+2(ki —k2)* { [Atsop] + &op [Lguad] }

—2m? (ki —kp)® { [AZ;Gp} +8poc [llog] }

. N
(k1 — k) {— (9590 — 4°8op) + CIG‘]pl } : (6.10)

T 3

Estes termos, obviamente, serdo também termos potencialmente violadores da RFG cor-

respondente a contragio g*TC

uvpo- Desta maneira, entende-se que a RFG "completa” para a

contracao q“Tqupa serd satisfeita se e somente se as seguintes condi¢cdes forem obedecidas
concomitantemente (vide Sec¢do 5.3):
i

8% [Baap (m*)] = =7 6.11)

e [Daapea ()] = -

l
g (6.12)
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— (ki — ko) % k15 0P [815[13;/1@13]
— (ki —k2)“ k1p Op [8%53;,150;3]
(ki —k2)* (k%klf + KK +k§k§> [glézkléxﬁpo}

+
+2 (ki —kz)aklpklo [815A2;7L§]

1

3

2
+{-

SN

2
(ky — ko) “kPRE — = (ky — ko) * KPR+
3

|
+ (ki + ko)X kKD — 3 (5k1 +k2)akfk§} [O3:280p)

_|_

(ky o) (KRG + 1K+ 1348 ) (Do)
+ = (k) —kp)* (k{“kf +k%k§ +k§k§) [D3;Glﬁp}
(

(2k; +k2)* (klokg - kfkm) [Ao;8p]

—kz)a (k%—i—k% +ky -kz) [AZ;GP]

Koy

+
D WINWIINWINDWI W] W] —

+ 22k +ko)® <k1pk§ —k{’kzp) [A2:s]
(ky =) (i + G + 13K ) g [Aaiap]
(k1 — kZ)a { [Al;cp] +8op [Iquad] }

—2m? (ky — k)“ {[A20p] +8po [Dog] }

+

. T
+ @ (k1 —k2) {g (9090 — a*8op) + QGCIp} =0. (6.13)

A mesma andlise € feita para a contragdo g"" [T”vac] . Sabemos que ao contrairmos a

expressdo (3.46) com g"Y temos

(64)g"Y [inva} =8 [g“VTJ(va] —44° [g“vT‘Y;“fp} —4 [C[’"LTX;ZP} +2g¢6 [q“TlYpV]
[ A AA AA AA
+38 _g“vTuf,‘;vp} —44° [g“vTu;vp] +4 [q“TG;up] +2q5 [q“Tup}

8 [ T+ 8V TN o] 440 [T+ 8 T

T4 |4 T + 0" T 200 |6 T +0 T

+(cep). (6.14)
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Seguindo a filosofia de que as consideracdes para as sub-amplitudes individuais sio
herdadas para a amplitude completa, notamos, a partir das andlises feitas no Capitulo 5, que as
seguintes contragdes na expressao acima nao t€ém suas RFGs automaticamente satisfeitas

AV AV vVV vVV uvoAA AA VAV VAV
q Toup, q Tp,p’ g! T,u vp» gt Tuc vp> g! T,u vp» gt T/JG vp> g! Tp VP gt T,uO' vp:

TAV

Os termos potencialmente violadores associados as contragdes g T up © g TAV

ja fo-
ram encontrados e apresentados nas Egs. (6.8) e (6.9). Quanto a contragdo com a métrica gMV

temos os seguintes termos potencialmente violadores

SRTY| = e T | = =0 { [ Driavip] — gav [ B2 } . (6.19)
AV 2 i
P = e {6 [ ()] 4 51} .16
po [pvv } _ [TAA } _
5 [ OPHY [ yiol g OPHY [ yiol

1
= [g/%DZ;AEPV} ) (k% +k%) [glgma/l&vp}
—kip (k1 +k2)a [glémxléva]
1
5 (k1 +k2),, (k1 +k2)a [glgmi/l&pa}

+% (k?k{‘ + KRS+ RSHS ) [g%&mgpvaﬁ]

+ (k1 +k2), kip [gMAZM}

_ % (kf‘k/f + kP +kfk2) W

+ (k?kf RSP kP k‘z") [O3pvpal

+% (k“kﬁ +KKP +kﬁk§x> [Os:vpap]

+3 (ko‘kﬁ + RSP kP kz) [Os:apvp]

+ = (kipk{ + kopkS — kipkS 4 2kapkf') [Agval
kivk§ 4+ koykS + 2k1 vk — kayk®) [A:pa]

(k2+k2+k1 kz) +2m ] [Az;vp]

UJI-JAI—|UJ|[\)UJ|[\)
W~ ~

(k?k? kS + KPS ) gpv [Aoiap] +

_|_
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2 [Bipv (7)) + 22y [lauaa (m°)] = 28pv g ()]

1
+ 4—5 (qvap —8vpa®) - (6.17)
guGTAV _ qug lQ [g/lc‘;D ' (m2)} —k [gléA . (mZ)} _ iq
OPHV | iol mv 5B 3:AEBp Ip 2,48 ax 1P

(6.18)
A condicao para que as RFGs sejam satisfeitas €, entdo, que tais termos violadores sejam

identicamente nulos. Segundo as Secdes 5.1, 5.2 e 5.3, isto € obtido a partir dos vinculos

g " [D.0pae] = 28%F [Avap] (6.19)
8% [As.p] = —i : (6.20)
gP g5 [Os.apea] = —% : (6.21)

[ MDM@,V} —I—% (kixklf +k1°‘k§ +k§xk§> [glézm/lépvaﬁ}
(k —i—k%) [gléﬂwtgvp] —kip (k1 +k2)® [gléms;léva}

(ki +k2),, (ki +k)® [g’lé D3;/’U§pa} + (ki +k2)\ kip [8A§A2;Aé]

+

<k“kﬁ + k5K KK ) [Dpoved + (k“kﬁ + k5K KPS ) [Dapupel
(k"‘kﬁ + RZKE 4 i kS‘) [Dsivpap] +3 (k?k? +k§HE + kS ) [Ossapvp]
(kipk$ + kopk$ — kipkS' + 2kopk{') [A2ival]
(Kiyk® + ke kS + 2k1 kS — kayk®) [Agpe]
—~ (K + B +ki k) [Asvp]
(4] + K545+ KKS ) gpv (o)
{[Atpv] +8ov [Tuaa] } = 2m* { [A2pv] + 8pv [hiog] }
il

=123 (avap — gvpq®) - (6.22)

+ + +
S} wl-lkuol.l;wll\)uoll\)wl'—wlkhl\)l'—‘l\)l'—‘

E facil ver a condic¢do (6.19) € identicamente satisfeita ao considerarmos (6.11) e (6.12),

e ao considerarmos todas as condi¢des em conjunto, ela ndo traz nenhuma informacao adicional.
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Deste modo, € suficiente que as condi¢des (6.11), (6.12), (6.13) e (6.22) sejam satisfeitas
para que as duas RFGs estabelecidas para Tqup o sejam obedecidas. Como mostrado no Capitulo
3, as RFGs ndo sdo uma imposicao de carater fisico, mas apenas relacdes matemadticas entre as
amplitudes perturbativas, e foram deduzidas utilizando propriedades gerais como linearidade da
integracdo, linearidade e ciclicidade do traco e a dlgebra das matrizes de Dirac. Se algumas das
condi¢des citadas ndo for obedecida, pode-se ter certeza que alguma propriedade matematica

basica foi violada.

6.2 Identidades de Ward - Calculo Explicito das Anomalias Gravitacionais

Finalmente, apds a andlise detalhada de cada sub-amplitude componente da amplitude

gravitacional TS

1ivpo»> Podemos reunir nossos resultados e de fato verificar as IW para o modelo

estudado, relacionadas as invariancias de Einstein e Weyl

¢ Tpe =0, (6.23)
gV TG e =0 (6.24)

De acordo com a literatura do assunto, espera-se que estas identidades sejam violadas,
caracterizando assim as anomalias de Einstein e Weyl.

Dentro da estratégia utilizada, as integrais divergentes basicas foram mantidas sem in-
tegracdo até o fim dos calculos, atribuindo aos resultados obtidos um cardter mais universal.
E natural, entdo, que o resultado explicito das contra¢des acima carreguem uma parte finita e
uma parte divergente. Para cada anomalia, por uma simples questdao organizacional, analisamos
separadamente cada uma destas partes. Ao fim, faremos considera¢des sobre como interpretar

a parte divergente.
6.2.1 Anomalia de Einstein

Parte finita

Para o estudo da IW de Einstein, comecamos escrevendo a amplitude completa na forma
(3.47)

I (&GVV | &GAA | 7GVA
Tp?vpc = _a {Tuvpo + T,uvpa + T,uvpc} ) (6.25)
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de modo que podemos saber a contribui¢do de cada tipo de amplitude (vetor-vetor, axial-axial e

axial-vetor) para a anomalia. Como explicado acima, analisaremos primeiramente a parte finita

da amplitude

G(fi [ [GVV(fin) | -GAA(fin) | -G VA(f
Tu‘fplg = _6_4 {Tuvpo( n) + Tuvpc( n) + Tuvpc( n)} _

A contragdo com o0 momento externo no leva a

1 uvpo Tuvp

G(fi i ~G.VV(fi G AA(fi ~G,VA(fi
“TNV(PIC? = 64 {CI'UT o' n)‘f‘quTuvpo( “)+qu 6( n)}a

sendo que analisaremos cada termo separadamente.
Quanto ao setor vetorial, sua representacdo em termos de sub-amplitudes é

=GV V(6 VV(f
P Tivpe ™ =4 [q“TvG;!(”;‘ '+ gy )}

VV(fi VV(fi
~ 240 [q“TV;u;() & +quTu;w() m}
VV(fi VV(fi
+qvqo [q“ Ty ¢ “)} —2qy [q“ Topo™ }
VV(fi VV(fi
+ 7o [Tvp ( “)] — 24 [TG;V;() n)}

+(o<p) .

(6.26)

(6.27)

(6.28)

O resultado final pode ser calculado exatamente usando os seguintes resultados (ver

Secdo 5.1)

1
VV(fin) _ VV(fin)

Tp:pv =54 [Tuv } )
¢TIy "™ =0,

" TVV(Ein) _

psuv - — Yo
PIHN = 57 [T ]
PTG 0.
Tag = 300 [T ]

(6.29)

que podem ser facilmente verificadas através das expressoes explicitas das amplitudes. Substi-

tuindo tais resultados em (6.28), vemos que todas as contribui¢des das sub-amplitudes se can-

celam

~GVV(fi
q”Tuva( M_0.

(6.30)
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No setor axial podemos proceder da mesma forma. A expressdo em termos de sub-

amplitudes é

=G AA(fi AA(fi AA(fi
quT,uvpc( M =4 [‘]u Tva;(u;r)l) ""Z”Tuc;(v;)l)}
AA(fi AA(fi
— 245 [quTv;H% n)+quTu;v$) n)}
AA(fi AA(fi
—2qy [Clu To;u(Pn) +q* Tp;u(an)}

AA(fi
+4qvqc [quTup( n)]

AA(fi AA(fi
- 2q2 [Tc;v(p n)] "’qZQG [Tvp( n)] .
Utilizando os resultados obtidos na Secdo 5.2
pAAGin) _ 1 pAA(in)

JoHTY _EqP[MV }

1
AA(fi AA(fi
T = ~dp [q“Tuv( “)] :

2
ppAA(fin) _ q [TAA(ﬁn)} ,

g Lpsuv 5wy
wAA(fin) i 2m? 2 (0)
q Topuy = —(4_7_5)76]v (CIGQp_q gop) [50 ]
1 AA(f
+ ZquP [‘]”Tuv( n)} ,
1
AA(fi AA(fi
qGTO'p;(u\rP = ZQZCIP [Tuv( n)] )
chegamos a
117G AA(fin) i 8m? 2 (0)
Tuvpo = (4717) q2 qdp (CIVQG—Q 8vo) [50 ]

. 8 2
- @q—n;qo (qvap — a*gvp) [ééo)] :

Observe que para m = 0 o lado direito da expressdo acima se anula.

(6.31)

(6.32)
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Finalmente, para o setor axial-vetor, a contracao é

G, VA(fi VA fi AV (fi
q"T, vpo( " =+ 44" < ( n)‘|‘Tvo(ug)>

VA(fi AV (fi
+ 44" (Tuc;(vlr)l) + Tuc(vlr)l)>

fi fi
#2000 (0 + )

VA(fi AV (fi
F2q59" (T,u;vgj " + 1, v(p n))

A(fi AV (fi
F2qvq" (Tcy;u(p V. TG‘:t(pn)>

:|:Cquoq (TVA(ﬁn) +TAV(ﬁn)>
TVA( AV (fi
:qu ( c; vSon)‘FTO' v(pn)>

020 (T ™ + 17y ™) . (6.33)

Usamos os resultados obtidos na Se¢do 5.3

he)

AV(ﬁn) q

fi
Touv ' = EX [ Ty n)} ) (6.34)
gh T %” [ “TAV(ﬁ")] (6.35)
AV (fi 6]2 A fi
PTAVD _ =< [ v( n)} (6.36)
AV (fi 1
q Tcp(us) = 3 aQa (QGQp Clzgcp)
2
m 0
+ 2€va9a? (9690 — 4°8op) [5(§ )}
1
+ 4490 [q“Tﬁ‘X(ﬁ")] : (6.37)
Topun = 1% [TV ™) . (6.38)

para chegar a
G.VA(fi i 8
quTuva'( " i@ggva%x [QpCIG_ngpG]

i 16m?
£ am g & e (4000~ a8p0) EXE (6.39)
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Substituindo os resultados acima em (6.27) obtemos

HTope =+ @ﬁgva‘hc (90495 — 4*8po)

1 1m? 0

+ @Z?‘gva%c (9pq0 — Clzgpc) [5(5 )]
1 1m? 2 (0)

- @gg% (Qv% —q gvc) [50 }
1 1m? 2 (0)

_— - . 6.40

(471_) 3 q2 do (QVC]p q gvp) [50 } ( )

Notamos aqui que as IWs foram definidas para férmions de Weyl, e nossos cdlculos
foram feitos para férmions massivos. Ao tomarmos o valor local de massa nula no resultado
acima, finalmente chegamos a parte da anomalia de Einstein que surge da parte finita

ppGiin) _

i1
4" Tuvpd = £ g 73 & 0 (4940 —4°8po) - (6.41)

Notamos aqui que, para massa nula, o termo andmalo obtido acima vem inteiramente da
parte axial-vetor. Resta-nos agora calcular a contribuicao da parte divergente.
Parte divergente

A parte divergente € calculada da mesma forma, escrevendo a contracao total em termos
da soma de amplitudes com diferentes carateres de vértice
Gdiv) _ 1 ~G,VV(div) ~G,AA(div) G VA(div)
‘]uTuvpc ~ 64 {quTuvpo +‘]uTuvpc7 +quTuvpo } ,
e, sabendo os resultados explicitos das sub-amplitudes calculadas no Capitulo 5, substituimos

estes resultados para obter o resultado final da anomalia. Como a parte divergente das amplitu-

des € escrita em termos de uma grande quantidade de objetos divergentes tensoriais, sendo sua
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manipulacdo longa e tediosa, vamos apenas mostrar o resultado final da contracdo, que é

G(di I
quTuv(plc\;) = 16 {zqﬂ-@vcup + zqu-@ucvp

+ <—8p/1> qugvouk + <_8p/l> q“%mm
+ <—8vl> 4" Dyopr + (_Sul> 4" Dvorp
AN ol Sy

—2m*qp {[Aavol + 8ve [hog (m*)] }
—2m°gvpq® {[Ma:oa] + 8o [Tog (m”)] }

+4(go8pv +av8po) [ljuaa (M*)] } +(p <> 0) . (6.42)

1A 2AV - . N

onde )75, ,Vw’,(;/ , #vpo sdo definidos no Apéndice B.
Notamos aqui que ao tomar o limite de massa nula, os termo proporcionais a m? se
anulam, assim como o termo I ;44 (0). Isto pode ser observado na propria defini¢do do objeto

(Apéndice B):
I

d*k k2
udmy:/ m( ) o

Deste modo, a contribui¢@o da parte divergente para a anomalia é

G(di I
q" Tu\fplc\)/') = 16 {2q# 9vcmp + 24" guovp

+ <_8pk> Q”@vcul + <_8pl) qH@ucvl
+ <_8vl) quguopl + <_8ul) qﬂ-@vclp

I 4 SN T2 } +(p o). (6.43)

e Duvpos YVVPVG, ,Vvl[;’g, 5/3,3% s@o objetos tensoriais definidos como somas de termos de su-
perficies.

Um comentario importante pode ser feito a respeito do resultado final da anomalia, que
¢ a soma da parte finita com a divergente:

G G(fi G(di
q“Tuva = quTuv(prclr) +quTuv(plg')-
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Ja foi dito na Se¢des 5.1 e 5.3 que a condi¢do para a invariancia de gauge na QED, é
a fixagdo de um valor nulo para o termos de superficie Ay.;y, 0 que chamamos de relagdo de
consisténcia para a invaridncia de gauge. Dentro do contexto da anomalia AV bidimensional,
esta relacdo de consisténcia € a responsavel por tornar a IW vetorial automaticamente satisfeita,
enquanto a IW axial é violada por um termo andmalo finito, caracterizando o fendmeno da
anomalia. Na dimensdo fisica (34 1), em teorias onde a simetria de gauge esta definida, as
relacdes de consisténcia para que a invariancia de gauge nao seja violada sdo analogas: todos os
termos de superficie devem ser nulos. No contexto da anomalia ABJ, estas relacdes "salvam"
a invariancia de gauge enquanto sao responsaveis pelo termo andmalo na identidade de Ward
axial (analogamente a anomalia AV bidimensional), o que estd de acordo com os resultados
experimentais para o decaimento do pion neutro.

Levando estes resultados em conta, podemos nos perguntar qual seria o efeito das rela-
coes de consisténcia para a amplitude gravitacional. Fica evidente que, sendo a parte divergente
(6.43) formada apenas por termos de superficie, a incorporagdo das relacOes de consisténcia
(termos de superficie nulos) leva a um resultado finito para a anomalia:

1 1
G 2
" Tvps = ﬂ@eva%c (apgs —a"8ps) » (6.44)

onde aqui definimos ZLGV o

nulos. Lembramos que este termo andmalo vem apenas da parte AV da amplitude total, e estd

como uma amplitude consistente, como todos termos de superficie

de acordo com a literatura.

6.2.2 Anomalia de Weyl

Para o estudo da anomalia de Weyl, precisamos da contracdo da amplitude com a métrica

GVV ~G,AA ~G,VA
§ T = — oy ¢ T + " T+ TS ) (6.45)
O estudo da anomalia de Weyl € andlogo a anomalia de Einstein, de modo que vamos

poupar o leitor de passos intermedidrios e ji estabelecer o resultado para a parte finita e diver-

gente.
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Parte finita

Para a parte finita, os resultados encontrados para cada setor de sub-amplitudes foi

32m?

A f i 16 i 0
g Tvne” = 4m)3 (90ap — a°80p) + an & (90ap — 4*80p) [&é )] ,  (6.46)
. i 16
gV T ~an3 (969p — a*80p) (6.47)
o i 8
¢ Tivps’ = (an)3 (Epad”do + Eoad"dp)
i 16m? 0
+ @7 (gpaqa(]c +80aq“qp) [5(5 )} ) (6.43)
que substituidas em (6.45) levam a
1 1 1 1
fi
guvav(prg :@6 (%‘]p - ngGp) + @ﬁ (8paqa(k + Scmqa‘Ip)
1 1m? 2 (0)
@5? (%(Zp —q gO'p) [50 ]
1 1m? o o (0)
:F@Z? (ep(xq qdo +€caq Qp) [5() ] . (6.49)

Para massa nula, temos o valor da parte finita da anomalia de Weyl

1 1 1 1
fi
gﬂvTuG\prclr) = @8 ((]GCIp - ngop) + @ﬁ (Spaqa‘hf +£oaqa4p) . (6.50)

Notamos aqui que, ao contrdrio da anomalia de Einstein, os termos que contribuem para
esta resultado ndo vém apenas da parte AV, mas tém contribuicdes de todos os setores VV, AV

e AA.
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Parte divergente
Para a parte divergente temos
(64)g"” [iTlfv(gi;)] -8 [guvT}Y(;/;(\flfi)V)} _44° [guleK“fl()div)}
4 [ quTny/;Zguv)} 240 [ quTJPV(div)]
g :g“VTﬁéfﬁipV)} —44° [guvTﬁ(ﬁgliv)}
4 3qﬂT%(giv)] + 246 [ " Tﬁ;&(div)}

voiup

4+ 8 -guvTva/;%;(;liB/) + g,uvTAV(div)]
- 461_6 [g“VTvV;ﬁifiV) i guvTé\:l(l;iiv)}
4 [qu TYAGY) 4 g T&A}L(giv)]

+ 245 [qu TYAG) | g Tﬁ\/‘;(dw)}

+(c<p), (6.51)

Substituindo os resultados encontrados no Capitulo 5 temos

1 G(di
(64) guv [lTqu(Glg)] =+2 <_8pl> gu‘/@uovl +2 <_8v/l> -@vplo
+4g#v9uovp + Zy;;/o"/ +,5”,;4X
+680p [lguaa (m*)] —4m* { Docp + 8op [hog (m*)] }

+(p <o), (6.52)

onde Ygg e Yﬁ“c‘y/ sdo tensores definidos como soma de termos de superficie (ver Apéndice B).
Ao tomarmos o valor de massa nula para os férmions, temos entdo o valor da parte

divergente da anomalia de Weyl

i

G(di
g#vTuv(crl;) = 16 {:I:Z <_8px> gﬂv-@ucvl +2 (_Svl) -@vp/lcr

48" Duovp + 230 + o8 } +(p ¢ 0). (6.53)

Levando em conta, entdo, que o valor total da anomalia € a soma da parte finita com a

divergente

G((fi G(di
gV TS s = 8 Tiivop + 8" Tivoy (6.54)
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podemos fazer as mesmas consideragdes sobre consisténcia que fizemos para a anomalia de
Einstein. Ao incorporar as relacdes de consisténcia, anulando assim os termos de superficie,

temos um resultado completamente finito para a anomalia

1 |

1 1
uv G . 2 o a
8 %vpa = _(475) 6 (QGCIp q gcp) + _(475) By (gpaq 9o +€caq Qp) . (6.55)

Tendo calculado as anomalias e interpretado a parte divergente com argumentos de con-
sisténcia fisica, faremos agora uma andlise e discussdo dos resultados para estabelecer nosso

ponto de vista sobre as anomalias gravitacionais.



100
7 RESUMO E ANALISE FINAL DOS RESULTADOS

O fendmeno das anomalias certamente estd entre os mais intrigantes e surpreendentes
fendmenos que surgem como consequéncia do formalismo da TQC. Depois da descoberta da
anomalia triangular AVV, por Adler, Bell e Jackiw (BELL; JACKIW, 1969) (ADLER, 1969), e
seu sucesso na descri¢do da fenomenologia do pion neutro, muitas outras foram descobertas e
estudadas exaustivamente. Apesar das incontaveis investigacoes feitas dentro dos mais variados
contextos da TQC, este assunto ainda desperta muito interesse na literatura mesmo nos dias de
hoje. Isto se deve ao fato das anomalias estarem relacionadas a consisténcia interna dos modelos
de TQC. De fato, para exibir unitariedade e renormalizabilidade, um modelo ndo deve possuir
uma anomalia em uma simetria dindmica, como € o caso, por exemplo, da bem conhecida
simetria de gauge no modelo de Weinberg-Salam (GEORGI; GLASHOW, 1972) (GROSS;
JACKIW, 1972).

No contexto dos modelos gravitacionais, a importancia do fendmeno das anomalias nao
¢ menor, especialmente depois do trabalho seminal de Alvarez-Gaume e Witten (1984). Neste
trabalho os referidos autores apresentam o primeiro estudo mais geral sobre a existéncia de
anomalias em modelos gravitacionais formulados em diversas dimensdes do espaco-tempo.

A tarefa de unificar todas as quatro interacdes conhecidas, incluindo a gravitacional,
através de uma unica teoria, representa hoje uma importante area de pesquisa na fisica, a qual
tem se mostrado muito drdua. No contexto da TQC, a referida unificagdo envolve necessaria-
mente o desafio de formular modelos gravitacionais que sejam consistentes com 0s principios
da mecanica quantica. Para que tais modelos tenham a desejada consisténcia interna, o conhe-
cimento das possiveis anomalias associadas desempenha um papel importante.

Em particular, modelos de TQC formulados em duas dimensdes do espaco-tempo forne-
cem laboratdrios tedricos geralmente mais simples para se investigar o fenomeno das anomalias
gravitacionais, pois a complexidade algébrica é naturalmente menor nesta dimenséo. E exata-
mente dentro deste contexto que a presente investigacdo se insere, com o objetivo de dar uma
contribui¢do a fim de aprimorar o entendimento do fendmeno das anomalias de modo geral.
Nossa investigagdo tem como base um modelo de férmions quirais acoplados a um campo gra-
vitacional de fundo, formulado num espago-tempo curvo bidimensional. Enquanto os férmions
sdo quantizados segundo as regras candnicas da TQC, o campo gravitacional é tomado como
sendo classico (ver Capitulo 2). Tal modelo (ou similar) j4 foi utilizado em investigacdes so-

bre anomalias gravitacionais em vdrios trabalhos na literatura como, por exemplo, nas Refs.
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(ALVAREZ-GAUME; WITTEN, 1984), (BERTLMANN; KOHLPRATH, 2001), (HWANG,
1987) e (BERGER, 1990), sendo que as respectivas conclusdes apontam para a existéncia de
anomalias.

Concretamente, o objeto alvo de nossa investigacdo € a funcao de Green de dois pontos
Guvpo (q) que é definida como sendo o valor esperado no vicuo do produto de dois tensores

energia-momento:

Guvpo (@) =1 [ A" OIT [Ty (3) Ty (0)] 10)

Esta funcao de Green, quando tratada perturbativamente no nivel de aproximacao 1-loop
(denominada neste contexto de Tqu po)- pode ser decomposta em termos de uma combinagdo de
sub-amplitudes de dois pontos possuindo vértices vetorias e axiais. Entre estas sub-amplitudes
podemos identificar o tensor de polarizacao do vacuo (VV) e a amplitude andmala AV, ambas
pertencentes a QF D;. Podemos citar algumas vantagens desta decomposi¢@o. A primeira e mais
6bvia, € a possibilidade de dividir os cdlculos de Tqupm que sdo longos e tediosos, em blocos
menores e algebricamente mais simples de manipular e analisar. A segunda, é que podemos
exigir que cada sub-amplitude satisfaca os seus préoprios vinculos de consisténcia, como € o
caso da invariancia de gauge associada com as amplitudes VV e AV. Uma terceira vantagem,
talvez menos 6bvia, € a possibilidade de identificar a origem dos possiveis termos andmalos de
-

O célculo de amplitudes perturbativas de TQC envolvendo corre¢des que contenham
loops €, geralmente, um processo delicado devido a presenca de objetos matematicamente in-
definidos dado o seu cardter divergente. As regularizacdes, que sdo as ferramentas mais usa-
das para se tratar as divergéncias, ndo sdo livres de problemas. Entre eles podemos citar a
presenca ambiguidades, violacdes de simetrias e unitariedade além de limita¢des de aplicabili-
dade. Em geral, podemos dizer que existem métodos de regularizagdo que exibem consisténcia
minima porém nao sao universais, enquanto outros sao universais mas nao possuem consistén-
cia minima. Neste trabalho adotamos um método alternativo e que nao possui limitagdes de
aplicabilidade (BATTISTEL, 1999) para calcular as sub-amplitudes de T;ﬁ/po' A grande van-
tagem deste método, além de ser totalmente algébrico, talvez seja a de isolar as quantidades
basicas indefinidas sem calculd-las explicitamente para, somente numa andlise final, através
de imposicdes gerais de consisténcia do calculo perturbativo, aferir seus possiveis valores. O

referido método j4 foi aplicado com sucesso em vérios modelos e fendmenos fisicos dentro
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da TQC, incluindo-se o fendmeno das anomalias em duas, quatro e seis dimensdes (BATTIS-
TEL; FONSECA; DALLABONA, 2012) (BATTISTEL; DALLABONA, 2002a) (FONSECA;
DALLABONA; BATTISTEL, 2014).

Dentro desta abordagem calculamos explicitamente (Capitulo 5) todas as sub-amplitudes
que formam 7%} 5.
Para cada integral de Feynman, separamos a parte finita da puramente divergente, através de

Todos os resultados foram organizados utilizando-se a mesma sistemaética.

uma identidade algébrica, sempre supondo valida a linearidade da operacdo de integracdo. A
parte finita obtida foi integrada sem qualquer restri¢do e organizada em termos das funcdes
§,€(N) (qz,mz), que sdo definidas por integrais nos parametros de Feynmam. Por outro lado, as
pecas divergentes, agora “desprovidas” de contetdo fisico, foram simplesmente organizadas
através de um conjunto de objetos convenientes definidos no Apéndice B. Parte deste conjunto
de objetos divergentes é formada por diferencas de integrais que podem ser identificadas como
termos de superficie.

As RFGs obtidas no Capitulo 3 desempenham o importante papel de estabelecer testes
de consisténcia minimos para estas sub-amplitudes calculadas. As RFGs podem ser vistas como
vinculos que as sub-amplitudes devem satisfazer quando contraidas com o momento externo ou
a métrica. A violacdo de uma RFG tem como uma consequéncia a violacao da linearidade da
operacdo de integracdo.

No setor vetorial de T”Gv po verificamos que as RFGs definidas para a sub-amplitude TL‘{‘Y

TVV

sdo todas automaticamente satisfeitas. Para a amplitude 7}, .,

por outro lado, vimos que a RFG
associada a contragdo com a métrica, Eq. (3.12), apresentou um termo potencialmente violador
dado por

Vv
g’ [Tp;u\/}

= —0%{[¢""Us:avup] — gav [8 Aoup] } - (7.1)

viol
Esta RFG pode entdo ser satisfeita se a relagdo envolvendo o trago dos tensores [3;qvyp

2hu’p
g v(; I:]:Lavup 28 Az,‘up Y (‘ '2)
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for verdadeira. De fato este resultado pode ser obtido se assumirmos como validas as seguintes

operacoes

2 2 2
 [Dyaras] = / d k2 8k k“kp3 - / d k2 8k, kp 2
(27)” (k2 —m?) (27)” (k2 —m?)

/ d2k 8 k2—m ) kukp +m2/ d*k 8kyukp
(

2 m2)? 21)? (k2 —m?)?
B / d k Sk#kp
(2 )2 (k> —m?)?
8k k
—m / b P)3. (7.3)

A integral resultante € finita e pode ser integrada facilmente para obtermos o valor

27

gocv [D3;avup] = ( l ) 8up - (7.4)

Sendo assim, se nos permitirmos realizar tais operagdes, concluimos que apesar do ten-
sor U3.qvup ser uma quantidade divergente e indeterminada, seu trago € finito e ndo-nulo. Da

mesma forma, considerando agora o lado esquerdo de (7.2), temos

A’k 2kgk d’k
of _ 0B o 13 /
8% [Aap) = ¢ [/ 21) (12 —m? ~8ap (2n) 2k2—m ]

2 2 2
_ d k 2k 5 dk 1 . (7.5)
)2 (271_)2 k2 _ m2

Ao admitirmos que a linearidade da integracdo € valida para integrais divergentes, po-

demos escrever

IR S L
; (271_)2 (kz_ 2)2 (271.)2 k2_m2

d’k , [ d%k 1
_/ 375 5 T 2m / 2 2
(27)* k? —m? (2m)” (k% — m?)
d*k 1
= __ -
/(27‘[)2](2—1’”2

d2k 1
—om / per3 (7.6)
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que € uma integral finita e integravel segundo procedimentos bem estabelecidos. Obtemos entdao

i

B A, ] =—— 7.7
8 (M) = =5 (7.7)
de modo que a condicao
pu [pvv } -0
& [ PRV T viol

¢ satisfeita e a RFG

ghP [T,}/;Xv (kl,kz)} = [TV (kp)] +m [TVSV (kl,kz)} ,

portanto, é preservada.

Para a amplitude 7).

op:uv- as RFGs definidas pelas contragdes com o momento externo

sdo automaticamente satisfeitas. Em contraste, a preservacao da RFG relativa a contragdo com

a métrica, Eq. (3.15), depende da condicao

[ ré DZ;/lépv} +% (k(lxk{g +k?k§ +k§xk§> [gléz“l;/lépvaﬁ}
— = (B +13) [glémg,;%vp] —kip (ki +ko)® {g’lng;/mgva}

+ k), (k1 +kp)* [glg D3;/l<§pa} + (ki +k2), kip [gléAz;;Lg]

+

(ki
(k“kﬁ + kS + K0k ) [Oppval + (k“kﬁ + KRS+ K1) [Osipvpal
(k4] + k545 kK ) [Ovpap] + 5 (k‘f‘kf + k5K + KPS ) [Daapve]
(kipkS + kapk§t — ki pk$ + 2k2pk¥) [Agivel
(k1vk{ 4 kovkS + 2kiykS — kavk{') [Azpa]
— = (4K + ki k) [Azvp]
(kekf + k8 HE + KRS ) v (Mg
{[Avov] +8pv lguaa] } —2m* {[Bapv] + gpv [hoe] }
il

= =13 (avap —gwd’) - (7.8)

+
o wl-hwl-hwlmwlwwl~wlmwl~t\>|~

+ o+

ser satisfeita. Novamente, a verificacdo da identidade acima passa pelo calculo do traco de

tensores que podem ser identificados como termos de superficie. Usando-se a mesma sequéncia
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de passos mostrados nos célculos acima, temos

o = / d*k  APkoky / d*k  8kpky
8 2AEpv (2%)2( 5 12)2 (27_[)2 (k2 — A2)

/ dzk 4 k2 m*) koky / d*k 4kpky
m
2—m?)’ (2m)* (k2 —m?)’

B / dzk 8kpkv
(2m)? (k> —m?)

d*k 2kpky 5 [ d*k dkpky
—2 32 gy T 2 2
(2m)* (k* —m?) (27)* (k2 —m?)

=—2[Avap] —280p [luaa (m?)] +

+2m* [Ag.gp] +2mPgap [hog (m*)] (7.9)

M d*k 48k2kakﬁkpkv d*k 48kakgkpky
4/1§Pvaﬁ / m2)4 _/(271_)2 (kz—m2)3

m
( (

(k2 —m2)* 212 (2 —m2)*
2k A8k kpkok
/ - p3v (7.10)
—m?2)
/ m2)4
=2 (4,[) (gVPgaB +8gvagpp +8vpspa) » (7.11)

Substituindo estes resultados para os tragos, assim como a expressao explicita dos ter-

mos de superficies (Apéndice B), podemos verificar que o termo violador se anula de modo que

a RFG
81 [ Tapy Uk k)| = [Ty (ko) |+ | T3 (R k)|

¢ satisfeita.

No setor axial encontramos uma situacdo inteiramente semelhante. Ou seja, as RFGs
relativas as contracdes das sub-amplitudes com o momento externo sdo automaticamente sa-
tisfeitas enquanto as relativas as contragdes com a métrica dependem da validade das mesmas
condi¢des encontradas no setor vetorial, conforme discutido nos pardgrafos acima.

Finalmente, no setor axial-vetor vimos que até mesmo as RFGs derivadas das contragdes

com 0 momento externo podem nao ser automaticamente satisfeitas. No caso importante da
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sub-amplitude Tﬁ“‘f ,aRFG

g | (k1 k) | = = [ )|+ [T (k)| = 2m [ (ko ko) 7.12)

somente pode ser satisfeita se a condi¢do (7.7) for vdlida. Condi¢des semelhantes as discuti-
das acima também sdo encontradas nas contragdes g* T3y, g T4y 1y 8°H Ty € 8P  Thepy-
Sendo assim, desta andlise da consisténcia das sub-amplitudes podemos concluir que as con-
dicdes necessdrias para que todas as RFGs sejam satisfeitas envolvem tracos de tensores, os
quais podem ser identificados com termos de superficie, que sao ndo-nulos.

Por outro lado, as IWs exigem condi¢des distintas para que sejam satisfeitas pelas sub-
amplitudes calculadas. No setor vetorial, a preservacdo da invariancia de gauge associada a
sub-amplitude 7,/ exige que

Aryy =0. (7.13)

Obviamente, o traco deste tensor também se anula
g Ay =0, (7.14)

em clara contradi¢do com a condicdo (7.7). Entretanto, se assumirmos vélida a integracdo

simétrica e a linearidade na operacao de integracdo, encontrariamos um resultado nao nulo para

Az v pois

d*k 2kuky d*k 1
Aoy :/ 2 2 _/ 202 —m2) ’
(27)* (k2 — m?) (27)* (k* —m?)

d*k k2 d*k 1
:g“v/ (2m)? (kz—m2)2_/ (2m)? (k2 —m?)’

/ d*k m?
=g )
Y en)? (k2 —m2)?

i
=y (7.15)

Este resultado ¢ comumente encontrado em algumas andlises sobre o fendmeno das

anomalias (BELL; JACKIW, 1969). Neste caso o traco seria

guvAZ;uv = 5= (7.16)
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0 que estd em concordancia com (7.7). Porém com este resultado ndo podemos preservar a
invariancia de gauge da QED,.

No setor axial-vetor temos a sub-amplitude T‘f\‘,/ . ARFG
q" [Tﬁ/ (khkz)] = - [T\f\ (kl)] + [TvA (kz)} —2m 1" (ki,k2)] (7.17)

¢é satisfeita somente se
i

YAy = —— .
8 2;1uv o
Entretanto a IW vetorial
q" [Tﬁﬂ =0, (7.18)
¢é verificada somente se
AZ;MV =0 )

resultado que também implica que a IW axial
q" [Tﬁ/ (klakZ)} =—2m [T}V (ki,k2)] ,

¢ violada por um termo andmalo. Neste cendrio, a manutengdo da invariancia de gauge implica
na violagdo tanto da RFG quanto da IW, ambas ligadas a contragio g [Tﬁ‘\‘,’ ] .

Se Ay.;v = 0, a condigdo (7.2) implica que

gavD3;av”p - O .

Este resultado, porém, tem como consequéncia que a condi¢do (7.8) ndo pode ser sa-

tisfeita. Deste modo as RFGs para as contracdes gH° [Tg’x uV] , gh° [Té‘g‘; uV] , gh° [Tég; “v} e

i [Tg‘l‘,/. “v] sdo violadas também. Em suma, podemos perceber claramente que as condigoes
que permitem manter as RFGs sdo incompativeis com aquelas necessdrias para preservar as

IWs .

TAV

Da andlise da amplitude T}y,

Secdo 5.3, vimos que o termo andmalo, que € bem conhe-
cido na literatura, emerge na situa¢do na qual A,y = 0. Esta € a mesma condi¢@o que garante
a preservacao da invariancia de gauge da QED,. Quais seriam, entdo, as consequéncias destas
mesmas condi¢des para a amplitude gravitacional Tf‘,p !

Generalizando o resultado Ay, = 0, temos que
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[24;uvaﬁéx] - [D3;uvaﬁ] - [DZ;uvaB} = [Aiuy] =0. (7.19)

Com a imposi¢ao destas relacoes de consisténcia obtemos as sub-amplitudes “fisicas”:

Tav' (4) = (%) (quav—swe’) & " =677 (7.20)
Tpe (@) =2 [T ()] - (7.21)

96‘;)‘;//,Lv (q) = (gpugav ‘I‘gpvgou) [Iquad (mz)]
1

- {3 (guv8pcd® — guvapds — 8opqudv)

(gupgvoqz —8up9qvqoc — gchqu)

6 (8vpgucq2 —8vpdudo — 8ucdvdp) } [og (mz)]

qudvdcd
- {2% +4" (8vp8uo +8vasup) —av (8usdp +8updo)

—qu (8vpdo +8vodp) ﬁ [252(0) - 51(0)}
2 L [£(0) _ £(0)
+ ? (Clcf]p - ngcp) (QMQV - Clzguv) ar [éz - 51 }

1
+ ZCIpQG [T;,Y\Y} ) (7.22)

T @ =7 |1 (@) (7123)
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g(;&Al;mv (q) = (gpugav +gpvgou) [Iquad (mz)}

1
+ 3 (guvgp0q2 —8uvqpqoc — gop‘]uCIv)
1 2
6 (gupgvch —8upqvdoc —gvgqqu)

1

6 (gvpgucqz —8vpquYo —8MGQVQp) - znguvgﬁp} [llog (mZ)}

qudvdcq
+ {2% +C]2 (gvpguo +gvcgup)

—qv (guchp —I—gupCIG) —dqu (gvpCIo +gvchIp)} L [252(0) - 51(0)}

4r
1 2 2 N [0 £(0)
+ 7 (409p —agop) (quav —a°8uv) 5 [52 & ]
m? i 1
- ?&Lv (QGQp _ngcp) ﬁ [60(0)} + ZQpCIG [Tﬁé] ) (7.24)

TN (@) = —€,p8"% [T ()] (7.25)
Ty (q) = —€,8P* [%V;ovw (q)] : (7.26)
9?;;“\/ (q) = _8uﬁgﬁa [96‘;3‘;106\/ (Q)} . (7.27)

Como podemos observar, todos os termos ambiguous foram eliminados das sub-amplitudes.

Com estas sub-amplitudes, as IWs de .7,G,, . ficam (para m = 0)

uvpo
i1

4" Tifipo =+ gy 235 9 (4940~ 4°8p0) (7.28)

uv§G _ 1 1 2 1 a a 29

& Tuvve = 4y ¢ (900 —a"80p) F 57 (6004”90 + €509 ap) | - (7.29)

Os resultados acima mostram que as invariancias de Einstein e Weyl ndo sdo preservadas
pelas amplitudes calculadas. Os termos violadores sdo conhecidos como anomalias gravitacio-
nais bidimensionais. Os resultados acima sao idénticos aos que sdo encontrados nas referéncias
padrdo sobre o assunto (ver por exemplo, Bertlmann e Kohlprath (2001)).

Podemos também mapear a origem destes termos andmalos através das sub-amplitudes.
No caso da anomalia de Einstein, vemos que sua origem estd localizada exclusivamente em am-
plitudes do setor axial-vetor, pois as correspondentes RFGs (g* [T[}X } ,ght [T(‘;‘X; ﬂv] egh [T(‘?X; MV} )
ndo sdo satisfeitas quando as relagdes de consisténcia sdo adotadas como vélidas. Portanto, po-

demos constatar que a anomalia de Einstein tem uma relacao direta com a anomalia encontrada



110

na QED;. Por outro lado, a anomalia de Weyl tem também como origem amplitudes do setor
vetorial e axial. Nestes setores as contragdes gh® [Tc‘,/,}’; ”v} e ghe [Téf,‘; #v] tem suas correspon-
dentes RFGs violadas. Além destas, no setor axial-vetor também observamos violagdes das
RFGs para as contracdes gH° [Té‘;‘:‘v} e gho [T&“X; W] .

Dentro de um cendrio onde regularizacdes nao desempenham papel algum, obtivemos
as anomalias de Einstein e de Weyl, no caso de um modelo de férmions acoplados a um espacgo-
tempo curvo bidimensional. Como consequéncia da sistematiza¢do da amplitude gravitacional
em termos de um conjunto de sub-amplitudes, trés delas pertencentes a QFE D,, pudemos isolar
a origem dos termos andmalos e identificar sua conexdo com a amplitude andmala T;ﬁ\‘,’ . Além
disso, vimos que as mesmas condi¢Oes exigidas sobre os objetos indefinidos, que fornecem a
bem conhecida anomalia bidimensional AV, também sdo suficientes para o obtencdo das ano-
malias gravitacionais. A filosofia de ndo efetuar a integracdo do momento do loop de integrais
que sdo divergentes, eliminando-se assim a necessidade concreta de algum tipo regularizagao,
possibilitou ainda a identificacdo de uma outra consequéncia das anomalias além da violagdo de
uma identidade de Ward, que consiste na inevitdvel violagdo das RFGs e portanto da linearidade
da operacgao de integracdo. Este € um fato importante e que é mascarado quando regularizag¢des

estdo presentes, por isso ndo vemos tais discussoes na literatura do assunto. Certamente inves-

tigacOes adicionais serdo necessdrias para compreendermos melhor este aspecto.
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APENDICE A - Integrais

Em amplitudes de dois-pontos precisamos calcular as seguintes integrais

k|1 ky, kuky,...]
271)? DD, '

[Izalz,uvIZ,LLVw“] :/(

Usando-se a estratégia definida no Capitulo 4. obtemos

L (ki,ky) = ﬁ [5571) (q22m2)} ) (30)

Dy (k1 k) = «4_170 {—%é&‘” (qz;mz)} , 31)

d*kc kuky
271)2 (k2 —m?2)2

by (klakZ):/(
T an (47r) (4uav — gvud’) {52(_1) (g%m*) — %51(_1) (qz;mz)}
+@ZQ“QV & ()] (32)

d2k2kkkk A’k kyk
buve (k1,k2) ——Qg/ Lowp §+k1p/< £=e

2) 27[)2 (k2_m2)2
&> k kukp d*k kekp
+k10/ (27)* (kz_mz)z +klu/ (27:)2 (kz—mz)z
(4;) ;gGPq# [gl ( ,mz)} (471:) ;guGQp [él <q2;m2)}
i 1

2 v (1) (2. 2
~ (am) 284090 & (gm) |+ (47:)%%% & (g
—kio [12;1\/} _klu [IZGV] —kiy [Izcu]
— kigkiy [by] — kigkiy [bu] — kiukiy [bo]

—kigkiukiy [I] , (33)
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12uvcp(k1,k2)=/< Pol (1 kz)/( ukvkskp

+
o) (2 —m2)? ) @2n)? (k2 —m2)}
2r)® (k2 —m?)*

d*k  kyky A’k kpky
ok / MY kok / P
P T amE e —m2)2 ) am)E (k2 —m2)?

+4 (kygkiy +kighoy +kogkay) /

d*k kpky d’k  koky
2 2 JrklPle/ 2 2
(2m)” (k2 —m?) (2m)” (k% — m?)

d*k koky d*k kekp

+ki1pky / 1uk1 /

P e w2 T 2n)? (2 - m2)?
1oQ§/ 2kyp a;/ )3
de kokpkvké de kckpkuké
1uQ5/ kiv 5/ )’

t o= (4717)4 ( 8uv8op T 8uc8vp +g“pgov) [éo (q .m )—mz] 4

+k16k1v/ +

i1 r 7 i1 r 7
(471.) 2g,uquCIp _§2(0) (q27m2>_ (475) zgﬂGCIVQP _§2(O) (qzamz)_ +
i1 r 1 i1 r 1
(47[) zgupQV(ZG _62(0) (q27m2)_ (471.) 2§vo"]ﬂ‘]P _52(0) (qz’mZ)_ +
i1 r 1 i1 r 1
(47:) 58vpdudo _52(0) (*,m*) | - {am) 2800 nay _52(0) (%,m*) | +

+ (4n)4u61v4051p [5( 2 (qz,mz)] +

—kio [Lppv] —kip [ouv] —kiy [opv] —kiv [Ropu] +
—kickip [buv] — kickiu [bpv] — kickiy [bpu] +

— kipkiy [bov] —kipkiy [hou] —kipkiy [hop]| +

— kickipkiu [by] — kickipkiy [y +

—kickiukiy [bp] — kipkiukiy (o] +

—kigkipkiukiy [Io] . (34)

Eventualmente também precisamos de algumas integrais que surgem em amplitudes de

1-ponto, definidas como:

d?k [, ku kuky,...]

D, s -] (ki):/(QTC)Z D;

Ap0s a aplicaglao do método, obtemos:



d*k
Ly (ki) =/

Iluvc (ki) = qu

+_

K2k /(

k(xkﬁ é

(2m)? (k2 —m?)

2 / d*k  kyky
M
(

ey ﬁ/ dzk 4kukvka

2m)* (K2 —

)2

kﬁ

/ d*k 2kykykoke
(27)° (k2 —m?)®

d*k Akykykoke

t)(l

2m)* (k2 —

de 8kukvkgkakﬁké

)3

m?)’

Y

(27)*

(k> —

m?)"*
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(35)

(36)

(37)

(38)
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APENDICE B - Objetos divergentes

Ao longo do texto usamos uma notagdo para objetos divergentes basicos, definidos neste

apéndice. Os mais simples deles sdo definidos apenas como integrais divergentes:

d’k 1
g W):/ 2r)? (K2—22)" &9
d’k k?
Luaa (A2) :/(27r)2 In (kZ—QLZ) . (40)

Outros deles sdo definidos como diferengas de integrais divergentes e tem estrutura de

termos de superficie:

v W] = ity [0 (20

d*k 2kyky d*k k?

d*k 9 ky
(Ao (A7) :/ (2m)? Oky <_(k2—/12))

d2k 2kukv d’k 1
_/ ) _g[JV/ (271_)2 (k2_12) ) (42)

d*k 0 2kykakp
. A% = / (— )
[ Z,Mvaﬁ( ” (271)2 dky (k2 —A2)
d*k 4k“kvkakﬁ d*k 2kekg
/ ) guv/(z )2(2_&2)

de 2kvkﬁ d2k 2kvka
_gua/(2n)2( 2 _ guﬁ/

: 43
FE) (43)
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27)? Oky 2_22)?
- 227 ) ar? e a2y

B /dzk 2kykg /dzk 2kyke
) P e —azp

2 0 2kyvkok
e (17)] - / (" =

227 (44)

duvaBlyl — (271.)2 akﬂ ( 2_12)3

_ / d*k 48kukvkaklgk§kx iy / d%k 8kakgkeky
-t T n)’ ()22
-8
no (2) (K2 /12 8up )3
d’k 8kvkakﬁkx d2k 8kvkakﬁk5
—gug/ gux/ 29 22\3 "
A2)° (2m)” (k> —A2)

(45)

Também definimos alguns tensores que sdo formados por somas de termos de superficie:

gcrpuv = [D2;pouv} +8po [Al;yv} +8pu [Al;ov] +8pv [AI;O',LL} —8uv [Al;cp}
1
+ 3 (kiakip +kiakop +k2akap) [Zapoapuy]
1
+3 (kiakip +kiakap +kaakap) {8po [D3:apvu]
+8pB [D3;0'auv] +8pa [D3;0'[3‘uv}
+8pu [53;caﬁv} +8pv [D3;G(Xﬁﬂ}}
1
—kip (ki +k2) o [D3:0uva] — 5 (ki +ka),, (k1 +k2) g [O3:pvac)
1
2

—kic (kl +k2)a [DS;puva] - (kl +k2)v (kl +k2)a [D3;puao]

1 1
- 5 (k% +k%) [D3;pvu6} - Egﬂv (k?k? +k§xk§> [D3;P60¢B]
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(klaklﬁ +kiakog +k2ak2ﬁ) {nggaB [Az;uv} +8ps8av [AZ;MJ

W | =

_|_

+8po8au [Ma.pv] +8pagop [Aruv)
+ 8pagou [Mapv] + 8pagov [Arpu]
+8pp8oa [Mruv] + 8pp8ou [A2av]
+8pp8ov [Mosau] + 8pugoa [Aapy]
+ 8pu8op [A2:av] + 8pugov [Arap]
+ 8pv&oa [Aopu] +8pv8op [A2:au]
+ gpvou [Anap] }
~ 5 (6-+18) {gpv [Baua] + 8ouBsvo] +8p0 A2}
—kio (ki +k2) o {8pv [Dosua] + 8pu [A2val +gpa [Aovu] }
—kip (ki +k2) o {8ov [A2ua] + &ou [Arval + goa [A2vu] }

— % (ki +ka), (ki +k2) ¢ {8pv [A2a0] + 8pa [B2ive] + 8po [A2val }
(ki +k2), (ki +k2) o {8pp [A2:a0] + 8pa [A2puc] +8po [A2ua] }
8uv (k?‘k? + KK ) {800 [D2.ap] +8pa [Arop] +8pp [A20al }
+ (ki +k2)y ki [Azvp] + (ki +k2), kg [Aoup)

+ (ki +k2)y kip [Aave] + (ki +k2) kip (Ao

+ guv (ki +k2)% kip [Anoal + guv (ki +k2)* k1o [A2pal]

1
5 {ouv [ ko) + K +83] + 2 (kikay +ivkou) | [A2p]

1
+ [Zklcklp ~3 (ki —k2) o (ky —kz)p] [Auv] (46)

ypvo"/ =—q° {_ro [gUBDB;apuﬁ} +0p [g'uaAz;ua} -0 [Az;ap]}
- {_anﬁ [D3;opaﬁ] _anﬁgop [Az;aﬁ] + (Qan +anp> [Az;ac]
+qaQ* [Az;po] +(g— Q)aQG [A2;(xp} }

+qsq" [Aup] ) 47)
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ey =30 {0" [Dopar] — Op [Asiva] ~ Oy [Asipo]
—0% (gvp [M2:0a] — 8op [D2:av] — gov [A2pa]) }
q; { 4% 0P [Dspap] — 40P gvp [Ar.ap] + (40 0% +4%Qp) [Ara]
+q%Qa [Mopv] — (Q— ) qv [M2ap] }
~ {00 [D0pap] — a0 80p [Arap] + (400" +4Qp) [Arac]

+4%Qu [AZ pc} — (0~ Q)aQG [Az;ap]}

22 (g 0[] — v S]] + o — 450"] [A2]
+[¢" Ov — qv O"'] [Az;pu} }
+qvqsq" [AZ;MP} ) (48)

I3 = (") 4o {~0% [ Dsarp] + 01 [¢7 0] — 0% [Aren]}
T (—Epl) {—anﬁ (Os.000p] — 40P gon [Anap] +(220% +4%0)) [A2ao)
+4a0% [A26] = (Q—9)" 4o [Ar0n] }
0 (~6) {0 [Dawpo] +Cp [Aaav] + 02 [Azpv]
+0%{g1p [A2val —8vp [Aran] — 8va [A2pa] } }
4" (—&*) {~0" [Dsiopo] +Qp [Ar0] + 01 [A2po]
+0%{g1p [A200] — 8op [Ar:ar] —8on [A2pal }}
+ (&) g0d" [Aua] (49)
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—o* (gwl [AZ;Gu} — 8ol [AMW} —8ov [AZ;M])}
+ (—Svl> %Clz {01 [82p0] — Op [A216]
—0" (8p2 [A2iou] — 802 [A2up] —8op [A22n]) |

+ (&) aoava” [Aaa] (50)

Lo =Fq" <—€u’l) %G {=0% [Davpan] +0p [Aoav] +0n [A2pv]
+0%{82p [Mva] —8vp [Anian] —&va [A2pa] } }
F¢' (e ) 5{=0" [Dyopar] + Qp [B2.00] + 02 [A2po]
+0%{g1p [Ar0a] — 8op [Mar] — 8o [A2pa] } }
F %6 <_8p/l> {—anﬁ (Dsvaap] —a%0Pgva [Avap | +(220% +9%01) [Ansav]
+4%Qa [Mpv] — (@ =) g av [Ar0a] }
F %v (—8p’1> {—anﬁ [Os.000p) —9%0Pg0a [Anap] +(020% +4%02) [A2saro]
+4%Qa [Ar00] — (0~ )40 [D2an]
F L2 (<) {=" 0" ([Drven] —8av [B2au]) + (0" Qv = v ") [Aa,]
+ (" 02 — 92.0") [A2ivu] }
T (<64 {00 ([Dsupar] ~ 10 [Aran]) + (6o~ 50" [
)

+(q" 0 — 42 0") [Apu] } - (51)
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APENDICE C - Amplitudes complementares

Ao longo dos célculos esplicitos das amplitudes, ou das verificagdes das RFGs, Usamos
os resultados de diversas amplitudes cujos calculos ndo constam no corpo do texto. Aqui lista-
mos seus resultados. O procedimento utilizado para calculé-las é andlogo ao que foi exposto no

texto principal.

Amplitudes de 1-ponto

A’k 2kuk
Vir _ _9p@ puho 2
Tu (kl> = —2k; (/ (277:)2 (k2 _m2)2 ga/.tllog (m )) ) (52)

d*k kukp ol d%k 4k”kpkak/3
(27'5)2 (kZ _mZ )3
ok / A’k 2kpka , / d ko 2kukp
) amy? (R —m?)? (27) (k2 — m2)?

d*k 2kykg )
—2kipki" [/ (1) (% —m2)? —8aphog (M) | (53)

Tpv;u (kj ) =2




d’k 2k, kpoksk d*k  kok
T (k) =29~k [ Wk | op

1™ (271')2 (kz_ 2)4 1™ (275)2 (kz_m2)3

e d*k 4kckpkak[5’ P d*k kekp
" 223 R 212 _ 2)2
) (k2 —m?) (27)* (k2 —m?)

d*k  kyk d2k4kkkk
+2k10{/( utp txﬁ/ “Po‘ﬁ

27:)2 (k2 _m )3
A’k 2kykg A’k kyk
— ki k® / Pl K / EP b+
HRi (27_[)2 <k2_m2)2 1 (271:)2 (kz_ 2)2
a2k / d*k kukcF . / d*k 4kukcrkakﬁ
lp (271:)2 (k2 _m )3
d*k Zkaa kukg
—hu@a/( ) V ‘/ f
dzk 2k k
+2k10k1p [kzullog kla/ . 06)2] )

TS (kl) = 2m110g (mz) ,

d*k  2kok
S _ 2 P
Tp (k,) =2m [klpllog (m ) _qu/ ( )2 (k2 _m2)2] !

Amplitudes de 2-pontos

TS5 = — (4;) (q2 —4m2) [éé_l)] + 210 (mz) ,
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(54)

(55)

(56)

(57)

(58)
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= G (64 6]
o [ d’k  2kpky
— (k1 +k2) /(27r)2 (K2 _pm2)2+2klpllog (m?) (59

_m2 2 (27[)2 (kz_m2)3

A’k 2k,k
kg (ki +k “/ pra
16 (k1 +k2) ) (kz—m2)2+

d*k  2kgk
o oo
~hip (ki +he) / (2m)? (k2 —m2)E

2
() L2 2] [ Ak kokp
[(g= —4m )+k1+k2]/(2n)z (2 —m2)
+2k1pklcllog (mz) +
i1 _ _ _
—(M)E(q2—4m2){(chp—gapq2) [252( Vgl 1)]+qua [51( 1)]}, (60)
;' =0, (61)
d*k  2kyk i _ _
th;‘t/t = 2’"{/ (2n) (&2 _Hmpz)z + (47) (qudp — 8upd’) [252( Y —51( 1)]} ) (62)
s

PA ! -1
T =mianan [& 7] (64)
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i 2 (=) _ ¢(=D)
+@mCIV (CIMIp —8upq ) [252 &

+@l—n)mmqu4p [51(_1)] : (63)
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APENDICE D - Funcdes finitas

Conforme explicado no texto, a parte finita dos resultados explicitos das amplitudes é
organizada em termos de funcdes com representacdes integrais. Para o nosso caso, as fungdes

sao definidas como:

& (m.q) = /0le {Z" [Q(Z) In (%2) - Q(Z)] } (66)
£\ (m,q) = /0le {zkln (%ﬁ) } (67)
& ma) = [ ldz{%} (68)

onde Q(z) = ¢*z(1—z) —m* e k >0
Estas funcdes t€m relacdes bem definidas entre si. Para o presente trabalho, as relagdes

utilizadas para a organizacao e manipulagdo das expressdes foram:

&t —m] =g 26" - £”] (69)
2¢[” = £ (70)
oo
(k+ D& = 2655 - &) (72)
26V =gV (73)

¢ le VeV = —me -1 (74)
g _3elT) 12elF — o (75)

Para um estudo completo deste tipo de fun¢des e suas relagdes, consultar (BATTISTEL;

DALLABONA, 2012)



