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RESUMO

A presente dissertacdo apresenta o calculo de acdes efetivas a 1-loop para teorias de gauge como
o campo eletromagnético e o campo de Kalb-Ramond. As a¢des efetivas funcionam como cor-
recdes quanticas as teorias cldssicas, a fim de explicar certos fendmenos quanticos. Por exem-
plo, no eletromagnetismo, os efeitos nao-lineares como a singularidade da auto-energia de uma
carga pontual e a polarizacdo do vdcuo. Sobre a polariza¢io do vicuo se destaca a Lagrangeana
de Euler-Heisenberg. Assim, este trabalho apresentard um método de cdlculo da mesma de-
nominado método de tempo proprio, proposto por Schwinger. A andlise seguird o formalismo
de Integrais de Caminho, permitindo assim uma discussdo bastante clara. Uma andlise sobre
a criacdo de pares de elétron-pdsitron no vacuo devido a um campo eletromagnético externo
também serd feita. Assim como, algumas aplicacdes das acdes efetivas, como por exemplo o
efeito Casimir e a acdo efetiva a temperatura finita. Ademais, serd calculada também a acdo
efetiva para QED tridimensional. E por fim serd calculado a acdo efetiva para o campo de
Kalb-Ramond.

Palavras-chave: Acdo Efetiva. Acdo Efetiva a 1-Loop. Criagcdo de Pares. Campo de Kalb-
Ramond



ABSTRACT

The present dissertation presents the calculation of effective 1-loop actions for gauge theories
such as the electromagnetic field and the Kalb-Ramond field. Effective actions work as quantum
corrections to classical theories in order to explain certain quantum phenomena. For example,
in electromagnetism, the nonlinear effects as the singularity of the self-energy of a point charge
and the polarization of the vacuum. On the polarization of the vacuum the Euler-Heisenberg
Lagrangian is highlighted. Thus, this work will present a method of calculation of the same
denominated method of proper time, proposed by Schwinger. The analysis will follow the
formalism of Path Integrals, thus allowing a very clear discussion. An analysis of the creation
of electron-positron pairs in vacuum due to an external electromagnetic field will also be made.
As well as, some applications of effective actions, such as the Casimir effect and the effective
action at the finite temperature. In addition, the effective action for three-dimensional QED will
also be calculated. And last the effective action for the Kalb-Ramond field will be calculated.

Keywords: Effective Action. 1-Loop Effective Action. Pair Creation. Kalb-Ramond Field.
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1 INTRODUCAO

A ideia de vacuo vem sendo debatida ao longo de séculos na histéria da fisica, surgindo
com a filosofia da Grécia antiga, onde se acreditava que o vacuo seria um espago ausente de
matéria, um vazio. Entretanto esta ideia foi perdendo for¢a com os questionamentos acerca do
que havia no espago entre os corpos celestes. Estes questionamentos conduziram o pensamento
da época a ideia de uma substincia que permearia todo o universo e ndo apresentaria resisténcia
ao movimento, o “éter”, derrubando completamente a ideia de um espaco totalmente vazio, for-
necendo assim um meio para a propagacao de forcas. Este pensamento ganhou ainda for¢ca apds
o desenvolvimento da teoria eletromagnética de Maxwell. Por mostrar o cariter ondulatério da
luz, havia entdo a necessidade de um meio para que ela pudesse propagar-se, devido as luzes
dos corpos celestes que chegavam até a Terra. Entretanto, em 1887 foi realizado o famoso expe-
rimento de Michelson-Morley cujo objetivo era justamente detectar o “éter” através do padrao
de interferéncia causado na luz devido ao movimento da Terra em relacdo ao “éter”’, analogo
ao efeito do vento sobre as ondas sonoras. Contudo o experimento ndo apresentou resultados
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favoraveis com a teoria do “éter”, favorecendo o conceito de vacuo. Com o advento da teoria da
Relatividade de Einstein, a ideia de “éter” foi finalmente abandonada e substituida novamente
pelo conceito de vacuo.

Todavia, essa visdo pode ser entendida como sendo cldssica. De um ponto de vista
quantico, encontra-se sistemas fisicos simples que apresentam energia no ponto zero, como 0
oscilador harmonico simples. Desta forma, dependendo da energia adquirida pelo vacuo, é
possivel que ele apresente flutuacdes, permitidas pela relacdo de incerteza AEAt ~ h. Num con-
texto de fisica de particulas, essas flutuagdes do vacuo para um determinado limiar de energia
permitem agora a criagdo de pares virtuais de particula e antiparticula. Por exemplo no caso
da eletrodindmica quantica (QED), teoria que descreve a propagacdo e interacdo de férmions
de Dirac com o campo elétromagnético de Maxwell, tanto a propagacdo de um elétron ou de
um féton € agora afetada por suas interacoes com esses pares virtuais de particulas. Em parti-
cular, o movimento de uma carga elétrica eg € afetado pelas interacdes que essa particula sofre
com o vicuo, efetivamente o vdcuo comega a se comportar como um meio “dielétrico” devido

a presencga dessa carga, esse fendmeno de alinhamento dos “dipolos” € o que chamamos de

Polariza¢do do Vacuo Fig. 1.1..



Figura 1.1 — Interagdo de uma carga elétrica ey com pares virtuais de elétron-pdsitron do vécuo.
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Fonte: (PESKIN; SCHROEDER, 2018).

Ademais, ao medirmos a energia potencial eletrostatica desse sistema para r > m, en-
contramos

U(r)=——

r

—2mr
@ ¢ ] (1.1)
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(PESKIN; SCHROEDER, 2018). Isso mostra que se nos afastamos de uma distancia espacial r

da particula, o valor da sua carga elétrica aparente é menor do que a carga “livre”, isto devido a
interacao desta particula com os pares virtuais. Este fenomeno € conhecido como a blindagem

da carga elétrica Fig. 1.2.

Figura 1.2 — Esquema qualitativo da constante de acoplamento eletromagnética gerada pela polarizacdo
do vacuo a 1-loop.
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Fonte: (PESKIN; SCHROEDER, 2018).

Estes consistem nos primeiros exemplos que exploraram o fendmeno de flutuacdo da
energia do vacuo, hd uma gama de exemplos interessantes que fazem uso da criacdo de pares
virtuais de particula e antiparticula, o que originou uma série de propostas de novos e instigantes

fendmenos fisicos envolvendo o vacuo quantico.



Ainda sobre efeitos do vidcuo na QED vale ressaltar a separacdo entre os estados dege-
nerados do primeiro estado excitado do d&tomo de hidrogénio. Inicialmente, o primeiro estado
excitado do atomo de hidrogénio possuia grau de degenerescéncia trés, segundo a equagdo de
Schrodinger que diferenciava os estados somente pelo numero quantico n. Contudo, com a
equacao relativistica de Dirac foi possivel separar dois dos trés estados degenerados, conhecida
como estrutura fina, que levava em conta interacao spin-Orbita e a natureza relativistica do elé-
tron. Entretanto, dois estados ainda permaneciam degenerados, mais precisamente S 1€ ZP%
(CARDOSO, 2016). Lamb e Rutheford conseguiram encontrar uma pequena diferenca entre
estes dois estados, fenomeno denomidado “Lamb Shift” (JR; RETHERFORD, 1947). A expli-
cacdo desta quebra de degenerescéncia veio juntamente com a criagdo da QED e se da devido
as correcOes quanticas a dinamica do elétron (auto-energia) e do féton (polarizacdo do vécuo).

Um dos efeitos mais intrigantes origindrio das flutuagdes do vacuo quantico é o da atra-
cdo entre duas placas paralelas condutoras e neutras separadas por uma distancia de alguns
nanometros, conhecido como efeito Casimir (CASIMIR, 1948). Na descri¢do cldssica, na au-
séncia de um campo externo, implica que nao hd um campo elétrico entre as placas, e portanto
nenhuma forga serd medida entre as placas. Todavia, na abordagem quantica, € possivel que as
placas comecem a interagir através das particulas virtuais criadas devido a flutuagdo do vacuo.
Essa interacdo quantica d4 origem a uma forga resultante, que dependendo do arranjo das placas
podera ser de atragc@o ou repulsdo (ROSA, 2006; HAWKING, 1977). Este fendmeno foi obser-
vado diretamente por Lamoreaux (LAMOREAUX, 1997), antes disto haviam apenas medidas
indiretas do efeito.

Embora os exemplos citados acima possuam verificagdo experimental, ha outros efeitos
quanticos do vacuo que sao mais dificeis de verificar, principalmente quando se trata de sis-
temas fisicos gravitacionais. A radiacdo de Hawking consiste basicamente na predicdo de um
espectro térmico de um buraco negro de Schwarzschild a partir da criacdo de pares de particulas
devido a efeitos quanticos do vacuo na vizinhanga do horizonte de eventos deste buraco negro
(HAWKING, 1975). Basicamente se o fendmeno de criacio de pares virtuais acontece na vizi-
nhancga do horizonte de eventos, particulas com energia negativa podem entrar no buraco negro
enquanto que seus pares com energia positiva ficam de fora, isto pode ocorrer de tal forma que o
buraco negro perca massa com o tempo. Este fendmeno foi proposto por S. Hawking como um

mecanismo para a “evaporacao” de buracos negros. Além disso, uma vez que essas particulas



virtuais possuem energia, elas de fato contribuem para a curvatura do Universo segundo a teoria
da relatividade geral.

O vacuo (quantico) quando submetido a um campo externo, se torna um meio 6tico
(dielétrico) com indice de refracdo ndo trivial, mais especificamente tornando-o um meio birre-
fringente ou polarizado !. Uma das possiveis consequéncias da birrefringéncia do vdcuo seria
que em determinadas circunstancias, particulas carregadas poderiam perder energia irradiando
fotons, dando origem ao chamado efeito Cherenkov no Vacuo (SCHRECK, 2017), que pode
ser considerado um fendmeno andmalo do efeito Cherenkov observado em meios materiais 2.

Todos os fendmenos descritos acima levam em conta as modificagdes devido a flutua-
coes quanticas na dinamica de particulas carregadas. Por um outro lado, podemos também focar
nos efeitos dessas flutuagdes do vacuo na propagacdo do campo eletromagnético de Maxwell.
Classicamente, a teoria eletromagnética de Maxwell € uma das teorias mais bem sucedidas na
Fisica, entretanto existem situagdes em que ela ndo € mais suficiente para a descri¢do de de-
terminados fendmenos. Quanticamente a propagacdo do campo eletromagnético € modificada
devido a sua interac@o com pares virtuais de particulas e antiparticulas. Essa interacao gera efei-
tos (quanticos) ndo-lineares na dindmica do féton, apresentando uma série de novos fendmenos
fisicos de natureza completamente quantica, ou seja, ndo possui uma contraparte cldassica. Os
exemplos mais proeminentes de complementos a teoria de Maxwell sdo as agdes efetivas de
Born-Infeld (BI) e Euler-Heisenberg (EH). Sendo que a acao de BI foi proposta a fim de soluci-
onar a singularidade da auto-energia de uma carga pontual (BORN; INFELD, 1934), e também
aparece no limite de baixas-energias da teoria de Cordas (FRADKIN; TSEYTLIN, 1985).

No inicio da década de 1930, Heisenberg e Euler (HEISENBERG; EULER, 1936)3

propds uma correcao (quantica) as equacdes de Maxwell do eletromagnetismo, que levava em

' A birrefringéncia ocorre quando a onda eletromagnética atravessa um meio anisotrépico, que possui
indices de refracdo diferentes dependendo da direcdo (por exemplo os dois modos transversais de pro-
pagacdo ordindrio e extraordindrio), passam a se propagar com velocidades diferentes, o que acarreta
em uma mudanca na polarizacdo da onda eletromagnética. Classicamente, no vicuo, os modos da
onda eletromagnética se propagam com a mesma velocidade; todavia, devido a flutuacdo do vicuo,
efeitos ndo-lineares sdo induzidos na dindmica do campo eletromagnético, tal que € previsto que seus
modos transversal e longitudinal se propaguem com velocidades distintas no vdcuo. Um dos modelos
que preveem a existéncia da birrefringéncia do vacuo € a teoria de Euler-Heisenberg que abordaremos
em breve.

Assim como um avido supersonico emite um cone de onda de choque quando ultrapassa a velocidade
do som, uma particula emitida proximo a reatores com velocidade superior a da luz na dgua interage
com as moléculas de dgua, emitindo fétons e formando um cone de onda de choque fazendo com que
os arredores dos reatores fiquem azulados.

3 A versio em inglés pode ser encontrada em (HEISENBERG; EULER, 2006).



10

conta os efeitos quanticos da polarizacdo do vacuo, a ja mencionada Lagrangeana efetiva de
EH. Este mesmo resultado foi posteriormente encontrado por Weisskopf (WEISSKOPF, 1936)
e por Schwinger (SCHWINGER, 1951). Na época sabia-se das limitacdes apresentadas pela
teoria de Maxwell em nivel quantico e algumas propostas foram feitas com o intuito de se
obter generalizacdes da mesma, com maior destaque para os trabalhos de Heisenberg e Schwin-
ger. E possivel mostrar que esses efeitos ndo-lineares estdo estritamente relacionados com a
probabilidade de criacdo de pares de particula-antiparticula. Basicamente podemos entender
que a presen¢a de um campo eletromagnético externo pode excitar o vdcuo, e assim propiciar
a criacdo desses pares. Entretanto, devido a limita¢ao tecnoldgica da época ndo era possivel
fazer observagdes experimentais sobre esses fendmenos quanticos da flutuacdo do vacuo nas
equagdes do eletromagnetismo de Maxwell.

Os efeitos ndo-lineares do vacuo da QED excitados por um campo eletromagnético ex-
terno ndo estdo restritos somente a pares de elétron-pdsitron, podendo haver efeitos andlogos a
este com diferentes tipos de particulas que acoplem com o f6ton, gerando também correcdes a
teoria de Maxwell (GIES, 2009). Ademais, € interessante notar que recentemente (GIES; TOR-
GRIMSSON, 2016) foi identificado caracteristicas universais na produgao de pares préximos
ao ponto critico da transi¢ao da fase virtual para a fase real destes pares (para dada configura-
cdo de campo), utilizando como parametro de ordem a parte imagindria da agdo efetiva, que
como veremos na Secdo 3.2 estd diretamente relacionada com a probabilidade de criacao de pa-
res. O conceito de universalidade é muito interessante na fisica, pois significa a independéncia
das propriedades macroscopicas do sistema fisico com suas propriedades microscopicas. Outra
aplicagdo da Lagrangeana de Euler-Heisenberg se encontra no estudo de fusio e espalhamento
de fétons submersos em um campo eletromagnético nao homogéneo de fundo. Este processo
fol primeiramente investigado por Adler (ADLER, 1971) sobre a influéncia de um campo pura-
mente magnético externo.

Um exemplo de efeito ndo linear da QED € a polarizacdo do vacuo devido a sua instabili-
dade provocada por oscilagdes de criacdo de pares de particula e antiparticula quando submetido
a um campo eletromagnético externo (GIES; KARBSTEIN; SEEGERT, 2016). 4+ A produgio
de pares de elétron-pdsitron devido a instabilidade do vicuo € sem ddvida uma das predi¢des

mais estimulantes da QED. Com os recentes avancgos nas instalacdes de lasers, é possivel agora

4 De acordo com a relacdo AEAt ~ i, para atingir o limiar da energia necessdria para criacio dos pares,
o intervalo de tempo em que eles existem é muito pequeno, ou seja a dificuldade experimental reside
na medic¢do dos fendmenos fisicos neste intervalo de tempo At infimo.
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atingir a intensidade necessdria de campo elétrico para que se faga observagdes mais diretas da
producdo de pares em instalagdes Opticas de laser de alta intensidade, tais como Vulcan, ELI ou
em X-ray Free Electron Laser (XFEL)>. A observagio e constatacdo do fendmeno de criagio de
pares representa um significante avanco no entendimento de outros fendmenos relacionados a
efeitos ndo pertubativos em uma Teoria de Campos como o efeito Unruh e a radiagdo Hawking
(HEBENSTREIT et al., 2009). O mecanismo de produgdo de pares de particula e antiparti-
cula também ¢é utilizado para se estudar outros fendmenos, como por exemplo em saturacao em
colisdes de fons pesados (KHARZEEV; LEVIN; TUCHIN, 2007).

Com o avango de novos recursos tecnoldgicos, a observacao de efeitos devido a flutua-
¢do do vécuo nao reside somente em laboratdrios terrestres, mas também se encontram presen-
tes nos cosmos. Recentemente, evidéncias desta criacdo de pares, foi observada proxima a uma
Estrela de Neutron Isolada (INS) (MIGNANTI et al., 2017). Estas INS sao objetos extremamente
interessantes por possuirem certas propriedades intrigantes, como a de campos magnéticos ex-
tremamente intensos, na ordem de 10'°G, e sdo os objetos mais densos do universo depois dos
buracos negros (N 10'4g/ cm3). A alta intensidade do campo magnético de uma INS se da
devido ao seu pequeno periodo de rotagdo em torno do seu préprio eixo, cerca de dezenas de
milissegundos, fazendo com que seu campo magnético seja milhares de bilhdes de vezes mais
intenso que o da Terra. Uma vez que o fendmeno de formacdo de pares de particulas e anti-
particulas devido a um campo eletromagnético externo, torna o vdcuo um meio birrefringente,
tem-se que as INS sdo objetos atraentes para testar o efeito de polarizacdo do vacuo. Assim,
observando a polarizagdo da luz préximo a uma INS pode-se testar este fenomeno da QED no
regime de campos fortes.

A partir da motivacao desta série e outros exemplos de fendmenos decorrentes da flu-
tuacdo do véacuo quantico, pretendemos nos aprofundar neste assunto e analisar com o devido
cuidado os efeitos nao-lineares do campo eletromagnético. Nos atentaremos principalmente ao
estudo dos efeitos de campos externos constantes, i.e. a andlise ocorre num intervalo de tempo
inferior aos efeitos de oscilagdo do campo externo. A fim de ilustrar pontos importantes da
andlise, comegaremos primeiramente com o caso de um campo magnético externo, explorando
as suas nuances e detalhes dos resultados — sendo que o caso de um campo elétrico puro segue
naturalmente a partir da substituicdo % — i&’. O cdlculo da acdo efetiva de Euler-Heisenber se

apoia fortemente em métodos funcionais de teoria de campos, i.e. cdlculo de tracos de operado-

> Para mais informagdes sobre os projetos ELI e XFEL veja eli-laser.eu e xfel.eu, respectivamente.


https://eli-laser.eu
http://xfel.eu
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res diferenciais, e no caso de férmions, a operagcdo de tragco também € sobre as matrizes y. Para
isso, faremos uma breve revisao do método de integral de caminhos (IC) em teoria de campos.

Além do célculo da agdo efetiva de Euler-Heisenberg para um campo eletromagnético
(constante), apresentaremos algumas aplicacdes interesses de fendmenos envolvendo o véacuo
quantico, como o efeito Casimir e ac¢do efetiva a temperatura finita. Como um terceiro exemplo,
calcularemos a agdo efetiva para a QED tridimensional, ou seja, a dimensdo do espago-tempo
€ reduzida para duas dimensdes espaciais € uma temporal. Dentre os novos fendmenos decor-
rentes desta reducdo dimensional, temos a geracdo de um termo de massa para o féton. Este
termo € conhecido como termo de Chern-Simons que possui origem topoldgica e aparece sem-
pre quando a dimensdo do espago-tempo € impar. Este termo de Chern-Simons também leva a
teoria tridimensional a apresentar uma quebra de Paridade (DITTRICH; GIES, 2000).

Por fim serd discutido nesta dissertacdo sobre a acdo efetiva envolvendo o campo de
Kalb-Ramond. O campo de Kalb-Ramond foi proposto como uma generalizacdo do campo ele-
tromagnético para descrever a interacao entre particulas carregadas dentro da de teoria de cordas
(KALB; RAMOND, 1974). Como as particulas nesta teoria sdo representadas por objetos ex-
tensos € nao mais pontuais, conhecidos como cordas, entdo houve uma necessidade de ter um
campo eletromagnético que possuia como fonte estes objetos unidimensionais. Portanto, nesta
dissertacdo também serd abordado o cdlculo desta acdo efetiva, que mostrard o acoplamento
entre os campos eletromagnético de Maxwell e de Kalb-Ramond, permitindo assim estipular

possiveis efeitos oriundos de teoria de cordas em fisica de baixa energia.
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2 INTEGRAIS DE CAMINHO

O célculo de acOes efetivas a serem realizadas neste trabalho requer a introducdo de
conceitos presentes na formulacdo de Feynman-Dirac da Mecénica Quantica (MQ) e sua ge-
neralizacdo na Teoria Quantica de Campos (TQC), as Integrais de Caminho (IC). As IC sao
utilizadas na TQC como um método de quantizagdo alternativo a quantiza¢do candnica, além
de também serem uma representagdo alternativa da MQ ao invés das representacdes de opera-
dores de Heisenberg e a de fun¢gdes de onda de Schrodinger. As IC se baseiam em uma integral
sobre todas as configuragdes de campos ou, no caso da MQ, sobre as possiveis trajetérias que a
particula possa seguir (GREINER; REINHARDT, 2013).

As integrais de caminho se apresentam na forma de uma integral funcional. As integrais
funcionais ja haviam sido estudadas antes de Feynman elaborar sua versdao pelo matemético
Wiener e também por Dirac que estendeu seu uso para incluir uma representacdo da MQ que
se baseasse no formalismo Lagrangeano (JUNIOR, 2007). Na representagio de Feynman, en-
tretanto, as integrais apresentam uma exponencial com argumento imagindrio, possuindo assim
uma fundamenta¢do matematica nao s6lida. Porém, ainda assim, elas sdo bastante utilizadas
em Fisica de Particulas e Campos e dreas afins.

Tendo em vista estas consideracdes, esta Se¢do tem o papel de apresentar e discutir as
principais equagdes e resultados a respeito das IC, para que se possa entender o calculo da ag¢do

efetiva de Euler-Heisenberg.

2.1 Integrais de Caminho na Mecanica Quantica

No inicio da década de 1930, P. A. M. Dirac, apresentou uma nova proposta da MQ
baseando-se no formalismo Lagrangeano ao invés do Hamiltoniano, no qual generaliza a a¢do
da mecénica classica (DIRAC, 2005). Mais tarde este formalismo seria desenvolvido, em ter-
mos matematicos, por R. P. Feynman em sua tese de doutorado (FEYNMAN, 2005). Até entdo,
a mecanica quantica era expressa a partir de um Hamiltoniano como um operador definido
no espaco de Hilbert, desempenhando um papel importante na evolug¢do temporal de um dado
estado de uma particula, compondo o operador de evolu¢do temporal responsavel por esta ope-
racdo. Em geral, esta é a informacgdo procurada, pois sabendo como o sistema evolui pode-se
obter diversas outras informagdes acerca de seu comportamento.

Na MQ o estado de uma particula é representado por um vetor de estado definido no

espaco de Hilbert, que se relaciona com a funcdo de onda em notagdo de Dirac da seguinte
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maneira

V(g,t) = (q,t|ly), (2.1)

onde o termo a direita da Eq. (2.1) representa o vetor de estado da particula em funcdo das
coordenadas e do tempo. Dado que a funcdo de onda em Eq. (2.1) € o estado inicial de uma

particula, o estado final é representado por

v (g, 1) ={d.1|y). (2.2)

Esses estados se relacionam através de

v(q.1') =<q',t’lw>=/dq<q',t’lq,t> (q,1|y) = /dq<q’ lg.t)w(g,t).  (2.3)

Aqui foi utilizada a relagdo de completeza dos autoestados do operador posi¢do, [dq|q,t){q,t| =
1. Na Eq. (2.3) pode ser visto que a informacao sobre a evolug¢do da particula estd contida no
produto interno entre os autoestados das posi¢des inicial e final, (¢/,7|q,), também conhecido
como niicleo de Feynman (FEYNMAN, 2005). O nucleo de Feynman também pode ser in-
terpretado como a amplitude de probabilidade de transi¢do entre os estados |g,t) e |¢’,1') ou
simplesmente, amplitude de transicao.

Na MQ, os autoestados, ou fun¢des de onda, obedecem a equagdo de Schrodinger,

in 2y (1)) = A1y (1). 04

A solucdo habitual para a Eq. (2.4) é da forma

W (1)) = e 5 [y (0)), (2.5)

O (t,0) = e il (2.6)

citado no inicio desta Secao.
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Com estas informacdes, a amplitude de transi¢do pode ser expressa em termos do opera-
dor evolucao temporal. Esta forma de escrever € interessante pois possibilitard uma comparagao

entre a formulacao candnica com a formulacdo de Feynman-Dirac. Portanto, tem-se

)=

A proposta de Dirac para a amplitude de transicdo Eq. (2.7), reside na possibilidade dela

iy |2 iy
eiHt o= HI eﬁH(t —t)

(d."'q,1) = <q’

q> . 2.7)

ser representada em termos de uma fun¢do Lagrangeana ao invés do Hamiltoniano. Com base
nesta proposta, Feynman comecou a investigar melhor como seria de fato uma representacdo
para esta amplitude de transicao.

Para chegar na representacdao Lagrangeana para o nicleo de Feynman Eq. (2.7), ima-
gine que para o estado inicial, |g,t), evoluir para o estado final, |¢’,7'), ele passe por N — 1
estados intermedidrios divididos por um intervalo de tempo € muito pequeno, como represen-
tado na Fig. (2.1) que indica dois caminhos arbitrarios possiveis de serem feitos, o continuo e o

tracejado.

Figura 2.1 — Os dois caminhos, continuo e tracejado, representam uma possivel trajetéria de evolucao do
estado inicial |g,7) para o estado final |¢’,#"), passando por estados intermedidrios.

Fonte: Autor (2018).
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A partir desta consideragdo, € possivel ver que
t, =t+ne e t' —t=Ne. (2.8)

A cada estado intermedidrio, acrescenta-se uma relacao de completeza a fim de varrer todas as

possiveis posicdes que a particula possa se encontrar naquele dado instante de tempo. Portanto,

(q'.!'|q.1) Z/dCIN—l---/d(h/dfh (q 1 lgn-1,tn-1) ... (q2,12|q1,11) {q1,11]q,1) . (2.9)

O préximo passo € a andlise de uma amplitude de transi¢do entre estados intermedidrios arbi-

trarios,

(@it tnst|Gnstn) = (gnit €€ |g,) . (2.10)

Aqui pode-se fazer analogia com a Mecanica Estatistica (ME), ao notar que o nucleo de Feyn-

man Eq. (2.10) representa o analogo a matriz transferéncia T Técnica usada para se

Gnt15qn)"
calcular fungdes de parti¢cdo para um dado sistema fisico.

Como € < 1, a Eq. (2.10) pode ser expandida ignorando os termos de segunda ordem.
Assim,
i

hﬁs\qn>. (2.11)

<Qn+1»tn+1|6bzatn> = <Qn+1| 1—

O Hamiltoniano em Eq. (2.11) depende dos operadores posicdo € momento. Entdo, afim de
diagonalizar este operador, é necessdrio acrescentar também uma relacdo de completeza dos
autoestados dos momentos, [ 2‘%] p){p| =1, onde o fator de normalizagio 27 aparece devido
a representac@o dos autoestados dos momentos no espago das posi¢des, (g|p) = eP-a/n, que tem
a forma de uma onda plana. O acréscimo da relacdo de completeza dos momentos também pode
ser interpretada como uma forma de contabilizar todos os possiveis momentos que a particula
possa ter naquele mesmo instante de tempo e posi¢do. Feito isto, e também apds atuar os
operadores em seus respectivos autoestados, tem-se a seguinte relacdo para a amplitude de

transicdo Eq. (2.11),

dp ; - i
Lt £y = Pu(dnt1=an)/h [ 1 — ZH ) . 2.12
(st lania) = [ 32-e ; @12)



17

Como havia sido mencionado no inicio desta Secdo, € possivel observar que o carater operador
do Hamiltoniano foi transformado em seu autovalor. Dessa forma, pode-se dizer que temos um
Hamiltoniano “classico”.

De volta a Eq. (2.9) apds obter o resultado da Eq. (2.12), a amplitude de transicao total

¢ dada por

d N— ltn qn l —qn)
(g 1'|q.1) = hm/qun/ P geid H (1——H th)) 2.13)

Dada a seguinte propriedade de exponenciais,

XAN
I (1 —) - 2.14
AUty € (2.14)
e sua generalizacao
N—1
Xn limy e YV 1y
I (1 >: Ny Eng 4 2.15
im l;[ +—= N)=¢ (2.15)

a amplitude de transicao Eq. (2.13) pode ser reescrita como

N—1 ie - (dp4+1—4n)
<q’,t’|q, >_ hm/qun/ ZZZ i ﬁlv:(}(pnﬂ 174 _H)‘ (2.16)

No limite em que N — oo 0s valores de posi¢ao € momento podem ser vistos como continuos, o

que possibilita fazer as substituicdes

_ N—1 t
(QnJrlg qn) _>q'(t,,)7 Z gf(t,,) _>/t d‘[f("[)7 2.17)
n=0

sendo que ¢ representa a derivada temporal da posi¢do, ou seja, a velocidade da particula. Aqui

€ interessante a introdug@o de uma notagdo especial em IC,

/Aﬁa’qn%/@q e / dp'”%/_@p (2.18)
il 27rh
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De posse dessas substituicdes e notagdes, a amplitude de transicdo Eq. (2.16) € finalmente

representada pela seguinte integral

<q’,t’lq,t>:/@‘1/@pe’”‘t drlpg—H), (2.19)

Para teorias em que o Hamiltoniano apresente no maximo termos quadraticos no momento, no
qual sdo solugdes comuns na maioria de sistemas fisicos, a Eq. (2.19) pode ser simplificada
para uma integral funcional apenas no espago das coordenadas e nio no espago de fase como
em Eq. (2.19) fazendo uso do resultado da integral Gaussiana Eq. (6). Esta forma é chamada de

Integral de Caminho de Feynman (ICF) e € dada por
(d A la.cy = [ 7get™, (2.20)

onde ./ é uma constante de normalizacdo que serd discutida em mais detalhes na Secdo 2.2
sobre as IC em TQC. E W é chamado de acdo funcional cldssica, W = f:l dt.%, devidamente
discretizada pelo seu cardter quantico.

Assim como na Fisica Estatistica em que a fun¢do de parti¢do é uma soma sobre todas
as possiveis configuracdes do sistema, aqui foi desenvolvida uma versao analoga, entretanto,
somado sobre todas as possiveis trajetdrias que a particula possa ter, desde as mais improvaveis
as mais provaveis, indo de um estado inicial para um estado final. Uma interpretagdo um tanto
quanto filosofica acerca das IC € a de que elas constituem uma soma sobre as histdrias que as
particulas possam possuir. Como se todas estivessem acontecendo a0 mesmo tempo, porém,
cada uma com uma fase diferente e, assim, interferindo entre si para a histéria que se observa.

Até aqui foi apresentado o que € a amplitude de transicdo, em termos da soma sobre
os caminhos possiveis que uma particula possa realizar. Serd mostrado agora, que ela também
pode ser tratada como um gerador funcional para as fun¢des de n-pontos. Estas funcdes sdo o
andlogo das fungdes de correlagdo encontradas na Fisica Estatistica. Em TQC serd visto que
elas estdo relacionadas com os propagadores.

Em termos matematicos as funcdes de n-pontos consistem no valor esperado dos opera-
dores posi¢do em cada instante de tempo. Estes operadores sdo ordenados de forma crescente
da direita para esquerda no tempo, pois a IC assume este tipo de ordenamento temporal que foi

construido acima', 7 — ¢’. Entretanto, obtém-se a mesma integral para o ordenamento inverso,

I' Para mais detalhes veja (GREINER; REINHARDT, 2013).
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t" — t. Assim, a fim de lidar com os possiveis diferentes ordenamentos € que se introduz o ope-
rador de ordenamento temporal para que se possa contabilizar as duas op¢des fazendo com que

os operadores fiquem na posicéo correta. Por exemplo, com dois operadores arbitrarios § (;) e

g (1j), emquei> j,
<q',t’}T [é( tj ‘q,t> /@q/@pq ti) g t] eh (2.21)

em que T [§ (1) (t;)] é justamente o operador de ordenamento temporal, onde no caso parti-

cular de dois pontos tem-se

(11)§(t2) , para 1, <t
T[g(t1)q(r2)] = va o (2.22)

Gg(rr)g(t) , para 1<t

>

A generalizacdo da Eq. (2.21) para n operadores de posicao é direta, portanto

(¢, |TGt)-q(t)]|g.1) = /@q/@pq f)--q (1) et (2.23)

E interessante agora introduzir uma particularidade da Eq. (2.23), que é o valor esperado
no vacuo, ou estado fundamental, do conjunto de n operadores ordenados no tempo. Este

conceito se mostrard necessario para a construcdo das acdes efetivas. Portanto,

Gt ,ta) = O[T [G(t1) -G (22)]]0) . (2.24)

Esta quantidade também € chamada de funcdo de Green de n-pontos. No formalismo cand-
nico de TQC, esta quantidade é chamado de propagador e dd a informacgado sobre a propagagao
do campo entre n-pontos e também pode ser utilizado para a constru¢io da matriz de espalha-
mento, chamada de matriz S, no qual relaciona os estados iniciais e finais de um processo de
espalhamento entre particulas. Aqui pode-se observar a analogia com a fun¢do de correlagdo
citada acima, pois a fungdo de n-pontos em Eq. (2.24) mostra quanto € a relacao entre diferentes
instantes de tempo da particula e sua posicao.

Uma maneira de se estudar um sistema fisico, é observar como ele reage a uma per-
tubacdo externa. Assim, pode-se analisar como seria a amplitude de transi¢cdo Eq. (2.19) na

presenca de uma fonte externa, J (¢), dependente do tempo. O formalismo de IC ndo muda ao
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acrescentar-se o termo J (), portanto, a Eq. (2.19) pode ser reescrita como

<q',t'\q,t>1= /@q/@pe”f’ dz[pQ'—H+J(z)q}, (2.25)

transformando a amplitude de transi¢do Eq. (2.19) agora em um funcional de J(7).
Em especial, pode-se estudar como seria a amplitude de transi¢ao do vicuo permanecer
no estado de vacuo, também chamada de amplitude vdcuo-vacuo, sob a influéncia de J(z).

Assim, serd introduzido aqui um funcional responsdavel por isto,
2= (010}, = A [ 7 [ Fpetll alvi-it+i 2.26)

que é a amplitude de transi¢ao Eq. (2.25) a menos de um fator de normalizagdo, .4". O fator de
normalizacdo é obtido de tal forma que Z[0] = 1, ou seja, na auséncia de uma fonte externa o
vacuo permanece no estado de vécuo.

Lembrando que sempre que a Hamiltoniana possuir apenas termos quadraticos nos mo-

mentos, estas quantidades sempre podem ser reduzidas a uma ICF, por exemplo,
ZJ) = JV’/@qeé]}t/df[L(qﬁ)JrJ(f)q]’ (2.27)

onde ./ obedece a mesma condigio de 4.

Assim como uma fungdo arbitrdria F(x) é a geradora dos coeficientes de expanséo de
sua respectiva série de Taylor, o funcional Eq. (2.26) ou Eq. (2.27) sdo geradores funcionais
das funcdes de Green de n-pontos introduzidas acima. Explicitamente, pode-se encontrar estas

fungdes a partir do gerador funcional Z[J] a partir da relacdo

R\ 8z
G(tl,-.-,tn)_(7> ST 87T |,y (2.28)

Esta relagdo mostra o cdrater pertubativo das funcdes de Green de n-pontos. Como sera
visto futuramente em TQC, as funcdes de Green serdo representadas em termos de diagramas
de Feynman e serd a partir destas quantidades que as corregcdes presentes nas agdes efetivas
serdo identificadas. Assim, as acdes efetivas sdo calculadas por ordem de pertubacdo de uma

determinada série, tal como, em Eq. (2.28).
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Enfim, foram introduzidas e apresentadas as relacdes e conceitos importantes e neces-
sarios no formalismo de IC para MQ, desde a constru¢do da IC até as fun¢des de Green de

n-pontos. Na Sec¢do 2.2 sera feita uma extensdo destes conceitos no ambito de TQC.

2.1.1 Aplicacao: Uma Particula Livre

A fim de exemplificar o método de IC para MQ, serda mostrado o calculo da amplitude
de transi¢do de uma particula livre unidimensional. A Hamiltoniana para este problema é dada

por

H=1" (2.29)

Para encontrar a amplitude de transicao € necessdrio resolver as integrais dos momentos e posi-
cdoem Eq. (2.16). Assim, € interessante se trabalhar com a transi¢ao entre dois estados vizinhos

arbitrdrios e depois generalizar o resultado para a transicao completa, ou seja

d i€ . (4p41 —qn) _H
(Gni1,tnr1|qnst) /dqn 2p7’; (o ). (2.30)
Substituindo entdo Eq. (2.29) em Eq. (2.30)
dpn i (an'n*%'f',)
(Gn15tn1|qny tn) / dan [ 5 - e : (2.31)

onde foi definido ¢, = M. A integral nos momentos pode ser resolvida completando
quadrado
iemg2 [ dAPp _ie ()
ot ansta) = [ daet 307 [ SP0 o= sip(onmir, (2.32)

fazendo a substitui¢do da varidvel de integragdo p,, — (p, —mgy,) a integral no momento se

torna uma integral gaussiana ordindria Eq. (1) do Apéndice A

iEm d __ie 12
(@nt15tas1lqn,tn) /dCIneh L0 2?; e zrln, (2.33)
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Portanto o resultado para os momentos é

L
<Qn+latn+1|CInatn> = 271.]}”8 2/ Qneh 34’ . (2.34)

Assim, voltando para amplitude completa com o resultado acima tem-se

.y yN- 1@m[(qn+1*qn)]2
= () [T g

O ultimo passo agora € resolver a integral no espaco das coordenadas. Para isto € necessario o

seguinte resultado

T
o+ B’

/ dgne™ o gni1—qn)* —B(gn—qn_1)* _e_%(‘InJrl_‘In—l)z (2.36)

que pode ser obtido completando quadrado e fazendo a seguinte substitui¢do, da varidvel de

integragéo, g, — gn — %. Assim, para n = 1 tem-se
1
do e @—a1)+ e (@1—q0)* — ( n )2 — B e (@2—q0)” 237
(3tie) / ne! 2mhie) ¢ (&37)

Analogamente para n = 2,

im

done e (@3—a2) 4 5 (42— q0)° :< n ) — 53 (@3—q0)° 2138
/ e 2mhize) (&35)

=

(27[?118

Entao seguindo estes procedimentos apds N — 1 integracdes chega-se em

1
)2 e —im L (av—q0)*

!,/
(d7la,t) = (27rmNe
m ~5

2mih (t' —1t) ¢

—
=
<
|
EN
Z

(2.39)

Este resultado pode ser obtido também pelo formalismo de Schrodinger de forma até mais

simples. Entretanto, ha alguns casos em que € mais vidvel o formalismo de IC.

2.2 Integrais de Caminho em Teoria Quiantica de Campos

Até entdo foi desenvolvido o formalismo de IC para a MQ, ou seja, foi tratado um

sistema com “k” graus de liberdade, onde “k” representa a dimensdo do espaco. A partir da
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unido da MQ com Relatividade Restrita (RR), surge o que é chamado de TQC, formalismo
responsavel pela descricdo de particulas elementares. Em contrapartida com a MQ, posi¢ao
e tempo sdo tratados da mesma forma na RR, portanto, no formalismo de TQC eles sao um
tnico parametro. E por definicdo qualquer fun¢do que dependa da posi¢do e do tempo € dito
um campo e possui infinitos graus de liberdade. As IC para TQC sdo utilizadas para sistemas
que apresentam estes tipos de caracteristicas. Basicamente as particulas elementares sao tradas
como campos quanticos. E, por isto, nesta Se¢do serd apresentado as principais relagdes do
formalismo de IC para campos a fim de aplicar o mesmo durante o trabalho.

Quando se fala de amplitude de transicdo em TQC, estd se referindo a amplitude de

probabilidade de transi¢do de um campo com uma dada configuracdo inicial,

¢,1), evoluir
para uma dada configuragdo final, |¢’,#’), e ndo mais de somente uma transi¢do entre pontos
do espaco. O processo de construcao da amplitude de transi¢do para campos € andlogo ao
desenvolvido na Sec¢do 2.1 sobre MQ e pode ser encontrado com mais detalhes em (GREINER;
REINHARDT, 2013). Aqui serd feita apenas uma analogia entre algumas quantidades para
apresentar a forma explicita da amplitude de transicao.

Com as seguintes identificacdes

pt) =) e q) =), (2.40)

onde 7 € o momento conjugado dado por & = aa;f e x = (X,) representa um ponto no espago-

tempo?. Pode-se escrever a amplitude de transicdo para campos na forma de uma IC,

(9,1]0,1) = / 7¢ / Z T (2.41)

em que dy representa a derivada com relacg@o a coordenada temporal do espago-tempo e 7 é a
densidade Hamiltoniana.

A IC em Eq. (2.41) representa uma soma sobre todas as configura¢des de campos pos-
siveis na transi¢@o de |@,r) para |¢’,'). Esta representacdo em TQC se parece ainda mais com
a funcdo de particdo da ME do que na MQ, que sdo trajetdrias a serem somadas. Novamente
se o Hamiltoniano apresenta somente termos quadraticos no momento, pode-se reduzir a inte-

gral de caminho no espago de fase em Eq. (2.41) numa integral de caminho somente sobre as

% Durante todo o trabalho serd adotado as seguintes convengdes de x* = (x%,x) = x (x°

métrica diag (—,+,+,+)

,X) e para a
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configuracdes de campo
(¢',70,1) ;/V/@(p AWl (2.42)

A notagio introduzida aqui para a agdo, W [¢], representa explicitamente que ela ¢ um funcional
do campo ¢ (x).
Da mesma maneira que as funcdes de Green na MQ possuem um gerador funcional, a

TQC também tem seu gerador funcional, Z[J],
ZU) =N / D¢ iV, (2.43)

A fim de exemplificar alguns resultados, serd utilizado o gerador funcional para o caso

de um campo escalar real ndo carregado, ¢ (x). Ento, o gerador funcional Eq. (2.43) fica

Ze ] = N / g et aixe(okoaorinie—io) (2.44)
em que os subindices E indicam que a quantidade esta definida no espaco 4-dimensional Eucli-
diano. E possivel voltar ao espaco de Minkwoski fazendo uma continuacdo analitica, porém, a
IC Eq. (2.44) ndo possui uma convergéncia segura no espaco de Minkwoski e por isso a neces-
sidade de utilizar a rotacdo de Wick. Esta operacdo consiste na rotagao de 90° da componente
temporal do vetor em questdo. A prescricao utilizada para tal rotagao é x4 = ixg, 0 que implica
na convengio adotada x> = x% e, portanto, Eq. (2.44) € uma integral Gaussiana generalizada.

Introduzindo agora uma notagao especial para produto escalar
(6.P9) = [ drdyo ()P (x= )9 (3). (245)
Entdo, Eq. (2.44) pode ser reescrita como

ZE [J] = </VE/9¢ e_%(¢’P¢)+(J7¢)7 (246)

onde P (x—y) = 1 <—h23535 +m) S(x—y).
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E o resultado para este tipo de integral Gaussiana é uma generalizacdo do resultado

Eq. (6) encontrado no Apéndice A. Assim, tem-se

1 1

Ze ] = M / Do 2OPOHIO) — gt (detP) 22 (VFTY), (2.47)
No caso de J = 0, a expressao acima se reduz a
_1
Zp[0] = Ag (detP)” 2. (2.48)

A inversa de P, o operador P~!, é identificado como o propagador do campo a menos de
um fator #2. Assim, pode-se dizer que o propagador é o inverso do operador presente na parte
quadratica da a¢do, devido a esta parte ser o operador da sua respectiva equacdo de movimento
e, com isso, € possivel identificar esta inversa como uma func¢io de Green. No caso do campo

escalar real ndo carregado, agora de volta ao espaco de Minkowski, esta fungdo de Green é
AGx—y) = (—9ud* —m?) ', (2.49)

ou seja o inverso do operador de Klein-Gordon. Uma observagdo importante € de que no caso
de férmions, o expoente do determinante em Eq. (2.48) € positivo ao invés de negativo, devido
a sua natureza ndio comutativa’.

E possivel também evitar a rotacio de Wick ao utilizar a prescricdo de Feynman. Basi-
camente se introduz um fator i€ no operador da parte quadratica a fim de garantir a convergéncia
da IC e evitar os polos presentes em (2.49). Ademais, dependendo do tipo de contorno que se faz
para evitar os polos tem-se uma diferente fun¢do A (x —y), por exemplo as fun¢des avangada,
retardada, Dyson, Feynman etc. Com a utilizacio desta prescri¢cao o que se tem € o propagador
de Feynman. Portanto o propagador, evitando a rotacdo de Wick e utilizando a prescricao de

Feynman, fica
A(r—y) = (—9ud" —m? +ig) . (2.50)

Estas fun¢des de Green podem ser obtidas a partir do gerador funcional através de de-
rivadas funcionais, assim como enunciado na Se¢do 2.1, porém aqui a fun¢ao é de pontos no

espaco-tempo e nao s6 no tempo. Entdo, neste caso tem-se

3 Veja a Eq (7) no Apéndice A.
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R\ sz|)]
G(xl,...,xn)—(i) ST 67 (2.51)

A fun¢do de 2-pontos, por exemplo, calculada a partir desta equacdo t€ém como resultado o
propagador a menos de um fator i.

G (x,y) = ihA(x—y). (2.52)

Estas func¢des de n-pontos podem ser representadas através de diagramas, que sdo re-
presentacdes diagramaticas para estas funcdes e sdo denominados diagramas de Feynman. Em

particular para a fun¢do de 2-pontos, o diagrama respectivo é

Na forma de diagrama de Feynman, pode-se observar melhor que a fun¢do de 2-pontos esté
representando a propagacdo do campo de um ponto x a um outro y.

A agdo funcional W [J], é definida como
Z[J] = ei"Vl, (2.54)

e também € chamada de gerador funcional conexos, e gera uma nova classe de diagramas,

chamados diagramas conexos. Este novo gerador pode ser obtido a partir da seguinte série
i — 1 /i\"
Wl=Y /d4x1 : --/d4xnﬁ (E) Ge (x1-+x0) I (x1) -+ J (%), (2.55)
n=0 :

onde G (xj---x,) denota as fun¢des de Green conexas. Este novo conjunto de fungdes de
Green sdo mais fundamentais, assim como as funcdes 1PI, que possui como representacdao

diagramadtica os diagramas de vértice, que serdo discutidas a seguir.

2.2.1 Geradores Funcionais com Interacdo

Até entdo, os resultados acima sdo vélidos para o caso de uma teoria livre, ou seja, sem
interacdo. Quando estamos lidando com algum tipo de interag@o entre campos, um calculo exato

do propagador ndo é possivel. Para resolver este problema é necessario um tratamento com
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expansoes perturbativas em torno da constante de acoplamento entre os campos. Um exemplo
interessante a ser discutido € o caso em que considera-se a auto-interacdo do campo escalar,
conhecida como teoria A¢*, onde A faz o papel da constante de acoplamento. A Lagrangeana

desta teoria é

2
L= Lyt L = a0 0 —m9* AV (9), (2.56)

em que AV (¢) = lﬂ—?. Portanto o funcional gerador com interag@o € escrito
ZU) =N / P29 ot J &5 ( Lo+ Liu+9) _ JV/_@(I) o~ i JAAAV(9)] i [ d*x[Ly+T9] (2.57)

Pode-se notar a identidade ¢ (x) — ?%(x), pois

o b Jd* [ LotT0) _ %q, (x) e /X Z+9], (2.58)

oJ (x)
Assim, o gerador funcional Eq. (2.57) € reescrito como

)

2 = e # 1 W (a)] 711, (2.59)

em que Zg[J] é a parte sem interacdo. E o fator de normalizacdo é escolhido de tal forma que
mantenha a condi¢@o de que Z[0] = 1. Aqui entdo, entra a expansdo perturbativa em termos de

A. A fim de se obter soluc¢des para o gerador funcional para cada ordem de expanséo, escreve-se
Z = A2y (14 Az [+ 222 0]+ ), (2.60)

onde cada z; [J] € um coeficiente da expansdo contendo uma dependéncia funcional de J. Cada
ordem da expansdo entra como uma correcdo para o gerador funcional, consequentemente para
as funcdes de n-pontos. Estas correcoes, as vezes, sdo chamadas de corre¢des quanticas para um
dado processo fisico, como por exemplo a propagacdo de um campo escalar que é representado
pela funcdo de 2-pontos. Esta corre¢do, em termos de diagramas de Feynman € expressa, em

primeira ordem, como

G (x,y) = + %AQ + 0(2%). (2.61)
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Este resultado € obtido simplesmente com a utilizagdo da relacao Eq. (2.51) e expressando-a
em termos de diagramas de Feynman, com as seguintes relacdes denominadas de regras de

Feynman:

Propagador — ihA(x —y) = o,

Loop — ihA(x —x) — Q (2.62)

\Interagﬁo — —% i d*x — ><

Cabe aqui ressaltar que, para cada teoria que se trabalhe, as regras de Feynman serdo diferentes

devido a insercdo de novos campos e, consequentemente, a presenga de novas interagdes.
Neste exemplo, aparece um tipo de propagador pois estd-se lidando somente com um
tipo de campo, o escalar real. Entretanto, em teorias que descrevem outros tipos de campos irdo
aparecer outros propagadores respectivos a estes novos campos. O fator numérico que aparece
nos diagramas sdo chamados de fatores de simetria, e significam o nimero de diagramas que
podem ser desenhados de formas diferentes, porém, representando a mesma funcao de Green.
O loop mostrado em Eq. (2.62), ¢ chamado de bolha de vicuo, pois a interpretagcdo por tras dele
¢ a de que o campo saiu do estado de vicuo e voltou para o estado de vacuo. A expansao feita
em termos do parimetro de acoplamento A em Eq. (2.61), pode ser feita equivalentemente a
niveis de loop, pois em ordens superiores aparecerdo diagramas contendo mais de um loop. Ja
o diagrama de interacdo mostrado em Eq. (2.62), ird aparecer quando se calcula a funcio de

4-pontos. A funcdo de 4-pontos em termos de diagramas até primeira ordem fica

G (x1,X2,X3,%4) = I I T : * >< i
1 .. NOR
34 d I " I b ' oM e :§< ! K "
+/l>< (2.63)

A funcdo de 4-pontos em Eq. (2.63), contém muitos diagramas que sao formados a partir
de produtos de propagadores e podem parecer um tanto quanto confusos. As fungdes de n-
pontos conexas, por outro lado, fornecem diagramas menos confusos, cujo conteido fisico fica

mais claro. Por exemplo, a fung¢do de 4-pontos conexas em termos de diagramas de Feynman &
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simplesmente

G, (xl,)C2,X3,X4) =l><+ﬁ(ﬂ‘2) . (2.64)

Em geral, os diagramas de loop sdo expressdes singulares e, com isso, divergentes.
Este é um problema que aparece muitas vezes em TQC, entretanto, sdo corrigidos por meio de
renormalizacdo através da redefini¢do de alguns parametros fisicos. Dando um resultado ndo
divergente e mantendo a fisica do problema intacta. Existe um ramo da matemdtica chamado
de Grupo de Renormalizacdo cujo objetivo € estudar redefinicdes nas escalas de parametros
fisicos.

Um outro funcional gerador de extrema importancia no estudo de agdes efetivas, €
aquele responsdvel por gerar as chamadas fun¢des de n-pontos Irredutiveis de uma Particula
(1PI). Estas fungdes possuem este nome pois elas geram diagramas de Feynman que nao po-
dem ser divididos em outras partes mais fundamentais a partir do “corte” de uma linha de seus
diagramas.

A funcdo de n-pontos 1PI € também chamada de func¢ado vértice. Ela € definida a partir

do funcional que é a transformada de Legendre da agdo funcional, W [J],
L[@]=W[J] - / d*xJ (x) @, (x), (2.65)

em que P, é uma nova varidvel definida como a derivada funcional da W [J] com respeito a

fonte J (x)

d, (x) = . (2.66)

O funcional I"[®,] definido na Eq. (2.65) é conhecido como gerador funcional 1PI.

O conceito de acdo efetiva pode ser entendido como correcdes quanticas para a acao
funcional cldssica. Uma diferenca entre acdo funcional W [J] e a acfo efetiva I'[®.] é que a
acdo efetiva possui poucos campos (SCHWARTZ, 2014), no caso abordado neste trabalho a
acdo efetiva € calculada e expressa em termos do campo eletromagnético somente, mesmo o
modelo geral contendo também o campo fermidnico. Existem alguns métodos especificos para
a determinacdo destas acOes efetivas além de Eq. (2.65), em particular neste trabalho na Secao

3 sera demonstrado um deles.
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Assim como os outros geradores funcionais, a acdo efetiva pode também ser obtida

através de uma série, chamada de série de Volterra
= 1
re]=Y /d4x1 e /d4xn—’l“(x1 c X)) P (x1) e () (2.67)
n—0 n.

cujo os coeficientes da série sdo as funcdes de n-pontos 1P/

T[]
5¢C (X]) e 5¢L (.Xn) ‘DC:O ’

[(xp-xy) = (2.68)

também chamadas de func¢des de vértice.

Existem pouquissimos exemplos em que a a¢do efetiva pode ser calculada exatamente,
por exemplo nas teorias de campo bidimensionais, modelos de Thirring e de Schwinger. Em ge-
ral, como serd mostrado adiante, a acdo efetiva pode ser calculada a niveis de loop apresentando

corre¢des perturbativas ordem a ordem.
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3 ACAO EFETIVA A 1-LOOP

Visto as motivacdes e possiveis aplicacOes citadas na introducdo decorrentes da criacao
de pares de elétron-pdsitron no vicuo, serd mostrado a parte técnica do calculo de agdo efetiva a
1-loop para um campo fermidnico sujeito a interacdo com um campo eletromagnético de fundo.

Para isto, consideraremos como ponto de partida a seguinte densidade Lagrangeana
— . 1
ZLoep =V (iY" 0y —ey* Ay —m) y — 13%9’“" (3.1)

em que (¥, ¥) sdo campos fermidnicos e %5 = dyAs — dsAy representa o tensor eletromag-
nético, sendo Ay o campo de gauge de Maxwell, que corresponde a interagdo da luz com a

matéria. Esta Lagrangeana € invariante sob as seguintes transformacdes locais de gauge
i 1
y—ety, A—-A—-JA (3.2)
e

Basicamente se estd interessado em determinar a amplitude de transi¢do vdcuo-vacuo, que serd
representada por (0/0) 4, na presenga de uma fonte externa que é o campo Ay,. Para determinar
tal amplitude na linguagem de integral funcional, corresponde a integracdo somente sobre 0s
graus de liberdade fermidnicos, resultando assim numa Lagrangeana efetiva que ndo contém
explicitamente o campo de Dirac, mas somente o campo eletromagnético, Ay,. Logo, observa-
se que os efeitos ndo lineares do campo eletromagnético e as correcoes necessarias as equagoes
de Maxwell vem de fato das flutuacdes quanticas dos pares de elétron-pdsitron no véacuo.

Na Secao 2.2, foi visto que a amplitude vacuo-vicuo pode ser calculada a partir da

Eq. (2.54), que para o modelo abordado neste trabalho é !
(0]0) , = ™1 = / GG Dyet | (I e Ay—m)y—; Fuo 74| (3.3)

fator de normalizagdo foi omitido mas ele deve satisfazer a condi¢dao de que no limite de campo
nulo (0|0),_, = 1. Note que a integragdo funcional estd somente nos campos fermidnicos,
resultando assim num funcional do campo A*, justamente porque estd-se interessado nas con-
tribui¢des (quanticas) geradas pela sua interagdo com o campo fermidnico. Ademais os campos
fermidnicos devem ser tratados como varidveis de Grassman, para que se leve em considera-

cdo sua natureza anticomutativa. Pode-se ainda considerar uma forma perturbativa em série do

' A partir desta Secio serd adotado i = ¢ = 1.
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funcional /W [A]
iw[A] = iw [A]Q +iw [A)D + ... (3.4)

Neste ponto identifica-se W [A] 0~ _ [ d*x} F 6. FH° como a parte livre de Maxwell e W [A] M
como a corre¢do a 1-loop. Ou seja, a agdo efetiva entra como correcao as equagdes de Maxwell.

Por sua vez, a primeira correcdo € escrita como

eiW[A}“) — det (i'}’”au . e}/“Au _m) , (3.5)

onde aqui foi feito uso do resultado Eq. (8) do Apéndice A para a integral Gaussiana em termos

de férmions. Assim, a acdo efetiva a 1-loop é dada por?

iw [A]Y) = Indet (iy" 9y, — ey Ay —m)
= Indet G, [xx|A] ™!

= TrinG, [xx|A] . (3.6)

Através do resultado acima e seguindo uma sistemadtica, apresentada em detalhes no Apéndice

B, é possivel mostrar que

isw[A]"

m = —etr {y"G [xx|A]}. (3.7

O ponto de partida para o célculo da acdo efetiva serda Eq. (3.7), ou seja determinar a
solucdo que a satisfaca. Este cdlculo serd feito utilizando o método apresentado por Schwinger
(SCHWINGER, 1951), no qual consiste numa representacao de tempo proprio para o propaga-
dor do férmion 3. Para melhor entendimento, antes de se aprofundar no cilculo da Lagrangeana
efetiva de Euler-Heisenberg, que consiste em levar em conta um campo eletromagnético com-
pleto, serd feito o calculo para o caso particular de campo magnético puro e, depois, com ambos

0s campos magnético e elétrico.

2 Aqui defini-se que o traco de Dirac juntamente com o traco no espaco das coordenadas serd denotado
com “Tr” e somente o traco de Dirac com “¢7”, ou seja Tr = tr [ d*x.

3 Outra referéncias para este método, no qual é feito um célculo a nivel 2-loop e também a temperatura
finita, sdo (DITTRICH; REUTER, 1985) e (DITTRICH; GIES, 2000).
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3.1 Acao Efetiva para Campo Magnético Puro

Aqui serd apresentada uma dedugdo da representacdo de tempo préprio da Lagrangeana
efetiva, tal como proposto por Schwinger (SCHWINGER, 1951). A utiliza¢ao do tempo préprio
como parametro na Lagrangeana efetiva tem a vantagem de ser invariante de gauge e de Lorentz
simultaneamente.

O Ansatz da acdo efetiva para a Eq. (3.7) em termos do tempo préprio, que serd denotado
aqui como s, é

“ds

. efisszr [eiS(Y'H)Z} , (3.8)

1

WAl = / dV) = 2
2 Jo
onde (y-T1)* = —T12 + SouvFHY e Iy (x) = py — eAy (x) € a derivada covariante na repre-
sentacdo dos momentos. O pardmetro s é também chamado de parametro de Schwinger. Para
mostrar a validade de Eq. (3.8), € necessdrio calcular sua primeira derivada e comparar com a

Eq. (3.7). Assim, tem-se

WA 8 1 mds e [P
SAu(y) 5A“(y)§/0 S e Tr[e } (3.9)

Entretanto, pode-se reescrever a derivada em funcdo do campo eletromagnético utilizando a

seguinte regra da cadeia

0 )
=—e (3.10)
0Au (v) 0Ty ()
Realizando os passos corretamente chega-se ao seguinte resultado para a derivada
isW [A] (D N . is[y-TI())?
5A—(y):_le/o dse tr{}/ [y-TI(y)]e } (3.11)
u

E como o trago de um nimero impar de matrizes y* é nulo pode-se reescrever a Eq. (3.11) como

iSW Al (D

OV 7 ietrd o [ ds m—y-1i(y)] el —rmo L .
Sh, Oy = e ds e ey G2

No espaco dos momentos o propagador € escrito como

1 _ m=(y-1D)]
Yy +m] [m2—(y-H)2—ie

Gy (p)= [ ) (3.13)
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assim pode-se identificar o termo entre colchetes que estd multiplicando a matriz ¥, na Eq. (3.12)
como a representacio de tempo préprio do propagador (SCHWINGER, 1951)*. Entdo, conclui-
se que o Ansatz sobre a forma geral da Lagrangeana efetiva Eq. (3.8), de fato satisfaz Eq. (3.7).

E por sua vez, o termo (7-I1)* explicitamente fica
(7T = 3 {5, 16} TP 4 (03] [T 1), G.14)
usando {Vu, Yo } = —2Muo € [Yu,Yo| = —2i0ug, tem-se
(y-T0)° = —T1° — %GM 1%, 11°]. (3.15)
O comutador do momento IT; agindo numa fungdo arbitraria tem como resultado o seguinte
[IT4,T1°) = ie. 7 1€, (3.16)

lembrando que . H° é o tensor eletromagnético, entdo o propagador no espaco dos momentos

assume a forma

[(y-11) — m]
[-T12+ £0,6 FH0 —m’ +ig]

Gy (p)= (3.17)

Considerando que para a andlise inicial tem-se somente um campo magnético, %, na direcao do

eixo z, o tensor eletromagnético, .79, s6 possui as componentes .# 12— _ 721 — AB,, entdo

[(7-1T) —m]
[—Hz + eGlZf%z —m —+ ii-f} ’

G (p)= (3.18)

3
o’ 0
uma vez que Ojp = 0° = , tem-se que
0 ol
[m— (y-11)]
Gi(p)= T2t 7 i)’ (3.19)

2
sendo que # % =m" —ec>4A,.

. . : . . oo T(b+1 o -
4 A representacdo de tempo proprio consiste na identidade matematica % = [, ds sPe=4s,
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Ao encontrar a forma do propagador no espaco dos momentos, € interessante e util
escrever uma representagio especial deste propagador no espago das posi¢des G [xx'|A]. Uma

condi¢do necesséria € a de que a representacdo de G [xx'|A] satisfaga
(7" (—idy —eAu (x)) +m] Gy [xX'|A] =6 (x—X'), (3.20)

pois como se estd lidando com uma particula de Dirac entdo ele deve ser a fun¢do de Green do
operador da equacdo de Dirac, o que implica na Eq. (3.20).

Para resolver a Eq. (3.20) sera utilizado o Ansatz

Gy [xX'|A] = ¢ (x,x) [m—y* (—idy —eAy (x))] At [xx’|A/] , (3.21)

ie f;/ dxy {A"‘ (x)+%$7‘“j(ngxﬁ7

onde ¢ (x,x') =e )} 6 a fase invariante de gauge proposta por Schwin-

ger, no caso particular de uma trajetdria retilinea z (1) = x+1 (' —x) com 7 € [0, 1], o segundo

termo ndo contribui e tem-se que
0] (x,x') = eieﬁl dxp AR (x) (3.22)
Agora, substituindo Eq. (3.21) em Eq. (3.20) encontra-se a seguinte expressao
[(—i&u —eAy (x))2 —l—mz} Ay [xx'|A,} =6 (x—x), (3.23)
esta é a equagdo diferencial para o funcional A} [xx'|A"]. Escolhendo a condi¢do de gauge
Ay (x) = == Fuo (x° —x%) (3.24)

que condiz com a escolha de um campo externo constante e definindo a diferenga (x® —x°’') =

X, obtém-se
u | u ot + X’ (x) ( . )

Neste passo foi utilizado a invariancia rotacional com respeito ao eixo z, ou seja

T (xud6 —x00u) Ay [3]4] = 0. (3.26)
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Com isso tem-se uma equacgdo diferencial agora para A [x|A/]. Para determinar esta fungao

utiliza-se a transformada de Fourier

A, [x|A’} - / %ei’“m [kM . (3.27)

Portanto, a Eq. (3.25) no espaco dos momentos fica
€ () ( 2\ AK) 2 :
{k“ku-l-Z&u (#2)" o) +m —ie] Ay [KA] =1. (3.28)

Aqui o fator i€ foi exposto novamente, € vale relembrar que ele serve para evitar os polos do
operador.

Para resolver a Eq. (3.28), utiliza-se o Ansatz
A, [kyA’} —i / ds e~ Mis) g=is(m*~ie) (3.29)
0

encontrando as fung¢des que o satisfaca. Baseado na estrutura da Eq. (3.28) quanto a dependén-
cia em k, identifica-se M (is) = k*X g (is) kP +Y (is) com Xap = Xgg- Substituindo Eq. (3.29)

em Eq. (3.28) e escrevendo em notacao matricial, tem-se

o0 2
i / {k (14X (is) X (is) ) k — %tr (Z2X (is)) +m® —ig | e M) 507 ~i€) — 1 (3.30)
0
A equagdo acima, para um dado valor especifico de X e Y, possui a forma

i/wdsg(is)e_f(is) =1. (3.31)
0

A partir da qual é possivel notar que para este caso, g (is) = — f (is). Logo, com essa identifica-

cdo, a Eq. (3.31) pode ser escrita como

i / dsg (is) e = lim e /) — Jim /1), (3.32)
0 s—0 §—roo
se,
limf(is)=0 e limRef (is) = oo. (3.33)

s—0 §—ro0
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Estas sdo condicdes necessarias que X e Y devem satisfazer a fim de se encontrar a solugdo para

a Eq. (3.29). Portanto, ao se comparar Eq. (3.29) e Eq. (3.30), identifica-se
. 62
M (is) = k (1 + X (is) F2X (is)) k — > (F2X (is)) . (3.34)

Logo, da defini¢do de M (is) segue que

X (is) = 1 + X (is) F X (is)
2
Y (is) = —%tr (Z2X (is)) . (3.35)

Uma solug@o para X (is) e Y (is) que satisfaz Eq. (3.35) é da seguinte forma

X (w) = (e#) 'tan (e.Zw)

1
Y (w)= Etrln cos (eFw), (3.36)

onde w = is.
Para confirmar que as solu¢des da Eq. (3.36) sejam solugdes para M (is) deve-se ainda

testar as condi¢des exigidas em Eq. (3.33). Verificando a primeira condicao

lim X (w) = (e.#) 'tan (0) = 0 (3.37)
w—0
€
, 1
lim Y (w) = =trIncos(0) = 0. (3.38)
w—0 2

Como nesta Secao se estd interessado somente no caso de um campo magnético, pode-se escre-

ver explicitamente o tensor eletromagnético como

9
I
AN

(3.39)

o o o o
I
—_
o

o o o o



e ainda

(iF)* = #*

o
—

o o o O
(@) —
- S
o o o O

Desta forma, as quantidades X (is) e Y (is) podem ser escritas da seguinte maneira

;

1000 0000
0000 0 1 0 0 an(ess)

X (is) = is + —
0000 001 0| e&s
0001 0000

Y (is) =In cos (eZBs).

)
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(3.40)

(3.41)

(3.42)

A fim de determinar uma expressdo explicita para A, [k|A’], é conveniente a introdugio de uma

notagdo na qual a integracdo dos momentos k seja mais simples:

a = (aO,O,O,a3);
a, = (O,al,az,O);
(ab)H — _a0b0+a3b3;

(ab) | = a'b' +a*b*.

Neste caso pode-se escrever finalmente M (is),

M (is) = is {kﬁ + k2 tan (¢%s)

s }—f—ln cos (eAs)

na forma completa.

(3.43)

(3.44)
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E fcil notar ainda que este resultado também satisfaz a segunda condi¢io em Eq. (3.33).

Agora pode-se substituir este resultado, Eq. (3.44), em Eq. (3.29), levando a

, o0 . tan(e%s) . .
o ] =i [ ) L g
0 cos (eAs)

Por fim, substituindo Eq. (3.45) em Eq. (3.27) e entdo o resultado na Eq. (3.21) tem-se

d4k ik(xfx’)fis{k2+k2 tan(e'@‘v)}

Gy [x|A] = ¢ (x,2') [m— y*T1, ] i /0 " ds / o i

—is(mz—ie) 1
X e cos (e B (e %s) (3.46)

No caso especial onde X' = x o fator ¢ (x,x’) = 1, assim

G [xx]A] = [m — y*I1,,| i/ooods/

Ak (e ey ey 1 (3.47)
(27)° cos (eAs)

A partir da forma geral do propagador Eq. (3.23) na representacdo de tempo proprio

Ay [xx’|A'} = <X X/> = i/ooo ds <x‘e_isn2

pode-se encontrar o resultado para o elemento de matriz em Eq. (3.48) ao se comparar com

Eq. (3.45)

1
12 +m2 —ie

X/> e—l’s(mz—ie)7 (3.48)

. 4 . tan(eZs)
<x’e*’m2 x> :/ ak eils{kﬁJrkZL e }—1 (3.49)

(2n)* cos (eBs)’

Este resultado serd de extrema importincia para a determinag¢do da Lagrangeana efetiva expli-
citamente.
Retornando a expressdo da Lagrangeana efetiva Eq. (3.8), pode-se escrevé-la explicita-

mente da seguinte forma

1) _ %/“’ ?e—ismztr [eis(y-H)z}
0

i dS _in? ieds(o? T2
_ 5”’/ 22 pism elejs(c ) <x’e isI1
0o S

x> , (3.50)

onde fez-se uso de (y- H)2 — —II? 4 e%c>. Assim pode-se observar a necessidade de resolver

explicitamente Eq. (3.49) a fim de calcular a Lagrangeana efetiva.
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Agora, resolvendo as integrais Gaussianas em Eq. (3.49) tem-se

<x‘e_isHZ x>= i 1 (%) (3.51)

1672 52 sin (eBs)

Com este resultado, a Lagrangeana efetiva Eq. (3.50) pode ser reescrita como

1 °ds i i 3 (eBs)
g(l) _ ¢ / @D —ism l&%s(d ) . 3.52

22 Vb 25 ¢ sin (e As) (3-52)
O préximo passo a fim de obter a expressao final para a Lagrangeana efetiva é resolver o traco
de Dirac. O unico termo que ainda possui cardter matricial em Eq. (3.52) é a exponencial da

matriz o°

1 *ds .2 (eRBs) o Bs( o3
(1) _ &8 —ism zeﬁs(c )
L% )y $¢ 0 sinteds)” [e } ' (3.53)

Utilizando a férmula de Euler, pode-se calcular o trago que é tr [eie‘%’ s (63)} = 4cos(eHBs), pois

3

o traco da matriz ¢~ € nulo restando somente o traco da identidade. Assim a expressdo para a

Lagrangeana Eq. (3.53), fazendo algumas substitui¢cdes trigonométricas, € escrita

1 ds ;.2
2 = —2/ —e " (eHBs)cot(eHs). (3.54)
8m=Jo s

Esta seria a Lagrangeana efetiva para o caso de campo magnético puro, entretanto, é
necessdrio testar alguns limites para ver se ela € uma funcdo bem comportada, caso contrario,
ela devera ser modificada. O primeiro limite que deve-se tomar € o caso de % = 0, pois na
auséncia de um campo magnético os efeitos da Lagrangeana efetiva devem desaparecer. Assim,
aplicando este limite tem-se

1 [=ds

. —ism? 1 Bs)
lim ) = L [7dS i o [ (eBs) | .
(@}Lno.f 8n2 Jo 3 ¢ 250 | sin (eBs) cos (e#s) (3-55)

Neste passo agora deve-se aplicar L”Hopital, pois aplicando-se o limite no termo Sigf(‘f%l) temos

uma indetermina¢do. Fazendo isto, vé-se que

1 °ds . 2
. 1) —1
gginog( )= 87r2/o 3¢ " (3.56)
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ou seja, tem-se uma contribui¢ao finita quando % = 0. Para corrigir este resultado, € necessario
subtrair de £V em Eq. (3.54) o termo Eq. (3.56) de modo que na auséncia de campo magnético

os efeitos da Lagrangeana efetiva desaparecam. Deste modo Eq. (3.54) se torna
1 “ds ;.2
2 = —/ —e " [(eZBs)cot(eHBs) —1]. 3.57
o |, e (et cot(ets) — 1] (357
E agora na auséncia de campo, vé-se facilmente que os efeitos da Lagrangeana efetiva desapa-
recem.
Outros dois limites que deve-se testar sdo os limites de integracdo 0 e oo para se ter
certeza de seu bom comportamento. Primeiramente para s — 0, utiliza-se a expansao da fun¢ao

cotangente em série de Laurent, a fim de melhor visualizagdo do termo que deve-se corrigir.

Fazendo isto a Eq. (3.57) fica

1 o= oo (eB)?  (eB)s
<1>:_/ ism? | _ _
A 372 ), dse [ 3s 15 + . (3.58)

Olhando para Eq. (3.58) vé-se que o termo divergente quando s — O estd contido apenas no
termo quadratico em %, porém ele pode ser removido através da renormalizacio da carga elé-
trica, e, e do campo magnético, Z. Introduzindo uma notago para os parametros nao renorma-
lizados, eg e Ay, que também sdo chamados de pardmetros nus. Reescrevendo Eq. (3.57) em

termos dos parametros nus,

1 °ds _; 2

X(l):—/ —e " [(egPBos) cot (egHBos) — 1]. 3.59

ry ) [(e0%Bos) cot (eoHos) — 1] (3.59)

Ademais, a Lagrangeana livre de Maxwell, .Z (0), deve ser levada em conta pois também

contém parametros nus e € necessario reescrever toda a Lagrangeana completa em termos deles.
Assim a Lagrageneana total fica

1 1 [=ds
=204 20— _5%3 +o3 /0 S—ge*“mz [(e0Bos) cot (egBos) — 1] . (3.60)
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Agora somando e subtraindo o termo divergente em s — 0 em Eq. (3.60), tem-se

1 . 1 < ds ) 2

(eo%os)z
3

—1 (3.61)

1 [=ds _;
+@/() S_3€—zsm2 [(eo%()s) cot (egAos) +

Evidenciando o campo magnético ndo renormalizado nos dois primeiros termos da equagao

acima e introduzindo um novo parametro

2
e °ds .. 2
A Rt —0/ as —ism 3.62

3 +x‘3?)(127r2 e s ¢ ’ (3.62)

que pode ser identificado como a constante de renormalizacdo. A Eq. (3.61) entdo se torna

7= —%%323—1 + i/ ds

as (60%05)2
812 Jo s3

3

2

e~ im [(e():@os) cot (egBos) + — 1] ) (3.63)

Agora pode-se definir os parAmetros renormalizados, primeiro para o campo magnético, %
2 2 o1 -3
B~ =By 2y = B =RBoZ, °, (3.64)

enquanto que para carga elétrica, e, define-se o seguinte

1

e=e0Z3. (3.65)

E possivel notar que o produto entre carga elétrica e campo € invariante por essas defini¢des, ou

seja eB = epHBy. Pode-se enfim escrever a Lagrangeana renormalizada

1 [=d
2 (B) = -~ + .

—ism? l 2
5 822 Jo 3¢ {(e%s) cot (eABs) + 3 (eABs) l} : (3.66)

Outra forma equivalente da Lagrangeana Eq. (3.66) € rotacionando o caminho de integracio de
s — —Is,
1

3 (eBs)? — 1} . (3.67)

1 <ds _n»
flgl)(%’) :_W/o 3¢ {(e%’s)coth(e,%’s)

Para o outro caso extremo, de campo elétrico puro, o processo de andlise é andlogo. Porém,

pode-se obter diretamente o resultado a partir da substituicdo, % — i&’, onde & € o campo
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elétrico externo. Assim, a Lagrangeana efetiva renormalizada para o caso de campo elétrico
puro é:
1) 1 °ds _. 2 1 ’
W (& :——/ —e " | (e&s)cot(ebs) + = (e&s)” —1]. 3.68
@) =g [ G| (eb)cot(e6s) + 3 (e (3.68)
Como serd discutido a seguir, existe uma diferenca significativa entre os dois casos no processo

de criagdo de pares de Schwinger (elétron-positron).

3.2 Anadlise de Criacao de Pares de Elétron-Pésitron (E-P)

Nesta Secdo serd analisado em detalhes a probabilidade de se criar um par de elétron-
positron (E-P) devido a um campo magnético ou elétrico externo. A probabilidade de criagdo

de um par E-P é dada pela seguinte relagdo

P=1-(0[0),]?

1 — e 2mWiAl (3.69)

onde (0|0) , representa a amplitude de probabilidade do campo permanecer no estado de vacuo
utilizada na Secdo 3. Se (0]0), = 1, ou seja, se o estado de véacuo inicial se manteve inalterado,
entdo nao houve a criagdo de um par E-P. Para valores pequenos de W [A] a probabilidade pode

ser aproximada para
P= / d*x(2Im%Z). (3.70)

Assim, a densidade de probabilidade de criagao de pares de E-P € proporcional a parte imagina-
ria da Lagrangeana. Entdo, para saber se haverad ou ndo a criagdo basta analisar se a Lagrangeana
possui ou ndo parte imagindria.

Analisando primeiro o caso de um campo magnético puro Eq. (3.67), ou seja, a Lagran-
geana efetiva

1 “ds

1
“8nZ)y $° 3

flgl) (AB) = s [(e%’s) coth (e#s) 3 (eBs)* — 1], (3.71)

pode-se notar que ela ndo possui parte imagindria, sendo assim a probabilidade de criagdo de

pares de E-P é nula &4 = 0. E de fato € um resultado esperado, pois 0 campo magnético ndo
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possui a propriedade de transferir energia para as particulas virtuais em repouso devido a forga
de Lorentz ser sempre perpendicular a velocidade (DITTRICH; REUTER, 1985), fazendo com
que elas ndo alcancem energia igual a 2mc? que seria necessdria para safrem do estado virtual
para o real.

Agora com o caso de campo elétrico puro, Eq. (3.68), é conveniente utilizar a repre-
sentacdo da Lagrangeana efetiva equivalente com a mudanga da varidvel de integraciao s — is,
de modo que a fun¢do no integrando do caso de campo elétrico puro fique igual a do campo
magnético puro para melhor comparagdo. Assim, a Lagrangeana efetiva para o caso de campo

elétrico puro é

1
=gzl = —g(e@@s)z—ll. (3.72)

flgl) & ! / dse*"sm2 [(eé"s)coth(eéas)

Ao contrario da Eq. (3.71), o caso de um campo elétrico possui uma parte imagindria

- % (e&s) — 1} . (3.73)

Imflgl) (&) = 21'817r2 /w %e”’"z [(e@f"s) coth (e&’s)

Aqui tem-se outro resultado esperado, pois o campo elétrico possui a propriedade de transferir
energia para uma particula carregada em repouso (DITTRICH; REUTER, 1985), com isso,
dependendo da intensidade do campo & € possivel haver a criagdo de pares de E-P.

Para resolver a parte imagindria em Eq. (3.73) podemos utilizar o método de residuos,

onde os polos estdo em todo eixo imaginario devido a funcio coth e possui valores de sg = — %
Fechando o contorno em um semi circulo no semi plano inferior, tem-se
2 (&)= L (Comi) Y Res | £(s).50 = — T (3.74)
R (2i) 872 = ’ e&

Como o niimero de poténcias negativas presente na série de Laurent da cotangente hiperbdlica
¢ um, entdo os polos sdo simples e pertencem aos zeros da fungdo sinh (e&’s). Assim o residuo
¢ justamente o coeficiente a_ da série de Laurent. Portanto, segue que

e~ ism’ (e&s)

DY I

2 pd
onde o = j—n é chamada de constante de estrutura fina.
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A soma em Eq. (3.75) ndo pode ser feita de forma fechada. Entretanto, pode-se resolvé-
la para os casos limites de campo forte e fraco. Por um lado, no limite de campos fortes,

e& > m?, apenas o primeiro termo da exponencial em Eq. (3.75) contribui, assim tem-se

Cga2
MLy (6) =55 (£(2)
& 2
— %, (3.76)

onde { (2) representa a fungdo zeta de Riemman de argumento dois. Por outro lado, no limite

de campos fracos, m? > e&, pode-se desconsiderar contribui¢des de n > 2, resultando em

2
(1) _ (e®) o
ImﬁR(m2>>%@) (éa) = We & . (377)

E interessante destacar o resultado para campos fracos, pois para campos fortes era
esperado a criacdo de pares. Entretanto, mesmo em baixos valores de campo, ainda existe uma
probabilidade de criacdo mesmo que pequena. O valor de campo para que seja significante a
criagio de pares é de aproximadamente & = 10'*V /cm (DITTRICH; REUTER, 1985).

Com isso conclui-se a apresentacao dos detalhes para determinar a Lagrangeana efetiva
para o caso especial de apenas um dos dois campos. Ademais, serd feito a seguir o processo

andlogo para o caso de um campo eletromagnético geral.

3.3 Acao Efetiva Para o Campo Eletromagnético

A andlise para o caso geral seguird os mesmos passos anteriores, portanto serd apresen-
tado somente as partes relevantes a fim de evitar repeticdes. A Lagrangena efetiva na presenca

de um campo eletromagnético de fundo na representacdo de tempo préprio é dada por

g(l) (ﬁuo) _ %/ ée—ismztr (eisgcugf’i‘m <)C ‘e—isl'l2
0o S

x>> . (3.78)

Basicamente possui a mesma forma para o caso do campo magnético puro Eq. (3.50). A in-
formacdo de que se estd lidando com um campo completo aparece no elemento de matriz que
agora € diferente, pois ndo pode-se separd-lo em componentes “paralelas” e “perpendiculares”.

Isto é, ndo € possivel escrever Eq. (3.36) na forma simplificada Eq. (3.44). Na forma geral,
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tem-se que

<x‘ o isT x> _ o~ btrincos(ieFs) / (;1:;4 e—k(ey‘)*ltan(ie%)k‘ (3.79)

Resolvendo a integral Gaussiana, chega-se a
<x ‘e_isnz x> = —%e_%trln Sm};e(;s%). (3.80)

(4ms)

Substituindo agora Eq. (3.80) em Eq. (3.78)

2V (FHo) = —32171_2 /oo d_ie—ist (e_%m“%) tr [eis%‘y““‘gw} . (3.81)
0 S

O préximo passo € calcular o traco dos operadores presentes em Eq. (3.81). Para calcu-
lar o trago desses operadores é necessario encontrar os autovalores dos argumentos das expo-
nenciais, pois o tragco independe da base, ou seja tr (% AU T) =tr(47). Assim o problema se
resume a somar os respectivos autovalores. Entdo, trabalha-se primeiramente o termo 6,657,

notando que

2 1
(G‘ucyuc) - GugGKkquyKl - 5 {Gﬂ07 GK‘/’L } g'uo-y’(l

1
2

1
= Gugag;uc - :l: (E {Gug,GKl}ﬁ'uGyKl) (3.82)

Utilizando a propriedade 11 das matrizes ¥, listada no Apéndice C, o anticomutador em Eq. (3.82)

pode ser escrito da seguinte maneira

{0uc. 02} =2 (MoxMuar — NoaNux + i€uoxa¥s) - (3.83)

Logo, substituindo Eq. (3.83) em Eq. (3.82):

1
2

OusFHT =+ [2(F LT+ in T G )| (3.84)
No qual 9,5 = %eumd F** & o dual do tensor eletromagnético. Portanto,

%cm%“’ = L2(¥ +ipR)]’, (3.85)
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onde Z = L FH°YG o =& - BeW =L F1 07, =1 (&% — %), sdo os invariantes de Lorentz
relacionados com o tensor eletromagnético e seu dual. Os autovalores da matriz y5 podem ser

encontrados facilmente utilizando
det[ys —A1] =0, (3.86)

e sa30 A = +1. Portanto os quatro autovalores do primeiro operador de interesse sao

=

1 AV
(Eouc%“’) =+R(# +i%))?, (3.87)

onde a notagcdo AV significa que sdo os autovalores. Com isso tem-se quatro autovalores, € 0o

primeiro cdlculo de traco possui como resultado
tr (eis%%ﬂ”") — 2co0s {se (% +i%))? } +2cos {se (- igf)]%} . (3.88)

Aqui se mostra interessante reescrever esta equacdo em termos de novos invariantes definidos

como
2 >
a= (VP +B+w) e b= (VIR -7), (3.89)
tal que os antigos invariantes sdo expressos em termos destes novos da seguinte forma

\%|=ab , ¥ =_(a"—b%). (3.90)

| =

Com estas novas definicdes a Eq. (3.88) pode ser reescrita como

ir <eis§°“"y“6> = 4cos (esa) cosh (esh). (3.91)

sinh(e.Zs)

O proximo passo € encontrar os autovalores do termo In—_>

em Eq. (3.81), que
pode ser efetuado ao determinar os autovalores de .#H°. Para isto faz-se uso das seguintes

identidades:

Fhrg, — L
ro ¢ (3.92)

G 9*° - 7,

W Fro =280
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Estas identidades podem ser verificadas fixando-se os indices espaco-temporais livres. Da pri-

meira identidade em Eq. (3.92) pode-se tirar o autovalor do tensor dual

K

g,uo'lpo_ - _W\Pu (393)

onde .Z4V ¢ o autovalor do tensor eletromagnético

FHop_ — AV pH (3.94)

Com isso, atuando a segunda identidade em Eq. (3.92) numa autofuncao arbitraria encontra-se

a seguinte equagdo do segundo grau em fun¢do do autovalor do tensor eletromagnético,
a\* av\? 2
(7)) +29 (7)) - =0, (3.95)

As raizes que satisfazem a Eq. (3.95) sao

1
FAV — <—@i NCE +%’2) 2 (3.96)

Portanto, com o resultado (3.96) pode-se proceder e calcular o tr (ln Sinl;_(;z}s) ) . Utilizando
também a notagcdo dos novos invariantes a e b definidos na Eq. (3.89) o resultado para o operador

em questdo €

1 sinh(e.Zs)] (es)? ab
exp —2trln eTs } B [sinh (ebs)sin (eas) |’ (3.97)

onde os quatro autovalores foram somados.
Por fim, com os resultados Eq. (3.91) e Eq. (3.97), a Lagrangeana efetiva Eq. (3.81)
pode ser escrita explicitamente como

oo 1
g(l) (glio') _ 1 @‘e—ism2 (es)2 ’%|CO'[ |:€S (1 /@2 _{_%24_@) 2}

- 812 )y 3

% coth [es (\/ D2y R — @) 21 . (3.98)

Da mesma forma como foi feito para o caso de um campo magnético puro, é necessario
testar os limites em que ndo ha campo e no limite em que s vai para zero, afim de ter uma fungdo

bem comportada. Primeiramente, no limite em que a,b — 0, que significa auséncia de campo,
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tem-se

1 *ds _;
alli)rgof(l)(ﬁ”") :alliglo@/o s—;e_’smz (es)? abcot (esa) coth (esb)
1 [~ds _;,2
= /0 Qe (3.99)

Como esperado, a forma Eq. (3.98) da Lagrangeana ainda nao se anula na auséncia de campo, o
que implica que os efeitos ndo lineares ndo desaparecem também. Para corrigir isso se introduz
um termo, novamente, tal que a expressao tenha o comportamento esperado. Este consiste no

primeiro passo da “normalizacdo” da Lagrangeana efetiva, portanto tem-se

1 < ds

20 (1) = 82 Jo 3
0

22 gmism? [(es)zab cot (esa) coth (esh) — 1] . (3.100)

O préximo limite a ser testado € o de s — 0. Assim,

1 [=ds _;
}i_r)r(l)i”(]) (FHO) = }51(1) 572 o s;e_”mz [(es)zabcot(esa) coth (esb) — 1}
—lSl"’l2
= lim — Ly, 101
}5%87:2/ ase { 3s@ ] G100

Para lidar com o termo divergente de maneira apropriada, € necessario proceder com a renor-

malizagdo dos pardmetros fisicos (#,%) e e. Escrevendo a Lagrangeana completa

Lo (FH0) = 20 + 2

=W +— : /st _’sz{(es |%|cot[es<\/@2+%2+@>]

82 0 s

1
x coth {es(\/@zﬁ-,@z—@)z]—l}. (3.102)
Novamente adicionando e subtraindo o termo divergente, tem-se
1
uoc 1 dS 7lYm2 2 e@ gz %2 @ 2
Q%R(ﬁ ):—%ff +8 2 J, S3e (e()S) | o‘COt eos | \/ Yy T+
2 2es?
x coth |eps («/%2—1-%’5—%) + g %—1p, (3.103)
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onde a constante de renormalizagdo € escrita como

2
e °ds ;. 2
% (1@5%12?:2/ N lsm) (3-104)

e como pode-se notar ela ndo muda em comparag¢do com a Eq.(3.62). Definindo e = Qﬁ% €o,
(Y, %)= 27" (%, %) e (B,8) = D@%ﬁ% (P, &), entdo os produtos e3 (%, %o) = e* (¥, %),
se mantém inalterados por esta redefinicao nos parametros fisicos. Com isso a Lagrangeana re-
normalizada € escrita como

LR (FHO) = -+ — 1 / ds ”mz{(es \%’|cot{es<\/@/2—l—%’2+@/>2}

812 Jo s3

1 2.2
% coth {es(\/@hﬁ@z—@)z} +263S @—1}. (3.105)

Este resultado estd de acordo com o teorema de Furry (invariancia por conjugacao de carga da
QED) que prevé que diagramas de Feynman com um nimero impar de pernas de fotons externas
sao nulos.

No limite de campos fracos, ou seja tomar a menor ordem de expansao da carga elétrica
nas fungdes cotangente e cotangente hiperbdlica, a integral pode ser resolvida e possui como

resultado a seguinte expressao

2 2
Lo (FHO) = —ay ¢ 45‘;4 (227 477
1 2y, 207 2 o2)2 a2
=3 (2= + 1 |(# = &) +7(6- 7). (3.106)

conhecida como a Lagrangeana efetiva de Euler-Heinsenberg (HEISENBERG; EULER, 2006).
A fim de ilustracdo dos termos que alteram a dindmica do campo eletromagnético incluindo os
efeitos ndo lineares e a polarizacdo do vacuo, apresentamos a equacdo de movimento relacio-

nada com esta Lagrangeana

m* m*

aa<f°‘ﬁ jé FoBay _ § 0‘“1‘52) (3.107)

em que podemos identificar JF = 45 48a (49’ By 1.7 “ﬁ%> como a corrente da auto-
intera¢do neste contexto, tal que tenhamos a equacdo de Maxwell generalizada dy.7 ap — B,

Ou seja, mesmo na auséncia das correntes usuais (fontes de carga e/ou corrente) que apare-
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cem do lado direito das equagcdes de Maxwell, temos no vicuo uma auto-interacdo do campo
eletromagnético.

Vale a pena mencionar que a motivagdo original de Heisenberg e Euler era calcular a
razdo em que fotons sofrem espalhamento por eles mesmos, ou seja espalhamento féton-féton.
Uma maneira alternativa ao método nao-perturbativo apresentado anteriormente para determi-
nar a Lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg € calcular a seguinte matriz do espalhamento

foéton-féton em nivel de 1-loop

d*k tr ,u(Y-k'i'm) v(y'(k+p1)+m)
(27)* k? —m? (k+p1)* —m?

(v.(k+p1+p2)+m) 5(y.(k—p3)+m)
(k+p1 + p2)* —m? (k—p3)* —m?

[#vee (P17P27P37P4) = _64/

(3.108)

onde a conservacdo do momento pj + p» + p3 + p4 = 0 € aplicada. Este elemento de ma-
triz corresponde ao diagrama de Feynman a esquerda na Fig. 3.1, sendo que o diagrama em
nivel de drvore corresponde justamente a interacdo efetiva entre fotons ditada pela Lagrange-
ana de Euler-Heisenberg. Experimentos realizados no PVLAS (Polarization of the Vacuum
with LASer) Experiment apresentam resultados promissores na medida da secdo de choque do
espalhamento féton-féton e novos limites para a birrefringéncia do vacuo, alguns destes resul-
tados podem ser encontrados em (VALLE et al., 2016). Ademais, evidéncias do espalhamento
féton-féton como na Fig. 3.1 foram encontradas no experimento ATLAS em colisdes de Pb+Pb

(COLLABORATION et al., 2017).

Figura 3.1 — O diagrama a esquerda representa o espalhamento féton-féton em qualquer
escala de energia enquanto que o da direita corresponde a2 uma aproximagao
efetiva do mesmo em escalas de baixas energias quando comparadas com a

massa do elétron.
P3
m

TN

Fonte: (SCHWARTZ, 2014).
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A Lagrangeana efetiva de EH pode ser utilizada para a descricao de diversos fendmenos
ndo lineares da QED, um exemplo disso € a criacao de pares E-P no vacuo devido a um campo
eletromagnético externo como discutido na Se¢do 3.2, vale ressaltar também que a criagcdo de
pares também pode ser feita com o campo de variagio lenta>. Esta criacdo de pares de particulas
e antiparticulas também foi observada recentemente nos arredores de uma INS (MIGNANI et
al., 2017). Ademais, pode-se também utilizar a Lagrangeana de EH no estudo de espalhamento
e fusdo de f6tons submersos em um campo eletromagnético ndo homogéneo externo, como feito
por (GIES; KARBSTEIN; SEEGERT, 2016). A Lagrangeana Eq. (3.106) ainda € utilizada no
estudo de processos de espalhamento féton-féton, para levar em consideracdo as contribui¢des
de 1-loop da QED, na aproximacio de baixas energias dentro da teoria de Born-Infeld (DA-
VILA; SCHUBERT; TREJO, 2014). Portanto, existe uma gama de possibilidades de aplicagdo

desta Lagrangeana na descri¢do de fendmenos nao lineares da QED.

> Sdo campos cujas variacdes sobre o comprimento de onda de Compton do elétron (A = 3.9 x 10~ cm)
e sobre o seu respectivo periodo (T = %) s30 muito menores que 0 campo em Si.
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4 ACAO EFETIVA E VACUO QUANTICO: APLICACOES

Neste Capitulo serd discutido algumas aplicagdes do formalismo de acdo efetiva. Além
de representar corre¢des quanticas em diversos contextos, a abordagem de agdo efetiva serve
para a investigacdo de outros tipos de fenomenos dentro da Fisica tedrica, como por exemplo
acdo efetiva a temperatura finita para um gas de férmions ou ainda para deduzir a forca de
Casimir.! Por fim, também serd visto que o método de agio efetiva para QED (2+ 1) é uma

ferramenta poderosa para o célculo do termo de Chern-Simons.

4.1 Acao Efetiva a Temperatura Finita

Para derivar os efeitos de temperatura em um gas de férmions, serd levado em conta a
interacdo do mesmo com o campo eletromagnético externo para que se possa utilizar o forma-
lismo de agdo efetiva. Durante o processo, serd tomado o limite de campo nulo de modo que,
ao final, somente os efeitos de temperatura no gas sejam contabilizados. O ponto de partida € a

expressao (3.6) para a acdo efetiva
iw [A]Y = —TrInG, [A] = —Indet G [A], (4.1)

onde o fator de normalizacdo G [0] estd implicito. Porém a defini¢éo usual do determinante de
um operador arbitrdrio A, como o produto de seus autovalores, € ineficiente para este caso,
dado que essa produtéria diverge. Para contornar este problema serd utilizado uma gene-
ralizagdo da defini¢cdo do determinante a partir de algumas consideracdes, conhecida como
regularizagdo zeta. Primeiro considere um operador A que possui autovalores discretos, i.e.

AY, (x) = a,¥, (x), e a partir desta equacdo define-se a fungdo { associada a este operador

L) =Y a, =Y et (4.2)

Derivando Eq. (4.2) com relacdo ao parametro s e depois fazendo s = 0 tem-se

a(s) CA (0) — &(Y) Zefslnan

=—In <Han) : (4.3)
s=0 n

I Embora o célculo de efeitos de térmicos para um géas de férmions livres e do efeito de Casimir ndo
envolverem a presenga de um campo externo, procuramos com estd andlise introduzir técnicas de
célculo e também ilustrar efeitos do vicuo quantico.
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Dessa forma, a generalizagdo do determinante em termos da fungdo {4 (0) é escrita como
detA = ¢ 9% (0), (4.4)

A grande vantagem de se utilizar esta defini¢do de determinante € que a operagio ds)a (0)
nao € singular para a maioria dos operadores A de interesse fisico. Primeiramente, no caso do

propagador fermidnico, tem-se que
iw [A]D) = —Indet G, [A] = Indet [y" I, + m} , 4.5)

onde o fator i€ foi omitido. Porém, pode-se trabalhar o operador de Dirac numa forma conve-

niente a partir da seguinte manipulagcao

Trin (m+y*I,) +Trin (m— y*I1,) = Trln [mz - (y”H“)z}

=Trin[(m* +11*)1—ec’ %, , (4.6)

em que foi usado a identidade (}/-H)2 = —I1? + £0,6-7H° com a escolha de somente um
campo magnético B = %Z]AC. Agora, denotando separadamente a operacao traco com relacao ao

espago spinorial como fry da com relag¢do ao espaco das coordenadas como 77y, tem-se que
Trin (m+ Y Ty) + Trin (m — y*T1, ) = trytreIn [(m* +112) 1 — ec> %, ] 4.7)
e calculando a operagdo traco sobre as matrizes 4 X 4, segue consequentemente

Trin (m+y"T1,) +Trin (m — YT, ) = 2try [In (m* + 11 +e%;) +In (m* + 11> — e%,)]
(4.8)

porém 7rln (m + }/“Hu) ¢ um escalar de Lorentz, assim os dois termos a esquerda da Eq. (4.8)

se somam resultando em

Trin (m+y*TL,) = try [In (m*> + 11 + e%,) +In (m* + II* — e8.) ] . (4.9)
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Por fim, substituindo a Eq. (4.9) em Eq. (4.5), escreve-se
iw [A]V) = Indet (m* + 1% +e%;) +1n det (m* +11? — e ;) . (4.10)

Aqui encontra-se um problema, a a¢do por defini¢do € uma quantidade adimensional, e no lado
direito de Eq. (4.10) tem dimensdo de (massa)z. Assim € necessdrio introduzir um paradmetro

arbitrdrio 4 com dimensdo de massa,
W [A]) = Indety ? (m® + I + e2;) + Indetp > (m* + I —e%;).  (4.11)
Utilizando a defini¢do da Eq. (4.4) a expressdo acima pode ser escrita como
W [A]"Y) = —94 6 (0), (4.12)

onde definiu-se

CZ (O) = C,u_2 (mz—l—Hz-i—e%Z) (0) + C/.L‘2 (m2+1'[2—e<%’z) (0) :

Para calcular a acdo efetiva a partir de (4.12) € necessario obter uma expressao fechada

para fun¢@o §; (0), o que de fato implica em determinar o espectro do operador
N2
M25m2+H2:m2+8(2t)—8(23)—(ﬁ—eA) . (4.13)

N2
O espectro do operador (ﬁ — eA) ¢ conhecido da mecanica quantica (a partir do célculo dos

niveis de Landau (GREINER, 2011))
1
E,=e# (n + 5) . (4.14)

Antes de prosseguir, com o propdsito de introduzir efeitos de temperatura serd feito uma rotagao
de Wick de modo que M? esteja definido no espago Euclideano. Como ser4 discutido abaixo,
isso permite que o tempo assuma valores imagindrios, possibilitando substituir o inverso da
temperatura com o tempo imagindrio postulando condi¢des de contorno antiperiddicas para os

férmions (ABRIKOSOV; GORKOV; DZYALOSHINSKI, 2012). Para isto faz-se t — 7 = it,

N\ 2
ME=m? =92~ 3% (F—ed) . (4.15)



56

Com esta mudanga pode-se agora considerar que os campos estdo normalizados em um volume
Q) = L* e, assim, o operador <—8(2t) — &(23)) pode ser aproximado por ondas planas com au-
tovalores (k% + k%) Outro importante ponto € de que somente no limite de campo magnético
nulo é possivel obter uma expressdo fechada para a fungdo {, esta condi¢do também € satis-
fatéria pois quer-se ilustrar efeitos de temperatura no formalismo de acdo efetiva. Com essas

consideracoes, a Eq. (4.15) é escrita com
M} = m* +k§+ ki + 13 +13. (4.16)
Com este espectro pode-se finalmente escrever a fungéo §; (s) simplificada

AR TR T e o <l (4.17)

“ d4kg
-0 \S) = 2 ZYQ /
Soz=0(s) =217Qq [ )

e prosseguir com o objetivo de calcula-la explicitamente.

Com o intuito de levar em conta efeitos de temperatura em & - (s) para um gis de
férmions, deve-se lembrar que os férmions satisfazem a estatistica de Fermi-Dirac e para man-
ter esta caracteristica intrinseca a temperatura ¢ introduzida de tal forma a preservar o caréter
antiperiddico de fungdes fermidnicas. O método mais claro para introduzir temperatura € a
partir do formalismo de Matsubara (ABRIKOSOV; GORKOV; DZYALOSHINSKI, 2012), que

consiste na seguinte identificacao

d% 2
BZf([{%+H]> (4.18)

em que a prescri¢ao de Matsubara para férmions (frequéncias antiperiddicas) é usada kg = w; =
z {21 + 1}, note que B = &T T, em que kp € a constante de Boltzman. Por fim, tem-se que a

Eq. (4.17) fica

)

dkidkydks 4.19)

2
2 4 2,12, 12
m -+ =4{2[+1 +ky+k5+k
(27[)3 [ (B{ }> 1 2 3

Czﬁ,%:o( ) =2u%Q E;/

note que o fator de normaliza¢@o quadri-dimensional foi substituido por €3, pois agora uma
das dimensdes dos momentos foi transformada em uma funcdo antiperiddica na temperatura.

Utilizando coordenadas esféricas, d°k = dkdkodks = k*sin 0dkd0d¢, Eq. (4.19) é reduzida
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para

)

4r
(2m)°

oo oo 2
Czliggzo (s) = 2/.12SQ(3) Z/o dkk* | m* + (% {21+ l}) K2 (4.20)

=0

|~

2
Em seguida, fazendo a seguinte mudanca de varidvel \/LE — x, onde A = m? + (% {21+ 1}) ,

tem-se

I

2 o
m2+<£{21+1}) ] / Ao [1+22] 7. @21
0

2S [
n7Qa) 1
Cg%:o (s) = 8 Z B

m* B

Para resolver a integracdo final na varidvel x, € interessante recordar do resultado (GRADSH-

TEYN; RYZHIK, 2014)

* -1 1
wel (g 2“=—B<E1— —E> 422
/0 dxx ( +x ) LAY \% ) (4.22)
onde B (%, l1—v— %) ¢ a func¢do beta de Euler, também representada por
NCIANE)
B(x,y) = ——=. 4.23

Portanto, com o auxilio do resultado Eq. (4.22), encontra-se que

3

B (E,s— 5) , (4.24)

m2+(z{21+1})2

5 o “2sg(3)l oo
CZ,%:O( ) - B I;O B

7[2

ou, ainda, em termos das fun¢des I (x), tem-se

2s ) 2 %_5 3 3
p _ P 1 2, (7 L(;)T(s—3)
8 o (s) = s 31_26 m +( B{21+1}) s : (4.25)

Embora seja possivel determinar uma expressio perturbativa no parimetro de massa m?, preferiu-
se preservar o carater ndo-perturbativo da solucao da somatério em Eq. (4.25), entdo serd to-
mado o limite de massa nula e obter o resultado para QED ndo-massiva. Logo, segue a seguinte

expressao

ZSQ 3-2s oo 3-2s 3 _ 3
Cﬁm:@:o (s) = % <%n> : Y (l+ 1) M. (4.26)



58

Ao se fazer uso da fun¢do Zeta de dois argumentos

(o)

C(zp)=Y (n+p)~, (4.27)

n=0

pode-se agora reescrever a equacao acima em termos de

5 L BFQuy 1 f2m\ INT(3)C(s—3)
8y meo (5) = 52 3<F> g(zs—s,i) % (4.28)

Com isto fora obtido uma expressio fechada para a fungéo ¢, no limite de campo e massa nula,
que contém efeitos de temperatura para um gés de férmions. Em seguida, ao se fazer uso das

defini¢des (3.8) e (4.12), segue que a Lagrangeana efetiva € escrita como

L8 o (B) =~ Q30685 (0). (4.29)

Substituindo entdo o resultado (4.28) na Eq. (4.29) tem-se

2050 (B) = ﬁ <%ﬂ>3§ (—3, %) r (%) r <—%> ) [ﬁ} L 130

onde foi utilizado que ﬁ = 0. Além disso se faz necessdrio analisar a derivada da funcao

, 1 .
gamma reciproca, s, aplicadaem s — 0

Iy | — o [sp s (Lo s 1 4.31)
— = s+ s e A = )
Orw ], @ T\ 72 12 o
que de fato € um valor finito. Dessa forma escreve-se a Lagrangena efetiva como
1 _ 1 3 3
Lo (B) =4mBiE (—3, 5) r (§> r (—§> : (4.32)

Para concluir o cdlculo, sera feito uso da seguinte propriedade da fun¢do Zeta

_ 9gBui2(9)
{(—n,q) = —m, (4.33)
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onde B, (¢) sdo os polindmios de Bernoulli e os primeiros sdo dados por

1
Bo(q)=1, Bi(a)=q—5
1 3 1
B - 2_ - B = 3—— 2 —
2@)=q"~q+g, Bila)=q" —54"+34q
Bu() ="~ 20"+ @ — —, Bs(q)=¢°— 24"+ 24— (4.34)
4\q q q q 30 59) =¢q 2q 361 6q. )
que também satisfazem a seguinte relacdo recursiva
9(q)Bn (q) = nBu—1(q), (4.35)

Com isso chega-se na seguinte expressao,

d(¢)B5(q)

1 _
230 5 (B) = 4mp~* =0

3 3
) e

Pode-se assim utilizar os resultados para as funcdes I ( ) 4\/_ nel (—%) = %\/ﬁ, e final-

mente obter o resultado final para a Lagrangeana efetiva

1 7
L3250 (B) = 3gg KT (437)

Todavia, este resultado ainda ndo leva em conta as projecdes de spin dos férmions. Para isso,
€ necessario multiplicar Eq. (4.37) por um fator 2 para levar em considera¢do que o gas é de

elétrons e positrons. Portanto, de um ponto de vista termodindmico, foi encontrado

27

AT
3120 kpT™. (4.38)

2305 (B) =

Foi discutido em detalhes a introdugdo de efeitos de temperatura num contexto de Ac¢ao
Efetiva para um gds de férmions. E importante notar que a Eq. (4.38) possui um valor nio
nulo devido aos efeitos térmicos mesmo na auséncia de um campo externo, contrastando assim
com os resultados obtidos no Capitulo anterior em que os efeitos de vicuo com temperatura
zero sdo idénticamentes nulo na auséncia de um campo externo. De fato, foi utilizado em con-
junto conceitos de integracdo funcional e do formalismo de Matsubara, que consiste na soma

de frequéncias periddicas/anti-periddicas, dependendo da natureza dos campos serem bosoni-
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cos/fermidnicos, respectivamente. Serd discutido na préxima se¢c@o, como esta mesma técnica

pode ser aplicada para a andlise do efeito Casimir.

4.2 Efeito Casimir

O efeito Casimir € um efeito quantico devido a flutuagdo do vicuo que produz uma
forca entre duas placas condutoras neutras no viacuo, sendo esta atrativa. Nesta Secdo serd
apresentado uma discussao deste fendmeno a partir de métodos funcionais da Ac¢ao Efetiva,
que segue uma abordagem diferente da abordada na ref. (CASIMIR, 1948), que é baseada nas
oscilagdes que o campo eletromagnético possui em seu estado fundamental. A intensidade da

for¢a calculada por Casimir € dada por

©) _ Tt hc

__ T he 4.39
240 g%’ (4.39)

onde a € a distancia entre as placas e o sinal negativo da o cardter atrativo a forca. Pode-se
notar também que o cardter desta for¢ca é puramente quantico, pois no limite em que /i — 0
ela desaparece. De fato, o conceito de vicuo no qual Casimir baseou sua andlise era o de
que o estado fundamental do campo eletromagnético € representado por um conjunto infinito
de osciladores harmodnicos no estado fundamental, com todos os modos de vetor de onda ke

polarizacdo o permitidos

oy (4.40)

| =

Rand
o]

Este resultado leva a uma divergéncia da energia no estado de vacuo. Entretanto a diferenca de
energia entre diferentes estados, E (a) — E (a+ da), é um valor finito levando também a uma

for¢a por por unidade de area finita

) L — . (4.41)

Naturalmente, esse resultado pode ser chamada de pressdao de Casimir. A abordagem origi-
nal feita por Casimir leva em consideracdo a energia do ponto zero do campo eletromagnético
devido as flutuacdes do vacuo,. O efeito Casimir foi verificado experimentalmente (LAMORE-

AUX, 1997). Como ja mencionado no final da Secdo 4.1, para o calculo da forca de Casimir



61

seguiremos a abordagem de integrais de caminho juntamente com a regularizacdo via funcao
Zeta de Riemann de acordo com (HAWKING, 1977).
Por razdes de simplicidade, serd considerado o efeito Casimir apenas para um campo

real e escalar
1 1 5, .»
2 (9) = 5040040 — 5m*6> —V (9). (4.42)

Posteriormente, para estender o resultado obtido para o campo eletromagnético basta multiplica-
lo por um fator 2 correspondente aos dois estados de polarizacao do féton. Primeiro o campo ¢

¢ acoplado a uma fonte externa J
L) = ZL(90)+J9. (4.43)
Assim a amplitude vicuo-vicuo tem a forma
(0,]0_) = ™) — /@gbeifdx“{ff(q))—k](])}, (4.44)

em que a medida [ Z¢ representa a soma sobre todas as configuragdes de todos os campos
¢. Porém quando duas placas condutoras neutras sdo introduzidas nos pontos z =0 e z = a,
somente um destes campos contribui, justamente aquele que desaparece nas superficies das
placas. Isto € equivalente a dizer que o campo satisfaz uma condi¢cdo de contorno do tipo

Dirichlet, ou seja que o campo satisfaca

¢(X(),X1,X2,0) :¢(XQ,X1,X2,61) :()7 (445)

para quaisquer conjunto de pontos (xp,x1,x2). Estas condi¢cdes de contorno sio satisfeitas na
QED pelo uso de placas condutoras perfeitas. Sob estas condi¢des tem-se que a amplitude

vacuo-vacuo € escrita como
<O+|07>J:eiW(a,[J]) :/ @¢eifdx4{—%8ﬂ¢8“¢—%(m2—i8)¢2—V(¢)+J¢}7 (4.46)
fa

onde f, denota que a IC € tomada sobre a restricio dada por Eq. (4.45). Para resolver as
integrais acima serd realizada novamente uma rotacdao de Wick para definir as quantidades para

o espaco Euclideano 4-dimensional. Ademais, por simplicidade, tomando os seguintes limites



62

J=V(¢)=m=0, tem-se a seguinte amplitude

o=

(0.,]0_) / P 40000 — et (—ff)] 7, (4.47)

onde a quantidade D};“ representa o operador d’ Alembertiano definido no espago Euclideano,
sendo que somente os autovalores associados com autofungdes que satisfazem Eq. (4.45) serdo

considerados para o cédlculo do determinante em (4.47). Assim, tem-se que

1
(04]0_) =exp [Ea@ C (0)] : (4.48)

7z

Em termos de ondas planas, o espectro do operador —DJL;“ € expresso como
{k3+k +k2+< ) ko, k1, ko ERnEN} (4.49)

onde k3 = =, que corresponde a condigdo de contorno de Dirichlet imposta anteriormente.

Portanto a funcdo Zeta para este operador fica

N

C g (5) = AT / / /Mw{k +k§+(%>2]_, (4.50)

onde a inclusdo do fator 2 se da pelos dois estados de polarizagdo do f6ton ja discutidas anterior-

mente. Ademais AT corresponde ao volume de normalizagdo no espago tridimensional (0, 1,2).
A equagdo (4.50) possui praticamente a mesma forma que do caso de temperatura finita para
um sistema de férmions Eq. (4.19), diferindo pelo termo periddico, a integral € feita sobre uma
componente espacial e o fator a corresponde ao fator 3. Escrevendo em termos de coordenadas

esféricas e resolvendo a integral em Eq. (4.50) tem-se

= e () e (3)

n=1

_ ATE 4n (g)“sc(zs—.%) —F(%)IF(ES_ %), 4.51)
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onde foi feita a seguinte substituicao % — x a fim de escrever a integral na forma cuja solugdo

seja em termos da funcdo Beta. Calculando a sua derivada e tomando o limite s — 0, obtém-se

998y (0) = (;‘71)347: (93 (ﬁ) (%WE) G\/%) - %(;Ar. (4.52)

Portanto a amplitude vacuo-vécuo fica

2

(04]0_) = em"?, (4.53)
e retornando ao espaco de Minkwoski tem-se

(0,10_) = 'm0 = ¢~ (4.54)

2

__r —iE(a)
72043

onde é possivel identificar E (a) = A. Com o aparecimento do fator e " pode-se
interpretar que o vacuo adquire uma certa energia para que nao sofra uma transi¢do, ou seja,
existe um certo gap de energia na transi¢ao entre os estados vicuo-vacuo. Esta identificagcdo

permite o calculo da forca de Casimir por unidade de drea dada por

10E(a) 0 [ =? n?
(C) = —— = — e
d A Jda da (720a3) 240a*’ (453)

reintroduzindo as constantes /i e ¢

(c) _ 77,'2 fic

== 4.
240 a* (4.56)

O resultado é o mesmo obtido por Casimir, entretanto a abordagem seguida aqui foi a partir de

conceitos de IC e a regularizacdo via funcio Zeta de Riemann.

4.3 Acao Efetiva para QED Tridimensional

Estd Secdo serd dedicada ao estudo de alguns aspectos sobre a QED definida num
espago-tempo tridimensional (2 + 1) —dim. E conhecido que a reducio dimensional em teoria
de campos induz novos efeitos que em dimensdes maiores sdo ausentes, permitindo assim uma
melhor compreensao de fendmenos e ainda ferramentas. Um dos exemplos mais importantes é
o modelo bidimensional de Schwinger, que é a QED num espago-tempo (1 + 1) —dim, que pos-

sui solugdes exatas e também gera uma massa ndo-nula para o féton. J4 no caso tridimensional,
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ha a presenca de um termo de massa, conhecido como termo topolégico de Chern-Simons (pre-
sente somente em espacos de dimensdo impar). Esses dois exemplos mostram que é possivel
acomodar uma massa nio-nula para o féton enquanto preservam a simetria de gauge, contudo
no caso tridimensional a simetria de paridade é quebrada no processo de geracdo de massa,
justamente pelo fato de que o termo de quebra de simetria aparece no termo de Chern-Simons.
Entretanto a teoria ainda € simétrica sobre CTP, pois a inversdao temporal compensa a mudanca
de sinal no termo massivo feito pela transformagdo de paridade. Sera discutido em seguida o
célculo da acdo efetiva a 1-loop para a QED (2+ 1) — dim na presenga de campos constantes e
também varidveis.

Como visto anteriormente na Eq. (3.78) a acdo efetiva para o campo eletromagnético

pode ser obtida através de

W) (FHo) = %/w ée_"sm%r (eis%"“""gﬂc <x ‘e_isnz x>> ; (4.57)
0 s

Além da sutileza na mudanca da dimensionalidade das integrais, a solu¢do do elemento de
matriz em Eq. (4.57) segue a mesma rotina do caso anterior apresentado na Secao 3.1. No qual

€ necessdrio resolver a equacao diferencial
e 2\HO 2 ' /
{—a“au — 3 (72) " xo +m? - is} A xdlA ] =8 (v —x). (4.58)

. P ~ / o1e
Assim para encontrar quem € a funcdo A [xx’ |A ] utiliza-se novamente a transformada de Fou-

rier

A, [xyA’} - / %ei’”m [k\A’} . (4.59)

Reescrevendo a Eq. (4.58) para o espaco dos momentos segue

2
[k“ku + 500 (7)1 950 +m — ie] Ay kA = 1. (4.60)

[ —

Ap6s uma série de manipulagdes como aquelas que levarao até (3.45), a solugdo para a equagao

é

A, [k’A/} _ l-/oo dsefko‘(eﬁ"aﬁ)iltan(eﬁ"aﬁs)kﬁf%trln cos(eﬁf‘aﬁs)e—ismz. 4.61)
0
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Portanto, substituindo o resultado Eq. (4.61) em Eq. (4.59)

otk —x / dse “(eﬂaﬁ)_ltan(eﬂaﬁs)kﬁ—itrlncos(a/a/;s) —ism?
(4.62)

At [xx’|A/] = / (j:;

Porém € necessdrio tomar o limite de x = x’, assim
°° a2 1 1 T d3k — k(e T -1 T B
xx|A =i dse 5" o SIr ncos(e/aﬁs) 3 e (e/aﬁ) tan(e/aﬁs) . (463)
(27)
Comparando este resultado com a forma geral do propagador
! [ —isTT? —ism?
Ay [xx|A] = l/ ds <x ‘e x> e (4.64)
0
€ facil identificar o elemento de matriz como tendo a expressao
3
<x‘e—isl'12 x> _ e;trlncos(ieﬁaﬁs)/ d’k e—k(ef)fltan(ie,?s)k (4.65)
3 . .
(27)
A integral restante é de forma gaussiana, logo tem-se que
2 i 1 sinh(e.#s)
<x‘e istl x> = ce 2T (4.66)
(4mis)?

Por fim, a Lagrangeana efetiva pode ser escrita como
(4.67)

—z’” o
2 (Fho) = / dss~3e~im’ g=3irIn
16%2
A principal diferenga do presente caso com a andlise anterior estd no cdlculo dos tracos

sinh(e.Zs) s c
eFs tr <elS§Guo-g” > .

dos operadores e matrizes Y. Para determinar os autovalores, reescreve-se Eq. (4.67) utilizando

(4.68)

a propriedade 24 do Apéndice D
sinh(e.Zs) i (e—iseyvg}:) 7

T
e —3i 2
/ dss™ 26 —ism® ,—5trIn =57

(1) (FHO) =
167:2
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em que foi introduzido o tensor dual .%#, = %ewcﬁ’ 1o Em seguida, é necessério calcular o

autovalor de .# " presente no primeiro trago da expressao acima, para isto note que

F o FK = — (B> - &?). (4.69)
Assim

%ﬁ%‘ - % | T FOK| = /B2 — &2 (4.70)
E possivel ainda mostrar a seguinte relaco

FHO T oo T = — - FLFM = _ F2FH 4.71)

1
2

Agora, pode-se aplicar a relacdo acima na seguinte equacao de auto-valores do tensor eletro-

magnético
FHOY = APH (4.72)
tal que via processo de iteracao, segue a equagao
ASWH 4+ F2APE =, (4.73)
sendo que as solugdes sao

M= 0, 7Lz73 =i

}-ﬁ‘ . 4.74)

De posse desses autovalores, € ficil calcular o seguinte resultado para o primeiro trago

_ Ly qp Sinh(eZs) e 33'“ S
e 2 eTs N N S— (475)

sin (e’%‘s)

Para o segundo operador de interesse utiliza-se a férmula de Euler, lembrando que as matrizes

de Dirac agora sdo expressas em termos das matrizes de Pauli

Y=o v =ic!, y¥=ic? (4.76)
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desta forma ha novos resultados envolvendo essa dlgebra (para maiores detalhes veja o Apén-

dice D). Assim, segue facilmente que

tr (e*fseyvﬁﬁ — 2cos (es, /(%2 — 52)) . 4.77)

Por fim, substitui-se os resultados Eqgs. (4.75) e (4.77) na expressdao Eq. (4.68) para obter

© ds
I

—%in
20 (grry = |
87[% 0

i o5 [ (B2 — £2) {Cot <es (B2 — 52)) - 11 . (4.78)
sendo que ja foi introduzido a corre¢do para o caso de campo nulo. Vale mencionar que no

caso especial de limite de massa nula, m = 0, € possivel obter para a QED tridimensional um

resultado finito e simples para a Lagrangeana Eq. (4.78),

3/2 ;
¢ (5) . (4.79)

Pode-se pensar também que o valor do campo € grande o suficiente para poder ser tomado

2

20 (ho) 1 [e\/(QZ__ &7

o limite de massa nula. Retornando para Eq. (4.78), deve-se investigar o comportamento do

integrando no limite s — 0

s=0 83> Jo
! ) P 2 _ o0 !

vé-se assim que o primeiro termo da expressdo € divergente quando s — 0. Essa divergéncia

implica na renormalizagdo dos parametros fisicos presentes na Lagrangeana completa
L (7o) = 20 4 ()

572

3.

1 — I ) .

=—3 (B —63) 27" - l/ ds i’ [es (B*— &2)cot (eos (%} —é"oz))
8wz JO

2,2
s7eg

+= (%5 —&3) — 1], (4.81)

onde

%"

2,—3iT e g _
1+ lim ¢ % / 1S2e—”’"2]
=0 1272 s/
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7z

¢ a constante de renormalizacdo e os parametros fisicos sao redefinidos da seguinte maneira:e =
1 _1

Zlrege (B,E) =2, * (Bo,b). Com isso pode-se notar que e} (85 — &F) = & (#* — &),

assim a Lagrangeana renormalizada € escrita como

uc 1 5 2 e_%i” °ds _., 2
e (Fop)) =—5 (B =& )—g/o e

s%e?

X [es (2 — £2) cot (es ($? — 52)) + (#*— &%) —1].  (4.82)
Este resultado representa a correcdo completa a 1-loop para a densidade Lagrangeana. Entre-
tanto, sabe-se que o termo de Chern-Simons esta relacionado com a contribui¢do com paridade
impar. Para evidencid-lo € necessério usar operadores de projecdo de paridade, para obter a

parte impar da Lagrangeana efetiva. Para isto serd utilizado a corrente fermionica que € obtida

a partir de
iy = VI, [iea])
= A etr 4 |xx|e
— —etryH / " ds[m— (y-TD)] e [e"SW'H)Z} , (4.83)
0
ou ainda,

sinh(e.#s)

3
() =— - etry{Y“/ 7 m= (- 1)]e o g3t In S (e"'seyv%)}. (4.84)
2

note que foi feito uso do resultado (4.66). Tomando somente a parte impar da expressao

3.

—zim h(e s >

<Ju> _ —ieme > ds efzsmzef%tr In “"E(jv Y)”_ ,},u fzsey"ﬁv

I 3 3/2 14
w2 JO §

. eTilm ds _i.2 . =
—lem—3/ —=e¢ "tr | Yresy/ (B — &%) cot | es\/ (B2 — E2) | —iesy'yY Fy
813 Jo s3/2
m e ~

=————FH 4.85
man” (48
onde o subindice / significa que corresponde a parte impar da corrente. Por fim, como essa cor-

rente estd contraida com um campo de gauge (i.e. (J*);A), segue que em nivel Lagrangeano

o termo de Chern-Simons € escrito como

c%(l) = —%;—WS“GKAM%AK =2n.%cs, (4.86)
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Na expressdo acima pode-se identificar a massa do féton como dada por Kk = %, e seu cardter
topoldgico segue do fato que ele surge somente em dimensdes impares. Por exemplo, o pro-
pagador do campo eletromagnético no gauge de Lorenz dyA* = 0 na escolha & = 0, mostra o

polo massivo

1

Duy (1) = 53—y (PP = Pupv + ik’ (487)

p*(p
Um ponto importante a notar neste resultado € a presenca de um termo de quebra de simetria de
paridade, assim vé-se mais uma evidéncia de que particulas ganham massa através da quebra

de alguma simetria, neste caso o foton e a simetria de paridade.

44 QED(y,) para Campos niao Constantes

Ainda no ambito da QED, 1), serd feito o estudo sobre a Agdo Efetiva para o caso de
um campo eletromagnético ndo constante 2, com o objetivo de encontrar as correcdes necessa-
rias para a Eq. (4.82).

Como visto anteriormente a Lagrangeana Efetiva para o campo eletromagnético pode

ser expressa de forma geral como

1 /~ds 2

Z (fzufl) =— [ —e " tr[K(x,x,s)], (4.88)

sendo que foi feita uma rotacdo de Wick no tempo proprio e definiu-se o funcional kernel
K (x,y,5) = (x ‘e*Hs‘y>. (4.89)

Diferentemente do procedimento adotado anteriormente aqui serd adotado o método de Heat-
Kernel devido as semelhangas com a equagdo de Schrodinger e também por sua generalidade em
comparacao ao método anterior, principalmente no caso de campos nao constantes dificultando
a solugdo em termos dos propagadores. Para determinar o kernel K (x,y, s) serd utilizado o fato

dele satisfazer a seguinte equacgao de difusao (DITTRICH; GIES, 2000),

{% ; (y“Du)z] K (x,y.5) = 0, (4.90)

2 O que significa ndo homogéneo na posicdo e nio constante no tempo.
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que de fato é uma equacio diferenca parcial parabdlica, onde o operador de Dirac (}/“DM)2 é

identificado com a Hamiltoniana do sistema, e que Eq. (4.90) possui uma estrutura semelhante
a equacdo de Schrodinger, com s sendo o tempo proprio. Ademais, a partir da definicdo da

derivada covariante
"Dy =y (dy —ieAy (x)) (4.91)
e algumas manipulagcdes com as matrizes ¥, € possivel calcular a quantidade
(Y"Dy)? = —9" 0y +ie (9" Ay (x)) + 2ieA™ (x) 9y + €*AM (x) Ay (x) + gaﬂaﬁw. 4.92)
Entdo substituindo o resultado Eq. (4.92) em Eq. (4.90), encontra-se

0

A fim de determinar um Ansatz para o funcional K, é conveniente considerar primeiramente o

caso de campos nulos
d
e oMoy | K (x,y,s) =0, (4.94)
N
que por sua vez pode ser facilmente resolvida por

Ly

Ko (x,y,8) = W

Agora, para o caso de campos ndo nulos € natural pensar em uma solucdo em forma de série
construida a partir da solu¢do homogénea

1 —(X— 2 A
K (x,y,s) = We (e=y)/4 sz)ak (x,y) s". (4.95)

(o)

Os coeficientes ay (x,y) podem ser determinados através das relagdes de recorréncia

(D”Du + gcucﬁ“6> an (%,y) = (n+ 1) ape1 (x,3) + (x = y), (9" —ieA") ani1 (x,y) (4.96)
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sendo que n > 1, ademais tem-se
(x—y)y (9" —ieA") ag (x,y) =0 (4.97)

para n = 0, que sdo obtidas substituindo a Eq. (4.95) em Eq. (4.93). Pode-se ainda separar as

diferentes dependéncias dos coeficientes a; (x,y) da seguinte maneira

ak(xay) :¢(x,y)fk<x,y), (498)

onde ¢ (x,y) é o fator que carrega a dependéncia de gauge, como usado na Secdo 3.1. Vale a

pena mencionar de que o gauge de Schwinger utilizado é dado por

o, (=) )l =y
,;0 n!(n+2)

o, Fav (¥), (4.99)

no caso particular de campos constantes (n = 0) a expressdo é reduzida a Eq. (3.24). Retor-
nando aos coeficientes f (x,y), como a forma funcional do tensor eletromagnético e a defini¢do
da matriz ¢ se mantém para (2+ 1) a mesma que (3+1), > pode-se utilizar o resultado da

QED 3. 1) (HAUKNES, 1984),

[fo] =
[Ai]=50F
] = 572+ G074 L (s0.7) , (4.100)

2 2 , 0o _ Jd
onde 0.F = oY Fyy, F2 = Ty T, (FH)? = Fuy o FHC e FIVO = L FH. Estes
coeficientes representam tanto as COITGQéCS de campos constantes como as ndo constantes, assim

pode-se convenientemente separd-las da seguintes forma

i[fk]skz [1+b1 (x)s+ba (x) s> +b3 (x Z[fk (4.101)

k=0

3 De fato, a diferenca entre as dimensoes estd na representacio das matrizes ¥ e a dimensdo da matriz
que representa o tensor eletromagnético, fatores que ndo alteram esses resultados.
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onde f{ (x) sdo os coeficientes para campos constantes, enquanto b; (x) representam as devidas
correcdes devido a presenca de campos nao constantes. Portanto, comparando a expansdo acima
(4.101) com os termos da Eq. (4.100), é possivel identificar que os termos proporcionais a

contribui¢do de campo constante sdo

5] =1
ffl=%0%
il 22 (4.102)
] =572+5 (507)°
3 2
5] = 4 (509) + 507 (577)
Com isso, tem-se que os coeficientes b; (x) sdo escritos como
(
bl (x) =0
by (x) = f_;%uu
2 2 2 2 2
k[,3 (x) = Z_So'ﬂvﬂcﬂa.u + ﬁ)@%ﬂuvv _ g_og‘aﬁyaﬁ#u _ 2_5 (FH):— &_Og‘“v’vyuv,v
(4.103)

Pode-se mostrar agora o ponto forte da separacdo acima das contribui¢des de campo constante
e ndo constante. Esta separacdo de coeficientes € interessante pois agora o primeiro termo da

soma em Eq. (4.101) d4 diretamente o resultado de campo constante para a Eq. (4.95),

in(eZs) | e At 2
K (1,3,5), = —— e 3 5007 |y € g a2 | (e—cﬁ’“cﬁ’“
(47s) / 12 48
2 2
+ Lo S g g (g C g vy ) S| (4.104)
120 307 H 45 1807 ¥

sendo essa contribuicdo corrigida pelos termos proporcionais a presenca de um campo nao
constante. A ultima parte restante da andlise € o cédlculo da operagdo de trago das matrizes 7.

Para isto, foi utilizada as propriedades de trago das matrizes ¥ listadas no Apéndice D, chegando
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a expressao

tr[K (x,x,s5)] = (47[8 3/2 { {Zes\/ié’zcoth (es (B2 — £2) ) }

es\/ (B2 = &%) coth (es\/(#—&7)) 4

- 15

( e Jc,aﬁuyaﬁli

6

Por fim, substituindo o resultado (4.105) na expressao (4.88), a Lagrangeana Efetiva para cam-

pos ndo constantes da QED 5, 1) € escrita como

1 “ds 2
Z(ﬁzﬂfl) :167r3/2/0 572¢ {2 {es (%2 — &2?) coth (es (@2—52)> —1]

%esmcoth (es (A2 — éﬂ))

7 2
X (Ee{%ﬁ,yﬁ“ﬁ’“ — e Ty FHVPP %fwyw) S } . (4.106)

E importante enfatizar que a andlise aqui foi focada no célculo perturbativo das contribuicdes

de campos ndo constantes até ordem s°

, sendo que sejam mais dificeis no calculo as demais
ordens seguem a mesma sistemdtica. Com este resultado encerra-se a andlise sobre a QED» |
e também as aplicacdoes do método de Lagrangeana efetiva, onde foi possivel explorar as dife-
rengas que surgem devido a restricdo de uma dimensao espacial, como por exemplo o termo de

Chern-Simons presente na Eq. (4.86).
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5 ACAO EFETIVA A 1-LOOP PARA O CAMPO DE KALB-RAMOND

A QED é uma teoria de gauge com simetria U(1) definida no espaco-tempo de Min-
kowski, a imposi¢do desta simetria local € a responsdvel por introduzir a interagdo entre os
campos fermidnicos e o campo de gauge conhecido como o potencial Ay, além disso significa
que existe apenas um potencial. Entre outras caracteristicas da QED a de maior interesse neste

capitulo € a de que o campo de gauge A, € 1-forma, !

ou seja, um campo vetorial cuja fonte €
o campo de Dirac y, que, por sua vez, representa particulas pontuais. De forma geral, pode-se
escrever o termo de interacgdo da particula com o campo eletromagnético como

dxH
g/dX”Au :g/d’cd—f(ﬂAu (X(7)) :/deJ”Au, 5.1)

em que T é o tempo proprio, que parametriza a linha de mundo da particula pontual de carga ¢,

e a corrente de uma carga pontual é

JH(x) = g/dréD (x—X(‘C))%, (5.2)

. . H . . ,
em que pode-se identificar ut = ddir como a quadri-velocidade da particula.

Com o advento da Teoria de Cordas, os constituintes fundamentais que antes possuiam
uma descri¢do de particulas pontuais, ou seja dimensdo zero, sdo deixados de lado para dar
lugar a objetos unidimensionais com extensdo, as cordas. A motivacdo principal da teoria de
cordas € a unificacdo de todas as interacdes da natureza em uma Unica teoria Fisica, fornecendo
um ambiente natural para a teoria da gravitacdo quantica, cujo problema se encontra na nao
renormalizabilidade da sua formulagao quantica (POLCHINSKI, 1998).

Portanto a questdo que surge com esta nova visdo de como tratar as particulas funda-
mentais, é de como seria a QED para as cordas, ou seja, qual seria a quantidade anédloga ao
potencial A, na descri¢@o de cordas. Esta generalizagdo foi inicialmente discutida por (KALB;
RAMOND, 1974), onde foi proposto um campo de gauge andlogo ao Ay, mas que agora € um
tensor anti-simétrico de Lorentz de rank-2, dando origem ao que é chamado de QED 2-forma.

O campo de gauge de rank-2 ndo-massivo € expresso por B,y = —By,, € conhecido
como campo de Kalb-Ramond e representa a generaliza¢ao do potencial eletromagnético, sendo

que sua natureza anti-simétrica se dd por ser um campo 2-forma. A fonte para o campo By (x)

' Uma p-forma é um tensor anti-simétrico de rank-p que consiste na generalizacio matematica do con-
ceito de vetores, definido num espago vetorial abstrato chamado de variedade (FELSAGER, 2012).
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sdo os campos generalizados de Dirac para cordas, y [X (7,0)], cuja coordenadas X = X (7, 0)
da superficie de mundo da corda dependem do tempo préprio 7, mas também do parametro o

que mede o tamanho da corda. Logo, a fim de parametrizar a trajetdria da corda através de um

escalar
IXH oxV
/ dXPdXV By, = / drdo™ S By = - / dPxJ" By, (5.3)
em que a corrente da corda é definida por
IXH dXV  JIXH XV
Y (x / dtdos? (x— X - 5.4
wdoo” (x =X (r,0)) dt do  do Jdt (>4)

Ademais, associado ao campo de Kalb-Ramond, hd também uma generalizacdo do tensor ele-

tromagnético que € definida como
Ky = By + avB/lu + 93 Buv- (5.5)
Com essas defini¢Oes, € possivel escrever a densidade Lagrangeana com uma estrutura bastante

geral para a QED 2-forma como

1 —
L = A A T 1.0

oMY
o~ ) Wlkol. 56)

esse funcional é construido a partir da exigéncia de ser invariante sob as seguintes transforma-

coes de gauge

By (x) = Buy (x) + duAy (x) — dvAy (x)

V(X (t,0)] — eI MOy [x (1, 0)], (5.7)

onde A, € uma fung¢@o vetorial arbitraria, sendo que a derivada funcional SQL,W mede a variagao
de w[X (t,0)] dada uma mudanca infinitesimal da configuragdo da corda que varre um elemento
de superficie 6Q,y (DASS; SHAJESH, 2002).

Neste capitulo ird-se um pouco além as discussdes anteriores, € tem-se como objetivo
determinar a Lagrangeana efetiva para o caso em que hé simultaneamente os campos de Kalb-
Ramond e o eletromagnético de fundo constantes interagindo com o campo de Dirac. Entre-
tanto, o modelo apresentado em Eq. (5.6) € demasiado complicado por envolver teoria de cor-

das. Pode-se todavia assumir algumas consideragdes para simplificar a dindmica destes campos
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em uma primeira aproximag¢do, que consiste em considerar que os campos de gauge estejam
interagindo com um férmion pontual, i.e. ¥ (x). A Lagrangeana para este modelo é escrita da

seguinte forma

_ 1
L=V (—zyua“ — ey At — 13O Y s m) 1
1 1

onde 0,y € o produto antissimétrico de matrizes Y. E importante enfatizar que a Lagrangeana
acima segue a partir da imposicao de simetria de gauge, todavia representa um acoplamento nao
minimo do campo de Kalb-Ramond com férmions pontuais. Esta interacdo pode ser entendida
como uma generalizacdo do acoplamento de Pauli para 0 momento de dipolo magnético do
elétron 0,y.# " podendo assim ser uma contribuigao adicional para esta quantidade fisica. As

transformacdes de gauge impostas para a constru¢do da Lagrangeana Eq. (5.8) s@o

Buy (x) = Buy (x) + AP (x) — 9y ALY ()
Ay (x) = Ay () + AW (x)

v (x) — MYy (x). (5.9)

Note que € possivel introduzir outros tipos de acoplamentos entre férmions e o campo de Kalb-
Ramond, intera¢@o que seja diretamente com o campo By, todavia a transformagao do campo
fermidnico seria diferente daquela apresentada em (5.9) e sim similar aquela em (5.7).

Como visto anteriormente na Secdo 2, a Ac¢ao Efetiva pode ser obtida a partir da expres-

sdo da integral de caminho

f @wgweij'd4x[—%Sﬂvig‘”—lel%‘ﬁvk%””ﬂ+W(—iyﬂ8”—ey”A“—1—12 %Gpvlz%"“m —m) l[/]

Z\.7,7)

Y

[ 2y get ) A3V (—imdt—m)y]
(5.10)

em que foi deixado explicito o fator de normalizacdo proveniente da condi¢ao de que na au-
séncia de campos Z[0,0] = 1, ou seja o denominador em Eq. (5.10) representa a parte sem o0s

campos eletromagnético e de Kalb-Ramond. Pode-se reescrever ainda a Eq. (5.10) numa forma
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ainda mais conveniente

Z|F, ) = &/ -3 T P i A A

f _@W@Wei.fd4x[w<—i7uau_EYMA”_117%O'ukaﬂwl —m) l//]
X

— , (5.11)
[ 2y gel| 4V (—imdt —m)y]

onde foi separado a parte livre dos campos de gauge do contetddo de interacdo com 0s campos
fermidnicos. A integracdo dos campos (y, ) pode ser efetuada a partir do resultado Eq. (8),

logo

. 1 A
—iyuo* — ey At — 550y, MY —m)

det (—iyud* —m)

det (
ZIF 0 ] = &I A TPy Aty ]
(5.12)

Pode-se identificar na expressdo acima novamente a parte livre de Maxwell juntamente com
a parte livre do campo de Kalb-Ramond .#(©) = —%ﬁuvgf By — %%M%“M, sendo que a

correcao (quantica ou ainda de efeitos ndo-lineares) a /-loop surge do termo funcional

det (—i}/ua“ — ey AH — I_IZ%GNWL%HM — m)

5.13
det (170" —m) 61
Desta forma, identifica-se que a densidade Lagrangeana (efetiva) a /-loop € dada por
1
M) — _in {det (—in@“ — ey AH — E%Gu\/l%um - m)}
+iln [det (—iy 0" —m)]. (5.14)

A fim de se calcular os determinantes acima, deve-se notar que seus valores nao sao
alterados sob uma transformagéo de similaridade det[M] = det [SMS _1] . Em especial, usando

como transformacdo a conjugacdo de carga €, > pode-se reescrever os determinantes como

det (i —m) = det [(—iyud® —m) (iyyd” —m)]?, (5.15)

2 A simetria discreta de conjugagio de carga é uma transformacio que transforma todas as particulas
em suas correspondentes anti-particulas, mudando assim o sinal de todas as cargas: nido somente a
carga elétrica, mas também as cargas relevantes as outras forgas do sistema. Aqui pode-se escolher
a conjugacdo de carga como uma transformacdo de similaridade devido ao fato da QED respeitar a
simetria de carga, além de estar diagonalizando o operador de Dirac.
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e também que
. 1 g vA
det | iy d" —epA! — — =0, M —m | =
m

1
= det [ (—iyua“ — ey At — —’%GMM%“M - m)

12
1
. 1 g VA ’
X (l}/”a“ + ey AF — En—icﬂvle%”“ —m) (5.16)
1
onde foi utilizado o fato de que CYHE ! = —y* e det[M] = det[MEME~"]?. Com estes
resultados, pode-se reescrever a expressao Eq. (5.14)
W = —%Tr{ —In[(—iyuo* —m) (iyuo* —m)] (5.17)

1 g 2 : l g
szﬂ8“+eyuA“+12 P +m) <zyv8v+e}/vAV o Gam,%”“m m)} }

Em seguida, defini-se os operadores “Hamiltonianos” >

: 1 g . 1 g

Ho = (—iyud* —m) (iyuo* —m), (5.18)
de tal forma que pode-se escrever a Lagrangeana efetiva Eq. (5.17) como

cfmz—éﬂﬂﬂﬁﬂ—mu%ﬁ. (5.19)
Com o auxilio da representacdo integral da func¢do In

InM = — / ds ims (5.20)
0 S

pode-se reescrever a Eq. (5.19) como

2/ —tr —’%—e—"%}. (5.21)

3 Denomina-se estes operadores desta maneira devido ao fato deles atuarem como parte do operador
evolugdo temporal no parametro s chamado de “tempo préprio” por Schwinger.
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Utilizando as propriedades 13 e 14 das matrizes ¥ (presentes no Apéndice C) e levando em
consideracdo que se estd trabalhando com campos constantes, a “Hamiltoniana” interagente em

Eq. (5.18) pode ser escrita como
e —~ 1 —\2 —~
H =P = 20, TH7 + i%)@%ﬂ“ +3 (%ysffg) +igYsyE A+ i, (5.22)

onde foi escrito a derivada covariante IT* = —id* — eA* e introduzido o tensor dual 75 =
%805/36,,,%43 OP. Agora, com o resultado Eq. (5.22), escreve-se explicitamente a Lagrangeana

efetiva como

—~ —~\ 2
f(l) _ I [>ds {e [H2*’%VS%HM+%(%YS‘%&C> +’y2}s_ei[nz+m2]s}, (523)

ou ainda, pode-se expressa-la numa forma conveniente
1y _ L [7ds ) )
LYV = 5 —tr [U (x ,x,s) — U (x ,x,s)} , (5.24)
0

em que foi definido .7% = —50uc FHo + m? — igysy* 7. Lembrando que para manter a con-
vergéncia da amplitude de transi¢io toma-se m*> — m?* — ie. Seguindo o método de Schwinger,
interpreta-se o operador

—is

U (x’,x,s) = <x’ e

x> (5.25)

como sendo o operador de evolucdo temporal de um dado sistema quantico, em que 7 € o
operador responsdvel pela dindmica e que s é o tempo proprio da particula. Lembrando que na
representacdo de interacdo, os autoestados e operadores evoluem no tempo a partir das seguintes

relacoes

A(s) = M5 (0) e Hs

X' (5)) = e Hs |x’ (0)). (5.26)



80
em que os operadores posicao satisfazem as seguintes equacdes de auto-valores

X (s) |x’ (s)) =4 ’x’ (s))
x(0)|x) =x|x). (5.27)

E importante enfatizar as diferencas entre o método aplicado nas Se¢des anteriores para
andlise da Lagrangeana efetiva com o método apresentado agora em termos do operador de

evolugdo temporal (5.24). No caso de ter-se somente o campo eletromagnético, o cédlculo do

elemento de matriz <x eI ’ x> era relativamente simples em termos de propagadores, entre-
tanto neste caso no qual contém o campo de Kalb-Ramond, o sistema de equacdes diferenciais
a se resolver torna-se mais complicado devido a dependéncia linear que surge em k ao invés
de s6 o termo quadrético em Eq. (3.34). Assim, o uso do formalismo do operador de evolu¢ao
temporal se mostra mais adequado para casos gerais, em que mais de um campo estd presentes e
que os operadores Hamiltonianos tenham expressdes complicadas. Pode-se ainda pensar que a
solucdo em termos de propagadores seja um caso particular do método do operador de evolucao
temporal.

Para determinar explicitamente a Lagrangeana efetiva é necessdrio encontrar as solucoes

para os operadores de evolugcdo temporal em Eq. (5.24). Na mecanica cléssica o operador de

evolucdo temporal € responsdvel pelas transformagdes

xy (8) =x4 (x(0),p(0),s)
pu(s) = pu(x(0),p(0),s) (5.28)

o qual € resolvido solucionando as equag¢des de Hamilton-Jacobi (LEMOS, 2007). Como se
estd trabalhando com um sistema quantico, as equagdes equivalentes as equacdes de Hamilton-

Jacobi para um sistema sdo dadas por

AU (X' (s5),x(0),s) = i%U (x' (s),x(0),s)
I, (0)U (X' (s5),x(0),s) = (—id" — eA* (x)) U (¥ (s),x(0),s)
Iy (s)U (¥ (5),x(0),s) = (id" —eA* (X)) U (+ (5) ,x(0),s), (5.29)
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com a condic¢do inicial de que

limU (x’,x, s) =0 (x’ —x) ) (5.30)

s—0

Para encontrar a forma funcional de U (x’,x,s) precisa-se resolver o conjunto de equa-
coes diferenciais em Eq. (5.29) sujeito a condi¢do inical Eq. (5.30). Juntamente com essas
equagoes, deve-se também resolver as equagdes de movimento de Heisenberg para os operado-

res posi¢do e momentos

dxy (s)

y P —i [xu (s) ,H]
%S(s) — i[M(s) H]. (531)

O primeiro passo para determinar as solucdes para a posicao e momento deve-se calcular os co-
mutadores presentes no lado direito da Eq. (5.31). Para isto € interessante reescrever a Eq. (5.22)

em uma forma conveniente
1
H =TT+ NgIlP + _ NpNP +.72, (5.32)
onde N = —i % }/iji’z . O calculo desses comutadores é direto, e resulta em

[xu (s) ,H] = 2i1y (s) +iNy

(M (s),H] = ieFyuy (201" (s) +NV). (5.33)

Portanto, vem-se que as equacdes de movimento sao

deS(S) = 200y (5) + Ny
%S(s) =eFuy (2I1Y (s) +NY). (5.34)

E interessante notar a simples contribui¢io do campo de Kalb-Ramond nas equagdes de mo-
vimento. Isto é, ele surge somente como uma constante aditiva (como uma transla¢do), ndo
modificando significativamente o movimento da particula. Talvez devido a aproximagdo de que
a fonte do campo de Kalb-Ramond sejam particulas pontuais considerada neste estudo. A so-

lucdo para o momento € diretamente obtida a partir da segunda equacdo de (5.34) utilizando o
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método de separacdo de varidveis

o 1 1
I, (s) = 27 (n (0) +—N> —~N,. (5.35)
27 ), 2

Em seguida, substituindo este resultado para o momento na equagdo diferencial para a posi¢ao
chega-se em

eZesf i 1) B

xu (s) = x4 (0) + (7 (H (0)+ lN)ﬁ . (5.36)

u 2

Por sua vez, com estes dois resultados pode-se encontrar a solu¢do para 0 momento inicial,

11, (0),

7\’ 1
u

escrito em termos dos operadores posi¢ao. Esta operacao de inversao, de escrever os operadores
momento em termos da posi¢do se torna util para se determinar explicitamente o operador
de evolugio temporal, ordenando os operadores de tal forma que x, (s) fique sempre do lado
esquerdo e x, (0) do lado direito, fazendo com que todos os operadores possam ser tratados
como c-numeros. Pode-se proceder da mesma forma, e substituindo a Eq. (5.37) em Eq. (5.35)
tem-se que

eF

:
I (s) = (W)” (x5 (5) —x5 (0)] —%Nu. (5.38)

Assim, com as equagdes de movimento foi possivel encontrar solugdes de ITy, (s) e T, (0) em

fungdo de x(s) e x(0),

o e B
I, (s) = %ee“f# (i) [xp () —x5 (0)] — %Nu

sinh (es.#) ) ,
Z \P 1
I, (0) = (ezeT_J” g (5) =5 (0)] = 3N (5.39)
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onde foi utilizado a identidade 2¢~¢**sinh (e.# s)=1-— e~ 273 Ao substituir o resultado para

I, (s) em Eq. (5.39) na Hamiltoniana, chega-se em

2
I = [xﬁ (s) —xp (0)] KBY [xy(s) —xy(O)} + .77, (5.40)
By _ 1 s 17
. . ~ . e . L. .
em que se introduziu a notagdo KP? = ; {(W) } . Agora € necessdrio rearranjar os
termos de modo que os operadores posicdo fiquem ordenados no tempo devido as integrais
presentes na IC e também para que os operadores possam ser tratados como c-nimeros como
discutido anteriormente. Portanto, levando em conta esse ordenamento a Eq. (5.40) € escrita

como

A = xp (s) KPVxy (5) — 2xp (5) KPxy (0) + x5 (0) KPTx, (0)

I ey 2
- 41
2! Lanh(esﬁ)] 7 (54D)

onde foi utilizado o resultado da seguinte relacdo de comutacao:

x5 (5) KPPy (0) x5 (0) KPYxy (5) = —L1r [

eF
2

tanh (eZs) |

Pode-se por fim substituir os resultados para 57, I1(0) e I1(s) obtidos acima no conjunto de

equacoes (5.29), obtendo respectivamente

i%U (x' (s),x(0),s) :{xﬁ (s)Kﬁyxy (s) —2xg (s) Km’xy (0) +x5 (0) Kﬁyxy (0)

_é , {mh(—;\s)} —|—§”2}U(x' (5),%(0),5), (5.42)

x U (x (s),x(0),s) (5.43)
e.F up
(i — A" (X)) U (¥ (s).x(0),5) = { ( 1 _e‘/ze%) be(s) =x(0)] — %N “}
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Em seguida, € possivel resolver a integracao na Eq. (5.42) a partir do ansatz

i eFs B inh(e.7s .
U (¥ (5),x(0),s) = i¥e («,x) o (=) (i | ()~ dorn s e (5.45)

que tem uma forma gaussiana nas varidveis (x’,x), sendo que C (x',x) é uma constante de in-
tegracdo e ndo possui dependéncia com s. E possivel determinar uma expressio para C (x’,x)
ao se substituir a Eq. (5.45) em Eq. (5.43) ou Eq. (5.44). Fazendo isto, chega-se nas seguintes

expressoes

{ (ﬂl)uﬁ [x (s) —x(0)] 5 — %N“ +i0" +eAX (x)

eZe?s_
1 eFs Ky
Ts{m} (x/—x)y}c(x’,x) =0 (5.46)

1 eFs AL L
+2—s{m} (""‘)y}c(w)—o, (5.47)

que sdo as equagdes diferenciais para a constante de integracdo. Para resolvé-las, € util notar

que

e T up T W
(%1) [x(s)—x(O)]B—é{M} (x—x)y=—§ewﬁ[x<s>—x<o>]ﬁ

e 1B ¢ ny
(T%) [x(s) —x(0)]g +% {%} (' —x), = %eﬁ”ﬁ [ (s) —x(0)]4-
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Com estes resultados as duas equacgdes diferenciais para a constante de integragcdo simplificam

e podem ser escritas simplesmente como

{—i&“ —eA* (x) + %N” + %eﬁ“ﬁ (x;:; —xﬁ)] C(x¥,x)=0

. 1 1
[18/“ —eA* (x) + ENM — Ee?“ﬁ (x;} —xﬁ)} C(x,x) =0. (5.50)
Resolvendo-as simultaneamente chega-se ao seguinte resultado para a constante de integracao

C(x',x) _ Coeiif;’ (‘/’A“()’)*%N”*%ey”ﬁ (ybfyﬁ»dy“’ (5.51)

onde Cy € uma constante que pode ser obtida a partir da condi¢do inicial Eq. (5.30), tendo como

resultado o valor

1

C0="lem

(5.52)

Portanto, apds determinar a solugdo para a constante de integracdo C (x’,x) (5.51), escreve-

se o operador evolucao temporal (5.45) da seguinte forma

U (x'(s),x(0),s) = —i : S2¢ (x',x) (5.53)

1672

7 By 1 inh T
esF )} (x/—x)y sin (es/)_iyzs 7

Loy
RAVVER S S — il
xexp [4s (x x)ﬁ {tanh(esﬁ 2N Tz

onde foi definido o fator invariante de gauge como

6 (' x) = &I (A= IN LB /)y )

E possivel determinar Uy (¥ (s),x(0),s) presente na Eq. (5.24), i.e. o operador para campos
nulos, basta tomar o limite de Ay, — 0 e Byy — 0 na expressdo Eq. (5.53). Com esta aplica¢do

tem-se

2

L b mints (5.54)

Uy (x’ (5),x(0) ,s) = —ime

Entretanto, deve-se lembrar que como nos casos anteriores esta-se interessados na transi¢ao

vdcuo-vécuo, ou seja determinar os operadores de evolugdo temporal no ponto x’ (s) = x(0).
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Desta forma, as Egs. (5.53) e (5.54) se resumem a

1 1 sinh(e.Zs) .2
/ — —gtrin =z —i.S”s
U («' (s),x(0),s) e 75 e
o1 .9
U() (X/ (S) ,X(O) 7S) = —lme s, (555)

Substituindo estes resultados na Lagrangeana efetiva Eq. (5.24) obtém-se

20 = L /oo ﬁe_imzs [e_%mn ey (e_ﬁ/zs> —4} ; (5.56)
3272 Jo 3
onde ¥? = —£0,,6.FH° — igySy“(%A”;.
Agora que foi determinado a forma funcional da Lagrangeana efetiva, é necessdrio cal-
cular as operagdes de traco dos respectivos operadores na Eq. (5.56). O primeiro termo envol-

vendo o cdlculo de trago ja foi calculado em (3.97) na Secdo 3.3,

(5.57)

o 1t In sinh (e.Zs)
——tr
P13 Fs

(es)? ab ]

e [sinh (ebs) sin (eas)

em que define-se
1 1
a= (\/@2+%2+@)2, b— (\/@2+%2—@)2, (5.58)

em termos dos invariantes de Lorentz

1 —
R= 7T Fyo, Y = FLFE, (5.59)

1
4
note que esta contribuicao envolve somente o campo eletromagnético Para o segundo traco em
Eq. (5.56), segue-se a mesma ideia de escrever 2 em termos de invariantes de Lorentz, sendo
que em adi¢do aos que envolvem o campo de Maxwell ha outros dois envolvendo o campo de

Kalb-Ramond

oL (%ﬂgfw <ﬁ”"%) - % (FHO A ) (%HV@M) . (5.60)
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Note que o invariante .#? ¢ o tinico operador que apresenta uma mistura dos campos de Maxwell

e Kalb-Ramond. A primeira manipulagdo é quadrar o operador 72, tem-se assim que
»n2 el ige T
(7)) = T {Ouc.0up} FHo gob 5 {Ouo, v5v*} FHOAG+ g " . (5.6])

em que foi utilizado no dltimo termo {7, ¥, } = 0. O anti-comutador presente no primeiro termo
jé foi calculado anteriormente na Se¢do 3.3, {Gu(y, Cap } =2 (ncan“ﬁ —NopMua +i€ucap }/5).

Desta forma, o resultado acima pode ser escrito como
(12) =26 — 289 + 2> s % + % {Ouo, 5¥u} FHOAY, (5.62)

Por fim, a parte matricial do dltimo termo de (5.62) € calculada utilizando a dlgebra das matrizes
Y chega-se em {G,m, Ys }/a} = —2€5ap yﬁ Logo, consegue-se escrever o operador #2 em

termos de invariantes como
(12)? = 282W —28%G + 2P s R+ 4\ 3eg )P 7. (5.63)

Como quer-se calcular o traco do operador #2, é necessério determinar os autovalores desse

operador. Para este fim, reescreve-se Eq. (5.63) como
2
(7*)" =a—5+iBys+iv xp, (5.64)

em termos das seguintes quantidades @ = 2e’%, § = 2¢°Y, B =2e*’Z e X = 4\/§egfﬁ. A

partir da Eq. (5.64) pode-se ainda escrever
(72)* = (@~ 8)2 — B2+ 22 +2i (00— 8) ¥ xo + 2B (@ — ). (5.65)

Pode-se comparar as Egs. (5.64) e (5.65), tal que pode-se notar que (”// 2) satisfaz a seguinte

expressao

(7/2)4—2(a—5)7/2+{(a—5)2+ﬁ2—x2}:0, (5.66)
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e assim a partir dela € possivel encontrar os autovalores de (”// 2). Por fim, segue imediatamente

que os quatro auto-valores sao

()Y = {2 - g9) £ iV R 1228257 }é . (5.67)
Com estes resultados pode-se enfim calcular o dltimo trago restante da Lagrangeana efetiva
tr (e*ﬂ/zs> =4cosh [ies (a' + b/)] cosh [ies (a' — b')} , (5.68)
onde define-se os parametros

/
a =

1
(& )+ iV~ 12272 (5.69)

Sl -

b= \% (@ —) — iV 126252 (5.70)

sendo que foi definido o parimetro k = g/e como a medida do desvio das contribui¢des do
campo de Kalb-Ramond em relacdo a contribui¢do do campo de Maxwell.
Por fim, substituindo os resultados Egs. (5.57) e (5.68) em Eq. (5.56), encontra-se a

seguinte expressao para a Lagrangeana efetiva

g [ {paa ety
E importante ressaltar que o limite de campos nulos j4 foi levado em conta desde o inicio e por
isso o fator —1 na Lagrangeana efetiva Eq. (5.71), e também que ela é reduzida aquela de Euler-
Heisenberg Eq. (3.100) no limite de ¥k — 0. A fim de complementar a anélise desta expressao
da Lagrangeana efetiva, é de estabelecer se ela possui termos divergentes quando s — 0 como
aconteceu nos casos anteriores. Para verificar esse comportamento, expande-se o integrando da
Eq. (5.71) em série de poténcias em s, assim

1= ~ 2
) — 7 f—;e—’mzs (—gezszg—i—szgz%—k z ) : (5.72)
0
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ou seja hd termos da ordem [ % que sdo divergentes. Para solucionar o problema é necessério
a absorc¢ao desses termos divergentes nas constantes de renormaliza¢do dos parametros fisicos.
O processo de renormalizacdo deve ser realizado em termos da Lagrangeana total, portanto

escreve-se ela em termos dos pardmetros nus

L=~ (1+e5C.) —% (1 —g5Ce) (5.73)
1 [=ds 2 »  coshliegs (a' +b")|cosh[iegs (d' —b")] 2 5, 2 2
= b ZR22H — G — 1
82 Jo 53¢ {(eos) “ sinh (egbs) sin (egas) T35 5800 ’

onde foi definido as constantes de renormalizagdo associadas com os campos e constantes de

acoplamento de Maxwell e de Kalb-Ramond respectivamente como

1 °ds .2 1 2ds .2
C, = — 1 S e=im®s o — 43 g=im’s. 5.74
¢ 127172x1—>r%/x s¢ 0 TN 5 C (5.74)

Pode-se entdo redefinir as grandezas fisicas presentes em (5.73) da seguinte forma

Y =% (1+e§C.), %=% (1+g3Cs),
G =% (1-g5C,), I*=95(1-g5C,) (1+€§Ce),

22— 6(2)2  g= 832 , (5.75)
(1+e5Ce) (1-£5Cs)

Pode-se notar que somente a renormalizacdo do invariante .#? que apresenta uma mistura das
constantes C, e C,, 0s demais invariantes e pardmetros sdo desacoplados. Por fim, com estas
novas redefinicdes € possivel reescrever Eq. (5.73), ou seja a Lagrangeana de Euler-Heisenberg

generalizada, como

1 [=ds 2 » . coshlis(a'+b")]cosh[is(a' —D')]
- g+ | = b
Lh=—Y =G 812 Jo 53¢ {(es) . sinh (ebs) sin (eas)
2
+§e2s2@ —52g%G — 1} . (5.76)

Que ¢ o resultado obtido por H. Dass e K. Shajesh (DASS; SHAJESH, 2002).
De forma a ilustrar o comportamento nao-linear das novas contribui¢des, pode-se con-

siderar uma expansao perturbativa em primeira ordem dos parametros e € g (ou ainda x). Desta
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forma, a expressao para a Lagrangeana efetiva para o limite de campos fracos é

4
e 4 7 1
Lr=-W -9 — W — R kot 5.77
Rt 8Zm* (45 + 45 6 + .77
Podemos calcular as equacdes de movimento do campo eletromagnético e o campo de Kalb-

Ramond a fim de visualizar as mudancgas causadas pelos efeitos ndo-lineares outro. A equacgdo

de movimento para o campo eletromagnético é dada por

160 28 o? 430

O | 7 — o TPy L T 3P L apt g ) (5.78)
45m* 3m*

onde p = £-. Vemos assim uma contribuicao proporcional ao campo de Kalb-Ramond em rela-

cdo aos termos de auto-interagdo do campo eletromagnético usualmente presentes na Eq. (3.107).
Esse termo adicional devido a interacdo dos campos de Maxwell e Kalb-Ramond podem a pri-
ori ser utilizado para estudar contribuicdes de teoria de cordas em fendomenos de fétons em
baixa-energia, procurando basicamente por anomalias na dindmica do féton que poderiam ser
atribuidas a fisica além do modelo padrdo. Ademais, por complementaridade, a equacdo de

movimento relacionada ao campo de Kalb-Ramond é dada por
2p? 430
9y, | 2B ¢ %%“ﬁwg - —\3[4 P (Wﬁ IO+ gho g ﬁ“’“ﬂﬁ)] =0, (579)
m m

onde I = =967

4\/

Portanto pode-se ver a presenca de novos termos na Lagrangeana efetiva devido ao aco-
plamento entre os campos eletromagnético e o de Kalb-Ramond. O primeiro termo, de or-
dem x* é proporcional a auto-interacio do campo de Kalb-Ramond, —%?, o segundo termo
adicional na Lagrangeana efetiva representa a interacdo entre os campos eletromagnético e o
Kalb-Ramond, .#2%. Ou seja, além da auto-interacdo quartica (efeitos ndo-lineares no vértice
(AAAA)) do campo eletromagnético tem-se também a presenca de um novo vértice de intera-
¢do (AABB), que de fato d4 uma contribui¢do ndo-nula no processo de espalhamento luz-luz.
Ademais, pode-se notar também a apari¢do de somente termos quadraticos assim como no caso

do campo eletromagnético puro, mostrando uma possivel evidéncia de que o campo de Kalb-

Ramond também obedece ao teorema de Furry e que somente diagramas contendo um nimero
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par de pernas contribuem para um processo de espalhamento luz-luz. E interessante ressaltar

que no limite em que a constante k tende a zero o resultado de Euler-Heisenberg ¢ restaurado.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo foi discutido o calculo da Acao Efetiva a partir do método do tempo
préprio de Schwinger para diversos sistemas fisicos. E importante ressaltar a natureza nio-
perturbativa da abordagem de Schwinger, uma vez que o célculo do determinante dos opera-
dores de Dirac (no caso de férmions) € exato, e se resume ao calculo de auto-valores de certos
operadores diferenciais e também de matrizes 7.

Tinha-se como interesse ao longo deste trabalho o cdlculo de corre¢des quanticas a di-
namica do féton. Pode-se dizer que a acdo de Maxwell para o campo eletromagnético sofre
correcdes devido a polarizacdo do vacuo, i.e. dependendo da energia do f6ton hd uma determi-
nada probabilidade de que a sua propagacao seja afetada por sua interagdo com pares virtuais
de particula-antiparticula, satisfazendo a relacao de incerteza AEAt ~ h que resulta na flutuagcdo
do vacuo.

Primeiro foi realizado o calculo da acdo efetiva para o caso de férmions sujeitos a um
campo magnético externo, e em seguida como seria o caso complementar de um campo elétrico
externo, ambos constantes (i.e. campos com pequenas oscilacdes). Devido aos efeitos nao-
lineares (quanticos) oriundos do vécuo, € de interesse analisar o limiar da probabilidade de
criacdo de pares de particulas e antiparticulas, em particular mostrou-se que no caso de um
campo elétrico, existe a possibilidade de criacdo destes pares, Eq. (3.75), fazendo com que
0 vicuo se torne um meio polarizado, ou seja birrefringente. Por outro lado, para o caso de
campo magnético puro, ndo hd criacdo de pares (ou seja 0 campo magnético constante nao
realiza trabalho para haver mudanca na energia do sistema). Todavia, introduzindo campos
magnéticos que variam com o tempo, a probabilidade de criag¢do se torna diferente de zero, em
geral o tempo de variagdo do campo deve ser muito menor que f = % onde A, é o comprimento
de onda do elétron.

Ap6s apresentar a andlise dos casos de campos magnético ou elétrico constantes, fora
discutido o caso geral do célculo da agdo efetiva para um campo eletromagnético no qual en-
volve algumas sutilezas quanto ao célculo de tragos de certos operadores matriciais. A expres-
sdo renormalizada obtida para a Lagrangeana efetiva é 1-loop exata, i.e. leva em conta todas
as contribuicdes de diferentes ordens em @ que sejam de 1-loop, resultando na conhecida La-
grangeana de Euler-Heisenberg (HEISENBERG; EULER, 1936). Ademais, a fim de ilustrar as
modificacdes na dindmica do féton, considerou-se o primeiro termo da expansao na constante

de acoplamento na ordem de o”.
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No Capitulo seguido foi explorado o método da A¢do Efetiva para calcular alguns exem-
plos conhecidos, mas que sao bastante enriquecedores: um gas de férmions a temperatura finita,
a forca entre placas do efeito Casimir, a acdo efetiva para a QED, | na presen¢a de campos
constantes e nio constantes. Seguiu-se a abordagem de Matsubara para a introducdo de tem-
peratura no gés de férmions, que consiste na compactificagdo da dimenséo temporal ¢ € [0, 3]
e que resulta na discretizacdo das frequéncias de oscilacao dos férmions, i.e. @, = (zn;%)”,
em que 8 = (kgT)~!. Para o cilculo de uma expressio fechada para a Lagrangeana efetiva
para um gés de férmions a temperatura finita foi necessdrio assumir alguns limites de massa e
campo nulos na fun¢do zeta de Riemann. De maneira bastante similar ao caso de temperatura,
foi abordado o efeito Casimir para o célculo da forca de atragdo experimentada por duas placas
descarregadas, a andlise seguia via funcdo zeta sujeita a condi¢des de contorno de Dirichlet.

Por fim, quis-se explorar as nuances que ocorrem em teoria de campos devido a reducao
dimensional do espago-tempo. Para isso foi analisado a acdo efetiva para a QED tridimensi-
onal, embora a estrutura geral ndo-perturbativa nao sofra muitas mudangas nesse processo de
reducdo dimensional, veja a Eq. (4.82), as consequéncias sao importantes, sendo o fendmeno
de geracdo de massa o mais importante. O termo de Chern-Simons Eq. (4.86) corresponde a um
termo (topoldgico) de massa em trés dimensdes que preserva a simetria de gauge, mas quebra
a simetria de paridade — um resultado de acordo com outros mecanismos de geracdo de massa,
este processo estd associado com a quebra de uma simetria, seja uma geragao espontanea ou
dinamica.

Para finalizar o estudo na dissertagdo foi analisada a acdo efetiva para os campos de
Maxwell e de Kalb-Ramond seguindo os passos em (DASS; SHAJESH, 2002). O objeto desta
andlise era determinar uma Lagrangeana que apresentasse uma interagao efetiva entre os cam-
pos de Maxweel e Kalb-Ramond, implicando assim em possiveis efeitos mensurdveis de um
campo oriundo da teoria de cordas. A fim de simplificar o cdlculo, assumiu-se que a inte-
racdo do campo de Kalb-Ramond fosse com férmions pontuais e ndo objetos extensos, em-
bora esta aproximacado nao resulte na forma de um acoplamento minimo. Portanto, o resultado
obtido para o limite de campos fracos, expresso em Eq. (5.77), mostra ainda a caracteristica
da presenca de somente termos de poténcia par dos campos nas partes de interagdo e auto-
interacdo, € que o acoplamento entre os campos de Maxwell e Kalb-Ramond é da seguinte

forma .72 = % (FHOH502) (%”“Mffvl), em que .# e . sdo os tensores dos campos de
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Maxwell e Kalb-Ramond, respectivamente. Esta interagdo permite a priori uma perspectiva em
determinar efeitos de teoria de cordas em fisica de baixa-energia.

Como perspectivas futuras do presente trabalho, pretende-se repetir a analise das acdes
efetivas para os campos eletromagnéticos e de Kalb-Ramond, porém com termos que violem a
simetria de Lorentz, buscando novos fendmenos que surgem a partir destes termos. Ademais,
pretende-se também analisar, com o formalismo de ac¢des efetivas, o acoplamento entre o fonton
e os axions, particulas de spin zero candidatas a matéria escura, afim de encontrar novos efeitos

que possam ser medidos nos recentes experimentos discutidos em (BATTESTI et al., 2018).
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APENDICE A - Integrais Gaussianas
Aqui serd apresentado alguns resultados de integrais gaussianas que foram utilizadas no

trabalho. Primeiro conhece-se o resultado para a integral gaussiana ordindria:

1

/ dre o = (g) : (1)

Sendo x um vetor D-dimensional e A uma matriz simétrica podendo ser diagonalizada através

de uma transformacao de similaridade por uma matriz %/ unitaria:
-1
ADiag = UAYU . 2)
Entdo uma mudanga na varidvel x’ — % x ndo altera o elemento de volume. Assim, temos:

/dxlDe—x’TAx' _ /dee—xT?/A?/lx: /dee_xTADiagx

1

D 5 D T 2 1
11 fave @t =[1(5) = Vr@ean . G
i=1 i—1 \&

i

Outro resultado interessante € da seguinte integral:
/ dxP o= 3% AvEpx, (4)
Para encontra-lo modifica-se o termo da exponencial completando quadrado:

—%xTAx—l—px:—%(x—Alp)TA(x—Alp)—pTAlp. 5)

Fazendo a seguinte mudanca na varidvel de integracio X’ — x —A~!p, o elemento de volume

novamente nao € alterado. Portanto tem-se
1.T _1 T A—1
/ dxP e= 27 AFPY — {2 (detA) 2P AP, (6)

Para o caso de varidveis de Grassman, que durante o trabalho entende-se como férmions,

o resultado acima é

/ 46, 6,e 30740400 _ (Gera)t oPTA'P. 7
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onde 6; simboliza as varidveis de Grassman.
Outro resultado interessante é o caso para varidveis de Grassman complexas, que tem

como resultado
/d@l* - d0 ;- -dB,e " A0 = detA. )

Estes sao os resultados utilizados no decorrer do trabalho.
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isW[A](D)
oAy (x)

Neste apéndice serd mostrado o calculo da forma geral da acdo efetiva a 1-loop. Como

APENDICE B - Cilculo do Funcional iW [A] (1) e

visto na Sec@o 2.2, a a¢do efetiva, I' [A], pode ser calculada a partir da série de Volterra Eq. (2.67),

e que em funcdo do campo eletromagnético € escrita

TA]=), % / dhxi-d* g, (012 AR (x) - AR (). ©)

Como se estd interessado na aproximagdo de 1-loop para a acdo funcional, entdo os Unicos

diagramas que sdo levados em conta sao

(10)

Aqui as linhas onduladas ndo representam o propagador do f6ton, mas sim o campo eletromag-
nético externo. Cada linha sélida entre os pontos representa um propagador fermidnico. Por
sua vez, cada ponto representa os vértices de interagdo entre o campo fermidnico com o campo
eletromagnético. Para estabelecer a traducdo do diagrama na linguagem de funcdes de vértice

utilizamos as seguintes regras de Feynman:

e Um fator de (—1) deve ser inserido para cada loop fechado de férmion;

Um fator de (n— 1)! para se levar em conta os grafos ndo equivalentes topologicamente

que podem ser criados com as linhas dos “fétons”, apds se fixar uma delas;

Um fator (eyu) ¢ atribuido a cada vértice, indicando a intera¢do com o campo externo;

e Um propagador livre G (x1,x) € atribuido a cada linha de férmion;

Um loop de férmion requer um tragco de Dirac.
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Portanto, o diagrama (10) € escrito

Cupopy (X12020) = (=1) (n=1)1tr [(e}/ul) G+ (x1,x) (eyﬂz) G (xp,x3) - (eyun) Gy (xn,xl)} .
(11)

Substituindo Eq. (11) na Eq. (9),

U =Y [ db (<1 = D) { (1) (1,2)

X - (eYu) Gy (%, x1) | AM (1) - AP (x,) }

1
==X, / dxy e d xntr [y AM (1) Gy (x1,32) ey, AP () G (on,1)] - (12)
n 1

passando para a notacao de Dirac,

1
Al = _Z;/d4x1/d4)€2"‘d4?€n”’ [<X1 }e’}/ﬂlA“'G+}x2> <x2‘e}/u2A“2G+‘x3>
n

X (o |t ARG x1)]

1 n 1 n
= —Zﬁ/d‘lxltr [<x1 ’(ey“A“G+) ‘xlﬂ = —tr/d4x1 [Z; <x1 ‘(e}/“A“GJr) ’x1> .
(13)
Usando a identidade In (1 —x) = — ¥, 1",
T[A] = iw[A]D = tr/d4x1 [(x1 |in (1= equA* G 1) |x1)] .- (14)

E importante notar que na Eq. (14), o simbolo de aproximacio foi utilizado pois a acdo efetiva
calculada aqui representa apenas parte do funcional que é obtido pela série de Volterra e por
isso denominamos de agdo efetiva a 1-loop. Para ser realmente o funcional da série de Volterra
deve-se levar em consideracdo todos os niveis de aproximac¢do. Entretanto, para os fendmenos
discutidos na Sec¢ao 1 a aproximacao de 1-loop ja € suficiente.

Definindo Tr = tr [ d*x, onde [d*x representa o traco no espaco das posicdes e ¢r o

traco de Dirac, tem-se

iW Al = Tr {In[1 - ey A" (x) G4 (x,%)] }, (15)
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ou ainda
iw[A]() = —Tr{ln [1— eyuA™ (x) G (x, )] *‘}. (16)

Como primeiro passo para o cdlculo da primeira derivada da acdo efetiva, é conveniente

encontrar uma forma mais explicita para a acdo efetiva acima. Para isto utiliza-se a identidade

1n(1—x):—/Oldzlx(1+7Lx+(/lx)2+--->:—/Oldz(l_x—h). 17)

Identificando x = ey, A* (x) G (x,x), tem-se

L AR (0 G (1Y)

In |1 — ey A" (x) Gy (x,x :—/dl . 18

Fazendo a mudanga de variavel de integra¢io ¢’ = ed = de’ = edA,

¢ A* (x)G
In[1— eyA® (x) Gy (x,x)] = — / g — AT DG (x) (19)

0 [1—eyAH (x) G4 (x,x)]
Assim, é possivel escrever a acao efetiva (16) utilizando o resultado acima como
iwA] () = —/ de'tr{/d4x}/“A” (x) G [xx|e'A] }, (20)
0

em que G4 [xx|e’A] = G4 (x,x) [1 — eyuA* (x) G4 (x,x)] -
O préximo passo € determinar uma forma mais clara para Eq. (20). Para comegar con-

sidere uma funcao de 2-pontos que satisfaz a equacao
1
[m-l—}’(;ax—eA (x))] G [xyleA] =06 (x—y), (21
onde uma solugao para esta equacdo ndo-homogénea é
Gy [yled] = G (v=3) + [ du G (= w) ey (1) G wylea]. (22)

Ela deve satisfazer esta equagdo, pois se estd interessado na funcido de Green do operador da

equagdo de Dirac para um campo A,.
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Tomando a derivada da acdo efetiva (20), tem-se

i6W [A] _ 4 /
S~ / de' /d Alg(x)G+ [xx|eA]}. (23)
Portanto atuando a regra da cadeia, tem-se
isw [A]() / / / 4 { 5G+ [xx\e’A]}
———— =—tr | dé G eA —tr | de | d*x A — 5. (24
5AL(y) G ole'A]} v 8Au(y) 4

Para calcular a derivada no segundo termo da expressdo acima, utiliza-se a relacdo Eq. (22).

Assim,

0G4 [xx|e’A] J 0Ag (u .
e _ A
e /du Gy (x YﬁSA,J G+ [ux|e’A] +

—I—/du Gy (x—u) e/}/'BA[; (u) %

=G4 (x—2) "Gy [zx]e'A] +/du G (x—u)evPAg (u) %)E;/A], (25)

isolando os termos com derivadas funcionais, tem-se

/du {[6(x—u)—G+ (X_”)elyﬂAﬁ (”)} %}

=G4 (x—2)'Y* Gy [zx]eA] . (26)

Com isso, tem-se

0G [ux\ /A] -1 / /
W [1-Gy (r—uw)e'Pag )| Gy (x—2) PGy [eale/A]

=Gy [xy|dA] €Y' Gy [yx|€'A] . 27)
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Substituindo este resultado em Eq. (24):

iSW A} (D

ot )

—tr/oe de’/d4x{yBAﬁ (x) G [xyle'A] €y G [zx]e’A}}

= —tr/oe de’ {}/”G+ [yyle'A] — /d4xy'3Aﬁ (x) Gy [xy|le'A] € * G [yx|e'A] }

(28)

Utilizando a propriedade ciclica do trago das matrizes y*, € possivel reescrever a equagdo como

. A (1) e
WAl = —tr/ de' {7/“64r [vyle’A] —/d4xGJr [yx|e’A] Y’BA[; (x) G4 [xy|'A] e'}/“}.
6Au (v) 0
(29)
Por fim, utiliza-se a substitui¢o %j‘em = —G.. [yx|¢’A] YPAg (x) G [xy|e’A], que pode ser
verificada facilmente, em Eq. (29). Portanto,
i6W [A] W ©of[de / dG+ [yyle'Al]
A e 7¢ A g+ DIIC Al
6Au (v) tr/o de de/ ViGy [yle'a] + de! ¢V
= —tr/ a’e/i {Y"G, [yyle'A] €'} (30)
0 de'
logo
iSW A} (D u )
= — Al +. 1
51, ()~ {76 oleal (3D

Com isso escrevemos a primeira derivada do funcional W [A](l). Este resultado serd de bastante
importancia a fim de provar a validade do Ansatz da Lagrangeana efetiva proposto na Se¢ao

3.1, ou seja para determinar uma solucao para W [A](l).
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APENDICE C - Matrizes y*e suas Propriedades

A métrica utilizada é:

-1 000
Yy = 0 100
0 010
0 001

Matriz vy e suas relagdes:

(.77} = —2mH.

ol

Y = onde ¢! sdo as matrizes de Pauli;

ol 0
Wyt =4
Wy v =2y
YuY* P = —4n°P;
TV P yovt =275y oy
v =—#" Py s vp;

€uvepts = —YuWVoVB;

Yo ¥c¥a = Nox¥a + N Yo — Mo Y — i€oxav?’ V5.

Definindo uma nova matriz:
otV =3 [P 7Y);
[Guvy» '}’d = 2 uyy Y5’

Ouvy = iguvyCYSYC;

(o7, | =20 (vt — ety )

N ok 0
oY = &k ;
0 o
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

c? 0 0 -1 0 0
0 o’ 0 0 1 0
0

ol — 0. o' _
0

O produto escalar € dado como:

Yuat =nuprPat =y-a= -y’ +yd'.

Propriedades de trago:

tr(na'pa®) = —4ay -a;

tr (y1a1y2a2y3a3}/4a4) =4[(a)-a2) (az-aq4) — (a1 -a3) (az-aq) + (a1 -a4) (a2 - a3)];
tr(YuW) = —4nuv:

tr (YquYa?’ﬁ) =4 [rluvnaﬁ —NuaTvp + nuﬁnva}-

Mais algumas propriedades:
o =—4

Yu(y-a) P =27 a;

Yu (V-a)(v-b) v =d4a-b;

Yu(y-a)(y-b)(y-c)y* =2(y-a)(v-b)(y-c).
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11.

12.

APENDICE D - Matrizes Y* e suas propriedades em 3-D

Métrica em (2+ 1) dim:

-1 00

.n”v:n,uv: 0 1 0

0 01

Tensor eletromagnético e seu dual em (2 + 1) dim:

. JOZ‘u - %SHGKLQZO'K

0o &' &2
LFR =1 _gl 0 @
&% - 0

01
ol = :

1 0

0 —i
o’ = :

i 0

1 0
o3 =

0 -1

Algebra das matrizes de Pauli:

{000} =260,

[0/, 07] =2ig'ka*,

70203: 1 O ’
0 —1
0 i
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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0 1
']/2:1'62: .
-1 0

{r. v} = —2n"";

(P) =7
(}/l)T _ _yl;
(P) =1

Propriedades de produtos e contra¢des envolvendo matrizes 7:
Yt =—=3;

Wyt =1v"

My =—ntV +iehv 0y,

Ty =30 1 iePoy,;

WY PP = AP 4y

WY PP =375y + 2y nPe — 29 2yEn P

Definindo novamente uma matriz o#V;
otV =L vV = —et o5

[1,7] = 2ieRv .

Propriedades de trago das matrizes ¥:

tr (%) =0;

tr (W) = —2Muvi

tr (YW ¥a¥p) = 3MuvNap +3MupMve — 3Nuallvp:
tr(o*V) =0;

ir oV ohe) =2 (8425V0 — 5HI5VA);

tr <G”"6“’GP’<> =2i (e“"Pel"K — e“v’fe’l"’)).
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