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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal a andlise de sistemas dinamicos
que sao representados por equagoes diferenciais, com aplicagoes em bioproces-
sos. E realizado uma breve introducio sobre o comportamento cadtico deter-
ministico, através dos conceitos de linearizagao, estabilidade linear, pontos de
equilibrio e bifurcagoes. Como exemplo, sao realizadas as analises de dois mo-
delos de dinamica populacional, o modelo presa-predador de Lotka-Volterra
e o modelo para trés espécies interagentes, de Hastings-Powell; um modelo
que representa um fermentador de etanol utilizando a bactéria Zymomonas
mobilis, e por fim, uma discussao sobre a coexisténcia de microorganismos
em biorreatores. Tais anélises foram obtidas através de integracao numérica
dos sistemas, e das curvas de bifurcagao, por continuagao numérica através
do software MatCont, que é uma caixa de ferramenta disponivel para MA-
TLAB com uma interface grafica de usuario para a continuacao de equilibrios
estaticos e dindmicos de sistemas nao-lineares.

Palavras-chave: Bifurcagoes, Caos, Sistemas dinadmicos nao lineares, Sistemas biologicos.
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Abstract

This work has as main objective the analysis of dynamical systems that
are represented by non-linear equations, with applications in bioprocesses. A
brief introduction on chaotic deterministic behavior is performed, through the
concepts of linearization, linear stability, equilibrium points and bifurcations.
As example, analyzes of two population dynamics models are performed, the
Lotka-Volterra prey-predator model and the Hastings-Powell model for three
interacting species; a model that represents an ethanol fermenter using the
bacterium textit Zymomonas mobilis, and finally, a discussion about the
coexistence of microorganisms in bioreactors. Such analyzes were obtained
through numerical integration of the systems, and the bifurcation curves, by
numerical continuation through the MatCont software, which is a toolbox
available for MATLAB with a graphical user interface for the continuation of
static and dynamic balance of systems. nonlinear.

Keywords: Bifurcations, Chaos, Nonlinear Dynamical Systems, Biological systems.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos mateméticos usados para representar sistemas dindmicos sao de
suma importancia pois visa analisar e elaborar teorias, que possam antever,
explicar e facilitar a interpretacao de um fenémeno. Em muitos casos, devido
a alta complexidade, um problema real nao pode ser representado de maneira
exata por uma equacao matematica ou um sistema de equacgoes, porém, se as
varidveis essenciais do fenémeno observado forem levadas em consideragao, o
modelo mateméatico em questao poderd chegar a resultados satisfatorios que
se assemelham bastante com a realidade observada.

No estudo dos fendémenos nao lineares, o comportamento cadtico determi-
nistico tem sido estudado como um aspecto de grande relevancia através da
introducao do conceito de atrator cadtico, sendo possivel, na transicao ordem-
caos em sistemas dissipativos a identificacao de sequéncias de bifurcagoes que
apresentam certos aspectos universais [47].

O estudo das possiveis rotas para o caos tem sua origem no estudo de
equagoes diferencias deterministicas (teoria das bifurcagoes) constituindo a
chamada teoria geométrica do caos [46], como exemplo ilustrativo podemos
citar o trabalho desenvolvido pelos autores 48], onde através da andlise de
diagramas de bifurcagao e expoentes de Lyapunov detectou-se um comporta-
mento cadtico emergindo de sucessivas duplicagoes de periodos. Observa-se
comportamento ca6tico em sistemas com pelo menos trés graus de liberdade.

Com o avanco no estudo de sistemas dindmicos nao-lineares atrelado ao
surgimento da teoria do caos, levaram a comunidade cientifica a repensar
a forma como entendem a natureza e seus padroes, bem como a maneira
pela qual os sistemas de engenharia sao modelados, projetados, operados e
controlados [42].

Existem sistemas de equagoes diferenciais para os quais nao sao possiveis



1.1. ESTRUTURA DA DISSERTACAO

de se obterem solucoes analiticas e, muitas vezes, quando a solucao analitica
é encontrada, é de dificil interpretacao e suas principais propriedades nao sao
compreendidas. O estudo qualitativo de equagoes diferenciais visa identificar
caracteristicas importantes de suas solugoes sem resolvé-las, sendo atrelado a
um conjunto de conceitos e teorias, bem como o uso de computagao numeérica.

Com o intuito de facilitar a aplicacao da teoria do caos e da dinamica nao-
linear, ¢ interessante a utilizacao de um software qu seja de facil utilizacgao.
Tal software deve realizar através de algoritmos numéricos, solugoes para dife-
rentes equacoes diferenciais, rotas de bifurcagao e que seja capaz de computar
varios parametros dindmicos de interesse (autovalores, periodos de oscilagoes,
expoentes de Lyapunov etc.) bem como um pacote de visualizagdo avan-
cado e interativo. Isso tornou a otimizacao de processos muito mais fcil, e
trouxe a matematica complexa por tras da dinamica de fluido computacional
ao alcance de trabalhadores nao matematicos.

Para anéalise dos sistemas aprestados nessa dissertacao e geragao de algumas
imagens, foi utilizado o software MatCont, que é uma caixa de ferramentas
MATLAB com uma interface grafica de usuéario para a continuacao de equi-
librios estaticos e dinamicos de sistemas nao-lineares, esse software com sua
interface grafica fornece uma vantagem adicional de gerar visualizagoes dire-
tamente sem usar qualquer outro software. Além disso, ele pode aproveitar
a0 maximo os recursos avancados do MATLAB, incluindo seus integradores
robustos e caixa de ferramentas de computacao simbolica.

1.1 Estrutura da dissertacao

Esta dissertacao apresenta os seguintes topicos: no Capitulo 2 é realizada
uma abordagem sobre sistemas nao-lineares, apresentando o conceito de line-
arizagao, de estabilidade linear, classificacao dos pontos de equilibrio e uma
introducao sobre bifurcacoes. O Capitulo 3 é dedicado a anélise de dois mo-
delos de dinamica populacional, o modelo presa-predador de Lotka-Volterra,
e o modelo para trés espécies interagentes, de Hastings-Powell. No Capitulo
4 ¢é apresentado o modelo de Jobses, que representa um fermentador de eta-
nol utilizando a bactéria Zymomonas mobilis, no Capitulo 5, é realizado uma
discussao sobre a coexisténcia de microorganismos em biorreatores e, por fim,
o Capitulo 6 que é dedicado a conclusao.



Capitulo 2

Analise de sistemas nao-lineares

Sistemas dindmicos normalmente sao representados por equacoes matema-
ticas que associam instantes iniciais e finais, sempre com o intuito de repre-
sentar a dinamica de um sistema de forma realistica.

Modelos mateméaticos podem ser caracterizados como sendo continuo ou
discreto em relacao ao tempo, deterministico ou estocastico, linear ou nao-
linear, entre outros [35].

Nao-linearidade significa que o resultado final nao é diretamente proporcional
aos valores de entrada, ou que a mudanca em uma varidvel nao produz uma
mudanga proporcional na variavel relacionada [39].

Para analisar sistemas nao-lineares, ¢ interessante realizar a linearizagao
do sistema de equagoes diferenciais, obtendo sua matriz Jacobiana (J), per-
mitindo assim, uma andlise de sua estabilidade local através dos autovalores
dessa matriz [36]. Caso todos os autovalores da Jacobiana (comumente repre-
sentados por );, onde i representa o nimero de autovalores) apresentem na
parte real, valores negativos para determinado equilibrio, diz-se que a solugao
é assintoticamente estavel. Caso contrario a solucao é dita assintoticamente
instavel, ja autovalores com parte real negativa e positiva apontam para pon-
tos de sela instaveis [37].

2.1 Linearizacao

Como primeiro passo para a andlise de sistemas nao-lineares, ¢ necessario
realizar a linearizacao do sistema de equacoes diferenciais, o qual pode ser
demonstrado da seguinte forma:

Seja o sistema de equacoes diferenciais nao-lineares



2.1. LINEARIZACAO

T = f(z,y) (2.1)

para o qual existe um ponto de equilibrio P* = (z*, y*), ponto este represen-
tado onde a equacao é constate, ou seja, a primeira derivada é igual a zero, e
a expansao em série de Taylor pode ser escrita como

b= f9) = ' y) + Gy — o) +

+g—£(x*, v )y —y*) + termos de ordem superior; (2.2)
y=gx,y) =9("y") + %(af‘l y )@ —2%) +

+g—§(aj*, vy )y —y*) +termos de ordem superior.

Definindo-se novas variaveis x = x — x* e y = y — y*, observando-se que

T=3%,ey =1y, e f(z"y") = glz*,y*) = 0, apds desprezar os termos de

ordem superior temos que:

i = 0ff0x|.x+0f /0y | y 2.3

y=0g/0x |, x+0g/0y |y

onde as derivadas (0.../0...) |«= (0.../0...)(z*, y*) sao calculadas no ponto fixo
P* — (:L‘*7y*).
Obtém-se, assim, o sistema linear

T =ax+ by (2.4)

y=cx—+dy

Essa aproximacao é valida para os pontos proximos ao ponto fixo P* =
(z*,y*) sendo que & e y descrevem o comportamento local das solugoes pro-

ximas a P*.
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2.2 Estabilidade linear

Seja o sistema linear
T =azx+by = f(x,y); y=cr+dy=g(x,y) (2.5)

Esse sistema apresenta um ponto de equilibrio para (z*, y*) = (0,0), e pode
ser escrito, sob forma matricial, como

a b of/ox 0f/0
_|of] floy| _ ; (2.6)
¢ d dg/0x 0g/dy
denominada matriz Jacobiana. Para determinar os autovalores e autovetores
devemos resolver

det(J — AI) = 0. (2.7)

onde I é a matriz identidade, e resolvendo a equacao 2.7 temos
(a—=X)(d—=X)—bc=0. (2.8)

Essa equacgao apresenta duas raizes: A; e Ay que determinarao a estabilidade
do ponto de equilibrio (ponto fixo) P*=(0,0), e a solu¢ao do sistema pode ser
escrita da seguinte forma

f(t) = C1V1€/\lt + C2V2€)\2t (29)

onde ¢; € ¢y sao constantes arbitrarias e vy e vy 880 0s autovetores da matriz
Jacobiana, associados aos autovalores \; e Ay, respectivamente.

2.3 Classificacao dos pontos de equilibrio

Na analise de sistemas dinamicos é importante determinarmos seus pontos
de equilibrio, ou seja, onde a variacao das populagoes é nula, e analisar a
estabilidade linear (local) destes pontos.

No caso geral, n-dimensional, os \; podem ser reais ou complexos. Seja
Ai = Re(N\;) +1i Im()\;), onde Re()\;) e Im();) sdo, respectivamente, as partes
real e imaginaria do autovalor.

Se Re(\;) # 0 para todos \;, o equilibrio é dito hiperbolico ou nao-
degenerado. A estabilidade do ponto de equilibrio é determinada pelos auto-
valores da matriz Jacobiana:



2.3. CLASSIFICACAO DOS PONTOS DE EQUILIBRIO

a) Re(\;) < 0 para todo ¢ implica estabilidade assintotica;
b) Re()\;) > 0 para um (ou mais) valores de i implica instabilidade.

Se Re(\) = 0, o equilibrio é dito nao-hiberbolico, eliptico ou degenerado.
O ponto ¢ entdo estavel (mas ndo assintoticamente estével) e é chamado de
centro.

Em sistemas maiores, o nimero de possiveis combinacoes para os autovalores
pode crescer drasticamente, por exemplo, para um sistema tridimensional
(n = 3) podem existir até 10 tipos diferentes de ponto de equilibrio nao-
degenerado. A seguir, serao mostradas as possibilidades para os autovalores
A1 e Ay no caso do sistema bidimensional (n = 2).

2.3.1 )\; e )y sao reais, distintos, \;.\y > 0

Nesse caso A\; e Ay apresentam o mesmo sinal e o ponto P* é denominado
um no6 ou ponto nodal ("node"). A estabilidade do né é determinada pelos
sinais de A\; e Ao, Se A, Ay > 0, P* é instavel. P* é estavel se Ay, Ay < 0.
A direcao pela qual as trajetérias aproximam-se ou afastam-se do ponto fixo
pode ser radial ou nao-radial. Isso seré definido pelos autovetores de J.

2.3.2 )\; e A\ sao reais, A\ = \y # 0

No caso particular em que A\; = Ay # 0 e reais o ponto fixo é também
classificado como um nd, chamado n6 improéprio ("inflected node"). Existe
apenas uma direcao de aproximacao; as trajetoérias sao tangentes e paralelas
a esta unica direcao.

2.3.3 )\ e )y sao reais, \.\y <0

Quando A e Ay tém sinais distintos o ponto de equilibrio é denominado
ponto de sela hiperbolico. As trajetorias aproximam-se da origem segundo
uma das direcoes e afastam-se pela outra; como consequéncia um ponto de
sela é sempre instavel.

2.3.4 )\ e \y complexos conjugados, Re();) # 0

Considerando A\ 5 = a=£i3, com  # 0. Para a # 0 as trajetorias descrevem
uma espiral convergindo para um ponto fixo que se chama foco. A estabilidade
serd dada pelo sinal de a.
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Se a > 0 as trajetorias afastam-se do ponto fixo e o foco é instavel. In-
versamente, se a < 0 as trajetorias aproximam-se do ponto fixo e o foco é
estavel.

Para a = 0 os autovalores sao imaginarios puros ou complexos conjugados.
As solucbes sao periddicas e o ponto fixo é chamado centro, trata-se de um
equilibrio eliptico ou degenerado. Um centro ¢ um ponto de equilibrio estéavel,
mas nao assintoticamente estavel.

A Tabela 2.1 apresenta um resumo sobre a classificacdo dos pontos de
equilibrio em duas dimensoes.

Outra forma do retrato de fase, nao apresentada na Tabela 2.1, diz respeito
ao comportamento periddico de ciclos limite (Figura 2.1). Ciclos limite s6
aparecem em sistemas dissipativos, enquanto que comportamentos de centro
e pontos de sela hiperbolicos aparecem em sistemas conservativos. A diferenca
entre comportamentos de centro e ciclo limite é que centros podem ocorrer
em sistemas lineares, enquanto que ciclos limite surgem em sistemas nao-
lineares. A grande diferenca entre os dois comportamentos é que ciclos limite
sao orbitas fechadas, ou seja, perturbacoes nao mudam trajetorias fechadas
como em centros onde as perturbacoes levam o sistema a novas 6rbitas.

x1

Figura 2.1: Comportamento de ciclo limite para diversas condicdes iniciais.
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Autovalores Espaco de Fase Classificacao FEstabilidade

Im &l
A N6

m (/‘
x'l No6

O
Foco
» Foco
i g Sela
Centro

Estavel

Instéavel

Estavel

Instavel

Instavel

Estavel

Tabela 2.1: Classificagao topologica de equilibrios no plano. Adaptado de

[41]

2.4 Diagramas de fase e Bifurcacao

No século XIX, o francés Poincaré introduziu o conceito de bifurcacao, como
sendo uma mudanca qualitativa no diagrama de fase de um sistema dinamico,
através da variacao de algum parametro de controle.

8

Ou seja, pontos de
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equilibrio podem ser criados ou destruidos, ou alterar sua estabilidade. Estas
mudancas qualitativas na dinamica sao chamadas bifurcacoes e os valores dos
parametros no qual elas ocorrem sdo chamados pontos de bifurcagoes [40].

Uma das técnicas mais importantes no estudo de sistemas nao-lineares é a
andlise do espaco de fase. Quando um parametro de bifurcacao é varrido e
os pontos de equilibrio referentes a variavel de estado sao plotados, obtém-se
um diagrama de bifurcacdo. Através dessa técnica, é possivel caracterizar
comportamentos como o efeito das condicoes iniciais e da estabilidade de
solucoes estacionérias. Basicamente, esta técnica consiste em tracar curvas
de uma variavel de estado versus outra variavel de estado, onde cada curva
é baseada em uma condigdo inicial [40]. Desta forma, é possivel relacionar
os autovalores de um sistema com suas caracteristicas, pontos estaveis sao
atratores e pontos instaveis repulsores de solugoes. O surgimento de autova-
lores complexos conjugados é a causa da ocorréncia de retratos de fase com
o formato de espiral ou foco, como foi mostrado na Tabela 2.1.

O tema bifurcacao é bastante extenso e complexo, e vamos discutir de forma
resumida e introdutoéria algumas da bifurcacoes mais simples.

2.4.1 Bifurcagao sela-n6 ou de dobra ("fold")

A caracteristica dessa singularidade ¢ a mudanca de estabilidade, e esta
associada ao aparecimento de um autovalor A = 0.
Seja a equagao diferencial

i=p—a? = f,(a) (2.10)

onde p é o parametro de controle e os pontos de equilibrio da equagao 2.10
8a0 +,/i e — /1, cujos autovalores sao —2,/u e +2,/u

A medida que p decresce e torna-se negativo os dois pontos de equilibrio
deixam de existir, revelando a inexisténcia de solugoes com significado fisico,
pois o equilibrio torna-se um ntimero complexo, havendo uma mudancga quali-
tativa nas propriedades dindmicas quando p = 0, sendo o ponto (i, z)= (0, 0)
um ponto de retorno. Através da Figura 2.2 é possivel observar o resultado
dessa anélise de estabilidade (para o equilibrio estavel usam-se linhas conti-
nuas e para o equilibrio instavel linhas pontilhadas). O equilibrio estével é
um né (ramo superior) e o equilibrio instavel é um ponto de sela hiperbélico
(ramo inferior). Para a equagao 2.10, o ponto de bifurcagao coincide com o
ponto de retorno mas nem sempre um ponto de retorno separa um equilibrio
estavel de um equilibrio instavel.
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As bifurcacoes sela-no6 sao importantes pelo fato de que todas as bifurcacoes
de familias uniparamétricas com um equilibrio com autovalor zero podem ser
perturbadas via uma bifurcagao sela-né.

~ -
~ -~
~

Figura 2.2: Bifurcagao sela-no.

2.4.2 Bifurcacao transcritica

Na bifurcagao transcritica ocorre a mudanca de estabilidade das solucgoes.
Considerando agora a equagao

i = pxr —2® = f,(z) (2.11)

onde os pontos de equilibrio sao x =0 e z = p.

Para 1 > 0 o equilibrio x = 0 é instavel, pois seu autovalor ¢ um ntimero
real positivo (A = p) e para o equilibrio z = u é estével, pois apresenta um
autovalor real negativo (A = —pu). Para valores de 1 < 0 ocorre o inverso em
relacao as estabilidades. Quando i passa por zero nao héa surgimento nem
desaparecimento de equilibrios, apenas mudanca na estabilidade. Este tipo
de bifurcagao da Figura 2.3 é chamado de bifurcacao transcritica.

10
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10

-10

Figura 2.3: Bifurcagao transcritica.

2.4.3 Bifurcagao de Forquilha ("Pitchfork"ou "Cusp")

Este tipo de bifurcacao é caracterizado pelo aparecimento ou desapareci-
mento de equilibrios e pela ocorréncia de mudanca da estabilidade, ocorrem
em sistemas que apresentam simetria de algum tipo.

Bifurcacao Supercritica de Forquilha

Considerando a seguinte equacao diferencial

i = pxr —2° = f,() (2.12)

O ponto de bifurcacao é (z,u) = (0,0), cujos equilibrios sdo =z = 0 e
r = £./;t (para p > 0).

Para ;1 < 0 as duas raizes (r = +£,/ui) se tornam ntmeros complexos,
existindo entao apenas um equilibrio estavel para x = 0, que torna-se instavel
ao cruzar a origem. Para g > 0 surgem dois equilibrios estaveis para x =
+,/p. Consequentemente em p = 0 na Equagao 2.12 apresenta uma mudanca
qualitativa na sua estrutura de 6rbita.

11
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Figura 2.4: Bifurcacao supercritica de forquilha.

Bifurcacao Subcritica de Forquilha

Considerando agora a seguinte equagao diferencial
i = px+1° = f.(z) (2.13)

O ponto de bifurca¢do continua sendo (x, ) = (0,0), mas os equilibrios sao
agora x =0e x = +y/—p.

Para p < 0, as raizes do equilibrio z = +,/—u sdo instaveis, existindo
entao apenas um equilibrio estavel para x = 0, que se torna instavel ao
cruzar a origem. Consequentemente em ;1 = 0 na Equacao 2.13 apresenta
uma mudanca qualitativa na sua estrutura de o6rbita. As Figuras 2.4 e 2.5
representam uma bifurcacao com formato de forquilha, dai o nome bifurcagao
de forquilha.

r_—_—_—

Figura 2.5: Bifurcagao subcritica forquilha.

12
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2.4.4 Bifurcacao de Hopf

Bifurcacao de Hopf é caracterizada pela existéncia de um par de autovalores
da matriz Jacobiana puramente imaginarios (complexos conjugados) no ponto
de bifurcacao, com surgimento de um ciclo limite, em um sistema continuo,
ou seja, ¢ um tipo de bifurcacao que liga equilibrio a movimento periédico.
O diagrama de bifurcacao é mostrado na Figura 2.6, em termos das varidveis
1 e T9 e do parametro a.

A bifurcacao de Hopf pode se apresentar na forma subcritica ou supercritica.
O termo supercritico ¢ definido como o surgimento de um ciclo limite no
ponto de bifurcacao e o termo subcritico como o desaparecimento do ciclo
limite no ponto de bifurcacao. Obviamente este conceito é relativo a direcao
de varredura da variavel de controle.

Figura 2.6: Bifurcagdo de Hopf: (a) subcritica e (b) supercritica. Retirado
de [36]

13
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a) X3 I, X
[\
!) T X n
| —
—
a<0 a=0 0>0
b) Xy Xy b4

y n x —6 5

<0 a=0 a>0

Figura 2.7: Retrato de fase da formacio de uma bifurcagdo Hopf: (a) super-
critica e (b) subcritica. Retirado de [36]

2.4.5 Bifurcagao de duplicagao de periodo ("flip")

Uma bifurcagdo que aparece com grande frequéncia é aquela representada
por um ponto fixo estavel que sofre uma bifurcacao de Hopf em um certo
valor 1 = p1 do parametro de controle. Aumentando o parametro de controle
para i = g o ciclo limite torna-se instavel e uma o6rbita de periodo duplo
aparece. Em geral pode surgir uma série de n duplicacoes depois das quais
um ciclo limite de periodo 2™T" é obtido. Esse tipo de bifurcacao é chamada
de duplicacao de periodo ou "flip". Diversos sistemas apresentam uma série
infinita de bifurcagoes com um ponto de acumulacao finito; o movimento
associado além desse ponto é cadtico, caracterizando uma rota para o caos
via duplicacao de periodo.
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0.8 -

0.6

0.4

0.2 -

0.0 I 1 I I 1 I | I I | I

Figura 2.8: Bifurcagao de duplicacao de periodo "flip". Adaptado de [40]
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Capitulo 3

Modelos de dinamica populacional

Um dos principais objetivos da elaboracao de modelos matemaéticos para
dinamica populacional é entender de que forma as interacoes afetam a dina-
mica das espécies envolvidas. No estudo de tais sistemas, onde as populacoes
estao variando de modo continuo, sao analisadas as equacoes diferenciais que
relacionam a taxa na qual as populacoes estao mudando com o valor das
populacoes em um determinado tempo.

3.1 Modelo para duas espécies interagentes: o
modelo presa-predador de Lotka-Volterra

Quando existem interacoes entre duas ou mais espécies, a dindmica po-
pulacional de uma espécie é afetada pela dindmica da outra, e o modelo
caracterizado como presa-predador é aquele onde a densidade populacional
de uma espécie aumenta e a da outra diminui.

O modelo de Lotka-Volterra, proposto em 1926, procurava explicar os niveis
oscilatérios entre duas espécies de uma determinada cadeia de peixes no mar
Adriatico.

Considerando N (t) como sendo a populagdo de presas e P(t) a popula-
cao de predadores, no tempo t, entao o modelo de Lotka-Volterra pode ser
representado da seguinte forma:

1 dN
1dP
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onde a, b, c e d sao constantes positivas.
Sao consideradas as seguintes hipoteses sobre o modelo:

a) Na auséncia do predador, a presa cresce de maneira ilimitada, esse cres-
cimento é representado pelo termo a.

b) A predacdo tem como resultado reduzir a taxa de crescimento da presa,
através de um termo proporcional a populacao de predadores, represen-
tado pelo termo —bP.

¢) Com o desaparecimento das presas, a taxa de mortalidade do predador
é representado pelo termo —d.

d) A colaboragao de presas para a taxa de crescimento dos predadores é
dada por c¢N, que é proporcional & quantidade de presas.

Primeiramente, é realizada a adimensionalizacao do modelo de Lotka-Volterra,
pois as condicoes de estabilidade nao podem variar conforme as unidades de
medida adotadas. Considerando:

N(t bP(t
u(r) = N o(r) = 220 T=at (3.3)
d a
entao o modelo Lotka-Volterra torna-se:

d
% =u(l—wv) (3.4)
d
% = av(u —1) (3.5)

onde o = d/a é um parametro adimensional, e o sistema que apresentava
quatro parametros dimensionais foi reduzido para um.
Portanto, no plano de fase, temos:

dv v(u—1
dv _ plu—1) (3.6)
du u(l —wv)
que apresenta pontos singulares em u* = v* = O e u*= v* = 1 . Integrando
a Equacao 3.6, obtemos as seguintes trajetorias de fase

au+v—Inuv=C (3.7)

que estabelecem a solucao geral da equagao diferencial 3.6 representando uma
familia de curvas, sendo que cada uma delas corresponde a um valor distinto

17



3.1. MODELO PARA DUAS ESPECIES INTERAGENTES: O MODELO
PRESA-PREDADOR DE LOTKA-VOLTERRA

da constante C'. O valor de C deve satisfazer a seguinte desigualdade: C>1+a.
As solugoes da Equacao 3.7 no plano de fase sao trajetorias fechadas e, para
alguns valores de C' > 1 + a, estao ilustradas na figura abaixo.

10

0 20 40 60 80 100

Figura 3.1: Solucoes do modelo presa-predador de Lotka-Volterra, no plano
de fase.

Para determinar a constante C' na Equacgao 3.7 e representar a trajetoria
no plano de fase, sdo necessarias as condig¢oes iniciais u(0) e v(0). Cada
trajetoria fechada (ciclo) no plano uwv resulta solugoes periodicas em 7, cuja
amplitude depende do valor da constante C. Solugoes periddicas u(7) e v(7)
sao ilustradas na Figura 3.2.

40 Predador (v)
— — —Presa (u)
A r
0f ) i ”\
I L |
I
I | [ ‘
u,v 20 1 | |
I l |
| | | |
B r Iy
10 / \ / \ /

tempo

Figura 3.2: Densidade de presas e predadores ao passar do tempo
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3.1.1 Estabilidade linear dos estados estacionarios

Para analisar a estabilidade local dos estados estacionarios do sistema de
equacoes diferenciais 3.4 e 3.5, considera-se uma aproximacao linear deste
sistema em torno dos pontos fixos (u*,v*). Consideraremos apenas pontos
(u,v) suficientemente proximos de (u*,v*), isto é,

u(r) = u* +n(r) (3.8)

(1) =v" +£(7) (3.9)

onde|n| < lel|l|<1

Expandindo as Equacoes 3.4 e 3.5 em série de Taylor em torno do ponto
(u*,v*) e mantendo apenas os termos lineares em (u—u*) e (v—v*) o sistema
pode ser escrito através da seguinte forma matricial:

i 7
[%] ~J L] (3.10)

onde definimos a matriz Jacobiana como sendo:

* *

1—v —Uu

O(av(u—1 O(av(u—1 av a(u —

O(u(l—v O(u(l—v
J= [—( e ey G2 |<u*,v*>] _
6’11, )) |(u*,v*) 81} )) ‘(”LL*,’U*)

denominada matriz comunidade do sistema. E a solucao da Equagao 3.10
pode ser representada da seguinte forma:

-
[77( )] = 1v1eMT 4 covoee?T (3.12)

onde c; e ¢y sao constantes arbitrarias e vy e vy 880 0s autovetores da matriz
Jacobiana, associados aos autovalores A\ e Ay, respectivamente, e estes sao as
raizes do polindémio caracteristico da matriz J, isto é, sao solucoes de

det(J — A1) =0 (3.13)

Portanto, a analise dos pontos de equilibrio podem ser representadas da
seguinte forma:

19
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a) Estado de equilibrio trivial

Para (u*,v*) = (0,0) denominado estado de equilibrio trivial, a matriz
J definida na Equagao 3.11 é dada por

I 3.14
=10 _a (3.14)

cujos autovalores sao \; = 1 e A\s=-a e 0s autovetores correspondentes

i 1 0
Sa0 V1= 0 € Vo= 1 .

A solugao da Equacao 3.10 com Jacobiano dado pela Equagao 3.14
pode ser representada como sendo:

|
gn] o

—QaT

0

e +c
11

e T (3.15)

onde (1) = ¢1 €7, £(T) = co €7, € ¢y, Co sA0 constantes arbitréarias.
Sendo assim, quando 7 — oo, tem-se quel |n(7)| cresce exponencial-
mente enquanto que |{(7)| decresce exponencialmente pois a > O, con-
cluindo que este ponto é linearmente instavel. Como A; > 0, e Ay < 0
este € um ponto de sela, portanto instavel. Qualquer pequena perturba-
¢do, com relacdo ao ponto (0,0), cresce exponencialmente em modulo,
exceto quando a perturbacao for estritamente ao longo de vs, isto é,
para C = O.

b) Estado de equilibrio nao trivial

Para (u*,v*) = (1,1), temos que a matriz J definida na Equacao 3.11

é dada por
0 —1
i- [ ] 3.16)
a 0

cujos autovalores A sao dados por

A -1

0% J—

20
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Sendo os autovalores imaginéarios puros, conclui-se que o tnico equi-
librio nao trivial do modelo de Lotka-Volterra (u*,v*) = (1,1) é uma
singularidade do tipo centro. A solucao da Equacao 3.10, com J dado
pela Equacao 3.16 pode ser representada da seguinte forma:

77(7_) = Clvlei\/aT -+ C2V267i\/a7— (318)
&(7)

onde ¢ e co sao constantes arbitrarias e

1 1
vy = le vo= ,
' —V/ai Vai
sao os autovetores associados aos autovalores \; e Ay, respectivamente.
Portanto, as solugoes na vizinhan¢a do ponto singular (u*,v*) = (1,1)

sao periddicas em 7 e tem periodo igual a \/—%.

O modelo de Lotka-Volterra resulta em comportamento oscilatério das po-
pulacoes, podendo ser analisado com o seguinte raciocinio: Se a populagao
de presas aumenta, ela encoraja o crescimento da populacao de seus predado-
res, entretanto, mais predadores consomem mais presas, e assim a populagao
destas comecga a diminuir, com menos alimento, a populagao de predadores
decresce e quando esta suficientemente baixa, permite que a populagao de
presas volte a aumentar, come¢ando o ciclo novamente.

Embora este modelo reproduza a existéncia de ciclos (curvas fechadas no
espaco de fase), o que significa solugoes oscilatorias para x(7) e y(7), ele é
considerado biologicamente nao realistico, porque a existéncia de um niimero
infinito de curvas fechadas, correspondendo a diferentes condicoes iniciais,
permitiria que pequenas perturbacgoes transferissem o sistema de um ciclo
para outro e nao ha justificativa biologica para explicar oscilacoes de qualquer
tamanho.

3.2 Modelo para trés espécies interagentes: o
modelo de Hastings-Powell [38]

Modelos de dinamica populacional para trés ou mais espécies podem apre-
sentar comportamento complexo, e como exemplo vamos elucidar uma cadeia
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DE HASTINGS-POWELL [38]

alimentar estudada por Hastings-Powell [38], onde é possivel detectar pontos
de equilibrio estaveis, ciclo limite ou atratores cadticos dependo dos valores
de parametros utilizados.

O modelo de Hastings-Powell |38] descreve uma cadeia alimentar composta
por trés espécies, onde X é a espécie que ocupa o nivel mais baixo (base)
da cadeia alimentar, Y a espécie que tem X como presas, e Z a espécie que
ocupa o nivel mais alto da cadeia alimentar (topo) e que tem Y como presas.
A cadeia alimentar deste modelo é ilustrada abaixo.

Espécie Z (topo da cadeia)

!
Espécie Y

4
Espécie X (base da cadeia)

E o modelo Hastings-Powell pode ser representado da seguinte forma:

1dX X A,
= 1- =) -y 1
X dT RO( KO) YT (8:19)
1dY A A
D+ X —Z 3.20
Y T AN TE T YY B, (3-20)
1dZ A,
14z p % 21
7dT 2+ Y + By (3:21)

Onde T representa o tempo, a constante Ry é a taxa de crescimento da
espécie X, e a constante K, é a capacidade de suporte do ambiente para
esta espécie. As constantes C e C5 sdo as taxas de conversao da espécie X
para as espécies Y e Z, respectivamente; as constantes D; e D, sao taxas
de mortalidade para as espécies Y e Z, o parametro A; é a taxa de captura
da espécie Y sobre a espécie X enquanto que o parametro A, é a taxa de
captura da espécie Z sobre a espécie Y, tendo ainda os parametros B; e By
como sendo as constantes de meia saturacao (o valor do nivel populacional
de presas, na qual a taxa de captura por predador é a metade de seu valor
méaximo) para cada uma dessas capturas.

Adimensionalizando o sistema temos:

X Z
y= Sy 2= =t t=RT  (3.22)

TR o Co K
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onde podemos escrever o seguinte sistema de equacoes:

dx

= (1= 1)~ i)y (3.23)
dy
at = filx)y — fo(y)z — dry (3.24)
dz
i fo(y)z — daz (3.25)
sendo
filu) = ﬁ para i=1,2. (3.26)

Portanto, x, y e z sao medidas adimensionais do tamanho das populacoes e
t é a nova variavel tempo, também adimensional.

Os parametros adimensionais: a; , b; e d; (i = 1,2), cujas relagbes com
os parametros dimensionais, e os valores numéricos adotados por [38] estao
representados na Tabela 3.1.

Parametros adimensionais Pardmetros dimensionats Valores adotados

al (KOAl)/(ROBl) 5.0
b1 Ky/By variando de 2.0 a 3.0
an (CQAzK())/(ClROBQ) 0.1
by ko/(C1Bs) 2.0
dy D1/Ry 0.4
dy D5/ Ry 0.01

Tabela 3.1: Parametros e valores dos parametros utilizados na simulagoes.

Considerando os valores numéricos de a;, b; e d; utilizados por Hastings-
Powell [38] (Tabela 3.1) o sistema pode ser representado da seguinte forma:

dx DT
—=x(l—z)— 2
dy bx 0.1y
— = — - 04 3.28
dt  1+bz’ 1+2y° Y (3:28)
dz 0.1y
— = —0.01 3.29
dat 1+ 23/2 - ( )
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DE HASTINGS-POWELL [38]

Um dos fatores para a escolha dos valores para os parametros, feito por
Hastings-Powell, foi que a escala de tempo natural da interacao entre a espécie
y e a espécie z fosse relativamente maior do que a escala de tempo da interagao
entre a espécie e a espécie y, isto é, d; > dy . Outro fator foi o interesse em
sistemas que pudessem gerar caos, e uma das formas é forcar periodicamente
sistemas nao lineares que ja exibem comportamento de ciclo limite. Entao,
os parametros foram escolhidos de modo que:

a) com z ausente, o subsistema zy exibisse comportamento de ciclo limite
(Lotka-Volterra);

b) com x constante, o subsistema yz exibisse comportamento de ciclo
limite.

A escolha do parametro b; como parametro de controle se deve ao fato de
que investigagoes anteriores 38| mostraram que a constante de meia satura-
¢do By, que é proporcional a b;! foi um parametro chave na determinacio
da estabilidade de modelos presa-predador. Sendo assim, mostraremos que,
dependendo do valor de by, o sistema pode exibir equilibrio estavel, compor-
tamento de ciclo limite ou caos.

3.2.1 Determinacao dos pontos de equilibrio

Pontos de equilibrio, estados estacionarios ou estados de equilibrio, sao
pontos (z*,y*, z*) do espaco de fase xyz, tais que as condi¢oes abaixo sejam
satisfeitas:

dx dy dz
E |($*7y*7z*)— O E |(x*,y*,z*)_ 0 % |(x*,y*,z*)_ 0 (330)

Para determiné-los, reescreveremos o sistema adimensional (3.27)-(3.29), da
seguinte forma

X — Flay) = af(wy) (3.31)
dz
— = H(y,2) = zh(y) (3.33)
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onde definimos

Y
=1—x— 3.34
T 0.1z
= — - 04 3.35
0.1y
h(y) = —0.01 3.36
W) = 115 (3.36)

Os pontos (z*,y*, z*) devem satisfazer as seguintes condigoes:
i. 2 =0ou f(z*,y*) =0

ii. y* = 0ou g(z*,y*2*) =0

iii. z* =0ouh(y*,2*) =0

Para satisfazer simultaneamente as trés condicoes, temos as seguintes pos-
sibilidades:

1. Se pelo menos uma populagao for nula (z* = 0 ou y* = 0 ou z* = 0),
os pontos de equilibrio sao os seguintes

(a) (z*,y*, z*) = (0,0,0) que é o ponto de equilibrio trivial.

(b) (z*,y*,2*) = (1,0,0) é o ponto onde se tem a extingdo de Y e
Z, e onde o nivel populacional de X ¢ igual a sua capacidade de
suporte. Temos z* = 1, pois estamos trabalhando com um sistema
adimensional.

(c) (z*,y*,2*) = (0,1/8,-5) sem significado biologico, uma vez que a
populacao da espécie z seria negativa.

(d) (z*,y*, 2%) = ( 0.4 (1+blx*)(1_r),0> que varia de acordo com o

5—0.4b; ’ 5
valor de b;. Neste ponto temos a extin¢ao do superpredador e ha
persisténcia da presa e do predador.

2. Se os pontos de equilibrio envolvem persisténcia das trés espécies, eles
devem satisfazer simultaneamente

S y") =0 (3.37)
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gz y*,2") =0 (3.38)
h(y*) =0 (3.39)
Da Equagao (3.39), obtém-se
1
= 3.40
V=3 (3.40)

substituido esse valor na Equagao (3.37) nos fornece a seguinte equacao

8b1(z*)? — 8(by — )z* —3=0 (3.41)

cujas solucoes sao:

8(by — 1) & 1/64(by — 1)% + 960,
— 42
.1'+7, 16b1 (3 )

Como by é um parametro positivo, a solucao

8(by — 1) — /64(b — 1)% + 960
. Ul \/16151 )* + 966y (3.43)
1

¢ sempre negativa e, portanto, nao possui significado biologico. A solucao

8(by — 1) + /64(by — 1)2 + 96b,
- 44
Tt 16b, (3.44)

é sempre positiva, e portanto, é ela que vamos utilizar para determinar o valor
de z* . Substituindo (3.40) e (3.44) na Equacdo 3.38, obtemos

12527
C2(1 + byt

*

P — 5. (3.45)

Para os valores de b; considerados na tabela 3.1, z* é sempre positivo, o que
é possivel verificar na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Valores de z* variando o parametro b; no intervalo [2,3].

Considerando-se todas as possibilidades para os pontos de equilibrio, chega-
se finalmente & conclusao de que existe um tnico ponto de equilibrio com per-
sisténcia das trés espécies, que representamos anteriormente por (z*,y*, z*),
onde

. 8(by — 1)+ /64(by — 1)2 + 96b;

- 4
x 161 (3.46)
1
1 3.47
V=3 (3.47)
1252"
* T+ g (3.48)

T oA+ by

A Figura 3.4 mostra a forma como o ponto de equilibrio evolui & medida
que o parametro by varia no intervalo [2,3]. Observe na Figura 3.3 que para
by = 2 temos o valor maximo de z neste intervalo.
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Figura 3.4: Equilibrio do sistema com persisténcia das trés espécies, variando
o parametro b; no intervalo [2,3].

3.2.2 Analise da estabilidade

A anélise da estabilidade linear de um ponto de equilibrio (z*,y*, 2*) de um
sistema é realizada através da expansao em série de Taylor das equacoes nao
lineares em torno deste ponto.

x(t) — 2" + m(t) y(t) =y + m(t) 2(t) — 2 + ns(t)
onde (), n2(t) e n3(t) sdo, em modulo, muito pequenos.
O sistema (3.31)-(3.33) pode ser escrito na forma

dn (t) e e, OF(z,y) OF (z,y)
;t = F(z",y") + o (@) m(t) + oy @) n(t) +
OF (x,y
$ D () + 00200 (3.49)
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dns(t) v 0G(z,y,2) 0G(z,y,2)
2 = 62+ TG ey 0+ G ) +
0G(x,y, 2z
fOOEBEL | ) + OGR) (3.50)
dns(t) . e, OH(y) OH (y) OH (y)
dt = H(y ) 2 )+3—$ (y*,2*) 771(f)+a—y (y*,2%) 772<t>+7 (y*,2%) 773(t)+0<771'2(t))

(3.51)
para ¢ = 1, 2, 3.
Mantendo, em (3.49)-(3.51), somente os termos lineares em 7;(t), e lem-
brando que f(z*, y*)=0, g(z*, y*, 2*)=0 e h(y*)=0, obtemos:

dﬂét(t) Ju Jie Jis T (t)
dn;t(—t) ~ |Jar Ja Jas| () (3:52)
dns(t) J31 Jza J33 N3 (t)

dt
onde os elementos J;; sao dados por:

OF Sy*
:] - - * y*)— 1 _— 2 . S
11 8.:6 ( Y ) xz (1 + blx*>2
g oF | L 5x*
2= Jy @)™ 7] + by x*
oF
Jiz = — |(z+u=0
13 82 ( Y )
I oG B Sy*
e A (1+ bya*)?
oG Ha* 0.1z*
oo = —— |(gr oy g1 = — —04 3.53
2=y e T T T T2y 359
P 0Ly
S P ] + 2y*
o0H
J —_ * %) =— 0
31 81. (y ) )
Jo o0H | 0.1z
27 gy T T2y
OH 0.1y*
J33 = —— |(gr.0m= —0.01
8=, v 1+ 2y
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Apos determinar a matriz Jacobiana, calculam-se os autovalores A, que sao
as rafzes do polinomio caracteristico P(\), isto é:

P(X\) = det(J — A\I) = 0. (3.54)
onde I é a matriz identidade de ordem 3. Ou seja:

Jig— A J12 Ji3

Jo Jn—XA  Ju | =0 (3.55)
J31 Jso Jzz— A

de onde obtemos a seguinte equacao algébrica de 3° grau:

As - (Jin + Jzz))\2 - (J1ad21 + Jsadaz — Ji1 o)A + Jaa oz Jin = 0

Para definir a estabilidade local assintotica do ponto (3.46)-(3.47)-(3.48),
o tinico ponto de equilibrio com persisténcia das trés espécies, sao os seguintes:
Dado o polinémio

Q()\) = )\3 + CL1)\2 -+ CLQ)\ + as (356)

o ponto de equilibrio (z*, y*, z*) é linearmente estével se

a; >0 as >0 aijas —ag >0 (357)

Para o sistema de Hastings-Powell, temos:

ayp = —(Jn + J22)
az = —(Ji2Jo1 + Js2Jo3 — Ji1 + J2) (3.58)
as = J3aJa3 11

usando as expressoes dadas em (3.54) para os elementos J;;, e as condicoes
dadas em (3.57) temos que:

1 8
“| B < —
T ( 1+1—|—b1x*) 10

32 4o
- Biz* > 0 3.59
(10000 1—|—b1x*> e (3:59)

5 (8 z* _ g e (10032 dg*
[ — I‘ —_—
2\100 1+ b M\ 10000 1+ boa
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Portanto

5y
Bi=|—F—7—-1
! (S(bll'* + 1)2 )

25x*y* 0.01y*z*
(14 byz*)? (14 2y*)

oy* ox* 0.1z*
1— 20" — - —04
+( g 1+blx*> <1+b1x* 112y )

Para testar as condicoes de estabilidade linear (3.59)-(3.60), para alguns
pontos de equilibrio onde consideramos o parametro (b;) no intervalo [2,3],
observou-se que o ponto de equilibrio (z*, y*, 2*) perdeu estabilidade quando
o parametro by atingiu o valor 2,113 com precisao de trés casas decimais, uma
vez que para by = 2,114 o ponto de equilibrio (z*,y*, z*) é instavel, ja para
by = 2,113 o ponto de equilibrio (z*, y*, z*)= (0.76, 0.125, 13.23) é um ponto
de bifurcagao. Os critérios (3.59)-(3.60), nos dao informagao apenas sobre o
comportamento local do sistema, mais especificamente sobre a estabilidade
linear ou nao de um ponto de equilibrio (z*, y*, z*).

(3.60)

2:

3.2.3 Atratores e Diagramas de Bifurcacgao

A escolha para investigacao do comportamento da dindmica global do sis-
tema em questao é a integracao numeérica, pois ele nao possui solucao analitica
fechada.

Foi utilizado o software MatCont, que é uma caixa de ferramenta disponivel
para MATLAB, e foi possivel observarmos que, dependendo do valor de by, o
sistema exibiu comportamento do tipo ciclo limite ao caos.

Nas Figuras 3.5, 3.7, 3.9 e 3.11 observa-se que a medida que variamos o valor
de by o sistema passa a apresentar comportamento do tipo ciclo limite e esses
ciclos vao duplicando o periodo até que na Figura 3.11 temos comportamento
cabtico. Essa sequéncia de duplicacao de periodo ¢ uma das rotas tipicas para
0 Caos.

A Figura 3.5 representa no espaco de fase um ciclo limite de periodo 1
correspondendo a by = 2,2, e a Figura 3.6 representa a curva x X tempo para
by = 2,2.

Para um ciclo limite de periodo 1 é natural a existéncia de apenas um
valor maximo e um valor minimo para as espécies X, y, z € ¢ o que podemos
verificar, para a espécie x, na Figura 3.6. Os gréificos de y X tempo e z X
tempo apresentam o mesmo comportamento observado na Figura 3.6.
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13.2
13

zZ 128
12.6

12.4

0.7 0.2
0.75 015 '
0.8 0.1
X
y

Figura 3.5: Ciclo limite de periodo 1 correspondendo ao parametro b; = 2,2.

0.857

o |

0.75

T

0.65 * * * * !
9000 9200 9400 9600 9800 10000
tempo

Figura 3.6: Espécie X ao passar do tempo com parametro b, = 2,2.

Ja a Figura 3.7 representa no espaco de fase um ciclo limite de periodo 2
correspondendo a b; = 2,32, e a Figura 3.8 representa a curva x X tempo
para b; = 2,32.

Para um ciclo limite de periodo 2 é natural a existéncia de dois valores
méaximos e dois valores minimos para as espécies X, v, z e é o que podemos
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verificar, para a espécie x, na Figura 3.8. Os gréficos de y X tempo e z X
tempo apresentam o mesmo comportamento observado na Figura 3.8.

13 4
12.5
12

11.5

Figura 3.7: Ciclo limite de periodo 2 correspondendo ao parametro by = 2,32.

0.85 |
0.8 ﬂ

0.75
07

0.65 r [

0.6

0.55

9000 9200 9400 9600 9800 10000
tempo

Figura 3.8: Espécie X ao passar do tempo com parametro by = 2,32.
Na Figura 3.9 temos a representacao no espaco de fase um ciclo limite de
periodo 4 correspondendo a b; = 2,39, e a Figura 3.10 representa a curva x

X t para by = 2,39.
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Para um ciclo limite de periodo 4 é natural a existéncia de quatro valores
maximos e quatro valores minimos para as espécies x, y, z € € o que podemos
verificar, para a espécie x, na Figura 3.10. Os graficos de y x tempo e z X
tempo apresentam o mesmo comportamento observado na Figura 3.10.

12.5
12

11.5

11

Figura 3.9: Ciclo limite de periodo 4 correspondendo ao parametro b; = 2,39.

097

0.8

0.6

05 : : : : ‘
9000 9200 9400 9600 9800 1000

tempo

Figura 3.10: Espécie X ao passar do tempo com parametro b; = 2,39.

A Figura 3.11 mostra comportamento irregular, sugestivo de caos, no espaco
de fase correspondendo a b; = 2,75, e a Figura 3.12 representa na curva
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xxtempo para b; = 2,75 onde é possivel observar que os valores dos maximos
priméarios e maximos secundéarios variam de forma irregular.

115
11
10.5

9.5

8.5

0.4
0.6

0.4

0.2

Figura 3.11: Um atrator caracterizado por comportamento cadtico corres-
pondendo ao parametro b; = 2,75.

0.8

0.4

0-2 1 1 1 1 1
9000 9200 9400 9600 9800 1000t

tempo

Figura 3.12: Espécie X ao passar do tempo, para o atrator que corresponde
a b1 - 2775

Na secao a seguir, falaremos de um sistemas de equacoes diferenciais que

35



3.2. MODELO PARA TRES ESPECIES INTERAGENTES: O MODELO
DE HASTINGS-POWELL [38]

representam um fermentador de etanol utilizando a bactéria Zymomonas mo-
bilis, modelo este proposto por Jobses |33].
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Capitulo 4

Sintese de etanol

Os biocombustiveis, principalmente o biodiesel e o etanol, sao importantes
fontes de energia a serem utilizadas para substituir os combustiveis fosseis. O
etanol é o biocombustivel mais utilizado mundialmente [28]. O Brasil ¢ uma
referéncia mundial na producao de etanol, sendo um dos produtores mais com-
petitivos nesse segmento, com enorme potencial de crescimento, pois possui
uma vasta extensao territorial, clima e relevo favoraveis para sua produgao

27].

Como exemplo vamos analisar um sistema de equagoes que representam
um fermentador de etanol, onde é possivel detectar multiplicidade de esta-
dos estacionarios e bifurcagoes. Neste sistema, o etanol (P) ¢ produzido na
fermentacao de um substrato a base de agicar (S) pelo microrganismo Zymo-
monas mobilis. A dinamica deste sistema foi estudada em detalhe em [29, 30],
que passaram a demonstrar a nova dinamica do sistema quando uma mem-
brana seletiva foi incluida no processo para separar o etanol, pois este age
como um inibidor do microrganismo (Z. mobilis). A incorpora¢ido da mem-
brana mostrou estabilizar a regime de operacao permitindo a obtencao de
maiores rendimentos. Experimentalmente eles também verificaram o modelo
e as previsoes da teoria da bifurcagao [31].

O modelo do sistema, sem a membrana seletiva, consiste em 4 equagoes
diferenciais ordinarias nao-lineares. O modelo foi desenvolvido por Jobses e
colaboradores, que também verificaram o mesmo experimentalmente [33, 32,
34].
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4.1 Descrigao do modelo de Jobses [33]

Um dos modelos mais utilizados para representar os processos de fermen-
tacao é o modelo de manutencao onde o consumo de substrato é expresso na
forma:

rs = (—) rx +msCx (4.1)

onde C'x Ygx € o fator de rendimento da conversao de substrato em biomassa,
mg ¢ um fator de manutencao, onde o primeiro termo do lado direito da
equagao 4.1 considera a taxa de crescimento, e o segundo termo a conservagao
microbiana.

A taxa de crescimento da biomassa é dada por

rx = /LCX (42)

A relacao entre a concentracao de substrato e a taxa de crescimento especifico
¢ dada pela equacao de Monod 4.3, onde Kg é a constante de Monod € ft,q.
é a taxa especifica de crescimento maxima.

Cs
[ 4.3
p=p (Ks+Cs) (4.3)

Jobses sugere a introdugao de um componente chave (e) que torna a inibicdo
por produto um efeito de influéncia indireta da fermentacao, considerando al-
teragoes na taxa de crescimento especifica maxima fi,,,, devido a presenca de
etanol. A equacao 4.4 representa a taxa de formacao de (e), que leva em con-
sideracao a concentracao de substrato, de produto, e do proprio componente
chave (e).

re = f(Cs)f(Cp)Ce (4.4)

A funcao f(Cys) ¢ dada pela relagdo de Monod 4.3 e f(Cp) é um polinémio de
grau dois, proveniente de dados experimentais [33, 32, 34|, onde os termos K7,
K5 e K3 sao constantes empiricas. Afetando de forma indireta a fermentacao
pela inibicao por produto.

f(Cp) =K, — K72Cp+ K3<CP)2 (45)

O componente (e) pode ser expresso pela Equacgdo 4.6, através de uma fracao
de biomassa x:
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_ Ce

Y, = —
Cx

(4.6)
Portanto, o modelo proposto por Jobses e colaboradores, pode ser repre-

sentado através de quatro equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares, sendo
(S) o substrato , (X) a biomassa, (P) o produto e (e) o componente chave.

1
d_ag = ( ) < CSCG ) — mSCX + DOSO — DOS (47)

dt Yex ) \Ks+Cs
O ( K(ff gs>  DCxo — DCx (48)
dd—(’;e = (k1 — k2Cp + k3(Cp)?) (%) + DCey — DCe (4.9)
“r (Yix) (Kffos> + mpCyx + DCpo — DCp (4.10)

Os valores dos parametros utilizados no modelo de Jobses seguem na Tabela
4.1:

Pardmetro Valor Unidade

K, 16.0 h!

K, 0.497 m?/kgh
K, 0.00383  mS/kgh
ms 2.16 kg/kgh
mp 1.10 kg/kgh

Yy 0.0526315  kg/kg

Ky 0.5 kg/m?
Cxo 0 kg/m?
Cro 0 kg/m?
OeO 0 kg/m?)

Tabela 4.1: Parametros utilizados na simulacao do modelo de Jobses.

39



4.2. ESTADOS ESTACIONARIOS E DIAGRAMAS DE BIFURCACAO

4.2 Estados Estacionarios e Diagramas de Bi-
furcacao

A analise da dinamica do sistema foi realizada através do software MATLAB
pacote MATCONT e foi tomado como parametro de bifurcacao a taxa de
diluigao (D), uma vez que é facilmente manipulada durante o projeto e a
fabricacao. Um estudo detalhado envolvendo varios diagramas de bifurcacao
foi apresentado por [29].

4.2.1 Estados Estacionarios

Primeiramente é possivel mostrar que para diferentes condicoes iniciais o sis-
tema pode apresentar multiplicidade de estados estacionarios, o que é possivel
detectar na Figura 4.1. Para alterar o ponto de convergéncia, as condi¢oes
iniciais manipuladas foram a concentragao de etanol dentro do reator junta-
mente com a taxa de diluigao.

20t

,
N
\
I
15 |
——=cCl2 ! \
mg cl1
210 /
) /
© /
5t C) {
\
O 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
Cp (kg/m3)

Figura 4.1: Diagrama de fase com dois estados estacionérios.

A biestabilidade gera uma discussao referente ao planejamento do processo,
podendo conduzir o mesmo a regides operacionais muito distintas. Em [42] é
validada experimentalmente a existéncia da multiplicidade através de dois ex-
perimentos continuos, iniciados em batelada, simulando diferentes condicoes
iniciais. A Figura 4.2 mostra os resultados desses testes para Cs, = 200kg/m?
e D=0,25n"".
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120

D=0.25hr' D=0.25hr'
45— Batch Continuous
Continuous
£}
& 304
15
Time =30 hr T =21 tw
T T T T R e B B e s e
3 _48 60 72 B84 96 g 12 24 3 48 B0 72 84 OB
Time () Time (hr)

Figura 4.2: Resultados experimentais da fermentagao alcoolica através da
Zymomonas mobilis. Retirado de [42]

As Figuras 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 mostram os resultados de duas simulagoes da
dinamica do modelo de Jobses. Os valores das condigoes iniciais foram: C.I.
1 = { Cs = 35kg/m3, Ce = 3kg/m?, Cx = 0,1kg/m3, Cp = 100kg/m? e
D = 4h~'}. Para C.I. 2 os estados iniciais sdo os mesmos, exceto o valor da
concentracao de etanol, que assume o valor de 100kg/m3, e o valor da diluicao,
que assume o valor de 11~ 1. A concentracdo de substrato na alimentacio foi
de 200kg/m?3 em ambas condigoes iniciais.

150 1
&~ 100
£
2 Cl1
» — = =2C.l2
O
50
n
\
1
0
0 2 4 6 8 10
Tempo (h)

Figura 4.3: Concentracao de substrato (glicose) ao passar do tempo para C.I.
le?2.
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Figura 4.4: Concentragao de biomassa (Z. mobilis) ao passar do tempo para

Cl1le?2.
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Figura 4.5: Concentragao do componente chave (e) ao passar do tempo para

Cl.1le?2.
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Figura 4.6: Concentragao de produto (etanol) ao passar do tempo para C.I.
le?2

4.2.2 Diagramas de Bifurcacao

As Figuras 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10 mostram os diagramas de bifurca¢ao quando o
parametro de bifurcagdao D foi varrido, enquanto C's, foi mantido em 200kg/m?>.
O diagrama revela algumas caracteristicas do fermentador como, por exem-
plo, a multiplicidade de estados estacionarios e existéncia de bifurcacao Hopf.
A solugao trivial, quando nao hé reagoes no sistema, isto é, quando o reator
é limpo, nao esta representada nos diagramas de bifurcacao. Nesta situa-
cao a taxa de conversao de substrato em produto é zero, o que resulta em

Cp = Ok‘g/m3 e CS = CSo-
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151

Ce (kg/m®)
-
o

[&)]

0 0.5 1 15 2 2.5 3
D (1/h)

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacao da concentracao do componente chave

(e) em relagdo a taxa de diluigao.
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Figura 4.8: Diagrama de bifurcagao da concentracao de biomassa (Z. mobilis)

em relagao a taxa de diluigao.
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Figura 4.9: Diagrama de bifurca¢ao da concentragio de substrato (glicose)

em relagao a taxa de diluicao.
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcac¢ao da concentracao de produto (etanol) em

relacao a taxa de diluicao.

Taxas de dilui¢do menores do que 2,26 h~! recaem em uma regiao onde existe
multiestabilidade, e quando a taxa de diluicdo é maior do que 2,26 h~! existem
apenas um conjunto de solucoes para o sistema, ou seja, a multiplicidade
de equilibrios desaparece. Este tinico ramo de solugoes é estavel e mostra
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a tendéncia da fermentagao em produzir menos etanol quanto maior for a
dilui¢ao, como pode ser visto na Figura 4.10.
A Tabela 4.2 mostra as coordenadas de cada singularidade:

Ponto Bifurcacao D(h™') Cs(kg/m?3) Ce(kg/m3) Cyi(kg/m?®) Cp(kg/m3)

1 Hopf 0.05 80,67 0,08 147 58,08
2 Hopf virtual 0.06 51,99 0,12 1,94 71,33
3 Hopf virtual 2,19 5,75 11,03 4,64 90,44
4 Sela 226 345 12,17 4,70 91,51

Tabela 4.2: Pontos de bifurcacao.

Abaixo de Dypy existe um ramo estavel de alta conversao, bem como
um ramo de solugoes periodicas instaveis. Em [30] os autores afirmam que
a operagao nas regioes oscilatérias sao mais atrativas, por produzirem mais
alcool, do que a operacao no ponto estacionario equivalente. Contudo, nesta
faixa operacional, a conversao de substrato em produto é maior na regiao
estavel superior (Figura 4.10). Mesmo assim a taxa de producao de etanol,
nesta ordem de D, é muito baixa para ambos os ramos operacionais. O ponto
de bifurcacao 4 representa uma mudanca qualitativa do comportamento do
sistema acompanhada de uma inversao da estabilidade, ou seja, os equilibrios
tornam-se instaveis ao passar pelo ponto 4. Isso caracteriza uma bifurcagao
sela (saddle point). No préximo capitulo é realizado uma discussao sobre a
coexisténcia de microorganismos em biorreatores.
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Capitulo 5

Competicao de microrganismos
em biorreatores

A competicao entre microrganismos é frequentemente estudada através da
utilizacao de biorreatores, que tem como objetivo simular ecossistemas natu-
rais em laboratorios sob condigoes controladas sendo assim possivel analisar
os varios tipos de interacoes existentes entre espécies microbianas que habi-
tam um mesmo ambiente. Essas interacoes podem ser diretas ou indiretas,
dependendo do contato das diferentes espécies analisadas. Dentre as compe-
ticoes indiretas, a competi¢do por nutrientes e/ou outros recursos ¢ a mais
comum e a mais importante interacao estudada, estando presente em quase
todos os sistemas de populagoes microbianas mistas [1].

A competicao entre duas espécies microbianas acontece quando ha pelo
menos um recurso consumido por ambas as populagoes, e afetando a taxa de
crescimento de pelo menos uma delas. Tal definicao pode ser expressa através
de uma abordagem teorica de conjuntos. Definindo S; como sendo o conjunto
de todos os recursos consumidos pela populagao 1, Sy o conjunto de todos
os recursos consumidos pela populacao 2, S; o conjunto de todos os recursos
consumidos pela populagao 1 e que afetam sua taxa de crescimento, S; 0
conjunto de todos os recursos consumidos pela populacao 2 e que afetam sua
taxa de crescimento. Aparentemente Si CSe S; C S5, e tem-se competicao
quando S; N Sy # @ ou S, NS, # @ [1].

Dependendo dos elementos dos conjuntos citados acima, podem existir varios
tipos de competicoes, uma forma de classificacao ¢ baseada no nimero de
recursos disponiveis para a competicao. Ela é chamada de simples, dupla,
tripla, etc. se as populacdes competirem por um, dois, trés, etc. recursos. E
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dita competicao total quando as populagoes competem por todos os recursos
que afetam a taxa de crescimento de pelo menos uma das populagoes, e
parcial, caso contrario. FEm especial e de grande interesse ¢ a competicao
total e que também ¢é tnica, é aquela que apresenta apenas um recurso e
este afeta a taxa de crescimento das duas populagoes e sao consumidos por
ambas, este tipo de competicao é chamado de simples. Quando nao existir
outras interacoes além da competicao, esta é chamada de pura. A interagao
competitiva mais simples é a competi¢ao pura e simples [1].

Existe um namero consideravel de trabalhos tedricos e experimentais so-
bre competicoes pura e simples, bem como, competicoes por mais de um
recurso. Este capitulo tem como objetivo apresentar e discutir, primeira-
mente, o caso puro e simples, num ambiente homogéneo e invariante com o
tempo, e possiveis extensoes do sistema, como exemplo, os efeitos das con-
di¢oes periodicamente varidveis, do ambiente espacialmente heterogéneo, e a
competicao por dois ou mais recursos. Por questoes de simplicidade, estuda-
remos nesse trabalho situagoes onde estao sendo levadas em consideracao a
competicao por produtos quimicos e nao a competicao por recursos bioticos,
pois seria muito complicado estabelecer relacoes de crescimento dos recursos
consumidos. Nao sao levadas em consideracao as competicoes nao puras, ou
seja, aquelas que apresentam outros tipos de interacoes envolvidas, embora
existam varios estudos sobre tais sistemas.

Primeiramente na Secao 5.1, a competicao pura e simples serd examinada
em um ambiente homogéneo e invariante com o tempo, tal ambiente pode ser
simulado em laboratoério através da utilizacao de um quimiostato ideal, com
condicoes operacionais constantes. Quimiostato sao biorreatores de operagao
continua, no qual as espécies microbianas crescem com alimentacao de fluxo
constante, existindo a presenca de dispositivos de controle de temperatura,
pH, etc. garantindo que a operagao seja invariante com o tempo.

5.1 Competicao Pura e Simples

Um modelo de competicao pura e simples em um quimiostato pode ser
representado através das seguintes equacoes para as concentracoes das duas
populagoes e do substrato limitante [2]:

dCl

W = —Dcl + ,ul(s)cl (51)
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de
t
ds 1 1
i D(sf—s)— ?1/“(3)01 - ?2#2(5)02 (5:3)

onde ¢y e ¢y sao as concentracoes de biomassa das populagoes 1 e 2, respec-
tivamente, s a concentracao do nutriente limitante, D a taxa de diluicao no
quimiostato, sy a concentracao limitante do nutriente na alimentacao, Y7 e
Y, sdo os coeficientes de rendimento das duas populagoes (biomassa produ-
zida por massa de substrato consumido), e u; e o as taxas de crescimento
especificas das duas populagoes, e sao funcoes da taxa de concentracao do
substrato limitante. Se o modelo de inibi¢do de substrato de Andrews [7] for
empregado para descrever o crescimento das duas populacoes, a dependén-
cia das taxas de crescimento especificas na concentracao de substrato tem a
seguinte forma:

ng + s+ SQ/KU

15(s) (j=12) (5.4)
onde Kg; sao as constantes de Michaelis e Kj; sao as constantes de inibigao.
O modelo de Andrews reduz ao modelo de Monod [3] para K;; tendendo ao
infinito (sem inibicdo).

Adimensionalizando o sistema temos:

gy = gy = 2 = 2y =
e > YaKg Ks1 T~ Ka
D m K
Hm1 Hm1 KSl
by = Ks1 vy = K1
1= — 9= ——
Kn Ko

o sistema de equacoes 5.1, 5.2 e 5.3 pode ser escrito em forma adimensional
da seguinte forma:

dl’l

— = —uri + fi2)m (5.5)
dl’g .
= U + fo(2)xe (5.6)
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dz
o = ulzr = 2) = filz)an = falz)z (5.7)
onde
filz) = 2/(1+ 2+ m2?) (5.8)
f2(2) = az/(B + z + 722%) (5.9)

sao as taxas de crescimento especificas adimensionais.

Como foi observado por Aris e Humphrey [5], o sistema de equacoes 5.5,
5.6 e 5.7 pode reduzir a um sistema de duas equagoes diferenciais pelo uso da
equacao algébrica:

T+ T+ 2 =2 (5.10)

eliminando assim, uma das variaveis de estado:

dz
d_tl = —uz + fi(zy — ¥1 — T2)T1 (5.11)
dz
d_t2 = —uxs + falzf — 11 — 2) 29 (5.12)

Foi mostrado em [44] que os dois sistemas de equagoes diferenciais 5.5, 5.6,
5.7 e 5.11, 5.12 sao assintoticamente dinamicamente equivalentes. Toda a so-
lucao das trajetorias do sistema 5.5, 5.6, 5.7 se aproximam exponencialmente
ou estao no plano do espago (1, xs, z) descrito pela Equagao 5.10. Os con-
juntos invariantes de sistemas 5.5, 5.6, 5.7 e 5.11, 5.12 sao os mesmos, e as
caracteristicas de estabilidade sao preservadas.

5.1.1 Analise da estabilidade

Uma anélise do comportamento dinamico do sistema de equagao 5.11, 5.12
foi realizado por Aris e Humphrey [5], que apresentou todos os possiveis
retratos de fase qualitativamente diferentes do sistema.

O sistema de equacoes 5.11, 5.12 tem quatro classes de estados estacionérios:

1. Extin¢do de ambas as populagoes: (Limpeza do biorreator)

1 =0,29 =0, s = sp.
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2. Crescimento apenas da populacao 1:

1 >0, 29=0, sp>s>0.

3. Crescimento apenas da populagao 2:

1 =0,29 >0, sp >s>0.

4. Coexisténcia das duas populacoes:

x1>0,29 >0, sp>s>0.

O estado estacionario de coexisténcia so é possivel se as curvas descritas por
fi(2) e fa(z) se cruzarem, onde sdo obtidos os valores discretos para a taxa
de diluigao u. Estes valores sao dados pela seguinte equacao:

ue = fi(ze) = fa(ze) (5.13)

onde z. é uma raiz da equacao fi(z) = fo(z), ou seja, um valor de z corres-
pondente a um ponto de interseccao das duas curvas. A partir das equagoes
5.8 e 5.9, é possivel observar que podem existir até dois pontos de intersecao
para z > 0. Fato este ilustrado nas Figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7,
onde varios possiveis tipos de intersecoes das duas curvas especificas de taxa
de crescimento sao mostradas. Os valores dos parametros a, [3, 71 e 72 para
estas figuras estao listados na Tabela 5.1.

0.8

0.6 -

0.2

Figura 5.1: Curvas das taxas de crescimento especifica das duas populagoes
[Equagoes 5.8 e 5.9], sendo « = 0.7, 5 =0.3, 11 =% =0
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Figura 5.2: Curvas das taxas de crescimento especifica das duas populagoes
[Equagoes 5.8 e 5.9], sendo a = 0.9, = 0.25, 73 = 2 = 0.5

05
0.4 LT T 2
03f ,
b I,I 1
02r[ /
o1l /
. (©
0 ‘ ‘
0 2 4 6 8 10

Figura 5.3: Curvas das taxas de crescimento especifica das duas populagoes
[Equagoes 5.8 e 5.9], sendo a =7, =30, =0.5 e 5 =2
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Figura 5.4: Curvas das taxas de crescimento especifica das duas populagoes
[Equagoes 5.8 e 5.9], sendo a = 0.7, 5 =0.2, 71 = 0.2 e 35 = 0.1

0.6

Figura 5.5: Curvas das taxas de crescimento especifica das duas populagoes
[Equagoes 5.8 e 5.9], sendo a = 0.45, f = 0.2, y3 = 0.25 e 75 = 0.03
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Figura 5.6: Curvas das taxas de crescimento especifica das duas populagoes
[Equagoes 5.8 e 5.9], sendo a =3, 5 =6, =0e 7y, =0.2

021!
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Figura 5.7: Curvas das taxas de crescimento especifica das duas populagoes
[Equagoes 5.8 e 5.9], sendo o = 10.5, 5 = 100, 71 = 0.01 e 75 = 0.305

54



CAPITULO 5. COMPETICAO DE MICRORGANISMOS EM
BIORREATORES

Caso o B vy 7
a 07 03 0 0
b 09 025 05 05
c 730 05 2

d 07 02 02 01

e

f

045 0.2 0.25 0.03
3 6 0 0.2
g 10.5 100 0.01 0.305

Tabela 5.1: Valores dos parametros utilizados nas equacgoes 5.8 e 5.9 para
obtencao das Figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 € 5.7

5.1.2 Classificacao dos pontos de equilibrio

Para um determinado conjunto de organismos e meio de crescimento, os
parametros que podem ser manipulados sao a taxa de dilui¢ao u e a concen-
tracao do substrato na alimentagao zy. O efeito dos parametros operacionais
u e zy no comportamento dinamico do sistema pode ser resumido no diagrama
operacional do sistema, onde as varias regioes representam comportamentos
dindmicos qualitativamente diferentes (retratos de fase). Os diagramas opera-
cionais para os casos das Figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 sao mostrados
nas Figuras 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13 e 5.14, e o carater de cada estado
estacionario e retrato de fase correspondente, estao listados na Tabela 5.2
para cada regiao dos diagramas operacionais.

Nos casos em que existem dois estados estacionarios de uma determinada
classe, existem entao dois tipos de estabilidade destas classes de estados estaci-
onarios. As duas curvas nas varias regides operacionais representam compor-
tamentos dinamicos qualitativamente diferentes (retratos de fase). As duas
curvas nos diagramas operacionais das Figuras 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13
e 5.14 sdo descritas pelas equacdes, u = fi(zf) e u = fo(zy). A estabilidade
local com respeito a pequenas perturbacoes de qualquer estado estacionario é
determinada através dos autovalores da matriz jacobiana resultante da linea-
rizacao do sistema sobre o estado estacionario. Observa-se que os autovalores
em cada estado estacionario sao sempre reais, e o sistema de equacoes 5.8,
5.9 nao exibe nenhum tipo de comportamento oscilatéorio. Como pode ser
visto nos diagramas operacionais, o estado estacionario de coexisténcia pode
ser alcancado apenas no segmento de um linha horizontal em v = u,., para
qual z¢ > z.. Os valores de x; e x5 em um estado estavel de coexisténcia nao
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sao exclusivamente determinados, mas qualquer par de valores satisfazendo a
seguinte equacao

1+ X9 = Zf — Z¢ (514)

satisfaz a versao para um estado estacionario do sistema de equacoes 5.8,
5.9. Em um estado de coexisténcia, um dos autovalores é sempre zero cor-
respondente a perturbacoes ao longo da linha definida pela Equagao 5.14 no
plano (z1,x2). O outro autovalor determina a estabilidade da linha de esta-
dos estaciondrios, isto é, se as trajetorias no plano (z1,x2) se aproximardo ou
afastarao desta linha. O sinal deste autovalor depende do declives das curvas
especificas de taxa de crescimento no ponto de interseccao. E se ambas as
inclinagoes sao positivas (por exemplo, Figura 5.1), o autovalor é negativo e
o estado estacionario de coexisténcia é caracterizado como semi-estavel. Se
ambos os declives forem negativos (por exemplo, Figura 5.2), o autovalor é
positivo e o estado estacionario de coexisténcia é caracterizado como semi-
estavel. Um caso interessante surge quando as curvas de taxa de crescimento
especifico no ponto de intersecdo tém sinais opostos (por exemplo, Figura

5.3).

04r

0.2

Figura 5.8: Diagrama operacional para os casos das curvas especificas da taxa
de crescimento mostrado na Figura 5.1. O cardter dos estados estacionarios
em cada regiao do diagrama operacional sao mostrados na Tabela 5.2.
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Figura 5.9: Diagrama operacional para os casos das curvas especificas da taxa
de crescimento mostrado na Figura 5.2. O carater dos estados estacionarios
em cada regiao do diagrama operacional sao mostrados na Tabela 5.2.
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Figura 5.10: Diagrama operacional para os casos das curvas especificas da
taxa de crescimento mostrado na Figura 5.3. O carater dos estados estaci-
onarios em cada regiao do diagrama operacional sao mostrados na Tabela

5.2.
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Figura 5.11: Diagrama operacional para os casos das curvas especificas da
taxa de crescimento mostrado na Figura 5.4. O cardter dos estados estaci-
onarios em cada regiao do diagrama operacional sao mostrados na Tabela

5.2,
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0 2 4 6 8 10 12 14 16
Z

Figura 5.12: Diagrama operacional para os casos das curvas especificas da
taxa de crescimento mostrado na Figura 5.5. O cardter dos estados estaci-
onarios em cada regiao do diagrama operacional sao mostrados na Tabela

5.2.
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Figura 5.13: Diagrama operacional para os casos das curvas especificas da
taxa de crescimento mostrado na Figura 5.6. O cardter dos estados estaci-
onarios em cada regiao do diagrama operacional sao mostrados na Tabela

5.2,

()

10 20 30 40 50 60 70

Figura 5.14: Diagrama operacional para os casos das curvas especificas da
taxa de crescimento mostrado na Figura 5.7. O carater dos estados estaci-
onarios em cada regiao do diagrama operacional sao mostrados na Tabela

5.2.
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Regiao Limpeza FEspécie 1 Espécie 2 Coexisténcia Retrato de Fase

1 U SO So So Fig.5.12
3 S So,U So,D So Fig.5.12 e 5.14
4 S Uo,S Up,D Us Fig.5.9 e 5.11
5 S UQ,D U(),S Uo Flg:)].?)
6 D So Uo,s SO/UO Fig.5.13
7 D SO So,U So Fig.5.13
8 D Uo,S So SO/UO Fig.5.10 e 5.14
9 S Uo,S S(),D S()/Uo Fig.5.10 e .14

* S, no estavel; U, no instavel; D, sela; Sy, semi-estavel; Uy, semi-instavel; Sy /Uy, parte
semi-estavel e parte semi-instével.

Tabela 5.2: Caracteristicas dos estados estacionarios nas regioes de coexis-
téncia.

Na competicao pura e simples em um quimiostato, é possivel concluir que a
coexisténcia em um estado estacionario é estabelecida somente para valores
especificos discretos da taxa de diluicao. Portanto, o quimiostato deve operar
exatamente em um desses valores para que as duas populagoes cresgam juntas,
caso contririo, apenas uma espécie ird crescer no quimiostato. Em geral, seja
qual for o niimero de espécies microbianas envolvidas na competicao pura por
um Unico nutriente no quimiostato, apenas uma populacao ird sobreviver, ou
seja, aquela que ird prevalecer até o final é aquela que apresentar a menor
necessidade de concentracdo de nutrientes de equilibrio [12, 13].

5.2 Extensoes do modelo

Nas secoes 5.2.1, 5.2.2 e 5.2.3 serd mostrado que a variagao periédica de um
dos parametros operacionais do sistema permite operacao estavel no quimi-
ostato em um estado de coexisténcia para uma ampla gama de parametros.
Assim, o quimiostato pode operar em alguma faixa e nao necessariamente
nos valores exatos dos parametros operacionais e, pequenas flutuagoes alea-
torias nao afetam o estado de coexisténcia. Foi escolhido a taxa de dilui¢ao
do quimiostato como variavel forcante, D = Dy + acos(wt). Onde Dy > a
para garantir que a taxa de diluicao nao seja negativa para todos os tempos.

5.2.1 Efeito das condicoes periodicamente variaveis

A coexisténcia de duas populacbes numa competicao pura e simples em
um quimiostato é apenas uma possibilidade teoérica, pois na pratica, nao
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é possivel operar o quimiostato exatamente com o valor critico necessério
da taxa de diluicao, porque sempre haverd flutuagoes aleatérias no sistema.
Stephanopoulos et al. [14] fizeram uma anélise estocastica do crescimento de
duas populagoes microbianas concorrentes seguindo o modelo de Monod num
quimiostato, com o intuito de estudar o efeito de flutuacoes aleatérias em sua
operacao, assumiram que a taxa de diluicao esteja sujeita a flutuacoes que
poderiam ser descritas por um ruido branco continuo:

D(t) = Do + W(t) (5.15)

onde Dy é o valor médio da taxa de diluicao, e as principais conclusoes de
sua anéalise foram:

1. Dado o tempo suficiente de operacao no quimiostato, é fato que uma das
populagoes sera extinta, mesmo que o valor médio da taxa de diluicao
seja igual ao valor critico, Dy = ji.

2. Existe uma probabilidade finita de extincao de qualquer uma das duas
populacgoes, mesmo quando Dy # ., e mesmo quando uma das duas
populacdes tem a vantagem competitiva.

3. Se o valor médio da taxa de diluicao Dy é proximo do valor critico pyg
e a intensidade do ruido é baixa, um tempo muito longo é necessario
para a extin¢ao de uma das populacoes.

A conclusao 1 acima, significa na préatica que as flutuagoes eventualmente
causarao a eliminacao de um dos dois microrganismos, mesmo se a operagao
do quimiostato aconteca no valor critico da taxa de diluicdo. A conclusao
2 afirma que mesmo com a definicao da taxa de diluicao de modo que uma
populagao tenha a vantagem competitiva, as flutuacoes podem levar a sua
extincao. E a conclusao 3 é de significado pratico, mostrando que existe a
possibilidade de operacao do quimiostato com as duas populacoes por um
longo periodo de tempo. Em um quimiostato isso pode acontecer através da
variacao periodica de um dos parametros operacionais.

Stephens e Lyberatos [49] e Pavlou et al. [50] examinaram se o atraso na
resposta dos microrganismos as variagoes ambientais e, especificamente, as
mudancas na concentracao de nutrientes pode dar essa vantagem as espécies
de crescimento mais lento, usando as seguintes equagoes modelo:

dxy Hm121

— =-D —_— 5.16
dt Lt K1 + lel ( )
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gt L
% — (s — ) (5.19)
% — anls — 2) (5.20)

A anélise das equacoes 5.16 - 5.20, mostrou que a coexisténcia das duas
populacoes é obtida em um estado peridédico com variacao periddica da con-
centracao de nutrientes na alimentacao, mesmo quando a populagao especifica
com a maior taxa de crescimento especifico também possuir a maior adapta-
bilidade.

Lenas e Pavlon [51] estudaram o caso de competi¢ao pura e simples de trés
populacdes microbianas em um quimiostato com taxa de diluicao variavel.
Eles fizeram uma analise numérica de bifurcacao do sistema e construiram seu
diagrama operacional ilustrando a coexisténcia estavel das trés populagoes e
o estado de coexisténcia é geralmente periodico.

Os pesquisadores [52] estudaram analiticamente o caso geral de n espécies
microbianas competindo por um tinico nutriente em um quimiostato alimen-
tado periodicamente. Eles derivaram condicoes suficientes para a coexisténcia
de todas as espécies em um estado periddico. Este é um caso em que duas
espécies nao podem coexistir sob certas condicoes operacionais, e uma espé-
cie se extingue. No entanto, simplesmente introduzindo uma terceira espécie
no sistema sob as mesmas condi¢oes operacionais, evita-se a extincao e as
trés espécies coexistem. Note-se que o caso de trés ou mais populacoes é
qualitativamente diferente do caso de duas populacoes. Em um quimiostato
com duas espécies sob condicoes operacionais invariantes no tempo, a coe-
xisténcia é teoricamente prevista em um estado estacionario semi-estavel e
apenas para valores discretos especificos da taxa de diluicao em que o sistema
é estruturalmente instavel.

A operacao periddica perturba esse estado estacionério, levando a um estado
de coexisténcia estavel e a um sistema estruturalmente estavel. A operagao
periddica leva a coexisténcia de todas as espécies pois cria heterogeneidade
temporal no sistema, resultando com que cada uma das populacoes microbia-
nas possua uma vantagem competitiva por um intervalo de tempo e, portanto,
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todas elas coexistam. Outra maneira de alcancar a coexisténcia de populacoes
microbianas envolvidas em competigoes puras e simples ¢ criar heterogenei-
dade espacial. Em um sistema desse tipo, cada populacao microbiana tem
a vantagem competitiva em uma regiao diferente do espaco e, portanto, elas
coexistem.

5.2.2 Efeito do ambiente espacialmente heterogéneo

Um ambiente espacialmente heterogéneo em condigoes controladas pode
ser obtido através de uma configuragao de quimiostatos interconectados, con-
forme mostrado na Figura 5.15 .

Fir, Sar Fae, Sar

may ==

F1E VI cm VZ F2E

Figura 5.15: Configuracao de dois quimiostatos interconectados.

As equacdes para um sistema de dois quimiostatos com competicao pura e
simples entre duas populagoes microbianas sao:

dx
Vi dtll = Foo1s — (Figp + Fio)zn + Vipa(s1)zn (5.21)
dxo
Vi pra Fycxay — (Fip + Fio)xar + Vipa(s1)xo (5.22)
d
dt Y1 Y,
de’lg
Va Tl Ficxy — (Fop + Fac)z1a + Vopa (s2) 212 (5.24)
dxay
o Fiexor — (Fop + Foo)ra (5.25)
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ds
Vzd—; = Fypsop+ Fic51— (Fap+ Foc)sa —Va

M1 (52)5511 i M2<32)ZC21

5.26
Y, Y (5.26)

As trés primeiras equagoes sao os balancos de massa para as duas populacoes
microbianas e a taxa de nutriente no primeiro quimiostato, as proximas trés
equacoes sao referentes ao segundo quimiostato.

O sistema da equacoes acima foi estudado por Stephanopoulos e Fredrickson
[54], com o modelo de Monod descrevendo as taxas de crescimento especifi-
cas das populacoes. Eles mostraram que a coexisténcia das duas populacoes
é obtida em um estado estavel. A coexisténcia é alcancada porque as con-
di¢oes em cada quimiostato favorecem uma populacao diferente. Smith e
Waltman [53] mostraram que o estado estacionario da coexisténcia é tinico e
globalmente estavel. Também foram estudadas populagoes microbianas em
uma configuracao de n-quimiostatos. Concluiu-se que a coexisténcia é mais
provéavel de ocorrer a medida que o niimero de vasos aumenta [55].

Para o caso geral de competicao pura e simples de n populacoes microbia-
nas, seria de esperar que uma configuracao de n quimiostatos interconectados
sejam necessarios para sua coexisténcia, uma vez que para cada populacao
um quimiostato deve existir onde possui vantagem competitiva sobre as de-
mais populacdes. A coexisténcia de trés populacoes microbianas concorrentes
demonstrou ser possivel em uma configuracoes de quatro quimiostatos inter-
conectados [52]. No caso em que as curvas especificas da taxa de crescimento
sao descritas pelo modelo de Andrews e as oscilagoes sao geradas em uma
configuragao de quimiostatos interconectados [56], pode-se esperar que va-
rias populacoes que excedam o nimero de reatores possam coexistir, nao em
estado estacionario mas em um estado periédico.

Mesmo em um quimiostato perfeitamente misturado, a heterogeneidade
espacial pode ser criada a partir da fixacao das células nas paredes do qui-
miostato. Baltzis e Fredrickson [55] estudaram o caso de competicao pura e
simples entre duas populacoes microbianas em um quimiostato quando um
deles tem a capacidade de se fixar as paredes do quimiostato. Todos os estudos
de competicao pura e simples sao principalmente relacionados a coexisténcia
das espécies envolvidas e sob quais condigoes é possivel. Quando a compe-
ticao ¢ por mais de um nutriente, novamente a questao principal é sobre a
sobrevivéncia e a coexisténcia das espécies.
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5.2.3 Competicao por dois ou mais nutrientes

Considerando uma competicao total de n populacdes microbianas por m
nutrientes em um biorreator, sendo n > m, as equacgoes que demonstram tais
sistemas sao:

d;

da;; IDCUi—FMi(Sb---,Sm)% 1= 1,...772, (527)
de - .
% = D(SjF — Sj) * i:E 1 Tij(Sl, ...,sm)xi ] = 1, .., Mm (528)

A Equacao 5.27 representa o balanco de massa para espécies microbianas e
Equacao 5.28 o balan¢o de massa para os nutrientes. As taxas de crescimento
especificas p; e as taxas de alimentagao especificas r;; sao, em geral, fungoes
das concentragoes dos m nutrientes. Num estado estacionario, onde todas as
espécies estdo presentes (x; > 0), a equagao 5.27 produz:

D = u;(Siy .y Sm) i=1..,n (5.29)

Este é um sistema de n equagoes algébricas nao lineares com m incognitas
e, em geral, uma condigao necessaria para uma solu¢ao é que (n < m). Isso
significa que nao mais que m espécies podem coexistir em m nutrientes. Se
considerarmos que a taxa de diluicao D também é desconhecida, ainda assim,
pode existir uma solucao quando n = m + 1, mas a taxa de diluicao deve ser
fixada em um valor especifico e o sistema é estruturalmente instavel, como no
exemplo de duas populagoes competindo por um nutriente. Deve-se enfatizar
que esta condicao nao garante a coexisténcia das espécies.

Estudos de modelagem [43, 45] com duas populac¢oes microbianas compe-
tindo por dois nutrientes mostram que a coexisténcia estavel pode ser obtida
para uma amplas condi¢oes operacionais. A coexisténcia estavel também
foi demonstrada experimentalmente [43|. J4 os autores Gottschal e Things-
tad [62,65] estudaram o caso de trés populac¢oes microbianas competindo por
dois nutrientes e concluindo que a coexisténcia das trés populacoes era im-
possivel, apenas duas populacoes poderiam sobreviver, enquanto a terceira
se extinguiria. O caso de trés populagbes microbianas competindo por trés
nutrientes em um quimiostato foi estudado por Vayenas e Pavlou [66], por
Husiman e Weissing [67] e Li [68]. Li e Smith [69] mostraram a existéncia
de uma solucao periddica na qual quatro espécies coexistem na competicao
por trés recursos. Husiman e Weissing [67] também mostraram a geragao
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de oscilagoes em um sistema de trés espécies competindo por trés recursos e
demonstram que ocorrem oscilacoes cadticas quando cinco espécies estao en-
volvidas, concluindo que até nove espécies poderiam ser suportadas por trés
nutrientes.

A competicao por mais do que um nutriente também foi estudada em dife-
rentes configuragoes de quimiostatos interconectados [57, 58|. Thomopoulos
et al. [58] estudaram a competicao de trés espécies por dois nutrientes em
configuragoes de dois e trés quimiostatos. No caso de dois quimiostatos, a
coexisténcia de todas as trés espécies seria possivel apenas em valores discre-
tos dos parametros operacionais em que o sistema é estruturalmente instavel.
No entanto, no caso de trés quimiostatos, observou-se um estado estavel de
coexisténcia.
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Capitulo 6

Conclusoes

O estudo de sistemas ecolégicos, principalmente em dinamica de populagoes
interagentes, tem sido assunto de grande interesse em trabalhos com modela-
gem matematica. Devido a grande importancia deste tema, o objetivo deste
trabalho foi o de introduzir alguns conceitos através de uma abordagem sobre
sistemas nao-lineares, apresentando o conceito de linearizacao, de estabilidade
linear, classificacao dos pontos de equilibrio e uma introducao sobre bifurca-
¢oes (Capitulo 2), visando analisar alguns sistemas ecologicos. Tais andlises
foram obtidas através de integracao numérica dos sistemas, e das curvas de bi-
furcacao, por continuacao numérica através do software MatCont, que é uma
caixa de ferramenta disponivel para MATLAB com uma interface grafica de
usuario para a continuacao de equilibrios estaticos e dinamicos de sistemas
nao-lineares.

No Capitulo 3, através da andlise do modelo presa-predador de Lotka-
Volterra foi possivel detectar um comportamento oscilatério entre duas es-
pécies (Figuras 3.1 e 3.2), embora este modelo reproduza a existéncia de
ciclos (curvas fechadas no espago de fase), ele é considerado biologicamente
nao realistico, porque a existéncia de um ntmero infinito de curvas fechadas,
correspondendo a diferentes condigoes iniciais, permitiria que pequenas per-
turbacoes transferissem o sistema de um ciclo para outro e nao héa justificativa
biologica para explicar oscilacoes de qualquer tamanho. Ainda no Capitulo 3,
mas agora para o modelo com trés espécies interagentes de Hastings-Powell,
foi possivel observar a existéncia de ciclos limite e detectar atratores que de-
pendendo dos valores dos parametros envolvidos no sistema, apresentaram
desde ponto de equilibrio, ciclo limite de periodo 1, ciclo limite de periodo 2
até comportamento caotico.

Visto que o etanol vem ocupando uma posicao de destaque na geracao de
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bioenergia, o Capitulo 4 foi dedicado a analisar uma sintese industrial reali-
zada via fermentacao de glicose com a bactéria Zymomonas mobilis, modelo
este proposto por Jobses [32]. Através da andlise de tal sistema foi possivel
detectar a existéncia de singularidades como bifurcagao Hopf, multiplicidade
de equilibrios e mudanca de estabilidade. A existéncia de trés ramos de
solucoes estacionarias é a caracteristica que mais chama a atencao. A mul-
tiplicidade ¢ composta por dois ramos de solucoes estaveis e um conjunto de
solugbes instavel. Embora o modelo de Jobses [32] tenha sido validado, e
que a multiplicidade tenha sido verificada experimentalmente (a0 menos para
baixas taxas de dilui¢ao) existem indicios de que a inibigao por substrato nao
é corretamente considerada na descricdo matematica. A definicdo de 6timo
operacional levou em conta o aspecto produtividade, concluindo que o 6timo
operacional é a fronteira de estabilidade definida pelo conjunto de pontos sela,
mais precisamente, no lado estavel deste limite. Sendo assim, a finalidade de
um sistema de controle é manter o processo nesta faixa de operacao, para isso
duas caracteristicas sao fundamentais: a manipulagao do equilibrio dentro de
um conjunto de solugoes e a transicao de regiao operacional.

No que se refere ao Capitulo 5, a principal questao no estudo sobre com-
peticao entre microorganismos que habitam o mesmo ambiente é quantas
espécies concorrentes e sob quais condi¢oes estas podem coexistir. A varia-
cao periodica das condigoes ambientais, modelada em um quimiostato pela
variacao perioddica de um dos parametros operacionais, oferece um meio de
obter coexisténcia na forma de oscilacoes periddicas sustentadas e, as vezes,
quase periodicas ou cadticas. O ambiente permite que as espécies concor-
rentes coexistam sendo a heterogeneidade espacial frequentemente modelada
por uma configuracao de quimiostatos interconectados. A heterogeneidade
espacial de cada quimiostato representa o subambiente em que uma das espé-
cies tem uma vantagem competitiva sobre as outras, e a coexisténcia ¢ obtida
permitindo que cada uma das espécies tenha uma vantagem competitiva em
um dos quimiostatos. A questdao da coexisténcia de n populagdes microbi-
anas competindo por m nutrientes em uma configuracao de k quimiostatos
interconectados é geral e esses casos estao resumidos na Tabela 6.1 Espera-se
que a coexisténcia seja facilitada a medida que o ntmero de nutrientes m
ou o numero de reatores k aumenta, ou o nimero de espécies concorrentes n
diminua.
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Niumero Niumero de Niuimero de

de espécies mnutrientes quimiostatos Coexisténcia

(n) (m) (k)
2 1 1 instavel
2 1 2 estével
2 2 1 estével
3 1 3 instével
3 1 4 estavel
3 2 2 instével
3 2 3 estével
3 3 1 estével

Tabela 6.1: Coexisténcia de n populacoes microbianas competindo por m
nutrientes em uma configuracao de k£ quimiostatos interconectados.

Os casos listados na Tabela 6.1 em que a coexisténcia é observada em
um sistema estruturalmente instavel sao limitantes. Aumentar m ou k ou
diminuir n resulta na coexisténcia em um estado estacionario estavel. Por
outro lado, diminuir m ou k ou aumentar n torna impossivel a coexisténcia em
um estado estacionario. No entanto, oscilacoes periddicas geradas no sistema
podem, em alguns casos, aumentar o nimero de espécies coexistentes, mas
em um caso periodico estavel e nao em estado estacionario.

Portanto, esta dissertagao serve como texto base para futuros trabalhos que
tem como objetivo a modelagem de sistemas dinamicos e estudos referentes
ao tema bifurcacoes e caos.
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