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Resumo

FATORES DE FORMA NO MODELO ESPECTRAL DE
QUARKS SU(3)r

Wagno Cesar e Silva

Orientador: Prof. Dr. André Luiz Mota

Co-orientador: Prof. Dr. Edson Wander Dias

Neste trabalho estudamos varios aspectos fenomenolégicos dos mésons leves no contexto de
um modelo quiral finito, conhecido como modelo espectral de quarks. Este modelo é construido a
partir de uma representacio espectral generalizada para o propagador do quark em combinacéo
com a técnica de calibre, que fornece solucoes especificas para as identidades de Ward-Takahashi
e garante as invariancias eletromagnética e quiral. Além disso, exigéncias fisicas, como a unitari-
edade e a finitude dos observaveis hadronicos, estabelecem algumas das relacées necessarias
para determinar os parametros relevantes da distribuicdo espectral - tornando o modelo livre de
divergéncias.

A partir de uma versao SU(3)r do modelo espectral de quarks, que inclui diferentes sabores,
realizamos a extensao da identidade de Ward-Takahashi com duas correntes axiais e determina-
mos observaveis mesonicos relevantes, dentre os quais podemos destacar a funcdo de correlacéo
pseudoescalar, o fator de forma e o raio eletromagnético do kaon. Calculamos também alguns
observaveis no setor de vacuo, como o condensado nao-local de quarks, a virtualidade média e o
tensor de polarizacdo. Finalmente, resultados numéricos para o modelo foram obtidos a partir da

construcéo de uma proposta de implementacéo para as distribuicdes espectrais.



Abstract

FORM FACTORS IN SPECTRAL QUARK MODEL SU(3)r

Wagno Cesar e Silva

Supervisor: Prof. Dr. André Luiz Mota

Co-supervisor: Prof. Dr. Edson Wander Dias

In this work we study several phenomenological aspects of light mesons in the context of
a finite chiral model known as the Spectral Quark Model. This model is constructed from a
generalized spectral representation for the quark propagator in combination with the gauge
technique, which provides particular solutions to the Ward-Takahashi identities and guarantees
electromagnetic and chiral invariance. Moreover, physical requirements, such as unitarity and
finitude of hadronic observables, set some of the relationships necessary to determine the relevant
parameters of the spectral distribution - making the model divergences-free.

From a SU(3) version of the spectral quark model, which includes different quark flavors, we
performed an extension of axial-axial Ward-Takahashi identity and determined relevant mesonic
observables, from which we can highlight the pseudoscalar correlation function, the form factor
and electromagnetic radius of kdon. We also calculated some observables in the vacuum sector as
the non-local quarks condensate, average virtuality and polarization tensor. Numerical results
for the model were obtained from the construction of an proposed implementation for the spectral

distributions.
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente, a Cromodinamica Quéantica (QCD, do inglés Quantum Chromodynamics) é
estabelecida como a teoria de campos fundamental das interacoes fortes. Este fato é apoiado
experimentalmente por processos que envolvem altas energias, como o espalhamento profunda-
mente inelastico, no qual predigdes perturbativas com quarks assintoticamente livres explicam
muito bem os dados empiricos. No dominio de baixas energias', entretanto, a predi¢éo da teoria
fica comprometida, pois a constante de acoplamento efetiva da interacao forte assume valores
consideraveis e, com isso, o tratamento perturbativo usual torna-se inviavel. Dessa forma,
métodos mais sofisticados, tais como modelos efetivos ou QCD na rede, sdo desenvolvidos para
estudar os aspectos nao-perturbativos da teoria.

Pertencendo a classe de modelos efetivos, os modelos quirais de quarks sdo muito bem
sucedidos na descricdo da fenomenologia de baixas energias da QCD. Como é possivel verificar
em diversas abordagens [1-8], tais modelos sdo construidos introduzindo os quarks como os
unicos graus de liberdade relevantes e reproduzindo simetrias importantes da QCD, como as
invariancias de calibre e quiral. Além disso, o0 comportamento nao-perturbativo manifesta-se pela
presenca de uma massa constituinte para os quarks, consequéncia de um vacuo com estrutura
néo-trivial.

Por se tratarem de uma aproximacéo para a QCD em baixas energias, os modelos efetivos
necessitam da introducao de parametros externos a teoria. Geralmente, a introducéao desses
parametros traz consequéncias indesejaveis: em modelos quirais de quarks, por exemplo, a
supressio dos graus de liberdade de altas energias (tais como glions) estabelece certa escala, ou
corte (que podemos entender como o valor de energia abaixo do qual supde-se valido o modelo),
que adquire um significado fisico, e deve ser mantida em todas as etapas dos calculos. A forma
precisa com que este corte de energia deve ser introduzido néo é de todo clara, atribuindo,
portanto, certa ambiguidade a construcéo destes modelos. Outros modelos, inclusive, precisam da
introducao de graus de liberdade adicionais, tais como campos mesoénicos [9,10] ou gludnicos [11]

que, mesmo garantindo sua renormalizacio, introduzem acoplamentos e massas extras néao

!Também conhecido na literatura como regime infravermelho.

12



Introducao 13

presentes na teoria subjacente.

Um modelo quiral relativamente recente, que possui um método especifico de regularizacéo e
consegue contornar alguns dos problemas decorrentes da introducéao de parametros extras, é o
chamado Modelo Espectral de Quarks (SQM, da denominacéo Spectral Quark Model) [12,13].
Neste modelo, o comportamento nao-perturbativo é introduzido a partir da representacéo de
Lehmann para o propagador do quark, ao qual esta associado uma dada distribuicéo espectral.
Dessa forma, a escala caracteristica para a regido de baixas energias, como mencionada ante-
riormente, surge no modelo ligada a distribuicdo espectral, de maneira bem menos artificial
que em outros modelos, nos quais o limite infinito (artificial) para esta escala produz resultados
divergentes, além de quantidades ambiguas [14, 15], geralmente dependentes do esquema de
regularizacdo empregado, estarem presentes nestes modelos. Sob este ponto de vista, o SQM pode
ser considerado um modelo finito, no sentido de que néo existe nenhum parametro artificialmente
introduzido que leve ao surgimento de divergéncias. Além disso, 0 modelo também utiliza a
chamada técnica de calibre [16, 17] para determinar as funcées de vértices que satisfazem as
identidades de Ward-Takahashi, garantindo assim, as invariancias eletromagnética (calibre) e
quiral.

Como inicialmente formulado, isto é, incluindo apenas um sabor de quark, o SQM mostrou-se
eficaz para descrever a fenomenologia de hadrons de baixa energia [18,19] e outros efeitos como o
loop de Polyakov [20] e anomalia quiral [21]. Entretanto, ainda néo era possivel utilizar o modelo
na descricdo de estados envolvendo quarks com dois sabores diferentes, como mésons estranhos
por exemplo.

O desenvolvimento do modelo espectral de quarks, incluindo diferentes sabores — os quarks
up, down e strange — foi introduzido em [22,23]. Em outros modelos quirais, esta descricdo
corresponde as versdes que implementam a simetria SU(3); nos modelos. A inclusdo do quark
strange permite o uso do modelo na descrigdo da fisica do méson kdon, um méson considerado
leve, constituido por um quark up e um quark strange. A massa do kdon (mg+ =494 MeV) nao é,
entretanto, tdo baixa quanto a denominacédo de méson leve poderia fazer entender: esta massa
é aproximadamente 50% da escala da QCD, da ordem de 1 GeV. Além disso, o quark strange
possui massa estimada em 150 MeV, muito acima da massa dos quarks up e down, da ordem de 5
MeV. Desta forma, a fisica do méson kdon parece estar concentrada em uma regiéo intermediaria
entre os mésons mais leves (pions) e os mésons pesados.

Um problema sistematico na descrigao da fisica do kdon é a determinacdo de seu decaimento
fraco: os modelos efetivos que descrevem o kaon sistematicamente fornecem valores para a
constante de decaimento fraco desta particula menores que o observado experimentalmente,
quando a massa constituinte do quark up é ajustada para valores condizentes com a descricéo
fisica do méson vetorial p. Problemas como este, ligados a fenomenologia do méson kaon, ainda
néo foram analisados no contexto do modelo espectral de quarks.

Neste trabalho, pretendemos estudar varios aspectos fenomenolégicos da QCD através do

Modelo Espectral de Quarks. Em particular, pretendemos estender o desenvolvimento do modelo
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introduzido em [22, 23], que inclui a descricdo de mésons formados por quarks de diferentes
sabores, para a descri¢do analitica de observaveis no setor de vacuo (condensado néo-local de
quarks, virtualidade média e tensor de polarizacio) e no setor mesonico (funcdo de correlacao
pseudoescalar, fator de forma eletromagnético e raio quadratico médio), além da obtencéo de
estimativas numéricas para estes observaveis e sua comparacgdo com os valores experimentais
conhecidos.

Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos uma breve
descricdo dos aspectos gerais da Cromodinamica Quantica, dentre os quais se encontram duas
principais caracteristicas da fisica dos hadrons de baixa energia: o confinamento e a quebra
espontanea da simetria quiral. No capitulo 3, realizamos uma abordagem mais aprofundada
sobre algumas consequéncias das simetrias de calibre e quiral, introduzindo importantes relacoes
que serao utilizadas no desenvolvimento do nosso trabalho - as Identidades de Ward-Takahashi e
a relacdo de Goldberger-Treiman. No capitulo 4, partimos das caracteristicas nao-perturbativas
incorporadas na construgdo de um modelo quiral de quarks e introduzimos o modelo utilizado
neste trabalho, chamado Modelo Espectral de Quarks. Mostramos como o modelo é construido
e as condic¢oes necessarias que garantem a finitude do mesmo. No capitulo 5 apresentamos o
desenvolvimento do modelo espectral de quarks no setor SU(3)r - que contém as modificagoes
necessarias para descricao fenomenolégica dos méson leves formados por quarks de diferentes
sabores - a partir do qual estendemos a identidade de Ward-Takahashi axial-axial para o caso
de vértices que envolvem dois sabores distintos de quarks e realizamos o calculo de varios
observaveis fisicos. No capitulo 6 propomos uma implementacao para a distribuicao espectral
que permitiu a obtencao de resultados numéricos para os observaveis dos mésons pion e kdon.
Finalmente, no capitulo 7 expomos as conclusoes obtidas neste trabalho e as perspectivas para
continuacao do mesmo. Em sequéncias, temos trés apéndices que suplementam a dissertacéo: no
primeiro, estabelecemos as notacoes e convencgoes adotadas, no segundo realizamos uma reviséao
sobre o Teorema de Noether e no terceiro explicitamos os calculos de alguns resultados utilizados

ao longo do trabalho. Ao final, encontram-se as referéncias bibliograficas.



Capitulo 2

Aspectos Tedricos/Fenomenoldgicos da

Cromodinamica Quantica

Neste capitulo, apés uma breve revisao historica sobre o modelo de quarks, apresentamos
a estrutura da Lagrangiana da QCD e abordamos algumas de suas propriedades basicas de

simetria.

2.1 Modelo de Quarks

O modelo de quarks foi introduzido em 1964 por Gell-Mann [24] e Zweig [25], de forma
independente, para explicar as propriedades dos hadrons (particulas que interagem pela forca
forte). De acordo com este modelo, os hadrons sdo compostos por particulas mais fundamentais,
chamadas de quarks, sendo os mésons descritos como estados ligados de quarks e anti-quarks,
enquanto os barions compostos por trés quarks (e anti-barions por trés anti-quarks):

{mésons (n,K, p,w,...)=qq,
Hadrons
barions (p, n, A, 2, ...) =qqq.

Para justificar o spin e a carga dos hadrons, os quarks deveriam possuir spin semi-inteiro
e carga fracionaria. Além disso, eram necessarios trés sabores de quarks (up, down e strange)
para explicar o espectro de hadrons que se conhecia na época. Entretanto, nos anos seguintes,
novas descobertas na fisica hadronica exigiram a introducéo de novos sabores: em 1974, o quark
charm foi introduzido para explicar a existéncia do méson J/y!, e mais dois quarks, bottom e top,
foram postulados na década de 1970 para explicar a viola¢do de CP? em decaimentos do méson
kaon. Hoje, existem seis sabores conhecidos: u (up), d (down), s (strange), ¢ (charm), b (bottom)
et (top).

1Por tratar-se de um estado ligado de charm e anti-charm, o méson J/i também é conhecido como charménio.
2CP é a combinacdo de duas simetrias discretas: C (conjugacédo de carga) — consiste em transformar uma
particula em sua antiparticula — e P (paridade) — consiste na seguinte transformacéo de coordenadas (¢, X) — (¢, —X).

15



2.2. Lagrangiana da QCD 16

O modelo de quarks foi bem sucedido em prever e explicar os novos estados hadronicos, embora,
nos primoérdios de sua concepc¢io, o modelo apresentasse dificuldades em responder algumas
questoes fundamentais, sendo uma delas relacionada a auséncia de combinacées antissimétricas
das representacoes de spin e de sabor no setor dos barions. Como todo férmion, os barions
obedecem a estatistica de Fermi-Dirac (ou seja, possuem funcio de onda antissimétrica). No
entanto, havia a deteccdo de uma ressonancia leve, A**, com spin 3/2, formada por quarks de
mesmo sabor e com spins paralelos® |u1uTuT>, o que resulta em uma funcéo de onda simétrica
para o barion.

Para conciliar o setor bariénico do modelo de quarks com a estatistica de Fermi-Dirac,
Gell-Mann propds um nimero quantico adicional para os quarks. E fez-se a suposicao ad hoc
que a funcao de onda dos barions era totalmente anti-simétrica nesse novo nimero quantico,
denominado de “cor”. Com isso, atribuiu-se trés “cores” diferentes para cada sabor de quark. Ha,
portanto, uma nova simetria interna que gira os graus de liberdade das cores entre si e, como séo
trés cores, o grupo de simetria é o SU(3). (global).

Pode-se destacar ainda o fato dos hadrons serem invariantes de cor, ou seja, a combinacao
anti-simétrica de cores é invariante. Isso pode ser verificado construindo um objeto totalmente

anti-simétrico nos trés indices de cores, €;;, sendo €123 = 1:
UlUT U} €1mn = €33.det(U) (2.1)
que é invariante sob SU(3)., uma vez que det(U) = 1:
lyrmyrn

€ijr — U; Uj Uy €imn = €ijk- (2.2)
Assim, as combinacgdes permitidas, que formam um singleto de cor com funcéo de onda invariante,
sao:

4 — 5 .40 - _ .. _ai bj ck _ ik~ A =
mésons = ¢4;q"° ", barions =¢€;;, q"" ¢/ ¢, anti-barions = €"* 4 @9 ck>

onde a, b, ¢ sdo indices de sabores e i, j, k indices de cores.

Outras questoes que ainda permaneciam sem respostas, em parte, foram resolvidas promo-
vendo a simetria SU(3), global a uma simetria local. Para isso, foi necessario introduzir um
novo béson vetorial com dindmica descrita por uma Lagrangiana de Yang-Mills [26]. Esse béson
vetorial era o candidato perfeito para mediar as interacoes fortes entre os quarks, e isso foi um

grande indicio de que uma teoria fundamental pudesse ser construida com base no grupo de

simetria local SU(3).. Hoje, esta teoria é conhecida como Cromodindmica Quéntica.

2.2 Lagrangiana da QCD

A Cromodinamica Quéntica é uma teoria de calibre ndo-abeliana? baseada no grupo de

simetria SU(3) de cor. Seus campos elementares sdo os quarks (campos de matéria) e os glions

30bviamente, isso viola o principio de exclusdo de Pauli.
4Uma teoria de calibre é dita néo-abeliana quando os geradores do grupo no qual est4 baseada néo comutam
entre si.



2.2. Lagrangiana da QCD 17

(campos de calibre) [27]. A Lagrangiana da QCD pode ser escrita como:
) 1
Locp =q[iy"Dy—mylq - ZGZVGQW, (2.3)

onde ¢ =(u, d, s,...) é o campo de quarks com N cores e N sabores, § = gyo, Y* séo as matrizes
de Dirac e m, = diag(m,, mq,...) é a matriz formada pela massa corrente dos quarks®. A

derivada de calibre covariante
D, Edﬂ—igs/laAZ, (2.4)

que inclui os campos de calibre AZ, coma=1,2,...,8, acopla os setores fermionico e bosonico.
A constante de acoplamento forte é denotada por g, e 1, sdo as matrizes de Gell-Mann (ver

apéndice A). O tensor intensidade do campo de glions GZV é definido como

i a a C
GZV = gm [D:u’ DV] = aﬂAV _aVA/,[ +gsfabCA’ZAv) (25)

onde f,p. s@o as constantes de estrutura do grupo SU(3). O tultimo termo em (2.5) é responsavel
pela auto-interacdo entre os campos de glions. Este termo é necessario para garantir que a
Lagrangiana (2.3) seja invariante sobre transformacoes de calibre nao-abelianas [27].

Observe que, por simplicidade, omitimos os campos fantasmas e possiveis termos fixadores de
calibre, que sao introduzidos durante a quantizacao da teoria a partir do método de Faddeev-

Popov [29]. Portanto, a lagrangiana (2.3) apenas especifica a teoria no nivel “classico”.

2.2.1 Liberdade Assintética

Com o processo de renormalizacéo®, verifica-se que o valor efetivo da constante de acoplamento
adquire um termo de correcéo finito que depende da escala de energia, ou seja, o acoplamento
torna-se variavel (running coupling). Essa variacdo da constante de acoplamento sob mudancas
de escala pode ser entendida como consequéncia da polarizacdo do vacuo. Na Eletrodinamica
Quantica (QED), a polarizacao do vacuo é devida as flutuagées do foton em pares elétron-pésitron
virtuais (ou pares fermiénicos mais massivos). Neste cenario, o vacuo atua como um tipo de
meio dielétrico, blindando parcialmente a carga (screening), de forma que quanto mais nos
aproximamos menor é a blindagem, e maior é a carga efetiva.

Por outro lado, devido a auto-interacéo dos campos de glions (consequéncia do carater nao-
abeliano), na QCD, temos duas formas de polarizacido do vacuo (Figura 2.1). Uma analoga a QED,
onde encontramos pares quark-antiquark virtuais, cuja contribuicio atua blindando a carga de

cor, e portanto, fazendo com que o acoplamento aumente em pequenas distincias (ou seja, altas

5A massa corrente é uma quantidade que pode ser estimada em termos das massas dos hadrons através da
Algebra de Correntes. Ela difere da chamada massa constituinte, que leva em conta a contribui¢éo do mecanismo de
geracdo dinAmica de massa em funcéo das interacoes entre os quarks [28].

6A renormalizac¢do é um importante procedimento que permite lidar com os infinitos que surgem do calculo
das amplitudes de probabilidades em Teorias Quéanticas de Campos. Uma revisdo detalhada sobre o assunto é
apresentada, por exemplo, na referéncia [30].
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energias). A outra forma de polarizacédo do vacuo consiste no aparecimento de pares de glions
virtuais, que possuem efeito contrario aos pares fermionicos, produzindo uma anti-blindagem
(antiscreening) que diminui a constante de acoplamento em pequenas distancias. Dessa forma, a

variacdo do acoplamento forte depende do resultado da combinacéao dos efeitos de blindagem e

H“V(q2)~>mu<@uw< + W

Figura 2.1: Contribuicdo a um loop para polarizacdo do vacuo na QCD. Conforme notacédo adotada
(ver apéndice A), as linhas sélidas com uma seta denotam quarks/antiquarks e as “linhas helicoidais”
representam os glions.

anti-blindagem.

Na ordem de um loop, a constante de acoplamento efetiva (para as interacoes fortes) pode ser

expressa como [31]:

2002
s(@7) 12
as(Qz)Eg:j - r —, Q%>> A2 (2.6)
[11N, - 2N/] log( Ag@)

onde € é o momento transferido e Agcp ~ 340 MeV é um pardmetro de escala introduzido para
garantir que a, seja suficientemente pequena, permitindo o uso da expanséao perturbativa.

Na QCD com N, =3 e N = 6, verificamos que o efeito de anti-blindagem domina, e com
isso, em altas energias, a intensidade da interacao forte tende a zero, de modo que os quarks
dentro dos hadrons se comportem como particulas livres. Essa propriedade é chamada liberdade

assintética (trata-se de um fenémeno caracteristico das teorias de Yang-Mills em geral [32]).

2.2.2 Confinamento de cor

Outra propriedade peculiar da QCD surge no regime de baixas energias. Neste regime, a
intensidade da interacéo forte aumenta, de tal forma que a atracdo entre os quarks tende a
manté-los confinados dentro dos hadrons. Podemos dizer que a energia necessaria para isolar um
quark de um hadron é tdo grande que torna-se mais facil criar um novo par quark-antiquark.
Por isso, qualquer sistema de interacdo forte, a temperatura e densidade zero, deve ser um
singleto de cor na escala de energias menores do que Agcp. Esta propriedade é conhecida como
confinamento de cor’.

Evidentemente, neste nivel, o método perturbativo usual ndo pode mais ser aplicado, uma
vez que a constante de acoplamento efetiva assume grandes valores. Assim, o estudo dos estados
hadronicos que se encontram nesta faixa de energia tem que ser realizado usando abordagens

nao-perturbativas, tais como QCD na rede ou modelos efetivos.

"Vale salientar que o confinamento de cor é uma conjectura tedrica consistente com fatos experimentais. Sua
prova formal, na QCD, ainda néo foi obtida.
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2.2.3 Simetria de Calibre

Por construcio, a Lagrangiana (2.3) é invariante de calibre. De tal modo que os campos de

matéria transformam-se como:
q—q' =Uxg, 2.7)
{q‘ —~q'=U"g, (2.8)
onde U(x) é uma matriz unitaria 3 x 3 no espaco de cor, que pode ser escrita em termos dos

geradores da algebra de Lie do grupo SU(3).:
U(x) = e_igsga(x)la, (29)

0%(x) sao parametros do grupo. Note que a dependéncia com as coordenadas do espaco-tempo, x,

indica que trata-se de uma transformacéo local. Para os campos de calibre A, temos

MaA% = LA = U A% () + gLU(x)GNUT(x). (2.10)
S

2.2.4 Simetria Quiral

Além da simetria local SU(3),, existem diversas simetrias globais (aproximadas) que podem
ser implementadas na Lagrangiana da QCD, como por exemplo, as simetrias no espaco dos
sabores SU(Ny).

Considere a Lagrangiana (2.3) para trés sabores u, d e s, no limite quiral (m, =mg = mg; =0):

, 1
Lacp = giy"D,q - ZGZVG(’ZW. (2.11)

E possivel verificar que (2.11) é invariante sob o seguinte conjunto de transformacoes:

-Aa a
U@B)y:q—e'2%gq, a=0,1,...,8 (2.12)

. A
U(3)a : q — €152 %g, b=0,1,...,8 (2.13)

2
onde a“’, e ag sdo parametros das transformagéesS, Y5 =1Y0Y1Y2Y3 € Ao = \/; 13. Os grupos

relacionados as transformacées (2.12) e (2.13) podem ser decompostos em
UByweUB)A=SUB)yeU1)y®SUB)A®U(1)4, (2.14)

onde o simbolo ® denota o produto tensorial. A simetria U(1)4 esta quebrada no nivel quantico
devido 4 existéncia de uma anomalia axial ? [4]. Dessa forma, no limite quiral, a teoria apresenta

a simetria global:

SUQB)yeSUB)AaoU)y. (2.15)

80s indices V e A denotam o carater vetorial e axial, respectivamente.
9Também conhecida como anomalia de Adler-Bell-Jackiw.
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A partir do teorema de Noether (apéndice B.1), verificamos que surgem 9 correntes vetoriais e 8

axiais:

!
Jy 4(x) = q(x)Y“?aq(x), a=0,1,...,8 (2.16)

A
Ty 0 = grys e, b=1,2,...,8. (2.17)

Quando consideramos os termos de massa na Lagrangiana (2.3) a simetria é quebrada

explicitamente, e verificamos que:

0,3, (x) =0, (2.18)
U,a . _ Aa

Oy (x) =1q(x) [myg, ) qg(x), a=1,2,...,8 (2.19)
U, b . _ ﬂb

0udy " () =ig(x) ymg, ) Y59(x), b=1,2,...,8. (2.20)

A Eq.(2.18) representa fisicamente a conservagdo do nimero barioénico, ocorrendo separada-
mente para cada sabor, em todos os processos envolvendo interacoes fortes.
Para as quadri-divergéncias das correntes de Noether proporcionais as massas dos quarks,

expressoes (2.19) e (2.20), temos os seguintes casos:

* massas ndo-nulas e degeneradas (m, = mg = m, # 0): apenas a corrente vetorial é con-
A .
servada (OMJ";’a(x) = O), uma vez que []l, ?a = 0. Um caso particular ocorre quando

m, =mg # ms, que corresponde a simetria de isospin SU(2)y;

* massas distintas (m, # mq # mg): as partes SU(3)4 e SU(3)y séo afetadas pela quebra
explicita e, como consequéncia, as correntes correspondentes ndo sdo conservadas. No
entanto, como as massas correntes dos quarks u, d e s séo pequenas (m, 4 S 10 MeV e
ms ~ 95 MeV) comparadas com as massas tipicas dos hadrons (~ 1 GeV), os termos m,iiu,
mgdd e m¢3s, que contribuem para quebra da simetria, podem ser tratados como pequenas

pertubacées.

Ainda no limite quiral (m, = mg = m, = 0), podemos ter, além da quebra explicita (que ocorre
no nivel da Lagrangiana), também uma quebra espontanea de simetria'® (SSB da denominacéo

Spontaneous Symmetry Breaking):

SUB) e SU@B)4 o UMy 222, sUG@) e U1y (2.21)

Nota-se que, neste processo, a corrente axial ndo é conservada'®. Isto significa que o vécuo da

teoria deixa de ser invariante sob transformacées do sub-grupo SU(3)4.

10A quebra espontanea acontece quando o estado fundamental do sistema - neste caso, o estado de vécuo |0> -
nédo compartilha a simetria da Lagrangiana.
1 Na verdade, veremos na secdo 3.2 que a corrente axial pode ser considerada como parcialmente conservada.
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Do ponto de vista das cargas de Noether, temos que:

Q5|0) =0, a=0,1,...,8 (2.22)
Q5 0) #0, b=1,2,...,8 (2.23)

onde Q7 e Qg sao as cargas correspondentes as correntes vetorial e axial, respectivamente.

De acordo com o teorema de Goldstone, a quebra espontinea de uma simetria global da
origem, para cada gerador do grupo associado a respectiva simetria quebrada, a uma particula
de spin-0 e massa nula, os chamados bésons de Goldstone [33,34]. Dessa forma, (2.21) implica no

surgimento de oito bésons de Goldstone:
Q5 [0) ~ |4°), b=1,2,...,8. (2.24)

Sabemos, entretanto, que a simetria quiral é quebrada explicitamente pela massa corrente
dos quarks, o que sugere que os bésons de Goldstone, gerados pela carga axial, adquirem
uma pequena massa - comparada com as massas tipicas dos hadrons (~ 1GeV) - tornando-se
pseudo-bésons, que, por sua vez, sdo identificados com o octeto de mésons pseudo-escalares

+ 0 gt 0 30
{n,n,K,K,K,n}.

Outra caracteristica do regime nao-perturbativo, que esta relacionada a quebra espontanea
da simetria quiral, surge do fato de que a interacio confinante entre quarks e glions induz um
rearranjo no estado fundamental, de tal forma que o mesmo seja preenchido por condensados de

quarks nao-nulos, isto é, pares de quark-antiquark com valor esperado diferente de zero:

(au)#0,
(qq)#0=1(dd) #0,
<§s> #0.
Assim, a estrutura do vacuo torna-se néo-trivial, e os condensados de quarks atuam como um

parametro de ordem para a transicdo de fase quiral da QCD, ou seja, “sinalizam” a quebra

espontanea da simetria quiral.



Capitulo 3

Relacoes de Simetria

Simetrias desempenham um papel crucial em praticamente todos os aspectos relacionados ao
estudo das interacées fundamentais. Vimos na secéo 2.2 que, além de conhecer quais simetrias
se aplicam na lagrangiana da QCD, também é de extrema importancia entender como essas
simetrias sdo quebradas em diferentes regimes de energia. Neste capitulo, realizaremos uma
abordagem mais aprofundada sobre alguns dos resultados mais importantes que seguem das
simetrias de calibre e quiral, e que sdo fundamentais para o entendimento e desenvolvimento do

nosso trabalho.

3.1 Identidades de Ward-Takahashi

As identidades de Ward-Takahashi [35, 36] expressam, em termos das funcées de Green,
as consequéncias da simetria em um nivel quéntico. Podemos dizer que, de certa forma, as
identidades de Ward-Takahashi sdo o analogo quantico do Teorema de Noether.

Para exemplificar a obtencéo destas identidades, iremos deduzi-las no contexto da Eletrodina-
mica Quantica (ou seja, no cenario de uma teoria de calibre abeliana). Iniciemos considerando o

funcional gerador das funcoes de Green para a QED, dado por
Z[J*, 7, ] = Nf DA, DT Dy ei[Seff+fd4x(J”Au+flw+u7n)], 3.1)

onde N é uma constante de normalizacéo, J#, ) e 7 séo as fontes dos campos A,, ¥ e ¥

respectivamente. A acédo efetiva é definida como

1
Serf :fd4x ZQED "¢ (O”Au)z =8SqED +SarF (3.2)
com 1
Larp = —FuF* +iy! (0, +iA ) w - miy. (3.3)
4 —_————

Dy

A integral funcional f YA, contabiliza todas as configuracdes de campo possiveis para A,

incluindo aquelas que sdo fisicamente equivalentes (conectadas por uma transformacio de

22
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calibre). Isto resulta em uma contribuicio infinita para o funcional gerador - e, portanto, para as
funcoes de Green da teoria - 0 que impossibilita a construcdo de um propagador néo-singular para
o foton. Essa dificuldade é superada com a introducgao do termo fixador de calibre®, _2_15 (a”A u)2,
que elimina a redundancia da integral funcional e garante que a mesma forneca um resultado
finito. O parametro ¢ é um multiplicador de Lagrange responsavel por fixar a classe de calibre
covariante (¢ = 1 fornece o calibre de Feynman; e { =0, o calibre de Landau).

A acdo Sqgp € invariante sob as transformacées de calibre (local) do grupo U(1), que podem

ser escritas como:

Ay Al = Ay 49, (3.4)
y— vy =y—-ieAy, (3.5)
W — ' = +ieAT, (3.6)

sendo e a carga elétrica; e A, o parametro de transformacao de calibre.
Por outro lado, a parte da acéo efetiva que contém o termo fixador de calibre, Sgr, néo é

invariante sob estas transformacées, como pode-se verificar a seguir:

1 1 1 1
— —(0"A,)7 — — = (0"A, + 010, N)% = —— (0"A,)° - Z(0"4,) (%0, A) +O (A%), (3.7
2¢ 28 2¢ S
onde fazemos a hipétese de que o parametro de transformacéo, A, seja uma funcéo infinitesimal.
Isso justifica o fato de considerarmos apenas os termos lineares em A. Além da acéo efetiva,

devemos avaliar como as fontes se comportam sob tais transformacoes:

JFA + Ty +Pn— JH (AL +0uA) +7) (y —ieAy) + (¥ +ieAy)n

= JFA + T+ + JHO N —ie ARy +ieAym. (3.8)

contribui¢do das fontes

Dessa forma, a expressao para o funcional gerador se torna

7 [J“, 7, 77] . Nf@Au @1/_/ @1// eifd4x[—%(a#Au)(aﬂa#A)+J“6”A—ie(f‘]u/—u'/n)A) ei[seff+fd4x(J“Au+771//+U_/T))].

Integrando por partes os dois primeiros termos da primeira exponencial e considerando que os

campos tendem a zero na “fronteira” do volume (Teorema de Green), podemos fatorar A:

fd4x :fd4x

onde 00 =0"9, é o operador d’Alembertiano. Logo,

—é (3“A,) (30, A) + T#0, A

—éu (0"A) A=8,J"A|, (3.9)

2147, 1) — N [ 94,95 9y o 17O A 2T BIIN iS4 Ay,

1Para teorias de calibre ndo-abelianas, tais como a QCD, a fixacdo de calibre inclui os chamados campos
fantasmas de Faddeev-Popov [29], necessarios para cancelar graus de liberdade nao-fisicos (presentes nos calibres
covariantes) e garantir a unitariedade da teoria. No caso da QED, os campos fantasmas n&o se acoplam aos campos
de calibre (isto €, aos campos de f6ton) e, portanto, sua contribui¢éo para o funcional gerador é apenas uma constante
multiplicativa, que pode ser absorvida na constante de normalizacéo.
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Uma vez que A é uma funcao infinitesimal, podemos expandir a primeira exponencial, o que

resulta em

Z[J*, 7,n] — Z[J*, 7, 77]+Nf@Au Dy Dy [ifd‘lx@’(Au, v, ¥)A ei[Seff+fd4x(J“Au+W+u7n)]’

1
onde G (A, v, ¥) = _ED (0#A,) —0,J" — ie(ijy — ¥n). Uma maneira conveniente de tratarmos

9 (A w Y, 1/7) é transforma-lo em um operador diferencial, realizando as seguintes substituicoes:

16
A, — 3.10
N [0 (8.10)
16
LYV — <= (3.11)
1 01
16
y— ———. 3.12
v ién ( )

Com isso,

Z[J% 7, ) — Z[J* 0, n]-ifd‘*xA

J )
—%Dé (6J )+a JH +ef

) -alg) e

Portanto, para restaurar a invariancia de Z [J , 1, 17], qualquer que seja A, devemos exigir que

o

i 8 &
—-00 ot -
o)+ al)-ols)

; Z[J*, 7, 7] =0. (3.13)

Note que a equacéo anterior é linear nas derivadas funcionais em relacéo as diferentes fontes
(pode-se dizer que isso se deve a escolha de um termo fixador de calibre linear). A linearidade

permite escrevermos (3.13) como:

0, J" +

K _0 1)

——Da ——en— |W|[J*, f,n| =0 3.14
onde W [J*, 7}, n] é o funcional gerador das fun¢ées de Green conexas: iW [J¥, 7}, n] :=InZ [J*, 7, n].
Podemos também expressar (3.14) em termos do funcional gerador das funcées de Green irreduti-

veis (Acdo efetiva), que é definido como a transformada de Legendre de W [J*, 7, 7]

T[Ay, v, ¢ =W][J", 7, n] —fd‘*x (JHAL+ 7y +9m), (3.15)
onde
A ow W 6W (3.16)
17 6J'u7 ,('// - 517 5 ,(1[/ 677 *
or or or
Jl=——F— n=-—, f= (3.17)
0A, oy 61//
Assim, fazendo uso das rela¢des acima, a Eq.(3.14) pode ser reescrita na forma:
O r or or
—0,A*—id +ie—y+iey— =0. (3.18)

&t H6A, Sy o
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A expressdo (3.18) é responsavel por garantir a invariancia de calibre de Z [J*, 7, | em todas
as ordens de perturbacdo. Agora, podemos obter uma expressdo para o vértice diferenciando

funcionalmente (3.18) em relacao a w(y) e W(z):

6 & [w O | & & [ .o 8 o o
sy ou ) | F5ArG) | sy su | Y  suw Y Y i
, 53T .8 OSyx) 6T . & OSyl(x) 6T
ok _ =je— s . 3.19
o S (O RIAFR)  Cou) du(y) Sy) | ou(y) 51z) o) (319
5% ) 6%(x—2)
x—y x—z

Anti-comutando as derivadas funcionais com relacdo aos campos fermionicos no primeiro termo

do lado direito, e em seguida, fazendo A, =y =y = 0, teremos

. §3T[0] . §2T0] 521101
1% — 64 _ —_54 ) |
O s umsi@ear® 0 5@ ° T symoun)

A expressao (3.20) pode ser reescrita no espaco dos momentos. Para isto, introduzimos as

(3.20)

seguintes transformadas de Fourier:

3
fd4x d4y d42 ei(p'.y_p~z—q-x)ag 6w(y)§1p1;£?;A#(x) —e (27.[)454(p/ —p _q) q“ru(p’, D, Q), (3.21)
3 f dixdty dtz ! (P Y PEma ) g4y Z)L[O_] =@2n)*6*(p - p- S~ "), (3.22)
oy (y)oy(x)
f dixdty diz /Py PEmax) gy y)L[O_] = 2n)*6%(p' - p - ¢)S 1(p), (3.23)
op(x)op(z)

onde S(p’) e S(p) denotam propagadores fermidnicos no espaco de momentos e Fu(p', p,q)éa
funcéo de vértice amputada. Dessa forma, multiplicando (3.20) por (P y—pa=qx) o integrando

emx, y e z, obtemos
g"T (@', p)=S"'(p)-S (p) (3.24)

que é conhecida como Identidade de Ward-Takahashi? [37], cuja representacdo diagramatica é:

Podemos, ainda, expressar a Identidade de Ward-Takahashi em termos da funcéo de vértice néo

amputada, Au(p', p), definida como

Au(p', p)=1iS(P"Tu(p’, pP)iS(p). (3.25)

2No limite de ¢ — 0, encontramos a Identidade de Ward:

S~ 1(p)
Oopt

Lu(p, p)=

>

um caso particular de (3.24).
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Logo,
g"Au(p’, P)=S(p")-S(p). (3.26)

As condicdes (3.24) e (3.26) sdo expressoes que refletem as simetrias das amplitudes em Teorias

Quanticas de Campos, e que as correntes devem satisfazer em nivel quéntico.

3.2 Relacao de Goldberger-Treiman

A relacdo de Goldberger-Treiman [38] estabelece uma conexédo entre as propriedades de
interacoes forte e fraca dos hadrons. Para obter a relacdo de Goldberger-Treiman, vamos
considerar o processo de decaimento fraco do pion. Devido a paridade, tal processo é dominado
pelo elemento de matriz da corrente axial entre o estado de vdcuo e de um pion, (0|J X |7). Este

elemento de matriz deve ser proporcional ao quadri-momento do pion g*:

(073 |7(@) = @T = ifxq"6"0e 1", (3.27)

onde: ® indica a insercédo da corrente axial (na representacédo diagramatica); f, =~ 92 MeV é
a constante de decaimento fraco do pion, determinada experimentalmente; os indices a e b
se referem ao isospin e u indica o carater vetorial de Lorentz da corrente axial. Tomando o

quadri-divergente da Eq.(3.27), teremos

(010, |7°(@)) = frquq"5°%e ™'

= fam25%e™10, (3.28)

Note que a simetria quiral é quebrada, pois a conservacdo exata da corrente axial (isto é,
G#Jz’ # = 0) exigiria que o pion néo tivesse massa. No entanto, devido ao fato da massa do pion
ser pequena comparada com as escalas hadronicas, temos uma indicacdo de que a corrente
axial é parcialmente conservada. A expressio (3.28) é conhecida como a hipétese PCAC (Partial
Conservation of the Axial Current).

Além disso, (3.28) fornece outra informacéo interessante: a corrente axial pode ser transpor-
tada pelo campo do pion. Como este ultimo possui spin 0, o mesmo deve obedecer a equacao de
Klein-Gordon:

("0, +m2) @*(x) =0, (3.29)

cujas solucoes sdo ondas planas (a menos de uma constante de normalizacéo), ®%(x) = e '™, Isso

nos permite reescrever (3.28), como
Opd gt = 2010, @%(x) = JF = f0M D (). (3.30)

Outro exemplo relacionado a conservacdo da corrente axial é fornecido pela interagdo pion-

nucleon. A corrente axial do nucleon é dada por [39]:
a

_ T
Ty = gaiNY Y5 5N, (3.31)
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onde ¥y = (préton, néutron) é a representacéo isoespinorial do préton e néutron, o fator g, é
devido & renormalizacio da corrente axial do nicleon e 7% é um elemento do grupo de isospin

SU(2). Como o campo que descreve o nicleon obedece as equacoes de Dirac:

(iyH0,—my)yn(x) =0, (3.32)
Py (iy#0,+ my) =0, (3.33)

podemos usar tais equacgdes para escrever o quadri-divergente da corrente axial (3.31) na forma

OHJX,’“ = igale,l_/N)/5Ta1//N. (3.34)

Vemos que a massa do nucleon, mp, ndo permite a conservacdo da corrente axial. No entanto,
lembremos que o nicleon interage fortemente com o pion. Portanto, se considerarmos a soma das
contribuicoes de ambas as correntes, podemos recorrer a ideia de uma corrente axial parcialmente

conservada. Usando as relagoes (3.30) e (3.31), podemos escrever a corrente axial total como

_ ¢
Tr¥ = 8aUNY Y55 WN + 2010, (3.35)
Se agora exigimos que a corrente axial total seja conservada, chegamos a seguinte relacéao

. ImnN _
3,0 D" = —zgaf—NwNy5TawN, (3.36)

n
que tem a forma de uma equacao de Klein-Gordon para um pion sem massa interagindo com o
nucleon. Se exigirmos que o quadri-divergente da corrente axial seja consistente com o resultado
da hipotese PCAC, Eq.(3.28), podemos introduzir um termo apropriado de massa para o pion na
expresséao (3.36), o que nos fornece:

. mpy _
(00" +m2) ®% = —igy —~NYsT YN, (3.37)

T

onde identificamos a expressdo para o acoplamento pion-ntcleon:

m
SaNN = ga—X, (3.38)
fr

que é chamada relacao de Goldberger-Treiman [40]. Como vimos, tal relacao é uma consequéncia
da quebra espontanea da simetria quiral e da hipétese PCAC. Todo modelo quiral deve conseguir
reproduzi-la, e no caso do modelo espectral, ela é essencial, por exemplo, no estudo do decaimento

anomalo do pion [21].



Capitulo 4

Modelos Quirais de Quarks

Neste capitulo, apresentaremos brevemente algumas caracteristicas dos modelos quirais de
quarks e introduziremos o modelo espectral de quarks, que é um modelo efetivo utilizado como

alternativa para descricdo da QCD em baixas energias.

4.1 Introducao

Modelo quiral de quarks é um nome genérico para qualquer teoria de campo relativistica que
descreva caracteristicas nédo-perturbativas da QCD. Em geral, tais modelos sdo construidos de

forma a incorporarem determinadas caracteristicas comuns, listadas a seguir:

1. os quarks sio introduzidos nestes modelos como dnicos graus de liberdade explicitos, ou
seja, os gluons sao representados por uma constante de acoplamento, de forma que as

interacbes sejam pontuais;

2. o comportamento nao-perturbativo manifesta-se pela presenca de uma massa constituinte

para os quarks, consequéncia de um vacuo nao-trivial;

3. diversas simetrias da QCD sao reproduzidas, principalmente as invariancias de calibre e

quiral;

4. essas simetrias sdo expressas pelas Identidades de Ward-Takahashi, e modelos quirais de

quarks oferecem solugoes particulares para as mesmas.

Apesar dos modelos efetivos, em geral, fornecerem uma descricao quantitativa razoavelmente
precisa de processos hadronicos, ha uma falha sistematica na construcio dos mesmos, uma fonte
de ambiguidades, que reside no fato de que os modelos quirais de quarks sdo, supostamente, uma
aproximaciao da QCD em baixas energias. Um ingrediente essencial é a supressdo de graus de
liberdade de altas energias, separando o regime de baixas energias, onde o modelo é suposto

funcionar, e o regime de altas energias, onde a dindmica da QCD genuina, em termos de quarks

28
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explicitos e glions, deveria defini-lo. Isto estabelece uma certa escala, ou corte (que podemos
entender como o valor de energia abaixo do qual supode-se valido o modelo). A escala adquire
um significado fisico, e deve ser mantida em todo tratamento destes modelos. A forma precisa
com que este corte de energia deve ser introduzido nédo é de todo clara, sendo a razao para a
mencionada ambiguidade. Dessa forma, nfo é possivel decidir por um modelo ou outro apenas por

suas caracteristicas tedricas, sendo fundamental, portanto, a avaliacédo de seu poder de predicao.

4.2 Modelo Espectral de Quarks

O modelo espectral de quarks é uma abordagem na qual um modelo quiral de quarks é
construido a partir de uma generalizacdo da representacdo de Lehmann para o propagador
do quark [38], representado por uma dada funcdo espectral p(w), e a chamada técnica de

calibre [16,17]. Na representacio de Lehmann, o propagador do quark é dado por:

p(w)

—, 4.1)
p—w

S(p) :f dw
C

onde w é a massa espectral (massa constituinte do quark), p(w) é a funcéo espectral (ou distribui-
cao espectral) e C denota um contorno no plano complexo escolhido adequadamente.

O conceito de massa constituinte esta relacionado a hipétese de que os quarks dentro dos
hadrons nao sao particulas pontuais livres. Enquanto a massa dos hadrons é algumas centenas
de MeV (podendo chegar até alguns GeV), a massa corrente dos quarks mais leves é da ordem
de 4 MeV. Considera-se, entéo, que os quarks dentro dos hadrons adquirem uma massa efetiva
(denominada massa constituinte) por causa do meio no qual estdo inseridos (gltons, quarks
virtuais, etc.). Assim, o propagador (4.1) pode ser considerado como o propagador de uma
particula ndo pontual, a qual esta relacionada uma funcéo espectral p(w), que descreve como a
massa efetiva do quark é distribuida dentro dos hadrons.

Exigéncias fisicas naturais, como a normalizacdo adequada e a finitude dos observaveis
hadronicos, sdo alcancadas pelo cumprimento das seguintes condi¢cées para os momentos da

distribuicdo espectral p(w):

o0 = fdw plw) =1, (4.2)

pnzfdww”p(w):o, n=12,... (4.3)
sendo os observaveis fisicos proporcionais aos momentos negativos (ou momentos inversos),

P-n Efdw o " p(w) (4.4)
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e aos momentos logaritmicos,

w2
o= fdw log(ﬁ) 0" p(w)

:fdw log(wz)w”p(w)—fdw log (u?) 0™ p(w)

~~

=0

_ f dw log (w?) 0" pw). (4.5)

Na ultima passagem de (4.5), usamos a condigdo (4.3) para remover a dependéncia na escala
U, garantindo assim a auséncia de qualquer transmutacdo dimensional. A tnica excegdo é o

momento p:
2
po(u?) Zfdw log(%) p(w), (4.6)
que depende de uma escala i e que nédo é regularizada pelo método espectral.

Nao é necessario, a principio, determinar a forma da distribuicao espectral p(w), mas sim as
consequéncias gerais e relacées implicitas que seguem das condi¢des espectrais (4.2 - 4.5). Na
secdo 4.3, mostramos uma forma de se obter estas condicoes.

Em Teorias Quéanticas de Campos, o cdlculo das amplitudes de probabilidade quase sempre
exige o emprego de esquemas de regularizacéo e renormalizacdo, a partir dos quais podemos
identificar e eliminar (quando possivel) as divergéncias presentes nas diferentes amplitudes.
Uma preocupacao na escolha de um esquema de regularizacio é que o mesmo deve preservar
propriedades de simetria presentes na teoria. A regularizacao espectral permite resolver explici-
tamente as identidades de Ward-Takahashi eletromagnética (ou de calibre) e quiral, através da
técnica de calibre, como veremos na secéo 4.4.

Dessa forma, o modelo com a regularizacio espectral, expressoées (4.1), (4.2) e (4.3), suprido
com acoplamentos obtidos por meio da técnica de calibre, possui simultaneamente as seguintes

caracteristicas:

¢ fornece valores finitos para os observaveis hadrénicos, que podem ser usados para fixar os

momentos inversos (4.4) e os momentos log (4.5);

¢ satisfaz, por construcao, as identidades de Ward-Takahashi de calibre e quiral, reproduzindo

assim, todas as exigéncias de simetria necessarias.

A satisfacao das caracteristicas acima simultaneamente por um modelo quiral de quarks néo
é algo trivial [13]. A regularizacdo introduzida pela técnica de calibre é especial pois ela néo
apenas torna a teoria finita, mas também corresponde a tomar o limite de cut-off infinito naqueles
observaveis que ndo dependem da massa constituinte. Isto permite a avaliacdo adequada de
anomalias, pois o valor préximo do experimental para a largura de decaimento anomalo do pion
(decaimento do pion neutro em dois fo6tons) pode ser obtido apenas em um modelo quiral de

quarks na auséncia de um regularizador (ou no limite em que o cut-off vai para o infinito) [41].
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4.3 Momentos da funcio espectral

Podemos parametrizar o propagador (4.1) na forma

S(p)=A(p)p +B(p) = A(p) p+£]
A(p)
Z(p)
-4 47
p-Mp) @D
com
A= [ do L2, (4.8)
—w
B(p)= fd p(‘”)“’z (4.9)
—w

A funcédo M(p) em (4.7) é a auto-energia do quark, enquanto Z(p) é a renormalizacéo da funcéo

de onda do quark, dadas por

B(p)
M(p)=—— 4.10
(p) Ap) (4.10)

Z(p) = [p% - M2(p)] A(p). (4.11)

Observe que se p(w) = p(—w) a massa do quark seria zero, M(p?) =0, e a quebra espontanea da
simetria quiral néo ocorreria. Portanto, em geral, espera-se que p(w) néo seja uma funcio par.
Como os observaveis fisicos sdo proporcionais aos momentos da funcéo espectral p(w), é
conveniente relacionarmos os momentos negativos (4.4) e os momentos log (4.5) as integrais que
envolvem M(p) e Z(p). Para isso, assumiremos que o seguinte conjunto de condicoes espectrais
seja satisfeito:
fdwwnp(w):éno, n=0,1,2,... (4.12)

e utilizaremos a seguinte identidade (cuja prova se encontra no apéndice C.1.1):
n
fdw%(w = p"S(p)-p" L, n=1,2, ... (4.13)
—w

Substituindo (4.7) em (4.13) e racionalizando os denominadores, teremos

pto p+M(p) 1
e R e o R 19
Temos duas possibilidades para n, par ou impar. Para n = 2k (par), encontramos:
2k pro 9 p+Mp) 2k-1
fdww p(w)p2_ 5 =D Z(p)m _
w2k w2k+1 pZ(p) Z(p)M(p) ka P
dw[ (w) 5+ (w) =p2h LT p2%* - x =
f Y Y w2 p p2 —M2(p) p p2 —M2(p) P P
Z Z(p)M
PLak(D?) + Lopa(p?) = pp — ) n ZDMP) _, ohez - (g15)

2 — M2(p) p p2_M2(p)—li)p ’
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onde, na ultima passagem, definimos

1
L.(p%= f do 0" p(@)——. (4.16)
pT—w

Comparando termos de mesma poténcia em p, obtemos as seguintes identidades:

Z(p) _
L 2y _ 2k _ 2k-2 4.17
2k (%) =p 22 P (4.17)
Z(p)M
Lops1(p%) = p?* Z(p) M(p) (4.18)

p2 —M2(p)’

que séo obtidas também para o caso de n impar. A partir do conjunto de condigdes espectrais

(4.12), encontramos as seguintes relacoes de recorréncia para n > 2:

1 1
fdw w"p(w)—5— :pzfdw wn_2p(w)ﬁ, n>2 (4.19)
p’-w p’-w

Ly(p?) = p*Ly-2(p?), n>2 (4.20)
cuja verificacéo se encontra no apéndice (C.1.2). De (4.5), temos que

o= f dw 0™ log(w?)p(w)

o 1
:fdw w”p(w)f dp® - (4.21)
0 b —-w

Passando para o espaco Euclidiano (p2 — = p%), obtemos:

9 2
p;’L = _‘/(; dpE Ln(_pE)

o0
=- fo dpy PrLn-o(-p%), (4.22)

que descreve os momentos log de p(w) em termos de M(p) e Z(p).
Ja os momentos negativos podem ser obtidos a partir da derivada do propagador do quark

(4.1) na origem:

d n—-1
Dn= fd“’ p(f)‘;’) __ (@) S(p)‘pzo, n=1,2,... (4.23)

Assim, dado o propagador do quark S(p), podemos obter os momentos log e os momentos
negativos apenas utilizando as relacoes (4.22) e (4.23) sem precisar encontrar a forma explicita

da funcéo espectral.
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4.3.1 Limite p— o0

Para grandes momentos, limite em que p — oo, podemos expandir o propagador do quark

(4.1), na forma:
1 1 1 9
S(p)) ~—fdwp(a))+—2fdwp(w)w+—3fda)p(w)w +... (4.24)
p—© p p p
Uma vez que na regido assintética o propagador do quark é normalizado para
1
S(p)=—, (4.25)
p

podemos obter de (4.24) a seguinte condic¢do espectral

0o = fda) plw)=1. (4.26)
Considerando que a funcdo de massa M(p) deve assintoticamente se anular, a relacdo (4.10) se
torna L I
B(p) = [dow p(w) w
Mp)=""2o— Mp)| =2 —— =B -Hg (4.27)
A(p) po S fdwpw) po 1

com isso, obtemos que p; = 0. Observe que se todas as condig¢oes espectrais fossem determinadas
a partir da mesma expansdo para grandes momentos, trivialmente isso resultaria em um
propagador total para o quark livre e sem massa. Portanto, a expansao para grandes momentos
néo pode representar o propagador completo (e néo trivial) do quark.

Como mencionado no inicio da secédo 4.2, o modelo espectral de quarks também faz uso
da técnica de calibre para determinar representacdes particulares das funcoes de vértice que
satisfazem as identidades de Ward-Takahashi. Essas quantidades sdo determinadas na secéo a

seguir.

4.4 Técnica de Calibre

Nesta secéo, vamos especificar os acoplamentos dos vértices, com uma e duas correntes, para
quarks de massas iguais a fim de, a partir das identidades de Ward-Takahashi (WT), obtermos
as funcoes de vértice vetorial e axial.

Na secao 2.2.4, vimos que na QCD as correntes vetorial e axial podem ser definidas como:

A
JG’a(x) = cj(x)y“;aq(x), a=1,2,...,8 (4.28)

a . A
Jh 4 (x) = q(x)y%?"q(x), a=1,2,...,8 (4.29)

onde 1, sdo as matrizes de Gell-Man, y* as matrizes de Dirac e y5 = iyoy1y2Ys é a matriz auxiliar.

A conservacdo da corrente vetorial (CVC) e a conservacao parcial da corrente axial (PCAC)
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implicam que:

0pdy “(x) =0, (4.30)

a _ i
0pdYy (x):q(x)mqu5?q(x), (4.31)

sendo m, = diag(m,, mg, ms) a matriz de massa corrente dos quarks. Cabe destacar que
qualquer teoria efetiva da QCD deve incorporar esses vinculos. As relacées (4.30) e (4.31)
implicam em um conjunto de identidades de WT de calibre e quiral entre as funcées de Green
envolvendo correntes vetoriais, axiais e operadores de campos de quarks, que sao baseadas em

regras de comutacio locais entre correntes e campos:

Ao ,
@, a@)] | = rs Srabt =), (4.32)
X —xO

a !/ A’a !/
|75 @), g =T @), (4.33)
X =x0

Assim como na QED, procura-se por solugdes aproximadas de um conjunto completo de
equacoes ligando as funcoes de Green em varios modelos quanticos de campos. A maioria dessas
aproximacoes equivale a somar conjuntos especificos de graficos de pertubacgoes com a esperanca
de que a selecédo ira fornecer contribui¢ées dominantes na regido cinética de interesse. Em teorias
de calibre, grande parte dessas aproximacoes viola as restricées de calibre entre as funcgoes de
Green e isso torna dificil avaliar a veracidade ou néo das solugoes encontradas. No entanto, ha
um método de aproximacao que tem a virtude de preservar as identidades de WT em todas as

fases, denominado técnica de calibre [16,17].

4.4.1 Veértices com uma corrente

As funcées de vértice vetorial e axial ndo amputadas sédo definidas, respectivamente, como:

p
g . .
AP, p)= =iS(py(p', P)iS(p)
p+q
- f dx dx' (0| T {7 “(0)g ()G ()} 0)e ®'* P (4.34)
e
p
q . .
AP, p)= -<-- =S “(p', p)iS(p)
p+q

- f d*x dx (0| T {7 “(0)g ()G ()} 0)e' @29, (4.35)
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onde os I'’s sdo as correspondentes funcdes de vértice amputadas’. A identidade de WT para o

vértice vetorial é dada por

Ae A
(p'-p)uAy (P, p) = S(p’);“ - EaS(p), (4.36)
com p’ = p +q. Para o vértice axial, tem-se
!/ H,a !/ ! ;ta Aa
—(p —pu\y (P, p)=S(p )375 +Y5?S(p). (4.37)

A técnica de calibre consiste em escrever solugoes tentativa (funcoes de vértices) com o propésito
de satisfazer as identidades de WT, expressoes (4.36) e (4.37). Para um sabor, escrevemos a

solucdo tentativa a partir da definicdo da funcéo de vértice vetorial, Eq.(4.34), da seguinte forma:
A (P!, p)=iS(pTL (', p)iS(p)

_ R 4
fda)p(a))pl_w)/ 2 p—w (4.38)

Podemos agora verificar se a solucao tentativa (4.38) é de fato a solucéo para funcéo de vértice

vetorial. Para isso, basta inserirmos (4.38) na identidade de WT para o vértice vetorial, Eq.(4.36):

a, / . I Aa /1a
(p' = pluiSETy (b, PiS(p) =S = 5 S(p). (4.39)

-

AP, p)
Avaliando apenas o lado esquerdo de (4.39), teremos
Aq .
(p' - P)iSEHTL(p', p)iS(p)=iS(p)p’' —p)?LS(p)
——

A
i3

A .
=iS(p)p'~w—p+ ) iS(p)

. / Aa . . / /1‘1 H
= IS p—w) 5 iS(p) - iS (P \p—) 3 iSp)

nAa  Aa
=S(p )E—ES(p). (4.40)

Vemos que a solucio tentativa (4.38) satisfaz a identidade de WT para o vértice vetorial. Seguindo
procedimento semelhante, podemos obter a solucéo para o vértice axial. Entao, inicialmente,
construimos a solugdo tentativa a partir da definicéo (4.35):

Ao 1

Y“Ys—a

- (4.41)
p-ow 2 p-w

A (', p) = fdw p(w)

1Esclarecimento sobre convencdes: utilizamos e *P* para particulas entrando no vértice e e'?* para particulas

saindo. No caso de particulas livres sem massa, as fungdes irredutiveis sdo normalizadas de acordo com Fg’ ¢ = y“?a
A
Ha _ a
el "=y Y5y -
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e, em seguida, inserimos essa solucdo na identidade (4.37):

a / . . ! ! A/a .
—(p' - p)uiS(P"TL“(p', PiS(p) = -iS(P")p ~ P57 iS(p)
/ Aa nAa
:MMm?S(pHS(p )?Y5 [20 + (p — w)] S(p)

A A A
= S(p’)E"yg, +y5?aS(p)+S(p')2wy5?aS(p). (4.42)

Na primeira passagem de (4.42), somamos e subtraimos 2w e também usamos a propriedade de
anti-comutacfo das matrizes y (ver apéndice A), y,¥5 = —Y5Yu, no segundo termo. Note que a
solucéo tentativa (4.41) satisfaz a identidade de WT axial a menos de um termo proporcional a

massa espectral. Dessa forma, precisamos subtrair esse termo em (4.41), o que resulta em

20g"\ A, i
2 Y5
q

A, p)= f dw p(w)p,L_w (y*‘— (4.43)

2 p-w
4.4.2 Relacao de Goldberger-Treiman

Uma consequéncia da identidade de WT axial, valida apenas se p(w) # 6(w), é a ocorréncia
de um pélo pseudoescalar sem massa, identificado com o pion. Préximo ao pélo (g2 — 0), o
decaimento do pion, dado pelo vértice axial (4.43), é dominado pelo acoplamento pseudoescalar.

Nesse limite, o vértice axial esta associado & funcdo de onda do pion? por meio da relacéo

A (P!, p)

l 2wqt Ao 1
- [awp -2 s’y
q—0 f p/_w q2

2p-w
q"
= —ZfH?Aﬂ(p , P), (4.45)

onde f; é a constante de decaimento fraco do pion. De (4.45), tiramos que

] Ao 1
A%, :fd e 4.46
(D, D) wp(w)p,_w ﬂys 2 p—ow (4.46)
sendo que o acoplamento pseudoescalar entre os quarks e o pion é dado por
)
gnlw)=—. (4.47)
fr

Nota-se que (4.47) é a versao espectral da relacdo de Goldberger-Treiman (veja secéo 3.2).

2A funcéo de onda do pion, correspondente ao vértice 1 — ¢gq, é definida como:

— AY(p!, p)=i f d4x e 70| T (OGN 1)) (4.44)
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4 4.3 \értices com duas correntes

Os vértices com duas correntes, axiais ou vetoriais, serdo necessarios para o calculo dos
fatores de forma. Portanto, nesta subsecéo, iremos explicitar a obtencéo do vértice axial-axial,

definido por

@em*s*(p' +q' -p - q)A“’a’V ', 49 p, q):fd4xd4x’d4y’d4y el *4p"y'~qa=py)

(0|7 {74 @y P haat o), @.48)

que no caso do SU(2)¢, satisfaz a seguinte identidade de Ward-Takahashi®:

_iqu,u,avb(p s . @) = i€pgo v ‘', P)+—7’5AA (p -q, p)+AA (p p+q)—Y5, (4.49)
com . .
A{;c(p',p)=fdw p(w)p,l_wYV%piw,
) Axb(p'—q,P):fdwp(‘”)p/—;_w(Yv_z‘;’gv)w’%bpiw’
Axb(p,’p+q):fdwp(w)p’i—w (YV_ZZZV)Y5T2bp+;_w,

€pac € tensor de Levi-Civita e 7, sdo as matrizes de Pauli (veja apéndice A). A solucdo para (4.49),

{( 2wq" ) Tp I
Y ——% |V5 o T X

obtida a partir da técnica de calibre, é dada por

AP, g p, q)—fdwp(w)

q'? 2p+q-w
X(Y“ 209 )Y5T—a (Y” zwqu)mr—“—i
q® 2 q” 2p -q-w
209"\ 1, wqVg* } i
v_~—“"2 — +——=0, , 4.50
X(Y 72 )Ysz 7742 b o (4.50)

No limite de ¢2 e ¢’> — 0, verificamos que o vértice axial-axial, dado pela Eq.(4.50), esta

associado a amplitude de espalhamento ndo amputada, 1qg — nq, pela seguinte relacédo

Y 1
A M, Q5 ,b( /’ /; , ) f2q q (4.5 )
q,9'—0 3 2
sendo
»q)= dwp U) f ~ Y57 =Y Tgt
+—vVE=T —i } L (4 52)
. .
Y5Ta f Y5Th

Os resultados apresentados neste capitulo para o modelo espectral de quarks seréo utilizados
como base para extenséo do modelo, incluindo diferentes sabores de quarks, que sera introduzida

no préximo capitulo.

3Nesta subsecdo, a e b sdo indices de isospin, ou seja, assumem valores de 1 a 3.



Capitulo 53

Modelo Espectral de Quarks SU(3);

Neste capitulo, apresentaremos o desenvolvimento do modelo introduzido em [22,23], que
inclui a descricdo de mésons formados por quarks de diferentes sabores, e realizaremos a exten-
sao desse desenvolvimento para a descricio analitica de observaveis fisicos ndo determinados
anteriormente, como o condensado nao-local de quarks, a funcéo de correlacio pseudoescalar e
o fator de forma eletromagnético do méson kaon. Portanto, este capitulo engloba os resultados

originais produzidos neste trabalho e os obtidos em [22, 23].

5.1 Introducao

A versao do modelo espectral de quarks com trés sabores [23] foi desenvolvida de forma
analoga a formulacéo original apresentada em [12]. No entanto, devido a inclusdo do quark
strange, fez-se necessario a introducdo de duas distribuicdes espectrais, p,(w') e ps(w), para
descrever as massas constituintes dos quarks up(down) e strange respectivamente. Dessa forma,

empregando a representacido de Lehmann para os propagadores desses quarks, tem-se

Ss(p):f dw ps(w)’
C p—w

onde o’ e w sdo as massas espectrais para os quarks up(down) e strange respectivamente, e C

pu(w,)
p-w

(5.1)

Su(p') = f do'
(]
denota um contorno no plano complexo escolhido adequadamente.

5.2 Regularizacao Espectral

A regularizacio espectral é construida, assim como no modelo original [12], a partir de

exigéncias fisicas, implicando em condicées sobre os momentos das distribuicdes p,(w') e ps(w):

normalizacéo: Pq,0

fdwpq(w) =1, (5.2)

finitude dos observaveis: Pq,n

fdwpq(w) w" =0, n=1,2,... (5.3)

38
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Pq.-n Efdwpq(w)w_”, (5.4)
observaveis fisicos o

P;,n = fda)pq(w)w” log(a)z) , n=1,2,... (5.5)

onde p,(w) denota, genericamente, qualquer uma das distribuigdes p,(w') e ps(w).
Nas proximas secoes, determinaremos alguns observaveis fisicos que seréo uteis para estabe-

lecer condicoes a serem satisfeitas pelos momentos negativos (5.4) e os momentos log (5.5).

5.3 Condensado de Quarks

O condensado de quarks é o valor esperado no vacuo de um par quiral férmion/anti-férmion,
sendo um parametro de ordem para transicio de fase que ocorre devido a quebra espontanea da

simetria quiral. O condensado de quarks é dado por:

. ], (5.6)
p—w

onde N, =3 é o numero de cores. Tomado o traco no espaco de Dirac, encontramos

. d*p
(gq) = —lchd(x) pq(w)f(zﬂ)4Tr

ptw

(ag)==iNe [ dwp )fd4pT
49)=~iN. | dwpy@) [ o= T

_ d*p 1
= —l4chd(U pq(w)wfmm (57)

-

I

A integral em p é quadraticamente divergente, e portanto, requer o uso de um método de regula-
rizacdo auxiliar, que sera removido no final do calculo. Resolvendo I; por meio da regularizacéo

tipo sharp cut-off (ver apéndice C.2.1), obtemos

-N,
2 fdw pg(w)w

A? +w?log (w—z)]
A2 + w?

(qq)=

_ N fdw pq(a))w[A2 +w?log (w?) — w?log (A% + 0?) ] (5.8)

 4n?
Para garantir a finitude dos resultados quando A — oo, temos as seguintes condicoes:
Pg,1= fdw pq(w)w =0, (5.9)
Pgq,3= fda) pq(w)w3 =0, (5.10)
resultando em

-N —-N,
(qq)= H2"folcu pq()w?log(w?) = 4”20 Py 3- (5.11)
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Assim, vemos que o cumprimento da condicédo espectral (5.3) nas relacées (5.9) e (5.10), vem da
exigéncia fisica de (ch> ser finito. Além disso, nota-se que na fase perturbativa, sem quebra es-
pontanea de simetria (onde Pqe(w) = pg(~w) = 6(w)), teriamos (gq) = 0, uma vez que o integrando
de p;’ 3 é impar. Com estimativas experimentais para diferentes condensados [42] e [43], dadas
por

(au) = {dd) = —(243 MeV)? (5.12)

(5s) =1.08 (au) = —1.08 (243 MeV)?, (5.13)

em escalas hadrénicas tipicas de 0,51 GeV, podemos inferir os valores de p;, 3 e p; 3. Avaliando

o sinal dos condensados de quarks, verificamos que

0l 5 >0, (5.14)
P53 >0. (5.15)

5.4 Condensado nao-local de Quarks

De maneira geral, condensados néo-locais descrevem a distribuicdo de quarks e gldons no
vacuo nao-perturbativo (no regime de baixas energias). Isso significa que, no vacuo, quarks/glions

possuem virtualidade! diferente de zero. O condensado néo-local de quarks é dado pela seguinte

expressao:
(g(0)q(x))
(x) = ——. (5.16)
Q)= 0q0)
No nosso caso: ”
1 .
(g(0)q(x)) = —4ichdw pg(w) w[ #lﬂ ~ wzelp.x (5.17)
N - _
e
(g(0)q(0)) = —4ichdw pglw) wly. (5.18)

A integral em p no numerador de (5.16), I9, pode ser resolvida usando uma Transformada de

Fourier-Bessel (ver Apéndice C.2.2), resultando em

] _N., K (Vo)
(q(0)q(x)) = . fdw pg(®)w = (5.19)

onde x é a coordenada no espaco de Minkowski e K (\/ —w2x2) é a funcao de Bessel modificada
(também conhecida como func¢do de MacDonald). Enquanto no denominador, temos o condensado

de quarks, {(g(0)q(0)) ={gq), cujo resultado ja foi obtido na se¢éio anterior. Assim,

_Nc ,
(§(0)q(0)) = —=p' . (5.20)
47-’:2 q,

LA virtualidade representa o quanto o quadri-momento de uma particula esté fora da camada de massa.
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Logo,
K (\/T%Z)

VZs2

Uma quantidade relacionada ao condensado nao-local é a virtualidade média no vacuo desses

Qq(x) = ,Lfdw ;oq,(w)élw3 (5.21)
Pq,3

quarks, definida como:

(q(0*)" q)

22=MY) 97 (5.22)
7 (qq)

No denominador de (5.22) temos o condensado de quarks, resultado ja conhecido. Portanto, basta

analisarmos o numerador:

(6" @)= ~4iN [ do pyton [ £
q q)= LiVe wpqw (2”)4p2

w

—ip-x (62)" eip-x

=—4iN, fdw pq(a))f e 2_w2 o P (—p2)n PR

. d*p (-p*)"
= —4chfdw pq(a))wf(zn)4 ;2_3)2. (5.23)
N + y

Resolvendo a integral I3 a partir do método de regularizacao sharp cut-off (ver apéndice C.2.3),
obtemos

onn (- 1yH4pJ /’ (=D*nIA2"*2 ( w?
) e mA 1
(q(0°) q)= dow pg(w) w 2+ 1) +w 08| 25—

Usando as condigoes espectrals:

)+O(A2”. (5.24)

n= fdw pg(w)w™ =0, n=1,2,3,... (5.25)
encontramos que
( 1)n+1NC .

(4(0%)"q) = fdw pg(@) 0*" P log(0?) = 4z Paones (5.26)

Inserindo as expressoes (5.26) e (5.20) em (5.22), ficamos com

( 1)n+1N

2= (-1 q2n+3, (5.27)
em particular, para n = 1, temos

. 12 _ _p:z 5
u ’

22— Pq,5 P

1 P;’?’ Az__ps 5

S !/ 4

ps,3

enquanto as estimativas no método das Regras de Soma da QCD, sugerem o valor de /13 =~

0,5+0,1GeV? [44]. A positividade de /lg e dos momentos log p;, g€ p’s, 3 (ver secdo 5.3), exige que

P,.5<0, (5.28)
pl, 5 <0. (5.29)
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5.5 Densidade de Energia no Vacuo

A densidade de energia do vacuo, B, € a energia esperada do vacuo devido a criacdo espontanea
de pares particula-antiparticula virtuais. No modelo espectral de quarks, podemos calcula-la a

partir do tensor energia-momento para um modelo puramente de quarks:
i
O (x) = q'(x)§ [yH0Y + 7Y 0! ] q(x) —n"" Ly (), (5.30)

n"" é a métrica de Minkowski (ver apéndice A) e Z,(x) = §(x)(id — w)q(x) é a densidade de lagran-
giana quiral. Tomando o valor esperado no vacuo de 6*'(x) e considerando duas distribuicées

espectrais, p,(0') e ps(w), teremos

1
p -0

. d4p 1 1 LoV Vol wv
—chfdwps(w)f(zn)4Tr{p_w [Q(Y b typ )—77 (p—w)”

1
(6"(x)) = -2iN, fdw pu(w )f )l { [5 (y"p" +y"p'*) =™ (p’—w’)]}—

] e e
= —4LN fd(x) pu(w )f (21 )4 p/2 —w'? +
d*p p"p" -1 (p?-w?)
fdwps((U)f (2 )4 2_w2
=B + (6L (), 63D

onde HSV(x) é o tensor energia-momento para teoria livre, avaliado com p,(w) = ps(w) = 8(w). De

(5.31), tiramos que a densidade de energia no vacuo, é dada por

d4 l (1) (1)2
fda) pulw )f (2;1)4 fdwps(a))f @y 7 wz] (5.32)

Usando o resultado da integral 11 (apéndice C.2.1) em (5.32), encontramos

N, / 12| A2 2 w?
16n2{2fdw pu(w)w™ | A 2+ w?log el lRg

Para que B seja uma quantidade finita, temos as seguintes condicoes:

B=-iIN,

B=

+ ' log(

W'
Pu,2 = Ps,2 = fdw' pu(@w? = fdw pulw? =0, (5.33)
Pu,4=Ps, 4= fdw' pu(ww™ = fdw pu(ww* =0, (5.34)

resultando em

N
(200,44 0}, 4] 5.35)

B=- [ fdw Pl log ('2) fdwps(w)w log (w )] T6n2

162
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No caso de quebra esponténea da simetria quiral, espera-se que (fgo) < (600),, ou B < 0. De
acordo com o método das Regras de Soma da QCD para o charmoénio [45,46], no caso de trés

sabores, tem-se

_ 9 yas o\ _ +35 4
B_—3—2<;G )= - (2243 Mev)". (5.36)

onde a; é a constante de acoplamento efetiva para interacées fortes e G% = GZVGZV, sendo G},
o tensor de intensidade do campo de glions. Embora o resultado (5.36) apresente uma grande

incerteza, podemos afirmar que

(200,.4+0.4) > 0. (5.37)

5.6 Técnica de Calibre

Nesta secdo, utilizaremos a técnica de calibre para determinar as funcgoes de vértice, com
uma e duas correntes, que satisfacam as identidades de Ward-Takahashi no contexto de quarks

com diferentes sabores.

5.6.1 Vértices com uma corrente

No caso SU(3)¢, as funcdes de vértices vetorial e axial ndo amputadas séo definidas por:

p
q . .
AP, p)= =iS,(pTy(p', P)iSs(p)
p+q
= f d*x d*x'(0|T {J4 “(0)g(x)G(x)}| 0)e P™ ~P) (5.38)
e
p
q . .
AP, p) = o= =iSu (T (P, P)iSs(p)
p+q
= f d*x d*x'(0|T {5 “(0)g(x)g(x)}| 0)e' P+ ¥, (5.39)

respectivamente. Em contraste com o resultado obtido em (4.34) e (4.35), agora temos um
propagador correspondente a um quark up/down e outro associado a um quark strange. Dessa

forma, a identidade de WT para o vértice vetorial se torna

a A’a A‘a
(p'— Py (D', p) = Sup) % =5 Ss(p), (5.40)

do mesmo modo, para o vértice axial, teremos

p) )
= (' =Py (', P) = SuP) Y5 + Y575 Ss(P). (5.41)
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Por meio da técnica de calibre, construimos a solucéo tentativa para o vértice vetorial, agora com

duas distribuicées espectrais, na forma

AP, p) = iSu (T (P!, P)iSs(p)

i Ao 1
= fdw'dw pu(w’)ps(w)p, — w’Yu?p — (5.42)
Inserindo a solucgéo tentativa (5.42) na identidade de WT vetorial, Eq.(5.40), temos
. . A A
(p' = P)uiSup"y (', PiSs(p) = SuP) 7 = 5 Ss(p). (5.43)
A"?az;’,p)
Avaliando apenas o lado esquerdo de (5.43), obtemos
u,a _ l Ag I
(p, —p)uAV (p,, p)= fdw,dw Pu(w/)Ps(w)m (p’ —p) gp W
:fdw'dwp (@")ps(w) i [p'—w'—p+w+(w'—w)]& :
“ T - 2 p-w
Ae 1 1 A J Ao 1
:fdw’dw pu(@)ps(w) [——a = ! (0 —w) = L.
2p-0w p'-0 2 p-o 2p-w
Agora, apliquemos as seguinte condicoes espectrais:
Pu,0=Ps,0= fdw’ pu(w') = fdw ps(w) =1. (5.44)

Logo,

i
p/ _ w/
Como pode-se verificar, a solucao tentativa (5.42) satisfaz a identidade de WT para o vértice

a Ao A Aa 1
(p’ _p)pAé’ (p/, p) = Su(p’)E - ESs(p) +fdw’dw pu(a)’)ps((u) (wl _(1)) ?ﬁ (5.45)

vetorial, Eq.(5.40), a menos de um termo, que pode ser utilizado para corrigir tal solucéo,

resultando em:

U, a _ l ((1)’ - U))qy //la l
A (P, p) = fdw’dw pu(w')ps(w)p, — ()f” R 2 p-w (5.46)
com ¢* = (p' - p)". No limite do modelo espectral para apenas uma distribuicio [12], obtemos
N0l p)= [ do plor——p it (5.47)
VvV p > p p p/ _ (,UY 2 p —w ’ .

que € o resultado esperado (encontrado na secéo 4.4.1). Seguindo os mesmos passos, podemos
obter uma solucéo para a funcéo de vértice axial ndo amputada:

i y WHwg") Ae i
p’—w’( - q> )%?p—w’
que também reproduz o resultado esperado no limite do modelo espectral para uma distribuicao:

1 a _ i 20q" Mg 1
M@ p)= [ dopo (=22 s

A verificacao da solucdo (5.48) se encontra detalhada no apéndice C.3.

N, p) = [ do/do pu(@)ps@) (5.48)

2p-o

(5.49)
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5.6.2 Relacao Analoga de Goldberger-Treiman para o Kaon

Note que o vértice axial ndo amputado possui um pélo em q2 — 0. Préximo a este pdélo, o
decaimento do kdon, caracterizado por (5.48), é dominado pelo acoplamento pseudoescalar e o
vértice axial é associado a funcédo de onda do kéon (correspondendo ao vértice K — q¢) pela

relagdo

A%, p) _(w’+w)q“) Ao i

za
q2 Y52p_w

i
L = fdw’dwpu(w')ps(w)p,_w, (

U
= —2fKZ—2A?{(p’, p), (5.50)

onde fx é a constante de decaimento fraco do kdon. De (5.50) encontramos

/ _ / / i (W+w) Ay 0
Ak(p', p) = fdw dw puw )ps(w)p, —w o7z "2 p-o’ (5.51)
sendo o acoplamento entre os quarks e o kdon dado por:
w' +w
gx(0', w) = , (5.52)
2fk

que é a relacdo analoga de Goldberger-Treiman para o kdon [47].

5.6.3 Vértices com duas correntes

Como vimos na secdo 4.4.3, o vértice com duas correntes axiais é definido como:

@6t +q' - p- A E D' ¢s b, @) = fd4xd4x’d4y’d4y el X +p"Y ~qx=py)

< (0| T{74 “ T P a(ah} o). (5.58)
Considerando as modificacdes realizadas para o propagador dos quarks no caso SU(3)r (secédo
5.6.1), a identidade de Ward-Takahashi para o vértice com duas correntes axiais torna-se
. wa;v,b, 1. . v,ep |/ Aa v,b, 1 v,b, 1 Aa
—iquNy (P a5 P, @) =—ifabc Ay (P, P)+EY5AA (p'—q,p)+A " (p ,p+q)§m (5.54)
onde:
i

p-w

i

p-o

v,cpo 1 _ 1 V/lc
Ay (p', p) = gfdw [ps(w)+pu(w)] Ly

(w’+w)qv) Ay 1
———— |75

v,b _ i
VAL =092 = [ dufdo puehpsr s - e

V_(a)'+a))qv) Ap i

,b _ i
AR (', p+q)—[dw'dw Pu(w')l)s(w)p,_w, (Y 2 Y5Em,
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e fabc SA0 as constantes de estrutura do grupo SU(3).
A partir da funcéo de vértice axial-axial (5.53) e das modificacdes realizadas nos vértices

vetorial e axial para uma corrente, podemos construir a seguinte solucdo para (5.54):

(YV ~ (0 + w)q’v) Ap

q/2 Y5? X

_ 1
AR, ¢ p, ) = §fdw’dw |Pu@)ps(@) + pu(@Ips(@) {p’l—

i H_(a)’+a))q”) )La+(yy_(w’+w)q“) Ao i

I ErE U 1Y AN
n v 1 + Fq YAy g Ag A ]
X(Yv_(w @)q )thw( b +_a_b)] ' } (5.55)

cuja obtencédo esta detalhada no apéndice Avaliando préximo aos pélos do kéon (isto é, no
limite de q2 e q’2 — 0), verificamos que o vértice axial-axial, Eq.(5.55), pode ser associado a

amplitude de espalhamento néo amputad Kq — Kgq, pela relacéo

zqq

Aﬂ,a v,b 2 o (p q;p, q), (5.56)

@', 4dp, @)

q,q’—>0

com

pu(w)ps(w)+ pu(w)ps(w')] { T L_

(a)’+w)(/lb/1a+ﬂta)tb)
2 (22 22
(' +w) A i (W+w) A, (@W+w) A, i

5 ; Y5 P a——t
fx 2 p+q-0 fk 2 x 2p -q-w

1
AP q'sp, @)= §fdw’dw

(5.57)

X

Y5—

(' +w) Ap i }
fx p-w

No limite do modelo espectral de quarks para uma distribuicéo, obtido pela substituicdo de

ps(w) = 6(w — w'), encontramos

a) l w
W b+—)’5 b7 Y5Tat

ab
N0, 0= [ dopto g fr

N ) i ) } i (5.58)
= Y5Tta——— 7 V5Tb ) .
g0t pw
que é exatamente o resultado esperado.

Como vimos, a técnica de calibre nos possibilitou encontrar as fun¢oes de vértice ndo am-
putadas vetorial e axial com duas distribuicdes p,(w') e ps(w). Essas funcdes de vértice serdo

fundamentais no calculo de alguns observaveis fisicos para o méson kaon.

2Definida como:

@0t64(p' +q' ~p - AL, ¢ p, ) = f d*xd*s’ P PR ()| T {g@)dh}| KO ().
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5.7 Polarizacao do Vacuo

A um loop, a contribuicdo de um par quark-antiquark para a polarizacdo do vacuo € calculada
a partir da funcdo de correlacdo vetorial, que é construida fechando uma linha de quark no

vértice vetorial ndo amputado (5.48), o que resulta em:

p+q

i (%) = W = f dtx e (o| T {4 )y 0} 0)
e f @t

lembrando que os indices a e b rotulam os geradores do grupo SU(3). Considerando um par

A
r| Ay (p+g, pwé’] : (5.59)

quark-antiquark (up-antiup/down-antidown), o tensor de polarizacao do vacuo pode ser escrito

como

. a*
LH%}”’(&)W = —chdw'dwpu(w')pa(w)f (2;))4Tr

i ( u (' - w)q“) i,
Y 9 o
p+e)—o q

2p-0 2

Das propriedades de trago envolvendo matrizes de Gell-Mann (apéndice|A), sabemos que

Tr

Aa /lb] _ 6ab

——|=— 5.60
2 9 g’ (5.60)

entao,

. —ua,vb
zl'[év (¢®)ua =N. —fdw dwpy(w )pu(w)f(2 i

p+g)+o (ﬂ_(w’—w)qﬂ) pPtw YV]
(p+q)2—w’2 q2 (pz_wz) ’

Realizando o trago no espaco de Dirac (ver apéndice|C.5), encontramos

N*

, 5.61
[(p+q)2—w’2](p2—w2) ( )

i (02) i :Nc%fdw’dwpu(w’)pu(w)f ’p
4% 9 (2m)*

[T [Ty
qu; (w/z_wz)_qu (a)a)'—wz)—n“v(p2+p-q—ww’) _

onde N*V =4 |2p*pY + ptq¥ +q"p" -

A partir da parametrizacido de Feynman, podemos reescrever o denominador da Eq.(5.61):

——f dx 1
AB Jo " [(A-Bux+B)*

(5.62)

Escolhendo A = (p+¢)? —w'? e B=p? - w?:

1
— = dx
AB f‘) [(pZ+2p-q +q2 - 0?=p% + )z + p? — 0?]?
1
—f dx 5
0 [2p-qx+q2%x+p? -0+ wix— w?]
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e completando quadrados, obtemos

1 fld 1
- = X
AB Jo [2p-qx+p?+qPxa®—q2x? + q%x — 2% + wix — 2]

(p+qx)?

1
_ f dx 1 2, (5.63)
0 [(p+qx)2—E’2]

onde =? = w? — (w? — 0®)x — ¢%x(1 — x). Com isso,

NHY

. 5.64
f(2”)4 [(p +gx)? — =2]7 669

1
I Vb( 2)pa =N, —=2 Oat fdw’dwpu(w’)pg(w)fo dx

Agora, realizemos a seguinte mudanca de variaveis: p +qgx — p'

iM% " (g2)yq = AN, _fdw'dwpu(‘” )pu(w)f dxf(znyL (0" - gq0)H(p'~q0)" +

(- “’2] {

u
+(p'—q9C)HqV+qu(p,—qx)v—%(p’—qx)v(wm

—n" [(p'— qx)* + (' - qx)- q — W] } (5.65)

Como o dominio de integracéo é simétrico, os termos lineares em p’, no numerador de (5.65),

podem ser eliminados. Logo,

1 d4 / 1
T (g2),0 = 2N, B f o' dwpy(@)ps() f dx f L _2p"p" + 2q¥q"x? -
0 (27) [pIZ_EIZ]
[Ty [Ty
—29"q" x + qaq (w/2_w2)x_ q (21 (ww/_w2)_nuv [p'2+(qx)2—q2x—ww'] }
q

Reorganizando os termos, temos
1
—912
[ p/z :/2]

—-ntv [p/z —q%x(1-x)-wa - (wlz —w2)x+ (wd" - w2) ] }

ya Vb(q Jua = 2N 5abfdw,dwpu(w )pu(w)f dxf(Zn’)4 {2p'“p'v—2q“qvx(l—x)—

1 d4 / 1 [y
:2N06abfdwldwpu(wl)Pﬁ(w)f dxf P {zp’ﬂp’v_z(_numrﬂ) «
0 (2m)* [p” _512]2 q2

x qzx(l_x)_nyv (p/2 _ 512) }

qq

1
:2N06abfdw’dwpu(w')pg(w)f dx{2I’“’—2( v )q x(1—2) 10 —
0

- quad}- (5.66)
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As integrais em p’ podem ser resolvidas usando o método de regularizacio dimensionaver
apéndice [C.6), resultando em:

":/2

. ! 1 iZ
iy (0% = 2Neda f do'dwp,(@)pa(w) fo dx{2 Pt

/ =2
e
_2(_1, . )qx(l x)(4 ; /(/)246(1)} (5.67)

a +1)|—

2 47
onde a' = |- —vyg +ln(_,2) +0(€)]
€
Logo,
BV _
45" (¢®)ua = Bab (_”HV " Qq_le) Mv(q*)ua (5.68)
com
_ 9 N, 1 2
Iy (g™)ya = ﬁfdw’dwpu(w'),oa(w)f dx [_q x(l_x)a, . (5.69)
b4 0

Note que (5.68) preserva a invariancia de calibre da polarizacéo do vacuo, ou seja,
b
g1 (q%)uz = 0. (5.70)

A partir do mesmo procedimento, podemos obter a contribuicédo do par quark-antiquark (strange-

antistrange) para a polarizacdo do vacuo:
[Ty
b —
5" (g®)ss = Bap ( g+ T qZ’ )Hv<q2>s§, (5.71)

onde N )
My (g?)ss = 4—02fdw’ala)ps(w')pg(a))f dx [— q2x(1-x)d'|, (5.72)
T 0

que também preserva a invariancia de calibre.

Os resultados obtidos nesta secéo corrigem os apresentados anteriormente em [22], onde rela-
¢oes entre novos momentos espectrais eram necessarias para garantir a satisfacdo da invariancia
de calibre para polarizacao do vacuo. Aqui, verificamos que apenas o uso da técnica de calibre em
combinacéo com a regularizacio espectral é suficiente para preservar tal invariancia, da mesma

maneira como ocorre na versao do modelo com uma unica distribuicao espectral [12].

5.8 Decaimento fraco do Kaon

A constante de decaimento fraco do kdon é definida a partir do seguinte elemento de matriz

(ver secdo|3.2):

(0]9% “|K"(@)) = ifxq"dape """ (5.73)

3Por simplicidade, iremos utilizar a regularizacdo dimensional nas aplicacdes envolvendo correntes vetoriais e
axiais.
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e pode ser calculada através da funcao de correlacédo axial-axial:
i (g?) = f d*x e (0|7 {4 @) "0} 0)

i
= —if2s abqqq .. (5.74)

De forma semelhante ao calculo da polarizagao, fechamos uma linha de quark no vértice axial

nio amputado (5.49) e construimos a funcio de correlacido axial-axial, resultando em

"% "% (¢%) = —N, R APt g kyy st
—1 AA q (2 )4 A +q, Y Y5E
dk i (@ +w)g"\ Ay i b
:—chdw’dwpu(w')pg(w)f(2ﬂ)4Tr[k,_w, (W—T)Ysgk Y Y5y
R —~— ., \—f—-’
[Ha rvb

com k' =k +q. Note que a expresséo acima envolve apenas um vértice completo, I'**¢ e um
vértice nq, %, Isto é necessario para evitar a dupla contagem e esta em conformidade com
o método de Pagels e Stokar [48]. Apés calcularmos o trago no espaco de Dirac, realizarmos
a parametrizacdo de Feynman e resolvermos as integrais no momento interno %, a partir da

regularizacdo dimensional (esses cdlculos sdo apresentados em [22]), obtemos

HoV gV

ua,vb, 9 N¢ bap / / 1 2 2 q ' 2
% (g ):—4—n27fdwdwpu(w)ps—(w)f0 dxal| - " (0* - w)x - p (0'w+07)+
+2quq (1-x)+ LW( 2) (! 2 —onkv 2 1-
.2 ¢>x(1-x)+7n —w)x+n" (0w +0?%) - 20" ¢%x (1 -x)
BqVy _
= 8ab (—n‘” - %) fa(q?), (5.75)
onde

_ _ N 1 w —w

HA(qz):HV(q2)+8—02fdw'dwpu(w')pg(w)(w'w+w2)f dx o' ( )x+1 )
T 0 w

No limite em que ¢2 — 0, temos

N,

pa,vb, 2,
HAA (q )—Q

H AV
Sab % f do'dwpy(0)ps(0) (00 +0%) 10, 0, ),
4

)] [0 =)}
w2+ (w? - w?)x 0 )

Devido a quebra esponténea da simetria quiral, temos um poélo na fungdo de correlagio

1
com 1(0, w, w'):f dx {
0

2 +1 (
- — 0
B YE g

axial-axial com o residuo proporcional ao quadrado da constante de decaimento fraco do kaon,

resultando em

(0'0+0?) 10, v, ).

fx =

872
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Resolvendo a integral 1(0, w, '), teremos

;N2c fdw/dwpu(w/)pg(w){ (403w + 20" log (0"?) - (403w’ + 20*) log (w?) ~
n

2 _
fk= 8(w'? — w?)

_@ﬂ+4gw+w%4}wﬁuw%m%4fbﬂ@ﬂ—%}. 576

A finitude do valor para ff{ exige as seguintes condigoes espectrais:
Pu.1=Ps.1 :fda)' pu(ww' = fdw ps(w)w =0, (5.77)
Pu,2 = 05,2 :fdw' pu(@w? = fdw ps(w)w® =0. (5.78)

Logo,

2o 1 [0*log (w?) — wtlog(w?)] 1 [03wlog(w?)-w?w'log(w?)] }
2 = -

N, ) oo =
472 fdw dw py(w ),os(w){4 (02— 0?) 5 (02— w?)

Definindo novos momentos espectrais como:

N w"log (0"?) - w*log (w?)
O':sp = fdw'dwpu(w’)pg(w){ (w’2 = wz) R (5.79)
) wwlog(w'?) — w'w3log (w?
65’51 = fdw'dwpu(w’)ps—(a)) g( ) g( ) , (5.80)
(wl2 _ w2)
teremos
N. [1_, 1.
fo= —4;2 Za;g + 505;—1 (5.81)
O valor da constante de decaimento do kdon pode ser usado para determinar a relacédo entre 5’;?5?
e (_ff'gl,
1 ! 1 !
[Z¢g+§—g»<o_ (5.82)
Tomando o limite do modelo original (para apenas uma distribuicdo espectral) na Eq.(5.81),
encontramos
N, N,
f2= —4;2 f do p(w)w?log (w?) = —4—;2;0'2, (5.83)

que coincide com o resultado apresentado por [12] para o decaimento fraco do pion. Entretanto,
no limite de sabores iguais, p,(w’) = ps(w), obtemos uma nova expressio para o decaimento fraco

do pion:

N, / /
f;?:_ ngfdw dw pu(w )pﬁ(w){

1 [0'*log (w) — w*log (w?)] . 1 [w0®log (w™?) — 0'w?log(w?)] }
4

1 (02— 0?) 2 (02— 0?)

© 4p2

]. _/40 1 _/31
ZO'ua + Eauﬁ . (584)
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5.9 Funcao de correlacao pseudoescalar

Vimos na secéo 5.6.2 que o acoplamento K — ¢q pode ser obtido a partir do vértice axial néo

amputado, avaliado préximo ao pélo do kaon:

A D', p)

(w'+w)q“) Ao I

i
:fdw,dwpu(w,)p§(w)p/_wl (_ q2 9

Y5
q—0 2 p-

2fK A %', p), (5.85)

resultando em

i (0 +w) Ao i
p-o 2fx "2p-0

onde p' = p+q e fx é a constante de decaimento fraco do kdon. Para construir a funcio de

AL(p', p) = f o' dwp,(")ps) (5.86)

correlacdo pseudoescalar, conforme apresentada em [21], precisamos fechar uma linha de quark

no vértice do kdon, AL(p’, p):

p+q
q q
HPS(qz) = :>-=<:>=>:
P
d'p I WHe) A T M
/ !/
_ ; T >
fdw d(l)pu(a) )ps(w)f (2]_[)4 r p+q_wl 2fK YS 2 p wy5 2
(0 +w) [ d*p p+q+0) Ay (p+o) Ay
=— | dw'dwo,(@)ps — —.5.87
f o'dwpy(w)ps(w) 5 ) @n) (p+q)2_w/27/5 2 (p%—w?) Y5 (5.87)
Tomando o traco em (5.87) (ver apéndice C.5), obtemos:
(0 +w) [ d*p Nps
Mpg(g?) = 28 f do'd , 5.88
prs(@?) = w wpu(w )ps(w) 2fx 2n)t [(p +q)2 _w/2](p2 —w?) ( )

onde Npg = —4(p?+ p-q—w'w). Aplicando a mesma parametrizacéo utilizada no célculo do tensor

de polarizacao do vacuo, podemos reescrever (5.88) como

(w’+w)f1dxf dip 4(p?+p-q-0'w)

2 _&Lb / N
Hes(a) ==y fdw 7 @0)* [(p +qu)2 - 212)

(5.89)

com 22 = w? — (0? - w?)x - ¢%x(1 - x).

Realizando uma mudanca de varidveis: p + gx — p’, teremos

(a)’+w)f1 f d*p’ (p'—qx)?>+(p'—qgx)-g—w'w)

2y _ ' Yo
[Mps(q®) = 26abfdw dwpy(w)ps(w) 2k (27m)4 (p/2 _ 512)2

/ ! 12 "(qg—2 2,2 2,
:6abfdw’dw,0u(w’)p§(w)( +w)f f(2p (p~*p (g=2¢0)+q* ~qx ww).

)4 (p/2_312)2
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. . . ! ~
Por paridade, verificamos que os termos lineares em p' sdo zero:

d'p' p'-(g-299) _,

(2m)* (p’2—E’2)2 (5.90)
Assim, ficamos com
I+ 1 d4 / /2+ 2.2 2.
HPs(q2):6abfdw/dwpu(w/)ps_(w)(w w)[ dxf p (p“+q°x*—q°x ww). (5.91)
fK 0 (277:)4 (pIQ_E/Z)z
Rearranjando os termos:
1 EIZ

(' +w) [t d*p'
Hps(qz)=5abfdw'dwpu(w')pg(w) dx{ 14

fk Jo (2m)*

(p/2_E/2) (p,2_5,2)2

d4pr (q2x2 _q2x_w/w)
2m)4 (p/2 _512)2

(0" +w)

fx

e resolvendo as integrais no momento interno p’, a partir da regularizacédo dimensional (consulte

1
:5abfdw/dwpu(w’)ps-(w) f dx{Iquad+ [E’2+q2x(x—1)—a)’w]llog}, (5.92)
0

apéndice C.6), obtemos
(' +w) 1

dx{=22@a’ + D+ [gPxx -1 -w'0]a'}, (5.98)
fk Jo

J

i

Mps(g*) = @7

f do'dwpy()ps(w)

IP;r(Q)

2 4
E—YE+ln(—ﬂ)+O(6)

=2

onde a’ =

Apoés resolvermos a integral Ipg(q), por meio de uma expansao para pequenos momentos,
encontramos
i

e

(0" + w®)e—eyg +elogdn) +2)  log(w™)
2¢ 2

Mps(g?) = fdw’dwpu(w’)ps—(w){ _
w3log(w?) . 7% (2030 + w?)log(w?) - (2030 + w?*)log (w?)]
2 4w? - w2) W +w)

¢% (0" + 3802w — 30 w? - w?) N g%’ + w)eyg — elog(4m) - 2) N
8(w2 — w?) 4¢

0(q*) } (5.94)
Aplicando as condi¢oes espectrais:

Pu.n=Ps.n= fdw' pu(@)'™ = fdw ps(w)w" =0, n=123,... (5.95)
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podemos tomar o limite de € — 0, com seguranca. Assim, [1pg(q) se torna
( ){ w®log(0?) w?log(w?) ¢?(0?0w-w'w?)
— w J— —

- -

Tps(g?) =
PS(q ) 8 2 2 2 4((1),2—(1)2)

K 2 [w"1og (w?) - w3log (w?)] .\ q% [0 wlog (w?) + w*w'log (w?)]

4(w/2 _ w2) 4((1)'2 _ w2)2
2 2 12
q% [030w?log (0w?) + wPw?log (w?)] 4
O +0(q%) ¢- (5.96)
Com a introduciao de novos momentos espectrais definidos por:
0w - o' w?
fdw'da)pu(w )ps(w){w} (597)
wlog(w'?) - w3log
_ 30 fdw’dwpu(w )ps(w){ (w,2 ) (") ; (5.98)
W’ 2log ) + w3w?log
-/ dw’dwpum’)pg(w){ PP LI (5.99)
*wlog(w?) + whw'log (w?
= f dw’dwpu(w')pg(w){ (w’2 w2)2 (%) , (5.100)
o resultado (5.96) pode ser reescrito como
l 1 1 q2 ’ _ /
HPS(QZ): Sﬂsz{_Ep:t 2ps 3+Z( u330 3§+Xus )(552)4-0(6]4)}, (5.101)
que no limite de sabores iguais, ps(w) = p;z(w), fornece a funcéo de correlagdo para o pion:
= 2 ! 1, 1, q> 30 _ =21 41
HPS(q ):871'2f _Epu,3_§p12,3+ 4 (Uuu_auu+7(uu qu)+0( ) (5.102)
T

Podemos também usar pz(w) = 8(w’ — w) em (5.96), 0 que resulta em uma expressio para

funcéo de correlacdo pseudoescalar com apenas uma distribuicédo espectral:
il (q2)=;{—p'+q—2p' q4p +0(q )} (5.103)
PS sn2f, | 37 21 12F ! '
2

A funcéo IIpg(q?), avaliada em g2 =m s> Pode ser empregada na obtencdo de uma expresséao

para a massa do méson pseudo-escalar como faremos a seguir.

5.9.1 Massa do kaon

A partir da aproximacéo de fase aleatéria (RPA - Random Phase Approximation) é possivel

verificar que o propagador do kdon corrigido, na ordem de um loop, é dado por

_ 1 = i (5.104)
S g%\ 1-Mese® | g2 ~illps(g?)’ '
q

Y
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O poélo do propagador, identificado como a massa do kaon, é portanto:
m% — illps(m%) = 0. (5.105)
Realizando as devidas substituicoes, encontramos que

m2 _ z(p;,3+p;—,3) (5 106)
K — _/ _ i 7 ’ .
8212 fk + (005 = Oos + Xus — Xus)

onde consideramos [Ipg até ordem q2. No caso de quarks com massas iguais teremos, para a

determinacédo da massa do pion,

¢ com duas distribuicoes espectrais:

2(p! o+ p-
my = 2 -('33,3 -21u’3)'41 32\ (5.107)
327%fr + (Uuﬁ — 0,5 Xua _Xuﬁ)
* e no limite de apenas uma distribuicao espectral:
2 !/
2 B (5.108)

T 16y +

5.10 Fator de Forma Eletromagnético do Kaon

O fator de forma eletromagnético desempenha um papel importante na nossa compreensao da
estrutura hadronica. Ele pode fornecer informacoes sobre a distribuicao de carga e magnetizacéo
dos hadrons em termos de graus de liberdade de quarks (e gltions).

Para o kédon carregado positivamente, K™ = u3, o fator de forma eletromagnético é definido

CcComao:

<K+(p,)

sz’K+(p)> — el"/im(p/, p)

= (pL +pu) eFiHg?), (5.109)

com g = p' — p. O vértice eletromagnético pode ser construido fechando a linha fermionica na am-

plitude de espalhamento ndo amputada, Kq — Kgq, e conectando com o vértice eletromagnético:

q d*k A
Fzm(p’, p)= o +[b—al :chWTr[A?{aK(k—q, p's B, p)Qyy|, (5.110)

onde @ = diag(2/3,-1/3,—1/3) é a matriz de carga eletromagnética dos quarks e, na representacéo

diagramatica, [b — a] denota o termo cruzado. Logo, inserindo o resultado (5.57) em (5.110) e
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tomando o limite quiral, encontramos que

2 .
em(_/ _&f / [1 AP g _ l](w,+w) d4k !
L, p)=— [ do'de | 2pu(@)ps(@) + 2 pu@)ps(w) 72 (2n)4Tr e

l l
xy5k+p—w’y5k—q—w]

(@ +0)® [ d4 Trlyuk+w)ystk+p+o)ysk—g+o)]
f2 @m)t (k2 - 0?)[(k +p)? - w?][(k-q)2 - w?] ’

= —ichda)'dw ps(w, )

11 2

onde usamos a notacéo p, (v, ') = 3 gpu(w')ps—(w)+ gpu(w)ps—(w')]. Em funcéo de sua complexi-
dade, e considerando-se a originalidade do resultado ora apresentado, vamos desenvolver em
detalhes a obtencéo deste fator de forma eletromagnético do kdon. Realizando o traco no espaco

de Dirac (ver apéndice C.5), obtemos

(0 +0)? [ d*
X
fe (2m)*

™o, p)= —ichdw’dw prs(w, 0

Ny

A11
X(k2—w2)[(k +p)2—w’2][(k—q)2—w2]’ & )

onde N, =4[~k k% + k2 (py+qu) — k- (puq — qup) +ku(p-q -2k p — 0* +200) - puo® - q w0).
O denominador de (5.111) pode ser simplificado usando a parametrizacdo de Feynman, cuja

expressdo geral é dada por:

) (5.112)

1 _2'f1 daidasdaszd(ar+ag+ag—1)
ABC Jo [a1A+agB+agC]3

realizando as seguintes mudancas de variaveis em (5.112): a1 =x, ag =y, ag=1—-x—y, temos

1 1 1-x 1
—:2f dxf dy .
ABC Jo Jo [(A-C)x+(B-C)y+C]?

Assim, o denominador de (5.111) pode ser reescrito como

(5.113)

1 1 1-x 1
—:2f dxf dy ,
ABC 0 0 [(p2+2p -k —w?+w?)x+(q%—2q-k)y+ (k2 —a)z)]3

2

onde escolhemos: A = (k +p)2 -w”, B=(k- q)2 —w? e C=k2-02 Completando quadrados,

encontramos

1 1 1-x 1
_— :2f dxf dy
ABCJo o [(k + px—qy)% — p2a2 +2p - qxy — ¢2y% + p2x + g%y + (02 - 02)x — 2]’

1 1-x 1
:Zf dxf dy 3 (5.114)
oo (& + px — qy)? - =2]
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com =2 = w? — (w? - w?)x +(px — qy)2 —sz - qzy.

Logo,

, 1- x d4k N,u
Fem(p p)=-i2N, fdw dw p;} o, a)) f dxf f 1 5
@m* [(k + px — qy)2 - =2]

Podemos fazer uma translacéo e introduzir uma nova variavel, ' = £+ px—qy. Com isso, obtemos

w’+a))2 1 1-x d4R' 1
rem(p’, :—'SNfd 'dw p (o, ’(—fdf d
[ (p', p) 274 wdw p,s(w, ) fI% 0 x 0 Y (2m)4 [k’2—52]3 8

x [ — (k' - px+qy)u(k' — px+qy)’ + (' — px+qy)P? (p+q),— (k' — px+qy)- (puq — qup) +

+(k'—px+qy)# (p-q—w2+2ww') —2p-(k'—px+qy)(k'—px+qy)p—p#w2—q#ww'].

Como o denominador da expressdo acima é uma funcédo par, podemos ignorar os termos no

numerador que sio lineares ou ciibicos em k’. Dessa forma, ficamos com

, 1- x d4k/ 1
F (p p)——LSN fdw dwpus(w w) f dxf (271;)4 [k/2_52]3 x

X{ —k;l [2F'(—px+q¥)] — (=px+q¥)y [k'2 +(px — qy)2] + [k'2 +(px—qy)2] X
x(p+q)y, —(—px+qy)- (puq - qup) +(=px+qy)y (p-q —w? +2ww’) —2k;tk'-p -

—2p-(—px+qy)(—px+qy)ﬂ—puw2—qyww'}. (5.115)
Rearranjando o numerador:

: (@ +w)” 1l gty ]
" (p', p) = —18chdw'dw ps(w, w,)on dxf0 dy @t [k’2—32]3 x

{ 2k, k', (p — px+qy) +E2[p(1+x)+q(1 - y)] +(P+q),(px— qy)* -
—(—px+qy)u[(px—qy)2—p-q+w2—2ww'+2p-(—px+qy)]—

~pu(-p-ax+ gy +0?) +qu(-pPx+p-gy-owo') }

, (0" +w) 1- x d*r' 1
ZISNCI do/dw pys(©, o) —7— [ dxf @i [p2_z2

{Zk E(p—px+qy) - k'z[p(1+x)+q(1 )] +A} (5.116)
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onde: Ay, =(—px+qy),[(px—qy)? —p-q+0* - 200 +2p - (-px+qy)] - (p +q)u(px—qy)2+
+p”(—p'qx+q2y+w2)—qu(—p2x+p-qy—ww’).
Assim, temos as seguintes integrais em %' para serem resolvidas:
o' +w)” 1 1-x d*r’ 1
re(p/, :'SNfd’d +-,'—( fdf dy< A -

u (P, P)=i8Ne | dw'dw pyslw, &) fz  Jo b U et (k72— =2]°
dir' kuk,
(27'[)4 [klZ _52]3

12

[k/2_52]3

' (0" +w) 1-x d*r’ 1
= l8chdw,dw p;_g(w, w ) f dxf dy{ (27[)4 [k,2 _ 52]3 h

—[P(1+x)+Q(1—y)]ﬂf(2n)4 +2(p—px+qy)vf

=2
=

d*k’ L
@)t \[p2-z2]* [k2-z=2]°

—[p(1+x)+q(1 -y, )+2(p—px+qy)v><

d4k, k/ kl
(2n)* k72 - —2] }

. !/ + !/ (w/+w) 1 1=x v
:LSNCfdw dw p,s(w, w )f—2fo dx 5 dy{A#IconV+2(p—px+qy) Iy, s
K

- [p(1+x)+q(1—y)]u(llog-l-Echonv)}. (5.117)

Usando a regularizacio dimensional para resolver as integrais I1og, Iconv € Iy (ver apéndice C.6),

obtemos

-1

eyt oy i TN (il atc) I R A
I, (p ,p):LSNCfdw dwp,s(w, w )on dxfO dy @0 222 +2(p —px+qy)’x

la Nuv B la i1
“Gnp 4 PAFRTd y)]ﬂ((zln)z @n? 2)+O(€)}

i (w +(1) 1= AH v
= (4 )2fdwda)pus(w ) ——" f dxf dy{ 52+(p—p9c+qy) X

Nuv@ 1
<2 —[p(1+x)+q(1—y)]y(a—§)}, (5.118)

2 4n
onde a = E_YE"‘IH( )+O(e)

Por outro lado, de (5.109) temos que
erzm(p/’ p) — (p/+p) eFem(q2)
multiplicando ambos os lados por (p’+ p)", encontramos

(0" +p)" T, p)=(p' +p)* F(g?).
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Agora, basta isolarmos F¢"(¢?), obtendo

(' +p) TSP, p)
(p'+p)*

FZ(g?) =

(') TR, p)
(p2+p%+2p"-p)

(5.119)

Ressalva-se, porém, que o fator de forma é calculado on-shell (na camada de massa), e assim

temos que p'? = p? = m%, ou seja,

(p/+p)ﬂ rem(p/ p)
(4m —-q )

FZ(g?) = : (5.120)

onde usamos que q2 = (p'—p)2 = 2m§{—2p'-p =2p'p= 2m%{—q2. Por simplicidade, é conveniente
reescrevermos o quadrivetor (p’ +p)” como (2p +q)". Com isso, inserindo (5.118) em (5.120) e

realizando as devidas simplificagoes, encontramos

F& (g% = - do'dw p! (v, w) +w dx _x yi-2p+ )HA_+
K+q - (4mK q (4]_[)2 pus pTq 52

1
+2p+)H(p —px+qy)ﬂg -@2p+)t[pQ +x)+q(1—y)]u (a— 5)} (5.121)

Realizemos as seguintes operacgoes separadamente:

~~ primeira parcela:

@2p+ Q"N =Cp+F (=px+ay)u[(px—gy)? —p-q+0* - 200" —2p - (px—qy)] +2p + Q)H p,, x
x(-p-qx+q®y+0®)-Cp+ ) (p+q),(px—qy)’ - Cp+ ) qu(p-qy - p*x - ww')

= [—(2m%(+q-p)x+(2p-q+q2)y] [(px—qy)z—p-q+w2—2ww'—2p-(px—qy)]+
= T
-9~

2

+(2p%+q-p)(-p-qx+q°y+w?) - (2p" +q-p)(px—qy)*— (2p-q +¢°) (- -

—_—— —_——— —_————
2 2 0
2_49 2_49
2mK——2 2mK——2

-(2p-q+¢*) (-p*x+p-qy-wo)
0

(4mK q ){—x [(px—qy)2 -p-g+ w? —2ww’ —2p -(px—qy)] —(px—qy)2+

[\Z)I»—l

+(-pegr+ gy +o?)); (5.122)
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~~ segunda e terceira parcelas, respectivamente:
2p+q)(p—px+qy)u=2p°+q-p)—(2p*+q-p)x+2p-q+q°)y
0
1 2 2
=5 (4mk —g7)(1-2), (5.123)
Cp+)Hpd+x)+q( —y)]u = (2p2 +q-p)1l+x)+2p-qg+ q2)(1 -y)
0
1 2 2
:§(4mK—q )1 +x). (5.124)
1
Inserindo esses resultados em (5.121) e fatorando o termo 2 (4m%{ - q2), teremos
4N (o + w)2 1 1-x (px—qy)* - (q%y + 0?)
2y _ c / + l
Fi(q7) = ~ @ fdw dow p, (0, w )on dxfo dy{ o2 +
x[(px—qy)? +w? - 2ww' —2p - (px—qy) 1- 1
lp=—gy o0’ =2p - (px=ay)] | a x)—(1+x)(a——)}. (5.125)
252 2 2
%[—a(l+§x)+1+x]
Usando (px — qy)2 = p2x2 + q2y2 —-2p-qxy = m%{x2 + q2y(x +vy) , obtemos
(0" +w) 1x myx? +q2y(x +y) - g%y — w?
Fi%(q 2)——(4 )2fdw'dwpus(w ) ——— f dxf { K = +
x x2+q2y(x + )+w2—2ww’—2m2x— 2
Rl S G - KUY e 1ex (5.126)

com 22 = 0? — (0? - 0x + (px — qy)? - p®x — ¢%y = 0? — (0% - 0 —mEx(1 - x) + ¢2y(x + y) - ¢*y.

Apoés resolvermos as integrais nos parametros de Feynman, por meio de uma expanséo para
pequenos momentos, encontramos

emg 2 ( "+ )2 2 !
Fil(q*) =- nz 5 fdw dw py (0 )ps(w)—IK(q , W, W)
(203w + w'*)log (0?) - (2030’ + w?*)log (w?)
47T2fK fdw dw py(w )ps(w){ Ao —a?) +

.\ (02 +40'w+0?) (0 +w)2(eyg —clogdn)-2) ¢ ¢*|0w+50 03]
8 4e 72 24(w'2 — w?)?

% [020? +0?] ¢?|0'® +305w +60 v’ + 2w

%]
_ YIS + 36072 — a2y [log (w 2) —log (a)2) ] +0 (q4) }
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Para garantir a finitude de F3* (¢®), aplicamos as condicdes espectrais:

Pu.1=Ps.1 :fdw' pu(w)w' = fdw ps(w)w =0, (5.127)
Pu.2 = P52 :fdw’ pu(w)w = fdw ps(ww? =0, (5.128)
resultando em
N, (2030w + w'*)log (0"?) - (2030’ + w?*)log (w?)
2\ _ c ! !
Fi(q%) = 4n2f12{ fdw dw py(w )pg(w){ - o7 —0?) +
.\ ¢? loPw+50'w?] ¢?|w?w?+o0?] . q? [0 + 305w + 60w wd + 28|
72 24(w'? — w?2)? 24(w'2 — w?2)? 36(w'2 — w?2)3
() ~log(w?) | +0 (¢") }
Definindo novos momentos espectrais como:
1n,.j
_ ! ! w "W . .
_ ! ! " w’ 1 2) _1 2 -
—fd(,() dwpu(a) )pg(w) m[ og(w )— og(a) )] , l,]ZO (5130)
teremos
N 2r1 1
Ff}"f(q2):1+ < {q — —— (03t +503 + 022+ 004 +
72213 (24 8
1 4
+E( 0430 +60.10+20) ) +0(q%) ¢, (5.131)
de f2=-Ne [15m0, Lom| o =0,t Fe™0) =1 ( d
onde fx = s 4Uus + 2aus serve que para ¢~ = 0, temos b como esperado, se a

transferéncia de quadri-momento ao quadrado for zero, nenhuma subestrutura sera “detectada”
pelo foton, e portanto, o fator de forma sera igual a carga total do méson). A partir do resultado

(5.131), podemos determinar o raio quadratico médio para o kdon:

dFem

1 1[0B0+50'0?+0%0?+0?]
<rK> 6 dq2

fdw do py(w )ps(w){— - = +

12 4 (0?2 — w?2)?

q2—0 ﬂsz

1 [0 + 305w + 60w’ + 2w
+_

il [log (0™) ~log (w?) ] }

6 (w/2 — w2)3
NC 1 1 31 13 22 04 1
- 47T2f12{ {E_Z(Uu§+5ou§+au§+au§)+ 6 ( +3U +60 +2U ) . (5.132)
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Tomando p;s(w) = 6(w’ — w) nas expressdes (5.131) e (5.132), reproduzimos exatamente os resulta-
dos para o fator de forma e o raio quadratico médio do pion apresentados no modelo para apenas

uma distribuicao espectral [12]:

2 4 6

N:. [q q q
Fo(q* —1+ P ot——p_4+0 5.133
q") an2f? 6 PO 6oP2T 490P 4 (¢°) ( )
e
(ra)= ,
& zfn
com f7? = ~1 c2p’2 No limite de sabores iguais, isto é, fazendo ps(w) = pz(w) em (5.131), encontra-
/2
mos uma nova expressio para o fator de forma do pion:
N, (¢?[1 1
2 31 04
FoMg®) =1+ 2fn{ —4—§(Uua+5a 022 1 o) 4
1 4
+ (0804807t + 6078 +2008) | +0(q") |, (5.134)
12
d fz——Nc 1500, 1os1] do, t 3 i dra
onde f; = P 4auﬁ 2auu 0 mesmo modo, temos uma nova expressio para o raio quadra-

tico médio:

(ra)=

1 1 1
{___( +50 +022+004)+6( +30 +60 +20 )} (5.135)

2fn 12 4

De posse das expressoes analiticas para diversos observaveis dos mésons pion e kdon, podemos
proceder a determinacédo, por algum processo, dos momentos espectrais relacionados, com o
objetivo de verificar o poder preditivo do modelo espectral de quarks SU(3);. Este serd nosso

objetivo no préximo capitulo.



Capitulo 6

Resultados

Propomos, neste capitulo, uma implementacéo para a distribuicao espectral, que permita a
determinacéo de valores numéricos para os observaveis obtidos no capitulo anterior. Inicialmente,
aplicamos a proposta para o SQM com apenas um sabor e, posteriormente, estendemos para o

caso de dois sabores distintos.

6.1 Aproximacao para o caso de apenas um sabor

Com o objetivo de encontrar resultados numéricos para as expressoes obtidas para os obser-
vaveis mesoOnicos, necessitamos trabalhar com alguma implementacéo explicita da distribuicao
espectral pq(w). E relevante registrar que o nimero de momentos espectrais relacionados nas
expressoes é superior ao numero de observaveis, nio sendo possivel utiliza-los como parametros
na determinacédo dos resultados do modelo.

Uma implementacéo para p(w), com um dnico sabor, foi apresentada em [12], baseada no
modelo de dominancia dos mésons vetoriais. Aqui, apresentamos uma proposta diferente, que
permite a implementacéo para diferentes sabores de quarks e, como iremos mostrar, apresenta
bom poder preditivo.

Nossa proposta de implementacdo consiste em escrever a distribuicdo espectral em termos de

uma combinacao linear de “funcées” 6 de Dirac, na forma

N
plw) = Z ap 6(w—km), (6.1)
k=1

que satisfaz as condic¢oes espectrais:

N

0o : fdwp(w) = Z ap =1, (6.2)
k=1
N

On fdwp(w)w” =Y kapm"=0. (6.3)
k=1

O valor de N é fixado de acordo com o numero de condicoes espectrais necessarias para garantir

a unitariedade e a finitude dos observaveis calculados no modelo, mais especificamente, N =rn+1,

63
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onde 72 é o numero de condigoes espectrais exigidas para garantir a finitude dos observaveis +
a condicdo para normalizacéo, expressao (6.2). Dessa forma, além do parametro 2, teremos
também um coeficiente «a livre, que sera determinado a partir de um observavel fisico.

Para exemplificar a obtencdo dos coeficientes, iniciemos com N = 3, ou seja, exigindo a

satisfacédo de pg e p1:
pw)=a16(w—m)+ag d(w—2m)+ as 6(w—3m). (6.4)
Das condigoes (6.2) e (6.3), verificamos que:
a1+ags+az3=1 = a;=1-as—as, (6.5)
{m(a1+2a2+3a3):0 = a1+2a9+3a3=0. (6.6)
Inserindo (6.5) em (6.6), obtemos
l-ags—ag+2a9+3a3=0=>ag =—(1+2a3), (6.7)
e substituindo este resultado em (6.5), teremos
a1 =2+as. (6.8)
Logo,
plw)=2+as)d(w—m)—(1+2a3) 6(w—-2m)+as 6(w—3m). (6.9)

Encontramos, portanto, uma solucéo com dois parametros livres, m e as. O parametro m pode
ser associado as estimativas para as massas constituintes e ag pode ser determinado fixando
a constante de decaimento fraco do pion, por exemplo. Note, entretanto, que esta solucao néo
satisfaz a pg, p3 e p4, necessarias (e utilizadas) nos céalculos dos observaveis determinados no
capitulo anterior. Dessa forma, precisamos truncar a série, apresentada na expressao (6.1), em
um valor que garanta a satisfacdo de um nimero maior de condi¢coes espectrais e ndo comprometa
nossa amostragem.

Verificamos que N =7 cumpre com as exigéncia supracitadas. Assim,

plw)=a10(w—m)+az 6(w—-2m)+ a3 d(w—3m)+ ay 6(w—4m)+

+a50(w—5m)+ agd(w—6m)+ a7 d(w—"Tm), (6.10)

que, satisfazendo as seguintes condic¢6es espectrais,

a1+as+ast+agtas+agtar=1, (6.11)
m(a1+2a9+3ag+4ag+5ag+6ag+T7aq)=0, (6.12)
m2(ay +2%as +3%as + 429 + 5%y + 6%ag + T2a7) =0, (6.13)
4 m3(a1+28as+ 3%+ 43 a9+ 53ag +63ag + 2a7) =0, (6.14)
n‘z4(a1 + 24a2 + 34a2 + 44a2 + 54a2 + 64a6 + 74a7) =0, (6.15)
m (a1 +25as+3%ag +4%as +5°ag +6%ag + T0a7) =0, (6.16)
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resulta em
a1=6+ay, (6.17)
as =-3(5+2ay), (6.18)
as=5(4+3ay), (6.19)
ays =—-5(3+4ary), (6.20)
a5 =32 +5ar), (6.21)
ag=—-1—-6ar. (6.22)

Inserindo esses coeficientes na expresséao (6.10), obtemos

pw)=(6+a7)6(w—-—m)—-305+2a7)6(w—-2m)+5(4 +3a7) 6(w—-3m)—-5E3 +4a7) 6(w—4m) +
+32+5a7)6(w—5m)—(1+6a7)d(w—6m)+ a7 d(w—"Tm). (6.23)

Apesar da solucao (6.23) satisfazer as condi¢oes necessarias para garantir a finitude de todos os
observaveis calculados no capitulo anterior, verificamos que o sinal dos momentos log p;, 4€ p;’ 5
néo séo reproduzidos corretamente, impossibilitando a determinacio de valores numéricos para
a virtualidade média (que depende de pﬁL 5) e a densidade de energia do vdcuo (proporcional a
P;,4)-

A determinacao do parametro a; foi realizada utilizando a estimativa experimental para a

constante de decaimento fraco do pion, retirada de [49]. Do resultado (5.83), sabemos que:

N
fr=—1-3P"
2 NC _92
(92,21 MeV)? = -5 gy, (6.24)

usando o seguinte valor experimental para a massa constituinte: m, = 308,05 MeV [50], encon-

tramos
a7 =13,95. (6.25)

Com estes parametros fixados, obtivemos os resultados numéricos para os observaveis fisicos
mostrados na tabela 6.1 e para o fator de forma do pion carregado positivamente, apresentados
na figura 6.1 (onde sdo comparados com os valores experimentais retirados de [51]). Lembremos
que o calculo de alguns observaveis, como a massa e o fator de forma do pion, envolveu expanséo
para pequenos momentos; nesses casos, estamos considerando os resultados apenas até ordem ¢2.
Para comparar a predi¢ao do SQM com outro modelo efetivo bem estabelecido, incluimos como
referéncia os resultados de um modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) regularizado por meio do
método Pauli-Villars, retirados de [10,52].
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Tabela 6.1: Resultados para o SQM com apenas uma distribuicéo espectral.

’ Observaveis H Modelo Espectral de Quarks \ Experimental | Modelo de NJLD

my [MeV] 308,05" 308,05" 350

fr [MeV] 92,21* 92,21" 93.30"
(au)" [MeV] -224 243" -210

my [MeV] 142,65 139,57* 139"

(rZ) [fm?] 0,35 0,43 0.24
* indica os parametros fixados, * valor retirado de [49], (@ yalores retirados de [10,52],
T valor retirado de [42], ¥ valor retirado de [51].

Analisando os resultados apresentados na tabela 6.1, percebe-se que ha uma boa concordancia
com o valores experimentais. O resultado do condensado de quarks (ﬁu), no entanto, ficou um
pouco abaixo da estimativa experimental. Isto pode ser atribuido ao fato da constante de
decaimento fraco do pion ter sido calculada no limite quiral. Uma possibilidade para se obter
melhores resultados é realizar os calculos sobre a camada de massa (on-shell). Assim, estaremos
considerando outros termos que fornecem correc¢oes para f,. Também devemos considerar que o
valor do condensado de quarks possui uma barra de erro relativamente grande, o que caracteriza
outra margem de flexibilidade para o resultado obtido.

O resultado para o raio eletromagnético do pion ficou bem abaixo do valor experimental, o
que era esperado, uma vez que o nosso calculo do fator de forma néao inclui os modos mesénicos
vetoriais, que fornecem um aprimoramento consideravel para (r%) [41,53]. Note que o modelo de
NJL regularizado também apresenta um valor pequeno para o raio eletromagnético do pion, que
inclusive, é ainda menor do que o encontrado em nossa abordagem.

Para o fator de forma do pion, verificamos que os resultados obtidos ajustam-se muito bem com
as estimativas experimentais, principalmente, na regido de pequenos momentos. Claramente, a
concordancia para o modelo de NJL (linha tracejada) nao é tdo boa quanto no modelo SQM (linha

solida).

¢ Amendolia et al. 1986 |
02| | SQM |
--- NJL regularizado
0 5.10"2 0.1 0.15 0.2 0.25

q*[GeV?]

Figura 6.1: Fator de forma eletromagnético para o pion na regifo tipo-espaco.
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A implementacéo proposta pode ser utilizada para calcular a massa do férmion on-shell - isto

é, na camada de massa (p2 =m?)-a partir da expressao (4.10):

B(p?)

M(p e A—(pz)’

(6.26)

com

(w)
Alp )__/d gwwz’

B [ a0 222

pZ—w?
Inserindo a implementacdo para p(w) em (6.26), e usando os valores para m e a7, fixados
anteriormente, encontramos M L(m?%) =292, 35 MeV. Isso mostra que o parametro m, utilizado
em nossa aproximacao, é de fato a massa constituinte do quark up.

De maneira geral, constatamos que nossa proposta de implementacéo para o caso do pion
fornece melhores resultados do que a versao regularizada do modelo de NJL, introduzida em
[10,52]. Além disso, 0 SQM tem a grande vantagem de ser um modelo finito, isto €, ndo possuir
nenhum parametro adicional dependente do esquema de regularizacdo que possa levar ao
surgimento divergéncias, como € o caso da presenca de um cut-off no modelo de NJL (adotado

como referéncia).

6.2 Aproximacao para o caso de dois sabores distintos

Para realizar a implementacio no cenario do SQM SU(3)¢, definimos uma distribui¢éo néo

separavel, que acomode dois sabores de quarks:

7
pus(@', W)=Y ay, 6(w' —kmy)6(w—kms), (6.27)
k=1

e que, no limite de apenas um sabor, reproduza exatamente a expressao para p(w), Eq.(6.23).

Exigindo a satisfacdo das condicoes espectrais, encontramos a seguinte solucéao:

pus(@’, ) =6+ a7) 6w —my)6(w—mg)—3(5+2a7) 6(w' — 2, )6(w — 2mg) + 5(4 + 3ay) x
x&(w' —8my)0(w—3ms)— 53 +4a7) 6w —4m,)6(w —4mg) + 3(2 + 5ay) x
x&(w' —B5my)0(w—5ms)—(1+6a7) 8w’ —6m,)0(w—6mg)+ ay 8w’ —Tm,)0(w—Tms).

Uma vez que queremos reproduzir os resultados para o pion no limite de apenas um sabor,
devemos utilizar os mesmos parametros fixados na secao anterior, ou seja, i, = 308.05 MeV e
a7 =13,95 (determinado a partir da constante de decaimento fraco do pion). Além disso, devido a
introducdo de um novo sabor, precisamos fixar um parametro adicional: a massa constituinte do

quark strange. Neste caso, usaremos o valor de ms = 484,91 MeV (também retirado de [50]).



6.2. Aproximacao para o caso de dois sabores distintos 68

Na tabela 6.2, mostramos os resultados numéricos para alguns observaveis fisicos determina-
dos a partir da nossa abordagem. Esses resultados sdo comparados com os de um modelo de NJL

generalizado com trés sabores de quarks, introduzido em [54]'.

Tabela 6.2: Resultados para a versdo SU(3); do Modelo Espectral de Quarks.
’ Observaveis H Modelo Espectral de Quarks \ Experimental \ Modelo de NJLY

my [MeV] 308,05" 308,05* 363,90
fr [MeV] 92,21* 92,21* 93,3*
ms [MeV] 484,91% 484,91% 522,20
fx [MeV] 118.70 110,45* 96,3
(35)"°/1,08 [MeV] -327 -243f -239

mg [MeV] 196,81 493,68 498*
(r2) [fm?] 0,23 0,34* -

* indica os parametros fixados, * valores retirados de [49], M yalores retirados de [564],

T valor retirado de [43], ¥ yalor retirado de [55].

Observamos que no caso de dois sabores diferentes, nossa implementacao forneceu um
resultado muito abaixo do valor experimental para a massa do kdon, enquanto o condensado de
quarks (3s) ficou cerca de 35% maior que sua estimativa experimental. Como foi apontado na
secdo anterior, ha contribuicoes provenientes do calculo on-shell que nao estamos contabilizando
aqui, e que podem melhorar consideravelmente estes resultados. Além disso, para obtencéao
correta da massa do kdon, os termos de ordem superiores na expanséao para funcio de correlacéo
pseudoescalar, expressao (5.101), ndo devem ser negligenciados; entretanto, para simplificar
nossa implementacéo, optamos por aproximar as expressoes para os observaveis até os termos
de ordem g2. Acreditamos que a auséncia dos termos de ordens mais altas (como gt e q6) no
calculo da massa do kdon (subsecao 5.9.1) pode ser uns dos principais fatores que justifique o
valor encontrado.

Nosso resultado para o raio eletromagnético do kdon, assim como no caso do pion, ficou
bem abaixo do valor experimental, e uma maneira de se obter melhores resultados para este
observavel € incluir os modos mesonicos vetoriais no calculo do fator de forma.

O valor obtido para a constante de decaimento fraco do kaon encontra-se um pouco acima
da estimativa experimental. Ainda assim, podemos considera-lo um bom resultado visto que,
comparado ao valor fornecido pelo modelo de NJL regularizado [54], apresenta um melhor ajuste.

Na figura 6.2, os resultados obtidos para o fator de forma do kaon carregado positivamente
sao comparados com os valores experimentais retirados de [561]. Vemos que, apesar da nossa
proposta de implementacéo fornecer uma massa para o kdon subestimada, o ajuste obtido para o

fator de forma é realmente muito bom.

1A referéncia [54] nédo fornece resultados especificos para o fator de forma do kdon na regido tipo-espaco. Por
isso, a Figura 6.2 ndo inclui valores para este observavel referentes ao modelo de NJL. O mesmo vale para o raio
eletromagnético do kdon, cujo valor néo se encontra listado na Tabela 6.2 para o respectivo modelo.
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02| | ® Amendoliaet al. 1986
—— SMQ SU3)¢

| |
0 2.1072 4.1072 6-1072
q%[GeV?]

Figura 6.2: Fator de forma eletromagnético para o kdon na regido tipo-espaco.

8.1072



Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho realizamos a extensido do modelo espectral de quarks SU(3)y, introduzido
em [22,23], visando a descri¢cdo analitica e numérica de varios observaveis fisicos. No setor de
vacuo, calculamos o condensado nao-local de quarks e a virtualidade média, e no setor mesonico,
determinamos a funcéo de correlacédo pseudoescalar, o fator de forma e o raio eletromagnético do
kaon. Também revisitamos o calculo do tensor de polarizacio do vacuo, e verificamos que, assim
como na versédo do modelo com apenas uma distribuigdo espectral, a invaridncia de calibre para a
polarizacdo permanece satisfeita.

Além dos observaveis supracitados, também determinamos, a partir do calculo da funcao
de correlacédo pseudoescalar e da aproximacao de fase aleatoria (RPA - Random Phase Appro-
ximation), expressoes algébricas para as massas dos mésons pion e kdon. A expressido que
encontramos para massa do pion pode também ser usada, no contexto do modelo original [12],
para estabelecer novas condi¢des sobre os momentos inversos.

Outro resultado relevante da nossa abordagem consistiu em estender a identidade de Ward-
Takahashi axial-axial para incluir vértices envolvendo dois sabores distintos de quarks. Tal
extensdo permitiu, via técnica de calibre, a determinacéo da funcéo de vértice ndo-amputada
correspondente, que posteriormente, foi utilizada para construir o acoplamento eletromagnético
no calculo do fator de forma do kéon.

Finalmente, verificamos que os calculos dos observaveis do kdon forneceram novos momentos
espectrais, cuja estrutura algébrica, em geral, consiste na combinacdo de momentos logaritmicos
e inversos. A presenca desses novos momentos espectrais se deve a introducéo da distribuicéo
adicional, necessaria para incluir o quark strange no modelo. Notamos também que esses novos
momentos sdo simétricos na troca das massas espectrais, a inica exce¢do encontra-se no calculo
do fator de forma do kédon, onde a “simetrizacéo” é quebrada devido a presenca da matriz de
carga eletromagnética, originando assim, estruturas mais complexas.

E importante destacar que todos os resultados algébricos obtidos neste trabalho podem ser
utilizados para calculos no limite de sabores iguais, reproduzindo os observaveis do pion, e no

limite de apenas uma distribuicédo espectral (modelo original), permitindo a comparacao dos
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nossos resultados com os apresentados anteriormente na literatura [12].

Uma desvantagem da regularizacéo espectral é que o problema de encontrar a distribuigao a
partir dos momentos conhecidos nem sempre tem uma solucéo explicita facil ou talvez nao tenha
solucédo alguma. Por esse motivo, optamos por introduzir uma implementacgao explicita para a
distribuicéo espectral. Apesar de ndo reproduzir corretamente o sinal dos momentos log p;, 4€
p:L 5, Nossa proposta de implementacéo forneceu bons resultados numeéricos para os observaveis
do pion. Por outro lado, sua extensao para o caso de dois sabores néo se mostrou tao eficaz na
obtencéo de valores para o condensado de quarks (3s) e a massa do kdon, embora os resultados
para a constante de decaimento fraco e o fator de forma do kaon ficaram préximos dos dados
experimentais.

Em concluséo, nosso trabalho forneceu contribuicoes relevantes para descri¢ao fenomenolégica
do méson kaon no contexto do SQM. Mostrou também que, mesmo utilizando uma implementacéo
relativamente simples, o modelo apresenta resultados consistentes com os dados experimentais.

Sugerimos, como possibilidade de continuacdo do presente trabalho, a verificacdo de outras
implementacdes para a distribuicdo espectral, que reproduzam corretamente o sinal dos mo-
mentos logaritmicos de ordem mais alta (permitindo a obtencgao de resultados numéricos para a
virtualidade média e a densidade de energia do vacuo) e que fornecam melhores ajustes para os
observaveis do kdon. Acreditamos que uma boa proposta talvez seja construir uma aproximacéo
em termos de func¢oes gaussianas, por exemplo. Finalmente, sugerimos também a verificacao
das Regras de Soma de Weinberg no cendrio do SQM SU(3) - isto pode ser alcancado utilizando
as funcoes de correlagao vetorial e axial, obtidas em nossa abordagem (mais especificamente,
nos calculos do tensor de polarizacéo do vacuo e da constante de decaimento fraco do kdon). A
extensdo do SQM SU(3); para descri¢éo fenomenolégica de mésons constituidos por quarks pesa-
dos - incluindo o efeito de mésons vetoriais - também é uma perspectiva promissora, em especial
devido a finitude do modelo, o que elimina as dificuldades da relacédo entre as escalas de energias

envolvidas e os valores dos cortes (cut-off) empregados em outros processos de regularizacao.



Apéndice A

Convencoes e Notacoes

Neste apéndice, apresentaremos algumas defini¢ées e convencoes, que foram adotadas em
nossos calculos ao longo deste trabalho. A primeira delas diz respeito ao sistema de unidades

naturais,
h=c=1,

onde 71 é a constante de Planck dividida por 27 e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Nestas
unidades é possivel mostrar que massa e momento possuem dimensao de energia e a carga
elementar é adimensional.

A métrica do espaco-tempo é a métrica de Minkowski, com a seguinte assinatura:

1 0 0 0
0 -1 0 0

IJV: =
T2 =10 0 -1 o0
0 0 0 -1

As coordenadas do espaco-tempo sao denotadas por um quadrivetor contravariante
=0 &l 2, &%) = (¢, %), (A1)
e o quadrivetor covariante pode ser obtido através da utilizacdo da métrica, isto é,
Xy =Nupwx’ =, =X). (A.2)

Usamos a notacao “slash”, de Feynman, para designar a multiplicacdo de uma matriz y por um

quadrivetor: ¢ = a*y, = a,y". As matrizes y séo definidas pela dlgebra de Clifford:
PLort=yty eyt =2, pv=0,1,2,3 (A.3)

onde 14 é a matriz identidade 4 x 4. Na base de Dirac, as matrizes y assumem a forma:

0 1o 09 j 09 7/
v = =l )
02 12 —T 02
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sendo 15 a matriz identidade 2 x 2 e 7° as matrizes de Pauli, dadas por:

01 0 —i
rl= , 72 = ’ , 73 = 10 .
10 i1 0 0 -1

E possivel mostrar que as matrizes de Pauli obedecem as regras de comutacgdo do grupo SU(2):
(7, ;] = 2i€inTh (A.4)
e a relacdo de anti-comutacgao:
{ri, 1} =26;15, (A.5)

onde €;;, é tensor de Levi-Civita' e 6 ij € o delta de Kronecker. Outras propriedades das matrizes

de Pauli, séo:

72 = r? = T,2€ =1, det(r;)=-1, Tr[z;1=0. (A.6)

14

Usamos também a matriz auxiliar y5, definida a partir das matrizes vy:

ys=iy'y'y*y’ = —%euvpﬂ”yvyp i A7)
que possui propriedades importantes, como:
(Y5)T =7s, (Y5)2 =14 (A.8)
e anti-comuta com as outras quatro matrizes y:
{rs, v} =ysy* +v"ys =0. (A.9)
Algumas identidades de traco uteis sédo:
Tr(ys] =Tr[y*] = Tr[y*y"y’]| = Tr [nimero impar de matrizes y| =0, (A.10)
e
Tr [y*y"] = 40", (A.11)
Tr [y*y"yy7] = 4 ("' 07 =" +0"7n"?), (A.12)
Tr [y*y vy ys| = —4iet"?. (A.13)

A notacéo que adotamos para varios simbolos que aparecem nas representacoes diagramaticas

é mostrada na tabela A.1.

IDefinido como:

1, se {i, j, k} for uma permutacio par de {1, 2, 3};
€ijr =4 —1, se {i, j, k} for uma permutacéo impar de {1, 2, 3};
0, caso contrario.
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Tabela A.1: Simbolos usados nas representagdes diagramaticas.

] Simbolo \ Representacao
foton
90099 glion
—— férmion
—— méson pseudoescalar
- corrente axial
02 insercéo de uma corrente axial
amplitude genérica

Por fim, também fazemos uso das matrizes de Gell-Mann, que constituem uma representacao

dos geradores do grupo SU(3)., dadas por

010 0 -1 0 1 0 O
A’lz 1 O O ’ /12: l O ’ 13: -1 0 ’
00 0 o 0 O
01 0 0 — 00
Ag=1 0 0 0 |, As=1 0 0 |, Ae = 0 1],
0 i 0 10
00 O 10 O
A7=10 0 —-i |, Ag=]1 0 1 O
0 : O 0 0 -2

Essas matrizes sdo Hermitianas (/12 = Aa) e possuem as seguintes propriedades:
Tr[ﬂta] =0, Tr[/la/lb] =204p, coma,b=1,..,8. (A.14)
Além disso, satisfazem as relacées de comutacéo e anti-comutacéo:
[Aas Ab] =2ifapcAes (A.15)

{Aa, ]Lb} =204p13+ dabc/lm (A.16)

onde f,p. as séo constantes de estrutura, totalmente anti-simétricas sob a troca de seus indices e

dgpe s8o coeficientes simétricos do grupo SU(3). Tanto f,p. como d,p. SA0 reais.



Apéndice B

Simetrias e Leis de Conservacao

Para suplementar os assuntos relacionados as simetrias tratadas no trabalho, dedicamos este

apéndice a uma revisédo do Teorema de Noether.

B.1 Teorema de Noether

O Teorema de Noether [56] estabelece uma relacéo entre propriedades de simetria de uma
dada teoria e leis de conservacédo. Esse teorema afirma que para cada simetria continua da
Lagrangeana, existe uma corrente associada, que é conservada quando as equacdes de movi-
mento sdo satisfeitas. Para uma prova simples desta afirmacéo, considere a seguinte variacéo

infinitesimal na configuracao do campo ¢:
p— P =p+ia® X%, (B.1)
o¢

onde X? sdo os geradores da transformacéao e a® sdo parametros continuos. Se a Lagrangiana
£(¢p, 0,¢) for invariante sob a variacdo (B.1), dizemos que essa variacdo € uma transformacéo

de simetria. A invariancia da Lagrangiana pode ser expressa como
0=2L(p+06¢, 0,p+50up)) - L(¢p, 0,p)=6L. (B.2)

Uma vez que a variacao € infinitesimal, podemos expandir § & em primeira ordem de d¢:

6,% 0%

= o(0 B.3
56 2" 36,0 0P (B:3)
0% 0%

o9 0 (a(au@)] o+ (a(am&/’)’ (B.4)

no segundo termo de (B.3), usamos a seguinte relacao:
5(0u) = 0, () +8¢) ~0up = 0,(5), (B.5)
—_——
(P/
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ou seja, a variacdo 6 comuta com d,. Note que os termos entre colchetes em (B.4) correspondem
a equacdo de Euler-Lagrange. Esses termos serao nulos, uma vez que ¢ satisfazer as equacoes de

movimento. Dessa forma, a Eq.(B.4) se reduz a uma equacéo de continuidade:

3y (x) =0, (B.6)

com az
JH(x) = 5, B.7
(x) 30,9) ¢ (B.7)

definida como a corrente de Noether. Como sabemos, a equacdo de continuidade é a forma de
se expressar uma lei de conservacdo em termos de uma equacao diferencial. Isso se torna mais

claro ao integrarmos (B.6) em um espaco tridimensional e usarmos o teorema de Gauss:
0= f d3x0,J"(x) = f d3x 09 (x) + f d3xV-J(x)
14 14 14

d

= f d3x JOx) + f J(x)-ds, (B.8)
dx() 1% ov

onde 0V é a superficie fechada que delimita o volume V e ds o elemento de superficie orientado
para fora do volume. O valor da integral sob a superficie 0V se anula, pois assumimos que os

campos e suas derivadas tendem a zero quando x — co. Assim,

dQ _
Tno " 0, (B.9)
onde
Q:= f d3x J%(x) (B.10)
\%

é a carga conservada no tempo.
Se a simetria for quebrada classicamente e a Lagrangiana nédo ser invariante, ou se os
campos ndo obedecerem as equacgoes de movimento, ainda podemos definir correntes e cargas

correspondentes, mas elas néo serao conservadas.



Apéndice C

Resultados (teis

Neste apéndice explicitaremos a obtencao de alguns resultados utilizados durante nosso
trabalho.

C.1 Identidades usadas na secao 4.3

C.1.1 Prova da identidade (4.13)

wnp(w) n n-1
d =p"S(p) -
fw o P (p)-p

fdww_pns(p):_pn‘l, n=12,.. (C.1)
p-—w

Inserindo a expresséo para o propagador do quark, Eq.(4.1), em (C.1), teremos:

fdw“’ p(w)—p”fdw—p(w) ———

p-w p-w
—fdw p@) (p" -0") = -p" L. (C.2)
p-w

Podemos reescrever o primeiro membro de (C.2) utilizando a seguinte relagdo (provada por

inducao):
0 n-1 _
pr-ot=(p-w) Y, Y plosl ] (C.3)
i=n—1 j=0
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Assim,
p(w) j
- | do—(p-ow) Z Zp W6} = —p"”
p-w i=n—1 j=0
—fda) p(w) (pn_l +p" 2w+ . +po™ i+ wn_l) =—p"1
—p”_lfdw plw)—... —fdw plw)™ 1 =—-p L. (C.4)
Usando as condicoes espectrais (4.2) e (4.3):
fdw plw)=1,
fdw plw™7 =0, n>j
obtemos
—ptt=—p" (C.5)
C.1.2 Prova da identidade (4.19)
n 1 2 n-2 1
dow'plw)—5—=p" | doo” “pl0) 35—, n>2.
pT-w pT-w
Substituindo p — (p2 — ©?) + w? no lado direito da expressio acima, teremos
fdww p(a)) fdw w"” 2,o(a))ﬁ fdww p(w) — 3 n>2 (C.6)
entretanto, sabemos da condicao espectral (4.12) que
fda) 0" 2p(w) =0, n>2.
Portanto,
fdww p(w) fdww p(w) (C.7)

C.2 Calculo das integrais I, Iy e I3

C.2.1 Integral I,
A integral I, é dada por:

dp 1
(271)4 pz _ wz :
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Para simplificar a resolucdo da integral acima passemos do espago de Minkowsky para o Euclidi-
ano. Para isso, utilizaremos um método chamado rotagao de Wick, que consiste em uma rotacéo

do eixo temporal para o plano complexo, mudando assim, o contorno de integracao:

Po— ip4, (C.8)
pg— —py = p’=p-pi-Dps-pj
2 2 2 2
=-pi-pi-pP3-P5=-Dp

= Elemento diferencial: d*p = dpodp1dpadps = idksdpidkaodps =id*pE.

Logo,
. (d*pE 1
Il =1
@2m)* —p2 - w?
d* 1
- |&¢PE__° (C.9)

@)t pZ +w?

Passando para coordenadas hiperesféricas, d*pg = p%d PE sinz(w)du/ sin(0)d0d ¢,

I1=—i f ZHd(,b f " sin(0)do f " sin2()dy f dpe 5 1 (C.10)
' 0 0 0 (2n)* Ep]%; +w?’ '

e resolvendo as integrais nas coordenadas angulares ¢, 0 e v :

21 T b4
f do f sin(0)d6 f sin®(y)dy = 27, (C.11)
0 o )
27 2 %
obtemos
. 3
I =— PE (C.12)

~ 8n2 pEp%+w2'

A integral em pg pode ser resolvida empregando o esquema de regularizacao sharp cut-off, que

consiste basicamente em aplicar um corte A para grandes momentos:

00 A
f dpE—>f dpE.

Adicionalmente, podemos simplificar a integracao realizando uma divisdo de polindmios no
integrando de (C.12):
3 2
Pg  _ PEW
2. 2 PE- 9 %
pPptw Py tw

(C.13)

Com isso, obtemos

-i (A pPEW?

I 872 dpE |PE - B D)
T prtw
- 2, 2 w?
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C.2.2 Integral I,

A integral I3 pode ser reescrita na forma:

d4p 1 . 1 Y o) lpoxo
Io=| —— ———¢P* = fd3 pe 'P* | dpy—5——, (C.15)
euipt-w?. @) TP P
onde @2 = j)’2 +w?. Note que temos dois pélos no caminho de integracao:
Po = t0; (C.16)

para contorna-los, usaremos a “prescricao ic ” (que, basicamente, consiste em uma continuacéo
analitica para pg):

l€
pPe—0*+ie=0=>po=+dF — = @ Fid. (C.17)

A partir do Teorema dos Residuos® podemos avaliar a integral em pg. Iniciemos reescrevendo-a

como

foo p ipoxo f 4 ipoto { -1 1 C
0 - ; boe + }, (C.19)
-0 i p%—w2+w 2\/w2—ze bpota po—a

onde a = Vw? —ie.

Escolhendo adequadamente dois contornos de integracéo, C1 e Cq, teremos:

1) No contorno superior (figura C.1):

Im(po)

Ci

© Re(po)

Figura C.1: Contorno superior C; que contém o pélo pg = —o + id.

ai=—a [ ipoxo e1P0%0 o
5{) dzf(z)—»f dpo 7( dpo —Zﬂze Haxo, (C.20)
C1 -0 pPot+a

0, para x0>0

O integrando do segundo termo de (C.20) desaparecera assintoticamente para xg > 0, pois, no

semicirculo superior, py — ico.

De acordo com o Teorema dos Residuos, se f(z) é uma funcéo analitica dentro de um contorno de integracéo C
no plano complexo, entéo

3&dzf(z)=2niZRes[f(z=ak)], (C.18)
c k

onde, para o caso de um pélo simples em a1, Res[f(z)]‘ = lim [(z—a1)f(2)] é 0 “residuo” de f(z) em z = a;.
zZ=ai1 —ai
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Logo,

lpoxo

= O(xg)27ie 1%, (C.21)
a

Ox0) 55 dpo

onde usamos a funcéo de Heaviside?, O(xg), para assegurar que a segunda integral em (C.20)
seja nula.

2) No contorno inferior (figura C.2):

Im(po)

Y

Figura C.2: Contorno inferior Co que contém o pé6lo po=o —id.

as=a oo Lp0X0 1p0X0 .
% dzf(z) —»f dpo +% dpo = —2mie' 0, (C.22)
Co —00 Po—a ¥—. po_al
0, par;x0<0.
Assim,
lpoxo .
o(- w% dpo o = ~Ol-)2ic ™. (C.23)
-a

Note que, por convencéo, o sinal negativo do lado direito da expresséo (C.23) é devido a orientacao
horaria do contorno Csy. Inserindo (C.21) e (C.23) em (C.19), obtemos

o0 ipovo  _9;
f dpo ——5— = —= | O=x0)e' ™ + Oxo)e 7. (C.24)
—00 py—@*+ie

Agora, substituimos a expresséo (C.24) em (C.15):

-1
2(27)3

g, e P¥ o — g
Io= f d*F ~—— |©(=x)e™™ + Oxoe ] (C.25)

Usando coordenadas esféricas no espago de momento, d? p=Ip 12d| plsin(0)dOd ¢:

- 2n 0o |p|2
Iy= f do f d|pl [@( —20)e' %% + O(xg)e” WO f d0sin(g) e 11PI1EIcos®)  (C 26)
—— 0

2(27)2 Jo
27

2Definida como:

O(xo) {1, quando o argumento for positivo, neste caso, xo > 0;
X0) =

0, se o argumento for negativo, isto é, xo <O0.
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e resolvendo a integracéo em d6:

T R 1 T
f do sin(@)e—zlpllxlcos(ﬂ) — T[ e—llpllxlcos((?)i|p>||5c>| sin(0)do
0 iIpllxl Jo

_ 1 [ei|ﬁ||fc|_e—i|ﬁ||fc|]’ (C.27)
iplx|
ficamos com
I{ i
I d o) i(@xo+IplIED) _ L(wxo IBIIE])
2= 2|x|(271)2f p (x)[ ]
+ O(xg) [ o@D _ gitaxa 711 } (C.28)

Trocando |p| — —|p| na primeira e na terceira integral de (C.28), teremos:

f d|p| 2L gi@xo+1plE) _, f d|p| = e!@xo~IBIIED, (C.29)

00 = L - 0 = o .
3g:>f d|l_5| ILile—t(wxo—lpllxl) - _f d|l_5| |Li|e—z(wxo+|pllx|). (C.30)
0 w —00 w

Inserindo (C.29) e (C.30) em (C.28), obtemos

1 5l
L= g foca [ aipl 2

0
Podemos substituir |[p| — Lm em (C.31), resultando em

i @0 IB1IE]) —L(wxo+|pllx|)
Iy =——510(- 0)—f deIT+®(xo)—f deIT . (C.32)

e @x0=IBIED 1 @ () f aip 2! “<‘“x0+'l’”x')} (C.31)

8% |2 olx| olx|

As integrais em (C.32) podem ser colocadas em uma forma mais conveniente. Para isso, realizemos

outra substituicéo do tipo:
®=wcosh(n) e |p|=wsinh(n)= d|p|=wcosh(n)dn. (C.33)

Obs.: como é de se esperar, tal substituicao satisfaz a seguinte relacao relativistica:

@ — |p|* = w? cosh®(n) — w? sinh?(n) = w? | cosh®(n) - sinh?() | = w?

1

Logo,
I
Io = _ v d Lw[xocosh(n) |x|smh(17)]+
? 8|5c'|n2{ MRLFT: |f e
+®(x0)mf dne—tw[xocosh(n)+|x|s1nh(n)]} (C.34)

O resultado das integrais na Eq.(C.34) ir4a depender do tipo de intervalo espaco-temporal que

estamos considerando. No nosso caso, tratamos de particulas com virtualidade diferente de



C.2. Calculo das integrais 11, Is e I3 83

zero, ou seja, fora da camada de massa. Entéo, adotaremos o intervalo tipo-espaco, x* < 0, que
corresponde a Func¢do de Heaviside com argumento negativo, xg < |X|. Dessa forma, a segunda

integral ira desaparecer e para resolvermos a primeira realizemos as seguintes substituicoes:

xo =\/1%2 — x2 sinh(¢), (C.35)
% =/IZ|2 — x2 cosh(¢). (C.36)

Com isso,

i 6 oo . =12 2T _ .
Iy= — — f dTI etw\ /|12 x5 [sinh(&) cosh(n)—cosh(¢) sinh(n)]
8|x|m% 01X J-o0o

_ i i[o" dne—iw,/mﬁ—xg sinh(n—f)’ (C.37)
—00

81%|72 0|%|

onde usamos a identidade trigonométrica: sinh(¢)cosh(n) —cosh(¢) sinh(n) = —sinh(n—¢). A partir

da relacao de Euler podemos expressar a exponencial em termos de seno e cosseno:

. 5 oo
Iy = 8|7cl|n2ﬁf_oodn {cos (a)\/ Iilz—x% sinh(n—g‘)) —isin (a)\/ |%|2 —x(z) sinh(n—(f))}.

Porém, o segundo termo nao contribui para a integral, pois trata-se de uma funcio impar em 7

integrada num intervalo simétrico. Dessa forma, ficamos com

l 0 0o — 5
2= SR ﬁf_m i cos (‘“\/m sinh(n - f))
i 9 [
= |2 2 o
- fo dn) cos (wm smh(n)). (C.38)

A integral em (C.38) trata-se da representacéo integral da funcédo de Bessel modificada (também

conhecida como funcio de McDonald):

fooodn cos (z sinh(n)) = Ko(2). (C.39)
Logo, .
9= ﬁﬁ wy/1%% —x3 % [KO (w\/la_c’lz—xZ) . (C.40)
Usando 01?2(2) = —Ki(z), obtemos

[p= L @ (\/ —w2x2), (C.41)

onde x2 = xg — %%
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C.2.3 Integral I3
Para a integral I3, temos
I3=(-1)" d*p (P°)"
(27I)4 p2 —w?2’
Realizemos uma rotacio de Wick:
n
Is=(-1)" d*pg (-r%)
@m)* —p2 —w?
= (-t [ SRE_PE (C.42)

@) pZ+w?’

Passando para coordenadas hiperesféricas, d*pg = p%d prddsin(0)d0sin®(y)dy, e utilizando

um cut-off A, teremos

2n
13:(—1)2”—1f do f sin(0)d0 f sin?(y)dy f dpE ps Pr

(2m)4 Ep2 + w?

on+3
:(—1)2"_12n2if dpe Py
0 (2m* pZ +w?

Podemos resolver a integral em pg por método de inducao:

n=0:
L= M app e
8712 Jo pa+w?
—i (1], w?
_@{5 AN +w 10g(A2+ 2)]}
n=1
i (A Py
Is=—— | d
3 87:2](-) pEp}%J+a)2
N R Y 2 2 4 w?
_@{Z[A -2N°w” -2w"log AP ,
n=2

. 7
l A Pbg

Y PE
812 Jo p% + w2

_q 1 2
:_12{ [2/\6 3A%02 + 6A201 — 27202 + 60° log( @ )]}
8n? (12 A2+ ?

Assim, verificamos que

I3= =t {ﬂ (-1"n!A*"*2 + (n+1)! w2”+210g( W ) +0(A?)
872 | 2(n+1)! ’ ) A2 + @w?
(_1)n+1i (_l)nn!A2n+2 S w2 9
= nray +0(A%)].
1672 om+1 ¢ Og(Az +w2) ( )]

(C.43)

(C.44)

(C.45)

(C.46)

(C.47)
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C.3 \Verificagdo da solugdo para o vértice axial (com 2
distribuicGes espectrais)

Multiplicando a solugéo (5.48) por g, teremos

- . /+ H A .
-qu Ny (P!, p) = —fdw’dw pul)ps(w) | — ( _w w;q”q ) g2 ]
q

| p' - q Y 2p-o

(@' -o)-p-w) Aa_ i
= —fdw'dw pu(w,)ps(w) .l( p/_w/ )Y5?ap—w]

A 1 1 Ao p=
=- f do'dw py(@)ps(w) | —ys—= ,y5—“M , (C.48)

2p—w_p’—w 2 p-w

onde usamos q, = ( p' - p)u- Agora, apliquemos a seguinte condicéo espectral:

Pu,0=Ps,0= fdw' pu(w') = fdw ps(w) =1, (C.49)
resultando em
A 1 1 A
H,a _ a a
~quiy (p/,p)—fdw pS(w)YSEp—w +fdw'pu(w')m)/53
A A
= Su(p,)?a'}% +75§“Ss(p). (C.50)

Verificamos que, de fato, a solucdo (5.48) satisfaz a identidade de WT axial (5.41).

C.4 Obtencao da solugdo para o vértice axial-axial (com

duas distribuicdes espectrais)

Nesta secdo, mostramos como a solucéo (5.55) é construida a partir da técnica de calibre.
Inicialmente, escrevemos uma solucio tentativa de acordo com a defini¢cdo da funcéo de vértice

axial-axial ndo amputada, expressao (5.53):

/

p p
A’u’a;v’b(p,, q/;p, q):\—}—/+><
A4 O PTLa p g

=iS(p"ry biS(p + QT 4iS(p)+iS(p" I *iS(p' - )Ty ®iS(p), (C.51)

onde Fi’a e FX b séo funcoes de vértice axial amputadas.
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Simetrizando a expresséao (C.51), temos
i
P -

, (@+w)q™\ A
Y T2 Y5 %

a,v 1
AW, qsp, @) = Efdw’dw [pu(w’)ps(w)+pu(w)ps(w')]{ >

i

H_(w’+w)q“) ﬂtza+(yu_(w’+w)q“) Ay i

el _— X
q2 Y5 qZ Y5 2 p/_q_w/

x—
prg-o

(0 +w)q" /11,] i }
Vo — C.52

com | py(w"ps(w)+ pyu(w)ps(w’ )] contabilizando a contribuicdo da troca do quark u pelo s. Multi-

plicando essa solucéo tentativa por —iq, ficamos com

. H,a;v,b . - 1 i ° -
i A g by )= 5fda)’ala) [pu(w')ps(w)+ Pu(w)Ps(w,)] 7 —o {FZX prq-o 8

(0 + w)quq“ Aa (' + w)quﬂ Aa l
X|g————5— 2 q-

— 4+ — X
q2 Y5 q2 Y5 2 p/_q_w/

i

xrj{b}p_w.

(C.53)

!/ ~ .
Uma vez quegqg=p —p, podemos reescrever a expressao anterior como

l
Ty

(p —w)—p—w] y

. H,a;v,b, o g, _1 /
—1quNy, (p,q,p,q)—gfdwdw prq-o

U@+ pu@p, ()]

/

Ao 1 (p
XY5Eap—a)+ p-w

1
= —fda)’dw
2

i Aa]+[ Aa i N i Ao
p+q—w’y52 Y52p’—q—w’ p’—wy52

—w)-p-0'] A4 i b 1
]YS? ’—q—a)’r::‘ p—w

p
/ I i v,b
pu(@)ps(w)+ py(w)ps(w )] { ry

p-o

b1
r p_w}. GEN

Identificando a segunda e terceira parcela como vértices axiais ndo amputados, AZ’ b( p,p+qe

AX b( p' —q, p) respectivamente, teremos

. : Ao 1
~ig NV, ¢ p, )= AP, b+ Qs+ §fdw'dw pu(@)ps(w) + pu(w)ps(w’)] x

i {(V (w’+w)q"’) A Ag Aa(v (w’+w)q”’)
Y - — - X

—_— _+ —_—
Xp,_w 772 Y5 2 Y5 2 Y5 2 Y 772
Ap| 1 Ao \vb,
— +y5—A, — . C.55
XY52}p_w Y55 A4 (p'—q,p) (C.55)
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Recorrendo as propriedades das matrizes y (ver apéndice A): y,y5 = —Y5Yv € ¥5Y5 = 1, podemos

reescrever (C.55) como

~ig NS D, s b, @) = AP, p+q)7/5—+ fdwdw pu(w)ps(w)+pu(w)ps(w)]

i , (@ +w)q™"\ A Ag v (W +w)q"V\ g Ap i
{l J35- )53

X _—— | =—=- +
p - q”? 2 2 q”? 2 2)p-w
Aa
Gy Ay (0’ ~q, p).
Aplicando as seguintes condi¢oes espectrais:
pu0=ps0= [ 4o’ puw)= [ do’ py()=1, (C.56)
Pu,1=Ps.1 :fdw’pu(w’)w’ :fda)’ ps(@)w' =0, (C.57)
obtemos
. u,a;v,b A /1
—iqu Ny D 4 p, )= A (p p+q)75—+Y57 A *(p'~q, p)+ dw [ps(w)+pu(w)

l v wg"Y Ay Ay v 0g"™\ A Ap l
gyt | Ulioer-al b aaied Vw3l Bl S
p-w q 2 2 q 2 2)p-w

Reorganizando os termos e usando a propriedade de comutacdo das matrizes de Gell-Man,

[/1 Ab] 7 Ae ¢
ncontram
2’ 2 1fabe— 9 , encontramos que
. A A 1
~iqu Ay a = AW P s S HYs T (g, p)+ 5 f dw | ps(©) + pu(@)] x

i [V(Abﬂta /la/lb) wq’”(AMa Aa"b)] ‘ (C.58)

Note que a primeira parcela da integral corresponde a funcéo de vértice vetorial ndo amputada,
AV, C( / C .

v (p’, p). Com isso,
A,u,a,v b

Aa vb . A
(', 450, O =—ifape Ay ‘@', P)+ys Ay (P —q, )+ A (p',p+q)Y57“—

i

[a)q”’(/lbla Aa&) (C.59)

1 i
-3) o [ nw] T (35 53

—w

Utilizando a dltima parcela de (C.59) para corrigir a solucéo tentativa (C.51), encontraremos

exatamente a solucdo apresentada em (5.55).
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C.5 Operacoes de traco
= Traco utilizado no calculo da funcao de correlacao pseudoescalar:

Nps=Tr[(p + ¢ +0")ys(p +w)ys]
=Tr[pyspys+qYspYs+ PYswys+qyswys +0'yspys + 0'yswys] . (C.60)

Usando a propriedade do traco, Tr[A + B — C] = Tr[A] + Tr[B] — Tr[C], e recorrendo a algebra de

matrizes y, expressoes (A.10)-(A.13), teremos:

Trlpyspysl = Trlyuysyvyslp*p" = =TrlyuyvIp*p" = —4nu,p*p", (C.61)
< Trlgyspysl = Trlyuysyvysle'p” = =Trlyuyv1e"p” = —4nue*p”, (C.62)
Tripyswysl = Trlgyswys] = Trlo'yspys] =0, (C.63)
Trlysysl o' o =Tr[l4]o'w = 40’ . (C.64)

Inserindo esses resultados em (C.60), obtemos
Nps=-4(p%+p-q-o'w). (C.65)

= Para o calculo do tensor de polarizacao do vacuo, temos o seguinte traco:

" )k
NY =Tr|(p+q+a) yﬂ—%)(lﬂw)yv
HopnV H oy nV Tl n sV (w’—w)q“ v v IV
=Tr | py*py" + gy py’ + o'y oy —T(pfw +quy' +0'py")
— HopnV oy V Tl n Y (a)’—a))q“ v v IV
=Tr [py*py"] +Tr[gy"py" ]+ Tr [’y 0y ]—T{Tr[pwv [+ Tr[goy"] +Tr [o'py'] |

Nas passagens anteriores, consideramos a propriedade (A.10) para eliminar os termos com
ndmero impar de matrizes y. Resolvendo os tragos separadamente, encontramos
HpV qtq¥

N* =4 2p“p”+p“qv+q“pv—qq§ (0?-w?) - p (ww'—wz)—n’”(p2+p-q—ww')]-

= No caso do fator de forma do kaon, o traco a ser resolvido é dado por:
Ny =Tr[y k+w)ys(p+k+0)ys(k—g+w0).
Expandindo os termos e aplicando a propriedade de linearidade do traco:

Ny =Tr |y kyspysk—yukyspysq +yukyskysk —yu kyskysq +yukyso'ysw +yuwyspyso+
+yuwyskysw +y.wys0'ysk —y0ys0'ysq]
=Tr [y kyspysk] = Tr [y, kyspysq] + Tr [y, kyskysk] - Tr[y.kyskysq] + Tr [y, kyso'yso] +
+Tr [yuwyspysw]| + Tr [yuwyskysw] + Tr [y wysw'ysk| - Tr [y wysw'ysq] .
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Usando as seguintes propriedades: {)/5, )f”} =0 e y5y5 = 14, obtemos
Ny=-Tr(y.kpk]+Tr [y kpq|—Tr [y kkk|+Tr|y.kkq]+Tr |y ko' o] -Tr[ywpw] -
~Tr [y wkw] +Tr [ywo'k] = Tr [y 00'q]
=4[-(kyp-k—puk-k+kuk-p)+(kup-q—puk-q+quk-p)— (kT —klF+k,k-k)+
+ (kyekq ~ kyehq + quk - k) + ko' = puo® ~ kyw® + kyoo' - guow']
=4[~k k> +E* (pu+qu) —k (Puq —qup) +ku(p-q -2k p - 0* +20'0) - puo® - q,0'v].

C.6 Resultado das integrais usadas no calculo de

H"ﬁ}w(q%, [Ips(g?) e do fator de forma do Kaon

Nesta secdo, apresentamos o resultado das integrais avaliadas a partir do método de regulari-
zacdo dimensional®.
= Para a integral I yaq, temos

d*r’ 1
Iouad = . C.66
quad (271)4 [k/2 _ EZ] ( )

Usando a seguinte relacio [35]

%' 1 (-1'iTm-9) (i)"_%

= C.e7
el -2 mi T |22 o0
e considerando d = 4 — ¢, encontramos
dt~¢r’ 1
Tquad = d-e [p2 _=2
(2m)*-¢ [k12 - 22]
i F(l—%f)( 1 )1-‘%6
Cums T \E2
i e 1)1
= r=-1||= . C.68
(4m? 3 )(52) (C.68)
Desenvolvendo cada termo separadamente, teremos
P 1 § 1 ¢
—(2-&) _ In|(4m)2 | _ 5 In(47m)
) O = P et
1 € 9
= oF |1+ 5 In(4m) + 0 )|, (C.69)
1)\2 €ln(L 1
(_—2) _efin(3) 1+§ln(:— +0@|, (C.70)
€ 2
F(E—l):— 1+=-yp+00)|, (C.71)

3Para aplicar a regularizacio dimensional utilizamos as expressdes resultantes da integracéo em d-dimensées
no espaco de Minkowski, retiradas do apéndice A.4 da referéncia [35].



C.6. Resultado das integrais usadas no calculo de Hé‘%}Vb(qZ), Hps(q2) e do fator de

forma do Kaon 90
LA}
onde yg é a constante de Euler-Mascheroni = yg = r}im Z 7 In(n)| = 0.5772.
TN\ k=1
Inserindo (C.69), (C.70) e (C.71) em (C.68), obtemos
(=2 2 4 =2
I quad = @ 1+ - —YE +1n +0(e)| = an )2(a +1), (C.72)
2 47
sendo a=|——-vEg +ln( ) +O(e)]
€
— A integral I),; é dada por
d*r’' 1
g™ | (@m? k72— 52]2' (€.73)
Novamente, usaremos (C.67):
d*k’ 1
log = (27_[)4—6 [k,2 _ 52]2
(-2 T@- (1) -
(4n) >€ F(Z) =2
i (5) (__2)2. (C.74)
(4my?~2 T'(2) \E
A partir dos resultados (C.69), (C.70) e da seguinte expanséo:
€ 2
r(é) = E—YE+0(6)], (C.75)
encontramos que
i 2 47 ia
I ——vyg+1 +0 C.76
e )2[ Ve n( ) (6)] e (€.76)
— A integral I.,,y também pode ser obtida usando (C.67):
d4=cp’ 1
conv — (27[)4—€ [k'z _ E2]3
i T(1+&)(1\1*2
__ i T{+3) (__2) , C.77)
(4m?-2 TB) \E
€
onde a expansao para I’ (1 + 5) é dada por:
€Y _[,_€ 9
r(1+§)_ [1 578 +0C )]. (C.78)
Considerando este resultado e as expressoes (C.69) e (C.70), verificamos que
-1 1 € 47 -1 1
Teony = —— —=5 [1—=yg +=1 +0(e? +0 C.79
con (4”)2 o=2 [ 2'}’E B n( ) €)= (47 )2 2,_2 (). ( )
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— Para a integral I}, usaremos [35]
f AU RMRY (1l g T -4 - 1) ( 1 )n—%—l .50
@md [k2-22]"  (4pf 2 T \E2 ' '
Assim,
wv d4—€kl BIBRIY
2 (27[)4—6 [k,2 _ 52]2
i g TA-59 1\
I ) i (__) : (C.81)
4n)?-2 2 T©@ \=2
Recorrendo aos resultados (C.69), (C.70) e (C.71), obtemos
=2 UV 2 4 =2 UV
w_ =77 & =" n
— L 1+__ +1 PR +O = _— +1 C82
2 Tz 2 | e T n(zﬁ) © =@ 2 @Y (C.82)
= Por fim, temos a integral I,,, 3, que também pode ser resolvida usando (C.80):
! _ d4—ek/ k"uk;
uv,3 (27.[)4—6 [k,2 _ E2]3
/ TEe-48(1\2%
=t T 2 (__2) ’ (C.83)
(4m)2-3 2 ') =
Inserindo os resultados (C.69), (C.70) e (C.75) em (C.83), encontramos
l T]/,w 2 (47[) ia T],uv
l,w3=———|—-——yg+In[=|+0 = . C.84
3= e e e ETI| ) YO0 = e (C84)
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