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Resumo

A cromodindmica quantica (QCD) é a teoria fundamental que modela as interagoes
fortes. No regime de altas energias (pequenas distancias), ela pode ser tratada por
técnicas perturbativas, uma vez que a constante de acoplamento entre os quarks e os
glions é baixa, fendmeno este conhecido como liberdade assintotica. Porém, no regime
de baixas energias (grandes distancias), o acoplamento da QCD cresce e um tratamento
perturbativo nao deve ser empregado. Desta forma, é conveniente trabalhar com modelos
efetivos que incorporem algumas caracteristicas da QCD, como a simetria quiral, sendo
um dos mais famosos o modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL). Apesar de reproduzir
elementos importantes da QCD, o modelo NJL possui algumas limitacGes, como por
exemplo o fato de ndo implementar o confinamento de quarks e também ser um modelo
nao renormalizavel, sendo necessario utilizar algum esquema de regularizacao para tra-
balhar com as integrais divergentes. Usualmente, emprega-se um cut-off nas amplitudes
de Feynman, mas alguns cuidados devem ser tomados em integrais divergentes onde o
integrando apresenta indices de Lorentz, em razao do aparecimento dos chamados termos
de superficie (TS). O principal objetivo deste trabalho é obter e utilizar o efeito dos TS
no modelo NJL SU(2), buscando encontrar resultados mais precisos para os Fatores de
Forma de uma versao rara do decaimento eletrofraco do pion, onde, juntamente com um
lépton e seu neutrino, ha a producao de um féton. Os resultados sao entao comparados

com dados empiricos.

Palavras-chaves: Modelo de Nambu-Jona-Lasinio, Bosonizag¢ao, Termos de Superficie,

Decaimento raro do pion.



Abstract

A quantum chromodynamics (QCD) is a fundamental theory that models as strong
interactions. In the regime of high energies (short distances), it can be treated by
disturbing techniques, since the coupling constant between quarks and gluons is low, the
phenomenon is known as asymptotic freedom. However, no low-energy (long-distance)
regimen, or QCD coupling increases and disturbing treatment should not be employed.
In this way, it is convenient to work with effective models that incorporate some
characteristics of the QCD), such as a chiral symmetrical, being one of the most famous or
models of the Nambu-Jona-Lasinio (NJL) model. Despite presenting important elements
of the QCD, the NJL model has some configurations, such as an example or the fact of
not implementing or restricting quarks and also being a non-standard model, using some
regularization program to work with divergent integrals. Currently, a cutoff point is used
in the Feynman amplitudes, but some precautions must be taken in divergent integrals
where either integrating the Lorentz indices, due to the exposure of the surface terms
(TS). The main objective of this work is to obtain and use the effect of the TS in the
NJL SU(2) model, seeking more precise results for the Form Factors of a rare version of
the decay of the electron microweak decay, where, with a lepton and its neutrino, there

is a photon production. The results are then compared with empirical data.

Key-words: Nambu-Jona-Lasinio model, Bosonization, Surface terms, Rare decay of the

pyon.
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CAPITULO

INTRODUCAO

“Cuidado com gente que nao tem duvida.

Gente que nao tem duvida nao € capaz de

inovar, de reinventar, ndo € capaz de fazer

de outro modo. Gente que nao tem duvida
s 7 .

s € capaz de repetir’.

-Mario Sergio Cortella.

A Cromodinamica Quantica (QCD!) é aceita pela comunidade académica atualmente
como a Teoria Padrao das interagoes fortes. Em processos de espalhamento envolvendo
altos valores de momento, a QCD se mostrou muito bem precisa, uma vez que neste limite
a constante de acoplamento quark-glion torna-se pequena, permitindo o uso de técnicas
perturbativas desenvolvidas para Eletrodinamica Quéantica (QED).

A QCD é uma teoria de campos quanticos renormalizavel, onde as particulas de in-
teracdo sao os quarks (férmions de spin 1/2) e os glions, os bésons sdo responsaveis pelas
mediacoes das interagoes e possuem spin 1. Simplificadamente, os haddrons subdividem-se
em dois grupos: os barions e mésons. O primeiro grupo sao constituidos por estados
ligados de trés quarks, enquanto o segundo grupo, sao estados ligados de um par quark-

antiquark. A interacdo ocorre por meio dos glions, que podem interagir entre si?. Os

Do inglés Quantum Chromodynamics.
2Na eletrodindmica quéntica, as particulas mediadoras das interacdes, os fétons, ndo interagem entre
eles.
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quarks sao férmions, caracterizados por possuirem dois graus de liberdade, ou nimeros
quanticos: a cor e o sabor. O sabor?® distingue os vérios tipos de quarks, que conhecemos

atualmente, que sao as seguintes opgoes:
1. up
2. down
3. stranged
4. charmed
5. bottom
6. top

De forma genial os fisicos tedricos colocaram o ultimo quark para que a teoria fundamental
fosse completada, em outras palavras, para que a QCD fosse uma teoria de interacao forte
deveria existir este ultimo quark. Posteriormente, houve experimentos que evidenciaram
a existéncia de tal quark. Mas cabe uma observacdo, sempre é necessaria uma resposta
por partes dos fisicos experimentais acerca da real descoberta.

O ntmero quantico conhecido com “cor” foi introduzido na teoria de uma forma “ad-
hoc”. Devido as dificuldades presentes na interpretacao dos barions, uma vez que estes,
sendo férmions, violariam o Principio de Ezclusio Pauli. Por exemplo, o estado J = 3/2
da ressonancia A*T teria que ser formado por trés quarks com spin 1/2. Os trés quarks
estariam ocupando o mesmo estado quantico, o que viola o Principio da Ezrclusdo, uma
vez que a funcao de onda seria simétrica. A introdugdao do nimero quantico “cor” faz
com que a funcdo de onda possa ser simétrica nos espacos de isospin e de spin, desde
que a funcao de onda no espago de cor seja antissimétrica, ou seja, a funcdo de onda
globalmente tem que ser antissimétrica.

Ainda ha propriedades sugeridas por observagoes experimentais e tedricas a respeito

da QCD, como

1. Assume-se que a forca forte atue somente sobre o niimero quantico de “cor”, pois
nao ha evidencia por meio de experimento sobre qualquer dependéncia da forga forte

com o sabor.
2. A simetria de cor é assumida sendo exata. Contudo, a simetria de sabor é quebrada.

Se atribuir que esta ¢ uma simetria de calibre, teriamos duas implicacdes:

3Em inglés flavor.
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1. Liberdade Assintética: as forcas tornam-se menores em distancias pequenas (regime
de alta energia), de forma que os quarks podem se comportar como particulas quase
livres no interior de prétons, néutrons e mésons. Resultando, que a interagao entre

quarks por troca de glions é consistente com a teoria.

2. Confinamento de Quarks: os quarks sao praticamente livres dentro dos hadrons,
e nao poderiam abandonar estas estruturas. Estd é uma propriedade desejavel da
QCD, pois quarks livre ainda nao foram observados livre, sendo que ha indicios de

que tal fendmeno, de fato, nao seria possivel.

Anteriormente mencionamos que o calculo perturbativo pode ser implementado no
regime de altas energias, quando a constante de acoplamento entre os quarks torna-se
muito pequeno, reproduzindo o fenémeno de liberdade assintética. Para processos que
envolvem longas distancias, o que vale dizer pequenos momentos, temos uma elevacao
da constante de acoplamento forte, e o uso do método perturbativo fica prejudicado.
Com intuito de superar estas dificuldades, utilizamos modelos fenomenologicos que sao
constituidos pelo maior niimero possivel de simetrias da QCD. Portanto, ha uma busca
por densidades de lagrangianas que sejam mais simples que a QCD, mas que incorporem
algumas de suas simetrias, e uma caracteristica importante, é que matematicamente ela
seja tratavel para a extragdo de informagoes de interesse como propriedades dos hadrons
ou o comportamento destes a altas densidades. Esta busca esta fortemente fundamentada
pela suposi¢ao de que as simetrias do modelo sdo o “cerne”/, para a determinacao das
propriedades das particulas fisicas e dos processos fisicos. Um destes modelos, é o modelo
de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) que serd apresentado e discutido em detalhes em capitulos
posteriores.

O modelo de NJL [28][39][40], a principio proposto como uma teoria de interacdo
entre nucleons, mais tarde, re-interpretado como um modelo para interacao entre quarks.
A interpretacdo da pequena massa do pion, no quadro do modelo de NJL, advém do
resultado da quebra de simetria quiral. Por meio do Teorema de Goldstone [21], temos
conhecimento que a quebra de uma simetria continua da lagrangiana ¢ acompanhada pela
existéncia de uma particula sem massa: bdéson de Goldstone. O pion tomaria o papel
como uma implementac¢ao aproximada de um bdson de Goldstone, ja que o pion possui a
menor massa entre os hadrons, sendo considerado, aproximadamente uma particula com
massa nula.

Para que o modelo possa ser uma teoria efetiva aceitavel, deve-se reproduzir as sime-
trias da QCD que sao observaveis na natureza. Por exemplo: A QCD possui simetria de
cor, que ¢ uma simetria de calibre local. O modelo NJL também apresenta simetria de

cor, mas com uma ressalva, ela é uma simetria global [25]. A QCD diferente do modelo
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de NJL possui fendmenos de liberdade assintotica e confinamento de quarks. Todavia
uma simetria importantissima comum a QCD se encontra no modelo de NJL conhecida
como simetria quiral, que serd muito bem comentado posteriormente. Simetrias como as
de isospin, baridnicas e axial se encontram presentes no modelo.

Contudo, nem sempre ha manifestagoes de simetrias de um modelo na natureza. Logo,
de mesmo grau de importancia quanto a propria simetria é a quebra espontanea desta
simetria. Provocada pelo nao anulamento do valor médio do campo no estado de véacuo.

As consequéncias das quebras espontanea e dinamica da simetria quiral sao as seguintes:
1. A criacao dindmica de massa nos férmions.

2. A interpretacao dos pions como bosons de Goldstone, o que nos conduz a relacao
de Goldberger-Treiman[20].

3. A interacao entre os quarks que é atrativa que nos leva a formacao de condensados
de pares quark-antiquark, a partir de um valor critico da constante de acoplamento.
Encontra-se uma analogia com a teoria microscépica da supercondutividade, conhe-

cidos como pares de Cooper (teoria BCS).

Em contrapartida, o modelo NJL apresenta limitacoes. A primeira é o modelo nao
ser renormalizdvel, que necessita da especificacdo de um esquema de regularizagdo para
calcular as integrais improprias (divergentes) que surgem no modelo. A introducao de um
“cut-off” na escala dos momentos torna o modelo uma teoria efetiva, especificando um
intervalo de validade do modelo. Suprimindo normalmente interagoes entre quarks para
grandes valores de momentos.

A limitacao posterior presente no modelo de NJL é que a interagao local nao confina
quarks. Porém para muitas questoes em aberto da Fisica hadronica de baixas energias, o
confinamento pode nao ser importante, pelo menos nao possui tanta importancia quando
comparada as simetrias contidas no modelo.

Ainda assim, o modelo de NJL é um dispositivo poderoso voltado para o estudo de
fenomenos relacionados a simetria e a transi¢ao de fase quirais.

Qualquer Teoria Quantica de Campos com integrais divergentes exige um esquema
de regularizacao, tal esquema pode ser interpretado como sendo um fator que especifica
a validade da teoria. Outra consequéncia devido a teoria nao ser renormalizavel, sao
os resultados diferentes para alguns observaveis fisicos devido aos esquemas de regula-
rizacao empregado [7][28]. Assim, o modelo nao é definido somente por sua densidade de
lagrangiana mas também pelo esquema de regularizacao utilizado.

O modelo de NJL vem sendo estudado como um bom candidato para a quebra

dindmica de simetria no modelo padrao [30][32][33][34][35]. E em especial ha presenca de
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ambiguidades no modelo ocasionado pelas escolhas de diferentes roteamentos dos momen-
tos externos pelas linhas internas de particulas em diagramas de Feynman que apresentam
“loops”[56], relacionadas ao esquema de regularizacao aplicado[37].

Em teorias renormalizaveis, estes problemas sao muito bem controlados por meio do
procedimento de regularizacao, que permite que as ambiguidades sejam fixadas. Alids, em
teorias renormalizaveis em que nao ha a matriz de Dirac 75, a regularizagao dimensional
(RD) sempre podera ser aplicada. A RD é um esquema de regulariza¢ao invariante de
calibre? e sempre removerd as ambiguidades citadas em [56], uma vez que sempre que
efetuamos uma translagao (shift) no momento interno dos “loops” com o uso da RD, nunca
ird ocorrer o aparecimento de termos de superficies(TS) que s@o a razdo do surgimento
das ambiguidades [37].

Em modelos nao-finitos, quando realizamos uma translagdo no momento interno dos
“loops” em integrais divergentes, ha o aparecimento de termos de superficies. Tais termos
e sua influéncia na determinacao dos observaveis fisicos no modelo de NJL sao temas
fundamentais desta dissertacdo. A influéncia de termos de superficie em teoria e modelos
efetivos da QCD é tema recorrente no estudo da fisica hadronica, e ja foi demonstrado
em trabalhos anteriores que a presenca de tais termos podem melhorar a acuracia de
observaveis fisico [26][24].

Os termos de superficies dependem das escolhas dos roteamentos internos, ou seja,
devemos ter cuidado nao s6 com as escolhas dos momentos, mas também com as sim-
plificagoes que podemos realizar nos calculos dos observaveis. Para esquivar de tal pro-
blema, usa-se um roteamento completamente arbitrario que resultarda em um termo nao
fisico adicionado aos momentos. Entretanto pode-se absorver tais termos fazendo uso da
transformagao proposta por Chan [10].

Por meio do modelo de NJL em SU(2) e dos T'S podemos encontrar os seguintes ob-
servaveis fisicos para o pion, sendo eles a Equacao de Gap, Auto-energia do méson, cons-
tante de decaimento fraco, Fator de Forma Eletromagnético e principalmente, a questao
central deste trabalho, os Fatores de Forma Axial e Vetorial relacionado ao decaimento
eletro-fraco (7* — vye*7,), onde ele decai em um elétron, antineutrino eletronico e um
féton, um canal raro de decaimento.

O pion é o méson mais leve dos hadrons, e consequentemente ele s6 pode possuir
decaimentos fracos e eletromagnéticos. O decaimento raro que iremos analisar ¢ um
decaimento eletromagnético e fraco, constituindo em um tridngulo de quarks no qual hé
presenca de uma interacao forte. A motivacao é utilizar este decaimento, que ocorrem

em a energia baixas (E < 2GeV), para testar o Modelo Padrao ao invés de usar altas

4Pode ser empregado em teorias que sdo invariantes a transformacio de simetria U(1) vetorial, sem
violar as relagdes de simetria.
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energias.

A estrutura desta dissertacao esta ordenada na seguinte forma.

No Capitulo 2, estudamos a versao fermionica do modelo de Nambu-Jona-Lasinio, em
que os conhecimentos empregados neste capitulo serao de grande valia para compreensao
dos capitulos posteriores.

No Capitulo 3, apresentamos a versao bosonizada do modelo de NJL, apds a introdugao
de campos auxiliares na lagrangiana na simetria SU(2) de sabores do modelo. Com o uso
desta nova lagrangiana, obtemos a expansao da ac¢do efetiva e alguns observaveis fisicos
como a Equag¢ao de Gap, Auto-energia e a Constante de decaimento fraco. E neste
capitulo, que iremos obter os Termos de Superficie, e introduzir alguns comentarios a
respeito.

No Capitulo 4, discutiremos a respeito do Fator Forma Eletromagnético, e por meio
deste observavel fisico, vamos investigar a dependéncia dos Termos de Superficie com as
escolhas de roteamentos nos diagramas de Feynman.

No Capitulo 5, o cerne deste trabalho, determinaremos os Fatores de Forma do de-
caimento eletro-fraco do pion, iremos analisar a contribui¢do indireta dos Termos de Su-
perficie, com a pretensdo de encontrar valores tedricos mais acurados.

No Capitulo 6, utilizamos a expansao derivativa desenvolvida por Chan [10], para
calcular os observaveis fisicos (Auto-energia e Fator de Forma Eletromagnético) com o
pretexto de eliminar as contribui¢des sem significados fisicos, que se originam de um
roteamento arbitrario nos diagramas de Feynman.

No Capitulo 7, apresentaremos os ajustes dos parametros contidos nos trabalhos
[26][24][27] para o modelo e realizaremos os calculos numéricos para os Fatores de Formas
do decaimento eletro-fraco.

No Capitulo 8, finalmente apresentaremos as conclusoes e possiveis perspectivas do
trabalho.

Os apéndices presentes neste trabalho possuem dois objetivos:

- O primeiro objetivo estd presente nos apéndices A, B e C, e tém como premissa
oferecer contetidos no ambito da Fisica e Matematica para uma melhor compreensao
deste trabalho. As convencoes, Notacgoes e demais utensilios fisicos e matematicos,
sao apresentados no primeiro apéndice. O segundo apéndice demonstra em detalhe
os calculos da quebra e da invariancia quiral. E no terceiro apéndice encontra-se um
resumo sobre a teoria fraca e eletro-fraca, e os calculos para obtencao dos vértices

eletro-fracos.

- O segundo objetivo, tém como sentido de nao sobrecarregar o texto principal. Assim

os calculos explicitos foram remetidos para os apéndices D e E.



CAPITULO

O MODELO DE NAMBU-JONA-LASINIO

“A minha intencdo ndao € substituir um
conjunto de regras gerais por outro con-
junto semelhante. A minha intencdo €, pelo
contrdrio, convencer o leitor de que todas as
metodologias, mesmo as mais obvias, tém os
seus limites”.

-Paul Feyerabend.

2.1 Introducao

O modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) [39][40] é um modelo fenomenolégico descrito
por uma lagrangiana de férmions interagentes que alega invariancia com relagao a algumas
transformagoes de simetria satisfeitas pela Cromodinamica quantica (QCD), teoria que
constitui as interacoes fortes. A importancia de modelos tipo NJL, que apresentam com
interagoes quarticas entre férmions, é que eles nos permite o estudo de algumas proprieda-
des da QCD no regime de pequenos momentos, e tem sido estudado tanto na linguagem
pura de férmions assim como também através de métodos de bosonizagao. Neste capitulo
iremos abordar algumas propriedades do modelo de NJL. A motivagao de sua inclusao se
deve a dois objetivos. Um deles esta associado ao fato de pretendermos estabelecer uma

pequena revisao didatica do modelo e o outro a obtencao de relagoes importantes que
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iremos utilizar em outras partes desta dissertacao.

Procuramos realizar uma revisao de alguns aspectos e relagoes adquiridas a partir deste
modelo em sua forma fermidnica. Primeiramente, apresentaremos algumas caracteristicas
basicas da QCD. Propriedades gerais que uma teoria efetiva deve satisfazer para QCD,
antes de adentrar no modelo de NJL. Mostraremos propriedades gerais do modelo e sua
densidade de lagrangiana, verificando mais tarde que tal densidade preserva a simetria
quiral. Demonstraremos que a quebra simetria quiral esta associada com o aparecimento
da massa dinamica dos quarks. Iremos apresentar para o modelo de dois sabores, sime-
tria SU(2), a obtencao da constante de acoplamento, constante de decaimento fraco e
relacao de Goldberger-Treiman, todo calculo sera realizado independente do esquema de

regularizacao empregado.

2.2 A Cromodinamica Quantica

A Cromodinamica Quantica é uma teoria de calibre nao-abeliana onde pertence ao
grupo de simetria SU(3), seus campos elementares sdo os de quarks (campos de matéria)
e os glions que sao os campos de calibre da teoria [38]. A lagrangiana da cromodindmica

quantica é dado por

T (7 2 1 a v
Locp =V (i) — ) W — 1T T (2.1)
no qual ¥ = Ul o campo de quarks sio U = (u,d, s,...) com N, cores e N, sabores e

m é matriz formada pela massa corrente dos quarks. A derivada de calibre covariante é

dado por
D =+"Dy =" (9, — ig\"Ay) | (2.2)

ue contém em si os campos de calibre A%, com a = 1,2,...,8, que acopla os setores
NJ ) b ) )
fermionicos e bosdnicos. A constante de acoplamento forte é representado por g, e A, sdao

as matrizes de Gell-Mann'. O tensor de campo dos glions é definido como
ﬂ;ju = aMA?/ - aVAZ +g fabcAZAzc/ ) (23)

onde fue s20 as constantes de estrutura do grupo SU(3), o ultimo termo da equagao acima
é encarregado pela auto-interacao entre os campos de glions. Tal termo é necessario para
averiguar que a lagrangiana 2.1 seja invariante sobre as transformacoes de calibre nao-

abeliana.

LCF: Apéndice A
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As caracteristicas principais da QCD resultam do fato de ser uma teoria renorma-
lizavel, com liberdade assintética e confinamento de quarks. Também ha o chamado
limite quiral (onde a simetria pode ser observada) tem-se m, = my; = m,. Para gran-
des valores de momentos?, a QCD ¢ uma teoria perturbativa de quarks e glions. Nesta
condicao, as constantes de acoplamentos sao pequenas e os quarks e glions possuem
liberdade assintética, portanto, propagam-se quase livremente.

Se a QCD nos leva ao confinamento dos quarks, entdo os pardmetros de massa® 7
nao sao quantidades observaveis. FEntretanto, estas massas podem ser estimadas em
termos das massas dos hadrons através da Algebra de Correntes. As massas de correntes,
que diferem das chamadas massas constituintes, sao massas efetivas geradas pela quebra

explicita da simetria quiral nos modelos fenomenolégicos de quarks [29].

2.2.1 Liberdade Assintdotica

Por meio do processo de renormalizagdo, percebe-se que o valor efetivo da constante
de acoplamento assume um termo de corre¢ao finito que depende da escala de energia,
portanto, o acoplamento passa a ser uma funcao dependente do momento transferido, ¢.
Na Eletrodindmica Quéntica (QED), o acoplamento aumenta com o observador se apro-
ximando da carga (valor de |¢?| grande), um fato que nés interpretamos fisicamente como
uma consequéncia da polarizacdo do véacuo, tal fendmeno ocorre devido a flutuagdes do
foton em pares de elétron-positron virtuais. O vacuo funciona como uma espécie de meio
dielétrico, blindando parcialmente a carga, de modo que quanto mais nos aproximamos,
menos completo é a blindagem e maior ¢ a carga efetiva.

Analogamente o mesmo processo ocorre com a QCD, mas com algumas peculiaridades.
Existem duas formas de polarizacao?, uma idéntica a da QED, no qual possuem pares de
quarks-antiquarks virtuais, onde pode ser observado na figura 2.1, conduzindo para uma
blindagem de cor, acarretando com o aumento do acoplamento em pequenas distancias,
em outras palavras, altas energias. A segunda forma de polarizacao do vacuo consiste no
aparecimento de pares de glions virtuais, representado pela figura 2.2, que funciona em
outra dire¢cao produzindo uma “anti-blindagem” ou “camuflagem” que diminui a constante
de acoplamento em pequenas distancias. Conclui-se que a variacdo do acoplamento forte

depende do resultado da combinagao dos efeitos de blindagem e anti-blindagem.

2Comprimentos de onda da ordem de 10~ 'fm
3Se constitui de uma matriz diagonal que contém as massas dos quarks, entdo, M = diag (1., Mg, . .. ) .
4Consequéncia do cardcter ndo-abeliano da teoria.
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Figura 2.1: Polarizacao do vacuo na QCD responsavel pela blindagem.

Figura 2.2: Polarizacdo do vacuo na QCD responséavel pela anti-blindagem.

A constante de acoplamento efetiva na ordem de um loop é dado por[25]

2
g 127
Q (‘qz’) == R ‘qQ‘ >> A?, (2.4)
no qual utilizamos a constante de estrutura fina
g =Vira, (2.5)

em que ¢ ¢ o momento transferido e A = 340 Mev é um pardmetro de escala introdu-
zido para garantir que as seja suficientemente pequena, permitindo o uso da expansao
perturbativa.

Na QCD em que N, = 3 e Ny = 6 o efeito de anti-blindagem dominard, e a constante
de acoplamento diminuird com o aumento de |¢?| a curta distancias, em altas energias,
a forca forte se torna relativamente fraca, permitindo que os quarks dentro dos hadrons
se comportem como fossem livres. Essa é a fonte da liberdade assintética em que muito
do que podemos dizer quantitativamente sobre os hadrons é predicado. A liberdade as-
sintotica é o que possibilita o uso do calculo de Feynman na QCD para calcular poténcias
entre quarks. Ao que tudo indica é uns dos fatores responsaveis pela Regra de OZIP,
também ¢ o ingrediente fundamental para teoria do Quarkonium®. Nas palavras do Pro-
fessor David Griffiths “A cromodinamica teria falido se nao fosse pela descoberta oportuna

da liberdade assint6tica’ [25].

5Qrigina-se de uma consequéncia da QCD, que explica por que razdes certos modos de decaimento
aparecem com menos frequéncia do que o esperado.

6Quarkonium é um méson sem sabor que se constitui em um quark pesado e seu préprio antiquark,
tornando-se uma particula neutra e a antiparticula de si mesma.

"Traducdo nossa
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2.2.2 Confinamento de quarks e Bosons de Goldstone

No regime de baixas energias a constante de acoplamento entre os quarks torna-se
elevada, confinando os quarks dentro dos hadrons, portanto o tratamento perturbativo
usual nao pode ser mais aplicado. O estudo de estados hadronicos contidos nesta faixa
de energia tem que ser por meio de tratamentos nao-perturbativos, tendo como exemplo
a QCD na rede ou modelos efetivos.

O regime de baixa energia é de suma importancia para o entendimento das proprie-
dades hadronicas tais como a QCD de baixas energias e Fisica Nuclear. A estrutura nao
perturbativa do vacuo é caracterizada pela existéncia de condensados de quarks, em ou-
tras palavras, os valores esperados nao-nulos da densidade escalar \ilqlllq ocorre devido ao
aparecimento de particulas pseudo-escalares leves, conhecido como bésons de Goldstone®
(Sinceramente, tais particulas deveriam ser tratadas como “quasi-bdsons” de Goldstone,
pois apresentam massa nao-nulas). A existéncia de condensados de pares quark-antiquarks
no vacuo da QCD sugere uma analogia com estado fundamental dos supercondutores,
Teoria BCS?, onde encontra-se condensacio de pares de elétrons: (0|¥,¥,[0). Nestas
conjunturas, a constante de acoplamento assumi um valor elevado e acredita-se!® que esta
seja a razao do confinamento de quarks, melhor dizendo, o fato de nao observar quarks

livres presente na natureza.

2.3 Teorias Efetivas da QCD

A dificuldade de trabalhar com uma teoria é proporcional ao nimero de graus de
liberdade, interacoes do objeto com o sistema e etc. A ideia fundamental de uma Teoria
Efetiva é selecionar apenas alguns graus de liberdade para que possamos trabalhar a
dindmica deles, melhor dizendo, construimos uma teoria (lagrangiana) apenas para os
graus de liberdades que julgamos importantes. Lamentavelmente ha uma dificuldade de
construir uma teoria efetiva precisa e a QCD se encontra nesta situagao devido a sua ampla
quantidade de graus de liberdade. Desta forma, procuramos construir uma lagrangiana
efetiva, com base nas seguintes caracteristicas de simetria da lagrangiana da QCD.

Uma Teoria Efetiva para QCD em baixas energias deve possuir os seguintes predicados:

1. A teoria é escrita em termos de quarks tendo possibilidade de explicar os glions.

80 teorema de Golstone alega que o surgimento de particulas sem massa e spin, surgem devido &
quebra espontanea de simetria [21][22].

9Teoria de Barden, Cooper e Scherieffer.

190 confinamento de quarks é uma suposicdo tedrica consistente com resultados experimentais, porém
a sua confirmagcao ainda nao foi obtida.
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2. A teoria deve preservar a simetria quiral e também deve conter um mecanismo de

quebra dinamica desta simetria.

3. O vacuo da teoria efetiva deve ser assimétrico, da mesma forma que o vacuo da

QCD.

4. As correntes axiais geram transicoes do estado fundamental para o estado de um

pion ou um kaon.

5. O espectro deve conter N2 — 1 bésons de Goldstone.

2.4 O modelo de Nambu-Jona-Lasinio

A principio foi um modelo concedido para descrever interagoes entre nucleodes, posteri-
ormente foi reinterpretado como uma teoria com graus de liberdade de quarks. Sendo uma
teoria de férmions que contém propriedades fundamentais da QCD, que nos direciona para
relagoes simétricas, decorrentes da algebra de correntes, como a relacao de Goldberger-
Treimann [20] e a de Gell-Man-Oakes-Renner contidas na lagrangiana da QCD, que se
observam na natureza. Tais relacoes nao se origina da lagrangiana em questao, mas de
propriedades de simetria do sistema fisico. O modelo de NJL especialmente descreve com
sucesso a invariancia quiral, que é quebrada espontaneamente no estado fundamental da
teoria, acarretando no surgimento de bdsons de Goldstone. A implementagdo da sime-
tria quiral advém da condensacao de pares de quarks \qu\Ifq, e permite o aparecimento de
excitacoes coletivas com as caracteristicas de particulas fisicas. Entretanto, como é um

modelo, terd limitagoes, os quais passamos a mencionar:

1. A teoria ndo é renormalizavel devido a interacao quark-antiquark pontual. De fato,
o produto de distribui¢oes definidas em um mesmo ponto nao é bem definido. Assim,
é preciso de um esquema de regularizacao para resolver as divergéncias ultravioletas
do modelo!!. Portanto, ndao é apenas a densidade lagrangiana que ira caracterizar o
modelo NJL, mas também o esquema de regularizacao empregado nos calculos das

amplitudes.

2. O confinamento dos quarks retratado pela QCD nao implementada pelo modelo de
NJL, um problema vinculado a unitariedade da matriz S. Tal problema possibilita
a ocorréncia de processos nao fisicos, por exemplo o decaimento de mésons pesados

em pares quark-antiquark provocando surgimento de quarks livres. Felizmente para

1 Ta] limitacdo fez com que muitos tedéricos abondassem o modelo, antes de possuir o conhecimento
necessario (esquema de regularizagoes) para “contornar”as divergéncias contidas.
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o contexto de baixas energias, o confinamento nao parece ter grande importancia

em relacao as simetrias que este modelo tao bem descreve.

3. Por ser uma teoria efetiva nao ha existéncia dos graus de liberdade relativos aos
glions. Isto pode ocasionar em problemas se desejarmos utilizar no contexto de

altas energias.

Ainda assim, o modelo é uma ferramenta poderosa no estudo de fenémenos relacio-
nados a simetria e a transicao de fase quirais. No modelo de NJL, o mecanismo provido
para quebra de simetria é pequena massa (a massa corrente) de quarks introduzida na
parte cinética da lagrangiana. Além do mais, hd no modelo todas as simetrias globais da
QCD, e proporciona um mecanismo simples para estudar a quebra espontanea da sime-
tria quiral, que ocasiona na geracao dinamica da massa dos férmions, e o aparecimento

do condensado de quarks e a interpreta¢ao do pion como um béson de Goldstone[21].

2.4.1 A lagrangiana do modelo de NJL e a simetria quiral

A densidade lagrangiana com auséncia do acoplamento eletromagnético em SU(2) é

dada por:
& = U(a) (i — ) U(a) + G [(qf(x)\p(x))z + (qf(x)mﬁ\p(x)ﬂ o 26)

em que V(z) sdo campos de quarks e nao de nucleons, com

U = \IjDirac X \IjSabor X \IJC'ora onde \IjSabor = (Z) y \IJCOT =1b ) (27)

Q

e T sdo as matrizes'? de Pauli:

0 1 0 —2 1 0
7'1:(1 0)7 ng(i 0), 7'3:(0 _1). (2.8)

A primeira parte da lagrangiana corresponde a lagrangiana livre de Dirac. A constante
de acoplamento G tem as dimensoes do inverso ao quadrado da massa, e é assumida

como positiva, de forma que as interagdes entre os quarks e antiquarks sejam sempre

12Em SU(3) a lagrangiana de NJL sofre apenas uma pequena modificagdo na parte de interagio e as
matrizes de Pauli sdo trocadas pelas de Gell-Mann:

L =U(z) (i — ) V(x) + G [(\Tl(x)A“\I/(x))Q + (xi/(x)mmp(x))?] .
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atrativas. Isto é o que possibilita a formacao de estados ligados no modelo. A constante
de acoplamento (G, que representa o acoplamento forte, ou seja, os glions, é fixada pelas
equagoes de gap, que geram a massa constituinte dos quarks, como veremos no capitulo
posterior, e é essencialmente fixada pelo valor da massa do pion, m, = 139, 15 MeV.

Em SU(2) a matriz de massa m é substituida por um termo escalar constante m, uma
vez que os valores adquiridos pela algebra de correntes para as massas dos quarks up e
down sao aproximadamente os mesmos, na literatura m possui um valor contido entre 2
e 10 MeV. No limite quiral consideramos m = 0, esta lagrangiana apresenta as mesmas
simetrias que a da QCD em especial a simetria quiral. O modo de Goldstone decorrente
da quebra da simetria quiral sdo interpretados como mésons pseudo-escalares.

A simetria quiral U(1), ® U(1)gr é bem caracterizada pelo fato de particulas sem
massa, de spin 1/2 | por possuir uma helicidade (ou quiralidade) muito bem estabelecida,
no qual interpretamos como um niimero quantico, ou seja, esta alinhado ou anti-alinhado
com seu momento. Por exemplo, em modelos mais elementares em que existiam quarks
num potencial confinante, a helicidade nao pode ser a priori um bom ntmero quantico,
pois quando os quarks sao refletidos nas paredes do potencial a sua helicidade se altera.

Por essa razao, em potencias andlogos, a helicidade nao ¢é conservada.

\I’RZ

\_ 7 \_J 7
—_— ~——
5 s
Figura 2.3: Representacdo de duas particulas com helicidades diferentes.

A figura acima nos sugere a introducao de campo com helicidade positiva!® Uy e
campo com helicidade negativa!* W;. Para se obter tais campos é necessario partir da

aplicacao de operadores de helicidades nos estados W. Assim

:]14"75\1/ o \IIL:]I_%

/]
R 9 2

v, (2.9)

sendo o operador projecao de helicidade positiva e negativa sao dados como

1
_ By p— , (2.10)

P
R 2 ° 2

Por meio das equagoes 2.9 e 2.10 e utilizando as relacées de anti-comutagao das ma-

BEm que “R” significa right-hand.
MEm que “L” significa left-hand.
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trizes de Dirac, conferir o apéndice A, encontra-se

1
Ty = Uy — @J e U=y =0 +275.

(2.11)

A simetria quiral se refere a invariancia da lagrangiana sob transformacao, conforme

o grupo SU(2), apresentada como
U — exp(—i g- ?75)\117 (2.12)

sendo que  aponta ao longo do eixo de rotagao e sua magnitude é o angulo de rotacao,
no sentido direito, sobre esse eixo. Provindo da transformacao 2.12 podemos encontrar a

seguinte relagao de transformacao para os campos \Tf(x)
W — exp(i0-7y5) 0. (2.13)

Utilizando as equagoes 2.12 e 2.13 na parte livre da lagrangiana de NJL constatamos
que ela é invariante. De forma sucinta iremos demonstrar a invariancia quiral da parte
de interacdo, isto é, (UW)? e (y;¥)2. No apéndice B, efetuamos com mais detalhes a
conservacgao da simetria quiral quando temos os termos de massa m sendo nulo. Apds as

substituicoes, adquirimos:

U(z)¥(x) = U(z)¥(x)cos(20) + iV (x) (7 - 7) 75V () sin(26) (2.14)
U (2)ins 7 U (x) =i W(2)s7 U(x) — nisin(20) [¥(2) ()| —
—~2in; [ (z)ysi - 7U(x)] sin(0), (2.15)

em que n = 5/ 0. Introduzindo os resultados 2.14 e 2.15 na lagrangiana verifica-se que o

modelo preserva a simetria quiral existente na QCD.

2.5 Equacao de Gap

A equacgao de gap para modelo de NJL é semelhante a equacao de gap da teoria BCS,
em que o condensado de quarks desempenha um papel analogo ao condensado de elétrons
da teoria BCS da supercondutividade. Apresentaremos a solu¢do da equagdao de gap

sucintamente e apontaremos o valor critico do acoplamento a partir do qual a simetria
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quiral é quebrada. Genericamente, a lagrangiana de interagdo pode ser expressa como:

Lt =3 G [ U@ V()] (2.16)

ijk

Trata-se de uma interacdo qudrtica entre férmions'®

em que Gijk sao constantes de aco-
plamentos e I';;;, = S;1; Ay, representa operadores nos espagos de Dirac S;, isospin /; e cor
Aj. Uma combinagao apropriada de cada um destes operadores, nos possibilita descrever

matematicamente o tipo de interacao existente entre as particulas:

Si = 117’757’7/17757;1’ etc,
-[j = ]]-)Tla7—277-37

A escolha dos Gjj;, tem de ser condicionada pelas leis de conservagao impostas pela QCD.
Nos célculos adiante iremos considerar apenas os termos relacionados com aproximagcao
de Hartree, os termos de permuta associados com os termos de Fock serao desprezados
por nao ter relevancia nos estudos a seguir [15]

A equacao de campo médio da lagrangiana de interacao referente a NJL é dada por

2

L = G [(\i(x)\p(x))z + (U(@)ism U ()] - (2.18)

Na aproximagao de campo médio ou de Hartree, <‘if(:z:)FUk\If(m)> simboliza o valor espe-

rado no vacuo, em outras palavras, o estado fundamental de \I/(x)Fijk\Il(x), no qual

em que Sp(z — y) é o propagador de Dirac dos férmions no espago de momentos e é
definido por

4 eik(x—y)
Sp(x —y) = / (;I;%_M. (2.20)

Por meio da equacgao 2.18 temos que o valor esperado do condensado de quarks com o

vértice pseudo-escalar é nulo <\if(:p)i757?\lf(:p)>, onde serd demonstrado no capitulo poste-

rior. Apenas ha o termo escalar sobrevivendo que seréa

(U(x)¥(x)) = =i Tr Sp(0). (2.21)

Interacdo instantanea entre quatro férmions.
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A funcao Sp(0) diagramaticamente significa um loop fechado, uma vez que a linha de
férmion se origina e termina no mesmo ponto do espago-tempo. Sua representa¢ao ma-

tematica pode ser demonstrada por meio da equacao 2.20 onde se tira que

50(0) = | (;17:;%_1]\4 (2.22)

A equacao de Dirac relacionada com o termo de interacao 2.18 na aproximacao de

campo médio, é escrito na seguinte forma
(i = M) W(x) =0, (2.23)

e podemos definir a massa dindmica para os férmions, onde sua origem vem da auto-

interacgao, expressada por
M = =G (¥(2)¥(x)) . (2.24)

Introduzindo a massa corrente na lagrangiana de NJL, a simetria serd quebrada explici-

tamente, e as equacoes 2.23 e 2.24 respectivamente passara por uma sucinta mudanca

(i = m + G (U (x)¥(x))) ¥(z) = 0 (2.25)

M—m=-G(¥(x)¥(z)) . (2.26)

A equagao acima é conhecida como a equacdo de gap generalizada do modelo de NJL.

Aplicando as equacoes 2.21 e 2.22 na equagao anterior, encontra-se

(2.27)

4
M—m:iGTrl/dk 1 ]

@r) - M

A integral acima possui divergéncias quadraticas, por causa desta caracteristica é
necessario aplicar um esquema regularizacao, utilizaremos a regularizacao sharp cut-off.
A solugdo da integral acima sera apresentada logo abaixo, pois nao vejo necessidade
de realizar os procedimentos de tal calculo nesta subsegao, pois no capitulo posterior
voltaremos a investigar a Equacao de Gap. Ressaltando que este capitulo é uma revisao

do que ja esta muito bem explorado na literatura. Portanto o resultado da integral sera
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&1 GN.N.M A2
M—m = '4NCNS/ = TSI N a1+ 2 )| (22
et (2m)1 k2 — M2 Ar? l n( * M2>] (2.28)

em que N, = 3 e é o resultado do trago no espaco de cores, e Ny = 2 que corresponde ao

espago de sabores. No caso particular que m = 0, a equagao acima possui duas solugoes,
uma sendo trivial, quando M = 0, que convém com a preservacao da simetria quiral. E
a segunda solucao, quando M # 0, onde ha a quebra de simetria quiral ocasionando no

aparecimento dos bésons de Goldstone, interpretados como pions

1= fcgiﬁ []\/;2 _ ln<1 + ;;)] : (2.29)
sendo f. = N.N,. Definindo as quantidades
g:Ggﬁ e AQZZ\A;, (2.30)
com isso reescrevemos
1= ng; N —In(1427)] (2.31)
™
logo
In(1+A%) = \* - 2 : (2.32)
gfe

que é uma quantidade positiva, se o termo A\ pertence aos conjuntos dos nimeros reais

(como é o caso). Logo, tem-se:

272 272
N s o= T (2.33)
gfe gfe
assim concluimos
272
> ——, 2.34
8> ef (2.34)
e ap0s substituirmos os termos definidos acima, encontramos que
472
G>———+ 2.35
)\2M2fc Y ( )

Para constante de acoplamento G maior que a constante de acoplamento critico G,
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o vacuo do modelo apresenta valor esperado nao nulo
(W|w) #0.

O condensado de quarks pode ser tomado como pardmetro de ordem associado & massa
dindmica dos quarks, peculiarizando uma transicao de uma fase quiral para outra onde
nao ha simetria quiral. Adotando um valor de cut-off para os momentos, fica estipulado
o acoplamento critico a partir do qual a simetria quiral é quebrada espontaneamente,
com quarks ganhando massa e acarretando no aparecimento dos bdsons de Goldstone,

O 7+ 7m=. Como j& havia dito, quando m = 0 a

interpretados como tripleto de pions: 7
equacao de gap apresenta solugao trivial. Esta solu¢gdo implementa a simetria quiral dentro
do quadro do modelo NJL. Para m # 0, uma solucao nao trivial é obtida se a constante
de acoplamento g adquirir um certo valor critico. A partir deste valor critico, os quarks
passam adquirir massa e, portanto, a simetria quiral é quebrada, com o consequente
aparecimento dos bésons de Goldstone. Na simetria SU(2) tomamos o tripleto de pions
como bdsons de Goldstone, por serem as particulas mais leves na escala de massa dos
hadrons.

Um exemplo classico da quebra de simetria contido na natureza, é por meio do ma-
terial ferromagnético, que em baixa temperatura é caracterizada por uma magnetizacao
diferente nao nula (que é semelhante ao condensado de quarks). O ferromagneto é descrito
por um hamiltoniano de spin que é simétrico por rotagoes espaciais. Contudo, no estado
fundamental (de menor energia), a magnetizacao possui uma orientagdo bem definida no
espago, ou seja, hd uma direcao privilegiada, e ocasionalmente a simetria foi quebrada.
Muitos spins alinhados em uma direcdo arbitraria formam um material macroscopica-
mente magnetizado. Pequenas perturbagoes na direcao da magnetizacao produzem o
movimento coletivo dos spins com baixas frequéncias, originando os mégnons (ondas de
spins), que sao interpretados como bésons de Goldstone associados a quebra de simetria

por rotacao.

2.6 Modos mesonicos na versao do modelo

Uma lagrangiana de interacao que descreve o acoplamento entre o campo de pions 7

e o campo de nicleons ¥y ¢é representada por
ngN = Z'GWNN@N(ZE)’}%F . ﬁ\I’N(l’) s (236)

em que G,.yy € a constante de acoplamento entre pions e nicleons. Este modelo pode

ser levado para figura de quarks considerando os campos fermionicos como campos de
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quarks, sendo

"Sﬂﬂ'qq = Zgwtjq\lj(x)ry57_—’7?\ll(m) ) (237)
no qual g,-. ¢ a constante de acoplamento entre um pion e dois quarks. Podemos decompor
7o =rHr® 4 rO7) 4 7876 (2.38)
onde estes operadores sao
nt = 1 (m1 Fimg) , (2.39)
V2

que destréi um 7+ ou 7. Correspondendo, com os operadores 7(t) e 7(=) sendo definidos

CcOomo

1
_5) _ % (11 £ i7) . (2.40)

No modelo descrito pela lagrangiana 2.37, temos um espalhamento entre dois quarks

mediado por um pion, que é representado pelo seguinte diagrama

d’ u

Y

u d

Figura 2.4: Espalhamento de quarks (ud) — (d'u/).

O espalhamento apresentado pela figura 2.4 detém a seguinte representacao

(@257 ] [lige)?] =y [957 ] (2.41)

™

a amplitude para o espalhamento é dada por

- 9
. — _Zgﬂ'7 .
o > o = (is) 7¢ )piz — ;;12 (iys) T, (2.42)

esta formula também é vélida para todos os pions, com as matrizes 7 apropriadas.
O espalhamento da figura 2.4 é descrito no modelo de NJL na versdo escalar/pseudo-
escalar através de uma soma infinita de termos, que é reorganizado por uma progressao

geométrica
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st X

Figura 2.5: Progressao geométrica da interacao efetiva.

As regras de Feynman para cada diagrama presente na figura 2.5 sdo as seguintes:

1. Para as pernas externas, escreva um fator ivys7;, que descreve o estado de isospin

das particulas externas

2. Para cada vértice, escreva um fator i(z, correspondendo ao acoplamento para aquele

vértice.

3. Para cada linha interna, associe um propagador do tipo

f—M'
no qual k£ representa o momento interno.

4. Para cada loop, escrevemos uma amplitude pseudo-escalar, da forma

gﬂps(p% = —/(62171_];4TI'

1

i757ik — M¢’Y5Tj (%—p) Y,

, (2.43)

em que as matrizes 7; e 7; sao selecionadas de acordo com o processo, 7; = 7; = T3 para o
7O our =7, T = 7(F) para criar um 7+ ou 7. Aplicando as regras de Feynman para

cada um destes diagramas, chegamos a seguinte amplitude

iUi;(p*) = (ism)iG(ivsy) + (iv57:)iGlps (p®) (iv575) +

+(i75Ti)iGHPSZ,(p2>iGHPS,<p2) (i) + - -
= (i757) ll — Giiis (pQ)l (iv575) - (2.44)

Comparando as equagoes 2.42 e 2.44, notamos que a massa do pion, dada pela ex-

pressao 2.42; e pode ser obtida no modelo de NJL pelo polo da equacao 2.42, ou seja, o



2.6 Modos mesonicos na versao do modelo 36

valor de p? que satisfaz a
1 — Gllps(p*) =0. (2.45)

Desta tultima equag¢ao podemos ainda adquirir uma equagao para a constante de acopla-
mento entre os pions e os quarks. Para encontra-la, é necessario expandir a expressao

2.44 em uma série de Taylor, em torno do ponto p*> = m2, e com isso, encontramos:

8 [1 — GHPS (pQ)]

1 — Glps(p?) = [1 — GHpS(pz)} + a2 (p2 — mi) +
1 82 [1 — GHPS (p2)] 2
+§ P22 (p2 - mfr) +e (2.46)

Por meio da equacao 2.45 concluimos que o primeiro termo da expansao se anula. Trun-
camos a expansao no termo de primeira ordem, e em seguida o substituimos em 2.44.

Desta forma, obtemos

op?

2 2
pr—mz

;| Mes (PQ)] B

ZUZ] (p2) ~ i’y5Ti pr=ms Z"Y57'j . (247)
[gualando a equacao anterior com a 2.42, obtemos uma expressao para a constante de

acoplamento entre o méson pseudo-escalar e os quarks, dada por:

(2.48)

2 _
8raq —

p2=m3
2.6.1 Boésons de Goldstone no limite quiral

Pode-se demonstrar explicitamente a partir da equacao 2.43 que a massa do pion
correlaciona com a massa corrente dos quarks, demonstrando que no limite quiral o pion
tera massa nula e pode ser identificado como béson de Goldstone do modelo. Apds o

calculo do trago no espaco de cor, de sabor e de Dirac, teremos

1

d*k k(k —p) — M?
—1II %) = 4NCNS/
i PS(p ) (2 )4

(k2 = M?) |(k —p)* — M?]

(2.49)

O denominador do integrando pode ser escrito em termos de fragoes parciais

1 1 1 1
A DT (ks ) S

2
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2 2
adicionando +5 e —— no numerador, chegamos a
In (2)—2NN/d4k S— : -
i P\ = SRR omya [ — 2 (k- p)? — M2
d*k 1
—2N,N,p* / . 2.50
P o) (9 = ) [k~ p)? — 7 250
Vamos denominar o ultimo termo da equagao como
d*k 1
I(p?) = / . 2.51
R O Ry Ve 20

Assumindo que um shift pode ser realizado na segunda integral da equagao 2.50, de forma

independente do esquema de regularizacao, realizando a translacao de k — p — k, tém-se

&k 1
2m)A k2 — M2

1

(s = NN, [ — IN.NP (). (2.52)
(4

A integral acima possui semelhanca com a equacao de gap 2.28. Eliminando a primeira

integral da funcao acima por meio da equacao de gap, encontramos
2 m . 27(,2
1 — Gllps(p?) = i + 2iN.N,Gp*I1(p?), (2.53)

que se anula para p? = m2, concluindo que

9 m 1

" T ON.N,MG I(m2)

(2.54)

podemos perceber que no limite quiral quando m = 0, o pion terd massa nula e conse-

quentemente é identificado como o béson de Goldstone no contexto do modelo NJL.

2.6.2 Constante de decaimento e a relacao de Goldberg-Treiman

A constante de decaimento é calculada a partir do elemento da corrente axial da

transicao do estado de um pion. Este elemento de matriz é indicado abaixo

7Tb(p)> = @* = i fxpu0®'e” ", (2.55)

onde ¢ representa o quadri-momento do pion e f, é a constante de decaimento fraco do

a

(01517 0)) = (0¥, 9o

pion. Aplicando as regras de Feynman no diagrama acima e encontrando os tragos no
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espago de sabores e cores, obtemos

d*k 1
(2m)* (K = M?) [(k — p)* — M2

s = ~ 2810 NeNsMp, [ (2.56)

Utilizando a defini¢ao presente em 2.51, podemos reescrever a equag¢ao acima como
ipptfr = —28rq, NeNMp, I(p?) (2.57)

a equacao da constante de acoplamento é encontrada aplicando a derivada em relagao a
p? (ver a equagdo 2.48) em 2.53, e a seguir exercendo que valor de p* seja zero. Desta

forma, tira-se que
oy = —2iN.N,I(0). (2.58)

Multiplicando os dois lados da equacdo 2.57 por p*, posteriormente dividindo por p?,
elevando o restante ao quadrado e atribuindo que p* seja nulo. Podemos reescrever tal
equagao com ajuda da expressao 2.58, assim adquirimos que

f2 = —2iN.N,M>1(0). (2.59)

T

Combinando as duas ultimas equagoes obtemos a relacao de Goldberg-Treiman
2,2 2
fwgﬂﬁq - M . (260)

A importancia da relacao acima é que sua obtencao nao depende de um modelo especifico,
pois ela é obtida por meio da algebra de correntes. A dlgebra de correntes é uma teoria
fundamentada pelas aplicacées dos principios simétricos. Tal teoria é um utensilio que
permite extrair caracteristicas das interagoes fortes independente da lagrangiana. Porém
a relacao estd intimamente relacionada com a simetria quiral, e como esta simetria é uma
das caracteristicas do modelo NJL, o modelo permite por meio de aproximagao encontrar
esta relacao. No final, isto nos mostra a qualidade da lagrangiana de NJL.

Antes de finalizar este capitulo, vamos voltar a nossa atenc¢do para o elemento de
matriz da corrente axial contida em 2.55. Mas desta vez, iremos desejar o divergente da

corrente axial, entao

(008,

(p)) = m2 fr6"e 7P, (2.61)

o elemento de matriz deve ser nulo se a corrente axial for conservada. Para que isso
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aconteca, devemos impor que
m2f.=0. (2.62)
Isso implica que deve ter duas condigoes, sendo elas
m,=0 e fr=0. (2.63)

Contudo estas duas condig¢oes estao em desacordo com os resultados experimentais. Por
meio do Teorema de Goldstone, temos conhecimento que os pions tem massa quase nula
e isso nos leva a interpreta-los como sendo bosons de Goldstone resultantes da quebra da
simetria quiral. Assim podemos admitir que a simetria quiral é quase exata na natureza,
de forma que a corrente axial sera parcialmente conservada. Isto é o alicerce da hipdtese
PCAC (partial conservation of axial current), que nos diz que o baixo valor da massa dos
pions quebra ligeiramente a simetria quiral exata, fazendo com que a corrente axial seja
aproximadamente conservada. Assim, a quebra da simetria quiral passa a ser plausivel

com a hipdtese de que m, seja igual a zero.



CAPITULO

A VERSAO BOSONIZADA E A ORICEM
DOS TERMOS DE SUPERFICIE

“Nao me guio muito pelo raciocinio. O
raciocinio € importante para as coisas,
mas € a intuicao que mostra a solucao dos
problemas’.

-Mario Schenberg.

A Teoria de Campo Médio, que é uma técnica presente na Mecanica Estatistica, nos
possibilita estudar o comportamento de grandes e complexos modelos estocasticos a partir
de um modelo mais simples. Esses modelos consideram um grande ntimero de pequenos
componentes individuais que interagem entre eles. O efeito de todos os outros individuos
em qualquer outro individuo é aproximado a um tnico efeito esperado, transformando
um problema de muitos corpos em um problema de um sé corpo. Podemos apropriar
dessa explicacao, para entender fisicamente o que é a técnica de bosonizacao. Quando
aplicamos a técnica de bosoniza¢do em um sistema de muitos corpos, que no nosso caso
serao os quarks, teremos os seguintes efeitos, a interacao entre pares de quarks dara origem
aos mésons. Assim, teremos um novo sistema, e da mesma forma que ocorre na Teoria
de Campo Médio, transformamos um problema de muitos mésons em um problema de

apenas um méson.
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Neste capitulo iremos apresentar a sua versao bosonizada do modelo de NJL em SU(2)
e a obtencao da acao e lagrangiana efetiva. Por meio da expansao da lagrangiana efetiva
encontraremos os observaveis fisicos como a Equacao de Gap, Auto-energia dos mésons e

a Constante de decaimento fraco, e a origem de seus respectivos Termos de Superficie.

3.1 Lagrangiana do modelo de NJL SU(2)

No capitulo anterior foi apresentado a lagrangiana do modelo NJL SU(2) em sua forma

fermidnica, apresentado abaixo:

L =V(2)(id —m)¥(z) + G [(\I/(x)lll(x))Q + (qz(x)wﬂ/(x)ﬂ : (3.1)
U = VYpirae @ ¥sapor @ Yoor , onde Wggpor = (Z) s Yoo = | b | (3.2)
g

O m é o termo de massa corrente, que em SU(2), como ja foi demonstrado no capitulo

anterior, passa a ser substituido por um valor escalar constante. E 7 sdo as matrizes de

Pauli:
0 1 0 —i 1 0
= s T2 = ) T3 = . (3-3)
10 i 0 0 —1

Atualmente existem varios métodos de quantizacao de campos classicos, os mais co-
nhecidos sao os método canonico, o método das integrais de trajetorias e o método de
quantizagao estocéstica [23]. Todos esses possuem suas vantagens. Entretanto, o método
de integrais de trajetérias! nos permite definir uma teoria quintica de campos por meio
de um funcional gerador das fungdes de Green [23] [46].

Utilizamos o funcional Gerador para obter a agao efetiva e por meio dela poderemos
encontrar as correcoes quanticas. Neste ponto, vamos introduzir o funcional gerador para

os campos fermionicos:
o1 — o = = _
Zln, 7] = N/@xp/@qf exp [z/d (200 v) +x1m+n\lr)} . (3.4)

Por questao de comodidade passaremos a escrever V(z) - ¥(x) — ¥ - ¥ na equacdo
3.4. ¥ e VU sao campos fermionicos e anti-fermionicos, 1 e n sdo as fontes fermidnicas

e anti-fermionicas dos campos. N é um fator de normalizacdo que fornece Z[0] = 1,

10O formalismo de integrais de trajetéria foi introduzido por Feynman como um método alternativo
aos formalismo de Heisenberg e Schroedinger, quando se deparou com um comentario misterioso no livro
de Dirac. CF: Sakurai J. J. Mecanica Qudntica Moderna [48].
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substituindo 3.1 em 3.4, obtemos a seguinte expressao:
1 _ _
7 = N/Q\P/@\I/exp{i/d‘lx [\I/(zé?— m)¥ +

Gl - _ _
2 . —, 2 —
o (UW)* 4 (Viys7TV) ] + Un + 7| 5. (3.5)
Observa-se que a Lagrangiana acima possui termos de interagdes qudrticas entre os
férmions. Para que possamos estudar os fendmenos envolvendo mésons, é necessario
linearizar as interagoes envolvidas na lagrangiana, o que facilitara a determinacao da
Acao Efetiva. Para isso, vamos nos socorrer com o processo de bosonizac¢do, que consiste

em substituir os graus de liberdades fermionicos por graus de liberdade bosonicos. Desta

forma passaremos a interpretar os graus bosénicos como os mésons [28].

3.2 Bosonizacao do modelo de NJL

O termo de bosonizacdo de uma teoria fermionica refere-se a transformacgdo de uma
lagrangiana que descreve as interagoes entre férmions numa lagrangiana equivalente, que
ird depender apenas de campos bosonicos. O processo de bosonizagao consiste na inclusao
de campos bosoOnicos auxiliares na lagrangiana. Todavia tais campos nao podem alterar
a dinamica deste modelo, ou seja, a introducao desses campos auxiliares nao pode alterar
as equacoes de movimento de Euler-Lagrange. Desta forma dizemos que sdo campos sem
dinamica.

Em nossa lagrangiana, os campos bosonicos serao associados aos mésons leves conheci-
dos. A técnica de bosonizacao sera introduzida via formalismo de integrais de caminho de
Feynman?. Como o objetivo deste trabalho é estudar o decaimento raro do pion, iremos
desenvolver tal processo para a versio SU(2) 3. Os campos auxiliares sem dindmicas, a

serem introduzidos serdo:

/_@Uexp{ /d4x [Q_CZ(U - G\I/\IJ)Q} }, (3.6)

/@Wexp{ /d493 {2_(;(# - G\Ifz'%F\D)z] } (3.7)

Devido a forma quadratica dos expoentes, as integrais acima sdo constantes*, nao
dependendo, portanto, dos campos W. A introdugao desses campos no funcional gerador,

mudard meramente a constante de normalizacdo, S, ( ou o) e P, (ou 7) referem-se

2CF: Ashok Das. Field Theory: A Parth Integral Approach [12].
3A simetria SU(3) é uma mera extensdo de SU(2) [28].
4S30 integrais gaussianas nos campos escalares.
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respectivamente aos campos escalar e pseudo-escalar, em que a = 1,2,3 é um indice em
ue descreve o tripleto dos pions: 7. 7~ e ¥ [24][26]. Sendo assim, adicionaremos os
b b

campos mesonicos na lagrangiana original da seguinte forma:

L P 21(; o —cuy]’ - 210 7 — GUins7u]" (3.8)

Por meio da equacao de Euler-Lagrange para os campos auxiliares

5. 5. 5. 5.
o %500 0 o g (3:9)

obtemos as relagoes de vinculos para o e m que sao
c=GUu, (3.10)

T =iGUTyV. (3.11)

A lagrangiana bosonizada do modelo de NJL SU(2)® é dada por
L= Ui —m)W+ (D) + (Wigs70)*| —

—sglo -]’ =[x - cwingru]” (3.12)

Expandindo os termos quadraticos,
_ G - _
L= Ui —m)V + (D)2 4 (Wigs70)*| —

—21G[ 2 20GUY + G2 -

e |7 = 27 GWins 7V + G (Wins70)?] . (3.13)

Assim percebemos que os termos (V)2 e (Uiy;7¥)? da lagrangiana original podem

ser anulados com os termos dos campos auxiliares, portanto teremos:

_ _ _ 1
L=V —m)V + oWV + 7Wiys 7V — 5 (02 + 7T2) . (3.14)

O que constata que a inclusao dos campos auxiliares resulta na substituicao das in-

teracoes quarticas entre férmions da lagrangiana 3.1 por interagoes triplas entre férmions

®Note que a lagrangiana original da equacdo 3.12 em relacdo a 3.1 possui a constante de acoplamento
diferentes. Contudo isto nao altera os resultados posteriores.
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e bosons, além dos termos quadraticos nestes campos. A lagrangiana bosonizada é dada
por:

$:W(i$—m+a+z’7w5?)\lf—21G(JQ+7T2). (3.15)

Sabemos, portanto, que o valor esperado de o no vacuo nao é nulo, (0] o |0) = s, sendo
o fator responsavel pela quebra espontanea de simetria que pode ser constatado pelo nao
anulamento da quantidade <\if‘\11> Desta forma, vamos definir um novo campo ¢’ que se
encontra em o na seguinte forma o = o’ + s, que tenha valor esperado nulo no vacuo [28].
Logo teremos

L =V(id —m+ (0 +5) + imys7) U — 210((0’ +5)2 +7%)

= \I/(z(? —m+o +s —|—i7r757?>\11 - 2161(0/2 +20's 4 5% + 7r2)

- 1 1
— \If(zé? — M40 + i7r'y5f)\lf — ﬁ(alz + 2+ 7T2) — Ea’s. (3.16)

Da equagao 3.16 podemos redefinir o termo de massa do campo fermiénico onde
M=m-—s. (3.17)

Essa nova redefinicio de massa é denominada de massa constituinte dos quarks e,
como ja foi discutido anteriormente, é uma consequéncia da quebra espontanea de simetria
quiral. Assim, ao calcularmos o valor esperado no vacuo para os campos o, encontraremos
a Fquacgao de Gap para os quarks.

Com o objetivo de simplificar as notagoes, iremos exercer que o’ seja o.

3.2.1 Integracao sobre os campos fermidnicos

Apoés realizar a bosonizac¢ao da lagrangiana, podemos reescrever o funcional gerador

3.5. Assim, o nosso novo funcional gerador sera:
1 _ _
Z = N/@W/@U/@\I’/@\I/exp{i/d4x [\If(za — M o+ imsT) ¥ -

_22(024_32_’_772) _(1;0'3—0—@7]—1—77\111}. (318)

Nota-se que o funcional acima pode ser descontraido em dois funcionais distintos, sendo

um funcional dependente apenas dos campos fermidnicos e o outro de campos bosonicos.
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Separando-os teremos os seguintes funcionais:

/@w/@aexp{ /d4 [— o’ + s +w)—éas”ZF, (3.19)

no qual Zg[n,n| é o funcional fermiénico:

rln,n) = /@\I//@\Ifexp{ /d a:[ @ M+U—|—Z7T’)/57')\If—|-\If77—|—77\111}.(3.20)

Utilizando de uma analogia para obtencao do propagador de Klein-Gordon, podemos
facilmente, deslocar o ¥ para completar o quadrado e obter a seguinte expressao para o

campo de Dirac © [44].

Zp = dexp{ - i/d4x/d4y[ﬁ(x)SF(x — y)n(x)} } : (3.21)

O propagador ¢é obtido por meio da funcao de dois pontos:

<0|T¢<x1>¢<x2>|o>=210(—z‘ 9 )(+ 0 )Z[w

577('7:1) 577(1’2) 7,n=0 ’
. i0*(z —y)
Sz — 1) =
[/ F('r y) la—M+U+Z7T’}/57?’
A0
Sp(z —y) = oz —y) (3.22)

i) — M + o +imysT

Portanto o funcional gerador associado aos campos fermidnicos pode ser escrito da

seguinte forma:
Ty = /9\1/ / @\T/exp{i / dz [\PSF”\IJ U+ 77\1/] } . (3.23)

Como estamos lidando com campos fermidnicos é importante saber que os espinores
Y e 1) obedecem a relagao de anticomutagao [41][46], ou seja, para resolver a integral do
funcional gerador acima, é necessario utilizar a Algebra de Grassman. Fazendo uso da

seguinte propriedade abaixo[12]:

- / [T d6:df;exp(—(0; Mis0; + 0:C; + C10;)] = N'det Myexp(C; M;;'C5) . (3.24)

1,J

6H4 outras formas de se obter o funcional gerador para o campo de Dirac, o préprio Prof. Dr. Barcelos
em seu livro demonstra duas formas distintas para encontrar tal funcional. Sendo o primeiro por meio
da expansdo de v e ¢ mediante de um conjunto completo de fungdes ortonormais, e o segundo através
da integracdo de um dos campos em que resulta em um funcional delta. CF: Barcelos Neto J. Teoria de
Campos e a Natureza: Parte Qudntica [41]
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Entretanto ha auséncia de alguns conteiidos da propriedade 3.24 quando comparada com
o funcional gerador 3.23. Portanto, eu convido o leitor a reproduzir os calculos a respeito
da Algebra de Grassman na referéncia [12]. Se assim o fizer, ird perceber que adigao de
—i [ d*x na deducdo da propriedade 3.24 nao acarretara em mudancas significativas. Desta
forma, teremos uma propriedade de Grassmann que poderd ser comparada igualmente

com 3.23, sendo ela:
1= [TLd6;dbexp {z [ (0 M0, + 0;C; + Oj&i)] ,
%,J
— N'det] exp[ if d4x(Cg‘Mi;10j)] . (3.25)

Assumindo as seguintes associagoes:

0r =V, Cj=n, Ci=17, 0=V, e Mj; =S '(z—v). (3.26)
Temos que
Zp = N'det [Sp~! exp{ / d'z[ii(x) Spn(x)] } (3.27)
com o objetivo de alocar det [S F’l} na exponencial, vamos utilizar a seguinte relacao:
In[det(A)] = Tr[ln(A)] = det(A) = exp{Tr[In(A)]}.
Conclui-se que
det(Spfl) = exp {Tr[ln(Spfl)” ,
e portanto, o funcional gerador associado aos campos fermionicos sera dado por:
Zp = N'exp { Tr [In(571)] — z/d4 2) S )}} (3.28)

Por fim, obtemos o funcional gerador bosonizado escrito em termos da Acao Efetiva

Sef, que sera comentada e definida logo adiante:

= if/.@w/@a exp {iSef — z'/d%[n(x)ia 7 +10 T m%?'f?(l‘)} } , (3.29)
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onde a acao efetiva para o modelo de NJL SU(2) serd
A 1 . : o
ef—/d ——0 +7 +s)—aas —zTr{ln(z&?—M+a+z7r757')}.(3.30)

O termo i@ — M dentro do logaritmo na equacao 3.30 pode ser posto em evidéncia, e

7 iremos adquirir dois célculos

utilizando a propriedade de multiplicagado dos logaritmos
de tracos, sendo que um deles sera i Tr [ln (269 - M )} Este traco nao depende dos
campos bosonicos, portanto, ele pode ser incorporado na constante de normalizacao do
Funcional gerador junto com a constante N’ adquirida na Algebra de Grassman , sendo

assim encontramos:

Sef = —/d4x[2lc¥(0-2 +7r2 + 52> + 61;0'8‘| —Tr [ln (1 + EzaiM>1 , (331)
onde

Y =0+ imyT. (3.32)

3.3 Expansao da Acao Efetiva

A nossa meta nesta se¢ao é a obtengao da acao efetiva. Por meio da literatura, pode-se
adquirir o conhecimento que a Acao Efetiva atua como um funcional gerador das funcoes
de Green irredutiveis de uma particula (1PI)[44]. Apés expandir a acao efetiva, cada termo
dela serd tomada como amplitudes de probabilidades de transicdao, que serao coeficientes
das poténcias de uma nova lagrangiana. Utilizando essas potencias poderemos encontrar
os observaveis fisicos da nossa teoria.

Expandimos formalmente a teoria por meio de uma série de Taylor de In(1 + z):

x? ad

H( +ZL’) xT 2+3 )

em que definimos

1
) ITY5T) ———— .
- (0+Z7W5T>i@—]\/[

Entao, podemos escrever a nossa acao efetiva como uma soma:

In(A- B) = In(A) + In(B)
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Sep =51+ 5 +S3+ Sy (3.33)

Cada termo da Agao Efetiva sera representado por diagramas de Feynman. Vamos escre-

ver os quatro primeiros termos separados:

e Termo Linear:

Sy = —{ /d4:c [éas] +iTr KEM)} } (3.34)

e Termo Quadratico:

Sy = —/d4x [;G(a? ot 52)] + ; Tr sz’éiMﬂ . (3.35)

e Termo Cubico:

si= 1| (o) | 330

e Termo Quartico:

Si=+Tr KzzaiMﬂ | (3.37)

Os termos de ordem superior s@o analogos a este ultimo. Apenas estes quatro termos

possuem alguma parcela divergente [28].

3.4 Obtencao da Equacao de Gap

A FEquacdo de Gap nos fornece a massa constituinte dos quarks que se tem origem nas
interacgoes entre os quarks. Vale destacar-se que a massa constituinte dos quarks é um
elemento dinAmico®. Se minimizarmos equacao da Acao efetiva 3.31 com relacao a cada

um dos campos, adquirimos a equagao de gap, denotados por (o) e (7).

O0Sef
oo

8Para entender tal fenémeno, podemos realizar um experimento imaginirio num contexto “classico”.
Imagine que tenhamos dois imas e que aproximamos ambos simultaneamente com polos idénticos. A
sensacdo € que ambos os imas passam a ficar mais pesados, ou seja, estariam ganhando massa quando
ambos se aproximam.

0, (3.38)
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no qual a = o, 7.
Entretanto é preciso derivar a equagao 3.31 com a sua parte logaritmica expandida
em uma serie de Taylor e tomar como zero os outros campos.

Comecando com a minimiza¢gdo no campo 7 teremos:

i Tr (miaiM) =0. (3.39)

Percebe-se que a equacao é satisfeita para (r) = 0. Uma vez, que utilizando as proprie-
dades das matrizes 7y de Dirac (ver apéndice A) sabemos que o Trvy; = 0.

Para o campo o:

—/d‘*a;(l;s Ty (M) —0. (3.40)

Para que a equacao 3.40 resulte em zero, devemos garantir que os dois termos da esquerda
sejam nulos. Porém, a integral da equacgao acima varre todo o espaco de Minkowski, entao

temos que assegurar que o integrando também seja nulo. A solugao desta equagao sera:

1
=—iGTr | —— 3.41
s 1G Tr (Za - M) , (3.41)
combinando 3.17 em 3.41, obtemos
M Ty = (3.42)
—m =1iGTr . .
i — M

Conclui-se que s é a massa gerada dinamicamente, dada pela diferenca entre a Massa
constituinte M e a massa corrente m do quark. E “Tr” é o tracgo total, calculado sobre a
cor, isospin e o spin.

Agora definimos a quantidade <\i/\11> como sendo o condensado de quarks a uma uni-

dade de sabor.

(VW) = —iTr (z’@ _1 M) . (3.43)

O fator causador pela quebra da simetria quiral é o ndo anulamento do valor médio do
campo escalar, resultando na origem da massa dos quarks e consequentemente aos bdsons
de Goldstone. A equagao 3.43 é conhecida como Equagao de Gap onde seu diagrama é

representado pela figura 3.1 que representa as interagoes entre os quarks [12][13][28].
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Figura 3.1: Diagrama da Equacdo de Gap.

Combinado 3.43 com 3.42 a equacao de Gap ficara sendo escrita como:

M—m=-G (V). (3.44)

3.4.1 O condensado de quarks

Para encontrarmos a expressao do condensado de quarks, antes de tudo, iremos definir
o trago de um funcional em uma representagao (ou base). Sendo A um operador qualquer,

o trago da matriz que o representa em uma base de autoestados |z), é dado por:
TrA= Tr/d49: (x| A|z) . (3.45)
Utilizando o traco funcional acima para o condensado de quarks, adquirimos:
= . 1 : "
<\I!\Il>:—zTr - :—zTr/da: T |-
id— M

Inserindo a relacao de completeza com auto-estados do operador @:

1

:c> : (3.46)

/ (d4’§ &) (k| =1, (3.47)

e também temos que
(z|k) = e (3.48)

portanto:

(bw) = —iTr [ d' <x /g:; k> <k:‘ (z’@ ! M) / (ﬁf); I<;> <k
oo e )

d4k; d*E /
_ 4 iz(k—k
——ZTl"/d / (2w)4e ( )<k /{:'>

d

1
i) — M
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— T / (g:yl / é:); / d'z k=) <k; Z, a_lM k>
_ —iTr/ (Z:; / éif); (2m) 64k — k) <k ZaiM k> .

Nota-se que o propagador pertence ao espago das posigoes, e consequentemente ele nao
pode atuar em (k| e |k’), pois eles se encontram no espago dos momentos. Por isso é

pertinente trocar o propagador.

o ) o

Finalmente, temos

(W) = —iTr | (d%l. (3.49)

Para obter o resultado da integral acima, primeiro comecamos a resolver o calculo do
trago. O trago funcional deve ser calculado nos espacos de cor, de sabor e de Dirac. O
traco no espago de cores resulta em N. = 3, no espaco de sabores teremos Ny, = 2 que
¢ valido para simetria SU(2) [28]. Para calcular o trago no espaco de Dirac, devemos

calcular os tragos das matrizes gama [25].

(JW) = —iN,N, T / k1 (3.50)
= —iN.NgTr —_— . .
V) @riE-M
Racionalizando a expressao acima:
1 1 M M
_ KM kM (3.51)
F—M f—M F+M k- M?
no qual
F+ M =~"k, +1M. (3.52)
Utilizando o conjunto do teorema de traco® teremos
Tr(f+ M) = Tr(4"k, + IM) = Try*k, + Tr 1M = 4M . (3.53)

——
0

9CF: David Griffiths: Introduction to elementary Particles [25].
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Logo ficamos como:

Ak 1
2m) k2 — M2

@%——MMMM/(

(3.54)

Um bom método que serve para indicar o grau de divergéncia é a contagem de poténcias
da varidvel de integracdo, em que contamos o nimero de poténcias no numerador (in-
cluindo a poténcia no elemento de integragao) e o nimero de poténcias que ha no deno-
minador. A diferenca ird nos fornecer o grau superficial de divergéncia'®.

A integral anterior, por meio da contagem de poténcias, possui grau de divergéncia
quadratica, implicando na necessidade de utilizagao de um método de regularizacao. Exis-
tem intimeros métodos de regularizacao, sendo elas do tipo Pauli-Villars, Dimensional,
Implicita etc. Entretanto, iremos utilizar neste trabalho a regularizacao do tipo sharp
cut-off por ser simples e nao acarretar em efeitos colaterais significativos, como a capaci-
dade de quebrar a simetria do modelo se nao tomar precaugoes.

Por meio da equagao 3.54 podemos perceber que o modelo de NJL nao é uma te-
oria renormalizavel, nota-se que na parte cinética da lagrangiana de NJL, equagao 3.1,
que o momento ¢ linear, portanto, era esperado uma divergéncia linear do momento na
equacao de gap ou condensado de quarks. Entretanto, a equagao anterior nos mostra uma
divergéncia quadratica.

Para resolvermos a integral 3.54 devemos levar-la do espaco de Minkowsky para o
espaco Euclidiano. Para fazermos isso, utilizamos a rotagao de Wick, processo no qual
realiza uma rotagdo no eixo temporal para o plano complexo. Tal procedimento resulta
na mudanca do contorno de integracao no plano complexo contornando os polos que

aparecem ao longo do eixo real como se pode notar na Figura 3.2 [13][44].

ko = iky — k2 = —k2,
B2 = k2 — k2 — k2 — k2
R 2R
Y (3.55)

O elemento diferencial no espaco quadrimensional é reescrito como:

d*k = dkodk,dkodks = idkydk, dkydks = id*kg (3.56)

10CF: Apéndice A
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e alterando para coordenadas hiperesféricas'!
'k = k3 dk sin 6,d6, sin? 0,d0,dd | (3.57)

no qual 6 e 0 variam de 0 a 7™ e ¢ varia de 0 e 27.

A

Figura 3.2: Integracdo do plano complexo com os pélos no eixo real.

Aplicando a rotacao de Wick em 3.54 mudando para coordenadas hiperesféricas, ob-

teremos:
- 1 2 pmopmo 00 k3 sin 0, sin? 6,
TO) = 42N, N,M / / / / dkdf,df,d 3.58
() = 4i (2m)*Jo Jo Jo Jo 100509 k2 4 M?> (3:58)
Ao realizarmos as integragoes nas variaveis angulares, adquirimos:
N.N M oo k3

Porém, a integral da equacao 3.59 diverge quadraticamente quando k tende para o
infinito. Assim utilizamos a regularizacao via cutoff como ja haviamos mencionado, tal
processo possibilita uma mudanca no limite de integracao, ou seja, iremos integrar até

um valor “A” que serd um parametro do modelo. Portanto, o condensado de quarks sera:

- N.N,M A k3
_L/ dk
0

Para resolvermos a integral da equacdo 3.60, adicionamos e subtrafmos kM? em seu

1 No nosso caso trabalhamos com coordenadas hiperesféricas em quatro dimensdes. Mas se o leitor
possui curiosidade a respeito da forma geral das coordenadas hiperesféricas, lhe convido a visitar o
Apéndice A deste trabalho.
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numerador.

- N.N,M A k> + kM? — EM?
() = o | il
212 Jo k2 + M?

 N.N.M /A RG24 M2) — R
272 0 k2 + M?

N.N.M [ A A k
= Dells dkk—MQ/ L
272 l/o 0 k2+M2]

Desta forma, obtemos:

(TT) = _NeNM lA2 — M?*In (1 + ]\A;ﬂ : (3.61)

472

Percebe-se que o valor esperado do condensado de quarks é diferente de zero, que
advém da quebra de simetria quiral. E por meio da 3.61 com 3.44 pode-se encontrar a

massa constituinte dos quarks.

GN.NM [ A2

3.5 Auto-energia do méson pi

Podemos obter a correcdo da massa do pion por meio do calculo da Auto-energia.
Portanto, o raciocinio inicia-se por meio da densidade de lagrangiana. Uma vez que a

acao efetiva é representada por:
Sep = /zef d'z, (3.63)

no qual .Z ¢ a lagrangiana efetiva ou a densidade de lagrangiana, comparando a equagao

acima com a 3.31 adquirimos:

. ] . -
G%f:_@(o)_l_ﬂ'Q_}_s?)_ao's—iTr [111 (1-’-%)1 (364)
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Realizando a expansao do logaritmo por meio de uma serie de Taylor

1 1
D%fz—ﬁ(a2+7r2+s2)—aos—
2 3
1 1 1 1 1
— T Y)—— | — = [ X——— — [ Y 3.65
Zr(i&—M) 2<¢@-M> +3<¢@-M>+ . (365)
onde
Y=o+ imysT, (3.66)

a partir deste ponto, vamos reagrupar a lagrangiana de forma distinta em relacao ao

tépico anterior.

1, 1 1 , 1\,
o%ef:—%s —EO'S‘I—ﬁ _1+ZGTI.<Za—M> o° +
1 2

Repare que alguns termos foram retirados do calculo do trago, pois eles sao grandezas
escalares como o o e pseudo-escalar como o w. Porém, o vetor de Pauli é uma soma
de matrizes de Pauli com seus respectivos versores, que quando elevados ao quadrado,
resulta em uma matriz identidade. Tal matriz estd oculta dentro do segundo trago da
lagrangiana acima. Por mais informagoes conferir o Apéndice A.

Os tragos presentes na equagao 3.67 quando se encontra no espaco dos momentos, nos
permite encontrar a amplitude de probabilidade dos diagramas de auto energia para o
méson escalar e pseudo-escalar. Consequentemente vamos passar a representa-los como:

. 2
)5
i — M} '

ES(pZ) =1Tr [M] e Hps(p2) =1Tr [ (3.68)

Com objetivo de encontrar os campos fisicos presentes na lagrangiana, a meta presente,

¢ adquirir uma lagrangeana para o campo 7 que possua a seguinte aparéncia
L= —mHF 4. (3.69)
Desta forma é necessario definir uma funcao

1% = & (= 1+ GTlns(?) (3.10)
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e expandir-la em torno de p? = m?. Assim passamos a reescrever a lagrangiana como:

—_LQ_E i_ 2\] .2
Loy = 5G° Gas+2G{ 1+G25(p)]0+

+21G [—1 + GHps(p2>] g

__LQ_l i_ 2\] 2
=—55° Gas—l—QG{ 1—|—G25(p)]0+

by [FO02) & (07 = m) fm?) o] 4

colocando f'(m?) em evidéncia

s U((Z)) )t ] fm?)? 4 (3.71)

Redefinindo o campo pseudo-escalar, 7 = 74/ f'(m?), e determinando

8psag = \/J/(m?). (3.72)

Ficamos com a seguinte expressao

L = _216182 — éas + 21G [—1 + st(pz)} o? +

Por meio da lagrangiana acima, apés analisar o termo 7 é possivel redefinir um termo de

massa mpg, que serd o termo fisico da massa

2 f(m?) '

2 _

(3.74)

m Xpansao em 3. i realiz m torn m m umir que m
Como a expansdo em 3.70 foi realizada em torno de m?, podemos ass e ode
possuir qualquer valor, neste caso sera atribuido um valor fisico da massa do méson

pseudo-escalar, em outras palavras, m? = m%g4. Entao

/ (mi’s)

) = f(m3g) = 0. (3.75)

2 2
Mps = Mpgs —
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Comparando a equagao acima com a 3.70 encontramos tal relagao
(= 1+ Gllps(mis)) =0, (3.76)

que nos permite encontrar a massa do méson pseudo-escalar.

Para calcular o valor da amplitude Ilpg devemos transferir a expressao do espaco de
posigoes para o espago dos momentos, de maneira semelhante no qual foi realizada na
obtencao da Fquacdo de Gap.

Tomando a expressao 3.68, podemos reescrevé-la como

pg(z®) =i Tr l(”"wi]w) (Z%Z(?iMﬂ : (3.77)

vamos supor que os propagadores presentes no trago sejam operadores distintos

[Ipg(z®) =i Tr l (i%z_ai]w) (m@) ] . (3.78)

A B

Utilizando a mesma definicao de traco de 3.45. Porém para dois operadores
Tr AB = Tr/d4x/d4y (| Aly) (| Bz) . (3.79)

Desta forma, I1pg se modificara:

1

g

Mps(2?) = i Tr / d'z / dy <x

g ) g . w0

Por enquanto, realizaremos os mesmos passos da secao anterior. Utilizando novamente

a relacao de completeza

Identificando a relagao de completeza na equacgao 3.80, temos:

[t et} ()

(z|k) = e

1
id— M

Y5

Mps(z?) = i Tr / d'z / dy / (;l:;

sendo que

) (ko))
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Entao

4 41./
Mpg(x —@Tr/d4 /d4y/dk/dk4<x

alterando o propagador, ficamos com

Z»,ysefzky

.y 1
Z»,Ysefzkm : ‘ k/> ’
7

iaEMW <y

d4k d*k o 1 1
Hpg(z) = ZTr/d4 /d4 / (2ﬂ)461k(ﬂc y) o ik’ (2~ y)l%k MZ%/{’

Para migrarmos do espaco de posicao para o dos momentos, realizemos a Transformada

de Fourier:
= /d4ze’ip'z ['(z) noqual z=x—y (3.82)

no qual p representa o momento real das particulas que sao as linhas externas presentes
no diagrama, e os momentos virtuais responsaveis pelas linhas internas do diagrama,
sao representados por k e k’, que no nosso caso sao os quarks. Tal diagrama pode ser

visualizado na figura 3.3.

=l

Sy
Sy

Figura 3.3: Diagrama de autoenergia do méson pseudoescalar.

Assim,

d4k: A A - 1 1
4 —ipz ik(x— —ik' (x—y) ; .
ps(p?) = zTr/d / (27?)46 Pz gtk(z=y) o —ik'( y)Z’}/g)% — MZ%I%’ —

Como ja haviamos utilizado anteriormente, na secao anterior, a funcao delta de Dirac

possui a seguinte representacao na sua forma integral

[ dtze= e — amytat (e — p) ~ K], (3.83)
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substituindo a fun¢do delta de Dirac em Ilpg (p?), temos

—(2m)'5[(k — p) — K] (3.84

o0 . d*k d*K 1
ps(p?) —@Tl"/ (27?)4/( o) Ws% MZ’Ysh/,

Realizando a integracao em &’

Mns(s7) = [ 3 T [z'% T M] . (3:85)

Calculando o traco no espaco de cores e sabores encontraremos N, = 3 e Ny = 2. Portanto,

sobra apenas calcular o trago no espago de Dirac.

9 ) d*k . 1 . 1
HPS(p):ZNch/WTrD 175k_Mlly5k_p_M s

— d'k . vs(k + M) vs[(F — p) ]
NN 4TD&W A7) [k~ p)? Mﬂ}

trocamos a posicdo da segunda matriz 75 e consequentemente adquirimos um sinal ne-
gativo multiplicando o parénteses em que se encontra f e P, e em seguida utilizamos a
propriedade ciclica do trago para colocarmos a mesma para o inicio da expressao. Assim

o produto de duas matrizes 75 resulta numa matriz identidade

ps(p?) = —

. d*k r 7575(k+M)[_(k_¢)+M]
chNs/ 5 4TD{ (k2 — M?) [(k—p>2—M2]}

. d*k L(kp— K — KM + Mp + kM + M?)
—ZNCNS/ 4Trp{ (k2 = M?)[(k — p)? — M?] };

Agora aplicamos o teorema dos tragos[25]. E desta forma sabemos que o trago do produto

de ntimeros impar de matrizes gamma é zero. Ou seja:
Tr(y"ky M) = Tr(M~"p,) = Tr(v*k, M) = 0,
e o resultado dos tracos dos termos restantes presentes na integral sera

Tr(—}é2 + kp + IM2) = —Tr(k§) + Tr(kp) + Tr(IMQ)
= —4k® + 4k - p + 4M?
= 4[—k(k — p) + M?]
= —dlk(k —p) - M.
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Portanto, teremos a seguinte integral:

d'k k(k — p) — M?
2m)* (k2 — M?)[(k — p)* — M?]

Ihmﬂ—mmm/( (3.86)
O préximo passo € resolver a integral, um objetivo bem simples, mas um procedimento
trabalhoso. A integral acima possui divergéncias quadraticas, linear e logaritmicas. E
também possui um produto de termos distintos presentes no denominador. Para prosse-
guir no calculo, passamos a utilizar a técnica conhecida como parametrizacao de Feynman.
Por meio da parametrizacao de Feynman, podemos reescrever uma fracao onde ha um

produto de termos presentes no denominador. Esta identidade é apresentada como:

1 1 1
— =/ d : 3.87
ab A Ta—b)z + b2 (387)
Retirando uma fracao na integral 3.86 e nomeando-a de I;:
- ! (3.88)
LR = M)k —p)? - M2 '
neste momento definimos
a=(k—-p?—-M* e b=k—M?,
e utilizando a parametrizagao de Feynman, obteremos
I 1 d ! 3.89
I_A‘%M—MLJW—W+MM+W—MQT (3.89)

Para simplificar o denominador ¢ preciso adicionar e subtrairmos a quantidade p?z2.

Assim
k* — 2pkx = k?* — 2pkx + p*2® — p*2® = (k — px)* — p*2?.

Desta forma, chegamos em

1

1
L= . 3.90
L [(k — px)? — p?2? + px — M?)? (3.90)

Agora definiremos uma nova funcao £ para simplificar a integral I

€2 = p*a? — pPz + M?, (3.91)
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e posteriormente adquirimos a integral I; muito bem simplificada

1 1
n=[d . 3.92
T ey e 542
Por meio da obtencao de I; podemos voltar aplica-lo em 3.86, assim teremos:
d4k k(k —p) — M?
I AN, N, / / . .
ps(p®) =i [(k — px)? — €22 (3.93)

Neste ponto podemos realizar uma mudanca de variavel & — k + px, e com con-
sequéncia a mudanca dos limites de integracao em k nos leva ao aparecimento dos termos
de superficie. Fendomeno responsavel pelo titulo do capitulo e uns dos principais objetivo
deste trabalho.

Entretanto é de suma importancia a nocao de que dependendo do esquema de regula-
rizacao, os termos de superficie podem ser eliminados como por exemplo a regularizacao
dimensional. Porém ja possuimos conhecimento por meio de trabalhos anteriores que os
termos de superficie sao fundamentais para obtencao de dados numéricos mais acura-
dos do modelo[24][26]. Por essa razao iremos permanecer com os termos de superficie e
adotaremos a regularizacao via sharp cut-off.

Voltando para relacao de substituicao £ — k + px, que é na realidade um processo de
translagao, que pode ser representada por meio de uma operacao de translacao do tipo

exp [ZM%}, este operador pode ser escrito através de uma expansao em série [37]:

S(k+1) = exp< ai )S(k)

) L, 0 0
vt 0 ) B o,

=S(k)+1 S(k)+---. (3.94)
Os termos com derivadas sdo conhecidos como termos de superficie [37]. E como ja
havia sido comentado, vamos utilizar o procedimento via sharp cut-off, e por meio desta
regularizagao poderemos como devemos calcular esses termos para visualizar os seus efeitos

nos observaveis fisicos. Assim exigimos que [ = —px e [, = —p,x, e portanto, teremos as
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seguintes translagoes de k +1 — ke k — k — [. Entao:

Mps(p 24NN/ / d'k kkk pio)) 1\542]

24NN/ / d'k kk/{:—'—lp é\j;
:i4NCNS/01 dx/ (;1;1;4{(k—l)([l;2—_lg2]€) S/

”“aiu [Uf - 1)([;;2_ ! 5—2]12» - M?} .\

substituindo os valores de [ e [, teremos

d*k | (k + px)(k + pxr — p) — M?
Mpg(p?) = iAN,N, / da / { [ +

9 [(k+ px)(k+ pr —p) — M?
puxaku [ (k2 — €22 ] +

1 0 9 [ (k+pzx)(k+pr—p)— M?
t5PvT ok, P ok, l 2 ] 14‘} (3.95)

Para facilitar a resolucao das integrais presentes em 3.95, dividiremos a equacao an-

terior em parcelas. A primeira parcela serd II;(p?)

_ Lo [ Ak [ (k+pr)(k+pr—p) - M
I, = 4NCNS/O d /(%)4{ P }

— 4N, N, / dx/ &k {kz + MZpa ]Zlfii]’i(”” U= M2} . (3.96)

Percebe-se que o denominador da integral é par e os termos lineares presente no numera-
dor resultarao em fungoes impares, que em dominios de integragoes simétricas resultarao

sempre em solugoes nulas. Ou seja

/ dx/ d4k ( sz—];;) ~0. (3.97)
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Apoés o procedimento anterior, adquirimos a seguinte integral da equacao 3.96

I, = i4N,N, / da:/ Ik Ky m(_é,}]) — A (3.98)

Utilizando a rotacao de Wick para permutar do espaco de Minkowsky para o espago
Euclideano, transferindo para as coordenadas hiperesférica e logo em seguida integrando

a variavel k até o valor limite de corte A, obtemos:

/ /dk 3% + pPa(z — 1) — M?)

II; = —

27r2 (k2 + £2)?
- ];i\?[/ {/ dkk2+£2]
+ [Pz — 1) — M / h ksgz] } (3.99)

Nota-se que ha duas integrais que dependem da variavel k para serem resolvidas. A técnica
para soluciona-las é analogo ao procedimento realizado na subsecao anterior, adicionando
e subtraindo termos em seus numeradores com a meta de completar quadrados. Desta

forma, suas solucoes serao:
A 5 2 4
/ B AL £ A
0 (k% + &2)2 2 2[k + &7

28N+ A A?
- 2[€2+A2] _621n [1+€2] )

A

_ §2 In [k’2 _}_52}}

0

(3.100)

A

A k3 _1 52
/0 dk[k2—|—£2]2_2{k‘2—|—£2+1n<k2+£2)}0

1 A? A?

Substituindo os resultados das integrais na equagao 3.99 passamos a obter:

I, — J\fcz\fs/0 dx{ln[ 222] (M2 + 262 — pra(z —1)] —

472

(3.102)

A[M? + 282 — p*x(x — 1) + A?]
s }.

Neste ponto, iremos iniciar o calculo dos termos de superficie para compreender os
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seus efeitos na auto-energia do méson. Como ja havia comentado, os termos de superficie

sao retirados da equacao 3.95 e eles sao:

- 1 d*k 0 [(k+px)(k+pr—p) — M?
lrs _Z4NCNS/0 dx/(27r)4{ ok, [ (k2 — &2 i

G 9 [(k+pzx)(k+ pr—p)— M?
P ok P o, [ 2 — *
. 1 d*k 0 K+ kp(2x — 1) + p*z(z — 1) — M?
= 44N_N, / dq:/ { _p“xﬁkrﬂ (2 — &) +
1 0 0 k*+kpr—1)+ p*z(z —1) — M?
LTy CrEE +oep (3.103)

Temos conhecimento por meio de trabalhos anteriores, que os termos que possuem di-
vergéncias logaritmicas e os termos que sao convergentes nao possuem termos de su-

perficie[5][45]. Portanto, precisamos apenas calcular.

: 1 d*k 0 k*+ kp(2z —1)
IIrg = 24NCNS/O dm/ (2ﬂ)4{ —puxaku (% — 2y

19 9 R tkp2r—1
ipa + kp(2x )}

SR ) (3.104)

Primeiramente, vamos trabalhar com os termos quadraticamente divergentes. Adicio-

nando e subtraindo £? com a finalidade de simplificar a equacao acima

L ik 0 K462 - ¢
M2 — i4N.N, / d / L
re =R o S @yt TP ok, (e

TP P o,

o ! 'k 0 1 ¢
= MNN, | dx/w{ ok, [[k2—§2] - (k:2—£2)2] "

+1 o 9 1
Pt ok, P ok, |2 — €2~ (k2

1 8 o kie-—e }
gp "

=

Como ja foi apresentado anteriormente por outras referéncias, termos que possuem di-

+ } (3.105)

vergéncias logaritmicas dos termos de superficie se anulam. Assim simplificamos os termos
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adquiridos no passo anterior. Desta forma

N o 1
2 _ _ _— _
f = NN, [ do [ (2@4{ P e

1 0 0 1
+-p,x T 4+ 3.106
o ok, P ok, k2 — €7 } (3-106)

Passamos a realizar as derivadas, mas com o objetivo de facilitar os célculos, vamos
realizar as aplicagoes separadamente. Entretanto para aplicarmos as derivadas é necessario

trocar os indices de Lorentz

0 1 —2kH K+

1 0 0 1 1 0 —2k+ 0 K

Z _ = _ 2
2P o, ok e — ]~ 2P o, P e T P ok, i — e

[ g o 1

[k? — &2 Ok, [k2? — &2
Sl e
= pupu” [[kf#;]? +4 [kfik;]g] . (3.108)
Substituindo os resultados na integral 3.106 passamos a obter
%) = i4N,N, /0 Lz / (;f:f)z;{%ﬂ[kiung +
+pupua [[k;_gl;]z + 4[k2kik;]31 } (3.109)

Nota-se que o limite de integragao na variavel k é simétrico, e o mais importante é que o
primeiro termo da integral é impar, ou seja, a sua solucao é nula. Portanto o termo de

superficie ficard com a seguinte aparéncia

y Lok g kil
Hg’\g = Z4NCNS/O dI/WprMIQ .

moep 4[k2 —op (3.110)

Eis a questao, como podemos realizar a integral do termo da expressao acima? Vamos
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capturar apenas o segundo termo da integral e defini-lo como I**:
k“k”
/ d4 (3.111)
Por questao de simetria, vamos dizer que a integral seja proporcional a métrica do sistema.
k“k‘”
/ d4 = agh”, (3.112)
multiplicando ambos os lados pela métrica por g,
K k;”
I = / d*k g“” = ag,, 8" = 4a. (3.113)
Concluimos que o valor de « sera
1 k2
- —/d‘*ki?), (3.114)
1) g
e consequentemente o valor de I,
Ny k?
= [ath s (3.115)
4 [k? — &7
Com objetivo de simplificar a integral, adicionamos e subtraimos £? no numerador

_ iw/d4k{[k2 _152]2 + ngz]g} . (3.116)

Substituindo este resultado na equacgao 3.110
@ _ ! d'k 2 —g"
HTS = Z4NCNS/O dz / Wpypul’ [72 +

k2 — §2]
g,uu ng2
e e

g,uuéﬂ

T2 — AN N /lda:/d% 285
s TRy S @t e ey

(3.117)

Realizando a rotacao de Wick, transferindo para as coordenadas hiperesféricas, e inte-

grando até a variavel de corte A.

52
0 k2 + €]

(3.118)
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Solucionando a integral na varidvel em k, encontramos

N.N, [ A*
1) = / T o R L — (3.119)
o T e

Agora vamos encontrar a colabora¢ao do termo linear para os termos de superficie.

Entao

d*k 0 kp(2x —1)
$) = idN.N, | dz { — puz +
TS / / Pt ok, (k2 — e2)2

1 0 8 k:p(2;1: - 1)
LT e 3.120
Seguindo os mesmos passos, vamos realizar as derivadas separadamente
0 kp(2z —1) 9 0 k'p,
— =2*Q2r—-1p,——"—— 3.121
pﬂmak# (kQ . 52)2 x ( z )p#ak# (kQ _ 52)2 ) ( )
1 0 0 kp(2x—1) _ 0 1 k2
—P,T— 20 — 1 —4 .(3.122
2P0, P ok, (2 —¢2)? =gy [(k2 —oy ey, P

A segunda derivada sera descartada, pois as fun¢oes possuem divergéncias logaritmicas,
nao contribuindo para os termos de superficies. Nota-se que a integral 3.121 é semelhante

a equacao 3.108 e seu resultado encontra-se na 3.119. Desta forma, adquirimos

4
(m _ A
Por meio dos resultados de H(Tl;, H(Q) e Il podemos determinar IIpg, portanto:

[ps(p?) = ]ZN / dx{lnl /222] [M2—|—2§ —p $($—1)}

T2

A2 [M? 4262 — p*x(z — 1) + A?]  p*?  A?
&+ A2 2 (A2+¢2)

2 A4

SD I LA L— (3.124)
2 (A2 +¢%)

O resultado acima é de suma importancia ja que é necessario para obter os resultados

numeéricos para obtencao da auto-energia, e assim, como determinar o valor da constante

de acoplamento por meio da equagao 3.72.
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3.6 Constante de decaimento fraco

A constante de decaimento fraco do pion é um dos elementos indispensaveis do modelo
de NJL, pois seu valor experimental é bem conhecido e consequentemente se tornando
um parametro de ajuste dos observaveis do modelo. De acordo com o modelo de quark,

o decaimento do pion é apresentado por meio da seguinte equacao
= S IF 4. (3.125)

Em que [ pode ser um muon ou um elétron, que é o cerne deste subcapitulo. Sabemos
por meio da literatura que a energia da constante de decaimento fraco do pion é de 93
MeV|[25].

Apos esta mintscula introducao, é utilizando o elemento de matriz da corrente axial,
entre o estado de um pion e o estado de vacuo que encontra-se a constante de decaimento
fraco do pion[28][54].

(0] J5, ™) = ipufr - (3.126)

A lagrangiana original do modelo de NJL em SU(2) nao possui dados suficientes para
o calculo de um decaimento leptonico. Para isso é necessario a introducao de um termo

de corrente axial na lagrangiana. A lagrangiana fermionica 3.1 se tornara:
2 = (@) (i = m+ 75 IP) V@) +G (D) U(@) + (D(a)insmU(@)] . (3127)

Realizando os mesmos passos das segdes anteriores (Bosoniza¢ao do modelo de NJL e

Expansao da Agao Efetiva), encontramos a seguinte agao efetiva

(e oy L 1
Sep = /d leG(J +7 +s)—|—Gas iTr |In 1—}-22,@_]\/[ , (3.128)

com
_ ; a T Sp
Y=o +imysT + s 5 S

Antes de prosseguir para obtencao da Lagrangiana efetiva, iremos realizar a seguinte

modificacdo na acgao efetiva. Nota-se que os campos o e m pode ser acompanhado por

2 2
uma constante de acoplamento g;. Assim temos que 0,7 — gy(o,7) e G = g—g = pf) = %.
Ho
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Entao
S :—/d4x },LL2(0'2+7T2+82)+M20'8 —¢Tr |In 1+2¥ (3.129)
ef 910 0 id— M » \9-
e passamos a ter um novo valor para X
: T
% = 800 +igomsT" + YuYs 5 a" (3.130)

Seguiremos os procedimentos apresentados na se¢ao da Auto-energia do méson pi. Desta

forma, por meio da agdo efetiva encontramos a Lagrangiana efetiva com a corrente axial

1 1
Loy = —§u3(02 L 32> — pios —iTr [ln (1 + EZ'(? — M)] ) (3.131)

Realizamos a expansao do trago analoga a equagao 3.65

1 1
Loy = —§Mg(02 + 72+ 52) _ ,ugo's —1r l<2M>‘| +

s () | [ ()

Até neste ponto, eu posso até especular que o leitor ja esteja condicionado a repetir o

+i Tr —iTr T (3.132)

mesmo procedimento da se¢ao anterior. Se caso este foi o seu palpite, de certa forma nao
esta completamente equivocado, do mesmo modo que foi realizado na se¢ao antecedente
é necessario reagrupar de uma maneira especial. Para realizar o reagrupamento exato é

necessario visualizar o digrama responsavel pela constante de decaimento fraco.

]

Figura 3.4: Diagrama do decaimento fraco do pion.

Analisando o diagrama presente na figura 3.4, concluimos que necessitamos apenas
dos termos proporcionais a 7Jg, e Jg, m, pois ha apenas um vértice pseudo-escalar e um

vértice relacionado a corrente axial, em outras palavras, o segundo vértice demonstra a
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interacao fraca. Assim podemos reagrupar a equagao 3.132 na seguinte forma:
2 2
o , . 1
—— g, Tr | ———
g 80 (i(? - M)

‘ W 1 0l o1 a
+1g0 Tr (l%ia— MW%'L’@— M) 7TJ5M—|— Zgo Tr (7“%—)@'(?— MWS@{?— M) ‘]5u7r+"'

Utilizando a propriedade ciclica dos Tragos, percebemos que os termos proporcionais a

"E/pef: 0'2+ 7T2—|—

e 7 sao idénticos, somando ambos os termos, obtemos o contetido relacionado a

5,u 5u
constante de decaimento fraco, que é representado por:

. &0 . 1 1 5
=T ke 3.133
? B r (Z'VSZ-a_M’YM'VSZa_M) Ty ( )

realizando uma mudanca na constante de acoplamento g, — g, e igualando com ip,, fr.

Adquirimos a equacgao da constante de decaimento.

ipufr = Zggqq Tr (i%ia i M7M75Z.a _1 M) : (3.134)

Daqui em diante, as taticas a serem utilizadas sao analogas aos procedimentos efe-
tuados desde da equacao 3.77 até a equagao 3.84. Lembre-se que durante estas etapas,
reescrevemos o trago por meio da propriedade 3.45, mas para dois operadores, utilizamos
a relacao de completeza, aplicamos a transformada de Fourier, e empregamos a funcao
delta de Dirac. Esses passos sao necessarios para que possamos encontrar uma equagcgao

semelhante ao resultado 3.85. Se os passos forem respeitados adquirimos:

, 8rqq [ d'k 1 1
= — T 3.135
pr,f 9 (27T)4 r 75% — Mfyliﬁ)%k _ p M ( )
Calculando o trago no espago de cores e sabores, encontraremos N, = 3 e Ny = 2.

Portanto, sobra apenas calcular o trago no espaco de Dirac.

: d'k Vo W
k= ‘g@NC/ WT“’ e

s(k + M) vk —p) + M]
—M?>  (k—p)?— M?

= _gﬂq_q

D[k —p)? — M?]

TI‘D

= _gqu

o {7
gﬂqu/ d*k TrD{%% %+M VY[~ (k_p)JrM]}
t

L(—Fyk + Fryp + %%M Mk + Myup + M~y M) }
(k% — M?)[(k — p)? — M?] ’
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utilizando as propriedades dos tragos presentes em [25], teremos alguns termos que serao

nulos pois os tragos de produtos impares de matrizes gamas sao nulos.

Te(fyk) = Te(Kyp) = Tr(My, M) =0,

Tr(k%M — M~k + M%p) = Tr(fr, M) — Te(M~,.k) + Tr(M%p>
— 4k, M — 4Mk, + 4Mp,
=4Mp,, .

Apoés a resolver os tragos no espaco de cor, de sabores e de Dirac, encontramos

, B d*k Mp
el = A | ey G =G = 38

(3.136)

Conforme ja foi apontado, é necessario fazer uso da parametrizacao de Feynman
quando ha presente no denominador, produtos de termos distintos. Contudo, é impor-
tante notar que o denominador da equacao acima ¢ idéntico ao denominador da equagcao
anterior 3.86. Por questao de comodidade e também de tempo, ndo é necessario realizar
por etapas a parametriza¢ao na equacao acima, pois o resultado encontrado serd o mesmo
que o da equacao 3.92. Desta forma iremos apenas utilizar o resultado anterior que é

apresentado como:

1 1 1
= d .
o o v R R e
sendo que
€2 = p2a? — p*r 4+ M2,
Apos realizar a parametrizacao obtemos

d*k Mp,,
2m)* [(k — px)® — &2

1

Bufs = —Aggy NN, [ da [ ( (3.137)
0

Neste ponto realizamos um processo de translacao na variavel k do tipo £ — k + px.

Todavia, tal processo é equivalente a aplicacao de um operador de translagao com a

seguinte caracteristica exp [ZH%} . E da mesma forma que foi efetuado em 3.95 utilizando

a expansao 3.94, iremos realizar com a equacao 3.137. Entao exigimos que | = —pz,
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l,, = pux e consequente a translacao serd k+1 — ke k — k —1.

d4k Mp
pufs = —4g N, / d / b
Zp#f gﬂ'qq X ]{? pl‘) o 52]2
Mp
4g7rqu/ da:/ k’—|—l - 62]2

4g7rqu / dx/ exp( “8?@) { [k2]\{pg2]2}

d'k 1 0 L
= —4gquNCMp“/o da:/ (2m)4 { (k2 —&2]2 " lu@ku l[;{;z - 52]2] !

1o 0 [ 1
T2, o, [W - 52]2] T } | (3139

Para facilitar a resolucdo das integrais presente na equagdo acima, iremos dividir em
duas equagoes distintas, em que a primeira integral a ser resolvida, ndao é os termos de

superficie.

d4k: 1
Iy = —4g,,,N.Mp, / da / e (3.139)

Realizando a rotacao de Wick, alterando para as coordenadas hiperesféricas e integrando

até a variavel de corte “A”, obteremos:

i LA ;3
I =—o NM / / v 14
f 27T2g7rqq Du 0 dx 0 dk k2 + €22 (3.140)

adicionando e subtraindo k£2 no numerador
A

i to1 £ 2 | g2
]f: Tﬂg”quch“/o de{W—Fln {k/‘ -I—{}

0

i A2 A?

O resultado acima esta relacionado com a constante de decaimento fraco do pion com

auséncia dos termos de superficie. Neste momento, iremos calcular os termos de superficie.

1 d*k 0 1
IfTS = _4gquNchu/O d:E/ (2ﬂ)4{lﬂaku |jk‘2 _62]2‘| +

1o 0 1
2o, o, l[kQ - W] T } | 18
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Repare que as parcelas presentes no termos de superficies possuem divergéncias logaritmicas
e tais parcelas resultam em zero antes das aplicagoes das derivadas [5][45]. Assim nao ha
termos de superficies para o calculo da constante de decaimento fraco do pion. Diferente
do kédon contido na simetria SU(3), que possui termos de superficie e eles resultam numa,
acuracia na obtencao da constante de decaimento fraco, como pode ser averiguado na
literatura[24].

A constante de decaimento do pion utilizando o propagador para obtencgao dos termos

de superficie

. 1 1 A? A?
Zp,LLfﬂ' - Hgﬂquch,u/o dx {ln []. —+ 52] — M} . (3143)

Quando consideramos os termos de superficie na obten¢do dos observaveis fisicos,
podemos adquirir uma melhora na acuracia. Porém a introducao dos termos de superficie
pode implicar na perda da invariancia por roteamento, ou melhor, ordem a ordem nos
roteamentos distintos na expansao perturbativa podem acarretar em resultados diferentes.
Por sorte a constante de decaimento nao sera afetada, mas nao podemos dizer o mesmo

a respeito da auto energia do méson.



CAPITULO

4

O FATOR DE FORMA
ELETROMACNETICO

“O oposto de uma afirmacdo correta € uma
afirmacdo falsa. Mas o oposto de uma ver-
dade profunda pode ser outra verdade pro-
funda”.

-Niels Bohr.

4.1 Introducao ao conceito de Fator de Forma

No final do século XIX havia uma gama de perguntas que atormentavam os cientistas e
por consequéncia se deu origem a Fisica Moderna, comegando da Antiga Teoria Quantica
até Fisica a atual. Exemplos de genialidades presentes na antiga teoria quantica sao as
origens, causas e explicagoes dos modelos atomicos. Sao tais modelos que possuem os
objetivos de compreender do que a matéria é feita e os fendmenos relacionados. Todavia,
¢é diante do surgimento do modelo atomico de Rutherford que passamos a adquirir conhe-
cimento para uma compreensao mais nitida do raio atomico e ferramentas para mensurar
o ntcleo de um atomo [14].

Com a ascensao dos conhecimentos presentes na mecanica quantica, e, por consequéncia,

o desenvolvimento de novos modelos atomicos e suas extensoes na Fisica Nuclear!, pas-

10 modelo da Gota Liquida.
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samos a compreender com mais clareza o cosmos da mecanica quantica, e, desta forma,
as particulas sub-atomicas deixam de ser classicamente compreensiveis conforme era nos
modelos atomicos presentes na Antiga Teoria Quantica®. Elas agora passam a ter uma
identidade abstrata. Em outras palavras, atomos e demais particulas sub-atomicas deixam
de ser esferas massivas sélidas com arquiteturas muito bem compreensiveis e localizadas.
E, em decorréncia dessas caracteristicas, o raio atomico passa a ser calculado por meio do
valor esperado da coordenada média do elétron de valéncia mais afastado do ntcleo.
Atualmente, a técnica utilizada para determinacao do raio de um nicleo, é realizada
por meio de um processo de espalhamento de elétrons, pois apresenta vantagens em rela¢ao
a técnica de Rutherford [57]. De forma objetiva, é por meio da técnica de espalhamento
de elétrons, que podemos encontrar com precisao tanto o raio atémico como a distribuicao
de cargas presente no nucleo. Estes estudos relacionados as propriedades nucleares é o

que representa aproximadamente a ideia do fator de forma.

4.2 Calculo do Fator de Forma Eletromagnético

A lagrangiana do modelo de NJL nao possui todas informagoes necessarias para ob-
tencao do fator de forma eletromagnético. Da mesma forma que foi realizado no capitulo
anterior na se¢ao da Constante de decaimento fraco, iremos introduzir um novo termo na
lagrangiana, mas de interacao vetorial, pois almejamos interagoes entre dois férmions e

um féton.
&L = V(x) (id — m+ied,y") U(x) + G {(\I/(x)llf(x)f + (q;(x)ww\y(m))?} C(4])

Apoés a realizacao da bosonizacao do modelo, adquirimos a seguinte acao efetiva:

Sef:—/d4l’

1 1
5“3 (02 + 72+ 32) — ugas] —'Ir lln (1 + ZMN - (42)

Utilizando a agao efetiva encontramos a Lagrangiana efetiva com a interagao vetorial
L= —1u3(02+7rz+32) — pdos —iTr |In 1+2$ . (4.3)
2 i) — M
onde
Y = gyo + igymysT" + e M. (4.4)

Realizando a expansao em série de Taylor no logaritmo contido no traco adquirimos

2Tais modelos atémicos sdo os de Thompson, Rutherford, Bohr e Sommerfeld.
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1 1
Loy = —§ug(o'2 + 7?4+ 82) — ,ugas — i 1Ir [ (EM> -

B R N

Na secao anterior, percebemos que o fator de forma para o decaimento fraco do pion
estava contida na lagrangiana expandida, na qual utilizamos apenas o diagrama relacio-
nado a tal fendmeno para reagrupar os termos presentes da lagrangiana efetiva. O mesmo
processo sera utilizado neste momento, o diagrama responsavel pelo fator de forma eletro-
magnético esta representado na figura 4.1, e nota-se que o diagrama possui dois vértices

pseudo-escalares e um vértice vetorial, sendo ¢ = p’ — p.

7
k
k—p «
q
* k+q
p

Figura 4.1: Diagrama do Fator de forma Eletromagnético.

Manipulando os termos presentes na equagao 4.5 com o objetivo de isolar apenas os

SN 2 2 )
termos proporcionais a 7°.J,, 7J,7 e J,m°, obtemos:

Z, | 1 1 1
Lop = — ggng" [ <275Z.a_M267#Z‘$—MZ’75Z‘$_M> T

— | iey” L 5 L 5 L J% = | is L Y5 L reyt L 72 J,|.
id—M ig—M Vig—M) " id—M Vig—M " id—M g

Realizando a seguinte alteracdo, gy — g.4,, obtemos o termo relacionado ao diagrama da

figura 4.1, que é dado por

. . 1 1 . 1
_zgfrqq Tr (Z%i(? — Mzeyﬂla — ng,ia — M> . (4.6)

O leitor pode perceber que em nenhum momento foi dito que o termo acima é o fator

de forma eletromagnético. Para alcangarmos este objetivo, é necessario realizar ainda um
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passo. O fator de forma eletromagnético para o pion (7~ = ud) é definido como:

(7 ()

Combinando a definicdo 4.7 com o termo 4.6, passamos a encontrar a equagao ideal

p)> = el = (p, + pu)eFe™ () (4.7)

para obtencao do fator de forma eletromagnético

rem — g2 Tr <i75i(29 ! T ! TR ! M) . (4.8)

Daqui em diante as taticas a serem utilizadas sao analogas aos procedimentos rea-

lizados desde a equacao 3.77 até a equacao 3.84. Durante estas etapas reescrevemos o

trago por meio da propriedade 3.45, mas para trés operadores, utilizamos a relacao de

completeza, aplicamos a transformada de Fourier e empregamos a fungao delta de Dirac.
Este processo foi realizado e se encontra no Apéndice D.1.3:

em / - 2 d4k .
F/L (p’p) - _Zgﬁqq/WTr 275

I 1 _ 1
%_Mw %—i‘ﬁ—ngjk—P—M]' (4.9)

Calculando o trago no espago de cores (N, = 3) e sabores (Ng = 2), restard apenas o

calculo no espacgo de Dirac

om d*k B I 1 , 1
FM (p’p/) ZN ngﬂqq/ ‘|

PR M S VALl arpy v i Y

d*k s (F + M) iv"([(F + ¢) + M] ins[(F — p) + M]
—1iN, ngﬂqq/wrﬁ[) B2 M2 (k+q?—M?2 (k—p)?2— M ]

LI {7%(%+M)7“[(k+¢)+M] [—(%—p)+M]}
@of TP\ R M2 (k+q)r— M2 (k—p)?— M?

d'k Lk + M) [k +¢) + M [=(k —p) + M]

N ng“qq/ (2m) o { k2— M2 (k+q)2— M2 (k—p)?— M2 }
d*k N,

= —N, ngﬂ—qq/ (27r)4 [/{:2 _ MQ] [(k‘ + q)Q _ MQ] [(k _p)2 — Mz] ’

= —i*N, ngwqq/

podemos escrever a amplitude na seguinte forma

Fzm(p,p’) = 4Nchg72”jq 1,(q,p). (4.10)

Sendo que N, = 4[—k,k* —k*(p,+q,) + k(qup — puq) + ku(q-p+ 2k -p+ M?) + M*(q,+p,.)]

e a sua obtencao pode ser vista no Apéndice D.2. Com objetivo de facilitar os cdlculos das

3Pode-se encontrar a equacdo 4.9 por meio da aplicacdo das regras de Feynman no diagrama repre-
sentado pela figura 4.5.
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integrais presentes na equacao 4.10, iremos realizar as seguintes substitui¢oes em 1,,(q, p):

k.p:;[k2+p2—(ls—p)2} , (4.11)

k-q:;[—kQ—qM(kJrq)ﬂ : (4.12)

Desta forma encontramos a seguinte funcao

L(q,p) = — (271# /d“k{ — k& — K (pu + qu) + qu l—(k;p)g + kj + pﬂ +
Hhla sl 0P g (.13)
no qual
[+ ] = (K = M) [(k+ q)® = M?] [(k — p)* — M?] . (4.14)
Simplificando

1 4 _ku 2 ku
]u(Qap):_(Qﬂ)4/dk{(kz_Mz) [(k:+q)2—M2] +(q-p+p) [] o

(qu + pu) 1 4 1

2 [(k+a)? = MY[(k—p?—M] 2 (K- M)[(k+q?-M]

2 - [(k-pP -7 T 2

Py 1 (qup* + pug®) 1
[ ]}. (4.15)

Com objetivo de simplificar os denominadores da equacao 4.15, iremos utilizar a pa-
rametrizacdo de Feynman. Para integrais com denominadores que possuem dependéncia
de “—p”, iremos utilizar o resultado do capitulo anterior, equagao 3.92, para denominado-

« 29

res com dependéncia “g*” o resultado é andlogo ao processo anterior. Nas integrais com

denominadores |- - -] é preciso utilizar a seguinte parametrizagio?,

4Forma geral da parametrizacdo de Feynman para trés termos é:

1 o '/1 daldagda35(a1a2a3)
ABC -7 0 [alA + aQB + a30]3 ’

realizando as seguintes mudancas de varidveis a3 = z,a0 =y e ag = 1 — z — y obtém-se a equacao 4.16.
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1 1-a 1
—— =2/ d d
ABC /0 x/o YA=Clz+(B-C)y+CP

(4.16)

Escolhendo que A = (k+¢q)? — M?, B = (k—p)> — M? e C' = k? — M?. Substituimos tais

valores na parametrizacao e logo em seguida completamos os quadrados no denominador

1 1 1z 1
L 2/ d / d , 417
ABC o o y[(k‘ + qr —py)? — =23 (4.17)

em que =% = M? + (qz — py)* — ¢*x — p*y.

Logo adquirimos®:

1 k
[M<Q7p>:(271r)4{/0 dx/d4k[(k+qx;2_ﬂ2]2—2[q~p—|—p?} X
! - 4 ku (C.Zu +pu a1, 1
></o ) dy/“[(qu—py)?—Eﬂ” / R
dx/d4 bt o) / d:c/d4 E—F 52]2 _
1 11—z 1
— (pud® + qup2)/0 d:c/o dy/d‘*k[(k papm—— 52]3} (4.18)

onde

M2:—q2x+q2$2+M27
§2Z—p2x+p2x2+M2,

B = —(qg+p) e+ (q¢+p)°a® + M. (4.19)
Iremos realizar uma translagdo nos momentos internos das integrais

k— k—qx,
k—k—qx+py,
k—k+(q+pex
k—k+px. (4.20)

A tnica integral que possuira Termos de Superficie é a primeira, por ser linearmente

®Na equagdo 4.15 hé uma integral com denominador [(k + q)* — M?] [(k — p)* — M?], antes de aplicar
as parametrizagdo de Feynman foi realizado um shift em k ( k — k — ¢), a parametrizagio utilizada é
mesma contida no capitulo anterior.
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divergente. Contudo, por enquanto iremos realizar os calculos com auséncia de tais termos.

q:z: 1=z qa:+py
{/dx/d4 e’ /dx/ ay [ ainlin 2]; n
+<q“+p“/ /d4 dx/d4 dx/d4

2 2 1 l-z 4 ]_
—(puq +qup)/o dx/o dy/d km : (4.21)

Antes de prosseguir, podemos cancelar algumas integrais na equacdo anterior, seus

L.(q,p) =

cancelamentos ocorrem, pois, sao fungoes impares em limites de integragoes simétricas

_ 1—g 4
[M<Qap> {/ d.’ﬂ/d4 p_|_p / dSC/ dy/d4 q#x p;gy +
Qu+pu / /d4 / /d4 2+pu/ /d4
2 2 1 1=z 4 1

Nota-se que algumas integrais sao semelhantes a integral presente na equacao 3.140, con-

sequentemente iremos aproveitar o resultado contido na equacgao 3.141

1 , A? A?

no qual A pode ser &, u e 8. A solugao da integral restante se encontra logo abaixo
1 A K 2k* + =2
Ak — 2 2/ P LA e B e N
/ k2 — =2] L (k2 + =2)3 tem a2+ 222 |

= —i27° A : (4.24)
4=2(A2 4 =2)2

Antes de substituir os resultados das integrais na equacao 4.22, iremos realizar algu-

A

mas manipulag¢oes. Primeiramente vamos transmutar a notacao (¢, + p,) para (q + p),.
Utilizando a seguinte equagdo ¢ = p' —p=q+p=p —p+p=q+p=p +p) —p.

Podemos agora alterar a equagao 4.22.
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_ 1—x
L(a.p) {/ dl,/d4 i TPy PR /dx/ dy/d4k qux+p,§y+
U /dx/d4 / /d4
1—x
/dx/d4 (pu® + q.° /d:c/ dy/d4 }
11—z
: {/ oty e L] i
dx/d4 da:/d4 da:/d4 _
1 1—=x 1 _|_ d4k‘ 1
—<w+w>/ dx/ / ; mf} o / S
+ d4k 1
I.(q,p) = J(q,p)u WP / / Lk (4.25)

Voltando para equagao 4.7 temos
0y =0 +p)u (@), (4.26)
combinando com a equagao 4.10 adquirimos
ANNg2 o 1u(q,p) = (0 + ) Fe™ (¢%) - (4.27)

Contraindo a equagao acima pelo lado esquerdo por (p’ + p)" obtemos

(¥ +p)" em
4N, Ns iqqmlﬂ(cbp) = F7r (q2> (428)

. - '+ p)"
Contraindo a equagao 4.25 por m encontramos
pTp

(p’+p)“I (@) = (p’+P 2/ dx/ d4k L (4.29)

(' +p)° (P +p)? 32)?

Comparando a equagao acima com 4.28 encontraremos o Fator de Forma Eletro-
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magnético na versao on-shell fazendo p' = p = m?:

FEm(g?) = 4N.N,g2,, E];ip)) 2/ /dk _152)2], (4.30)

por simplificacao

ooy _ (0 +p)
J(q7) = Wj(qap)u- (4.31)

Com intuito de facilitar os calculos posteriores, reescrevemos os seguintes termos

=@ —-p’=2m2-2p p=2p -p=2m2—¢*,
(0 +p)u=2r+q)u,

2

q
¢P=pg=—. (4.32)

A partir deste ponto, realizaremos os célculos algébricos relacionados a J(q?):

(2p+q)* = 4m?2 — ¢*,
a.(2p+q)" =0,

2
1
v 2 ¢ 1 2 2
(g—p)°— ¢ —3p* =—(2m2 + ¢°). (4.33)

Aplicando 4.33 em 4.31, encontramos

T = <271r>{ fef dy/ T Ké - m) e :>] !

1 1 1

substituindo em 4.30

F™ (%) = 4Nchg3rqq(

2 )4{/016[5”/01_11@/6[% Kq;_mi) (/#—yE?)f‘_(i(kz—lEW’] N
4/d:c/d4 €Q2+4/da:/d4 } (4.35)

A equacao acima é o Fator de Forma Eletromagnético com auséncia dos termos de
superficie, apesar de iniimeros procedimentos realizados para encontra-la nesta forma, o
esforgo foi vélido, pois a equacao 4.35 nos possibilita realizar algumas observagoes. Nota-

se que as duas ultimas integrais sao idénticas no regime quiral e pequenos momentos, e
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consequentemente passam a ter uma mera semelhanca com a constante de decaimento
fraco. Também é por meio desse procedimento que podemos demonstrar que o fator
de forma eletromagnético sera a carga total do pion, quando ¢ for nulo. Em subsegoes
posteriores iremos analisar o Fator de Forma no regime quiral e pequenos momentos.
Para finalizar iremos utilizar as solu¢oes em 4.23 e 4.24 na equagao do Fator de Forma

Eletromagnético

om Z]\f]\fsg7r 1— J»‘ q2 A
) == ‘”{/ | K—miﬁ—g]mm)z*

l/ dz [m( 15\22)_52]-\:/\2] / dz ln( gz)_ﬁ;}:/\z] } (4.36)

4.2.1 Termos de Superficie no Fator de Forma

Para encontrar os termos de superficie, voltamos para equacao 4.21, na qual ocorre o
processo de deslocamento dos momentos internos que esté representado em 4.20. Exceto
pela primeira integral da equacao 4.21, que é linearmente divergente, as integrais restantes
nao terao termos de superficie, por terem divergéncias logaritmicas ou por serem integrais

finitas. Aplicando a derivada®

TS _
‘[p, (pv Q) -

L ! Y k,
<2w>4/o do [ &'k l‘f "o (2 W] 7 (4.37)

pode-se encontrar o resultado da derivada acima na solugao contida na equacgao 3.108 até
3.116.

L% (p,q) = — 27T /dw/d4 [qx g’“”;)]

_ _<271r)4 /0 ar [ a' [qux(]@’_ﬂ

MQ)S] '

A equagao acima é o termo de superficie da integral com divergéncia linear contida na

(4.38)

equacao 4.21. Para encontrar o Fator de Forma é necessario contrair o resultado por

P+ p)*
P +p)?

— ]~

utilizando as solugoes contidas em 4.33, encontra-se que o termo de superficie serd can-

celado, pois ¢,(2p + ¢)* = 0. Vejamos que temos um problema, pois apesar de ter uma

6Para resolver a derivada de forma mais geral, é necessario trocar o indice de Lorentz e realizar a

0 oo < . e : : oo
1 ak — Y= ETh Os indices sao invertidos de inferior para superior, pois os indices
dos termos de superficie, tem que acompanhar a posicao dos indices de 4* presente na equagao 4.8.

seguinte mudanca [
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integral com divergéncia, os termos de superficie ndo sao evidenciados, felizmente sabe-
mos que esse problema esté relacionado com a escolha de roteamento nos diagramas de
Feynman, e ja temos conhecimento de como soluciona-lo que serd demonstrado em um

capitulo posterior.

4.2.2 Calculo no limite quiral e pequenos momentos do f6ton

Nesta subse¢do, vamos encontrar o Fator de Forma no limite quiral (m?2 = 0), e
com pequenos valores para o momento do féton (¢> << M). Consequentemente =2 e as

equagoes contidas em 4.22 sofrerdo algumas alteracdes.
pr=E=p==*= M2 (4.39)

A equacao 4.35 se tornara

sendo

1 | 1
(27)’ /d N e

1(0) = (4.41)

Inserindo g, 7, = —2iN.N,I(0) em 4.40, encontra-se:

(2;)“?0) l / da / Ty / d%(}ff__]\})g] , (4.42)

independente do esquema de regularizacao, a constante de decaimento fraco do pion é

Fy™(g®) =i+

dado por

2= —2iN.N,M?I(0), (4.43)

™

com N. =3 e N, = 2, substituindo em 4.42, obtemos

2 ¢’ 4 M?
e =1— —— /dki 4.44
s (q ) ? (271_2)2.]07% [ (kQ _ M2)3] ( )
Resolvendo a integral da equagao 4.44 e utilizando 4.24, encontra-se
: 9 A4
Fo(q?) = i+ —a (4.45)

87 f2 (A2 4 M2)?



4.2 Calculo do Fator de Forma Eletromagnético 85

o moédulo do Fator de Forma eletromagnético sera dado por

q2 A4
T f2 (A2 + M2)*

Fem(g?)| =1 (4.46)

Nota-se que quando ¢? vai para zero, teremos o médulo do Fator de Forma sendo “17,
que é o esperado, se a transferéncia do momento do féton ao quadrado for nulo, nenhuma
subestrutura da particula serda detectada, e portanto o fator de forma constituira a carga
do pion. Percebe-se que s conseguimos demonstrar essa caracteristicas, devido ao formato
que a equacao 4.46 apresenta, consequéncia das simplificagoes que realizamos nas se¢oes
anteriores.

Devemos calcular numericamente o valor da integral acima, em que variamos o valor
do momento do féton ¢ para obter um grafico do Fator de Forma em funcao da energia
do féton emitido, que estara presente no capitulo 7.

7

A relagao padrao do raio’ com uma particula carregada é dado por

d|F(Q?)
<T2> =6 ‘ dQ? ’ 2
3 A*
472 f2 (A2 + M2)?

(4.47)

A equacao de raio acima também pode ser utilizada no Fator de Forma da equacao 4.36.

—@Q? no ambito dos valores pertencentes no “spacelike”.



CAPITULO

O DECAIMENTO RARO DO PION

“Nao existem métodos fdaceis para resolver
problemas dificeis”

-René Descartes.

O objetivo deste capitulo é estudar o decaimento 7~ — e~ 1, e sua justificativa se
encontra na Introducao desta Dissertacao. O diagrama deste decaimento é conhecido
por triangulo de quarks, por meio da lagrangiana do modelo de NJL com a parte cinética
modificada ou pela aplicacao das regras de Feynman no diagrama, obtemos a amplitude do
diagrama. A invaridncia de gauge da amplitude introduz a corre¢ao de Bremsstralhung?,
em que evidéncia que a amplitude é estruturalmente dependente dos Fatores de Forma
vetorial e axial-vetor [15]. Conclui-se que a amplitude 7" é proporcional ao elemento de
matrizes da corrente eletromagnética Ji™ e da corrente axial A, entre o estado do pion e

/ dz e T OIT(J A, |7 (K)) | (5.1)

no qual T é o operador temporal.
Apods obter os Fatores de Forma, calcula-se a sua razao e compara-se com o valor

experimental.

10 diagrama de Bremsstralhung é consistente com os diagramas de Feynman de menor ordem.
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5.1 Os decaimentos fracos e eletro-fracos do pion

Podemos dizer que hé duas formas do pion decair sendo elas 7% — e*0, e 75 — p*1,.
Entretanto, ndo ha possibilidade do pion decair para um processo de 7* — 7%u,., pois
violaria o principio da conservagao de energia, uma vez que sua massa (m, = 139, 15MeV)
¢ menor que a massa da particula tau (m, = 1784MeV).

A principio é esperado que o principal canal de decaimento fraco do pion fosse o ca-
nal eletronico, pois a massa do elétron é menor do que a massa do mion. Contudo, os
resultados experimentais divergem com afirmacdo acima, mostrando que o decaimento
7% — u*D, é mais natural de ocorrer ao invés do decaimento 7 — e*7,. A explicacio
desse fendmeno é devido a consideragao da conservacao do momento angular e da helici-
dade [15][53].

O pion possui spin nulo, e pelo principio da conservacdo do momento angular, é

+

esperado que haja um valor nulo do spin para os pares e, ou u=1, apés o decaimento.

* ou u*) e os pares (U, ou ) possuem

A configuracao previsto é que ambos os léptons (e
helicidades positivas.

Por outro lado, particulas sem massa possuem helicidades negativas e de anti-particulas
sem massa € positiva, se o elétron e o muon tivessem um valor de massa nula, o mo-
mento angular do pion seria diferente de zero, e automaticamente seria um decaimento
improvavel de acontecer.

Como os nossos léptons (1) tem massa, o decaimento passa ocorrer de acordo com a
primeira previsao. Ja que o muon tem massa cerca de 200 vezes maior que a do elétron,
a sua tendéncia ¢ de nao respeitar a helicidade e a conservagao de momento angular seja
mantida. O elétron porém, possui um valor pequeno de massa em relagao ao muon, tendo
uma dificuldade maior de nao respeitar a helicidade, tornando o seu decaimento mais raro
de acontecer.[15][53]

Por meio das mesmas afirmacdes, de conservacao de energia, os processos 7+ — ve*1,
et — wﬁﬂu podem ocorrer. O féton é o que diferencia este processo para os processos
anteriores, a sua emissao pode acontecer por meio de particulas externas ou internas.

Portanto, podemos escrever que a amplitude total do processo é dado por:
M <7Ti — ’}/liljl) = e%]B -+ e%SD .

O processo . corresponde a contribuicao de Bremsstrahlung, em que o féton é emitido
por duas particulas externas carregadas, ja o termo .#sp é a amplitude dependente da
estrutura interna, onde a emissao do foton acontece por meio dos estados intermediarios

gerado pela interagao forte proveniente dos quarks que constituem o pion.

+ +

Devido a tendéncia de nao respeitar a helicidade o processo 7= — e*r, se torna
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+ — ye*i, segue a mesma légica. Neste caso, temos a

raro de ocorrer, o decaimento 7w
contribuigdo de Bremsstrahlung sendo suprimido (.#;5 ~ 0) fazendo que a contribui¢ao
de .#sp seja mais relevante, tornando possivel um estudo melhor da estrutura interna
do pion [6][31]. Para o caso 7* — yu*D, é dominado pelo processo de Bremsstrahlung
fazendo que .#sp ~ 0, o que torna esse processo inapropriado para o estudo da estrutura

interna do pion.

5.2 A lagrangiana do decaimento raro do pion

A lagrangiana do modelo de NJL em SU(2) acoplado minimamente com interacao

eletromagnética e eletro-fraco correspondente ao decaimento 7~ — ~yer, é dado por:

e (1
1 — A, e (
(1 — )7 + 5 \ 3

Z=0id-m+ L L 7 | w C; (W) 4 (Wins70)?] .

2

Realizando a bosoniza¢ao na lagrangiana acima

—Z'Tr{---—l—;)gqu [ZM] _|_} , (5.2)

No

L= —
! 9

(a +m +8>—,u303

no qual

v y ]l
Y =0+ imysH + %(]l — )7 A, + % <

. (5.3)

+ 7'3> ”y“Jﬁm ,

a proxima etapa é expandir os termos que estao sendo elevados ao cubo e reorganizar com a

WJemA Jem A, Je A,ﬂT,A,ﬂTJ;jm

vy 17 Vs 17
e A,J;"m. Utilizando as propriedades ciclicas do traco poderemos reduzir os seis termos

premissa de encontrar os termos proporcionais a TA, J cm

em apenas dois, sendo eles 7A,Ji™ e TJi™A,, que nos indica a existéncia de dois dia-
gramas, claro que sendo um deles um diagrama de permuta. Abaixo se encontram as

amplitudes retiradas da lagrangiana acima.

, 1 e /1 1 1
T = —ig, . T ) _ - ( 3) " (1 — )T [ (5.4
R LA sy v R R R sy i A S L ey v IS
[ 1 9 1 de/1 |
™ = —ig . T ) 1—y)r———— ( 3) " 5.5
g T |57 o T T (30T ) g B

Realizando um processo analogo ao que se encontra no apéndice D.1, encontra-se

v ; d'k (+)
T = —23g7rqq/(27r)4Tr V5T

_ 75)7(

77:( -) 1
—g—MQ

Fpou
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d*k 1 o 1 e /1 1
T = —i3g,; /7T T 1- oS (R
8ris | (omyt lw Frp—a 2 T T (347 )k—M
sendo o fator “3” o resultado do traco no espaco de cor.
A lagrangiana acima nos fornece o digrama na sua versao resumida. Antes de comecar
a realizar os cdlculos em T%" e T"" iremos fazer uma pequeno estudo a respeito do dia-

grama e da estrutura dos vértices.

5.3 Sobre o diagrama e a Estrutura dos Vértices

A emissao do féton nos processos de decaimento do pion pode ocorrer por meio de
dois processos distintos. O primeiro caso é através de um processo de Bremsstrahlung,
porém nao é possivel estudar a estrutura interna do pion, por ter a quiralidade suprimida.
Desta forma o segundo caso é mais interessante, no qual a emissao do féton ocorre pela
aniquilacao de um par quark-antiquark. Os dois diagramas de Feynman que descrevem o

processo de decaimento sao

Figura 5.2: Diagrama de permuta do decaimento radiativo.
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E oportuno, neste instante, realizarmos alguns comentarios a respeito dos diagramas
acima. Primeiramente, nota-se que o pion é um estado ligado dos quarks ud e que o foton
nio altera a carga dos quarks, e essa é razio dele acoplar apenas #u ou dd em SU(2). O
béson vetorial W~ altera o sabor dos quarks que em SU(2) tem apenas as possibilidades
de ud e ud.

Com o objetivo de garantir a conservacao dos quadrimomentos ¢ imposto a seguinte

relacdo no triangulo de quarks

p=aq+d, (5.6)

sendo p o quadrimomento do pion, ¢ o quadrimomento do féton e ¢’ o quadrimomento
permanecente ao par e~ .
H4& trés modelos de interagoes distintas nos diagramas. No vértice (1) hd uma interagao

forte (vértice pseudo-escalar)
() =iy 7. (5.7)

J& no vértice (2) tém-se uma interagdo eletromagnética, porém este acoplamento é

diferente do acoplamento que se encontra no capitulo anterior

(2) = 226 (]; + 73> ™, (5.8)

tais mudancas sao adigcao do termo (% + 73) no vértice eletromagnético que representa a
estrutura de isospin dos quarks e a matriz de Pauli 72 est4 relacionado aos quarks up e
down.

O Terceiro vértice possui uma interagao fraca
3) = v 1 — (=) 5.9
@=2 (-0, (59)

tal termo é de grande importancia e a sua obtencao esta presente no apéndice C.

O propagador do béson W~ é dado por

. quqlu
" V2
= W (5.10)
q% — M2,

que no regime de baixas energias pode-se realizar simplificagoes nos diagramas presentes

nas figuras 5.2 e 5.1, pois a massa do béson é muito grande M2, = 80,4 + 0,03 GeV /2.
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Desta forma, realizamos a seguinte aproximacao
I IV
w474
2
Mg, -
M2 ’
Mg, -

S ~ (5.11)
ocasionando na absor¢ao da constante M7, e passando a ter um acoplamento direto dos

quarks com o par e .. Entao os diagramas poderao ser representados conforme as figuras
5.3 e 5.4:

Figura 5.4: Diagrama de permuta aproximado para o decaimento radiativo.

Esses diagramas correspondem as equagoes 71" e T obtidas por meio da técnica de

bosonizac¢ao do modelo de NJL.

5.4 Calculo dos Tracos presentes no decaimento raro

do Pion

Os espagos de Dirac, de sabor e de cor sao independentes, e isso nos possibilita efe-

tuar as operagoes de tracos separadamente. O trago no espaco de cor ja foi calculado
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anteriormente e seu resultado é “3” agora iremos calcular os tracos no espaco de sabores

1 /1 =) 1
Tr |02 ( 3) — | =—= 12
s [T 53 + 7 5 3 (5.12)

&1 /1 2
Tr |70 ( 3) ==, 1
F[T 53 3+T 3 (5.13)

De inicio, teriamos que considerar os tragos acima nas amplitudes 5.6 e 5.6 para obter
os Fatores de Forma. Entretanto, empiricamente s6 obtemos os Fatores de Forma com
o trago no espaco de Dirac [53]. Desta forma, manipulando as equagoes 5.6 e 5.6 com
auséncia dos tragos sobre os espacos de cor e sabor, e realizando a mudanca de varidveis

do tipo kK — —k na ultima equacgao.

w d'k s ( + M)y [(k — ) + M|y (1 =) [(k - p) + M|
Y = it | <2w>4“’Tr{ (& M) [(h—qF — AP [(k—pP =07 |’

o &k ¥ [(F = p) — M| v"(1 =) [(k — ¢) — M| v*(k — M)
T = it | gyt ™ {‘ (2 =2 [(k =P — M [(k—ppP =27 [

Prosseguindo, resolvendo os tragos de Dirac nas equacoes anteriores, que se encontram

no Apéndice E, e por fim combinando ambas as equagoes, encontramos

T = T + T

T = —ig.a, / (;l:; 26{4ZM (€ pags + € kaks) + 4M (" K — 2kVp” +
g+ Vg — gp g — MPg") }/ [---] (5.14)
no qual
[ = (K = M?) [(k — q)® = M?] [(k — p)* — M?] . (5.15)

A equacao acima representa a amplitude de probabilidades de ambos diagramas de
tridngulos. Porém, para prosseguir com os calculos é necessarias algumas quantidades,

sendo elas as seguintes integrais:
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I :/(g;]§4m, (5.16)

b= | Gy .

= / (;ij&[k“] (5.18)

| Los = / g:fylf“kﬁ] . (5.19)

Desta forma a equacgao 5.14 fica com a seguinte aparéncia:

T =e 4igﬂqu°‘”ﬂ“paq5]1 +dg o M (p"q"I + p"g"' I = 21"p" — g'p - qly + g 1) £
+dig, g Me P L) (5.20)

Iremos realizar uma translacao em I, do tipo k — k + ¢, tal mudanca sera justificada

naturalmente adiante

d*k 1 )
b / @)t (k2 — M2) {[k— (0 — @) — M2} L((p-a7). (5.21)

Em se¢des anteriores mencionamos que a regularizacao via sharp cut-off é mais simples,
contudo ela pode acarretar na quebra de simetrias do modelo. Assim é conveniente
que asseguremos a preservacao dessas simetrias. Para esse fim, iremos utilizar como
abordagem a seguinte orientacao [2].

Iremos langar mao do truque de Passarino visando em reduzir a integral 5.18, todavia
é importante ressaltar que o método de reducao tratam as integrais como se nao houvesse

um cut-off [43][53]:
" = —Ap* — Bg* (5.22)

com

~W¢+Tp-q Wp-q—Tp
A=— 122 B=_" " (5.23)
(r-q9)%*—p%q (p-q9)* —pq
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Sendo W e T definidos como

W= ; B (¢) = (0= 0)") ="0 (0", 4" 20 - 0) | (5.24)
r= ; L(P) ~L(p-a)?) - ¢L (0" ¢" 20-q)] - (5.25)

No referencial de repouso do pion, teremos as seguintes relagoes cinematicas

2
m_.,
0,

0
7
2
¢“=@p-a?=mz—2p-q, (5.26)
substituindo essas relagoes em W e T, e posteriormente em A e B, obtemos

I (m2) — I (m2 — 2p - q)

A=
2p-q

Y

1 2 2 2 o [Io (m2) — I, (m2 — 2p -
Bzm{[b(@)—b (mw—Qp-q>—mﬁfl(mﬁ,2p.q)}_mﬂ[ p.(q P q)]}‘

Substituindo A e B em I*, e multiplicando por p” encontra-se
1
20" = 2(Ap" + B = —— [ (m3) = I (m2 = 20+ a) | +

+1{ [1:(0) = Lo (m3 = 2p-q) = m2Li(m2, 2p - q)| —m [ (mg) = Ja (mip = % g }q“p”'

p-q b-q

No limite quiral podemos fazer: (p —q¢)> =p*> —2p-q+q¢* = —2p-q= —2(pogo — - Q).
Entretanto, p = 0, entdo temos que (p — q)*> = —2pogo = —2m.E, = 0, no qual E,

representa a energia do féton. Portanto
1,(0) = Ir(—2p - q).

Desta forma, podemos dizer que no limite quiral —27#p” = 0. Substituindo esses resulta-

dos em T e aplicando a relacao de Goldberger-Treiman, 2.60:

TY = dieg? o, e paqsly £ degdy foly (0'q" +1"¢" — 8D - q) + degly [z I +
+4igl o o Log . (5.27)
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O campo eletromagnético é dado pela seguinte equagao
A, =e,(q)e ", (5.28)

no qual €,(q) representa o vetor de polarizagdo do féton. A funcdo de onda do campo

eletromagnético satisfaz a equacao

1?4, =0 (5.29)
; (5.30)

empregando a condi¢ao de Lorentz, 0¥ A, = 0 e aplicando na equagao acima, encontramos

¢’e,(q) =0. (5.31)

Contraindo €, com a equagao 5.27, e posteriormente utilizando o resultado da equacao

5.31 adquirimos

EVT:LLV = 4ieg3rqqfﬂeyea6“”paqﬁgyfl + 4eg3rqqf7rllell (pqu - gHVp ' Q) + 4€g3rqqf7r€1/gm’]2 =+
+4igl o fren € Log . (5.32)

5.5 Fatores de Forma Axial e Vetorial

Podemos encontrar os Fatores de Forma testando a invaridncia de Gauge em T%", por

meio da Identidade de Ward
qMlezW = O,

o primeiro termo da equagao 5.32 ¢é invariante por si proprio e esta relacionado com o
Fator de Forma Axial. O segundo termo da equacao nao é invariante por si s6. Desta
forma, é necessario adicionar o diagrama de Bremsstrahlung, no qual um elétron emite
um féton quando sofre uma alteragdo em sua velocidade[15].

Diferente do que ja esta sendo comentado no paragrafo anterior, nao iremos encon-
trar os Fatores de Formas por meio do teste de invariancia, mas por meio das seguintes

relagoes[31]

(Nadim™) = —mieva (¢*) € *pags (5.33)

™
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_ _ e Y .
(ylayPdlx™) = 27 (¢) [(p- @)2" — qups] + ie, V2F . (5.34)

™

Os termos Fy e F4 sao os Fatores de Forma Vetorial e Axial. O segundo termo da equacao
5.34 corresponde a contribuicao da amplitude de Bremsstrahlung, e o F' representa a
constante de decaimento fraco.

Comparando 5.34 e 5.33 com 5.32, retiramos os Fatores de Forma, comecando com o

Fator de Forma Vetorial, encontramos

Fy = —4igh . fama]y (5.35)
e o Axial é dado por

Fa = —4ig? . fam]y (5.36)

A partir destas equagoes, concluimos que a a razao entre os Fatores de Forma ¢é dada

por

A discussao sobre os valores dos Fatores de Forma (solugao da integral [;) e sua razao,

e a comparac¢ao como os valores experimentais se encontra em capitulos posteriores.



CAPITULO

EXPANSAO DERIVATIVA E
ROTEAMENTOS ARBITRARIOS

“Comece fazendo o que é necessario, depois
0 que € possivel, e de repente vocé estard fa-
zendo o impossivel”.

-Sao Francisco de Assis.

Até neste ponto, apresentamos os calculos das amplitudes dos observaveis fisicos
onde empregamos os termos de superficie. Discutimos que tais termos surgem devido
a translacao dos momentos internos apés a parametrizacao de Feynman, tinhamos conhe-
cimento que os T'S dependem das escolhas do roteamento interno nos diagramas de Feyn-
man, e durante a introdugao desta dissertacao e principalmente no capitulo 4, notamos
que também devemos tomar cuidado com certas simplificagoes que realizamos durantes
os calculos, pois tais simplificacoes podem afetar as translagoes realizadas.

As adversidades discutidas acima nao sao as unicas que existem quando desejamos
encontrar os TS, ha também a violagdo da invariancia de roteamento quando se emprega
os TS. A solucao desta ultima questao, vem da aplicagdo de um roteamento arbitrario
seguido da expansao derivativa apresentada por Chan [10]. No tratamento de Chan, a
transformacao é realizada usando um momento externo por meio de uma transformacao
unitaria.

Neste capitulo iremos realizar os calculos para Auto-energia e para o Fator de Forma



6.1 Auto-energia com roteamento arbitrario 98

Eletromagnético, vamos considerar um roteamento arbitrario no qual ird adicionar um
momento nao fisico no calculo das amplitudes dos observaveis, posteriormente utilizare-

mos a expansao derivativa de Chan com objetivo de eliminar este momento.

6.1 Auto-energia com roteamento arbitrario

O diagrama da auto energia com roteamento arbitrario se encontra logo abaixo

k+ pi
D P
/Z+p§

Figura 6.1: Diagrama de auto-energia com roteamento arbitrario.

Os vinculos dos momentos internos sao

p1—p2 = P (6.1)
Apr+Bpy, = ap+1l = A

onde A # —B.
As variaveis A, B, « e [ sdo constantes arbitrarias. Enquanto p é uma variavel fisica,

A nao possui significado fisico. Podemos realizar as seguintes alteragoes no sistema 6.1

Pr—p2 = P
LB A (6.2)

Subtraindo a segunda equagao da primeira no sistema 6.2, teremos

a—A [
pz_(B+A>p+B+A' (6.3)

Com o objetivo de simplificarmos a equacao acima, empregaremos a seguinte notacao

a—A
B+ A’

l

P=51a

o=



6.1 Auto-energia com roteamento arbitrario 99

portanto
pr=a+p. (6.4)

Fazendo uso do sistema 6.2 encontramos o valor de p;, e utilizando a equacao acima,

tira-se que

A

m=(1+a) +p. (6.5)

No final, ficamos com o seguinte sistema, em que também faremos algumas alteracoes

em suas variaveis

m o= (1+a)p+p (6.6)
P2 = ap+f = p=A = p=p+A

Vamos voltar a nossa atencao para figura 6.1 e construir a integral de Feynmam para

a amplitude de probabilidade do diagrama.

2) = K ¥ L !
PN

realizando os mesmos passos contido na segao 3.5, tira-se

ot o, [[Ern ] Cenl)

Mps(p*) = _iNcNS/ (2 (k+p1)? = M2 [(k + p2)? — M?]

chamando Py, = (k+ p1), € Poy = (k + p2),, isto nos possibilita calcular os tragos da

amplitude de probabilidade com mais facilidade, assim

N = Tr[(y“Py, + M) (=" Py, + M)]
= Tr [~9"9" Py Pay + 7" PruM — " Py, M + M?|
= —4g" P, Py, + 4M?

ou seja
N =—4(PP,— M), (6.9)
substituindo os valores de P; e P, na equacgao anterior, encontramos

N=-4[(k+p+A)(k+A) - M (6.10)
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O préximo passo é utilizar a parametrizacdo de Feynman, na qual substituiremos a

multiplicacdo no denominador por uma integral quadratica

1 1
@ TCE T

sendo

a:(k+p+A)2—M2,
b=(k+A) - M2,

Desta forma encontramos

d*k /ldl’(k+A) (k+p+A)—M2
0

lps (p2) = i4Nch/ (27)4 (k‘ N A —|—p:1;)2 _e

, (6.11)
no qual £&2 = M? — p*z(1 — z).

Nota-se que a equacgao acima depende da variavel A que acompanha a variavel k que
representa o momento interno do diagrama. Se aplicarmos 3.94 na equagao acima com
objetivo de obter os termos de superficie, teremos um problema, pois a variavel A nido
possui significado fisico e apareceria nos termos de superficie.

Para eliminar a varidvel nao fisica fazemos uso da transformacao de Chan, no qual
pode-se fazer uma mudanca na variavel k por um valor arbitrario [ da forma &k — k+1 de
tal maneira que preservamos as simetria do modelo. Realizamos a transformacao antes

da expansao da acao efetiva e é realizada adicionando uma matriz identidade do tipo
1=UU"=etoelr, (6.12)

dentro do trago do logaritmo. Posteriormente, emprega-se a propriedade ciclica do trago
e expandimos o logaritmo em uma série de Taylor, e ao aplicarmos as matrizes no opera-
dor expandido, termo a termo, assim chega-se a uma transformacao do tipo translacao.
Agrupando novamente a série em um logaritmo percebe-se que teremos somado em & uma

variavel [.

S="Tr ln(é’(k))}
=Tr :e_"l'gﬁe“'“c ln<ﬁ(k))}
) il-x

=Tr [e“"’” 1n<é(k‘ )e* }
=Tr[In(6(k+1))] . (6.13)
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Com essa expansao derivativaA passamos a nao carregar o termo nao fisico para os
termos de superficie. Assim podemos fazer que [ = —A para eliminar a dependéncia dessa
variavel.

Desta forma obtemos

dik /01 k (k +p) — M? (614

s () = 4NN, [ o h T e

Repare que a diferenca desta equacao para a equacao 3.86 é o sinal da variavel “p”. A
solucao da equacao 3.86 ¢ a 3.124, onde a variavel “p” esta sendo elevada ao quadrado.
Ou seja, independente do sinal de “p”, ambas solucdes das equagoes 3.86 e 6.14, serao as

mesma, a equacao 3.124.

6.2 Fator de Forma Eletromagnético com roteamento
arbitrario

O diagrama do Fator de Forma Eletromagnético com roteamento arbitrario se encontra

logo abaixo

Figura 6.2: Diagrama do Fator de forma Eletromagnético com roteamento arbitrario.

no qual §=p' — .
Utilizando o roteamento arbitrario, adquirimos a seguinte integral de Feynman relaci-

onado ao diagrama acima

d*k 1 1 1
o ity [ L5 SV B o1
7 =it | G g e =g =) - O

Vamos fazer uso de procedimentos analogos encontrados na se¢ao anterior. Comegaremos
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com o seguinte sistema
P1—Dp3 P
pr—p2 = —4q (6.16)
Apr+ Bpa+Cps = ap+pBqg+1 = Q
As variaveis A, B,C, a, 3,1 e §2 sdo constantes arbitrarias
pr—p3 = P
P1— P2 —q (6.17)
A P C Q
Bpl P2 de =~ B
somando as duas tltimas equagoes do sistema anterior, encontra-se
C Q—qB
= 6.18
p1+ Ax BPS A1 B ( )
subtraindo a equagao anterior com a primeira equagao do sistema 6.17, obtém-se
Q—qB—(A+ B
py = 2B W _ A (6.19)
A+B+C
Desta forma, adquirimos um novo sistema
p—ps = p = p=ptA
p1— P2 —q¢ = p=pit+q=pFtpstq = p =p+tA+qQ
Finalmente adquirimos o seguinte sistema
po= ptA
p2 = ptAt+qg = pP+A (6.20)
p3s = A

A nossa integral 6.15 de Feynman serd reescrita na seguinte forma

™ (p,p') =

d*k 1 1 1
.9 .
:—zgﬂqq/WTr{z }

Py a) -] [ prg+ &) -] &) -

Para facilitar os calculos, vamos impor que &’

kE + A, assim a integral acima fica



6.2 Fator de Forma Eletromagnético com roteamento arbitrario 103

com a seguinte aparéncia

em N = —ig? [ —— Tr{ivs ! eyt ! Y5 !
o (p.p) = gﬂqq/(%)ﬂ {’Y (K +p) - M] ! (K +p+q) — M| ! [%'—M}}

o [ (] ) ][
" (2t [ +p)* = M2] " [k +p g —M2] UKD
5 d*k N,
— —NchgTrq(I/ (27T)4 |:(l€/ +p)2 . M2:| [(k,+p+q)2 . M2:| [/{;’2 . M2]

= 4N.N,g2..I.(q,p). (6.21)

Sendo que N, = 4[—k;, (k? — M?)— (k" — M?) (2p +q) ,+ K, (0> +p-q) =K -p(2p+q). —

puk’ - q] e a sua obtengao pode ser vista no Apéndice D.3. Logo adquirimos

' s
lup.q) = (27 /d k{[(k’ TP - MK+ pt ) — A7

+

(20 + @) _ KW +pa)  Koppta Ju’“"q}
(K" +p)* = M?[(K' +p+q)* — M?] [-] [--] (-] )

no qual
-] = [ +p)* = M2 [(K +p+q)° = M%) [W? = M?] . (6.22)

Com objetivo de simplificar os denominadores acima, utilizamos a técnica da para-

metrizacao de Feynman. Iremos comegar com os denominadores com dependéncia de

1 1 1-z 1
— —9 [y d ,
ABC /0 x/o A=)z + (B— Oy + CT

sendo
A:< I—l—p)2—M2,
B=(K+p+q)?— M,
C=kK*—M?.

entao

1

1d 1—a:d 1
oL
ABC ~ "o My y{[k,+

p— 3 ’
pr + (p+ )yl — 22

(6.23)
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em que =2 = M? + [pr + (p+ q)y]2 — pPr — (p+ Q)Zy-

Realizando a parametrizacao de Feynman para os denominadores restantes

1 1
— = dx , 6.24
ab /0 [(a —b)z + b (6.24)
escolhendo
a=F+p+q)?—-M,
b= (K +p)*— M?,
desta forma
' d ! 6.2
LI L , 25
ab /0 (K +p + go)? — p?)” (0:29)
no qual pu? = M? — ¢?z + (gx)?. Escolhendo
a=K+p+q?’-M,
b=k"*— M?
encontramos
1 1
= [ - (6.26)
abJo  [(K + (p+q)z)* — &

no qual & = M? — (p + q)*z + ((p + ¢)2)*.

Antes de realizar as parametrizagoes de Feynman, iremos voltar a nossa atencao para
equacao I,(q,p). Desta forma, vamos aplicar uma propriedade semelhante a da equacao
4.11, no termo k' - p, que se encontra logo abaixo

1 2 g2 2
k-p:§[(k+p) — K —p? . (6.27)
Realizando as devidas simplificagoes, encontraremos a seguinte equagao

Keop 1 1 1

[~ 2{ [ +p+9)* = M2 (k2 = M2)  [(K +p+q)° — M?] [(K +p)* — M?]

-} -

se realizarmos as parametrizacoes de Feynman e posteriormente as translagoes nos mo-
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mentos internos, iremos obter

E-p 1 1 1 1 1 1 1-z 1
S di—/di—QQ/d/ dy————
] 2{/0 o h Ty T T h Ve sy

percebe-se que o termo acima sera nulo, pois enquanto as duas primeiras integrais se cance-

lam, visto que no limite quiral e para pequenos momentos teremos (u? = 2 = =2 = M?),
o tltimo serd cancelado devido ao fato de p*> = m2 = () no mesmo regime.

Nesse ponto podemos utilizar a transformacao de Chan para eliminarmos o termo nao
fisico A somado a k, ou seja, k' volta a ser k. Mas ja iremos considerar que o termo k - p
seja nulo, utilizando a justificativa acima, pois posteriormente iremos trabalhar com as

mesmas condigoes. Desta maneira, obtemos:

k (2p+q),u
I(p.q) = /d4k/dx “ +/d4k:/d _
W0 = { [(k + p + qx)? [(k 4 p+ qz)? — p?)?
! 1-e k,(p*+p-q)
2 [ d*% | d d :
R S Vo

" 1 1—x pukq
+2 [ dk | dx dy ——= .
0 0 [(k+px+ (p+q)y)? — E2

Agora vamos realizar os seguintes “shifts” nas integrais acima

k—k—p—qx,
k—k—pr—(p+q)y.

A tnica integral que possuira termos de superficie é a primeira por apresentar divergéncia

linear, porém, por enquanto iremos realizar os calculos com a auséncia de tais termos.

L(p.q) = {/d4k/d +/d4k/d 2p+q

_2/d4k/1dx/”d [k_pif—(erQ)y]u(pQ‘Fp'CI) N
0 0 4 (k2 — 52]3

1 1—
s v pulk—pr—(p+qylq
+2/d k:/o dx/o dy iE _52]3 )

As integrais impares com limite de integracao simétrica sao nulas, entao
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I.(p.q) =

21)4{/d4k/01dxm+/d4k/oldxm_

R b+ al, W +p-a)
0 0 4 (k2 — 52]3

+2/d4k/ dx/”‘ Py pw—(erq)y]q}.

=2]*

Por meio da equacgao 4.28 percebe-se que temos que contrair algumas integrais acima
@ +p)*

¥ +p)*
separadamente:

por , para facilitar as resolucoes das integrais, vamos calcular os seus numeradores

1
~(2p+a)* P+ ar)u=—3 (4m2 —¢*) ,

—(2p+ )" pr + (p+ @)y, (mfr - q2> = —; (4m2 = ¢?) (z +y) (mi - q;) ,

1¢?
2+ )" (~p-qr—p-qy— ¢*y) pu = 13 @) (4m2 - ¢*) , (6.29)

o ultimo termo serd cancelado, visto que as integrais realizadas em (z — y) nos limites
de integracao apresentado pela parametrizacao de Feynman é zero, isto serd verdade
se considerarmos que essa integral se encontra no regime quiral e pequenos momentos.

Assim, encontramos

MIH(p,q)—ﬂ{ 2/ dx/d4 - 2—i—/ d:c/d4

o [Maw [ ay [d% ) @ 1 6.30
+/0 37/0 y/ (x+y) mw—g ma (6.30)

lembrando que (p' + p), = (2p + q),.-
No limite quiral ( = 0) e para pequenos momentos q*> << M. Desta forma, teremos

os seguintes valores nos denominadores

Assim adquirimos o seguinte Fator de Forma

FE™ () = 2NeN.gZ,, {I(O) — ;(2‘;)4 /d‘*kM} , (6.31)
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sendo

repare que o nosso Fator de Forma sem os TS condiz com a equacao 4.40.

6.2.1 Calculo do Termo de Superficie

A integral que possuird Termo de Superficie é a seguinte

dx ull (6.32)

2
k+p+qw) —uﬂ

que apds realizarmos uma translagao no denominador k& — k£ — p — gz, teremos o seguinte

Termo de Superficie

1 1 0 k
I5p.a) = [ do [d'% g Z .
u (P ) i o (p+qx) o G )] (6.33)
que é andlogo a equagao 4.37 com a ressalva que do lugar de ¢z temos (p + qz)”. Con-
/ p
traindo o TS por m, encontramos
p—rp
' +p)" rs 11 /1 I
—] Q) =————1[ d /d k——— 6.34
(p’+p)2 1 (p q) 2(271‘)4 0 X (k2_,u2)3 ( )

a solucao da integral é andlogo a equagao que encontra-se em 4.24

(0 +p)* rs —i27’ At
7T Q) = ) 6.35
(» +p)* #.9) 2 (21) 4 (A2 + p2)? (6:35)

Entao o termo de superficie do Fator de Forma Eletromagnético sera

0.2 4
F5 (¢%) = 2N, N,g? i2r A . (6.36)
™ | (2m)t 4(A2 4 p2)?

Vamos considerar que o TS esteja no regime para pequenos momentos (¢ << M), e no
limite quiral (p*> = m2 = 0). E posteriormente, inserimos gfrqq = —2iN.N,I(0) na equagao

acima:

rs( 2y 1 2 A?
i (q ) C(2m)*1(0) 4 (A2 4+ M2)* (6.37)

sabemos que f2 = —2iN.N,M?I(0) e com N, = 3 e N, = 2, substituindo na equagio
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acima encontramos
£ () = _;i%; T Jfr\ij)Q . (6.38)
Resolvendo a equacgao 6.31 e adicionando a 6.38, encontra-se
‘F;m (qz)‘ 14 ¢ A? 3M? A4 (6.39)

87272 (A2 + M2 8n2f2 (A2 + M2

Ao contrario do calculo do Fator de Forma Eletromagnético anterior, com o uso do

roteamento arbitrario e aplicacao da expansao derivativa os TS sao evidenciados, como

constata a equacao acima. O grafico com os resultados numéricos do Fator de Forma se

encontra no préximo capitulo.



CAPITULO

7

RESULTADOS NUMERICOS

“A imaginacdo € mais importante que a
ciéncia, porque a ciéncia € limitada, ao passo
que a imaginacdo abrange o mundo inteiro”.

-Albert Einstein.

No decorrer dos Capitulos anteriores, encontramos expressoes para os observaveis
fisicos dos mésons pions. Nesse capitulo listaremos e discutiremos as solug¢oes numeéricas,
utilizando os ajustes apresentados em [24][26], mostraremos os resultados com ou sem os

termos de superficie para o decaimento raro do pion e eletromagnético.

7.1 Ajuste de parametros

Para encontrar os calculos referentes aos Fatores de Forma do decaimento raro do
pion e eletromagnético, utilizamos o ajuste de pardmetros efetuado por [24][26]. Nestes
trabalhos os ajustes sao realizados tomando por base os valores experimentais das massas
dos pions (m, = 139,15MeV) e o valor da constante de decaimento fraco do pion f, =
92,21MeV, esses extraidos de [42]' que possuem os mesmo valores em [52]. Os valores das

massas constituinte dos quarks foram retiradas do trabalho de Borka e Jovanovich [27]. Os

1O valor do Particle Data Group (PDG) para a constante de decaimento fraco parece diferente, mas
trata-se apenas de uma diferenca na tomada relagao de Goldberg-Treiman, no qual o valor experimental
da constante de decaimento fraco do pion deve ser divido por /2.
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valores do parametro de corte (A) sdo ajustados para reproduzir os dados experimentais
mencionados acima, possibilitando encontrar os valores dos acoplamentos entre os quarks

e os pions (g,,), considerando os célculos com ou sem os termos de superficie.

7.2 Fatores de Forma Axial e Vetorial

Podemos obter duas solugoes distintas de I; pertencente a equacao 5.35, primeiro
iremos resolver a integral I; com ajuda das equacoes 4.16 e 4.24 que posteriormente é

aplicada na equacao 5.35, logo adquirimos

My A*

872 fr (A2 + M2)?

| Fv| (7.1)
O segundo método de solugao sera por meio da Técnica de integragao em d-dimensoes
(TD), que pode ser estudado nas seguintes referéncias [46][47], no qual iremos utilizar a

seguinte propriedade

— para n >3 (7.2)

d'k 1 (—1)"il(n—2) 1
/ (2m)% (k2 — M2)"  (4m)2 T'(n) M?2n-2)

onde utilizamos a seguinte propriedade das Fun¢oes Gamma?, T'(n + 1) = n!, para re-

solucao da equacdo acima. Desta forma obtemos

m

Pl = g (73)

Nota-se que durante todo procedimento para o calculo do Fator de Forma Axial e
Vetorial contido no Capitulo 5, ndo havia presenca de integrais com divergéncias lineares
e quadraticas, melhor dizendo, ndo possuem termos de superficie de forma explicita.
Felizmente, a regularizacao via sharp cut-off nos possibilita estudar o efeito dos termos
de superficie, mas de uma forma indireta. Ja foi mencionado que para validar o modelo
de NJL, devemos calcular as integrais até um parametro de corte (A), que geralmente
é calibrado por meio do valor da constante de decaimento fraco, pois é um resultado
experimental muito bem conhecido na literatura.

Contudo, podemos utilizar outros observaveis fisicos para realizar essa calibragem, no
nosso caso, passamos a fazer uso da constante de acoplamento, pois podemos encontrar

o seu resultado numérico por meio da equagao da auto-energia do méson. Diferente da

2CF: livro Elementos de Fisica Matemdtica vol.1[4]
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equagdo da constante de decaimento fraco em SU(2), a auto-energia possui termos de
superficie, e é por meio dela que iremos calibrar o nosso (A). Portanto, podemos dizer,
que os termos de superficie podem contribuir para os resultados do Fator de Forma, por
meio de outros parametros, que no nosso caso seria o parametro de corte A.

Apenas uma das duas solugoes acima possuem influéncia dos termos de superficie,
mas de forma implicita, que é a solucao 7.1, que serd influenciada pelo fator de corte
(A), enquanto a solugdo 7.3 nao tera dependéncia implicita, pois eliminamos a constante
de acoplamento g, ., por meio da relagdo de Goldberg-Treiman. A comparagao com o
método TD vem pelo fato dele ja ser utilizado em um trabalho anterior demonstrado em
[53] e também por possuir uma boa aproximagao com resultado experimental.

Abaixo se encontra a tabela 7.1 e a 7.2 que foram retiradas das referéncias [24][26].
Porém as nossas tabelas serao apenas constituidas com os parametros que iremos utilizar
em nosso calculo numérico, também havera apenas os valores dos parametros relacionados
com a massa constituinte de quarks com o valor de (292, 35MeV'), por apresentar a melhor

aproximagcao com o valor experimental contido nas referéncias [3][6].

Tabela 7.1: Valores dos parametros sem os termos de superficie.
M (MeV) [27] | A (MeV) [24] | g, [26]
292,35 827,40 3,097

Tabela 7.2: Valores dos pardmetros com os termos de superficie.
M (MeV) [27] | A (MeV) [24] | g, [26]
292,35 952,92 2,641

O valor experimental de Fy, de acordo com [3][6][31], é de Fyy = (0,017 £ 0,008) e
da razao é v = (0,45 £ 0,06). O valor de F é determinado pela razao de F4 por Fy.
O trabalho [31] também nos fornece o valor esperado de F4 que é Fy = (0,0121). A
nossa razao possui o valor de v = 1 e ¢ independente do esquema de regularizagao como é
demonstrado na equacao 5.37. Substituindo os valores da constante de decaimento fraco
e a massa no pion, mencionados anteriormente, nas equagoes 7.1 e 7.3 encontramos Fy,

que esta alocado na tabela abaixo junto com resultado experimental.

Tabela 7.3: Comparagao entre resultados tedricos e experimental.

NJL (A) sem TS | NJL (A) com TS | NJL (TD) | Experimento [3]
Fy 0,0151 0,0160 0,0191 0,017 £ 0,008
Fy 0,0151 0,0160 0,0191 -
7 1 1 1 0,45 + 0,06
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Por meio dos valores retratados na tabela 7.3 podemos afirmar que todos os resultados
do Fy sao bem préximos do resultado experimental, pois eles se encontram dentro da mar-
gem de erro. Percebe-se que a regularizagao via sharp cut-off sem os termos de superficie
possui o pior valor dentre os trés, por apresentar maior discrepancia com resultado experi-
mental, mas quando consideramos atuacao de forma indireta dos TS ele passa apresentar
um resultado mais acurado, possuindo uma discrepancia de apenas 0,001, superando o
resultado determinado pela TD.

O mesmo nao pode ser dito a respeito da razao entre os Fatores de Forma Axial e
Vetorial. O Fator de Forma Axial ndo pode ser encontrado experimentalmente, mas por
meio da relacao 5.37. Neste trabalho o valor de F4 nao foi o esperado, por apresentar um
valor idéntico ao Fy,, consequentemente ele prejudicou a determinacao de . Tal diferenca
pode ser consequéncia da limitacao do préprio modelo, ja que ele é uma teoria efetiva

para as interagoes fortes da QCD e nao uma teoria fundamental.

7.3 Fator de Forma Eletromagnético

Percebe-se que no decorrer desta dissertagao obtemos com sucesso em demonstrar que
o Fator de Forma Eletromagnético é “1” quando temos “q” tendendo a zero. Chegamos
a esse resultado por meio das simplificacoes que realizamos no decorrer dos cédlculos da
amplitude. O mais impressionante deste procedimento, é que quando utilizamos a Técnica
de integracao em d-dimensoes (equagao 7.2) em 4.46 ou fazemos A >> M encontramos
o resultado contido em [28], que julgamos como uma 6tima aproximagao. Desta forma,
escolhemos realizar as comparacgoes dos resultados dos Fatores de Forma Eletromagnético
com emprego da regularizacao via sharp cut-off com ou sem TS, com emprego da TD, e
com os dados empiricos retirados do seguinte trabalho[1].

Na tabela abaixo mostramos os resultados numéricos do raio eletromagnético determi-
nados pelas abordagens citada acima. O termo de superficie contribui com valor constante
para o Fator de Forma Eletromagnético, assim ele nao altera o valor do raio, como pode-
mos verificar quando se aplica a equacao 6.2.1 em 4.47. O melhor resultado tedrico do raio
eletromagnético é com o emprego da TD, podemos perceber que ambos os resultados fica-
ram bem abaixo do valor experimental, o que ja era esperado, pois em nosso calculo nao
incluimos os modos mesonicos vetoriais, uma vez que eles fornecem um aprimoramento

consideravel para o raio [7].

Tabela 7.4: Comparacao entre resultados tedricos e experimental do raio.
NJL (A) | NJL (TD) | Experimento [1]
) (fm?) || 0,28 0.35 0,43

(rz
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Para o Fator de Forma Eletromagnético, verificamos que os resultados obtidos se
ajustam muito bem com as estimativas, principalmente, na regiao de pequenos momentos.
Entretanto, a adicao dos T'S ndo melhoram a acuracia dos resultados como consta o grafico
7.1, o Fator de Forma Eletromagnético com adi¢ao dos TS foi normalizado para que
quando “q” tender para zero, o Fator de Forma Eletromagnético tende a “1”. O melhor
resultado do Fator de Forma Eletromagnético comparado com o resultado experimental

[1], é por meio do emprego da TD, como podemos observar no grafico 7.2.

041 e Amendolia et al. 1986 t E |
02| | NJL (A) sem os TS |
--- NJL (A) com os TS
0 5. 1‘()—2 0.‘1 O.‘15 012 0.‘25
—q? {Ge\/ﬂ

Figura 7.1: Comparacao dos dados experimentais com os resultados tedricos por meio da regu-
larizagdo via sharp cut-off com ou sem termos de superficie.

13 |
0.8 |
£ 06 |

0.4 e Amendolia et al. 1986
A NJL (TD)
--- NJL (A) sem os TS

I |
0 5 10-2 0.1 0.15 0.2 0.25
—q? {Ge\/ﬂ

Figura 7.2: Comparacao dos dados experimentais com os resultados tedricos por meio da regu-
larizagdo via sharp cut-off e da TD.



CAPITULO

CONCLUSAO

“A natureza € um enorme jogo de xadrez dis-
putado por deuses, e que temos o privilégio
de observar. As regras do jogo sio o que cha-
mamos de fisica fundamental, e compreender
essas regras ¢ a nossa meta’.

-Richard Feynman.

A particula central para o modelo de NJL em sua forma original é o méson pion. Por-
tanto podemos alegar que cada procedimento analisado neste quadro que envolva a par-
ticipacao do pion constitui, de certo modo, em uma avaliacao do modelo. Na introducao
desta dissertacao, enunciamos que o objetivo central deste trabalho é a determinacgao dos
Fatores de Forma Axial e Vetorial do decaimento raro do pion. Para encontrarmos os
valores numéricos dos Fatores de Forma, tivemos que primeiro determinar e os valores
da massa constituinte, constante de decaimento fraco, constante de acoplamento e prin-
cipalmente o cut-off (A), que é conhecido como pardmetro de corte, e possui uma grande
funcao, pois é ele que demonstra até onde podemos validar o modelo.

O resultado encontrado para o Fator de Forma Vetorial se aproximou dos resulta-
dos experimentais, mas tivemos uma maior precisao quando consideramos os termos de
superficie de forma implicita em nosso calculo, possuindo apenas uma discrepancia de
apenas 0,001 com valor experimental, superando até mesmo a determinagao do Fator de

Forma quando se emprega a Técnica de integracao em d-dimensodes. Contudo, o mesmo
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nao podemos dizer a respeito da razao -y, visto que houve uma divergéncia significativa
entre o resultado esperado e o resultado encontrado.

Apesar de a procura de solugoes numeéricas por meio de procedimentos tedéricos com os
dados experimentais ser um objetivo desejavel e fundamental para Fisica. Nao podemos
ignorar que estamos trabalhando com um modelo, melhor dizendo, estamos trabalhando
com limites e desta forma procuramos solugbes aproximadas, mas com processos que
respeitam principios bésicos da teoria, neste caso, podemos colocar como exemplo as
simetrias que envolvam a QCD.

Um dos palpites para encontrar uma solug¢ao com resultados mais aproximados com o
valor empirico, é adicao do méson p. Visto que antes de um dos vértices gerar o foéton, pode
haver a producao de um par quark-antiquark, criando um méson p que acopla ao féton.
Poderiamos também estender os calculos considerando-se a amplitude de Bremsstrahlung,
que embora seja considerada desprezivel para o caso do espalhamento estudado, pode ser
que acabe contribuindo para gerar uma melhoria significativa nos resultados. Além disso,
também seria interessante expandir os cdlculos para o Modelo NJL SU(3), verificando-se
se ha uma melhora nos resultados, uma vez que todo o desenvolvimento do trabalho foi
feito no quadro do modelo em SU(2).

Em relacao ao Fator de Forma Eletromagnético, conseguimos por meio de um rote-
amento arbitrario em seu digrama, evidenciar da integral com divergéncia linear o seu
respectivo termo de superficie, e posteriormente observar o seu efeito. Percebemos que o
emprego dos termos de superficie nao possibilita uma melhora em seu resultado numérico,
logo, o método que mais se aproximou dos dados empiricos, foi a técnica de integracao
em d-dimensoes , que reproduz os mesmos resultados que o Modelo Espectral de Quarks
do Fator de Forma Eletromagnético em SU(2) como pode ser visualizado em [50].

Vamos concluir este capitulo com um breve resumo das discussoes e resultados nela
apresentados. Inicialmente realizamos uma revisdo sobre o modelo de NJL em SU(2)
e reproduzimos os calculos dos observaveis fisicos independente do esquema de regula-
rizacdo. Por meio da técnica de bosonizacao, escrevemos uma lagrangiana para o modelo,
onde os campos principais sao os campos mesonicos, que interagem por meio de quarks.
Desta nova lagrangiana, obtivemos uma ac¢ao efetiva em termos dos campos bosonicos,
semelhante a acao efetiva classica, exceto pela natureza dos campos. Através dessa nova
lagrangiana pode-se determinar os observaveis fisicos correspondentes a equacao de gap,
auto-energia do méson, constante de decaimento fraco, Fator de Forma Eletromagnético
e os Fatores de Formas Axial e Vetorial, os trés ultimos observaveis foram necessarios
modificar a parte cinética da lagrangiana do modelo de NJL.

Utilizamos nos calculos dos observaveis a regularizacao via sharp cut-off que nos pos-

sibilitou a determinacdo dos termos de superficie, que aparecem devido por meio das
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integrais que apresentam divergéncia lineares e quadraticas. Podemos constatar em tra-
balhos anteriores que a inclusdo dos termos de superficie nos cédlculos, contribuem com
uma melhora na acuracia dos resultados.

Durante a determinacao do Fator de Forma Eletromagnético, notamos que o surgi-
mento dos termos de superficie depende da escolha dos momentos contidos no roteamento
interno do diagrama, posteriormente repetimos o mesmo calculo mas com um roteamento
arbitrario que acarretou no aparecimento de termos nao fisicos acompanhando os momen-
tos internos, esses termos foram eliminados com a aplicacdo da expansao derivativa de-
monstrada por Chan. Desta forma, conseguimos obter o Fator de Forma Eletromagnético
com os termos de superficie e ainda garantimos a invariancia no roteamento. O mesmo
procedimento foi realizado com a determinacao da Auto-energia do méson.

Infelizmente nao ha integrais com divergéncias lineares e quadraticas no calculo dos
Fatores de Forma Axial e Vetorial do decaimento raro do pion. A auséncia das divergéncias
nos revela que nao hé termos de superficie nos calculos, pelo menos de forma explicita.
Encontramos no final dos calculos a equacao correspondente aos Fatores de Forma, e
percebemos a sua dependéncia com o pardmetro de corte (A), que em trabalhos passados
foram calibrados com e sem os Termos de Superficie. Melhor dizendo, os Fatores de
Formas possuem TS mas de uma forma implicita, pois as contribui¢oes do TS estarao
escondidas no A da equacao. Essa contribui¢ao sucinta dos TS nos possibilitou encontrar

resultados tedricos mais proximo dos dados empiricos.



APENDICE

A

CONVENCOES, NOTACOES E DEMAIS
UTENSILIOS

Neste apéndice apresentaremos as defini¢oes, convengoes e ferramentas que foram em-
pregadas em nossos calculos ao longo dessa dissertacao. Ele também é um complemento
para alguns assuntos discutidos durante este trabalho, sendo eles, as coordenadas hipe-

resféricas, andlise de graus de divergéncias, e um pouco a respeito dos termos de superficie.

A.1 Meétrica, Matrizes de Dirac, de Pauli e de Gell-

Mann
A primeira definicdo se diz a respeito ao sistema de unidades naturais,
h=c=1,

[13eh]

no qual A é a constante de Planck dividido por 27 e “c” ¢é a velocidade da luz no vacuo. Por
meio destas constantes é possivel demonstrar que massa e momento possuem dimensao

de energia e a carga elementar se torna adimensional.
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As coordenadas do espago-tempo sao denotadas por um quadrivetor contravariante
ot = (2% 21, 2% %) = (¢, 7), (A.1)
e o quadrivetor covariante é apresentado como
z, = (%o, 21, T2, x3) = (t, —7), (A.2)

podemos permutar os quadrivetores (covariantes e contravariantes) utilizando a seguinte

equacao’
T, = g,x" ou 2! =g%z,, (A.3)

sendo g, é conhecido como Métrica que ¢ o tensor de espaco-tempo no espago de Min-

kowski, ele é definido pela seguinte matriz

gwj — g,u,, - €em que [,V = 07 17 27 3. (A4)

S o o =
e}
|
—_

Frequentemente utilizamos derivadas e principalmente para escrever as lagrangianas.

A derivada 0, ¢ definida por
n- - (2.2.2.0) (). (A5)

e consequentemente

o (0 9 9 9
w_ ¢ (Y Y Y YN _ (9. _
= (825’ 5 3y 87;) (8% -V) . (A.6)

A notagao “slash” é utilizado para designar a multiplicacdo de uma matriz v por um
quadrivetor: ¢ = vy,a* = v*a,. Para as matrizes de Dirac, empregaremos a representagao
de Bjorken e Drell

—7 0

. -
7 = (4°,9) sendo 7=( ) (A7)

1Est4 implicita a convencdo de Einstein - indices repetidos sio sempre somado.
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1 0 . 0 i
,yo _ 2 2 e N = 2. T ’ (A.S)
02 —]12 -7t 02

no qual 1, é a matriz identidade 2 X 2 e 7¢ sao as matrizes de Pauli representadas por

I D (U A NP S
T (1 o) ’ (z 0) ’ (o —1) (A.9)

As matrizes de Pauli obedecem as seguintes relacoes de

com

{TZ‘, Tj} = 261] s (A]_O)

(73, 75] = 2i€inTh (A.11)
onde €;;; é o tensor de Levi-Civita?. Outras propriedades das matrizes de Pauli sdo

T. 7= 7-2.2 = 7'].2 = T]? = ]12, det(Ti) = 1, tr(ﬁ) =0. <A12)

A matriz s, é definida em termos das matrizes v por

5 0,1.2.3

. 1 Lo
V==Y = o €uwpeV Y (A.13)

4l

As matrizes v obedecem as seguintes relagoes de anti-comutagao:
{1 =" =28, (st =0, (001 =0. (A4
outras propriedades importantes sao
(36)" = 5; (75)" = 1. (A.15)
Algumas identidades de tracgos tteis para resolucao dos calculos existentes no texto

tr [vs] = tr [y¥] = tr [v*4"9°] = tr [nimero impar de matrizes 7] =0,  (A.16)

2Estabelecido como

—1, se {i,j,k} for uma permutacgio impar

1,  se {i,j, k} for uma permutacdo par
€ijk =
0, outras situagoes



A.2 Coordenadas hiperesféricas 120

a matriz 4° é um produto de ntimeros pares de matrizes gama, logo seguimos a regra acima
e assim concluimos que o traco de v° multiplicado por um ntimero {mpar de matrizes gama,

resultam em zero, como por exemplo
Tr [757“} =Tr [757“7”7)‘] =0, (A.17)

e ha outras regras que sao utilizadas neste trabalho

Tr [1°9"77%7°| = —4i€"” = icyups (A.18)

Por 1ltimo e nao menos importante, temos as matrizes de Gell-Mann que constituem

uma representagao no grupo SU(3) no espaco de cores, que sao dadas por

010 0 —2 0 1 0 0O
AM=110 0|, =172 0 0|, A3=[0 -1 0
0 00 0 0 0 0 O
00 0 —1 000
AM=1|(0 0 , A5 =10 0], =10 0 1
1 0 1 0 010
0 ) 1 0 0
=100 —i|, =—=[01 0 A19
7 (4 8 \/g ( )
0z 0 00 -2

Essas matrizes sao hermitianas e suas propriedades serao ausentes neste trabalho.

A.2 Coordenadas hiperesféricas

Coordenadas hiperesféricas em 4-D sao dadas por

d*k = K*dk sin?(02)db, sin(6,)d¢, (A.20)



A.3 Grau Superficial de Divergéncias 121

para n-dimensoes, teriamos:

d"k = l{inildk sin”*2(9n_2)d0n_2 Sin3(93)d93 Sin2(82)d92 Sln(91>d¢ <A21)

A.3 Grau Superficial de Divergéncias

A andlise de grau superficial de divergéncias apresentado neste texto nos possibilita
(ainda de forma superficial) a possibilidade de a integral apresentar divergéncia.

O grau superficial de divergéncia é o niimero de poténcia de k£ (momento interno do
diagrama), incluindo o elemento de integragdo, menos o numero de poténcia de k no

denominador, ou seja:
G.D = Pym — Pien - (A.22)

1. Se G.D > 0 = a integral é divergente.

e Se G.D = 2 = a integral (provavelmente) é quadraticamente divergente.
e Se G.D =1 = a integral (provavelmente) é linearmente divergente.

e Se G.D = 0 = a integral é logaitmicamente divergente.
2. Se G.D < 0 = a integral é convergente.

Divergéncias que ocorrem quando £ — oo sao ultravioletas, as que advém quando
k — 0 sao conhecidas como infravermelho (se encontram em teorias nao massivas, ou de

particulas sem massa).

A.4 Sobre os Termos de Superficie

Os termos de superficie sao consequéncias, que surgem devido a translacoes realizadas
em integrais linearmente divergente ou com divergéncias superiores. Logo abaixo, vamos
realizar uma simples demonstracao, do surgimento dos termos de superficie e o motivo de
seu nome, tal demonstragio estd contida em [11].

Escrevemos a seguinte equagao

Ala) = /Z dz [f(z +a) — f(z)] (A.23)

em que “f(x)” é uma fungdo que pertence ao regime de uma dimensao, e “A(a)” é a

(A1)}

translagao realizada entre “f(z + a) — f(z)”. Expandindo a fungao “f(z + a)” em “a”,
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teremos

[f'(00) = f'(=o0)] + -+ . (A.24)

“A(a)” sera cancelado quando a funcao “f(x)” for convergente ou possuir divergéncia

logaritmica, pois teremos

f(200) = f(£00) = -+ = 0.
Contudo, para func¢oes com divergéncias lineares, obteremos

f(£oo) #0 e f'(£oo)=---=0.

e consequentemente

Afa) = a[f(o0) = f(—00)]. (A.25)

Para funcoes com divergéncias quadraticas, teremos
F(doo) = f(#00) £0 ¢ f/(do0) = - = 0.

e consequentemente

2

Ala) = af(o0) = f(=o0)] + % [f'(00) = f'(=00)] | (A.26)

a mesma logica é utilizada para integrais com divergéncias superiores.

Estas equagoes “A(a)” corresponde ao “termos de superficie”, pois em uma dimensao
os pontos inicial e final de uma linha sdo o que corresponde aos termos de superficie, para
duas dimensoes os termos corresponderao com o perimetro da figura, para trés dimensoes
teremos a superficie objeto, o mesmo raciocinio ¢ valido para n-dimensoes e até mesmo
para hiperesféricas, que podem ser conferidas em [11].

A equacao correspondente aos termos de superficie em “n” dimensoes é dado por:

Aa) = [ @) [ +a) = £(1)]

0 1,0 0
_ n A Za o
_/d rla o (T)+2a ama 87naf(r)+ : (A.27)
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Isolando o termo “f(z + a)” na equagdo acima, encontramos

-9 (r)+---. (A.28)

0 0
A A
87”,\ 87“0

a/ PR
87“)\

Flr+a) = F) + a2 () + 5a

Que corresponde com o operador de translacao, equacao 3.94, demonstrado em [37].

A.5 Expansao Derivativa

Nesta secao iremos demonstrar como se obtém o resultado da transformacao de Chan
[10] contida na 6.13. Primeiro, iremos definir o nosso “ln(ﬁA (k;)) ”. que possui uma formula

andloga a equacao 3.30, logo
S="Tr [In<5’(kz))} =Tr [ln(i@ - M + A)] =Tr {f} (A.29)

com o pretexto de escrever uma Ac¢ao mais generalizada, adicionamos o termo “A”; onde
ele pode ser constituido de campos auxiliares e(ou) fontes.
Neste momento, realizamos a transformacao de Chan adicionando uma matriz identi-

dade do tipo
1=UU" = toeile (A.30)

dentro do trago da equagao A.29, posteriormente, emprega-se a propriedade ciclica do

trago, logo encontramos

A

I'= ln(iﬁ — M+ A) = e treil® ln(i@ — M + A) = ln(ia — M + A) e (A.31)

neste ponto realizamos uma expansao em série Taylor no logaritmo, mas para isso devemos

fazer uso de utensilios, vejamos a seguinte expansao

vy
I(l+y)=y—5+5 = (A.32)

se fazermos “x = 1 + y”consequentemente adquirimos “y = x — 17, e, portanto, teremos

uma nova expansao, sendo ela

ln(x):(x—l)—;(w—1)2+;(x—1)3—---. (A.33)

Agora podemos expandir o logaritmo quando comparamos com expansao anterior, ou seja

(i — M +A) = (id— M+A—1) (z’@—M+A—1)2+;(ia—M+A—1)3—---

1
2
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Substituindo a expansao acima no ultimo termo da f, encontramos
~ . 1 .
[ =l {(i&?— M+A-1)- [Q(Za— M+A— 1)2} + ~~~}e”*” (A.34)

Devemos atuar com a exponencial do lado direito da equacao A.34, pelo lado esquerdo,
em cada termo do operador. Contudo, lembremos que operador derivada 0, obedece a

regra de Leibnitz:

u(fg) = f0u(g) + 90.(f), (A.35)

em que f e g sao apenas funcoes. Esta propriedade pode ser estendida também para o

caso de operadores:

9,A=0,A+ Ad,. A.36
H [z [z

Entao, similarmente, temos
(17*0,) e = (17*0,) e eiil.w(muaﬁ = e (0 + Dy (A.37)

percebe-se que aplicacdo das exponenciais em cada termo, ganha-se uma variavel “/”

somado em “i@”, como podemos ver em “I'”

A

F:e“f{(z’a—MJrA—l)— B(z’&?—MJrA—lﬂ +---}e—“fﬂ:
ze"lxe"'lﬂc{(z'a+l—M+A—1)— [;(¢$+I—M+A—1ﬂ+---}:

[ = gilzeile ln(i@ + /- M+ A) = ln(i@ + /- M+ A). (A.38)

Repare que todo o processo de A.38 é o resultado e a continuacao dos calculos efetuados
a partir da A.31, e substituir ambos os resultados, ou seja, “I em A.29, nos possibilita

verificar a transformagao de Chan

S =Tr[In(6)] = Tr [e7 e In(0)] = Tr [ In(6)e "] =

=Tr[e"e " In(0 +1)] = Tr [In(6 +1)]. (A.39)
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B

QUEBRA E A INVARIANCIA DE
SIMETRIA

Este apéndice foi desenvolvido como um material complementar do capitulo 2, no qual
os calculos foram realizados rigorosamente, porém o apéndice A tem funcdo semelhante

para entendimento dos célculos realizados abaixo.

B.1 Quebra de simetria

As caracteristicas simétricas na natureza sempre foram muito importantes para a
Fisica. E na Teoria Cléassica de Campos ha um grande exemplo, o Teorema de Noether
nos diz que sempre que existe uma simetria em uma teoria, tem que haver uma quantidade
conservada (carga, corrente, etc). Podemos demonstrar tal caracteristica por meio da

analise do divergente da corrente axial
1 = W)y U (z). (B.1)

Se o divergente da corrente for nao-nulo a simetria associada deixa de existir na lagran-

giana, e, portanto, quebrada. A equacdo de Dirac para um férmion de massa m é dado
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por
(i = m) w(z) =0, (B.2)
e seu complexo conjugado é

() (@3 + m) ~0. (B.3)

R e -
em que usamos a notacdo W(z)J = 9,¥(x)y*. Das duas equagdes anteriores podemos

escrever que

PO (x) = —im¥(z),
0,0 (2)y" = im¥(z). (B.4)

Aplicando o operador divergente na corrente axial encontramos

= 0 [P(2)] /77U (@) + T(2)7"7° [0, V()] (B.5)

Como V¥(z) e ¥(x) sao solucdes da equacdo de Dirac, utilizando os resultados contidos

em B.4 e por meio das relacoes de anti-comutacao de v* e ~°, adquirimos

o, (j“5) = imU(x)y U (x) +im(z)y U (z)
= 2imV(z)y"¥(x). (B.6)

Concluimos que para que haja conservagao da corrente axial é necessario que o termo de

massa seja nulo, sendo, a simetria quiral é quebrada.

B.2 Invariancia Quiral

Nesta se¢ao iremos mostrar que a lagrangiana do modelo de NJL sem termo de massa
é invariante perante uma transformagdo quiral. A transformacao quiral do spinor ¥(zx) é

dada por
U(zr) — exp(ig- 7?75)\11(:@ : (B.7)
sendo § uma constante. O spinor conjugado se transforma da seguinte forma

U(z) = Wi(z)y, (B.8)
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e diante de uma transformacao quiral

U(zr) — [exp (15 7?75>]T70 = Ul(z) exp(—i§~ 7_"75) , (B.9)

o vetor # é concedido por meio de trés pardmetros sendo eles 6, 0 e 03 que demonstra
que naturalmente ele pode ser escrito na forma 6 = 07, no qual n é um versor. E por

meio das propriedades dos versores consta-se que
donp=1. (B.10)
e

A exponencial pode ser expandida em uma série de potencias

i0n - 7ys)°
( Vs) +

exp(ifn - Tys) = 1 +i0n - Ty + 51 (B.11)
Percebe-se ainda que
(7-7)? = (mny + mony + T3n3)°
= (mn1)” + (1en2)” + (13n3)° 4+ nung (7o + 7om1) + - - -
n +n2+n3—1 (B-12)
Rearranjando os termos da série contida em B.11
exp(i@ﬁ-?’yg,):l—Zi%—iﬂL---—iF-ﬁ% (0—2::—1—“-)
= cos() + in - Tyssin(0) . (B.13)
do mesmo modo, podemos encontrar
exp(—i0n - Tv5) = cos(0) — i - Ty5sin(f) . (B.14)
Fazendo uso de tal relagdo {70,75} = 0 e utilizando como base a equagao acima
deduz-se que
exp(—i0n - Ty5)70 = Yo exp(ifn - Ts) , (B.15)

substituindo este resultado em B.9, temos

U(x) — U(x)exp(ibi - Tys) . (B.16)
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Neste ponto temos conhecimento como o spinor conjugado se transforma diante de uma
transformacao quiral. Vamos dar inicio a demonstrag¢ao, comecamos pela parte cinética
da lagrangiana que se mostrard invariante sob a transformacao quiral. Com intuito de

simplificar as notagoes dos spinores fazemos [\fl(x), \If(x)} = [\TJ, \IJ}, entao

PP — i exp(i0n - 7v5)@ [exp(i6i - Tys) V]
= W exp(iff - 7y5)7" exp(i0h - T5)0, ¥
= W exp(iff - 7y5) exp(—ifi - Ty5)7"0, ¥
= U9, U = iUV, (B.17)
e com isso verificamos que a parte cinética da lagrangiana é invariante. Resta analisar a
parte de interacio, ou seja, as quantidades W e §U~;7U
U — Uexp(ibh - Ts) exp(ibi - T5) U
= Wexp [i (20) 7 - 73]
= W [cos(26) + i - Tryssin(26)] ¥
T — W cos(26) + iUy (7 - 7) U sin(26) . (B.18)

Para o outro termo

Wins 70 — iU exp(i6h - 75)y57; exp(i6n - 75) U
= i [cos(6) + iz - 7sin(0)] 157 [cos(6) + s - Fsin(O)] ¥, (B.19)

percebe-se que

7T =) T = ) (20 — TiTk) = 20 — (A7), (B-20)
K k

substituindo B.20 em B.19, tira-se

iV [cos(0)ys7; + irZ sin(0) (2n; — 7i( - 7))] (cos(6) + ivs (2 - 7) sin(6)) ¥ =
=1 {@7573\11 + in; sin(20) (\if\ll) —2n; (@7573 : 7?\1/) sinQ(G)} : (B.21)

Para demonstrar a invariancia da lagrangiana de interacao, é preciso tomar o quadrado
das ultimas equagoes, ou seja:
- \2 SN2, . 2
(W) = (UW) cos®(20) — (Wi 7950 sin*(20) +
+2i(0W) (Wi - 75 ) cos(26) sin(26) (B.22)
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[i (T exp(i0f - 795)y5ms exp(i0 - 795) ¥ =

- 2'2{ (Ty5m0)” = sin?(20) (90)” 44 (Tysia - 70) sin(6)

+2isin(20) (i - 70) (VT — dsin(0) (Dysn - 77 —

—4isin(26) sin®(8) (U5 - 7T } . (B.23)

Podemos realizar as seguintes simplificagoes na equacgao acima

4 (lilfygﬁ : T\If>2 sin®(#) — 4 sin?(#) (@757% : F\Il>2 = (\117575, . F\IJ>2 4sin?(0) (sinz(e) — 1)
= — (U5 - 70) " sin®(26). (B.24)

e também

2isin(20) (s - 7U) (UW) — disin(20) sin*(0) (Vs - 70) =
= (‘IJ’}/E')'fZ : F\IJ) (\I/\II) [22’ sin(26) (1 —2 sin2(9))} =
= (\if"}/g)’ﬁ, : ?@) (@E’) 2i sin(260) cos(26) . (B.25)

Inserindo tais substituicoes em B.23 temos
{z’ (\if exp(101 - T )ys7; exp (i - F75)\If>r =
= i2{ (\117573\1/)2 — sin®(26) (\11\11)2 — sin?(26) (1117573 : 7_"\11)2 +
+2isin(20) cos(20) (VW) (Wysn - 7) } . (B.26)

Se introduzirmos os resultados de B.22 e B.26 na parte de interacdo da lagrangiana de

NJL, encontramos

[(\T/\I/)Q + (_ifyg,F\Il)z} — (\11\11)2 cos?(26) — (\T/ﬁ : 7'75\1!)2 sin?(26) +
+2i(IW) (¥
+5in?(20) (Ursi - 70)” — 2isin(26) cos(26) (W) (Tys - 7V) =

- 7?75\I/> cos(20) sin(260) + (\Ifi’yg,TZ-\I')Q + sin®(26) (\II\I/)Q +

= [(\11\11)2 + (\Ifi%ﬂzﬂ , (B.27)

e assim verificamos que a lagrangiana do modelo de NJL ¢é invariante sob uma trans-

formacgao quiral.
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C

INTERACAO ELETRO-FRACA

Neste apéndice iremos realizar um breve estudo sobre as interacoes fracas e eletro-
fracas. O nosso objetivo é fornecer um conhecimento prévio para compreensao da origem
do vértice fraco contido no decaimento raro do pion visualizado no Capitulo 5 deste
trabalho.

C.1 Interacoes fundamentais e modelo-padrao

No ambito da Mecanica Classica, o termo forca pode ser aplicado para a tragao, o
atrito, o peso, a forca de contato etc. E na verdade, correspondem a composicao de
intmeras interagoes fundamentais (eletromagnéticas). No mundo das particulas elemen-
tares, ¢ usual dar-se preferéncia ao termo interacao, em vez de forca.

Objetos exercem influéncia uns sobre os outros produzindo um campo de interacao
ou “for¢a” em torno de si. Na natureza possui diversas interacoes que sao consideradas
fundamentais, nao muitas, como veremos.

A mais famosa e antiga interacao é a gravitacional. Em que um corpo com massa cria
um campo gravitacional em torno de si e exerce uma forga sobre um outro corpo com
massa, e vice-versa.

H& também a interacao eletromagnética. Em que um corpo carregado eletricamente

cria em torno de si um campo elétrico, que exerce uma forca elétrica em outro corpo
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carregado, caso a particula esteja em movimento, teremos também uma for¢ca magnética,
e vice-versa.

Percebe-se que ambas interacoes anteriores dependem de alguma propriedade funda-
mental da matéria, neste caso, massa e carga. Os quarks também possuem uma proprie-
dade fundamental, a carga cor. Que é responsavel pela interacao forte, que se manifesta
pela forga forte. Esta for¢a que permite que os nticleons (prétons e néutrons) possam
continuar juntos. Possui um raio maximo de acao com cerca de 1fm, apesar de atuar em
uma distancia curtissima, dentro de seu raio de acao, ela é a mais intensa das interagoes.
Essa interacao se originou através da proposta de Yukawa em 1935 [36].

A quarta interacao fundamental, é a interacao fraca, tendo uma forca fraca e seu res-
pectivo campo fraco. Por pertencer ao mundo subatémico, ndao é percebida diretamente,
mas seus efeitos sao importantissimos. Eles ocorrem em um dos estagios da reac¢ao nuclear
que ocorrem no Sol, e no decaimento beta “3”.

H& na natureza quatro interacoes fundamentais, e talvez menos, pois ja ha teorica-
mente uma unificacao da forca eletromagnética com a fraca, conhecida como eletro-fraca,
e busca-se uma unificacdo ainda maior.

Os léptons e os quarks sao os “tijolos” da matéria, e para construir demais particulas
por meio delas, é necessario manté-las juntas, é neste ponto que entram a ideia das
interacgoes e suas particulas mediadoras que sdo bdson, particulas com nimeros de spin
inteiros.

Os fétons sao mediadores da interacao eletromagnética, os glions sao mediadores da
interacao forte, hé oito tipos de gliions, para a interacao gravitacional teriamos o graviton,
porém sua existéncia €, ainda, especulativa. O graviton ainda nao foi detectado. Ele seria
um bdson sem massa com nimero de spin 2 [49].

Os mediadores para a interagdo fraca sao os bésons W= (W+ e W) e Z° os indices
(4, —,0) referem-se a carga elétrica, contrario dos bdsons anteriores, estes mediadores
possuem massas. Elas foram detectadas em 1983, no colisor préton/antipréton do CERN.
Em 1984, Carlo Rubia Simon van der Meer ganharam o prémio Nobel por tais descobertas,
mas vale lembrar, que tais bdsons vetoriais foram previsto por Sheldon Glashow, Abdus
Salam e Steven Weinberg, por meio da teoria eletro-fraca [49].

A juncao dessas teorias é que se denomina de modelo padrao, em outras palavras, o
modelo padrao (MP) das particulas fundamentais e suas interacoes é a teoria que descreve
os fendmenos subnucleares. O MP é validado por uma gama de dados empiricos presentes

nas tltimas décadas [17].
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C.2 Interacao fraca

Os bésons vetoriais W+ e Z° sdo mediadores da interacdo fraca. Ao contrario do
féton (mediador da QED) e dos gliions (mediador da QCD), eles sao bdéson extremamente

pesados’. Os seus valores experimentais sao
My =80,4+0,3GeV/c* e My =91,188+0,002GeV/c*. (C.1)

O propagador deste bdson vetorial massivo é apresentado como

» (g ~ quqy)
24 M2
S - q2 — M2 ) (02)

onde M representa as massas dos trés particulas (M. e Myz). Contudo, em pratica, ¢>
t 1 it d M? tand d
apresenta um valor muito pequeno comparado com , acarretando uma mudanga no

propagador

ig
S =~ ﬁ (C.3)
Porém, quando temos processos que envolvem energias comparaveis com (Mc)?, devemos
utilizar a equagao do propagador em sua forma natural.

Os estudo das interagoes fracas mediadas por bosons carregados (W) é mais compre-
ensivel, sendo o mais complexo, quando utilizamos o béson com carga neutra (Z°). Iremos
concentrar nossos estudos no primeiro caso, e inciaremos com o acoplamento de W+ com
os léptons. Imagine o seguinte processo, um lépton se convertendo com seu respectivo
neutrino e emitindo W~ 2. E importante saber, que as regras de Feynman para teoria
fraca sao semelhante as da Eletrodindmica Quantica, exceto para o vértice, que no nosso

caso sera
_ZgW i
—== 1-— ) C4

O termo 2v/2 é um valor puramente convencional, a constante de acoplamento fraco é dado
por g, = VAmayw, o fator (1 —73) é extremamente importante, somente v* produziria um
acoplamento vetorial, enquanto v#v5 nos fornece um vetor axial. Uma teoria que adiciona
um vetor a um vetor axial é obrigado a violar a simetria de paridade, é este fendmeno
que ocorre nas interagoes fracas [25].

No resultado do célculo da amplitude de probabilidade do decaimento do muion (p —

1S&0 as particulas elementares mais pesadas ja detectadas [25].
2Também h4 o processo reverso (v, — [~ + W),
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e + v, + ), que pode ser acompanhado em [25], nota-se que gy, e My ndo aprecem

separadamente

omy (g \*
bu= 12(87)3 ( My ) ' (€5)

A equacao de meia-vida do muion ¢é dado por

1 12(8n)° ( My )4' (C6)

w
'y my, m,gy

E convencional expressar as interagoes fracas por meio das “constantes de acoplamento

Fermi”,

2

Gr _ 8w (.7)

V2 8Mg

utilizando a constante de acoplamento de Fermi, podemos reescrever a equacao de meia-

vida do muon

B 19273
B GEm3,

Ty (C.8)
Na teoria original de Fermi do decaimento beta em 1933, ndo havia a presenca do W+,
as interagoes eram descritas pelo um acoplamento direto de quatro-particulas [25], como

podemos visualizar na figura abaixo:

Figura C.1: Acoplamento direto de quatro-particulas.

Podemos ver na Figura C.1, que a constante de acoplamento é a prépria constante de
Fermi, definida pela equacdao C.7. A teoria de Fermi no panorama moderna?, combina

o propagador W* com dois vértices, Figura C.2, essa nova perspectiva funciona muito

3 A teoria de Fermi do decaimento /3, que inclui o neutrino pela primeira vez, assumia que as interacoes
fracas eram produzidas apenas por correntes carregadas, em outras palavras, levavam a processos que
continha mudanca na carga elétrica [17]. A titulo e exemplo, nessa teoria o decaimento 3 é descrito como
transformacdo de um ntcleo “pai” contendo um ntimero de massa A e atéomico Z, e um ntcleo “filho”
com o mesmo valor de A, entretanto, com um nimero atomico Z + 1, e simultaneamente, hd uma emissao
espontanea de um elétron e seu respectivo anti-neutrino. Ou seja, teriamos o seguinte processo

(A,2) = (A Z+1)+e + 0,
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bem, mas isso se deve ao fato dos bésons W= serem particulas pesados, j4 que a equacao
C.3 é uma excelente aproximagao para o propagador C.2, e de fato, nos anos cinquenta
jé era sabido que a teoria de Fermi no regime de altas energias nao podia ser aplicada. A

concepc¢ao de um mediador fraco foi sugerida por O. Klein em 1938.

Figura C.2: Perspectiva moderna da Teoria de Fermi.

O valor da constante de Fermi é de 1,166 x107°/GeV2, utilizando esse valor na equacao
C.7, encontraremos o valor de gy, € posteriormente encontramos o valor da constante de

estrutura fina, que é

2
gw 1
ay = = = — C.9
LT (C9)
que ¢ cinco vezes maior que a constante de estrutura fina eletromagnética (a = é) Neste

ponto, entendemos que as interagoes fracas sao fracas devido aos mediadores bosonicos
serem MmMassivos.

Para as interagoes carregadas de quarks, temos apenas uma pequena mudanca na
equacao do vértice. Cabibbo [9] em 1963 sugeriu uma adigdo de cos(f¢) no vértice do

processo d — u + W™, assim temos a seguinte equacao

;iﬁg V(L — 55 cos(00) (C.10)

enquanto para o processo s — u + W™, teremos a adi¢ao de sin(f¢), entdo adquirimos

;i%wﬂ (1 = ~5) sin(fe) (C.11)

tal processo implica uma mudanca de carga elétrica no nicleo. Este processo se torna mais claro, quando
descrevemos a transformagao de um néutron em um préton

n— 10Jr +e +r.,
também podemos escrever em termos dos quarks constituintes dos niicleons
d—>u+te +v,.

Entre 1932 e 1973, dados empiricos demonstraram que o decaimento 8 e demais processos fracos, poderiam
ser explicados pela Teoria de Fermi modificada com adi¢cdo da violagao de paridade. Essa teoria é
conhecida como “teoria V-A” [16].
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O angulo de Cabbibo é realmente muito pequeno, experimentalmente seu valor é o =
13, 1°,

Bludman [8] em 1958 sugeriu que poderia existir uma interacao fraca neutra, que seria
mediada por um bdson vetorial sem carga, conhecido por Z. Em um trabalho publi-
cado por Glashow em 1961 [19] sobre a unificagdo da interacao fraca e eletromagnética,
percebe-se que esta teoria de unificagao requere a existéncia de um processo fraco e neutro.
Weinberg e Salam em 1967 [25][17][55], de forma independentes, formularam o modelo
de Glashow’s com quebra espontanea de simetria, posteriormente, em 1971, 't Hooft de-
monstrou a renormaliza¢do do esquema Glashow-Weinberg-Salam (GWS) [51].

A equacao de vértice do béson vetorial Z° é dado por

—ig
520" (e =) (C.12)

a constante de acoplamento neutra é representado por g,, os coeficientes c{c/ e c£ depende

dos quarks e léptons (f) envolvido no processo, ver a tabela C.1. Estes coeficientes no
modelo GWS, podem ser encontrados por meio do angulo de Weinberg 6,,, como demostra
as equacoes abaixo:

8e &e

= = '1
Sw sin(6,,) ’ &z sin(6,,) cos(0,,) ’ (C-13)

sendo g, € a constante de acoplamento eletromagnético, e o valor experimental de 0,, é
de 28,7° [25]. A equacdo relacionada ao propagador do béson Z% andlogo ao do W=. E
para finalizar esta secdo, a equagao que relaciona os bdosons vetoriais da interacao fraca é

apresentada como

My, = My cos(0,,) . (C.14)

Tabela C.1: Valores dos coeficientes do vértice neutro no modelo GWS.

/ v CA

Ve, Y, Vr 3 3
e, u, T | —3+2sin(b,) | —3
u, ¢, t s —5sin?(6,) | 3
d, s, b | =45+ 2sin?(6,) | —3




C.3 Interacao Eletro-Fraca 136

C.3 Interacao Eletro-Fraca

Na secao anterior, comegamos uma breve discussao a respeito da unificacdo da teoria
fraca com eletromagnética. Vimos que essa discussao comecou com Glashow e posterior-
mente fluiu para Weinberg e Salam, que adicionaram no modelo o mecanismo de Higgs,
para explicar a massa dos bésons vetoriais W* e Z° Entretanto, de inicio, nos depara-
mos com um problema que parece dificultar a unificacao. Pois a teoria eletromagnética é
puramente vetorial (v*), enquanto a interacao fraca possui partes que sdo vetorial e axial.

Podemos ver a dependéncia axial e vetorial na interacao fraca, através da corrente fraca
(neste exemplo ela possuird uma carga negativa), que encontrada por meio da amplitude
de probabilidade do processo que envolve o elétron, neutrino e o béson vetorial W~—. A

equacao da corrente fraca sera

- - 1L—7
JM:V’)/M< 5 )e, (C.15)

nota-se a dependéncia vetorial (v#), e vetor axial (y#~s).
Iremos utilizar as seguintes defini¢des, com intuito de escrever a equacao da corrente
fraca em uma forma puramente vetorial. Comecaremos com o espinor de uma particula,

com os seguintes operadores de helicidades, que estdao sendo representados da seguinte

usr) = L0 u) wat) = EE0 ).
isfp) = ) gty = ) 11 (.16)

e para anti-particula teremos as seguintes defini¢oes

@)= TE0) . vy = T2,
i1(p) = 7)) L2 () = w(p) L) (C.17)

2 2

Utilizando as defini¢bes acima, conseguimos escrever a corrente fraca numa forma

vetorial, em termos de espinores quirais

Jﬂ_ == ﬁLy“eL, (018)

podemos definir a corrente fraca com carga positiva, descrevendo o processo v, — ¢~ +W™,
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que sera
J:[ = éL’)/‘LLI/L, (Clg)

podemos ainda escrever as equagdes C.18 e C.19, numa notagdo compacta, vamos intro-

duzir um dublete? (elétron e neutrino) com helicidade negativa

X, = (”) , (C.20)

de modo que teremos a seguinte equagao
JE =Xy Xy, (C.21)
com
) _ 1 :
T =5 (11 £ i) . (C.22)

A corrente fraca que possui simetria de isospin, corresponderda com a equagao

_ 1 1_ 1_
Ji = XL’Y“§TSXL = §VL7“VL — §eL7“eL , (C.23)

1
neste caso percebe-se, a fun¢ao do fator 57'3.

Antes de prosseguir, sera que poderemos escrever a corrente eletromagnética em termos
de espinores quirais? E realmente podemos, primeiro vamos reescrever uma particula em

termos de espinores quirais

1 - 1
uz( 275)u+< —;%)u:uL—i—uR, (C.24)

similarmente teremos u = uy + ur. Assim, podemos realizar uma alteracdo na corrente

eletromagnética
Ji" = —eyt'e = —(ep + er) 7" (er + er) = —eryf'er —erer . (C.25)

A equacao geral da corrente eletromagnética, que considera a soma sobre todas as

4H4 outros dubletes de léptons e quarks, sendo eles:

o (), (9, (), (), (),
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particulas do dubletos é dado por:

2
J" = Qi (Wi Y uiy, + Uiy wiy)
=1
onde () é a carga elétrica.

Percebe-se que a corrente fraca possui helicidade negativa, enquanto a corrente eletro-
magnética pode ser mista, possuindo helicidade negativa e positiva.

Ainda nao temos a corrente fraca neutra, mas nao estamos longe deste objetivo, ao
contrario das correntes J j e Jj , as neutras possuem componentes com quiralidades positi-
vas. Desta forma, iremos realizar uma analogia com a Hipercarga, formula de Gell-Mann-
Nishijima, em que a carga elétrica é representada pela letra @, I® representa o isospin, e

a hipercarga é retratado por Y [25][46].

1
Q:P+§Y. (C.26)

Assim, introduzimos a corrente de hipercarga fraca
Y em 3
J, =2J" =2J,. (C.27)

O grupo de simetria da teoria eletro-fraca é o SU(2), ® U(1), o grupo relacionado com
a parte fraca serd SU(2)r, e a parte U(1)y se refere a hipercarga fraca, que possui ambas
quiralidades.

A equagao do modelo de Glashow-Weinberg-Salam (GWS) ¢é dado por

/
—i%@ww+%ﬁw, (C.28)

no modelo GWS; as trés correntes fracas se acoplam com gy, e ¢ intermediado pelo tripleto
do béson vetorial W relacionado ao fator SU(2)., enquanto as correntes de hipercarga
fraca se acoplam com g'/2 e s@o mediados pelo singleto do béson vetorial B, relacionado
ao fator U(1)y. A quarta particula vetorial permanece sem massa e pode ser identificada
como féton [17][25][46].

A produgao de um béson sem massa (f6ton), vem de uma combinagao linear de dois
estados neutros W3 e B, enquanto uma combinacdo ortogonal desse estados neutros, nos

fornecem um béson massivo (Z°)

A* = B cos(Ow ) + W sin(fy) ,
Z" = —B*sin(By) + W cos(fy) . (C.29)
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Esse é o motivo dos angulos de Weinberg serem conhecidos como angulo de mistura eletro-
fraco. Em termos de A* e Z", entdo, a parte neutra da interacao eletro-fraca, pode ser

investigado pela equacao C.28, que sera

/

i /
—i gWJ;’T/V“5 + iJZB”] = —z’{ [gw sin(Ow)J;, + gQCOS(QW)JY] AF +

I

/
+ [gw cos(bw)J; — gzsin(é’W)Jﬂ Z“} . (C.30)

Sabemos que o acoplamento eletromagnético é dado por —ig, J;™ A, e utilizando a equagao

C.27, podemos concluir que
g sin(fy) = g cos(Oy) = g, . (C.31)

Aqui percebemos que os acoplamentos fracos e eletromagnéticos nao sao independentes,
evidentemente, nota-se a consisténcia da unificacao da teoria eletro-fraca. Utilizando as

equagoes C.7, C.30 e C.31, obtemos
—igy (J3 — sin(Ow)JS™) 2", (C.32)
onde

o ge
82 = sin(fw ) cos(fw) (C.33)

Infelizmente, terei que deixar em aberto algumas questoes, sendo elas as seguintes:
Onde se encontra a quebra espontanea de simetria? Qual é o motivo dos estados B
e W se misturarem? Para responder essas perguntas teriamos que adentrar na Teoria
de Gauge, que estenderia esse apéndice e fugiria do seu objetivo. Poderia responder
o fendbmeno da quebra espontanea de simetria, com a seguinte resposta: Weinberg e
Salam de forma independente adicionaram um dubleto de campos escalares, escolheu um
potencial dos campos escalares de forma que a lagrangiana original de Glashow fosse
simétrica, e haveriam solugoes que nao sao simétricas, e isto seria a quebra espontanea de
simetria. Para mais informacoes recomendo que o leitor estude as seguintes referéncias

[17][18][25][46].

C.4 Determinacao da estrutura de Dirac

Apés uma intensa revisao sobre interagoes fraca e eletro-fraca, agora temos com-

peténcia para investigar a estrutura de Dirac.
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Para encontrar a estrutura de Dirac contido no vértice (3), precisamos do acoplamento
dos quarks com o béson W. Este acoplamento também é conhecido no modelo padrao e
é semelhante com o acoplamento envolvendo léptons, é importante ressaltar que o boson

altera o sabor dos quarks. O diagrama que iremos estudar se encontra logo abaixo

Figura C.3: Decaimento do pion carregado.

Para descrever a amplitude do diagrama da figura C.3, iremos precisar do vértice

eletro-fraco

;j% (1 — ) , (C.34)

e do propagador do bdson

!

o Gy
S =—1 Wi]\@v (035)
/2_M3V ) ’

por meio destas duas expressoes podemos escrever a amplitude de probabilidade

0,4,

. g,uu - 2
A —igw )\ - M —i8w
Cw = —i ( e ) dy* (1 — ~s) u e Mé}VV ( 23 ) (1 — ;) el cos(0c),

na pratica o ¢? é muito pequeno, ocasionando numa mudanca do propagador

S = —zg— para ¢*> << Mg, . (C.36)
M,

Passamos a adquirir a seguinte amplitude
8w (7
Iy = —ZZM—W (dLv“uL S VLY eL) ) (C.37)

Podemos simplificar ou apresentar esta equacao sob outra forma, entretanto este nao

¢ o nosso foco, vamos agora determinar a estrutura de Dirac para o vértice Wqq. Neste
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exato momento iremos fazer uso dos operadores de projecao

urp = PLU

dL:dPR

por meio das equagoes anteriores, podemos calcular a seguinte estrutura

CZL’Y“UL =

DO | = | =

J’Y“ (11 - 75)u>

[N NN

(L —s)u,

J<]1 + 75) )

A(0+98) 7 (1 =) u = 3 (1 = 35) (1 = 75)

concluimos que o vértice eletro-fraco sera dado por

s _
?(]1—75)@971 )

onde a matriz 7; representa a estrutura de sabor e é dado por:

7-1 -

1
V2

(11 —im) .

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)



APENDICE

D

CALCULOS PORMENORES DO FATOR
DE FORMA ELETROMAGNETICO

Neste apéndice sera realizado alguns calculos que eu o autor considero macante e
repetitivos pois a ideia central dos calculos ja foi apresentado no capitulo 3 deste trabalho.
Contudo, apesar dos calculos serem trabalhosos e extensos, essas caracteristicas nao exclui

o fato de serem resultados importantes e curiosos para compreensao do capitulo 4.

D.1 Obtencao da amplitude de probabilidade no espaco

de momentos

Objetivo desta se¢ao é demonstrar que o calculo do Trago para o Fator de Forma Ele-
tromagnético pode ser retirado da lagrangiana efetiva do modelo de NJL. Como ja havia
sido comentado no capitulo 4, utilizamos o diagrama da figura 4.7 s6 para visualizar que
os termos que iremos reorganizar na lagrangiana tem que ser proporcional a 72.J,. Entre-
tanto, nao precisamos saber como sera os sentidos dos momentos internos do diagrama.
O leitor vera neste cdlculo que o diagrama do Fator de Forma ira surgir de forma natural.

O Fator de Forma Eletromagnético para o pion é definido como:

(7 (@)

T 7 (0)) = €T = (0, + pu)eFE™ (?). (D.1)
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Combinando a definicdo acima com a expressao 4.6 passamos a adquirir a seguinte

equacao

1 1 1
rem = —ig2_ Tr i oy ' : D.2
p i8rgq 1T (275@'3—1\427 i(,’??—MZ%i(}?—M) (D.2)

Contudo, ainda sao necessaria algumas manipulagoes algébricas na equacao acima, para
que possamos encontrar a amplitude de probabilidade do diagrama da figura 4.1. Reescre-

vendo o traco fazendo uso da propriedade 3.45, porém para trés operadores', obteremos:

. . 1 .
Fzm = _Zgzr(jq Tr/d4x/d4y/d4z <LL’ Z’}/5M’y> <y‘z H Z> <Z .’L’> .
Aplicando a relagao de completeza do espago dos momentos

rem—_@ngr/ d' / d4y/ d' / / (;lj:; / (gil):l/ (Zl:;; .
(o) (e ) gl )

“is id — s id— M
Sabemos que {x|k) = e** entdo
dk/ dk:// dk///
= ity e [t [y [rs [ 5 [ o [ ]
C @) 2np) 2o~
Xeikx <k’ 275 : 1 k,/> e—ik'y <y le> —ik!" 2 <Z 275
id—
dk_/ dk// dk///
ity T [ [ty [ [ 5 [0 [ |
T8 Tt Y o) enp) 2o~
1

! 1 1/ " 1 N 1.1
zkw —ik L ik —ik! z ik z _—ik'x
s P <k:|k;’) e Yyt %,, e Ye Z’}/5m6 e . (D.3)

. 1
Vs

yH

k///> <k///

id— M

1
id— M

]f”/> e—ik’”a:

W@M

2

Aplicaremos a transformada de Fourier em cada termo comecando em z seguindo para

y e finalizando em x. Porém, para cada aplicacao da transformada iremos localizar uma

!Traco para trés operadores:
TrABC':TY/d4m/d4y/d4z <x‘/1‘y> <y’§|z> <z’é|x> .

2A transformada de Fourier para uma varidvel espacial w:

T(p) = /d4wefip'wf(w). (D.4)
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funcao delta de Dirac correspondente. Realizando a transformada em z por meio do termo
e~ Poz;

= igty ™ [ [ty [ [ 55 [ 55 | e | Gy

o1
]{/_MZPY ”—MZ%)%W—

dkl dk:// dk/l/
= igto o [ [ [ 5 [ G | e |
8 T Y @i @ot

% e—i:r:(k’”—k) eiy(k”—k’)eiz(k’”’—k”—po) <k”k/> 275

—ix(k" — b "1t . 1 3 1 1
X e (k k)e y(k"—k )(27'(')4(54 [kl// o (kﬂ + p())] <kf|k5,> Y5 k/[/ — MZ,VM %” - %/” i
dk/ dk” —ix(k" _ i "__pt
= —igl., Tr/d4 /d4y/ / /(27r) (k|k') e ek Hpo=k) giy(K"=KT) o
1 1 1
X1 Jola ) : D.5
ZIYE)/{’—MZV ”—MZ,%k”—l-po%M ( )

Transformada de y por meio do termo e~#1Y,

dk’ dk” o o
—ng]q Tr/d4 /d4y/ / /(QW) </{:|/{:'> o ia (k" +po—k) iylk" — (K +p1)] 5

S 1
7 7 7
75 k/[/ _ M /Y %// . M 75 k// + g’o B

dk dk’ dk” "
— _ig2_ 4 —ix (k" +po—k) dcd /
igho i [ d's (2@4/ (27)4/ 2y (Kl e (@m) oIk = (K o)) >

L1 1
7 1
_M’y%”—M’YS%”—FM)—

Xi’YS /jLZ,

dk dk’ -
— o2 T / 4 / /7 N —iz[(k +p1+po—Fk))]
i8rgy Lx [ A omni) @i (k|K') e X

1 1
iy i
_M’yk,‘FH/l_M’%k/"’p/l‘FH/O_M

X’L.’)/5 ]{’
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Transformada de z por meio do termo e~ "P2%,

dk dk/ : /
: 2 4 i k 1—po+k—p2
= —184q lr/d :r;/<2 )4/(2 Ji (kK'Y e [( p1—pot+k—p2)]

1 1
X1 iyt 1

= gt To [ o [ o (W 206 (6 = pa = ) — I+ )]

1 1
xi iy i
S T T VAL R T

dk 1 1 1
2 _aK N o ,
R o UL vl e T e 1

(D.7)

A funcio (k|k') = §*(k — k') e é responsdvel pela existéncia da equagao acima, se
k # k' teremos (k|k') = 0, mas como objetivo é garantir a existéncia da equacao, entao
k = k' resultando (k|k') = 1. Logo depois fazemos que ps — p e pgp — —p', ocasionando
que p' —p = q. Assim

dk 1 1 1
Fem — 27 / T . - u .
I ngrqq (271')4 r |:l/75k _ szy k + g _ MZ75% — p M

(D.8)

no qual condiz com o diagrama de triangulo presente na figura 4.1.

D.2 Operacao do traco

Nesta secao sera realizado o célculo do trago no espago de Dirac contido na equagao

4.10. Definindo N, como o trago presente no numerador da integral:

N =T {1k + M)y* [(F+ ) + M| [-(F —p) + M]} (D.9)

Expandindo os termos contidos no trago

= Tr | — By kK + By kg + I M — By gl + g + Ky g M —
—FA M A+ ft Mp + Ey" MM — MA*EE + MA* fp + MA"EN —
—MA" gl + Mot gp + My gM — M~y M+ My*Mp+ My*MM] . (D.10)

De acordo com o teorema de traco, o produto de nimeros impar de matrizes gama
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sao zero. Ou seja:

Te(fy kM) = Te (kv gM ) = Te(ky" MF) = Tre(fy"Mp) = Te(MA" k) =
= Tr(M~"fp) = Tr(My"gk) = Te(Mr"gp) = Te(MA"M?) =0.

Desta forma, ira sobrar apenas os seguintes tragos

N, =Tr [ — By RE A+ By Ry — By gk 4 By dp 4 Byt MM A MAMEM +
+MAPGM — My M+ My Mp| . (D.11)

Para facilitar e também com intuito de ser mais compreensivel, iremos dividir o calculo do
trago acima em dois termos, sendo o primeiro os calculos dos tragos em que ha produtos
de quatro matrizes gama, e o segundo calculo dos traco em que ha produtos de duas

matrizes gama. Entao:

Nuy = = Te(fr"B) + Te (B kp) — Tr(Brgh) + Te (k" gp)
:4[— (kuk -k —kuk -k + k- k) + (kop-k—puk-k+k.k-p)—

—(quk-k—kuq-k—i—kuq-k)%—(qup-k:—puq-k+kuq-p)}
4{—kuk2+2kup-k—puk2—quk:Q—i—qup-k;—qu-k—l—k‘uq-p}. (D.12)

Realizando o calculo do traco para produto de duas matrizes gama:

Ny = Tr(§y" MM) + Tr(MA" M) + Tr(My"¢ M) — Te(M~" M) + Tr(My* Mp)
= 4[M?k, + M?k, + M?q, — M’k, + M?p,]
= AM*(ky + qu +py) - (D.13)

Combinado N,, com N, e reagrupando alguns termos semelhantes, adquirimos:

N, =4[~k k> — K*(py + qu) + k(qup — puq) + ku(q - p+ 2k - p+ M?) + M*(q, + p,)] -

D.3 Operacao do traco com roteamento arbitrario

Nesta secao sera realizado o calculo do trago no espago de Dirac da equacao do Fator de
Forma Eletromagnético com roteamento arbitrario presente no capitulo 6 deste trabalho.

Definindo N,, como o trago presente no numerador da integral:

Ny =T {1k +p+ My [(F+p+g) + M| [-F+ M} . (D.14)
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Expandindo os termos presentes no traco
= [ —KSHE = H = B g+ R M2 = " — gk — gk +
+py M + gyt MP + W*MQ] , (D.15)
cancelando os termos que contém produtos de n matrizes v impares, adquirimos
N, = 4[- kuk® = 2p, k% — quk® + k,M? = 2p,k - p — quk - p+ kup® — gk - p —
_puk'Q‘i’kup'Q‘}'puMQ“’puMQ"'%MQ]v (D.16)

realizando algumas simplifica¢Ges, obtemos

Nu:4[—k:L (K2 = M) = (K = M?) 2p +q),, + K, (* +p-q) = K - 2D + @)y — pul’-

q| -



APENDICE

1D

CALCULOS PORMENORES DO FATOR
DE FORMA AXIAL E VETORIAL

Neste apéndice sera realizado alguns calculos que eu o autor considero macante e
repetitivos pois a ideia central dos calculos ja foi apresentado no capitulo 3 deste trabalho.
Contudo, apesar dos calculos serem trabalhosos e extensos, essas caracteristicas nao exclui

o fato de serem resultados importantes e curiosos para compreensao do capitulo 5.

E.1 Operacao dos Tracos no espaco de Dirac

Comecaremos os calculos dos tragcos de Dirac pela equacao:

w dh [+ M)y (= @)+ M7 (L =) (K- p) + M]
T —Zgﬂqq/ (271’)4“2 TI‘{ (kz _ Mz) [(/{? ) MZ] [(k» p 2 M?]

— iy | L N
S T L T (e Ve el
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O nosso interesse é no termo N}” onde se encontra as matrizes de Dirac

N = Tr [y5 (F + M) 7" (F = ¢ + M)y"(L = 35) (k = p+ M)
= Tr [ys(k + M) (K — ¢ + M)y (K — p+ M) — (+ M)y"(k — ¢ + M)y” x
x(—k+p+M))|. (E.1)

[1Pe)]

Multiplicando as matrizes e cancelando os termos que contém produto de “n” matrizes

impares, obtemos

N =Tr (%%v“%v”M — Y5k gy M A+ s Ryt MAY = skt MA P+ s My ey —
=Y MA R P — Vs MA Gy K+ s My gy p — Ry Ky M+ By gy M+ fy MAyYE —
—fyMMA P+ MAEYf = MAPEy"p — MAy gy |+ MAyP gy p — MV“MVVM> :

Resolvendo primeiramente apenas os termos que contém dependéncia de 5, encontramos

4iM(ea”B”kakg — " koqs + € P gk — € Pkaps 4+ P loks —

—e“o‘”ﬁqakg + e“a”ﬁqap[g) =4iM (60‘“5”kak5 + eo““’ﬁqapg) ) (E.2)
O tracgo dos termos abaixo vai se anular
Tr [ — By Ky M + v gy M + MA™ gy f — My"gy k] =0, (E.3)
enquanto os que se encontram abaixo se cancelam parcialmente
Tr [ — fy" Moy — My firy"p| = AM (—2k"p") | (E.4)
os termos restantes resultam em
Te [fy" My § + MA'gy"p — My"M~* M| = gk + ¢"p" — g"q-p+ ¢"p". (E.5)

Combinando os resultados das equacoes E.2, E.3, E.4 e E.5 encontramos o resultado

da equacao E.1, que se encontra logo abaixo

N = 4iM (e"‘“ﬁ”kakg + ea“"ﬂqapg) +4M (g“l’k2 = 2kp" 4+ ¢¥p” — " q-p+ q"p" — MZg‘“’) )
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Agora vamos resolver os tragos de Dirac referente a segunda equacgao

- 'k ¥ (= p) = M|y (1= ) [(k = ¢) — M] (k= M)
T = it | oyt T {‘ (2 =322 [( = )2 = M [0k = p)? = M7

d*k —N™
= —ig . ie — , E.
o | Gy (k2 = M2) [(k — q)* = M2 [(k = p)? = M?] o

comecando por denominar N

N = Tr [y (F = p— M)y (1 —35) ( — ¢ — M)y"(k — M)
= Tr [y ( M)y (= ¢ = M) (= M) + (—k +p — M)y (F — ¢ — M) x
xy"(f — M)] . (E.7)

_ﬁ_
_p_

[P )]

Multiplicando as matrizes e cancelando os termos que contém produto de “n” matrizes

impares, obtemos

N =T | = ysfy” by M + sy g M = ysfy” Mo+ yspy” By M — yspy” gy M +
Fspy” MAPE — 57" By K+ s My gt k4 By Mk ke + fEy" Ey M — fy gyt M —
— Py MAf — Py By M+ py gy M — MA ey + My gy — M~y My M) .

Resolvendo os termos com dependéncia de 75 adquirimos

4iM (= P hiaky + € Phags — € haks + € paky — €M pags + € paky —
_Euauﬁk,akﬁ + euauﬁqak6> — _4Z'M(€0£Vﬂ,ufpaqﬂ + €Va“'6]{}ak33) . (E8)

Neste cédlculo nao teremos nenhuns termos que irao se cancelar. Todavia isto nao nos
impede de abordar os calculos dos tracos separadamente, pois acredito que ao realizar um
procedimento analogo ao anterior, os calculos passam a ser mais compreensivel. Assim

temos
Tr [Jy MAy™f + iy oy M — Ry gy M — My iy + Moy gy k| = AMg" k2. (E.9)
A segunda combinacao resulta em
Te [—py" My"f — py oy M| = AM (=2 k") | (E.10)
e na terceira combinac¢do encontramos

Tr [py" g M — My MAy*M| =AM (—g"p- g+ p'q" + p'q” — M?g")  (E.11)
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Combinando os resultados contidos nas equagoes E.8, E.9, E.10 e E.11, e substituindo

em E.7, tira-se que

N = 4iM (€ paqs + € kiakp) — AM (gk* — 2kM"p” + p'q” + p'q" — &"p - q — M?g").
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