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RESUMO

MODELO ESPECTRAL DE QUARKS SU(3);

Eduardo Antonio dos Reis

Orientador: André Luiz Mota Co-Orientador: Edson Wander Dias

Resumo da dissertagao de mestrado apresentada ao Programa de Pos-graduacao em Fi-
sica associagdo ampla UNIFALMG/UFLA/UFSJ do Departamento de Ciéncias Naturais da
Universidade Federal de Sao Joao del Rei, como parte dos pré-requisitos necessarios para obter

o grau de mestre.

Este trabalho apresenta os primeiros resultados de uma extensao do modelo espectral de
quarks, que inclui diferentes sabores. O modelo espectral de quarks é uma abordagem bhaseada
em uma generalizacao da representacao de Lehmann para o propagador do quark. Invariancia de
calibre e quiral sao asseguradas com a ajuda da técnica de gauge, que fornece solucoes especificas
para as identidades Ward-Takahashi. Condigoes gerais sobre as fungao espectrais de quarks
seguem a partir de exigéncias fisicas naturais. Em particular, a funcao é normalizada, e todos
os momentos positivos devem desaparecer, enquanto os observaveis fisicos ficam dependentes
dos momentos negativos e os chamados momentos log. Como consequéncia, o modelo é finito.
A inclusao de diferentes sabores de quarks no modelo, a partir da determinacao das duas
funcoes espectrais diferentes e fungoes de n-pontos construidas a partir das identidades Ward-
Takahashi, permite a descricao fisica do méson kédon, um méson considerado leve, constituido
por um quark up e um strange. Algumas previsoes e relacoes foram deduzidas a partir de nossa
abordagem, como condensados de quarks, polarizacao de vacuo e decaimento fraco para mésons

leves.



ABSTRACT

SPECTRAL QUARK MODEL SU(3);

Supervisor: André Luiz Mota Co-Supervisor: Edson Wander Dias

This work presents the first results of an extension of the spectral quark model which
includes different flavors. The spectral quark model is an approach based on a generalization of
the Lehmann representation for the quark propagator. Gauge and chiral invariance are ensured
with the help of gauge technique which provides particular solutions to the Ward-Takahashi
identities. General conditions on the quark spectral function follow from natural physical
requirements. In particular, the function is normalized, it’s all positive moments must vanish,
while the physical observables depend on negative moments and so-called log moments. As a
consequence, the model is made finite. The inclusion of different flavors of quarks in the model,
from the determination of the two different spectral functions and n-point functions constructed
from Ward-Takahashi identities, permits the physical description of meson kaon, considered a
light meson constituted by an up and strange quark. Some predictions and relations were
deduced from our approach, as quark condensate, vacuum polarization and weak decay for

light mesons.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria correspondente ao estudo da interacao forte — a interacdo entre as particulas
sub-atémicas, responséavel, por exemplo, pela coesao dos nicleos atomicos, é conhecida como
Cromodinamica Quéantica (QCD, da denominagdo em lingua inglesa Quantum Chromodyna-
mics). Do ponto de vista das particulas mais fundamentais conhecidas atualmente, a QCD
descreve a interacao entre quarks — os constituintes sub-atémicos da matéria, portadores de
carga forte, chamada de cor (dai a denominagdo “cromodinamica”) — através de mediadores
chamados glions, os quanta do campo cromodinamico.

No regime de altas energias, a intensidade da interacao forte é pequena, tendendo a zero
no limite em que a separacao espacial entre particulas tende, igualmente, a zero, fenémeno
conhecido como liberdade assintética. Desta forma, pode-se tratar a QCD através das mesmas
técnicas perturbativas empregadas na Eletrodinamica Quéntica (QED), com a intensidade da
interacao, uma vez pequena, utilizada como paradmetro perturbativo. Embora reconhecida
atualmente como a teoria que descreve a interacao forte, a QCD apresenta um problema de
convergéncia formal em seu tratamento perturbativo no regime de baixas energias, onde a
intensidade da interagao ¢é alta. Isto ocorre principalmente devido ao fato de que os mediadores
da interagao forte (ao contrario dos fotons na QED) também carregam carga de cor e por isto
interagem nao apenas com os quarks, mas também entre si. De um modo ingénuo, podemos
dizer que enquanto o campo eletromagnético obedece ao principio da superposi¢ao (sendo,
portanto, a teoria linear), o campo cromodindmico nao o faz. Entretanto, é justamente neste
regime de baixas energias que se encontram os estados ligados de quarks - prétons e néutrons

por exemplo (estados ligados de trés quarks), e mésons (pions, kdons, estados ligados de dois
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quarks em geral). Neste regime, modelos efetivos para a teoria e técnicas de solugbes ndo
perturbativas devem ser empregados no tratamento da QCD. Uma das caracteristicas destes
modelos efetivos ¢ que, devido a presenca de interagoes efetivas de intensidade baixa no limite
de baixas energias, os mesmos podem ser tratados perturbativamente. No entanto, nem todas
as caracteristicas da QCD podem ser reproduzidas por estes modelos, sendo as vezes necessaria
a introducao de interacoes nao locais e, desta forma, novamente exige-se o emprego de técnicas
nao perturbativas de tratamento da QCD. A reducao do nimero de graus de liberdade nestes
modelos efetivos continua sendo, entretanto, uma forte motivacao para o emprego dos mesmos.

O termo "Modelo Quiral de Quarks"é um nome genérico para qualquer teoria relativistica
de campos que se refira a descricao das caracteristicas nao perturbativas da QCD. Diversas abor-
dagens [1-8] compartilham caracteristicas comuns, como: (a) os quarks sao incorporados nestes
modelos como os tnicos graus de liberdade e (b) diversas simetrias da QCD sao reproduzidas
nos modelos, principalmente as invariancias de calibre e quiral. Estas simetrias sao expressas
pelas chamadas Identidades de Ward-Takahashi, e modelos quirais de quarks oferecem solucoes
particulares para as mesmas.

Apesar de nao haver dividas de que estes modelos efetivos fornecem uma descri¢ao quan-
titativa razoavelmente precisa de processos hadronicos, had uma falha sistematica na construcao
dos mesmos: uma fonte de ambiguidade, que reside no fato de que os modelos quirais de quarks
sa0, supostamente, uma aproximacgao para a QCD em baixas energias, sendo necessaria a su-
pressao dos graus de liberdade de altas energias. Isto define certa escala, ou corte (que podemos
entender como o valor de energia abaixo do qual supde-se valido o modelo). A escala adquire
um significado fisico, e deve ser mantida em todo o tratamento destes modelos. A forma precisa
com que este corte de energia deve ser introduzido nao ¢ de todo clara, sendo a razao para a
mencionada ambigiiidade na construcao destes modelos. Nao ¢é possivel, desta forma, decidir
por um modelo ou outro apenas por suas caracteristicas teoricas, sendo fundamental, portanto,
a avaliacao de seu poder de predicao.

Um modelo muito recente usado para a descricao da QCD no regime de baixas energias é
o Modelo Espectral de Quarks [9-10]. Este modelo usa a representagdo de Lehmann [11] para o
propagador de quarks, representado em termos de uma dada fungao espectral p(w), e a técnica
de gauge [12-13|, para fornecer solu¢oes para as identidades de Ward-Takahashi. Diversos

observaveis fisicos (como, por exemplo, condensados de quarks e densidade de energia no vacuo)
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sao empregados para construir-se a funcao espectral do modelo, e o poder de predi¢ao do mesmo
é impressionante, quando comparado com os resultados experimentais conhecidos [14]. Além
disso, a escala caracteristica para a regiao de baixas energias, como mencionada anteriormente,
surge no modelo associada a funcao espectral, de maneira bem menos artificial que em outros
modelos, nos quais o limite infinito (artificial) para esta escala reproduz resultados divergentes,
o que implica que termos de superficie, geralmente ambiguos [15-16|, estao presentes nestes
modelos. Sob este ponto de vista, o Modelo Espectral de Quarks pode ser visto como um
modelo finito, no sentido de que nao existe nenhum parametro artificialmente introduzido que
leve ao surgimento de divergéncias. Na forma atual, o modelo espectral de quarks descreve a
interacao de quarks sem massa, ou seja, é eficaz para a descricao da fenomenologia dos mésons
leves.

Neste trabalho pretendemos construir uma extensao do Modelo Espectral de Quarks que
descreva os mésons formados por quarks de diferentes sabores. Em outros modelos quirais, esta
descricao corresponde as versdes que implementam a simetria SU(3). Com a inclusdo do quark
strange teremos entdo duas distribuigoes p,(w’) e ps(w), essenciais para o uso do modelo na
descricao da fisica do méson Kéon, um méson considerado leve, constituido por um quark up e
um quark strange.

Nosso trabalho ficou organizado da seguinte forma: No capitulo 2 apresentamos uma
introdugao sobre o modelo padrao e as teorias que o abrangem e consideragoes sobre as mes-
mas, seguindo com o foco sobre a interagao forte e a teoria que a descreve, a Cromodinamica
Quantica (QCD). Ao longo desse capitulo descreveremos propriedades da QCD como liberdade
assintOtica, confinamento, e as simetrias que a teoria possui. No capitulo 3, aprofundaremos
mais um pouco sobre as simetrias e suas propriedades, fazendo uma exposicao do teorema de
Noether e das Identidades de Ward-Takahashi como guias na analise de simetrias. No capitulo
4, partimos da modelagem nao perturbativa a partir de modelos quirais de quarks e introduzi-
mos o modelo utilizado neste trabalho, chamado de Modelo Espectral de Quarks. Expomos a
forma como o modelo é construido e as condigOes necessarias para que o mesmo seja finito. A
partir de calculos de alguns observaveis mostramos condicoes a serem satisfeitas pelos momen-
tos da funcao espectral. No capitulo 5, apresentaremos uma extensao do modelo espectral de
quarks, eficaz na descricao da fenomenologia dos méson leves formado por quarks de diferentes

sabores. A partir do modelo resultante, realizamos calculos de alguns observéaveis mesonicos,
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como condensado de quarks, polarizacao do vacuo e decaimento fraco, detalhadamente discu-
tidos e comparados com os resultados conhecidos, para a validacao do modelo. Finalmente, no
ultimo capitulo apresentaremos as conclusoes obtidas neste trabalho e as perspectivas para con-
tinuacao do mesmo. Em sequéncias, temos as referéncias utilizadas no mesmo e dois apédices
que suplementam a dissertagao: no primeiro, apresentamos as notagoes e convencoes utilizadas

e no segundo explicitaremos resultados utilizados ao longo do trabalho.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais da

Cromodinamica Quantica

Neste capitulo introduziremos uma visao geral sobre a interagao forte e o modelo teoérico

que a descreve, denominado Cromodinamica Quantica.

2.1 O Modelo Padrao

Atualmente, considera-se que, na natureza, todos os fenomenos e todas as transformacoes
sao regidos por quatro interacoes fundamentais: a interacao gravitacional, a eletromagnética,
a fraca e a forte. Cada uma dessas for¢as compreende a uma Teoria Fisica (fig. 2.1):

A interacao mais conhecida é a Gravitagdo ou interagao gravitacional, tendo seu primeiro
modelo classico, a Teoria da Gravitacao Universal de Newton, sua generalizacao relativistica
é a teoria da Gravitagao de Einstein, também chamada de Teoria da Relatividade Geral de
Einstein ou também Geometrodinamica, uma vez que a relatividade geral geometriza a gravi-
tacdo. Para descrever os estagios iniciais da formagao do Universo precisamos de uma teoria
quantica da gravitacao, algo que ainda estd em aberto. Ha também outra interacao bastante
conhecida, a eletromagnética.Teoria que descreve os fenomenos elétricos e magnéticos, ou seja
as forcas eletromagnéticas. A formulacao classica da Eletrodinamica ja consistente com a teoria
da relatividade especial de Einstein foi feita por James Clerk Maxwell [17]. Posteriormente,
o "casamento"desta teoria com a mecanica quantica, ou seja, a construcao de uma Eletrodi-

namica Quantica(Quantum Eletrodynamics - QED), foi realizada por Feynman, Tomonaga e

12
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Schwinger [18] por volta de 1940. As forgas fracas sdo as responsaveis por explicar os processos
de decaimento radiativo, tais como o decaimento beta nuclear, o decaimento do pion, do muon
e de varias particulas. E interessante notar que esta forca nao era conhecida pela fisica classica
e que sua formulacao como teoria é estritamente quantica. A primeira teoria das interacoes
fracas foi apresentada por Fermi [19] em 1933. Mais tarde ela foi aperfeigoada por Lee, Yang,
Feynman, Gell-Mann [20] e véarios outros nos anos da década de 1950. Sua forma atual a
Flavordynamics ou Dinamica dos Sabores construida por volta de 1960 é devida a Glashow,
Weinberg e Salam [21]. Nesta teoria, as interages fraca e eletromagnética sdo apresentadas
como manifestagoes diferentes de uma tnica forca, a forca eletrofraca. Esta unificagao entre a
interacao fraca e a interacao eletromagnética reduz o niimero de forcas existentes no Universo
a apenas 3: for¢a gravitacional, forga forte e forca eletrofraca. As forcas fortes, responsaveis
pelos fendmenos inter-nucleares e a estabilidade nuclear, mantém o ntcleo unido evitando que
os protons que os constituem, por possuirem a mesma carga elétrica, simplesmente sofram uma
intensa repulsao e destruam o proprio atomo. Se a forca forte nao existisse a matéria que
forma o Universo, tal como o conhecemos, também nao existiria. O trabalho pioneiro sobre
as forgas fortes foi realizado por Yukawa [22] em 1934 mas até meados da década de 1970 ndo
havia, realmente, uma teoria capaz de explicar os fend6menos nucleares. Foi entao que surgiu a

Cromodinamica Quantica (Quantum Cromodynamics - QCD).

Forcas na Natureza
(quatro interacdes fundamentais)

™ Y g e ald
Nuclear Forte ’ .v‘ Eletromagnetica

Strong force Blectromagnetic

binds the nucleus force binds atoms
@®- ﬂ
k Gravitacional
Nuclear Fraca ~ Weakforcein P orvtational torce

radloactive decay binds the solar system

Figura 2.1: As quatro interagoes fundamentais|23]
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Um dos grandes desafios da Fisica tem sido a tentativa de unificagdo entre as quatro
interacoes fundamentais da natureza. O Modelo Padrao, formulado por volta de 1970 e es-
tabelecido empiricamente em 1980, é o modelo das interacoes fundamentais que descreve trés
das quatro interacoes conhecidas: a interacao eletromagnética, a interacao fraca e a interacao
forte, s6 nao descrevendo a interagao gravitacional. De acordo com o Modelo Padrao, 1éptons
e quarks sao particulas verdadeiramente elementares, no sentido de nao possuirem estrutura
interna, sao particulas que constituem a matéria, com spin semi-inteiro e que obedecem ao
principio de exclusdo de Pauli!

As interagoes fundamentais ocorrem como se as particulas interagentes “trocassem” outras
particulas entre si. Essas particulas mediadoras seriam os fétons na interacao eletromagnética,
os glions na interagao forte, as particulas W e Z na interagao fraca e os gravitons (ainda nao
detectados) na interacgdo gravitacional. Assim, particulas eletricamente carregadas interagiriam
trocando fotons, particulas com carga cor interagiriam trocando glions, particulas com carga
fraca trocariam particulas W e Z enquanto particulas com massa trocariam gravitons.

Segundo Gordon Kane [24], o modelo padrdo de particulas elementares é, na verdade, a
mais sofisticada teoria matematica sobre a natureza. £ uma teoria compreensiva que identifica
as particulas basicas e especifica como interagem. Tudo o que acontece em nosso mundo (exceto
os efeitos da gravidade) resulta das particulas do Modelo Padrao interagindo de acordo com
suas regras e equagoes. Nesse contexto, quarks e léptons sao particulas puramente elementares,
porque nao possuem estrutura interna. Ja outras particulas que possuem estrutura interna sao

chamadas de hadrons?, que dividimos em:

» Béarions: constituidos por trés quarks ou trés antiquarks.

» Mésons: constituidos por um quark e um antiquark.

Até o momento, temos conhecimento sobre seis 1éptons (elétron, muon, tau, neutrino do
elétron, neutrino do miuon, neutrino do tau) e seis quarks (up, down, charm, strange, bottom,
top). Devido a propriedade de cor, cada quark pode apresentar trés tipos de cores diferentes:

vermelho, azul e verde. Ha, portanto, 18 tipos de quarks. A fig. 2.2 mostra a tabela de

1O principio de exclusdo de Pauli diz que dois férmions idénticos ndo podem ocupar o mesmo estado quantico
simultaneamente.
2palavra de origem grega que significa pesado, sdo todas as particulas formadas por quarks.
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particulas elementares que se conhece atualmente para o modelo padrao.

Uma peculiaridade dos quarks é que eles possuem carga elétrica fracionéria e, (%e) para
alguns tipos e (—%e) para outros. No entanto, quarks nunca foram observados livres, estando
sempre confinados em hadrons, de tal modo que a soma algébrica das cargas dos quarks que
constituem um determinado hadron ¢ sempre um maultiplo inteiro de e [25].

No Modelo Padrao, a massa das particulas é gerada pelo boson de Higgs®, através do
mecanismo de quebra de simetria de calibre induzida pelo campo de Higgs, o que faz da massa
das particulas uma propriedade dindmica. Outro fato interessante é que mésons compostos
por quarks leves (up/down e strange), devem suas massas a outro tipo de quebra de simetria,
a quebra de simetria quiral e nao ao campo de Higgs. O kion, por exemplo, composto pelos

quarks up-strange, cujas massas sao, up(4MeV') e strange (95MeV), possui uma massa de

494MeV .

Fermions Bosons
Matter Force Carriers

. Quarks . Gauge bosons
I:] Leptons D Higgs boson

Particles of the Standard Model

Figura 2.2: Modelo Padrao|26]

2.2 O Modelo de Quarks

Em 1964, Gell-Mann e Zweig (independentemente) propuseram um modelo que explicava
o espectro das particulas que interagiam pela forga forte (os hadrons), a partir de constituintes
elementares (os quarks). A interagao responsavel por manter os quarks unidos no ntcleo atomico

é a interacao forte, assim como a interagao eletromagnética mantém proétons e elétrons unidos

30 boson de Higgs,(descoberto em julho do 2012 com sua confirmacio definitiva em margo de 2013 no LHC
(Large Hadron Collider)) é uma particula formulada pelo fisico Peter Higgs em 1964, descoberta que lhe rendeu
o prémio nobel de fisica de 2013 e pretende explicar uma série de fendmenos naturais, como a origem da vida e
do universo e o mistério da existéncia de massa nas demais particulas que compdem o Modelo Padrao.
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formando atomos. Note que, na escala do nicleo atomico, a interagao forte é mais intensa que
a interagao eletromagnética.

O modelo de quarks obteve grande sucesso na previsao de novos hadrons e das interacoes
eletromagnética e fraca entre os mesmos. Entretanto, nos primordios de sua concepc¢ao, o

modelo apresentava alguns problemas como:
e Psicologico : Particulas com cargas fracionadas?
e Dificuldades de comprovacao experimental :

1. Quarks livres ainda nao foram detectados. A resposta para isso é ou porque ainda nao
chegamos a grandes energias suficientes para quebrar os hadrons ou, talvez, a forga entre quarks

é tal que eles sao obrigados a ficar juntos, nao importa o quao forte seja a colisao;

2. Era esperado que a funcao de onda dos quarks no interior do barions fosse anti-simétrica

na troca dos niimeros quanticos de sabor e spin de qualquer par de quarks, uma vez que os

1

mesmos eram férmions de spin 3 e entdo obedeceriam ao Principio de Exclusao de Pauli. No

entanto, havia a deteccao de um estado excitado leve AT com spin % e carga elétrica +2
interpretada como o estado ligado (vuu) com momento angular orbital nulo e o spin dos trés

quarks paralelos, o que resultaria em uma funcao de onda total simétrica.

3. Ao mesmo tempo, sabia-se que em um mundo ideal validava-se a relacao de Goldberger-
Treiman, na qual o méson 7 ou pion era sem massa. Assim, a taxa de decaimento para o processo
7% — v 4+ v era calculada, sendo seu valor menor do que o observado experimentalmente por
um fator de 9 = 32.

Para reconciliar o modelo de quarks com o Principio de exclusao de Pauli, Gell-Mann
postulou que quarks carregavam um grau de liberdade ou ntimero quantico até esta data des-
conhecido, chamado por ele de cor. Desta forma, fez-se a suposicao ad hoc que a funcao de
onda dos barions era totalmente antissimétrica no ntimero quéantico de cor e era simétrica no
sabor e spin, de forma que a funcao de onda total seria antissimétrica, o que concordava com a
estatitica da Fermi-Dirac. Assim, para cada sabor de quark foram atribuidos trés "cores", por

exemplo vermelho, verde e azul, ou a representacao ¢;, com ¢ = 1, 2,3 sendo o indice de cor.
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O problema da anti-simetrizacao da funcao de onda estava resolvido e ainda multiplicando-
se a amplitude do decaimento do 7° por 3 (ou seja, trés possiveis cores), a taxa de decaimento
seria 9 vezes maior, resolvendo a discrepancia entre teoria e experimento. Pode-se ressaltar
ainda o fato de que léptons e hadrons nao teriam cor, ou seja, o modelo é construido de forma
que as cores dos hadrons e 1éptons sejam nulas, reproduzindo evidéncias experimentais de que
0S mesmos nao interagem por troca direta dos mediadores da forca forte.

Por conseguinte, quarks com cor seriam uma representacao fundamental de uma nova
simetria global interna, chamada de SU(3). Desse modo, os quarks ¢; tranformariam-se sob a
representacao fundamental ou 3, da simetria SU(3) de cor. Os anti-quarks ¢' transformariam
sob a representacao 3. O produto interno de 3 por 3 ¢ um invariante de SU(3), assim como
também pode-se construir uma combinacao totalmente anti-simétrica dos trés 3's, €, que se

transforma como:

eijk — Ui,i’Uj,j’Uk,k’ei/j’k’ = (d@tU)EZ]k (21)

que ¢ invariante sob SU(3), uma vez que (detU) = 1. Postulando-se que todas as funcoes de
onda dos hédrons tém de ser invariantes sob as transformacoes de simetria SU(3), as tnicas

combinagoes permitidas sao:

q g, Eijk%%’%, Ez‘jkqiqjqk'

Finalmente, a suposicao de que os hadrons fisicos sejam singletos de cor, implica que a

tnica possibilidade é que os mesmos sejam mésons, barions ou anti-barions.

2.3 Propriedades Peculiares da QCD

2.3.1 Liberdade Assintética, Confinamento de Quarks, Simetrias

Ao estudar o espalhamento inelastico profundo de elétrons em nucleos (os hadrons que
compoem o niicleo atdomico), fisicos experimentais descobriram que quando ocorria uma colisao
de altas energias (usualmente colisoes entre protons), os quarks dentro dos nicleos agiam como

se nao houvesse interagao mutua, ou seja, os quarks se comportavam como se estivessem livres.
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Isto era algo paradoxal, pois quarks nunca haviam sido vistos isoladamente e quando observados,
os mesmos se encontravam ligados fracamente um ao outro dentro do nicleo.

Este comportamento aparentemente contraditério que os quarks possuem pode ser en-
tendido se o acoplamento da interacao forte tender a zero no limite de grandes momentos ou
energias (também chamado de limite ultravioleta), e tender ao infinito ou a um grande valor
no limite de baixos momentos (limite infravermelho)®.

Muitos pesquisadores buscaram por teorias cujos acoplamentos tendiam a zero no limite
ultravioleta, agora conhecidas como teorias assintoticamente livres e nesse sentido David Gross,
Frank Wilczek e David Politzer [27-29], em 1973, descobriram que teorias de gauge nao-abelinas,
e em especial a teoria de Yang-Mills, tinham essa propriedade, mais tarde conhecida como
liberdade assintética.

Além da propriedade de liberdade assintotica, que representa essa falta de interacao entre
quarks em pequenas distancias (ou seja, grandes momentos, uma vez que distancia de sepa-
racao e momento transferido sao variaveis conjugadas pela tranformacao de Fourier), a forca
forte ainda tem a caracteristica de manté-las fortemente unidas em grandes distancias (baixos
momentos). Essa propriedade é chamada de confinamento de cor e é uma consequéncia
direta do carater nao-abeliano dos gltons.

Qualquer sistema de interacao forte a temperatura e densidade zero deve ser um singleto de

1
AQep

cor na escala de distancias maiores do que >, Como conseqiiéncia, quarks livres isolados nao
existem na natureza (confinamento quark). O confinamento de cor da QCD é uma conjectura
teodrica consistente com os fatos experimentais. Sua prova formal, na QCD, ainda nao foi obtida.

Suponhamos, por exemplo, que temos um par quark-antiquark, que estd em um estado
de singleto de cor. Pode-se tentar separar o quark do antiquark puxando para separa-los. A
interacao entre os quarks fica mais forte uma vez que a distancia entre eles se torna maior,
semelhante ao que acontece em uma mola. De fato, quando uma mola é esticada além do
limite elastico, ela quebra e produz duas molas. No caso do par de quarks, um novo par quark-
antiquark sera criado quando puxado além de certa distancia. Parte da energia do alongamento

vai para a criacao do novo par, e, como consequéncia, nao se obtem quarks como particulas

livres |30].

4Considerando ¢ = i = 1 (sistema de unidades naturais).

5 )\C;CD ~ 250M eV, escala de interagao forte que define a escala em que a constante de acoplamento torna-se

grande e a fisica se torna ndo perturbativa
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A partir de uma teoria para a interacao forte, podemos analisar as simetrias® da mesma,
a fim de esclarecer termos e defini¢oes utilizadas ao longo do trabalho.

Quando estudamos as simetrias de sabor, lidamos com as particulas no espaco de isos-
pin’ (esse termo foi introduzido por Wigner [31]). Heisenberg [32] foi quem propos que deveria
existir alguma simetria entre particulas cujas massas de repouso eram proximas, sugerindo en-
tao que protons e néutrons deveriam ser estados diferentes de uma mesma particula quando
estudadas em um espaco interno, o qual ele denominou de espacgo de isospin, pois a algebra foi

desenvolvida em completa analogia com a do spin.
u
Consideremos apenas dois sabores de quarks, u (up) e d (down), sendo ¢ = onde,

u=q; e d=qy. Assim, densidade de Lagrangeana da QCD fica:

1 v va e
L= _4_92GZ Guu + Q<Z’71 D[L - M)Qa (22)
com
m, 0O
M= ,
0 my

G (2) = 9, A5 (x) — 0, A () + g fare Ay () Aj (@),
D, =0, —igA,(z),

onde m, e mg sdo as massas dos quarks u e d, respectivamente, A,(z) é o campo de calibre
(gauge) e D, é a derivada de calibre covariante. Se m, = mq, a Lagrangeana (2.2) é invariante

sob a transformacao

= u u
q— Uq= €1y ou ; —U e (2.3)

sendo I; os geradores do grupo SU(2), denotados na representacao fundamental por:

Ti

I; = 3 (1,7,k =1,2,3) (2.4)

onde 7; sdo as matrizes de Pauli em uma versao para isospin(ver apéndice A), com os geradores

5No capitulo 3 apresentaremos uma discussdo geral sobre simetrias e suas propriedades.
Tisospin (spin isotépico, spin isobérico) € um nimero quéantico relacionado as particulas que sdo igualmente
afetadas pela forca forte, mas tém diferentes cargas (por exemplo, protons e néutrons).
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satisfazendo

[Ij, [k] = i€jklIl~

Esta simetria corresponde a simetria de isospin de Heinsenberg.

Adicionando o quark s (strange), com massa muito superior aos quarks u e d, porém,
ainda considerado leve, a simetria SU(2) de isospin nao se aplica. Para resolver isso, Gell-Mann
e Ne’eman admitiram que o isospin era apenas uma manifestacao de uma simetria maior,
chamada SU(3), com o quark strange tendo I = 0, formando um tripleto. A partir disso,
mostraram que as particulas elementares naturalmente satisfazem as representacoes dessa nova
simetria. O conjunto das matrizes unitarias 3x3 formam o grupo SU(3). Os geradores podem
ser tomados como quaisquer (N. = 3)? — 1 = 8 matrizes 3x3, hermiteanas de trago nulo e
linearmente independentes; onde N, é o ntimero de cores. Essas matrizes formam entao a

representacao fundamental do SU(3):

U=e ' (2.5)

onde ¢ é o parametro do grupo, que funciona como uma fase, e \,, com a = 1,...,8 sdo as
matrizes de Gell-Man (ver apéndice A).
Pode-se notar ainda que a Lagrangeana (2.2) é invariante sob as transformagoes no setor

de sabor dos campos fermionicos:

qr — €i0q]f, (2.6)
qr — eiequ, (2.7)

onde f (flavors) sdo os sabores dos quarks. A relagdo (2.6) representa uma redefinicao de fase
global para todos os sabores de quarks, associada com a conservagao do nimero barionico e
a relagdo (2.7) é uma redefinicdo de fase para diferentes sabores de quarks, quel implica na
conservacao do sabor.

No limite quiral, em que m, e my sao nulas, a Lagrangeana (2.5) também é invariante

sob a transformacao

g — €937, (2.8)

conhecida como transformacao axial, ou quiral SU(2).



CAPITULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA CROMODINAMICA QUANTICA 21

Em Teoria Quantica de Campos, a simetria quiral corresponde a invariancia da Lagran-
geana (2.5) sob a transformagao 2.8. Como consequéncia, temos as correntes barionicas de

Noether, vetorial e axial, respectivamente:

Jp(x) = q(x)y"q(2) (2.9)
JH (x) = é(x)v“%aq(x) (2.10)
Jy(x) = ci(x)v“%%aq(:r) (2.11)

As conservacoes das correntes baridnica, vetorial e a conservacao parcial da corrente axial

(PCAC) implicam em:

9, J5(x) =0, (2.12)
d,J" (x) =0, (2.13)
9,8 (x) = Mq(x)ivsTq(x), (2.14)

que sao a representacao da simetria quiral na QCD.



Capitulo 3

Simetrias

Diversas simetrias estao associadas ao estudo da fenomenologia dos hadrons na QCD.
Neste capitulo, apresentaremos algumas simetrias e relacoes fundamentais para o entendimento

e desenvolvimento do nosso trabalho.

3.1 Teorema de Noether

Os sistemas fisicos sdo descritos classicamente pelas leis de Newton (equacoes de Euler-
Lagrange), em termos de uma funcao especifica, chamada Lagrangeana, e baseiam-se no prin-
cipio de minima acao. O conhecimento de constantes de movimento, ou seja, grandezas fisicas
conservadas ao longo da evolucao temporal do sistema é muito importante tanto do ponto de
vista fisico como matematico na resolucao de equacoes de movimento. Por outro lado, outro
conceito fundamental em Fisica é o de simetria. O Teorema de Noether [33] relaciona simetrias
e leis de conservacao em Teorias Classicas de Campos. Esse teorema afirma que a cada simetria
continua corresponde uma corrente que satisfaz uma equacao de continuidade, ou, equivalen-
temente, uma quantidade que é conservada. Seja d¢(x) uma transformagao infinitesimal de

simetria no campo ¢(z), temos entao que

o(x) = 6(x) + 36 (x). (3.1)

sendo d¢(x) uma deformacdo no campo. Chamamos essa transformacao de simetria se ela deixa

a equagdo de movimento invariante. Isto ¢ assegurado se a acdo S = [ d*zL(¢(z)) é invariante

22
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sob a transformacao (3.1), invariancia esta que pode ser descrita por:
L(p(x) + 6¢(x)) = L(¢(x)) (3.2)

0= L(¢(x) + d¢(x)) — L(p(x)) = 0L (3.3)
Expandindo (3.3) em primeira ordem em §¢, temos:

oL oL
= 8_¢5¢ + ——0(0,0) (3.4)

o ©0,9)

Pela equacao de Euler — Lagrange 28],
oL oL oL oL
O|l=——)——=—=0 - —=0 ,
8 (5(9u¢)) 9¢ dp " (W@ﬂb))

5(8M¢) = au(¢ + 5¢) - 3,@ = 8#(5¢>7

e a relacao

substituindo em (3.4), obtemos:

oL oc oL
0= (%5,m) % =2 (%) )
Definindo:
oL
= 5.9 5. (3.6)

é conhecida como a corrente de Noether (que é conservada, uma vez que d,J* = 0) associada
a simetria d¢. Transformagoes unitérias sdo as mais comuns e uma transformacao (U) é dita
unitaria quando obedece a relacdo UUT = 1. A simetria quiral pertence a esta classe.

E importante ressaltar que algumas correntes de Noether nio se conservam no nivel quan-
tico, pois nem toda simetria dos campos classicos possui um analogo quantico. As correntes

conservadas levam a cargas conservadas no tempo:

Q= /d3xJ0(:v); %Q =0. (3.7)
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3.2 Identidades de Ward-Takahashi

A versao quantica do clasico Teorema de Noether, as Identidades de Ward-Takahashi [22],
sao identidades que relacionam funcoes de correlacao que seguem a partir de simetrias globais
ou de calibre (gauge) e propagadores em Teoria Quantica de Campos, vélidas em todas as
ordens de perturbacao e ap6s renormalizacao.

O tratamento desenvolvido aqui pode ser encontrado em [34]. Em QED, o funcional

gerador Z das fungoes de Green completas para um sistema de fotons e elétrons é descrito por:

Z=N / DA, DYDipet ] £ (3.8)

sendo L a lagrangeana, dada por:

1 _ _ 1 _
L = TEu ™ + iy (O + A0 = miy — o—(9" A + S A, + 7+, (3.9)

onde J#, 77 e n sao fontes associadas a A,, ¥ e 1) respectivamente. As transformacoes infinite-

simais de calibres nos campos sao dadas por:
A, = AL+ O,A; P — 1p — ieA; P — P+ ieA). (3.10)

Ao exigirmos a invariancia com relacao a transformacoes de calibre do funcional gerador, os
trés primeiros termos sao invariantes, mas o restante nao. Assim, o integrando de Z é reescrito

comao:

exp{i / dx {%(@AM)DA — JHFO, N —ie(ip — Jm)A} } (3.11)

desde que A é infinitesimal e integrando por partes, temos
-1 _
1+ / dx {;D(@Au) — oM JH —de(ny — wn)] A(z). (3.12)

A invaridncia em Z implica que, quando o operador (3.12) atua em Z, obtemos simplesmente
a identidade. Portanto, desde que A é uma funcao arbitraria, obtemos a equacao diferencial

funcional:

o o 4]

i
_|:| _ A _ nN— — )— Z n e 1
[a Ous g — 0" 6(7}577 nén)] (n,7,J) = 0, (3.13)
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onde fizemos as seguintes substituigoes:

16 10 . )
- - -—. 14
s A R (3.14)

A
v 10m 10m

Tomando Z = ¢, onde W ¢ um funcional gerador de funcoes de Grenn conexas. Podemos

entdo reescrever (3.13) como uma equagao para W{n, 7, J], da seguinte forma:

D@ ﬂ—z@“J —ze( 65‘/1/ —7755W>] =0.

W5 T (3.15)

Finalmente, podemos transformar (3.15) em uma equagao para a fungao de vértice I', uma vez

que:
Py, ¢, Ay = Win, 5, J] — /da:(mb +n+ JHA,) (3.16)
o que implica em
or " or L 5_1—\ -
5A,(z) —J (@), S (z) (@), 5 n(z), (3.17)
oW H SW W -
R A N

Assim, (3.15) pode ser reescrito como:

T _or
oF ety (3.18)

O .
— =0, A, (x) + i e 5

or ey
1€
POAu(x)
onde o primeiro termo do membro esquerdo é referente ao fixador de calibre (gauge fixing) e
o segundo referente & conservacao da corrente vetorial. Agora, diferenciamos funcionalmente

duas vezes a equagio (3.18) com respeito a ¢ (z1) e ¥(y1), e fazendo ¥ = ¢y = A, = 0. O

primeiro termo desaparece, e obtemos:

- 53T[0]
"o (21) 01 (y1 ) S A¥ ()

521[0]
0 (1)0¢ (1)

521[0]

ey

= ied(xr — x1) —ied(x — 1)

No espago de momentos, podemos definir a funcao de vértice amputada I',[p, ¢, p'] como:

53T[0]
0 (1)0% (y1)d AR ()

/dl‘dl[‘ldy1€i(p/ml_pyl_qm) — 2'6(277-)46(]), 2 Q)Fu [pv Q7p/]' (320)



CAPITULO 3. SIMETRIAS 26

521

Por outro lado, FENTION]

é o inverso do propagador, denotado por S:

2
» T
/dxldyle’(p“‘py” OOl onyts — p)s (). (3.21)

6 (21)6¢ (y1)

Portanto, multiplicando (3.19) por ¢**1=P¥1) ¢ integrando sobre x, z; e y;, obtemos
¢"Tulp',p] = S7'(0') — S7H(p). (3.22)

A expressao (3.22) é conhecida como identidade de Ward-Takahashi, representada diagramati-

camente pela fig.(3.1):

S, W—
+ + P 4
p+q p+q ptq

Figura 3.1: Identidades de Ward-Takahashi [34]

A fungao de vértice ndo amputada A,(p/, p) é definida por:

Au(p',p) = ST ulp', pliS(p). (3.23)

De forma equivalente, multiplicando ambos os lados da equagao (3.22) por iS(p')iS(p), podemos

reescreve-la para a funcao de vértice nao amputada como:
¢*Au(p',p) = S(p') = S(p). (3.24)

As condigoes (3.22) e (3.24) sao conhecidas como identidades de Ward-Takahashi, e sao
expressoes que refletem as simetrias das amplitudes de mecanica quantica e que as correntes
devem satisfazer (consequéncia da invariancia de calibre (gauge)) em nivel quantico. As identi-
dades de WT foram aqui deduzidas no contexto da eletrodinamica quantica para exemplificar
sua obtencao. Estas relacoes se extendem a todos os modelos que apresentem as mesmas sime-
trias desta teoria, ou seja, serao validas também no estudo do modelo espectral de quarks que

tratamos neste trabalho.
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3.3 Relagao de Goldberger-Treiman

Outra relacao de simetria que abordamos em nosso trabalho, que se relaciona agora com
a simetria quiral, é a chamada Relacdo de Goldberger-Treiman [22|. Devido a paridade, o
decaimento fraco do pion é dominado pelo elemento de matriz da corrente axial entre o estado
de vacuo e o estado de um pion, (0|J%|7). Este elemento de matriz deve ser proporcional ao

momento do pion ¢*:

(O[T 17" (q)) = —ifxg"d® e, (3.25)

onde f, = 93MeV é a constante de proporcionalidade denominada constante de decaimento
fraco do pion, determinada experimentalmente, os indices a e b se referem ao isospin e u indica
o carater vetorial de Lorentz da corrente axial. Tomando o divergente da equacdo (3.25) e o

limite do momento do pion nulo temos:

010, J57°(q)) = — f2q?0" e 1" = — frm25%e ", (3.26)

Apesar de quebrar a simetria quiral, como a massa do pion ( m, ~ 140MeV') é pequena
comparada com as escalas hadronicas (~ 1GeV), espera-se que a corrente axial seja parcial-
mente conservada, ou seja, a pequena massa do pion quebra a simetria axial mas essa quebra é
pequena comparada a escala de energia que a corrente axial é dita parcialmente conservada. A
equacao (3.26) ¢ conhecida como relagdo PCAC (Partial Conservation of the Axial Current).

Pelas relagoes (3.25) e (3.26), a corrente axial do pion deve ser:
J = frotd%(x), (3.27)

onde ®*(x) é o campo do pion. Para evidenciar a conservagio da corrente axial, vamos consi-

derar a corrente axial do nicleon:
ap 7 o Ta
IN = Ga¥NY 155 U, (3.28)

onde 1)y = (proton,néutron) é a representacao isoespinorial do proton e néutron. O fator g,

é devido ao fato de que a corrente axial do nticleon pode ser renormalizada. Como a massa
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do nidcleon my é grande nao temos uma corrente axial conservada, e utilizando a equacao de

Dirac para o nicleon livre obtemos:

Oy = igamnthnysT N # 0. (3.29)

e s6 se anula quando a massa do nticleon é nula.

Entretanto, sabe-se que o nicleon interage fortemente com o pion, logo, considerando a
corrente axial total como a soma das contribuicoes do pion e do nticleon, e a partir das relacoes
(3.27) e (3.28), obtemos:

JH = gazzmﬂ%%am + frO D, (3.30)

Portanto, utilizando-se a equagao (3.29), a corrente total conservada (OuJj: = 0) seré:

My -,
0,01 " = —gazf—Nz/JN%T U, (3.31)

™

que é a equagao de Klein-Gordon para um boson sem massa (pion), acoplada com um ntcleon.

Por isso, a conservacao total da corrente axial implica que o pion nao deve possuir massa.
Permitindo uma massa finita para o pion, ou seja, exigimos agora que o divergente da

corrente axial seja consistente com o resultado da PCAC (3.26). Assim, a equacdo de Klein-

Gordon do pion acoplada com o nucleon fica:

(80" +m2) D = —guit N sy, (3.32)

T

onde identificamos que o acoplamento pion - nicleon é dado por:

mpy

P

9xNN = Ya (3.33)

A equagao (3.33) é usualmente chamada de relacao de Goldberger-Treiman. Esta relagao
¢ fundamental na afirmacao de que a simetria quiral esteja presente na QCD. Todo modelo
quiral deve conseguir reproduzi-la, e no caso do modelo espectral, ela é essencial, por exemplo,
no estudo do decaimento anémalo do pion [10], além de relacionar quatro quantidades que sdo
medidas experimentalmente (valida em uma faixa de erro de 5%) e consistente com fato de que

o méson 7 (pion) é massivo.



Capitulo 4

Modelo Espectral de Quarks

Neste capitulo, introduziremos brevemente os modelos quirais de quarks e descreveremos o
modelo espectral de quarks, que é um modelo quiral de quarks recente, utizado como alternativa

na descricao da QCD, no regime de baixas energias.

4.1 Modelos Quirais de Quarks

Um modelo quiral de quarks é um nome genérico para qualquer teoria relativistica de cam-
pos que descreve caracteristicas nao perturbativas da QCD, e neste caso, em baixas energias.
Diversas abordagens de modelos quirais de quarks desenvolvidos compartilham determinadas

caracteristicas comuns a seguir:

1) Os quarks sdo incorporados nestes modelos como tinicos graus de liberdade explicitos,
ou seja, os glions sao representados por uma constante de acoplamento, de forma que as inte-

racoes sejam pontuais.

2) Diversas simetrias da QCD sao reproduzidas nos modelos, principalmente as invarian-

cias de calibre e quiral.

3) Estas simetrias sao expressas pelas Identidades de Ward-Takahashi, e modelos quirais
de quarks oferecem solugoes particulares para as mesmas [se¢ao 3.2].

Apesar de nao haver duvidas de que estes modelos efetivos fornecem uma descricao quan-

29
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titativa razoavelmente precisa de processos hadronicos, hd uma falha sistematica na construcao
dos mesmos: uma fonte de ambiguidade, que reside no fato de que os modelos quirais de quarks
sao, supostamente, uma aproximacao para a QCD em baixas energias. Um ingrediente essencial
é a supressao de graus de liberdade de altas energias, separando o regime de baixas energias,
onde o modelo é suposto funcionar, e o regime de altas energias, onde a dinamica da QCD
genuina, em termos de quarks explicitos e gltions, deveria defini-lo. Isto define certa escala, ou
corte("cutoff") (que podemos entender como o valor de energia abaixo do qual supoe-se valido
o modelo). A escala adquire um significado fisico, e deve ser mantida em todo o tratamento
destes modelos. A forma precisa com que este corte de energia deve ser introduzido nao é de
todo clara, sendo a razao para a mencionada ambiguidade na construcao destes modelos. Nao é
possivel, desta forma, decidir por um modelo ou outro apenas por suas caracteristicas tedricas,

sendo fundamental, portanto, a avaliacao de seu poder de predicao.

4.2 Modelo Espectral de Quarks

O modelo espectral de quarks [9-10] é uma abordagem em quel um modelo quiral de
quarks é construido a partir da representacido de Lehmann para o propagador de quarks [11],
representado em fungdo de uma dada funcdo espectral p(w), e a chamada técnica de gauge

[12-13]. Na representacao de Lehmann, o propagador do quark é representado por:

S(p) = / de, (4.1)
c P—w
onde w é a massa espectral, p(w) é a fungao espectral ou distribuicdo espectral, e C' denota
um contorno no plano complexo escolhido adequadamente. A massa espectral é a massa do
quark constituinte. O conceito de quark constituinte esti relacionado & hipotese de que os
quarks dentro do hadron nao sao particulas puntuais livres. Enquanto a massa de hadrons é
algumas centenas de MeV’s (e até alguns GeV’s), a massa de repouso dos quarks mais leves
¢ da ordem de 4 MeV. Considera-se, entao, que os quarks dentro do hadron adquirem uma
massa efetiva por causa do meio no qual estao inseridos (glions, quarks virtuais, etc.). Assim
o propagador (4.1) pode ser considerado como um propagador de uma particula ndo puntual,

a qual esta relacionada uma funcgao p(w), que descreve como é distribuida a massa do quark
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dentro do hadron. Exigéncias fisicas naturais, como uma normaliza¢ao adequada e a finitude
dos observaveis hadronicos, sao alcangadas pelo cumprimento das condigoes espectrais a seguir

para os momentos da distribui¢do espectral p(w):

= /dwp(w) =1, (4.2)

Pn = /dww”p(w) =0 n=12,.., (4.3)

sendo o0s observaveis fisicos proporcionais aos momentos inversos ( ou momentos negativos),

—— /dww‘”p(w), (4.4)

e aos momentos logaritmicos,

ol = /dw log :—zw”p(w)
— [ dwtoge?)onplw) - [ dwlog(ut)e"p(w)
:/dwlog(wQ)w"p(w), (4.5)

Nota-se que, em (4.5), a condi¢ao espectral (4.3) remove a dependéncia na escala u,
garantindo a auséncia de qualquer transmutacao dimensional. Nao é necessario determinar a
forma da distribuicao espectral p(w), mas sim as consequéncias gerais e relagoes implicitas que
seguem das condigoes espectrais (4.2 — 4.5). Na se¢do 4.3, a seguir, mostramos uma forma de
se obter estas condicoes.

O célculo de amplitudes de probabilidade em Teorias de Campo exige com frequéncia a
adocao de um esquema de regularizacao e renormalizagao, que nos permite identificar e eliminar
as divergéncias presentes nas diferentes amplitudes. Uma preocupacao adicional na escolha de
um esquema de regularizagao é que o mesmo deve preservar propriedades de simetria que a
teoria possua. Como exemplo, em teorias de interacao fundamentais, como Eletrodinamica
Quantica (QED) e Cromodinamica Quantica (QCD), uma das mais importantes simetrias é a

chamada simetria de calibre (gauge), que corresponde a invariancia da lagrangeana (e portanto
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da acdo) da teoria a uma variacdo nos campos do tipo
Y= @A, = A+ 9, ().

onde a(z) é um fator de fase que pode depender da posigao.

A regularizacao espectral permite resolver explicitamente as identidades de Ward-Takahashi
eletromagnética e quiral, através da técnica de gauge, como veremos na secao 4.4.

Assim, o modelo com a regularizagao espectral (4.1), (4.2), (4.3), suprido com acoplamen-

tos obtidos via técnica de gauge, possui simultaneamente as seguintes caracteristicas:

= Fornece valores finitos para os observaveis hadronicos, que serao usados para fixar os

momentos inversos (4.4) e os momentos log (4.5).

= Satisfaz, por construcao, as identidades de Ward-Takahashi eletromagnética e quiral,
desta forma reproduzindo todas as exigéncias de simetria necessarias.

A satisfacao de todas as caracteristicas acima simultaneamente por um modelo quiral de
quarks nao é algo trivial [35]. A regularizacao introduzida pela técnica de gauge é especial
porque ela nao apenas torna a teoria finita, mas também corresponde a tomar o limite de cutoff
infinito, naqueles observaveis que nao dependem da massa do quark constituinte. Isto inclui o
cumprimento adequado das anomalias, pois um valor préoximo do experimental para a largura
de decaimento do pion neutro em dois fotons (decaimento anémalo do pion) apenas pode ser
obtido em um modelo quiral de quarks na auséncia de um regularizador (ou no limite em que
o cutoff vai para o infinito)[36]. Esta condigao é satisfeita, uma vez que o modelo espectral de

quarks ¢ livre de reguladores.

4.3 Momentos da funcao espectral

Podemos parametrizar o propagador do quark (4.1), como segue,

p+ M(p)

S(p) = Alp)p + B(p) = Z(p)pz_—Mz(m,

(4.6)
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com,
p(w)

Alp) = /dwm7 (4.7)
wp(w)

onde a fun¢do de massa M(p) e a renormalizacao da fungao de onda Z(p) do quark, dadas por

B(p)

M(p) = =2 4.9

0 =50 (19

Z(p) = [p* — M*(p)]A(p). (4.10)

respectivamente. Nota-se que se p(w) = p(—w), a massa do quark seria zero (M(p) = 0), e
a quebra espontanea da simetria quiral ndo ocorreria. Portanto, em geral, espera-se que p(w)
nao seja uma funcao par. Nas secoes seguintes, a partir de cdlculos de observéaveis fisicos,
acumularemos condigoes que deverdo ser satisfeitas pelos momentos da fungao espectral p(w).
A equacao (4.6), pode ser utilizada, a fim de relacionarmos os momentos negativos (4.4) e
os momentos log (4.5) as integrais que envolvam M (p) e Z(p). Consideremos as seguintes

condigoes espectrais:

/dww"p(w) e n=0,12,., (4.11)

e a seguinte identidade (a prova desta identidade encontra-se no apéndice B),

/dwc;;i(z) — S -t m=1,2,., (4.12)

Substituindo (4.6) em (4.12) e multiplicando e dividindo o lado esquerdo por p + w, obtemos:

/dww”p(w) pto :an(p)ij—]\]\% —p (4.13)

Ficamos entdao com duas possibilidades para n, par ou impar. Para n = 2k (par), temos:

2k w 2k+1 w kg ok M _
p/dww pr(_ Zuz +/dww pgp(_ 302 :ppf_ ]\/.g)()p) +p Z(p)lﬂ_—%—pp . (4.14)

Definindo

L.(p*) = /dww"pzp(_wzﬂ. (4.15)
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e comparando com (4.14), obtemos as seguintes identidades, comparando termos de mesma
poténcia em p:
kaZ(p) 2%k—2

Lo(p®) = 2o P (4.16)

M (p)
Lok (p°) = P Z(p) 5757 (4.17)
’ p? — M2(p)
que sao obtidas também no caso n impar.
Para n > 2, a partir da condigao espectral (4.11), obtemos as seguintes relagoes de

recorréncia:
1

m, (4.18)

1 _
/dww”p(w)lﬁ :pz/dww” ?p(w)

w

L) = P’ Lna(p®)  n>2, (4.19)

cuja verificacao dessa relacao encontra-se no apéndice B.

Finalmente, passando para o espago Euclidiano (p? < —p%), obtemos a seguinte relagao:

o= /dww” log w?p(w)
= /dww",o(w) /00 dpz%
. 0 pr—w
- | @t

—— | b Las(-sh), (4.20)
0

que descreve o momento log de p(w) em termos de M (p) e Z(p).

Os momentos negativos podem ser obtidos a partir da derivada do propagador do quark

po= [l - - (di;) S(H) lpo - (421)

Logo, dado o propagador do quark S(p), podemos obter os momentos log e os momentos

(4.1) na origem:

negativos apenas utilizando as relagdes (4.20) e (4.21) sem precisar encontrar a forma explicita
da funcao espectral.
Na secao seguinte, a partir de calculos de alguns observaveis fisicos, determinaremos

algumas condicoes a serem satisfeitas pelos momentos da fungao espectral p(w).
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4.3.1 Condensado de quarks

O condensado de quark para um tnico sabor é dado por:

qq) = —1 wp(w p T‘L
(q9) = Nc/d p( )/(%)J P
d*p ptrw

_ _z'Nc/dwp(W)/ (2ﬂ)4T7’p2 w2

d*p 1
= —4iN, | dwp(w)w _
/ p) /(27)4])2—&)2
= —4@'Nc/dwp(w)wf, (4.22)

onde o trago é feito sobre o espago de Dirac, N, = 3 é o ntimero de cores. A integral sobre o mo-
mento p é quadraticamente divergente. Isto requer que utilizemos um método de regularizacao
auxiliar, removido no final do célculo.

Resolvendo a integral I (a resolu¢do de I se encontra no apéndice B), utilizando uma

regularizacao do tipo sharp cutoff A, obtemos:

N,
472

(1) = daplep [0+ 108 (55— )] (1.23)

A2 + 2

A finitude dos resultados para A < oo, requer as condicoes:

p1 = /dwwp(w) =0, (4.24)
p3 = /dww3p(w) = 0. (4.25)
Assim, obtemos:
_ Nc NC
(qq) = i | W log(w?)w’p(w) = —47T2P§- (4.26)

Nota-se, o cumprimento da condigdo espectral (4.3) nas relagbes, como uma exigéncia
fisica de (Gq) ser finito.
Observa-se que na fase perturbativa, sem quebra espontanea de simetria, onde p(w) =

p(—w) = §(w), teriamos (Gq) = 0, uma vez que o integrando de p} seria impar. Com o valor
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aceito [37] de
(qq) = (uu) = {dd) ~ —(250MeV)?, (4.27)

(em escalas hadronicas tipicas de (0,5 - 1 GeV), pode-se inferir o valor de pj. O sinal do con-

densado de quark mostra que
ps > 0. (4.28)

4.3.2 Densidade de Energia no Vacuo

O tensor energia-momento para o modelo puramente de quarks é definido por:
= /L v v v
6" () = q(a)5{7"0" +7"9"}q(z) — ¢""L(x). (4.29)

O valor esperado para o tensor de energia-momento no vicuo é obtido tratando-se a
expressao (4.29) como um operador de campo, tomando-se seu valor esperado no vacuo. Di-
agramaticamente, a um loop de quarks, isso é representado pelo diagrama da fig. (4.1), onde
o vértice x representa a insercao do tensor energia-momento. De modo que, no espaco de

momentos temos:

(0"") = —iN:Nj / dwp(w) / Ip TT’{ ; i " E(v“p” +9p") — 9" (p — W)l }

(2m)"
= —4iN.N / dwp(w) / Tp p7 g™l — )
o (e2m)' PP
= Bg" + 01" (z), (4.30)

onde N, é o niimero de sabores e 6" (x) ¢ o tensor energia-momento para a teoria livre, avaliado

®

Figura 4.1: Diagrama do tensor energia-momento a um loop.
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com p(w) = §(w). A quantidade B é a densidade de energia no vacuo, dada por:

d*p 1

e (4.31)

B= —iNCNS/dwp(w)wz/

=— iNcNS/dwp(w)wzl,

Chegamos na mesma integral I no caso do condensado de quarks, porém, agora com uma

poténcia a mais em w. Portanto, obtemos:

2

NN, w
dwp(w)w? [AQ + w?log (AQ n w2)] : (4.32)

B=- 1672

Para que B seja finita, temos as seguintes condigoes:

p2 = /dwwzp(w) =0, (4.33)
P4 = /dww4p(w) =0, (4.34)
resultando em
N_N, N_.N,
B=-—"7 tlog(w?) = ———2p). 4.35

No caso de quebra espontanea da simetria quiral, espera-se que (o) < (foo)o, ou B < 0. A
partir da anélise das regras de soma da QCD para o charmémio [38,39], tem-se, para trés
sabores,

9 «

T2 — _ +35 4
B= (26" = —(224*MeV)" (4.36)

Nota-se uma grande incerteza neste resultado, contudo o sinal negativo implica que

g, > 0. (4.37)
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4.3.3 Limite de p —

Para grandes momentos, limite em que p < oo, pode-se expandir o propagador do quark

(4.1) na forma:

+ o / dww?p(w) + ..., (4.38)

e desta forma, temos a condicao espectral

pPo = /dwp(w) =1, (4.39)

e desde que M (p) deve assintoticamente se anular, a relagao (4.9) se torna

_ Bp) [ dwwp(w)/(p® —w?)
M@Y= 30) = T dop@) /o — )
M(p < o0) — e J dewp(w) PL_P_y (4.40)

L Tdop(w) "7 p 1
assim obtemos que p; = 0.

Note que se todas as condigoes espectrais (4.2 — 4.3) fossem determinadas a partir desta
mesma expansao para grandes momentos, trivialmente isso resultaria em um propagador total
para o quark, porém, livre e sem massa. Logo, a expansao para grandes momentos nao pode
representar o propagador completo (e nao trivial) do quark (mais sobre isso pode ser encontrado
nas secoes IX e X de [9]).

Vimos entao que, a partir de quantidades fisicas podemos definir as condigoes espectrais
para os momentos da func¢ao espectral p(w). Uma vez estabelecida a dependéncia de determi-
nado observavel nos momentos negativo e log, utilizamos as relagoes (4.20) e 4.(21) relacionadas

as fungoes de massa e de renormalizacao da funcao de onda para determinacao de observaveis
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fisicos sem necessidade de encontrar a forma explicita da distribuicao.

4.4 Técnica de Gauge

Na secao anterior, obtivemos as condicoes espectrais para n = 0,1, 2,3 e 4. Nesta secao,
vamos especificar os acoplamentos dos vértices com uma corrente, para quarks de massas iguais,
a fim de, a partir das identidades WT, obtermos as fungoes de vértice vetorial e axial.

Em QCD, as correntes vetorial e axial sao definidas por:

T(a) = (e (), (141)
a — )\a
Ja" (@) = q(@)y" s 5 a(), (4.42)

valida para SU(Ny)s, sendo A, as matrizes de Gell-Man, 7" as matrizes de Dirac e v; =
170717273, matriz auxiliar construida a partir do produto das matrizes v. A conservacao da

corrente vetorial (CVC) e a conservagao parcial da corrente axial (PCAC) implicam que:

8, I () = 0, (4.43)

a — e )\a
D, J (x) = q(l’)M’l’}/g)?q(:C), (4.44)

sendo M = diag(m,, mg, ms) a matriz de massa dos quarks. Qualquer teoria efetiva da QCD
deve incorporar estes vinculos. As relagoes (43) e (44) implicam em um conjunto de identida-
des de Ward-Takahashi de gauge e quiral entre as funcoes de correlacao envolvendo correntes
vetoriais, axiais e operadores de campo de quarks, que sao baseadas em regras de comutacao

locais entre correntes e campos:

[TV (), 0], = —%%q(x)é(x — ') (4.45)
[2°(0), @), _, = 5 al@)3(e ) (1.16)

Téoricos tem procurado por solucoes aproximadas de um conjunto completo de equagoes li-

gando as funcdes de Green em varios modelos quénticos de campos como QED. A maioria
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destas aproximacoes equivale a somar conjuntos especificos de graficos de perturbagoes com a
esperanca de que a selecao ira fornecer contribuicoes dominantes na regiao cinética de interesse.
Em teorias de calibre, a maioria destas aproximagoes infelizmente viola as restricoes de gauge
entre as fungoes de Green e isso torna dificil avaliar a veracidade ou nao das solugoes encontra-
das. No entanto, ha um método de aproximacao que tem a virtude de preservar as identidades

Ward-Takahashi em todas as fases, denominado técnica de gauge [12 — 13].

4.4.1 Veértices com uma corrente

As funcoes de vértice vetorial e axial nao amputadas sao definidas, respectivamente, por:

AV (p,p") = iS(PTY (p,p')iS(p)

= [ dtaata O Ol (@)} 0)e (4.47)

A (p, ') = iS(P"TE“(p, p')iS (p)

- / e (O[T {52 (0)q(«)a(2)} 0y 7, (4.48)

sendo os I"s as correspondentes fungoes vértice amputadas [40]. A identidade de Ward-

Takahashi para o vértice vetorial é dada por:

/ a / / Aa )\a
(' =)y (p. ) = SW) 5 = 5 5(0). (4.49)
Da mesma forma, para o vértice axial, tem-se:
/ w,a / / /\a >‘a
(' = p)ull4" (P, P) = SW) 5% = 1575 S(P)- (4.50)

A técnica de gauge consiste em escrever solugoes tentativa (fungoes de vértices) com o proposito

de satisfazer as identidades de Ward-Takahashi, Eqs.(4.49) e (4.50). Para um sabor, escrevemos
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a solugao tentativa a partir da defini¢do da funcao de vértice vetorial (4.47) da seguinte forma:

A (p,p") =S (p,p')iS(p)
_ i e
[ dnto)

Inserindo nossa solucao tentativa na identidade de WT para o vértice vetorial (4.49), temos:

(4.51)

Aa A

(' = p)udS (P ()5 (p) = S() 5 — 5 5(p) (4.52)

Resolvendo o lado esquerdo,

S — P2iS) = iSW)W —w — p+ @) 2iS()

i) ) 2iS(0) — i0/)p + ) i)

=S (0 )+ 2 ST — 4TS ()

Aa A

=5() 5 — 5 50) (4.53)

Uma vez que a solugao tentativa (4.51) satisfaz a identidade de WT para o vértice vetorial,
logo, ela é uma solucao para a fungao de vértice vetorial. Seguindo os mesmos passos, obtemos

também uma solucao para a funcao de vértice axial, da forma:

a , 1 2wqt Ao 1
ANy (p.p') = /da)p(w) p,_w(v“— qzq )75— (4.54)

4.4.2 Relagao de Goldberger-Treiman

Uma consequéncia da identidade de Ward-Takahashi axial, valida apenas se p(w) # d(w)
é a ocorréncia de um polo pseudoescalar sem massa, identificado como Pion. Proximo ao
polo(¢> — 0), o decaimento do Pion, dado pelo vértice axial (4.54), ¢ dominado pelo acopla-
mento pseudoescalar. Neste limite, o vértice axial estd associado & funcao de onda do Pion

(correspondendo ao vértice P — ¢q) pela relagao

a q" .
A (p, p')|g—0 — —wa?Aﬂ(p,p/) (4.55)
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onde f é a constante de decaimento do Pion, de (4.55) obtemos entao que

T W gA, 0

7 —wfx ip—w

A% (p. ) = / duop(w) (4.56)

e podemos identificar sob a integral em w o acoplamento pseudoescalar entre os quarks e o Pion
por

gn(w) = — (4.57)

que é a relacao de Goldberger-Treiman.
Os resultados apresentados neste capitulo para o modelo espectral de quarks, servirao de
base e serao comparados com os resultados obtidos nas primeiras segoes do capitulo seguinte,

onde apresentaremos uma extensao do modelo, incluindo agora, diferentes sabores de quarks.



Capitulo 5

Modelo Espectral de Quarks SU(3)

Neste capitulo, apresentaremos uma versao do modelo espectral de quarks que objetiva
a descrigao da fenomenologia dos mésons leves formados por quarks de diferentes sabores. Os
resultados obtidos a partir do modelo resultante, para diversos observaveis mesonicos, como o
condensado de quarks, a polarizacao do vacuo, o decaimento fraco e a verificagao das identidades
de Ward-Takahashi para os mésons leves, foram comparados com os resultados conhecidos para
a validagdo do modelo. A formulacao aqui apresentada corresponde a contribuicao original

desta dissertagao ao desenvolvimento do modelo.

5.1 Modelo Espectral de Quarks SU(3);

A extensao do modelo espectral de quarks para a descricao de mésons formados por quarks
de diferentes sabores foi realizada de forma analoga a sua formulagao original. Entretanto, com
a inclusao do quark strange, torna-se necessaria a introducao de duas distribuicoes espectrais,
pu(W') e ps(w), com o objetivo de descrever as massas constituintes dos quarks up(down) e
strange respectivamente. Em outros modelos quirais, esta descrigao corresponde as versoes que
implementam a simetria SU(3). Na representagdo de Lehmann, temos entdo que os propaga-

dores dos quarks sao representados por:

Ss(p) = de;{wj} S.(p) :/de’;;/uiwg/. (5.1)

43
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onde w e W' sao as massas espectrais, p,(w’) e ps(w) sdo distribui¢oes espectrais para os quarks
up(down) e strange respectivamente e C' denota um contorno no plano complexo escolhido
adequadamente.

A seguir, a partir de calculos de alguns observaveis fisicos, determinaremos algumas con-

digoes a serem satisfeitas pelos momentos das fungdes espectrais p,(w') e ps(w).

5.1.1 Condensado de quarks

Na secao 4.3.1, vimos que o condensado de quark para um tnico sabor, em geral, é dado

por:

(qq) = —4@'Nc/dwp(w)wl. (5.2)

onde o traco é feito sobre o espaco de Dirac, N. = 3 é o nimero de cores e [ é a integral sobre
o momento p, resolvida no apéndice B. Seguindo os mesmos passos que na secao 4.3.1, para as

distribuigoes p,(w’) e ps(w), obtemos

) N. o
(55) = ~ 13 dwps(w)w {AQ + w? log <A2 i w2>} - (5.3)
_ Nc / / / / w/2
<uu> = _471'2 dw pu(w )w [A2 + w210g (A2 T w,2>:| . (54)

Agora, a finitude dos resultados para A — oo requer as seguintes condicoes:

Pu,l = Ps1 = /dwwpu<w) = /dwwps(w) - 07 (55)

Pus = Ps3 = / dww?p,(w) = / dww?ps(w) = 0, (5.6)

Assim, obtemos:

_ N, N,

(3s) = 1 /dw log(w?)w?ps(w) = —4—7T2p;73. (5.7)
_ Nc NC
(au) = e /dw/ log(w?)w"pu (o) = _Wp;’?" (5.8)

Novamente, observa-se que na fase perturbativa, sem quebra espontanea de simetria, onde

pu(W') = ps(w) = p(w) = p(~w) = §(w), teriamos (gq) = 0, uma vez que os integrandos de pf, 5
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e p, 3 seriam fmpar. Com as estimativas experimentais para os diferentes condensados [37] e
[41], dadas por
(tu) = (dd) ~ —(250MeV)?, (5.9)

(5s) = 1.08(uu) ~ —1.08(250M eV )?, (5.10)
(em escalas hadronicas tipicas de 0,5 - 1 GeV), podemos inferir os valores de p/ 3 e pf, 5. A partir
dos sinais dos condensados de quarks, temos

Pus = Psz > 0. (5.11)

5.1.2 Densidade de Energia no Vacuo

Como vimos na se¢ao 4.3.1, o tensor energia-momento para o modelo de quarks é definido

por:

0 (1) = A(r) L0 + 70 Ya(x) — ¢ L), (512

Agora, com as duas distribuigoes, p,(w’) e ps(w), a um loop de quarks temos:

(o)) = =in2 [ aipef) [ SEre{ Gt < [Gom 0 - - )|}

_ iNc/dwps(w)/ (;ijrl))”‘ﬂ{p ! —x B(Vupu ) — g — “J)} } — _4iN,

2 [awn o) [ SO [ [ERP 0

(2m)* p?—w? (2m)* p? w2
= Bg" + 04" (). (5.13)

onde 6" (x) é o tensor energia-momento para a teoria livre, avaliado p,(w') = ps(w) = p(w) =

d(w). A quantidade B é a densidade de energia no vacuo, dada por:

p—-inifa fan) [ TR [ [SE2] 6

|
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Resolvendo a integral em p, obtemos:

Nc / n, /2 2 2 w/2
O i (e e
2
+/dwps(w)w2 [A2+”210g <A2iw2>] } o

Para que B seja finita, temos as seguintes condigoes:

Puz = Ps2 = /dwwzpu,s(W) =0, (5.16)

Pud = Psa = /dww4pu,s<w) - Oa (517)

resultando em

Ne

B=—
1672

N,
{2 [ dmon(w) + [ dopfe’ 1og<w2>} = 2 ),

1672
(5.18)

No caso de quebra espontanea da simetria quiral, espera-se que (fog) < (foo)o, ou B < 0. De
acordo com a analise das regras de soma da QCD para o charmoémio [38 — 39], tem-se para trés
sabores,

9 «

B = —§<;G2> = — (22475 MeV)™.

Apesar da grande incerteza neste resultado, podemos afirmar que

(20,4 + Pia) > 0. (5.19)

5.2 Técnica de Gauge

Na secao anterior, assim como no capitulo 4, obtivemos as condicoes espectrais para
n = 1,2,3 e 4, entretanto agora, para distribuicoes espectrais distintas. A seguir, vamos
especificar os acoplamentos dos vértices com uma corrente para quarks de massas diferentes,
a fim de, a partir das identidades W'T, obtermos as funcoes de vértice vetorial e axial para

massas diferentes.
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5.2.1 Veértices com uma corrente

As funcoes de vértice vetorial e axial nao amputadas sao definidas como:

A (p,p") =iS.(p" )TV (p, p')iSs(p)

= / d*zd*z’ (0|T{J{"(0)g(a")q(z) }|0)e '~ (5.20)

A (p, p') =iSu (p")T5" (0. 1')iSs(p)

= [ dtad s O Ol gt o) (5.21)

respectivamente, sendo os I's as correspondentes fungoes de vértice amputadas [40]. No en-
tanto, em contraste com o resultado obtido em (4.51) e (4.54), agora temos um propagador
correspondente a um quark up/down e outro associado a um quark strange. Portanto, a iden-

tidade de Ward-Takahashi para o vértice vetorial fica:

4,Q /\a >\a
(' = Py (0, 0) = Sult) 5 = 556(p)- (5.22)
do mesmo modo, para o vértice axial, tem-se:
/ w,a / ’ >\a )\a
(" = )ulN" (0. 1) = Su(p) 575 + 9575 S (p)- (5.23)

A partir da técnica de gauge, construimos solugoes (fungoes de vértice) com o proposito
de satisfazer as identidades de Ward-Takahashi, Eqs.(5.22) e (5.23). Agora para dois sabores,
escrevemos a solucdo tentativa a partir da definicdo da fungdo de vértice vetorial (5.20) da

seguinte forma:

AlXL/’a (p7 p,) =15y (p,)rl(/’a (p7 plﬁss (p)

5/mmwmwmw>

(5.24)

Inserindo nossa solugdo tentativa na identidade de WT para o vértice vetorial (5.22),
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temos:
/ . / a AW / )\(1 )\a
(1" = P)dSu(P )1 (p,9)iS (p) = Sulp)) 5 = 575(p); (5.25)
Resolvendo o lado esquerdo,
. / " >‘a . . / " / / )‘a .
1Su(P) (0 = )55 (p) =iSu(P) (' — ' =P +w — (w = ) 5i5:(p)

—iSU ) — ) A2iS.(0) — S0P + ) iS4 (p)

— iSu0) — W)i2S,() = Sl TSk

ST T2 S) + S0 — ) 22S.()
=S0) 32— 225 (0) + 18,0 — ) 2. ). (5.26)

Nossa solugao tentativa (5.24) satisfaz a identidade de WT para o vértice vetorial a menos de um

termo, que pode ser utilizado a fim de corrigir & solucao tentativa original, para encontrarmos:

i (W —w)g"\ Ay @
A N = [ dudwp,(W)ps B — . 5.27
onde ¢" = (p' — p)*, agora, portanto, ela é uma solucdo para a fun¢do de vértice vetorial. E

no limite do modelo 1 (modelo espectral de quarks para um sabor apresentado por [9]), obtido

pela substituicao de ps(w) = 6(w — '), obtemos

i pa 1

/p/_wv - (5.28)

A (p, ) = / duop(w)

que é exatamente o resultado esperado (encontrado no capitulo 4). Seguindo os mesmos passos,

obtemos também uma solucao para a funcao de vértice axial nao amputada,

(5.29)

"1 dop( i RS AW
AZ’ (p,p)Z/dw dwpu(w )ps(w)z’m(v#_ﬁ) 5a

q> 2p—w'

que no limite do modelo 1, reproduz exatamente o resultado esperado:

1a N ) M_2wq“ ﬁ 1
N5 ) = [ donte) 5 (= 2 Yo (5.30)
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5.2.2 A Relacao Analoga de Goldberger-Treiman para o Kaon

No capitulo 4, vimos que uma consequéncia da identidade de Ward-Takahashi axial
é a ocorréncia de um poélo pseudoescalar. Para o caso de massas diferentes e proximo ao
polo(q?> — 0), o decaimento do Kéon, dado pelo vértice axial (5.29), ¢ dominado pelo acopla-
mento pseudoescalar. Neste limite, o vértice axial esta associado a funcao de onda do Kéaon

(correspondendo ao vértice k — ¢q) pela relagao
AR / —2 ﬂA“ / 5.31
WD) g0 — fkq2 Mo, p'), (5.31)

onde fr é a constante de decaimento do Kéon. De (5.31) obtemos entao que

i (WHw) A 0

— 2fk Y 7?—&}7 (532)

Ai(p.p') = / duw'dwp, (W) ps(w) J

e podemos identificar o acoplamento entre os quarks e o Kéon por

W+ w

2f

gr(W'w) = (5.33)

que ¢ a relagdo aniloga de Goldberger-Treiman para o Kéaon [42].
A partir da técnica de gauge, foi possivel encontrar as funcoes de vértice ndo amputadas
vetorial e axial para as duas distribui¢oes p,(w') e ps(w), equagoes (5.27) e (5.29). Nas se¢oes

seguintes, iremos utiliza-las no calculo de alguns observaveis fisicos para o méson Kéon.

5.3 Polarizacao do Vacuo

De acordo com a Teoria Quantica de Campos (TQC), o vacuo entre as particulas inte-
ragentes nao é simplesmente um espaco vazio. Em vez disso, ele contém pares de particula-
antiparticula "virtuais"(léptons ou quarks e gluons), que sao criados a partir do vacuo nos
valores de energia limitados no tempo pela versao tempo-energia do principio da incerteza de
Heisenberg. Estes pares particula-antiparticula transportam varios tipos de cargas, como a
carga de cor se eles estao sujeitos a QCD, como quarks ou glions, ou a carga eletromagné-

tica se eles sao léptons eletricamente carregados, por exemplo, pares elétron-positron virtuais.
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Tais pares carregados atuam como um dipolo elétrico. Na presen¢a de um campo elétrico, como
exemplo o campo eletromagnético em torno de um elétron, estes pares de particula-antiparticula
reposicionam-se, de modo a neutralizar parcialmente o campo (um efeito de blindagem parcial,
um efeito dielétrico). O campo, por conseguinte, vai ser mais fraco do que seria esperado se
o vacuo fosse completamente vazio. Esta reorientacao dos pares de particula-antiparticula de
curta duracao é conhecida como polarizagao do vacuo.

A um loop, a contribuicao de um par quark-antiquark para a polarizacao do vacuo é
calculada a partir da funcao de correlagao vetorial, que é construida fechando uma linha de

quark no vértice vetorial ndo amputado (5.27), o que resulta em:

M) = [ atae o= QT RO = -, [ S 21 M+ g ] 630

A contribuicao do par quark-antiquark (up-antiup/down-antidown) para a polariza¢ao do

vacuo é entao escrita como:

dp i
T pa,vb o / ! -
ZH\/V (Q)uu Ne / dw dwpu(w >pu(w) / (27T)4TT |:ﬁ, - (7

W =)\ i N
q2 2 p _ w%/ 2 )
(5.35)

onde p’ = p+¢q. Note que a parte que multiplica o integrando (“’/TI# ¢ impar, e se anula, pois

o dominio de integracao é simétrico. Assim, ficamos com:

i d*p i Ao 1 Ap
ZH/\j‘} b<q)uu = _Nc/dw/dwpu(w/)pu<w)/ (27T)4T7“ |:I/l _ w/»)/li?p . w%/?:| ) (536)
Calculando o traco no espaco de Dirac [ver Apéndice B|, obtemos:
d'p p"p” —p'pg" + p"p" + wwgt”
% (@) = ANOop | dw'dwpy(w)pu . (5.37
tlyy (q) b/ w awp (w )p (CO)/ (27_‘_)4 (p/g o w/g)(pg o wQ) ( )
utilizando a parametrizacao de Feynman:
1 1
— = d 5.38
AB /0 “[(A=B)z + B (5.38)
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chamando A = (p”? — w™?) e B = (p? — w?), temos que:

1 1 1
(p/2 — w/2)(p2 _ w2> = /0 dx[(p i qm)Q — 5]27 (5.39)

onde Z = (—¢*z(1 — z) + (w? — w?)z + w?). Agora fazendo o "shift"p — p — gz, temos que:
/ /
P =ptq=p-qr+q=ptq(l-z);  pp=pp—qqr(l-x);  dp=d(p+qr)=dp. (5.40)
Fazendo as mudangas necessérias, a equagio (5.37) se torna :

1
iH’(fﬁ}”b(q)uﬁ :4Nc(5ab/dw’dwpu(w’)pu(w)/ dx
0

X / d'p 2p"p” —2(¢"q" — ¢*g")x(1 — x) — [¢*x(1 — z) — W'w + p*|g"”

(2m)* [p* —EJ? ’
(5.41)
podemos reescrever o argumento do terceiro termo como:
Pr(l—z)—ww = ¢?2(1-2)— (W?—w?)r—w?+(W*—wH)z+w? —w'w = —E+(W?—w?)r+w?—ww,
(5.42)

logo,

1
Z'H!\ja{/yb(q)uu :4Nc5ab/dw/deu(w’)pu(w)/ dx
0

o [ d'p PP w [ PP —E4 WP - ez +w? — W)
. @i -2 (2r) [ — 2P

—2(¢"q" — ¢°g")x(1 — ) / dp 1 (5.43)
(2m)* [p* = E]? ) '
rearranjando os termos, temos:

1
T (@) =ANeSu / 4 dwop, (W )pu(w) / da
0

' {2[1 — gy — ¢"[(W* =Wz + W = )| — 2(¢"q” — ")z (1 — x)b}’

(5.44)

Resolvendo as integrais Iy, I; e I e utilizando por simplicidade a regularizacao dimensional
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[43] (a resolugdo das integrais se encontra no apéndice B), obtemos:

1
iH“‘/‘ﬁ}”b(q)uu :4Nc(5ab/dw’dwpu(w’)pu(w)/ dx
0

: »
X (42)2{29 Sa — g"Ed — " [(w? — whr 4+ w? — Www)](a — 1)
m

gt — @ )e(l - a)(a 1>}, (5.45)

onde

m| &

a:[gﬂ—wl@g( )+0<e)]. (5.46)

com os dois termos que se cancelam, ficamos com:

a,v _gwj + quV = NC v
@) = (L ) () — 0 (5.47)
onde
_ N 1
Iy (¢*) = 4—62 /dw/dwpu(w/)pu(w)/ da:{ —2z(1 —z)(a — 1)}, (5.48)
n 0
e

I, = /dw’dwpu(w’)pu(w)/o drg"[(W? — W)z + W — Ww)|(a — 1), (5.49)

O primeiro termo da equacao (5.47) preserva a invariancia de calibre da polarizacdo do
vacuo, e para que isto seja assegurado para toda a expressao, o segundo termo deve se anular.

Portanto, substituindo o valor de « e integrando em z o segundo termo (I,), obtemos

= [ @duppuo] w2 - |- 7 BT (L osl) = onlT)

e 2 2 2 (W? —w?)?
| [WPelog(w?)] | [ww? - Tw — %uﬂ])}
(W — w22 (W2 — w?)?
+(w? — Ww) E o+ log(am) — & log(z‘:;) :5§>log(”2>] + 1} } (5.50)

Pelas condigoes espectrais, a finitude do resultado exige que:

Plu = Pl1s = /dw,w,pu(w/) - /dwwpu(w> - 07 (551)
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Pou = P2 = / dw'w py (W) = / dww? py(w) = 0, (5.52)

as divergéncias desaparecem, logo, I, se torna:

e e )

(5.53)

Definindo os novos momentos espectrais como:

1 [w"log(w™) — whlog(w?)]

o = [ astop (o) 3R ) Z Rl (5.51)

e
‘ [w3wlog(w?) — wiw' log(w?)]
3 / dw’dwpu(w’)pu(w){ s . (5.55)
temos que
I,=0 — o3 (5.56)

No limite do modelo 1, I, se anula com a condicao (5.52), como esperado. Para o nosso modelo
SU(3y), entretanto, a expressao (5.56) define uma nova condicdo espectral, ou seja, exigindo-se
que o modelo preserve a invariancia de calibre, temos

ol = g3l (5.57)

uuy uY

Seguindo os mesmos passos, obtemos também a contribuicao do par quark-antiquark

(strange-antistrange) para a polarizagao do vacuo,

La, vV _guy + q,uqu = Nc
T3 (@)es = Oa (—) My (¢*) —

p Ts0ag" T (5.58)

cOoI1m

6 = 25 [ adapp) [ o ~2ati-@-n} a9

1
I, = /dw’dwps(w’)ps(w)/ dzg"|(W? — W)z + W —Ww)|(a—1) =0 — 631 =0. (5.60)
0
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que também preserva a invariancia de calibre da polarizacao do vacuo.

5.4 Decaimento fraco do Kaon

A constante de decaimento fraco do Kéon, é definida como:

(014 (=) m(q)) = i frguape’™”, (5.61)

e pode ser calculada atravéz da funcao de correlagao axial, a partir da seguinte relacao:

S ) = [ e 1O () T30} 0)

WV
= z’f,f&ab% +o (5.62)

Novamente, assim como no calculo da polarizacao, fechamos uma linha de quark no vértex axial

nao amputado (5.29) e contruimos a func¢ao de correlagao axial. Resultando em:

—il1“%"*(¢q) = —N, Ak I
Ulgp (q) c (271')4 r A( +q, )7”75

2
, , d*k
= —Nc/dw dwﬂu(“)ﬂs(“})/w
i (WHw)g"\ A i b
T p_ \W THEA N, Ca v, b _

onde k' = k 4+ q. Observe que a expressao acima envolve apenas um vértice completo, v* —
(”U;# e um vértice nu, 7”75%. Isto é necessario para evitar dupla contagem e estd em
conformidade com o método de Pagels e Stokar [44]. Calculando o trago no espaco de Dirac da
equagao (5.63)|ver apéndice B|. Obtemos:

d*k 1
-rTpa,vb _ / !
—iIl%" (q) = 4Nc(5ab/dw dwpy (w )ps(w)/ 2 (2 — ) (k2 — w?)

! q,u v v /QQM v QQM v aR% uv1.0o 1.0 / Nz
X ww?(lﬁ - k") +w ?k —w ?k — 2E"MEY 4+ "MKk 4+ w'wg (5.64)




CAPITULO 5. MODELO ESPECTRAL DE QUARKS SU(3)r 55

A parametrizacao é a mesma utilizada no calculo da polarizacao, trocando p por k. Assim, a

equagao (5.64) fica:

1
—ilI4%5 (q) = 4Ncéab/dw’dwpu(w')ps(w)/ dx
0

N {w'wﬂ/ d*k kY — ¢’z —w'wﬂ/ d*k kY 4+ ¢“(1 —x)
?) enie—zp “Ye ) i e-ap
w’Qﬂ d'k kK —q'z w2ﬂ d*k kY4 ¢“(1 —x)

¢ ) @rtRe-2F ¢ /) @2m)t [R-EP
/ 'k kR — ¢tq’a(l — 1) N gw/ 'k K — @x(l—z)
G e -gp Gr' k2P
4 1
+ w’wglﬂ// (;lﬂk)ll [k2 — E]Z} (565)

As integrais em k¥ desaparecem uma vez que o integrando é impar, restando apenas as inte-

grais I, e Iy, I3 que também foram calculadas utilizando por simplicidade via regularizacao

dimensional ( ver Apéncide B).

1
—iIT4% (q) =4N 04 / dw'dwp, (W) ps(w) / dx
0
p m p p
X { — w’wZ—Qq”xlg — w’wZ—Qq”(l —x)ly — w’zg—Qq”xfz — w2g—2q”(1 — )l

—2[ — ¢"¢"x(1 — 2) ] + ¢"'[I5 — ¢*x(1 — z) L]

- w’wg‘“’IQ} (5.66)

Substituindo os resultados das integrais e rearranjando os termos, obtemos:

a,V NC !
I54(0) = = st [ ddop@pe) [ data—1)

% ngv "
X { — qqgl r(ww + w?) — qq;] (1 —2)(Ww+ w?) —|—2qqg

v

¢r(1— 1)

+ g" (W — w?) + w® + Ww) — 2" ¢z (1 — x)} (5.67)
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No limite em que ¢*> — 0, temos:

4
(W? — w?)x + w?

Ne o ¢"¢” T
:4—71'2(5ab_q2 /dw’dWPu(w/)ps(W)/o dz |:E — v+ 10g

{(w'2 — Wz + (Ww+ w2)} (5.68)

a,vb
157" (q)

integrando em x, ficamos com:

N e 1 1 log(4
150) ~50a L [ o) [ an{ @ -1 - 34 RET
0

T An? e 2 2
l[w/4 log(w’Q) - w4 log(wQ)] B [w2w/2 log(w'Q)] [w/2w2 o lew/4 o %wﬂ
(2 (w/2 _ w2)2 (w/2 _ w2)2 + (w12 _ w2)2 ):|
() |2 =y ¢ loglam) - EECEm Bl [ o)

A quebra espontanea de simetria quiral implica em um polo na correlacao axial-axial, com
o residuo proporcional ao quadrado da constante de decaimento fraco do Kaon. Resultando

em:

i e /dw’dwpu(w’)ps(w) /01 d:p{(w’Q —w?) F Ty log(47)

" 4n? e 2 2
(Lt o) _ ) % — = %wﬂ)]
2 (WIQ _ w2)2 (W’Q _ W2)2 (W’Q _ W2)2
+ (o + o) E 4 log(dm) — k’g(zﬂ) :SQ)IOg(W Iy 1} } (5.70)

A finitude do valor para f, exige as seguintes condicdes espectrais:
Plu = P1s = /dw’w/pu(w’) = /dwwps(w) =0 (5.71)

= s = [ @ipu(el) = [ o) - (5.72)

Portanto,
N, 1 [wlog(w”) — wllog(w?)]  [W3wlog(w?) — w3w' log(w?)]
9 c
fi =— A2 /dw,deu(W/)Ps(W){ﬁ (W02 — w?) + (W2 — w?)
Ne
S AT 657
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O valor da constante de decaimento do Kaon pode ser usado para determinar a relacao

40 31

entre 0. € 0

s € oo, e podemos inferir que o sinal é, obviamente,

(020 4+ o31] < 0. (5.74)

us

A partir da expressao (5.73), no limite do modelo 1, obtemos

N,
7= =25 [ dplw)e? og(w?) = -
m

N,
TS (5.75)

que coincide com o resultado apresentado por [9] para o decaimento fraco do pion.
No limite de massas iguais, fazendo-se p,(w) = ps(w), obtemos uma nova expressao para

o decaimento fraco do pion:

N, 1 [wlog(w™) — wllog(w?)]  [wBwlog(w?) — w3w' log(w?)]
2 c
f7r = — 4_7T2 dw’dwpu(w/)pu(w){§ (w’2 — w2) + (w’2 — wQ)
Ne
== 500 T oul (5.76)

e usando (5.56), obtemos que

N, N,
2 _ o 40 _ ¢ o 31
2= e 20, = e 20, (5.77)

de onde podemos obter os valores de 020 = ¢3! a partir do conhecimento do valor experimental
de f2.

A partir da nossa abordagem, obtivemos as expressoes para a polarizacao do vacuo e
o decaimento fraco do Kéon, utilizando duas distribui¢oes diferentes. Em especial, o calculo
da polarizacao do vacuo resultou em uma parte invariante de gauge somada a outra parte,
relacionada aos novos momentos espectrais, impondo uma nova condigao espectral, de forma a
preservar a invariancia de calibre. Obtemos também a expressao para o decaimento fraco do
Kéaon que pode ser usada na obtencao dos valores dos momentos espectrais do modelo. Por
conseguinte, uma nova expressao para o decaimento fraco do pion também foi obtida, diferente
do modelo original, com duas distribuigoes distintas. Foi possivel comparar todos os resultados

com o modelo original (para quarks de massas iguais) [9].



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, desenvolvemos uma abordagem do Modelo Espectral de Quarks que per-
mite a descricao da fenomenologia de mésons leves, incluindo-se trés sabores de quarks. Este
modelo é construido de forma a ser finito e livre de singularidades, utilizando-se a forma ge-
neralizada da representacao de Lehmann para o propagador do quark, a Técnica de Gauge e
condicoes espectrais que surgem a partir de exigéncias fisicas naturais como normalizacao e
finitude dos observaveis.

A extensao do modelo espectral de quarks para a descricao de mésons formados por quarks
de diferentes sabores foi realizada de forma anéloga a sua formulacao original. Entretanto, com
a inclusao do quark strange, construimos duas fungoes espectrais distintas e mostramos que é
possivel a obtencao de funcoes de vértice que relacionam os propagadores espectrais e satisfazem
as identidades de Ward-Takahashi correspondentes. Em contraste com as fungoes de vértice
obtidas na formulacao original do modelo, as novas fungoes envolvem agora duas distribuicoes
espectrais, com uma estrutura analitica distinta, mas que reproduz os resultados anteriores no
limite no qual uma das distribui¢oes é excluida. A presenca das duas distribuicoes leva também
ao surgimento de novos momentos espectrais anteriormente ausentes.

A partir de calculos de alguns observaveis fisicos, como condensados de quarks e densidade
de energia no viacuo, obtivemos expressoes que relacionam algumas condigoes a serem satisfeitas
pelos momentos das fungoes espectrais p,(w) ps(w) e também os vértices vetorial e axial do
modelo que satisfazem as identidades de WT. A partir desses vértices, foi possivel obtermos
a relacao andloga de Goldberger-Treiman para o kdon. Outros resultados obtidos a partir

dos vértices determinados foram a polarizacao do vacuo e o decaimento fraco para o kion.

o8
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Estes dois ultimos resultados sao significativamente diferentes dos obtidos no modelo original,
mas reproduzem os resultados anteriores nos limites adequados. Em particular, o calculo da
polarizacao do vacuo resulta em uma parte invariante de gauge somada a outra parte, que
se relaciona aos novos momentos espectrais que, para que esta invariancia seja preservada,
impoe uma nova condicao espectral. Obtemos também a expressao para o decaimento fraco
do Kaon que pode ser usada na obtencao dos valores de alguns dos momentos espectrais do
modelo. Todos os resultados podem ser utilizados para célculos nos limites de massas iguais,
reproduzindo os observaveis do pion, e no limite que reproduz o modelo original (para quarks
de massas iguais), permitindo a comparagio do presente resultado com o apresentado em [9].
Como principal conclusao e contribuicao deste trabalho, mostramos que ¢ possivel for-
mularmos um modelo espectral de quarks que envolva duas diferentes distribuicoes espectrais,
permitindo a descricao de observaveis de mésons constituidos por quarks de diferentes mas-
sas. Uma das perspectivas para o desenvolvimento futuro do presente trabalho é a obtencao
de outros observaveis do kdon que possibilitem a determinacao de um conjunto completo de
momentos espectrais que possa ser usado para previsao de outros observaveis, como fatores de
forma, por exemplo. Também a extensao do modelo para a obtengao de observéiveis de mésons
constituidos por quarks pesados é uma perspectiva promissora, em especial devido & finitude do
modelo espectral de quarks, o que elimina as dificuldades da relagao entre as escalas de energias

envolvidas e os valores dos cortes ("cutoff") envolvidos em outros processos de regularizagao.
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Apéndice A
Notacoes e Convencoes

Neste apéndice, apresentaremos as notacoes e propriedades, que foram utilizadas ao longo

do trabalho.
As matrizes de Pauli sao um conjunto de trés matrizes 2 x 2, Hermitianas e unitarias.

01 0 —1 1 0
= ) T2 = ) T3 = )
10 0 0 —1
Denotadas aqui por 7 em representacao a simetria de isospin. Elas se transformam atréves das

transformacoes unitarias, que representam rotacoes de isospin.

00

Um)=e"2, j=123 (A1)

Obedecem as regras de comutacio do grupo SU(2):

(75, Tj] = 2i€Tk (A.2)

e a relacao de anticomutagao:

{TZ‘, Tj} = 26UI (A3)

onde ¢; ; , € o simbolo de Levi-Civita, d;; é a delta de Kronecker e I é a matriz identidade 2 x 2.
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Outras propriedades importantes:

10

Ti2 = 7'].2 = 7']3 = =17 (A4)
01

det(1;) = —1 (A.5)

Tr(r;) =0 (A.6)

As matrizes de Dirac, ou matrizes gama {79, 71, 72,73} $a0 quatro matrizes 4 x 4, unitérias:

I 0 4 0 7

onde I sao matrizes identidade 2 x 2, 0 sdo matrizes nulas também 2 x 2 e 7% as matrizes de

Pauli. A covarincia entre as matrizes -y é definida por (notagao de Einstein):

’Yu = QMV’YV = {707 _717 _727 _73}7 (A7)
Relacao de anticomutacao:
{7} = 29" 1, (A.8)
10 0 0
0 -1 0 0 : : : o
onde g" = g, = ¢ a métrica de Minkowski e 4 é a matriz identidade
0 0 -1 0
0o 0 0 -1

4 x 4.
A partir das matrizes v podemos definir a seguinte matriz auxiliar:
N N 3 (A.9)
que possui algumas propriedades importantes como:

(Y")' =~° (hermitiana), (v°)? = 14, (A.10)
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e anticomuta com as quatro matrizes v:
(v’ 7"} ="y +949° = 0. (A.11)
A notacao slash de Feynman é definida por:
d = a'y, = a, " (A.12)
para qualquer quadrivetor a.

As matrizes de Gell-Mann sao uma representagao de geradores infinitesimais de um grupo
unitario especial chamado SU(3). Tradicionalmente denotadas por \,, com a = 1,...,8, sdo

matrizes 3 X 3 definidas como:

010 0 —i 0 1 0 0
AMM=1100 |, =14 0 0|, =10 -1 0 |,
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 000
M=]100 0|, =100 0 [, =100 11,
1 00 i 0 0 01 0
00 0 1 0 0
=100 —i |, Xd=| 01 0
0 i 0 00 —2

Sao Hermitianas (Al = \,) e o trago destas matrizes é dado por:

Trida =0,  Tr[AXs] =20, (a,b=1,...,8). (A.13)



Apéndice B

Resultados ateis

Neste apéndice, aprsentaremos provas e caculos de alguns resultados utilizados ao longo
do trabalho.

» Prova da identidade (4.12). A identidade (4.12) é:
/d wipw) =p"S(p) -y~ n=12.. (B.1)
p w 7 Y )

Substituindo do lado direito da identidade o propagador do quark na forma (4.1), temos:

Jugtr [

dwpp(_—c)d(p" —w") = —p" 1, (B.2)

utilizando a relacao:
0

Prewt=(p—w) Z ipiwjéfﬂl (B.3)

i=n—1 j=0

provada por inducao. Em seguida, ficamos com:

dw ; w Z prjdznﬂl - n '

i=n—1 j=0

- / dop(@) (" + P2+ o+ 2 1) = —p!
[ dwp(e) - [ duplo = (B.4)
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Agora, utilizando as condi¢oes espectrais (4.2) e (4.3), temos que:

/dcup(w) =1; /dw,o(w)w”l =0 n > 1.

Logo:

_ pnfl — _ynfl'

» Verificacdo da relagao de recorréncia (4.18):

n 1 2 n—2 1

Fazendo a substitui¢ao p? = (p* — w?) + w?, temos que,

1 1
/dww"p(w)— = /dww” 2 M dww"p(w) ———
P Rir=— o

e pela condicao espetral (4.3), temos que:

/dww"Qp(w) =0 n>2,

Logo,

/dww p(w)p2 — = /dww p(w)m.

» A integral I, utilizada no calculo dos condensados de quarks é dada por:
= / d'p dp 1
(2m)" p* —w?
onde p? = (p°)% — |p]°. Fazendo-se a substituiciio de variaveis:
P’ =ik, p=k

teremos:

d*p = dpdp'dpdp® = idk°dk' di*di® = id*k.

n>2,
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(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)
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P = (K2 — |k = —k2. (B.14)

, d*k 1
I= —Z/(— (B.15)

27r)4 k2 + w?’

Temos entao que,

Fazendo a mudancga para coordenadas hiperesféricas (ou polares 4-dimensionais), temos:
d*k = k3dkdpsenddfsen>Ed¢, (B.16)

onde k = vk2. Assim, utilizando o cutoff A, obtemos:

o = 4 Adk K
I = —i/ d¢/ sen@d@/ Senzfdf/ PSRV 2
0 0 0 0 (27T) k2w

2 X 2 X T /A dk K
= —Z T —_ -
2 Jo (27)4 k2 4+ w?

A 3
dk k
— ;9.2 -
- /0 (2m)* k2 + w?’ (B.17)

fazendo divisao de polindémios:

k3 (k* + w?)k — w2k w?k

= k- — B.18
k? 4+ w? (k% 4+ w?) (k% 4+ w?) (B.18)
I entao fica: N )
1 wk

I=—1— k———— |dk B.19
"8 /0 ( k% + w2> ’ (B-19)

Finalmente, resolvendo as duas ultimas integrais triviais, obtemos:

-1 2 2 w’

I= T [A + w” log <A2 +w2)} (B.20)

» Operagoes de traco, utilizadas no calculo da polarizagao do vacuo e decaimento do Kéaon.

No caso da polarizacao do vicuo, a equacao do traco é:

Tr,=Tr|i(y + w')y“%i(y) + w)y”% (B.21)
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mas pelo apéndice A, sabemos que:

agora ficamos entao com:
Try = =0aTr[(y +w )" (p +w)’]
expandindo os termos, temos que
Try = =0 Tr[fy"py” + Pyt 'wy” + W'y py” + w'ytwy]
pelas propriedades do traco, Tr[A + B] = Tr[A] + Tr[B], logo
Try = =ba{Trlfy"pr"] + Tripy"y’] + Triwy"py"] + Triw'y"wr"]}
Resolvendo os tracos um a um, temos:
Trify"py”] = Triy 'y "1 = A(p"p” — v'pg™ + p"p")

Trif vy wy"] = Tr[y*v"~"]p' =0
Trlwy"py’] = Trly"y* " =0

Triw'y*wy"] = w'wTry*y"] = dw'wgh”
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(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)
(B.28)

(B.29)

onde usamos que f = 4"k, e traco de um namero impar de matrizes y* & zero. Substituindo

os resultados (), obtemos

o Try = =464 (p"p” — p'pg"” + 0"t + g"w'w)

No caso decaimento do Kéon, temos o seguinte traco:

‘ " w)g” Aa . LA
Try="Tr [z(k[' +w') (7” _ e q2w>q )7571(% +w)y 75517

pela equacao (), e rearranjando os termos ficamos com:

Try = 6 Tr[(K + ') (W + wZ—Z%(% + W)V ys — (B 4 W)y s (§ + w)v )

(B.30)

(B.31)

(B.32)
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expandindo os termos, temos que

q" v q" ” q" Y
Try, = 5ab{T7’[]¢”W/?75k7 Vs) + TTWWIF%WW vs) + TT‘WW?%J{W Vs)
]z[/ 2q# v /2qﬂ v quu v
+ 1| ?’75’7 ¥s) + Trlw ?%%’V vs) + Triw q—Q%w’V Ys)
+T ! qu v T / q“ v T h[/ m v
7w w?%kv ¥s] + Trlw w 3N V5] — TrE A" ysky" 5]
— Trllf v y5wy"ys) — Triw' v vsky 5] — Triw'wy 57 ys) } (B.33)

uma vez que trago de um nimero impar de matrizes v é zero 0. A equagao () se reduz a:

q" y q" v q" y
Try, = 5ab{w’wq—2T7“W%7 V5] + w2?TT[/¥’757 V5] + w’2q—2TTh5%7 s]

m
+ W’wZ—QT rlvsky ys) = Trll v sk 5] — w'wTr[y 57" s} (B.34)

Utilizando as propriedades dos tragos e das matrizes v (apéndice A), resolvendo um a um,

temos:
Trllys7"ys) = —Tr[y"y" k" = —4k" (B.35)
Trivsky"vs) = Tr[y* " k" = 4k” (B.36)
Tr{l v ysky"ys) = Triy 977" = A(K"E = K kg™ + kYY) (B.37)
Triy*ys7 ys) = =Tr[y"y"] = —4¢" (B.38)

Substituindo os resultados (), obtemos

qﬂ

m
Ty (w? — koL ok 4 g (KR + W B.39
q2

S Try =400 | (K — K" )w'w 5
q

» Céculo das integrais Iy, I, I e I3, utilizadas no célculo da polarizacao do vacuo e no

decaimento do Kéon. Para as quatro integrais, no espaco de Minkowski e em d dimensoes

d'k 1 _(=)™l(n—9) 1 n—g
[ermer = amt o (&) (B.40)

Ak L2 B (—1)(”71)ic_if‘(n _ %l —1) i n—g-1
/ @2m)d (k22" 4m: 2 T(n) ( ) (B.41)

temos que |[|:




72

—_—
—

APENDICE B. RESULTADOS UTEIS
n—d_
/ﬁﬂk Rk _ (D" NigTln =g —1) (1Y (B.42)
oI =2 (mi 2 T \Z |
para o nosso caso, d =4 — € e n = 2. Portanto temos que:
4=k 1 i D(E—1)/1\27!
Iy = = — -2 — B4
0 / (2m) -9 (k2 — 2) (4m> s I(1) (E) (B.43)
resolvendo termo a termo,
(4m)37% = (4m) "2 (4m)3 = ) [1 + glog(élw) + 0(62)} (B.44)
571 1\ 1/1\? 1
) - (E) <E> - 5{1 + % log (E> + 0(62):| (B.45)

—
—_—

< 1
expandindo I’ (% — 1), utilizando as propriedades das funcoes gama, no limite ¢ — 0, obtemos:
(B.46)

[

€ 1 2

N=-—-1)=- - — O
(3-1) =) [ -ve

aqui v ¢ a constante de Euler- Mascheroni (v ~ 0.5772). Substituindo B.23, B.24 ¢ B.25 em
B.22 e fazendo os produtos, [ entao fica:
= — =241 y4108 () 10 (B.47)
= =|- — og | = € :
07 (4r)2T e 7 S\ E
ou
i
Iy = = B.48
0 (4)? “ ( )
onde 5 A
a= {— +1—v+log (;) + O(e)] (B.49)
€ =
I, é dada por:
Ak kPR o T(g—1)/1\>"
hz/ ___ 9 L -1 - (B.50)
(2m)(4-9) (k2 — 2)2 2 (4m)*2 T'(2) \E
e resulta em: . 5 A
i s
L =— W=El—-+1— 1 — @) B.51
e TeTSEL L+ 7+0g(5>+ @] (B.51)
L=i ' =) (B.52)
=— =« :
' o (am??

ou
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Para I, temos:

I = / : d*=<k 1 _ 1 ')

2m) =9 (K2 — B2 (47)2- & pé) ) (B.53)

uma vez que

(é)Q - {1 + glog (é) + O(@)} (B.54)

L= (4;)2 E — ~ +log (47T> + O(e)} - (4;)2(04 ~1) (B.55)

Logo I resulta em:

Finalmente para I3, temos que:

ls= / (2d7:>_<i> (k2 Ifzﬁ - _W(Q - g)%(%)l (50

substituindo B.25, B.26 e B.27 em B.30 e fazendo os produtos, obtemos:

? 1

Iy =275 E + % — 7 +log (g) + O(e)} = 2W5(a -3 (B.57)
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