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RESUMO

MODELO ESPECTRAL DE QUARKS SU(3)f

Eduardo Antonio dos Reis

Orientador: André Luiz Mota Co-Orientador: Edson Wander Dias

Resumo da dissertação de mestrado apresentada ao Programa de Pós-graduação em Fí-

sica associação ampla UNIFALMG/UFLA/UFSJ do Departamento de Ciências Naturais da

Universidade Federal de São João del Rei, como parte dos pré-requisitos necessários para obter

o grau de mestre.

Este trabalho apresenta os primeiros resultados de uma extensão do modelo espectral de

quarks, que inclui diferentes sabores. O modelo espectral de quarks é uma abordagem baseada

em uma generalização da representação de Lehmann para o propagador do quark. Invariância de

calibre e quiral são asseguradas com a ajuda da técnica de gauge, que fornece soluções especí�cas

para as identidades Ward-Takahashi. Condições gerais sobre as função espectrais de quarks

seguem a partir de exigências físicas naturais. Em particular, a função é normalizada, e todos

os momentos positivos devem desaparecer, enquanto os observáveis físicos �cam dependentes

dos momentos negativos e os chamados momentos log. Como consequência, o modelo é �nito.

A inclusão de diferentes sabores de quarks no modelo, a partir da determinação das duas

funções espectrais diferentes e funções de n-pontos construídas a partir das identidades Ward-

Takahashi, permite a descrição física do méson káon, um méson considerado leve, constituído

por um quark up e um strange. Algumas previsões e relações foram deduzidas a partir de nossa

abordagem, como condensados de quarks, polarização de vácuo e decaimento fraco para mésons

leves.
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ABSTRACT

SPECTRAL QUARK MODEL SU(3)f

Supervisor: André Luiz Mota Co-Supervisor: Edson Wander Dias

This work presents the �rst results of an extension of the spectral quark model which

includes di�erent �avors. The spectral quark model is an approach based on a generalization of

the Lehmann representation for the quark propagator. Gauge and chiral invariance are ensured

with the help of gauge technique which provides particular solutions to the Ward-Takahashi

identities. General conditions on the quark spectral function follow from natural physical

requirements. In particular, the function is normalized, it's all positive moments must vanish,

while the physical observables depend on negative moments and so-called log moments. As a

consequence, the model is made �nite. The inclusion of di�erent �avors of quarks in the model,

from the determination of the two di�erent spectral functions and n-point functions constructed

from Ward-Takahashi identities, permits the physical description of meson kaon, considered a

light meson constituted by an up and strange quark. Some predictions and relations were

deduced from our approach, as quark condensate, vacuum polarization and weak decay for

light mesons.
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Capítulo 1

Introdução

A teoria correspondente ao estudo da interação forte � a interação entre as partículas

sub-atômicas, responsável, por exemplo, pela coesão dos núcleos atômicos, é conhecida como

Cromodinâmica Quântica (QCD, da denominação em língua inglesa Quantum Chromodyna-

mics). Do ponto de vista das partículas mais fundamentais conhecidas atualmente, a QCD

descreve a interação entre quarks � os constituintes sub-atômicos da matéria, portadores de

carga forte, chamada de cor (daí a denominação �cromodinâmica�) � através de mediadores

chamados glúons, os quanta do campo cromodinâmico.

No regime de altas energias, a intensidade da interação forte é pequena, tendendo a zero

no limite em que a separação espacial entre partículas tende, igualmente, a zero, fenômeno

conhecido como liberdade assintótica. Desta forma, pode-se tratar a QCD através das mesmas

técnicas perturbativas empregadas na Eletrodinâmica Quântica (QED), com a intensidade da

interação, uma vez pequena, utilizada como parâmetro perturbativo. Embora reconhecida

atualmente como a teoria que descreve a interação forte, a QCD apresenta um problema de

convergência formal em seu tratamento perturbativo no regime de baixas energias, onde a

intensidade da interação é alta. Isto ocorre principalmente devido ao fato de que os mediadores

da interação forte (ao contrário dos fótons na QED) também carregam carga de cor e por isto

interagem não apenas com os quarks, mas também entre si. De um modo ingênuo, podemos

dizer que enquanto o campo eletromagnético obedece ao princípio da superposição (sendo,

portanto, a teoria linear), o campo cromodinâmico não o faz. Entretanto, é justamente neste

regime de baixas energias que se encontram os estados ligados de quarks - prótons e nêutrons

por exemplo (estados ligados de três quarks), e mésons (píons, káons, estados ligados de dois

8
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quarks em geral). Neste regime, modelos efetivos para a teoria e técnicas de soluções não

perturbativas devem ser empregados no tratamento da QCD. Uma das características destes

modelos efetivos é que, devido à presença de interações efetivas de intensidade baixa no limite

de baixas energias, os mesmos podem ser tratados perturbativamente. No entanto, nem todas

as características da QCD podem ser reproduzidas por estes modelos, sendo às vezes necessária

a introdução de interações não locais e, desta forma, novamente exige-se o emprego de técnicas

não perturbativas de tratamento da QCD. A redução do número de graus de liberdade nestes

modelos efetivos continua sendo, entretanto, uma forte motivação para o emprego dos mesmos.

O termo "Modelo Quiral de Quarks"é um nome genérico para qualquer teoria relativística

de campos que se re�ra à descrição das características não perturbativas da QCD. Diversas abor-

dagens [1-8] compartilham características comuns, como: (a) os quarks são incorporados nestes

modelos como os únicos graus de liberdade e (b) diversas simetrias da QCD são reproduzidas

nos modelos, principalmente as invariâncias de calibre e quiral. Estas simetrias são expressas

pelas chamadas Identidades de Ward-Takahashi, e modelos quirais de quarks oferecem soluções

particulares para as mesmas.

Apesar de não haver dúvidas de que estes modelos efetivos fornecem uma descrição quan-

titativa razoavelmente precisa de processos hadrônicos, há uma falha sistemática na construção

dos mesmos: uma fonte de ambiguidade, que reside no fato de que os modelos quirais de quarks

são, supostamente, uma aproximação para a QCD em baixas energias, sendo necessária a su-

pressão dos graus de liberdade de altas energias. Isto de�ne certa escala, ou corte (que podemos

entender como o valor de energia abaixo do qual supõe-se válido o modelo). A escala adquire

um signi�cado físico, e deve ser mantida em todo o tratamento destes modelos. A forma precisa

com que este corte de energia deve ser introduzido não é de todo clara, sendo a razão para a

mencionada ambigüidade na construção destes modelos. Não é possível, desta forma, decidir

por um modelo ou outro apenas por suas características teóricas, sendo fundamental, portanto,

a avaliação de seu poder de predição.

Um modelo muito recente usado para a descrição da QCD no regime de baixas energias é

o Modelo Espectral de Quarks [9-10]. Este modelo usa a representação de Lehmann [11] para o

propagador de quarks, representado em termos de uma dada função espectral ρ(ω), e a técnica

de gauge [12-13], para fornecer soluções para as identidades de Ward-Takahashi. Diversos

observáveis físicos (como, por exemplo, condensados de quarks e densidade de energia no vácuo)
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são empregados para construir-se a função espectral do modelo, e o poder de predição do mesmo

é impressionante, quando comparado com os resultados experimentais conhecidos [14]. Além

disso, a escala característica para a região de baixas energias, como mencionada anteriormente,

surge no modelo associada à função espectral, de maneira bem menos arti�cial que em outros

modelos, nos quais o limite in�nito (arti�cial) para esta escala reproduz resultados divergentes,

o que implica que termos de superfície, geralmente ambíguos [15-16], estão presentes nestes

modelos. Sob este ponto de vista, o Modelo Espectral de Quarks pode ser visto como um

modelo �nito, no sentido de que não existe nenhum parâmetro arti�cialmente introduzido que

leve ao surgimento de divergências. Na forma atual, o modelo espectral de quarks descreve a

interação de quarks sem massa, ou seja, é e�caz para a descrição da fenomenologia dos mésons

leves.

Neste trabalho pretendemos construir uma extensão do Modelo Espectral de Quarks que

descreva os mésons formados por quarks de diferentes sabores. Em outros modelos quirais, esta

descrição corresponde às versões que implementam a simetria SU(3). Com a inclusão do quark

strange teremos então duas distribuições ρµ(ω′) e ρs̄(ω), essenciais para o uso do modelo na

descrição da física do méson Káon, um méson considerado leve, constituído por um quark up e

um quark strange.

Nosso trabalho �cou organizado da seguinte forma: No capítulo 2 apresentamos uma

introdução sobre o modelo padrão e as teorias que o abrangem e considerações sobre as mes-

mas, seguindo com o foco sobre a interação forte e a teoria que a descreve, a Cromodinâmica

Quântica (QCD). Ao longo desse capítulo descreveremos propriedades da QCD como liberdade

assintótica, con�namento, e as simetrias que a teoria possui. No capítulo 3, aprofundaremos

mais um pouco sobre as simetrias e suas propriedades, fazendo uma exposição do teorema de

Noether e das Identidades de Ward-Takahashi como guias na análise de simetrias. No capítulo

4, partimos da modelagem não perturbativa a partir de modelos quirais de quarks e introduzi-

mos o modelo utilizado neste trabalho, chamado de Modelo Espectral de Quarks. Expomos a

forma como o modelo é construído e as condições necessárias para que o mesmo seja �nito. A

partir de cálculos de alguns observáveis mostramos condições a serem satisfeitas pelos momen-

tos da função espectral. No capitulo 5, apresentaremos uma extensão do modelo espectral de

quarks, e�caz na descrição da fenomenologia dos méson leves formado por quarks de diferentes

sabores. A partir do modelo resultante, realizamos cálculos de alguns observáveis mesônicos,
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como condensado de quarks, polarização do vácuo e decaimento fraco, detalhadamente discu-

tidos e comparados com os resultados conhecidos, para a validação do modelo. Finalmente, no

último capítulo apresentaremos as conclusões obtidas neste trabalho e as perspectivas para con-

tinuação do mesmo. Em sequências, temos as referências utilizadas no mesmo e dois apêdices

que suplementam a dissertação: no primeiro, apresentamos as notações e convenções utilizadas

e no segundo explicitaremos resultados utilizados ao longo do trabalho.



Capítulo 2

Conceitos Fundamentais da

Cromodinâmica Quântica

Neste capítulo introduziremos uma visão geral sobre a interação forte e o modelo teórico

que a descreve, denominado Cromodinâmica Quântica.

2.1 O Modelo Padrão

Atualmente, considera-se que, na natureza, todos os fenômenos e todas as transformações

são regidos por quatro interações fundamentais: a interação gravitacional, a eletromagnética,

a fraca e a forte. Cada uma dessas forças compreende a uma Teoria Física (�g. 2.1):

A interação mais conhecida é a Gravitação ou interação gravitacional, tendo seu primeiro

modelo clássico, a Teoria da Gravitação Universal de Newton, sua generalização relativística

é a teoria da Gravitação de Einstein, também chamada de Teoria da Relatividade Geral de

Einstein ou também Geometrodinâmica, uma vez que a relatividade geral geometriza a gravi-

tação. Para descrever os estágios iniciais da formação do Universo precisamos de uma teoria

quântica da gravitação, algo que ainda está em aberto. Há também outra interação bastante

conhecida, a eletromagnética.Teoria que descreve os fenômenos elétricos e magnéticos, ou seja

as forças eletromagnéticas. A formulação clássica da Eletrodinâmica já consistente com a teoria

da relatividade especial de Einstein foi feita por James Clerk Maxwell [17]. Posteriormente,

o "casamento"desta teoria com a mecânica quântica, ou seja, a construção de uma Eletrodi-

nâmica Quântica(Quantum Eletrodynamics - QED), foi realizada por Feynman, Tomonaga e

12
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Schwinger [18] por volta de 1940. As forças fracas são as responsáveis por explicar os processos

de decaimento radiativo, tais como o decaimento beta nuclear, o decaimento do pion, do muon

e de várias partículas. É interessante notar que esta força não era conhecida pela física clássica

e que sua formulação como teoria é estritamente quântica. A primeira teoria das interações

fracas foi apresentada por Fermi [19] em 1933. Mais tarde ela foi aperfeiçoada por Lee, Yang,

Feynman, Gell-Mann [20] e vários outros nos anos da década de 1950. Sua forma atual a

Flavordynamics ou Dinâmica dos Sabores construída por volta de 1960 é devida a Glashow,

Weinberg e Salam [21]. Nesta teoria, as interações fraca e eletromagnética são apresentadas

como manifestações diferentes de uma única força, a força eletrofraca. Esta uni�cação entre a

interação fraca e a interação eletromagnética reduz o número de forças existentes no Universo

a apenas 3: força gravitacional, força forte e força eletrofraca. As forças fortes, responsáveis

pelos fenômenos inter-nucleares e a estabilidade nuclear, mantém o núcleo unido evitando que

os prótons que os constituem, por possuirem a mesma carga elétrica, simplesmente sofram uma

intensa repulsão e destruam o próprio átomo. Se a força forte não existisse a matéria que

forma o Universo, tal como o conhecemos, também não existiria. O trabalho pioneiro sobre

as forças fortes foi realizado por Yukawa [22] em 1934 mas até meados da década de 1970 não

havia, realmente, uma teoria capaz de explicar os fenômenos nucleares. Foi então que surgiu a

Cromodinâmica Quântica (Quantum Cromodynamics - QCD).

Figura 2.1: As quatro interações fundamentais[23]



CAPÍTULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA CROMODINÂMICA QUÂNTICA 14

Um dos grandes desa�os da Física tem sido a tentativa de uni�cação entre as quatro

interações fundamentais da natureza. O Modelo Padrão, formulado por volta de 1970 e es-

tabelecido empiricamente em 1980, é o modelo das interações fundamentais que descreve três

das quatro interações conhecidas: a interação eletromagnética, a interação fraca e a interação

forte, só não descrevendo a interação gravitacional. De acordo com o Modelo Padrão, léptons

e quarks são partículas verdadeiramente elementares, no sentido de não possuírem estrutura

interna, são partículas que constituem a matéria, com spin semi-inteiro e que obedecem ao

princípio de exclusão de Pauli1

As interações fundamentais ocorrem como se as partículas interagentes �trocassem� outras

partículas entre si. Essas partículas mediadoras seriam os fótons na interação eletromagnética,

os glúons na interação forte, as partículas W e Z na interação fraca e os grávitons (ainda não

detectados) na interação gravitacional. Assim, partículas eletricamente carregadas interagiriam

trocando fótons, partículas com carga cor interagiriam trocando glúons, partículas com carga

fraca trocariam partículas W e Z enquanto partículas com massa trocariam grávitons.

Segundo Gordon Kane [24], o modelo padrão de partículas elementares é, na verdade, a

mais so�sticada teoria matemática sobre a natureza. É uma teoria compreensiva que identi�ca

as partículas básicas e especi�ca como interagem. Tudo o que acontece em nosso mundo (exceto

os efeitos da gravidade) resulta das partículas do Modelo Padrão interagindo de acordo com

suas regras e equações. Nesse contexto, quarks e léptons são partículas puramente elementares,

porque não possuem estrutura interna. Já outras partículas que possuem estrutura interna são

chamadas de hádrons2, que dividimos em:

I Bárions: constituídos por três quarks ou três antiquarks.

I Mésons: constituídos por um quark e um antiquark.

Até o momento, temos conhecimento sobre seis léptons (elétron, múon, tau, neutrino do

elétron, neutrino do múon, neutrino do tau) e seis quarks (up, down, charm, strange, bottom,

top). Devido à propriedade de cor, cada quark pode apresentar três tipos de cores diferentes:

vermelho, azul e verde. Há, portanto, 18 tipos de quarks. A �g. 2.2 mostra a tabela de

1O princípio de exclusão de Pauli diz que dois férmions idênticos não podem ocupar o mesmo estado quântico
simultaneamente.

2palavra de origem grega que signi�ca pesado, são todas as partículas formadas por quarks.
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partículas elementares que se conhece atualmente para o modelo padrão.

Uma peculiaridade dos quarks é que eles possuem carga elétrica fracionária e, (2
3
e) para

alguns tipos e (−1
3
e) para outros. No entanto, quarks nunca foram observados livres, estando

sempre con�nados em hádrons, de tal modo que a soma algébrica das cargas dos quarks que

constituem um determinado hádron é sempre um múltiplo inteiro de e [25].

No Modelo Padrão, a massa das partículas é gerada pelo bóson de Higgs3, através do

mecanismo de quebra de simetria de calibre induzida pelo campo de Higgs, o que faz da massa

das partículas uma propriedade dinâmica. Outro fato interessante é que mésons compostos

por quarks leves (up/down e strange), devem suas massas a outro tipo de quebra de simetria,

a quebra de simetria quiral e não ao campo de Higgs. O káon, por exemplo, composto pelos

quarks up-strange, cujas massas são, up(4MeV ) e strange (95MeV ), possui uma massa de

494MeV .

Figura 2.2: Modelo Padrão[26]

2.2 O Modelo de Quarks

Em 1964, Gell-Mann e Zweig (independentemente) propuseram um modelo que explicava

o espectro das partículas que interagiam pela força forte (os hádrons), a partir de constituintes

elementares (os quarks). A interação responsável por manter os quarks unidos no núcleo atômico

é a interação forte, assim como a interação eletromagnética mantém prótons e elétrons unidos

3O bóson de Higgs,(descoberto em julho do 2012 com sua con�rmação de�nitiva em março de 2013 no LHC
(Large Hadron Collider)) é uma partícula formulada pelo físico Peter Higgs em 1964, descoberta que lhe rendeu
o prêmio nobel de física de 2013 e pretende explicar uma série de fenômenos naturais, como a origem da vida e
do universo e o mistério da existência de massa nas demais partículas que compõem o Modelo Padrão.
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formando átomos. Note que, na escala do núcleo atômico, a interação forte é mais intensa que

a interação eletromagnética.

O modelo de quarks obteve grande sucesso na previsão de novos hádrons e das interações

eletromagnética e fraca entre os mesmos. Entretanto, nos primordios de sua concepção, o

modelo apresentava alguns problemas como:

• Psicológico : Partículas com cargas fracionadas?

• Di�culdades de comprovação experimental :

1. Quarks livres ainda não foram detectados. A resposta para isso é ou porque ainda não

chegamos a grandes energias su�cientes para quebrar os hádrons ou, talvez, a força entre quarks

é tal que eles são obrigados a �car juntos, não importa o quão forte seja a colisão;

2. Era esperado que a função de onda dos quarks no interior do bárions fosse anti-simétrica

na troca dos números quânticos de sabor e spin de qualquer par de quarks, uma vez que os

mesmos eram férmions de spin 1
2
e então obedeceriam ao Princípio de Exclusão de Pauli. No

entanto, havia a detecção de um estado excitado leve ∆++ com spin 3
2
e carga elétrica +2

interpretada como o estado ligado (uuu) com momento angular orbital nulo e o spin dos três

quarks paralelos, o que resultaria em uma função de onda total simétrica.

3. Ao mesmo tempo, sabia-se que em um mundo ideal validava-se a relação de Goldberger-

Treiman, na qual o méson π ou píon era sem massa. Assim, a taxa de decaimento para o processo

π0 −→ γ + γ era calculada, sendo seu valor menor do que o observado experimentalmente por

um fator de 9 = 32.

Para reconciliar o modelo de quarks com o Princípio de exclusão de Pauli, Gell-Mann

postulou que quarks carregavam um grau de liberdade ou número quântico até esta data des-

conhecido, chamado por ele de cor. Desta forma, fez-se a suposição ad hoc que a função de

onda dos bárions era totalmente antissimétrica no número quântico de cor e era simétrica no

sabor e spin, de forma que a função de onda total seria antissimétrica, o que concordava com a

estatítica da Fermi-Dirac. Assim, para cada sabor de quark foram atribuídos três "cores", por

exemplo vermelho, verde e azul, ou a representação qi, com i = 1, 2, 3 sendo o índice de cor.
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O problema da anti-simetrização da função de onda estava resolvido e ainda multiplicando-

se a amplitude do decaimento do π0 por 3 (ou seja, três possíveis cores), a taxa de decaimento

seria 9 vezes maior, resolvendo a discrepância entre teoria e experimento. Pode-se ressaltar

ainda o fato de que léptons e hádrons não teriam cor, ou seja, o modelo é construído de forma

que as cores dos hádrons e léptons sejam nulas, reproduzindo evidências experimentais de que

os mesmos não interagem por troca direta dos mediadores da força forte.

Por conseguinte, quarks com cor seriam uma representação fundamental de uma nova

simetria global interna, chamada de SU(3). Desse modo, os quarks qi tranformariam-se sob a

representação fundamental ou 3, da simetria SU(3) de cor. Os anti-quarks q̄i transformariam

sob a representação 3̄. O produto interno de 3 por 3̄ é um invariante de SU(3), assim como

também pode-se construir uma combinação totalmente anti-simétrica dos três 3′s, εijk, que se

transforma como:

εijk −→ Ui,i′Uj,j′Uk,k′εi′j′k′ = (detU)εijk (2.1)

que é invariante sob SU(3), uma vez que (detU) = 1. Postulando-se que todas as funções de

onda dos hádrons têm de ser invariantes sob as transformações de simetria SU(3), as únicas

combinações permitidas são:

q−iqi, εijkqiqjqk, εijkq̄
iq̄j q̄k.

Finalmente, a suposição de que os hádrons físicos sejam singletos de cor, implica que a

única possibilidade é que os mesmos sejam mésons, bárions ou anti-bárions.

2.3 Propriedades Peculiares da QCD

2.3.1 Liberdade Assintótica, Con�namento de Quarks, Simetrias

Ao estudar o espalhamento inelástico profundo de elétrons em núcleos (os hádrons que

compõem o núcleo atômico), físicos experimentais descobriram que quando ocorria uma colisão

de altas energias (usualmente colisões entre prótons), os quarks dentro dos núcleos agiam como

se não houvesse interação mútua, ou seja, os quarks se comportavam como se estivessem livres.
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Isto era algo paradoxal, pois quarks nunca haviam sido vistos isoladamente e quando observados,

os mesmos se encontravam ligados fracamente um ao outro dentro do núcleo.

Este comportamento aparentemente contraditório que os quarks possuem pode ser en-

tendido se o acoplamento da interação forte tender a zero no limite de grandes momentos ou

energias (também chamado de limite ultravioleta), e tender ao in�nito ou a um grande valor

no limite de baixos momentos (limite infravermelho)4.

Muitos pesquisadores buscaram por teorias cujos acoplamentos tendiam a zero no limite

ultravioleta, agora conhecidas como teorias assintoticamente livres e nesse sentido David Gross,

Frank Wilczek e David Politzer [27-29], em 1973, descobriram que teorias de gauge não-abelinas,

e em especial a teoria de Yang-Mills, tinham essa propriedade, mais tarde conhecida como

liberdade assintótica.

Além da propriedade de liberdade assintótica, que representa essa falta de interação entre

quarks em pequenas distâncias (ou seja, grandes momentos, uma vez que distância de sepa-

ração e momento transferido são variáveis conjugadas pela tranformação de Fourier), a força

forte ainda tem a característica de mantê-las fortemente unidas em grandes distâncias (baixos

momentos). Essa propriedade é chamada de con�namento de cor e é uma consequência

direta do caráter não-abeliano dos glúons.

Qualquer sistema de interação forte à temperatura e densidade zero deve ser um singleto de

cor na escala de distâncias maiores do que 1
λQCD

5. Como conseqüência, quarks livres isolados não

existem na natureza (con�namento quark). O con�namento de cor da QCD é uma conjectura

teórica consistente com os fatos experimentais. Sua prova formal, na QCD, ainda não foi obtida.

Suponhamos, por exemplo, que temos um par quark-antiquark, que está em um estado

de singleto de cor. Pode-se tentar separar o quark do antiquark puxando para separá-los. A

interação entre os quarks �ca mais forte uma vez que a distância entre eles se torna maior,

semelhante ao que acontece em uma mola. De fato, quando uma mola é esticada além do

limite elástico, ela quebra e produz duas molas. No caso do par de quarks, um novo par quark-

antiquark será criado quando puxado além de certa distância. Parte da energia do alongamento

vai para a criação do novo par, e, como consequência, não se obtem quarks como partículas

livres [30].

4Considerando c = /h = 1 (sistema de unidades naturais).
5 1
λQCD

∼ 250MeV , escala de interação forte que de�ne a escala em que a constante de acoplamento torna-se

grande e a física se torna não perturbativa
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A partir de uma teoria para a interação forte, podemos analisar as simetrias6 da mesma,

a �m de esclarecer termos e de�nições utilizadas ao longo do trabalho.

Quando estudamos as simetrias de sabor, lidamos com as partículas no espaço de isos-

pin7(esse termo foi introduzido por Wigner [31]). Heisenberg [32] foi quem propôs que deveria

existir alguma simetria entre partículas cujas massas de repouso eram próximas, sugerindo en-

tão que prótons e nêutrons deveriam ser estados diferentes de uma mesma partícula quando

estudadas em um espaço interno, o qual ele denominou de espaço de isospin, pois a álgebra foi

desenvolvida em completa analogia com a do spin.

Consideremos apenas dois sabores de quarks, u (up) e d (down), sendo q =

 u

d

 onde,

u = q1 e d = q2. Assim, densidade de Lagrangeana da QCD �ca:

L = − 1

4g2
Gµν
a G

a
µν + q̄(iγµDµ −M)q, (2.2)

com

M =

 mu 0

0 md

 ,

Gµν
a (x) = ∂µA

a
ν(x)− ∂νAaµ(x) + gfabcA

b
µ(x)Acν(x),

Dµ = ∂µ − igAµ(x),

onde mu e md são as massas dos quarks u e d, respectivamente, Aµ(x) é o campo de calibre

(gauge) e Dµ é a derivada de calibre covariante. Se mu = md, a Lagrangeana (2.2) é invariante

sob a transformação

q → Uq = ei
~Θ.Iiq ou

 u

d

→ U

 u

d

 , (2.3)

sendo Ii os geradores do grupo SU(2), denotados na representação fundamental por:

Ii =
τi
2

(i, j, k = 1, 2, 3) (2.4)

onde τi são as matrizes de Pauli em uma versão para isospin(ver apêndice A), com os geradores

6No capítulo 3 apresentaremos uma discussão geral sobre simetrias e suas propriedades.
7isospin (spin isotópico, spin isobárico) é um número quântico relacionado às partículas que são igualmente

afetadas pela força forte, mas têm diferentes cargas (por exemplo, prótons e nêutrons).
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satisfazendo

[Ij, Ik] = iεjklIl.

Esta simetria corresponde à simetria de isospin de Heinsenberg.

Adicionando o quark s (strange), com massa muito superior aos quarks u e d, porém,

ainda considerado leve, a simetria SU(2) de isospin não se aplica. Para resolver isso, Gell-Mann

e Ne'eman admitiram que o isospin era apenas uma manifestação de uma simetria maior,

chamada SU(3), com o quark strange tendo I = 0, formando um tripleto. A partir disso,

mostraram que as partículas elementares naturalmente satisfazem as representações dessa nova

simetria. O conjunto das matrizes unitárias 3x3 formam o grupo SU(3). Os geradores podem

ser tomados como quaisquer (Nc = 3)2 − 1 = 8 matrizes 3x3, hermiteanas de traço nulo e

linearmente independentes; onde Nc é o número de cores. Essas matrizes formam então a

representação fundamental do SU(3):

U = e−iφλa (2.5)

onde φ é o parâmetro do grupo, que funciona como uma fase, e λa, com a = 1, ..., 8 são as

matrizes de Gell-Man (ver apêndice A).

Pode-se notar ainda que a Lagrangeana (2.2) é invariante sob as transformações no setor

de sabor dos campos fermiônicos:

qf → eiθqf , (2.6)

qf → eiθf qf , (2.7)

onde f (�avors) são os sabores dos quarks. A relação (2.6) representa uma rede�nição de fase

global para todos os sabores de quarks, associada com a conservação do número bariônico e

a relação (2.7) é uma rede�nição de fase para diferentes sabores de quarks, quel implica na

conservação do sabor.

No limite quiral, em que mu e md são nulas, a Lagrangeana (2.5) também é invariante

sob a transformação

q → ei
~Θ
τi
2
γ5q, (2.8)

conhecida como transformação axial, ou quiral SU(2).
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Em Teoria Quântica de Campos, a simetria quiral corresponde a invariância da Lagran-

geana (2.5) sob a transformação 2.8. Como consequência, temos as correntes bariônicas de

Noether, vetorial e axial, respectivamente:

JµB(x) = q̄(x)γµq(x) (2.9)

Jµa(x) = q̄(x)γµ
τa

2
q(x) (2.10)

Jµa5 (x) = q̄(x)γµγ5
τa

2
q(x) (2.11)

As conservações das correntes bariônica, vetorial e a conservação parcial da corrente axial

(PCAC) implicam em:

∂µJ
µ
B(x) = 0, (2.12)

∂µJ
µa(x) = 0, (2.13)

∂µJ
µa
5 (x) = Mq̄(x)iγ5τ

aq(x), (2.14)

que são a representação da simetria quiral na QCD.



Capítulo 3

Simetrias

Diversas simetrias estão associadas ao estudo da fenomenologia dos hádrons na QCD.

Neste cápitulo, apresentaremos algumas simetrias e relações fundamentais para o entendimento

e desenvolvimento do nosso trabalho.

3.1 Teorema de Noether

Os sistemas físicos são descritos classicamente pelas leis de Newton (equações de Euler-

Lagrange), em termos de uma função especí�ca, chamada Lagrangeana, e baseiam-se no prin-

cípio de miníma ação. O conhecimento de constantes de movimento, ou seja, grandezas físicas

conservadas ao longo da evolução temporal do sistema é muito importante tanto do ponto de

vista físico como matemático na resolução de equações de movimento. Por outro lado, outro

conceito fundamental em Física é o de simetria. O Teorema de Noether [33] relaciona simetrias

e leis de conservação em Teorias Clássicas de Campos. Esse teorema a�rma que a cada simetria

contínua corresponde uma corrente que satisfaz uma equação de continuidade, ou, equivalen-

temente, uma quantidade que é conservada. Seja δφ(x) uma transformação in�nitesimal de

simetria no campo φ(x), temos então que

φ(x)→ φ(x) + δφ(x), (3.1)

sendo δφ(x) uma deformação no campo. Chamamos essa transformação de simetria se ela deixa

a equação de movimento invariante. Isto é assegurado se a ação S =
∫
d4xL(φ(x)) é invariante

22
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sob a transformação (3.1), invariância esta que pode ser descrita por:

L(φ(x) + δφ(x)) = L(φ(x)) (3.2)

0 = L(φ(x) + δφ(x))− L(φ(x)) = δL (3.3)

Expandindo (3.3) em primeira ordem em δφ, temos:

δL =
∂L
∂φ

δφ+
∂L

(∂µφ)
δ(∂µφ) (3.4)

Pela equação de Euler − Lagrange [28],

∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
− ∂L
∂φ

= 0 → ∂L
∂φ

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
,

e a relação

δ(∂µφ) = ∂µ(φ+ δφ)− ∂µφ = ∂µ(δφ),

substituindo em (3.4), obtemos:

0 =

(
∂µ

∂L
∂(∂µφ)

)
δφ+

∂L
∂(∂µφ)

(∂µδφ) = ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
, (3.5)

De�nindo:

Jµ =
∂L

∂(∂µφ)
δφ. (3.6)

é conhecida como a corrente de Noether (que é conservada, uma vez que ∂µJµ = 0) associada

à simetria δφ. Transformações unitárias são as mais comuns e uma transformação (U) é dita

unitária quando obedece a relação UU † = 1. A simetria quiral pertence a esta classe.

É importante ressaltar que algumas correntes de Noether não se conservam no nível quân-

tico, pois nem toda simetria dos campos clássicos possui um análogo quântico. As correntes

conservadas levam a cargas conservadas no tempo:

Q =

∫
d3xJ0(x);

d

dt
Q = 0. (3.7)
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3.2 Identidades de Ward-Takahashi

A versão quântica do clásico Teorema de Noether, as Identidades de Ward-Takahashi [22],

são identidades que relacionam funções de correlação que seguem a partir de simetrias globais

ou de calibre (gauge) e propagadores em Teoria Quântica de Campos, válidas em todas as

ordens de perturbação e após renormalização.

O tratamento desenvolvido aqui pode ser encontrado em [34]. Em QED, o funcional

gerador Z das funções de Green completas para um sistema de fótons e elétrons é descrito por:

Z = N

∫
DAµDψ̄Dψei

∫
Ldx, (3.8)

sendo L a lagrangeana, dada por:

L =
1

4
FµνF

µν + iψ̄γµ(∂µ + iAµ)ψ −mψ̄ψ − 1

2α
(∂µAµ)2 + JµAµ + η̄ψ + ηψ̄, (3.9)

onde Jµ, η̄ e η são fontes associadas a Aµ, ψ e ψ̄ respectivamente. As transformações in�nite-

simais de calibres nos campos são dadas por:

Aµ → Aµ + ∂µΛ; ψ → ψ − iεΛψ; ψ̄ → ψ̄ + iεΛψ̄. (3.10)

Ao exigirmos a invariância com relação a transformações de calibre do funcional gerador, os

três primeiros termos são invariantes, mas o restante não. Assim, o integrando de Z é reescrito

como:

exp

{
i

∫
dx

[
−1

α
(∂µAµ)�Λ− Jµ∂µΛ− iε(η̄ψ − ψ̄η)Λ

]}
, (3.11)

desde que Λ é in�nitesimal e integrando por partes, temos

1 + i

∫
dx

[
−1

α
�(∂µAµ)− ∂µJµ − iε(η̄ψ − ψ̄η)

]
Λ(x). (3.12)

A invariância em Z implica que, quando o operador (3.12) atua em Z, obtemos simplesmente

a identidade. Portanto, desde que Λ é uma função arbitraria, obtemos a equação diferencial

funcional: [
i

α
�∂µ

δ

δJµ
− ∂µJµ − ε

(
η̄
δ

δη̄
− η δ

δη

)]
Z(η, η̄, J) = 0, (3.13)
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onde �zemos as seguintes substituições:

Aµ →
1

i

δ

δJµ
; ψ → 1

i

δ

δη̄
; ψ̄ → 1

i

δ

δη
. (3.14)

Tomando Z = eiW , onde W é um funcional gerador de funções de Grenn conexas. Podemos

então reescrever (3.13) como uma equação para W [η, η̄, J ], da seguinte forma:

[
− �
α
∂µ
δW

δJµ
− i∂µJµ − iε

(
η̄
δW

δη̄
− ηδW

δη

)]
= 0. (3.15)

Finalmente, podemos transformar (3.15) em uma equação para a função de vértice Γ, uma vez

que:

Γ[ψ, ψ̄, Aµ] = W [η, η̄, J ]−
∫
dx(η̄ψ + ψ̄η + JµAµ) (3.16)

o que implica em

δΓ

δAµ(x)
= −Jµ(x),

δΓ

δψ(x)
= −η̄(x),

δΓ

δψ̄
= −η(x), (3.17)

δW

δJµ(x)
= Aµ(x),

δW

δη̄
= ψ(x),

δW

δη
= ψ̄(x).

Assim, (3.15) pode ser reescrito como:

− �
α
∂µAµ(x) + i∂µ

δΓ

δAµ(x)
+ iεψ

δΓ

δψ(x)
− iεψ̄ δΓ

δψ̄
= 0. (3.18)

onde o primeiro termo do membro esquerdo é referente ao �xador de calibre (gauge �xing) e

o segundo referente à conservação da corrente vetorial. Agora, diferenciamos funcionalmente

duas vezes a equação (3.18) com respeito a ψ̄(x1) e ψ(y1), e fazendo ψ̄ = ψ = Aµ = 0. O

primeiro termo desaparece, e obtemos:

i∂µx
δ3Γ[0]

δψ̄(x1)δψ(y1)δAµ(x)
= iεδ(x− x1)

δ2Γ[0]

δψ̄(x1)δψ(y1)
− iεδ(x− y1)

δ2Γ[0]

δψ̄(x1)δψ(y1)
. (3.19)

No espaço de momentos, podemos de�nir a função de vértice amputada Γµ[p, q, p′] como:

∫
dxdx1dy1e

i(p′x1−py1−qx) δ3Γ[0]

δψ̄(x1)δψ(y1)δAµ(x)
= iε(2π)4δ(p′ − p− q)Γµ[p, q, p′]. (3.20)
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Por outro lado, δ2Γ
δψ̄(x1)δψ(y1)

é o inverso do propagador, denotado por S:

∫
dx1dy1e

i(p′x1−py1) δ2Γ[0]

δψ̄(x1)δψ(y1)
= (2π)4δ(p′ − p)S−1(p). (3.21)

Portanto, multiplicando (3.19) por ei(p
′x1−py1) e integrando sobre x, x1 e y1, obtemos

qµΓµ[p′, p] = S−1(p′)− S−1(p). (3.22)

A expressão (3.22) é conhecida como identidade de Ward-Takahashi, representada diagramati-

camente pela �g.(3.1):

Figura 3.1: Identidades de Ward-Takahashi [34]

A função de vértice não amputada Λµ(p′, p) é de�nida por:

Λµ(p′, p) = iS(p′)Γµ[p′, p]iS(p). (3.23)

De forma equivalente, multiplicando ambos os lados da equação (3.22) por iS(p′)iS(p), podemos

reescreve-la para a função de vértice não amputada como:

qµΛµ(p′, p) = S(p′)− S(p). (3.24)

As condições (3.22) e (3.24) são conhecidas como identidades de Ward-Takahashi, e são

expressões que re�etem as simetrias das amplitudes de mecânica quântica e que as correntes

devem satisfazer (consequência da invariancia de calibre (gauge)) em nível quântico. As identi-

dades de WT foram aqui deduzidas no contexto da eletrodinâmica quântica para exempli�car

sua obtenção. Estas relações se extendem a todos os modelos que apresentem as mesmas sime-

trias desta teoria, ou seja, serão válidas também no estudo do modelo espectral de quarks que

tratamos neste trabalho.
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3.3 Relação de Goldberger-Treiman

Outra relação de simetria que abordamos em nosso trabalho, que se relaciona agora com

a simetria quiral, é a chamada Relação de Goldberger-Treiman [22]. Devido à paridade, o

decaimento fraco do píon é dominado pelo elemento de matriz da corrente axial entre o estado

de vácuo e o estado de um píon, 〈0|JµA|π〉. Este elemento de matriz deve ser proporcional ao

momento do píon qµ:

〈0|JaµA |π
b(q)〉 = −ifπqµδabe−iq.x, (3.25)

onde fπ = 93MeV é a constante de proporcionalidade denominada constante de decaimento

fraco do píon, determinada experimentalmente, os índices a e b se referem ao isospin e µ indica

o caráter vetorial de Lorentz da corrente axial. Tomando o divergente da equação (3.25) e o

limite do momento do píon nulo temos:

〈0|∂µJaµA |π
b(q)〉 = −fπq2δabe−iq.x = −fπm2

πδ
abe−iq.x. (3.26)

Apesar de quebrar a simetria quiral, como a massa do píon ( mπ ' 140MeV ) é pequena

comparada com as escalas hadrônicas (∼ 1GeV ), espera-se que a corrente axial seja parcial-

mente conservada, ou seja, a pequena massa do píon quebra a simetria axial mas essa quebra é

pequena comparada a escala de energia que a corrente axial é dita parcialmente conservada. A

equação (3.26) é conhecida como relação PCAC (Partial Conservation of the Axial Current).

Pelas relações (3.25) e (3.26), a corrente axial do píon deve ser:

JaµA = fπ∂
µΦa(x), (3.27)

onde Φa(x) é o campo do píon. Para evidenciar a conservação da corrente axial, vamos consi-

derar a corrente axial do núcleon:

JaµN = gaψ̄Nγ
µγ5

τa

2
ψN , (3.28)

onde ψN = (próton,nêutron) é a representação isoespinorial do próton e nêutron. O fator ga

é devido ao fato de que a corrente axial do núcleon pode ser renormalizada. Como a massa
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do núcleon mN é grande não temos uma corrente axial conservada, e utilizando a equação de

Dirac para o núcleon livre obtemos:

∂µJ
aµ
N = igamN ψ̄Nγ5τ

aψN 6= 0. (3.29)

e só se anula quando a massa do núcleon é nula.

Entretanto, sabe-se que o núcleon interage fortemente com o píon, logo, considerando a

corrente axial total como a soma das contribuições do píon e do núcleon, e a partir das relações

(3.27) e (3.28), obtemos:

JaµT = gaψ̄Nγ
µγ5

τa

2
ψN + fπ∂

µΦa. (3.30)

Portanto, utilizando-se a equação (3.29), a corrente total conservada (∂µJµT = 0) será:

∂µ∂
µΦa = −gai

mN

fπ
ψ̄Nγ5τ

aψN , (3.31)

que é a equação de Klein-Gordon para um bóson sem massa (píon), acoplada com um núcleon.

Por isso, a conservação total da corrente axial implica que o píon não deve possuir massa.

Permitindo uma massa �nita para o píon, ou seja, exigimos agora que o divergente da

corrente axial seja consistente com o resultado da PCAC (3.26). Assim, a equação de Klein-

Gordon do píon acoplada com o núcleon �ca:

(∂µ∂
µ +m2

π)Φa = −gai
mN

fπ
ψ̄Nγ5τ

aψN , (3.32)

onde identi�camos que o acoplamento píon - núcleon é dado por:

gπNN = ga
mN

fπ
. (3.33)

A equação (3.33) é usualmente chamada de relação de Goldberger-Treiman. Esta relação

é fundamental na a�rmação de que a simetria quiral esteja presente na QCD. Todo modelo

quiral deve conseguir reproduzi-la, e no caso do modelo espectral, ela é essencial, por exemplo,

no estudo do decaimento anômalo do píon [10], além de relacionar quatro quantidades que são

medidas experimentalmente (válida em uma faixa de erro de 5%) e consistente com fato de que

o méson π (píon) é massivo.



Capítulo 4

Modelo Espectral de Quarks

Neste capítulo, introduziremos brevemente os modelos quirais de quarks e descreveremos o

modelo espectral de quarks, que é um modelo quiral de quarks recente, utizado como alternativa

na descrição da QCD, no regime de baixas energias.

4.1 Modelos Quirais de Quarks

Um modelo quiral de quarks é um nome genérico para qualquer teoria relativística de cam-

pos que descreve características não perturbativas da QCD, e neste caso, em baixas energias.

Diversas abordagens de modelos quirais de quarks desenvolvidos compartilham determinadas

características comuns a seguir:

1) Os quarks são incorporados nestes modelos como únicos graus de liberdade explícitos,

ou seja, os glúons são representados por uma constante de acoplamento, de forma que as inte-

rações sejam pontuais.

2) Diversas simetrias da QCD são reproduzidas nos modelos, principalmente as invariân-

cias de calibre e quiral.

3) Estas simetrias são expressas pelas Identidades de Ward-Takahashi, e modelos quirais

de quarks oferecem soluções particulares para as mesmas [seção 3.2].

Apesar de não haver dúvidas de que estes modelos efetivos fornecem uma descrição quan-

29
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titativa razoavelmente precisa de processos hadrônicos, há uma falha sistemática na construção

dos mesmos: uma fonte de ambiguidade, que reside no fato de que os modelos quirais de quarks

são, supostamente, uma aproximação para a QCD em baixas energias. Um ingrediente essencial

é a supressão de graus de liberdade de altas energias, separando o regime de baixas energias,

onde o modelo é suposto funcionar, e o regime de altas energias, onde a dinâmica da QCD

genuina, em termos de quarks explícitos e glúons, deveria de�ni-lo. Isto de�ne certa escala, ou

corte("cuto�") (que podemos entender como o valor de energia abaixo do qual supõe-se válido

o modelo). A escala adquire um signi�cado físico, e deve ser mantida em todo o tratamento

destes modelos. A forma precisa com que este corte de energia deve ser introduzido não é de

todo clara, sendo a razão para a mencionada ambiguidade na construção destes modelos. Não é

possível, desta forma, decidir por um modelo ou outro apenas por suas características teóricas,

sendo fundamental, portanto, a avaliação de seu poder de predição.

4.2 Modelo Espectral de Quarks

O modelo espectral de quarks [9-10] é uma abordagem em quel um modelo quiral de

quarks é construído a partir da representação de Lehmann para o propagador de quarks [11],

representado em função de uma dada função espectral ρ(ω), e a chamada técnica de gauge

[12-13]. Na representação de Lehmann, o propagador do quark é representado por:

S(p) =

∫
C

dω
ρ(ω)

/p− ω
, (4.1)

onde ω é a massa espectral, ρ(ω) é a função espectral ou distribuição espectral, e C denota

um contorno no plano complexo escolhido adequadamente. A massa espectral é a massa do

quark constituinte. O conceito de quark constituinte está relacionado à hipótese de que os

quarks dentro do hádron não são partículas puntuais livres. Enquanto a massa de hádrons é

algumas centenas de MeV's (e até alguns GeV's), a massa de repouso dos quarks mais leves

é da ordem de 4 MeV. Considera-se, então, que os quarks dentro do hádron adquirem uma

massa efetiva por causa do meio no qual estão inseridos (glúons, quarks virtuais, etc.). Assim

o propagador (4.1) pode ser considerado como um propagador de uma partícula não puntual,

à qual está relacionada uma função ρ(ω), que descreve como é distribuída a massa do quark
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dentro do hádron. Exigências físicas naturais, como uma normalização adequada e a �nitude

dos observáveis hadrônicos, são alcançadas pelo cumprimento das condições espectrais a seguir

para os momentos da distribuição espectral ρ(ω):

ρ0 ≡
∫
dωρ(ω) = 1, (4.2)

ρn ≡
∫
dωωnρ(ω) = 0 n = 1, 2, ..., (4.3)

sendo os observáveis físicos proporcionais aos momentos inversos ( ou momentos negativos),

ρ−n ≡
∫
dωω−nρ(ω), (4.4)

e aos momentos logarítmicos,

ρ′n ≡
∫
dω log

ω2

µ2
ωnρ(ω)

=

∫
dω log(ω2)ωnρ(ω)−

∫
dω log(µ2)ωnρ(ω)

=

∫
dω log(ω2)ωnρ(ω), (4.5)

Nota-se que, em (4.5), a condição espectral (4.3) remove a dependência na escala µ,

garantindo a ausência de qualquer transmutação dimensional. Não é necessário determinar a

forma da distribuição espectral ρ(ω), mas sim as consequências gerais e relações implícitas que

seguem das condições espectrais (4.2− 4.5). Na seção 4.3, a seguir, mostramos uma forma de

se obter estas condições.

O cálculo de amplitudes de probabilidade em Teorias de Campo exige com frequência a

adoção de um esquema de regularização e renormalização, que nos permite identi�car e eliminar

as divergências presentes nas diferentes amplitudes. Uma preocupação adicional na escolha de

um esquema de regularização é que o mesmo deve preservar propriedades de simetria que a

teoria possua. Como exemplo, em teorias de interação fundamentais, como Eletrodinâmica

Quântica (QED) e Cromodinâmica Quântica (QCD), uma das mais importantes simetrias é a

chamada simetria de calibre (gauge), que corresponde à invariância da lagrangeana (e portanto
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da ação) da teoria a uma variação nos campos do tipo

ψ → ψeiα(x); Aµ → Aµ + ∂µΛ(x).

onde α(x) é um fator de fase que pode depender da posição.

A regularização espectral permite resolver explicitamente as identidades deWard-Takahashi

eletromagnética e quiral, através da técnica de gauge, como veremos na seção 4.4.

Assim, o modelo com a regularização espectral (4.1), (4.2), (4.3), suprido com acoplamen-

tos obtidos via técnica de gauge, possui simultaneamente as seguintes características:

⇒ Fornece valores �nitos para os observáveis hadrônicos, que serão usados para �xar os

momentos inversos (4.4) e os momentos log (4.5).

⇒ Satisfaz, por construção, as identidades de Ward-Takahashi eletromagnética e quiral,

desta forma reproduzindo todas as exigências de simetria necessárias.

A satisfação de todas as características acima simultaneamente por um modelo quiral de

quarks não é algo trivial [35]. A regularização introduzida pela técnica de gauge é especial

porque ela não apenas torna a teoria �nita, mas também corresponde a tomar o limite de cuto�

in�nito, naqueles observáveis que não dependem da massa do quark constituinte. Isto inclui o

cumprimento adequado das anomalias, pois um valor próximo do experimental para a largura

de decaimento do píon neutro em dois fótons (decaimento anômalo do píon) apenas pode ser

obtido em um modelo quiral de quarks na ausência de um regularizador (ou no limite em que

o cuto� vai para o in�nito)[36]. Esta condição é satisfeita, uma vez que o modelo espectral de

quarks é livre de reguladores.

4.3 Momentos da função espectral

Podemos parametrizar o propagador do quark (4.1), como segue,

S(p) = A(p)/p+B(p) = Z(p)
/p+M(p)

p2 −M2(p)
, (4.6)



CAPÍTULO 4. MODELO ESPECTRAL DE QUARKS 33

com,

A(p) =

∫
dω

ρ(ω)

p2 − ω2
, (4.7)

B(p) =

∫
dω

ωρ(ω)

p2 − ω2
, (4.8)

onde a função de massa M(p) e a renormalização da função de onda Z(p) do quark, dadas por

M(p) =
B(p)

A(p)
, (4.9)

Z(p) = [p2 −M2(p)]A(p). (4.10)

respectivamente. Nota-se que se ρ(ω) = ρ(−ω), a massa do quark seria zero (M(p) = 0), e

a quebra espontânea da simetria quiral não ocorreria. Portanto, em geral, espera-se que ρ(ω)

não seja uma função par. Nas seções seguintes, a partir de cálculos de observáveis físicos,

acumularemos condições que deverão ser satisfeitas pelos momentos da função espectral ρ(ω).

A equação (4.6), pode ser utilizada, a �m de relacionarmos os momentos negativos (4.4) e

os momentos log (4.5) às integrais que envolvam M(p) e Z(p). Consideremos as seguintes

condições espectrais: ∫
dωωnρ(ω) = δn0 n = 0, 1, 2, ..., (4.11)

e a seguinte identidade (a prova desta identidade encontra-se no apêndice B),

∫
dω
ωnρ(ω)

/p− ω
= /p

nS(/p)− /pn−1 n = 1, 2, ..., (4.12)

Substituindo (4.6) em (4.12) e multiplicando e dividindo o lado esquerdo por /p+ ω, obtemos:

∫
dωωnρ(ω)

/p+ ω

p2 − ω2
= /p

nZ(p)
/p+M(p)

p2 −M2(p)
− /pn−1. (4.13)

Ficamos então com duas possibilidades para n, par ou ímpar. Para n = 2k (par), temos:

/p

∫
dωω2k ρ(ω)

p2 − ω2
+

∫
dωω2k+1 ρ(ω)

p2 − ω2
= /p

p2kZ(p)

p2 −M2(p)
+p2kZ(p)

M(p)

p2 −M2(p)
−/pp2k−2. (4.14)

De�nindo

Ln(p2) =

∫
dωωn

ρ(ω)

p2 − ω2
. (4.15)
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e comparando com (4.14), obtemos as seguintes identidades, comparando termos de mesma

potência em /p:

L2k(p
2) =

p2kZ(p)

p2 −M2(p)
− p2k−2, (4.16)

L2k+1(p2) = p2kZ(p)
M(p)

p2 −M2(p)
, (4.17)

que são obtidas também no caso n ímpar.

Para n > 2, a partir da condição espectral (4.11), obtemos as seguintes relações de

recorrência: ∫
dωωnρ(ω)

1

p2 − ω2
= p2

∫
dωωn−2ρ(ω)

1

p2 − ω2
, (4.18)

Ln(p2) = p2Ln−2(p2) n > 2, (4.19)

cuja veri�cação dessa relação encontra-se no apêndice B.

Finalmente, passando para o espaço Euclidiano (p2 ↪→ −p2
E), obtemos a seguinte relação:

ρ′n =

∫
dωωn logω2ρ(ω)

=

∫
dωωnρ(ω)

∫ ∞
0

dp2 1

p2 − ω2

=

∫ ∞
0

dp2
ELn(−p2

E)

= −
∫ ∞

0

dp2
Ep

2
ELn−2(−p2

E). (4.20)

que descreve o momento log de ρ(ω) em termos de M(p) e Z(p).

Os momentos negativos podem ser obtidos a partir da derivada do propagador do quark

(4.1) na origem:

ρ−k =

∫
dω
ρ(ω)

ωk
= −

(
d

d/p

)k−1

S(/p) |p=0 . (4.21)

Logo, dado o propagador do quark S(/p), podemos obter os momentos log e os momentos

negativos apenas utilizando as relações (4.20) e (4.21) sem precisar encontrar a forma explícita

da função espectral.

Na seção seguinte, a partir de cálculos de alguns observáveis físicos, determinaremos

algumas condições a serem satisfeitas pelos momentos da função espectral ρ(ω).
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4.3.1 Condensado de quarks

O condensado de quark para um único sabor é dado por:

〈q̄q〉 = −iNc

∫
dωρ(ω)

∫
d4p

(2π)4Tr
1

/p− ω

= −iNc

∫
dωρ(ω)

∫
d4p

(2π)4Tr
/p+ ω

p2 − ω2

= −4iNc

∫
dωρ(ω)ω

∫
d4p

(2π)4

1

p2 − ω2

= −4iNc

∫
dωρ(ω)ωI, (4.22)

onde o traço é feito sobre o espaço de Dirac, Nc = 3 é o número de cores. A integral sobre o mo-

mento p é quadraticamente divergente. Isto requer que utilizemos um método de regularização

auxiliar, removido no �nal do cálculo.

Resolvendo a integral I (a resolução de I se encontra no apêndice B), utilizando uma

regularização do tipo sharp cuto� Λ, obtemos:

〈q̄q〉 = − Nc

4π2

∫
dωρ(ω)ω

[
Λ2 + ω2 log

(
ω2

Λ2 + ω2

)]
. (4.23)

A �nitude dos resultados para Λ ↪→∞, requer as condições:

ρ1 =

∫
dωωρ(ω) = 0, (4.24)

ρ3 =

∫
dωω3ρ(ω) = 0. (4.25)

Assim, obtemos:

〈q̄q〉 = − Nc

4π2

∫
dω log(ω2)ω3ρ(ω) = − Nc

4π2
ρ′3. (4.26)

Nota-se, o cumprimento da condição espectral (4.3) nas relações, como uma exigência

física de 〈q̄q〉 ser �nito.

Observa-se que na fase perturbativa, sem quebra espontânea de simetria, onde ρ(ω) =

ρ(−ω) = δ(ω), teríamos 〈q̄q〉 = 0, uma vez que o integrando de ρ′3 seria ímpar. Com o valor
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aceito [37] de

〈q̄q〉 = 〈ūu〉 = 〈d̄d〉 ' −(250MeV )3, (4.27)

(em escalas hadrônicas típicas de (0,5 - 1 GeV), pode-se inferir o valor de ρ′3. O sinal do con-

densado de quark mostra que

ρ′3 > 0. (4.28)

4.3.2 Densidade de Energia no Vácuo

O tensor energia-momento para o modelo puramente de quarks é de�nido por:

θµν(x) = q̄(x)
i

2
{γµ∂ν + γν∂µ}q(x)− gµνL(x). (4.29)

O valor esperado para o tensor de energia-momento no vácuo é obtido tratando-se a

expressão (4.29) como um operador de campo, tomando-se seu valor esperado no vácuo. Di-

agramaticamente, a um loop de quarks, isso é representado pelo diagrama da �g. (4.1), onde

o vértice x representa a inserção do tensor energia-momento. De modo que, no espaço de

momentos temos:

〈θµν〉 = −iNcNs

∫
dωρ(ω)

∫
d4p

(2π)4Tr

{
1

/p− ω

[
1

2
(γµpν + γνpµ)− gµν(/p− ω)

]}
= −4iNcNs

∫
dωρ(ω)

∫
d4p

(2π)4

pµpν − gµν(p2 − ω2)

p2 − ω2

= Bgµν + θµν0 (x), (4.30)

onde Ns é o número de sabores e θµν0 (x) é o tensor energia-momento para a teoria livre, avaliado

Figura 4.1: Diagrama do tensor energia-momento a um loop.
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com ρ(ω) = δ(ω). A quantidade B é a densidade de energia no vácuo, dada por:

B = −iNcNs

∫
dωρ(ω)ω2

∫
d4p

(2π)4

1

p2 − ω2
(4.31)

=− iNcNs

∫
dωρ(ω)ω2I,

Chegamos na mesma integral I no caso do condensado de quarks, porém, agora com uma

potência a mais em ω. Portanto, obtemos:

B = −NcNs

16π2

∫
dωρ(ω)ω2

[
Λ2 + ω2 log

(
ω2

Λ2 + ω2

)]
. (4.32)

Para que B seja �nita, temos as seguintes condições:

ρ2 =

∫
dωω2ρ(ω) = 0, (4.33)

ρ4 =

∫
dωω4ρ(ω) = 0, (4.34)

resultando em

B = −NcNs

16π2

∫
dωρ(ω)ω4 log(ω2) = −NcNs

16π2
ρ′4. (4.35)

No caso de quebra espôntanea da simetria quiral, espera-se que 〈θ00〉 < 〈θ00〉0, ou B < 0. A

partir da análise das regras de soma da QCD para o charmômio [38, 39], tem-se, para três

sabores,

B = − 9

32
〈α
π
G2〉 = −(224+35

−70MeV )4. (4.36)

Nota-se uma grande incerteza neste resultado, contudo o sinal negativo implica que

ρ′4 > 0. (4.37)
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4.3.3 Limite de p→∞

Para grandes momentos, limite em que p ↪→∞, pode-se expandir o propagador do quark

(4.1) na forma:

S(p) ∼ 1

/p

∫
dωρ(ω) +

1

p2

∫
dωωρ(ω)

+
1

/p3

∫
dωω2ρ(ω) + ..., (4.38)

Na região assintótica, o propagador do quark é normalizado para

S(p) =
1

/p
.

e desta forma, temos a condição espectral

ρ0 =

∫
dωρ(ω) = 1, (4.39)

e desde que M(p) deve assintoticamente se anular, a relação (4.9) se torna

M(p) =
B(p)

A(p)
=

∫
dωωρ(ω)/(p2 − ω2)∫
dωρ(ω)/(p2 − ω2)

M(p ↪→∞)→
1
p2

∫
dωωρ(ω)

1
p2

∫
dωρ(ω)

|p↪→∞=
ρ1

ρ0

=
ρ1

1
= 0 (4.40)

assim obtemos que ρ1 = 0.

Note que se todas as condições espectrais (4.2− 4.3) fossem determinadas a partir desta

mesma expansão para grandes momentos, trivialmente isso resultaria em um propagador total

para o quark, porém, livre e sem massa. Logo, a expansão para grandes momentos não pode

representar o propagador completo (e não trivial) do quark (mais sobre isso pode ser encontrado

nas seções IX e X de [9]).

Vimos então que, a partir de quantidades físicas podemos de�nir as condições espectrais

para os momentos da função espectral ρ(ω). Uma vez estabelecida a dependência de determi-

nado observável nos momentos negativo e log, utilizamos as relações (4.20) e 4.(21) relacionadas

às funções de massa e de renormalização da função de onda para determinação de observáveis
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físicos sem necessidade de encontrar a forma explícita da distribuição.

4.4 Técnica de Gauge

Na seção anterior, obtivemos as condições espectrais para n = 0, 1, 2, 3 e 4. Nesta seção,

vamos especi�car os acoplamentos dos vértices com uma corrente, para quarks de massas iguais,

a �m de, a partir das identidades WT, obtermos as funções de vértice vetorial e axial.

Em QCD, as correntes vetorial e axial são de�nidas por:

Jµ,aV (x) = q(x)γµ
λa
2
q(x), (4.41)

Jµ,aA (x) = q(x)γµγ5
λa
2
q(x), (4.42)

válida para SU(Nf )f , sendo λa as matrizes de Gell-Man, γµ as matrizes de Dirac e γ5 =

iγ0γ1γ2γ3, matriz auxiliar construida a partir do produto das matrizes γ. A conservação da

corrente vetorial (CVC) e a conservação parcial da corrente axial (PCAC) implicam que:

∂µJ
µ,a
V (x) = 0, (4.43)

∂µJ
µ,a
A (x) = q(x)M̂iγ5

λa
2
q(x), (4.44)

sendo M̂ = diag(mu,md,ms) a matriz de massa dos quarks. Qualquer teoria efetiva da QCD

deve incorporar estes vínculos. As relações (43) e (44) implicam em um conjunto de identida-

des de Ward-Takahashi de gauge e quiral entre as funções de correlação envolvendo correntes

vetoriais, axiais e operadores de campo de quarks, que são baseadas em regras de comutação

locais entre correntes e campos:

[
J0,a
V (x), q(x′)

]
x0=x′0

= −γ5
λa
2
q(x)δ(x− x′) (4.45)

[
J0,a

5 (x), q(x′)
]
x0=x′0

= −γ5
λa
2
q(x)δ(x− x′) (4.46)

Téoricos tem procurado por soluções aproximadas de um conjunto completo de equações li-

gando as funções de Green em vários modelos quânticos de campos como QED. A maioria
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destas aproximações equivale a somar conjuntos especí�cos de grá�cos de perturbações com a

esperança de que a seleção irá fornecer contribuições dominantes na região cinética de interesse.

Em teorias de calibre, a maioria destas aproximações infelizmente viola as restrições de gauge

entre as funções de Green e isso torna difícil avaliar a veracidade ou não das soluções encontra-

das. No entanto, há um método de aproximação que tem a virtude de preservar as identidades

Ward-Takahashi em todas as fases, denominado técnica de gauge [12− 13].

4.4.1 Vértices com uma corrente

As funções de vértice vetorial e axial não amputadas são de�nidas, respectivamente, por:

Λµ,a
V (p, p′) = iS(p′)Γµ,aV (p, p′)iS(p)

=

∫
d4xd4x′〈0|T{Jµ,aV (0)q(x′)q(x)}|0〉eip′x′−ipx, (4.47)

Λµ,a
A (p, p′) = iS(p′)Γµ,a5 (p, p′)iS(p)

=

∫
d4xd4x′〈0|T{Jµ,aA (0)q(x′)q(x)}|0〉eip′x′−ipx, (4.48)

sendo os Γ′s as correspondentes funções vértice amputadas [40]. A identidade de Ward-

Takahashi para o vértice vetorial é dada por:

(p′ − p)µΛµ,a
V (p, p′) = S(p′)

λa
2
− λa

2
S(p). (4.49)

Da mesma forma, para o vértice axial, tem-se:

(p′ − p)µΛµ,a
A (p, p′) = S(p′)

λa
2
γ5 − γ5

λa
2
S(p). (4.50)

A técnica de gauge consiste em escrever soluções tentativa (funções de vértices) com o propósito

de satisfazer as identidades de Ward-Takahashi, Eqs.(4.49) e (4.50). Para um sabor, escrevemos
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a solução tentativa a partir da de�nição da função de vértice vetorial (4.47) da seguinte forma:

Λµ,a
V (p, p′) = iS(p′)Γµ,aV (p, p′)iS(p)

=

∫
dωρ(ω)

i

6 p′ − ω
γµ
λa
2

i

6 p− ω
(4.51)

Inserindo nossa solução tentativa na identidade de WT para o vértice vetorial (4.49), temos:

(p′ − p)µiS(p′)Γµ,aV (p, p′)iS(p) = S(p′)
λa
2
− λa

2
S(p) (4.52)

Resolvendo o lado esquerdo,

iS(p′)(/p′ − /p)
λa
2
iS(p) = iS(p′)(/p′ − ω − /p+ ω)

λa
2
iS(p)

=iS(p′)(/p′ − ω)
λa
2
iS(p)− iS(p′)(/p+ ω)

λa
2
iS(p)

=S(p′)����(/p+ ω)
λa
2 ���S(p)−�

��S(p′)�����(/p′ − ω)
λa
2
S(p)

=S(p′)
λa
2
− λa

2
S(p) (4.53)

Uma vez que a solução tentativa (4.51) satisfaz a identidade de WT para o vértice vetorial,

logo, ela é uma solução para a função de vértice vetorial. Seguindo os mesmos passos, obtemos

também uma solução para a função de vértice axial, da forma:

Λµ,a
A (p, p′) =

∫
dωρ(ω)

i

6 p′ − ω

(
γµ − 2ωqµ

q2

)
γ5
λa
2

i

6 p− ω
(4.54)

4.4.2 Relação de Goldberger-Treiman

Uma consequência da identidade de Ward-Takahashi axial, válida apenas se ρ(ω) 6= δ(ω)

é a ocorrência de um pólo pseudoescalar sem massa, identi�cado como Píon. Próximo ao

pólo(q2 −→ 0), o decaimento do Píon, dado pelo vértice axial (4.54), é dominado pelo acopla-

mento pseudoescalar. Neste limite, o vértice axial está associado à função de onda do Píon

(correspondendo ao vértice P −→ qq̄) pela relação

Λµ,a
A (p, p′)|q−→0 → −2fπ

qµ

q2
Λa
π(p, p′) (4.55)
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onde fπ é a constante de decaimento do Píon, de (4.55) obtemos então que

Λa
π(p, p′) =

∫
dωρ(ω)

i

/p′ − ω
ω

fπ
γ5λa

2

i

/p− ω
(4.56)

e podemos identi�car sob a integral em ω o acoplamento pseudoescalar entre os quarks e o Píon

por

gπ(ω) =
ω

fπ
(4.57)

que é a relação de Goldberger-Treiman.

Os resultados apresentados neste cápitulo para o modelo espectral de quarks, servirão de

base e serão comparados com os resultados obtidos nas primeiras seções do cápitulo seguinte,

onde apresentaremos uma extensão do modelo, incluindo agora, diferentes sabores de quarks.



Capítulo 5

Modelo Espectral de Quarks SU(3)f

Neste capítulo, apresentaremos uma versão do modelo espectral de quarks que objetiva

a descrição da fenomenologia dos mésons leves formados por quarks de diferentes sabores. Os

resultados obtidos a partir do modelo resultante, para diversos observáveis mesônicos, como o

condensado de quarks, a polarização do vácuo, o decaimento fraco e a veri�cação das identidades

de Ward-Takahashi para os mésons leves, foram comparados com os resultados conhecidos para

a validação do modelo. A formulação aqui apresentada corresponde à contribuição original

desta dissertação ao desenvolvimento do modelo.

5.1 Modelo Espectral de Quarks SU(3)f

A extensão do modelo espectral de quarks para a descrição de mésons formados por quarks

de diferentes sabores foi realizada de forma análoga à sua formulação original. Entretanto, com

a inclusão do quark strange, torna-se necessária a introdução de duas distribuições espectrais,

ρu(ω
′) e ρs(ω), com o objetivo de descrever as massas constituintes dos quarks up(down) e

strange respectivamente. Em outros modelos quirais, esta descrição corresponde às versões que

implementam a simetria SU(3). Na representação de Lehmann, temos então que os propaga-

dores dos quarks são representados por:

Ss(p) =

∫
C

dω
ρs(ω)

/p− ω
Su(p

′) =

∫
C

dω′
ρu(ω

′)

/p′ − ω′
. (5.1)

43
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onde ω e ω′ são as massas espectrais, ρu(ω′) e ρs(ω) são distribuições espectrais para os quarks

up(down) e strange respectivamente e C denota um contorno no plano complexo escolhido

adequadamente.

A seguir, a partir de cálculos de alguns observáveis físicos, determinaremos algumas con-

dições a serem satisfeitas pelos momentos das funções espectrais ρu(ω′) e ρs(ω).

5.1.1 Condensado de quarks

Na seção 4.3.1, vimos que o condensado de quark para um único sabor, em geral, é dado

por:

〈q̄q〉 = −4iNc

∫
dωρ(ω)ωI. (5.2)

onde o traço é feito sobre o espaço de Dirac, Nc = 3 é o número de cores e I é a integral sobre

o momento p, resolvida no apêndice B. Seguindo os mesmos passos que na seção 4.3.1, para as

distribuições ρu(ω′) e ρs(ω), obtemos

〈s̄s〉 = − Nc

4π2

∫
dωρs(ω)ω

[
Λ2 + ω2 log

(
ω2

Λ2 + ω2

)]
. (5.3)

〈ūu〉 = − Nc

4π2

∫
dω′ρu(ω

′)ω′
[
Λ2 + ω′2 log

(
ω′2

Λ2 + ω′2

)]
. (5.4)

Agora, a �nitude dos resultados para Λ ↪→∞ requer as seguintes condições:

ρu,1 = ρs,1 =

∫
dωωρu(ω) =

∫
dωωρs(ω) = 0, (5.5)

ρu,3 = ρs,3 =

∫
dωω3ρu(ω) =

∫
dωω3ρs(ω) = 0, (5.6)

Assim, obtemos:

〈s̄s〉 = − Nc

4π2

∫
dω log(ω2)ω3ρs(ω) = − Nc

4π2
ρ′s,3. (5.7)

〈ūu〉 = − Nc

4π2

∫
dω′ log(ω′2)ω′3ρu(ω

′) = − Nc

4π2
ρ′u,3. (5.8)

Novamente, observa-se que na fase perturbativa, sem quebra espontânea de simetria, onde

ρu(ω
′) = ρs(ω) = ρ(ω) = ρ(−ω) = δ(ω), teríamos 〈q̄q〉 = 0, uma vez que os integrandos de ρ′u,3
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e ρ′s,3 seriam ímpar. Com as estimativas experimentais para os diferentes condensados [37] e

[41], dadas por

〈ūu〉 = 〈d̄d〉 ' −(250MeV )3, (5.9)

〈s̄s〉 = 1.08〈ūu〉 ' −1.08(250MeV )3, (5.10)

(em escalas hadrônicas típicas de 0,5 - 1 GeV), podemos inferir os valores de ρ′s,3 e ρ
′
u,3. A partir

dos sinais dos condensados de quarks, temos

ρ′u,3 = ρ′s,3 > 0. (5.11)

5.1.2 Densidade de Energia no Vácuo

Como vimos na seção 4.3.1, o tensor energia-momento para o modelo de quarks é de�nido

por:

θµν(x) = q̄(x)
i

2
{γµ∂ν + γν∂µ}q(x)− gµνL(x). (5.12)

Agora, com as duas distribuições, ρu(ω′) e ρs(ω), a um loop de quarks temos:

〈θµν(x)〉 = −iNc2

∫
dω′ρµ(ω′)

∫
d4p′

(2π)4Tr

{
1

/p′ − ω′
×
[

1

2
(γµp′ν + γνp′µ)− gµν(/p′ − ω′)

]}
− iNc

∫
dωρs(ω)

∫
d4p

(2π)4Tr

{
1

/p− ω
×
[

1

2
(γµpν + γνpµ)− gµν(/p− ω)

]}
= −4iNc[

2

∫
dω′ρµ(ω′)

∫
d4(p′)

(2π)4

p′µp′ν − gµν(p′2 − ω′2)

p′2 − ω′2
+

∫
dωρs(ω)

∫
d4(p)

(2π)4

pµpν − gµν(p2 − ω2)

p2 − ω2

]
= Bgµν + θµν0 (x). (5.13)

onde θµν0 (x) é o tensor energia-momento para a teoria livre, avaliado ρu(ω′) = ρs(ω) = ρ(ω) =

δ(ω). A quantidade B é a densidade de energia no vácuo, dada por:

B = −iNc

[
2

∫
dω′ρµ(ω′)

∫
d4(p′)

(2π)4

ω′2

p′2 − ω′2
+

∫
dωρs(ω)

∫
d4(p)

(2π)4

ω2

p2 − ω2

]
. (5.14)
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Resolvendo a integral em p, obtemos:

B = − Nc

16π2

{
2

∫
dω′ρµ(ω′)ω′2

[
Λ2 + ω′2 log

(
ω′2

Λ2 + ω′2

)]
+

∫
dωρs(ω)ω2

[
Λ2 + ω2 log

(
ω2

Λ2 + ω2

)]}
, (5.15)

Para que B seja �nita, temos as seguintes condições:

ρu,2 = ρs,2 =

∫
dωω2ρu,s(ω) = 0, (5.16)

ρu,4 = ρs,4 =

∫
dωω4ρu,s(ω) = 0, (5.17)

resultando em

B = − Nc

16π2

{
2

∫
dω′ρµ(ω′)ω′4 log(ω′2) +

∫
dωρs(ω)ω4 log(ω2)

}
= − Nc

16π2
{2ρ′u,4 + ρ′s,4},

(5.18)

No caso de quebra espôntanea da simetria quiral, espera-se que 〈θ00〉 < 〈θ00〉0, ou B < 0. De

acordo com a análise das regras de soma da QCD para o charmômio [38− 39], tem-se para três

sabores,

B = − 9

32
〈α
π
G2〉 = −(224+35

−70MeV )4.

Apesar da grande incerteza neste resultado, podemos a�rmar que

(2ρ′u,4 + ρ′s,4) > 0. (5.19)

5.2 Técnica de Gauge

Na seção anterior, assim como no capítulo 4, obtivemos as condições espectrais para

n = 1, 2, 3 e 4, entretanto agora, para distribuições espectrais distintas. A seguir, vamos

especi�car os acoplamentos dos vértices com uma corrente para quarks de massas diferentes,

a �m de, a partir das identidades WT, obtermos as funções de vértice vetorial e axial para

massas diferentes.
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5.2.1 Vértices com uma corrente

As funções de vértice vetorial e axial não amputadas são de�nidas como:

Λµ,a
V (p, p′) =iSu(p

′)Γµ,aV (p, p′)iSs(p)

=

∫
d4xd4x′〈0|T{Jµ,aV (0)q(x′)q(x)}|0〉eip′x′−ipx, (5.20)

Λµ,a
A (p, p′) =iSu(p

′)Γµ,aA (p, p′)iSs(p)

=

∫
d4xd4x′〈0|T{Jµ,aA (0)q(x′)q(x)}|0〉eip′x′−ipx, (5.21)

respectivamente, sendo os Γ′s as correspondentes funções de vértice amputadas [40]. No en-

tanto, em contraste com o resultado obtido em (4.51) e (4.54), agora temos um propagador

correspondente a um quark up/down e outro associado a um quark strange. Portanto, a iden-

tidade de Ward-Takahashi para o vértice vetorial �ca:

(p′ − p)µΛµ,a
V (p, p′) = Su(p

′)
λa
2
− λa

2
Ss(p). (5.22)

do mesmo modo, para o vértice axial, tem-se:

(p′ − p)µΛµ,a
A (p, p′) = Su(p

′)
λa
2
γ5 + γ5

λa
2
Ss(p). (5.23)

A partir da técnica de gauge, construímos soluções (funções de vértice) com o propósito

de satisfazer as identidades de Ward-Takahashi, Eqs.(5.22) e (5.23). Agora para dois sabores,

escrevemos a solução tentativa a partir da de�nição da função de vértice vetorial (5.20) da

seguinte forma:

Λµ,a
V (p, p′) =iSu(p

′)Γµ,aV (p, p′)iSs(p)

=

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)
i

6 p′ − ω
γµ
λa
2

i

6 p− ω
, (5.24)

Inserindo nossa solução tentativa na identidade de WT para o vértice vetorial (5.22),
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temos:

(p′ − p)µiSu(p′)Γµ,aV (p, p′)iSs(p) = Su(p
′)
λa
2
− λa

2
Ss(p), (5.25)

Resolvendo o lado esquerdo,

iSu(p
′)(/p′ − /p)

λa
2
iSs(p) =iSu(p

′)(/p′ − ω′ − /p+ ω − (ω − ω′))λa
2
iSs(p)

=iSu(p
′)(/p′ − ω′)λa

2
iSs(p)− iSu(p′)(/p+ ω)

λa
2
iSs(p)

− iSu(p′)(ω − ω′)i
λa
2
Ss(p) = Su(p

′)����(/p+ ω)
λa
2 �

��Ss(p)

−�
��S(p′)�����(/p′ − ω′)λa

2
S(p) + Su(p

′)(ω − ω′)λa
2
Ss(p)

=S(p′)
λa
2
− λa

2
S(p) + iSu(p

′)(ω − ω′)λa
2
Ss(p). (5.26)

Nossa solução tentativa (5.24) satisfaz a identidade de WT para o vértice vetorial a menos de um

termo, que pode ser utilizado a �m de corrigir à solução tentativa original, para encontrarmos:

Λµ,a
V (p, p′) =

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)
i

/p′ − ω′

(
γµ − (ω′ − ω)qµ

q2

)
λa
2

i

/p− ω
. (5.27)

onde qµ = (p′ − p)µ, agora, portanto, ela é uma solução para a função de vértice vetorial. E

no limite do modelo 1 (modelo espectral de quarks para um sabor apresentado por [9]), obtido

pela substituição de ρs(ω) = δ(ω − ω′), obtemos

Λµ,a
V (p, p′) =

∫
dωρ(ω)

i

6 p′ − ω
γµ
λa
2

i

6 p− ω
. (5.28)

que é exatamente o resultado esperado (encontrado no capítulo 4). Seguindo os mesmos passos,

obtemos também uma solução para a função de vértice axial não amputada,

Λµ,a
A (p, p′) =

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)
i

/p′ − ω′

(
γµ − (ω′ + ω)qµ

q2

)
γ5λa

2

i

/p− ω
. (5.29)

que no limite do modelo 1, reproduz exatamente o resultado esperado:

Λµ,a
A (p, p′) =

∫
dωρ(ω)

i

6 p′ − ω

(
γµ − 2ωqµ

q2

)
γ5
λa
2

i

6 p− ω
. (5.30)



CAPÍTULO 5. MODELO ESPECTRAL DE QUARKS SU(3)F 49

5.2.2 A Relação Análoga de Goldberger-Treiman para o Káon

No capítulo 4, vimos que uma consequência da identidade de Ward-Takahashi axial

é a ocorrência de um pólo pseudoescalar. Para o caso de massas diferentes e próximo ao

pólo(q2 −→ 0), o decaimento do Káon, dado pelo vértice axial (5.29), é dominado pelo acopla-

mento pseudoescalar. Neste limite, o vértice axial está associado à função de onda do Káon

(correspondendo ao vértice k −→ qq̄) pela relação

Λµ,a
A (p, p′)|q−→0 → −2fk

qµ

q2
Λa
k(p, p

′), (5.31)

onde fk é a constante de decaimento do Káon. De (5.31) obtemos então que

Λa
k(p, p

′) =

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)
i

/p′ − ω′
(ω′ + ω)

2fk
γ5λa

2

i

/p− ω
, (5.32)

e podemos identi�car o acoplamento entre os quarks e o Káon por

gk(ω
′, ω) =

ω′ + ω

2fk
. (5.33)

que é a relação análoga de Goldberger-Treiman para o Káon [42].

A partir da técnica de gauge, foi possível encontrar as funções de vértice não amputadas

vetorial e axial para as duas distribuições ρu(ω′) e ρs(ω), equações (5.27) e (5.29). Nas seções

seguintes, iremos utilizá-las no cálculo de alguns observáveis físicos para o méson Káon.

5.3 Polarização do Vácuo

De acordo com a Teoria Quântica de Campos (TQC), o vácuo entre as partículas inte-

ragentes não é simplesmente um espaço vazio. Em vez disso, ele contém pares de partícula-

antipartícula "virtuais"(léptons ou quarks e glúons), que são criados a partir do vácuo nos

valores de energia limitados no tempo pela versão tempo-energia do princípio da incerteza de

Heisenberg. Estes pares partícula-antipartícula transportam vários tipos de cargas, como a

carga de cor se eles estão sujeitos a QCD, como quarks ou glúons, ou a carga eletromagné-

tica se eles são léptons eletricamente carregados, por exemplo, pares elétron-pósitron virtuais.
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Tais pares carregados atuam como um dipolo elétrico. Na presença de um campo elétrico, como

exemplo o campo eletromagnético em torno de um elétron, estes pares de partícula-antipartícula

reposicionam-se, de modo a neutralizar parcialmente o campo (um efeito de blindagem parcial,

um efeito dielétrico). O campo, por conseguinte, vai ser mais fraco do que seria esperado se

o vácuo fosse completamente vazio. Esta reorientação dos pares de partícula-antipartícula de

curta duração é conhecida como polarização do vácuo.

A um loop, a contribuição de um par quark-antiquark para a polarização do vácuo é

calculada a partir da função de correlação vetorial, que é construída fechando uma linha de

quark no vértice vetorial não amputado (5.27), o que resulta em:

iΠµa,νb
V V (q) =

∫
d4xe−iq.x〈0|T{JµaV (x)JνbV (0)}|0〉 = −Nc

∫
d4p

(2π)4
Tr

[
Λµa
V (p+ q, p)γν

λb
2

]
, (5.34)

A contribuição do par quark-antiquark (up-antiup/down-antidown) para a polarização do

vácuo é então escrita como:

iΠµa,νb
V V (q)uū = −Nc

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫
d4p

(2π)4
Tr

[
i

/p′ − ω′

(
γµ− (ω′ − ω)qµ

q2

)
λa
2

i

/p− ω
γν
λb
2

]
,

(5.35)

onde p′ = p+ q. Note que a parte que multiplica o integrando (ω′−ω)qµ

q2
é impar, e se anula, pois

o domínio de integração é simétrico. Assim, �camos com:

iΠµa,νb
V V (q)uu = −Nc

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫
d4p

(2π)4
Tr

[
i

/p′ − ω′
γµ
λa
2

i

/p− ω
γν
λb
2

]
, (5.36)

Calculando o traço no espaço de Dirac [ver Apêndice B], obtemos:

iΠµa,νb
V V (q)uu = 4Ncδab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫
d4p

(2π)4

p′µpν − p′pgµν + p′νpµ + ω′ωgµν

(p′2 − ω′2)(p2 − ω2)
, (5.37)

utilizando a parametrização de Feynman:

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[(A−B)x+B]2
, (5.38)



CAPÍTULO 5. MODELO ESPECTRAL DE QUARKS SU(3)F 51

chamando A = (p′2 − ω′2) e B = (p2 − ω2), temos que:

1

(p′2 − ω′2)(p2 − ω2)
=

∫ 1

0

dx
1

[(p+ qx)2 − Ξ]2
, (5.39)

onde Ξ = (−q2x(1− x) + (ω′2 − ω2)x+ ω2). Agora fazendo o "shift"p→ p− qx, temos que:

p′ = p+q = p−qx+q = p+q(1−x); p′p = pp−qqx(1−x); dp = d(p+qx) = dp. (5.40)

Fazendo as mudanças necessárias, a equação (5.37) se torna :

iΠµa,νb
V V (q)uū =4Ncδab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫ 1

0

dx

×
∫

d4p

(2π)4

2pµpν − 2(qµqν − q2gµν)x(1− x)− [q2x(1− x)− ω′ω + p2]gµν

[p2 − Ξ]2
,

(5.41)

podemos reescrever o argumento do terceiro termo como:

q2x(1−x)−ω′ω = q2x(1−x)−(ω′2−ω2)x−ω2+(ω′2−ω2)x+ω2−ω′ω = −Ξ+(ω′2−ω2)x+ω2−ω′ω,

(5.42)

logo,

iΠµa,νb
V V (q)uu =4Ncδab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫ 1

0

dx

×
{

2

∫
d4p

(2π)4

pµpν

[p2 − Ξ]2
− gµν

∫
d4p

(2π)4

(p2 − Ξ + (ω′2 − ω2)x+ ω2 − ω′ω)

[p2 − Ξ]2

− 2(qµqν − q2gµν)x(1− x)

∫
d4p

(2π)4

1

[p2 − Ξ]2

}
, (5.43)

rearranjando os termos, temos:

iΠµa,νb
V V (q)uu =4Ncδab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫ 1

0

dx

×
{

2I1 − gµνI0 − gµν [(ω′2 − ω2)x+ ω2 − ω′ω)]I2 − 2(qµqν − q2gµν)x(1− x)I2

}
,

(5.44)

Resolvendo as integrais I0, I1 e I2 e utilizando por simplicidade a regularização dimensional
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[43] (a resolução das integrais se encontra no apêndice B), obtemos:

iΠµa,νb
V V (q)uu =4Ncδab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫ 1

0

dx

× i

(4π)2

{
�
�
�
��

2
gµν

2
Ξα−����gµνΞα− gµν [(ω′2 − ω2)x+ ω2 − ω′ω)](α− 1)

− 2(qµqν − q2gµν)x(1− x)(α− 1)

}
, (5.45)

onde

α =

[
2

ε
+ 1− γ + log

(
4π

Ξ

)
+O(ε)

]
. (5.46)

com os dois termos que se cancelam, �camos com:

Πµa,νb
V V (q)uu = δab

(
−gµν + qµqν

q2

)
Π̄V (q2)− Nc

4π2
δabg

µνIp. (5.47)

onde

Π̄V (q2) =
Nc

4π2

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫ 1

0

dx

{
− 2x(1− x)(α− 1)

}
, (5.48)

e

Ip =

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

∫ 1

0

dxgµν [(ω′2 − ω2)x+ ω2 − ω′ω)](α− 1), (5.49)

O primeiro termo da equação (5.47) preserva a invariância de calibre da polarização do

vácuo, e para que isto seja assegurado para toda a expressão, o segundo termo deve se anular.

Portanto, substituindo o valor de α e integrando em x o segundo termo (Ip), obtemos

Ip =

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

{
(ω′2 − ω2)

[
1

ε
− γ

2
+

log(4π)

2
−
(

1

2

[ω′4 log(ω′2)− ω4 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)2

− [ω2ω′2 log(ω′2)]

(ω′2 − ω2)2
+

[ω′2ω2 − 1
4
ω′4 − 3

4
ω4]

(ω′2 − ω2)2

)]
+ (ω2 − ω′ω)

[
2

ε
− γ + log(4π)− [ω′2 log(ω′2)− ω2 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)
+ 1

]}
, (5.50)

Pelas condições espectrais, a �nitude do resultado exige que:

ρ1,u = ρ1,s =

∫
dω′ω′ρu(ω

′) =

∫
dωωρu(ω) = 0, (5.51)
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ρ2,u = ρ2,s =

∫
dω′ω′2ρu(ω

′) =

∫
dωω2ρu(ω) = 0, (5.52)

as divergências desaparecem, logo, Ip se torna:

Ip =

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

{
1

2

[ω′4 log(ω′2)− ω4 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)
− [ω′3ω log(ω′2)− ω3ω′ log(ω2)]

(ω′2 − ω2)

}
.

(5.53)

De�nindo os novos momentos espectrais como:

σ40 =

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

{
1

2

[ω′4 log(ω′2)− ω4 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)

}
(5.54)

e

σ31 =

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

{
[ω′3ω log(ω′2)− ω3ω′ log(ω2)]

(ω′2 − ω2)

}
. (5.55)

temos que

Ip = σ40
uu − σ31

uu. (5.56)

No limite do modelo 1, Ip se anula com a condição (5.52), como esperado. Para o nosso modelo

SU(3f ), entretanto, a expressão (5.56) de�ne uma nova condição espectral, ou seja, exigindo-se

que o modelo preserve a invariância de calibre, temos

σ40
uu = σ31

uu. (5.57)

Seguindo os mesmos passos, obtemos também a contribuição do par quark-antiquark

(strange-antistrange) para a polarização do vácuo,

Πµa,νb
V V (q)ss = δab

(
−gµν + qµqν

q2

)
Π̄V (q2)− Nc

4π2
δabg

µνIp. (5.58)

com

Π̄V (q2) =
Nc

4π2

∫
dω′dωρs(ω

′)ρs(ω)

∫ 1

0

dx

{
− 2x(1− x)(α− 1)

}
, (5.59)

e

Ip =

∫
dω′dωρs(ω

′)ρs(ω)

∫ 1

0

dxgµν [(ω′2 − ω2)x+ ω2 − ω′ω)](α− 1) = σ40
ss − σ31

ss = 0. (5.60)
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que também preserva a invariância de calibre da polarização do vácuo.

5.4 Decaimento fraco do Káon

A constante de decaimento fraco do Káon, é de�nida como:

〈0|JµaA (x)|πb(q)〉 = ifkqµδa,be
iq.x, (5.61)

e pode ser calculada atravéz da função de correlação axial, a partir da seguinte relação:

−iΠµa;νb
AA (q) =

∫
d4xe−iq.x〈0|T{JµaA (x)JνbA (0)}|0〉

= if 2
k δab

qµqν

q2
+ ..., (5.62)

Novamente, assim como no cálculo da polarização, fechamos uma linha de quark no vértex axial

não amputado (5.29) e contruimos a função de correlação axial. Resultando em:

−iΠµa,νb
AA (q) = −Nc

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
Λµa
A (k + q, k)γνγ5

λb
2

]
= −Nc

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

∫
d4k

(2π)4

× Tr
[

i

/k′ − ω′

(
γµ − (ω′ + ω)qµ

q2

)
γ5
λa
2

i

/k − ω
γνγ5

λb
2

]
(5.63)

onde k′ = k + q. Observe que a expressão acima envolve apenas um vértice completo, γµ −
(ω′+ω)qµ

q2
e um vértice nu, γνγ5

λb
2
. Isto é necessário para evitar dupla contagem e está em

conformidade com o método de Pagels e Stokar [44]. Calculando o traço no espaço de Dirac da

equação (5.63)[ver apêndice B]. Obtemos:

−iΠµa,νb
AA (q) = 4Ncδab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

∫
d4k

(2π)4

1

(k′2 − ω′2)(k2 − ω2)

×
[
ω′ω

qµ

q2
(kν − k′ν) + ω′2

qµ

q2
kν − ω2 q

µ

q2
k′ν − 2k′µkν + gµνk′σkσ + ω′ωgµν

]
(5.64)
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A parametrização é a mesma utilizada no cálculo da polarização, trocando p por k. Assim, a

equação (5.64) �ca:

−iΠµa,νb
AA (q) = 4Ncδab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

∫ 1

0

dx

×
{
ω′ω

qµ

q2

∫
d4k

(2π)4

kν − qνx
[k2 − Ξ]2

− ω′ωq
µ

q2

∫
d4k

(2π)4

kν + qν(1− x)

[k2 − Ξ]2

+ ω′2
qµ

q2

∫
d4k

(2π)4

kν − qνx
[k2 − Ξ]2

− ω2 q
µ

q2

∫
d4k

(2π)4

kν + qν(1− x)

[k2 − Ξ]2

− 2

∫
d4k

(2π)4

kµkν − qµqνx(1− x)

[k2 − Ξ]2
+ gµν

∫
d4k

(2π)4

k2 − q2x(1− x)

[k2 − Ξ]2

+ ω′ωgµν
∫

d4k

(2π)4

1

[k2 − Ξ]2

}
(5.65)

As integrais em kν desaparecem uma vez que o integrando é ímpar, restando apenas as inte-

grais I1, e I2, I3 que também foram calculadas utilizando por simplicidade via regularização

dimensional ( ver Apêncide B).

−iΠµa,νb
AA (q) =4Ncδab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

∫ 1

0

dx

×
{
− ω′ωq

µ

q2
qνxI2 − ω′ω

qµ

q2
qν(1− x)I2 − ω′2

qµ

q2
qνxI2 − ω2 q

µ

q2
qν(1− x)I2

− 2[I1 − qµqνx(1− x)I2] + gµν [I3 − q2x(1− x)I2]

+ ω′ωgµνI2

}
(5.66)

Substituindo os resultados das integrais e rearranjando os termos, obtemos:

Πµa,νb
AA (q) =− Nc

4π2
δab

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

∫ 1

0

dx(α− 1)

×
{
− qµqν

q2
x(ω′ω + ω′2)− qµqν

q2
(1− x)(ω′ω + ω2) + 2

qµqν

q2
q2x(1− x)

+ gµν((ω′2 − ω2) + ω2 + ω′ω)− 2gµνq2x(1− x)

}
(5.67)
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No limite em que q2 → 0, temos:

Πµa,νb
AA (q) =

Nc

4π2
δab
qµqν

q2

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

∫ 1

0

dx

[
2

ε
− γ + log

4π

(ω′2 − ω2)x+ ω2

]
{

(ω′2 − ω2)x+ (ω′ω + ω2)

}
(5.68)

integrando em x, �camos com:

Πµa,νb
AA (q) =

Nc

4π2
δab
qµqν

q2

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

∫ 1

0

dx

{
(ω′2 − ω2)

[
1

ε
− γ

2
+

log(4π)

2
−(

1

2

[ω′4 log(ω′2)− ω4 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)2
− [ω2ω′2 log(ω′2)]

(ω′2 − ω2)2
+

[ω′2ω2 − 1
4
ω′4 − 3

4
ω4]

(ω′2 − ω2)2

)]
+ (ω′ω + ω2)

[
2

ε
− γ + log(4π)− [ω′2 log(ω′2)− ω2 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)
+ 1

]}
(5.69)

A quebra espontânea de simetria quiral implica em um polo na correlação axial-axial, com

o resíduo proporcional ao quadrado da constante de decaimento fraco do Káon. Resultando

em:

f 2
k =

Nc

4π2

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

∫ 1

0

dx

{
(ω′2 − ω2)

[
1

ε
− γ

2
+

log(4π)

2
−(

1

2

[ω′4 log(ω′2)− ω4 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)2
− [ω2ω′2 log(ω′2)]

(ω′2 − ω2)2
+

[ω′2ω2 − 1
4
ω′4 − 3

4
ω4]

(ω′2 − ω2)2

)]
+ (ω′ω + ω2)

[
2

ε
− γ + log(4π)− [ω′2 log(ω′2)− ω2 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)
+ 1

]}
(5.70)

A �nitude do valor para fk, exige as seguintes condições espectrais:

ρ1,u = ρ1,s =

∫
dω′ω′ρu(ω

′) =

∫
dωωρs(ω) = 0 (5.71)

ρ2,u = ρ2,s =

∫
dω′ω′2ρu(ω

′) =

∫
dωω2ρs(ω) = 0 (5.72)

Portanto,

f 2
k =− Nc

4π2

∫
dω′dωρu(ω

′)ρs(ω)

{
1

2

[ω′4 log(ω′2)− ω4 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)
+

[ω′3ω log(ω′2)− ω3ω′ log(ω2)]

(ω′2 − ω2)

}
=− Nc

4π2
[σ40
us + σ31

us] (5.73)
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O valor da constante de decaimento do Káon pode ser usado para determinar a relação

entre σ40
us e σ

31
us, e podemos inferir que o sinal é, obviamente,

[σ40
us + σ31

us] < 0. (5.74)

A partir da expressão (5.73), no limite do modelo 1, obtemos

f 2
π = − Nc

4π2

∫
dωρ(ω)ω2 log(ω2) = − Nc

4π2
ρ′2. (5.75)

que coincide com o resultado apresentado por [9] para o decaimento fraco do píon.

No limite de massas iguais, fazendo-se ρu(ω) = ρs(ω), obtemos uma nova expressão para

o decaimento fraco do píon:

f 2
π =− Nc

4π2

∫
dω′dωρu(ω

′)ρu(ω)

{
1

2

[ω′4 log(ω′2)− ω4 log(ω2)]

(ω′2 − ω2)
+

[ω′3ω log(ω′2)− ω3ω′ log(ω2)]

(ω′2 − ω2)

}
=− Nc

4π2
[σ40
uu + σ31

uu]. (5.76)

e usando (5.56), obtemos que

f 2
π = − Nc

4π2
2σ40

uu = − Nc

4π2
2σ31

uu. (5.77)

de onde podemos obter os valores de σ40
uu = σ31

uu a partir do conhecimento do valor experimental

de f 2
π .

A partir da nossa abordagem, obtivemos as expressões para a polarização do vácuo e

o decaimento fraco do Káon, utilizando duas distribuições diferentes. Em especial, o cálculo

da polarização do vácuo resultou em uma parte invariante de gauge somada a outra parte,

relacionada aos novos momentos espectrais, impondo uma nova condição espectral, de forma a

preservar a invariância de calibre. Obtemos também a expressão para o decaimento fraco do

Káon que pode ser usada na obtenção dos valores dos momentos espectrais do modelo. Por

conseguinte, uma nova expressão para o decaimento fraco do píon também foi obtida, diferente

do modelo original, com duas distribuições distintas. Foi possível comparar todos os resultados

com o modelo original (para quarks de massas iguais) [9].



Capítulo 6

Conclusões

Neste trabalho, desenvolvemos uma abordagem do Modelo Espectral de Quarks que per-

mite a descrição da fenomenologia de mésons leves, incluindo-se três sabores de quarks. Este

modelo é construído de forma a ser �nito e livre de singularidades, utilizando-se a forma ge-

neralizada da representação de Lehmann para o propagador do quark, a Técnica de Gauge e

condições espectrais que surgem a partir de exigências físicas naturais como normalização e

�nitude dos observáveis.

A extensão do modelo espectral de quarks para a descrição de mésons formados por quarks

de diferentes sabores foi realizada de forma análoga à sua formulação original. Entretanto, com

a inclusão do quark strange, construímos duas funções espectrais distintas e mostramos que é

possível a obtenção de funções de vértice que relacionam os propagadores espectrais e satisfazem

as identidades de Ward-Takahashi correspondentes. Em contraste com as funções de vértice

obtidas na formulação original do modelo, as novas funções envolvem agora duas distribuições

espectrais, com uma estrutura analítica distinta, mas que reproduz os resultados anteriores no

limite no qual uma das distribuições é excluída. A presença das duas distribuições leva também

ao surgimento de novos momentos espectrais anteriormente ausentes.

A partir de cálculos de alguns observáveis físicos, como condensados de quarks e densidade

de energia no vácuo, obtivemos expressões que relacionam algumas condições a serem satisfeitas

pelos momentos das funções espectrais ρu(ω) ρs(ω) e também os vértices vetorial e axial do

modelo que satisfazem as identidades de WT. A partir desses vértices, foi possível obtermos

a relação análoga de Goldberger-Treiman para o káon. Outros resultados obtidos a partir

dos vértices determinados foram a polarização do vácuo e o decaimento fraco para o káon.
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Estes dois últimos resultados são signi�cativamente diferentes dos obtidos no modelo original,

mas reproduzem os resultados anteriores nos limites adequados. Em particular, o cálculo da

polarização do vácuo resulta em uma parte invariante de gauge somada a outra parte, que

se relaciona aos novos momentos espectrais que, para que esta invariância seja preservada,

impõe uma nova condição espectral. Obtemos também a expressão para o decaimento fraco

do Káon que pode ser usada na obtenção dos valores de alguns dos momentos espectrais do

modelo. Todos os resultados podem ser utilizados para cálculos nos limites de massas iguais,

reproduzindo os observáveis do píon, e no limite que reproduz o modelo original (para quarks

de massas iguais), permitindo a comparação do presente resultado com o apresentado em [9].

Como principal conclusão e contribuição deste trabalho, mostramos que é possível for-

mularmos um modelo espectral de quarks que envolva duas diferentes distribuições espectrais,

permitindo a descrição de observáveis de mésons constituídos por quarks de diferentes mas-

sas. Uma das perspectivas para o desenvolvimento futuro do presente trabalho é a obtenção

de outros observáveis do káon que possibilitem a determinação de um conjunto completo de

momentos espectrais que possa ser usado para previsão de outros observáveis, como fatores de

forma, por exemplo. Também a extensão do modelo para a obtenção de observáveis de mésons

constituídos por quarks pesados é uma perspectiva promissora, em especial devido à �nitude do

modelo espectral de quarks, o que elimina as di�culdades da relação entre as escalas de energias

envolvidas e os valores dos cortes ("cuto�") envolvidos em outros processos de regularização.
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Apêndice A

Notações e Convenções

Neste apêndice, apresentaremos as notações e propriedades, que foram utilizadas ao longo

do trabalho.

As matrizes de Pauli são um conjunto de três matrizes 2× 2, Hermitianas e unitárias.

τ1 =

 0 1

1 0

 , τ2 =

 0 −i

i 0

 , τ3 =

 1 0

0 −1

 ,

Denotadas aqui por τ em representação a simetria de isospin. Elas se transformam atráves das

transformações unitárias, que representam rotações de isospin.

U(τj) = e−i
θjσj

2 , j = 1, 2, 3. (A.1)

Obedecem as regras de comutação do grupo SU(2):

[τi, τj] = 2iεijkτk (A.2)

e a relação de anticomutação:

{τi, τj} = 2δijI (A.3)

onde εi,j,k é o simbolo de Levi-Civita, δij é a delta de Kronecker e I é a matriz identidade 2× 2.
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Outras propriedades importantes:

τ 2
i = τ 2

j = τ 2
k =

 1 0

0 1

 = I (A.4)

det(τi) = −1 (A.5)

Tr(τi) = 0 (A.6)

As matrizes de Dirac, ou matrizes gama {γ0, γ1, γ2, γ3} são quatro matrizes 4× 4, unitárias:

γ0 =

 I 0

0 I

 , γj =

 0 τ j

−τ j 0

 ,

onde I são matrizes identidade 2 × 2, 0 são matrizes nulas também 2 × 2 e τ i as matrizes de

Pauli. A covariância entre as matrizes γ é de�nida por (notação de Einstein):

γµ = gµνγ
ν = {γ0,−γ1,−γ2,−γ3}, (A.7)

Relação de anticomutação:

{γµ, γν} = 2gµνI4, (A.8)

onde gµν = gµν ≡


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 é a métrica de Minkowski e I4 é a matriz identidade

4× 4.

A partir das matrizes γ podemos de�nir a seguinte matriz auxiliar:

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3, (A.9)

que possui algumas propriedades importantes como:

(γ5)† = γ5 (hermitiana), (γ5)2 = I4, (A.10)
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e anticomuta com as quatro matrizes γ:

{γ5, γµ} = γ5γµ + γµγ5 = 0. (A.11)

A notação slash de Feynman é de�nida por:

/a = aµγµ = aµγ
µ. (A.12)

para qualquer quadrivetor a.

As matrizes de Gell-Mann são uma representação de geradores in�nitesimais de um grupo

unitário especial chamado SU(3). Tradicionalmente denotadas por λa, com a = 1, ..., 8, são

matrizes 3× 3 de�nidas como:

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 ,

λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , λ5 =


0 0 −i

0 0 0

i 0 0

 , λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

λ7 =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 , λ8 =


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 .

São Hermitianas (λ†a = λa) e o traço destas matrizes é dado por:

Tr[λa] = 0, T r[λaλb] = 2δab, (a, b = 1, ..., 8). (A.13)



Apêndice B

Resultados úteis

Neste apêndice, aprsentaremos provas e cáculos de alguns resultados utilizados ao longo

do trabalho.

I Prova da identidade (4.12). A identidade (4.12) é:∫
dω
ωnρ(ω)

/p− ω
= /p

nS(/p)− /pn−1 n = 1, 2, ..., (B.1)

Substituindo do lado direito da identidade o propagador do quark na forma (4.1), temos:∫
dω
ωnρ(ω)

/p− ω
− /pn

∫
dω

ρ(ω)

/p− ω
= −/pn−1

−
∫
dω

ρ(ω)

/p− ω
(/p
n − ωn) = −/pn−1, (B.2)

utilizando a relação:

/p
n − ωn = (/p− ω)

0∑
i=n−1

n−1∑
j=0

/p
iωjδn−1

i+j . (B.3)

provada por indução. Em seguida, �camos com:

−
∫
dω

ρ(ω)

/p− ω
(/p− ω)

0∑
i=n−1

n−1∑
j=0

/p
iωjδn−1

i+j = −/pn−1

−
∫
dωρ(ω)(/p

n−1 + /p
n−2ω + ...+ /pω

n−2 + ωn−1) = −/pn−1

−/pn−1

∫
dωρ(ω)− ...−

∫
dωρ(ω)ωn−1 = −/pn−1, (B.4)
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Agora, utilizando as condições espectrais (4.2) e (4.3), temos que:∫
dωρ(ω) = 1;

∫
dωρ(ω)ωn−1 = 0 n > 1. (B.5)

Logo:

− /pn−1 = −/pn−1. (B.6)

I Veri�cação da relação de recorrência (4.18):∫
dωωnρ(ω)

1

p2 − ω2
= p2

∫
dωωn−2ρ(ω)

1

p2 − ω2
n > 2, (B.7)

Fazendo a substituição p2 = (p2 − ω2) + ω2, temos que,∫
dωωnρ(ω)

1

p2 − ω2
=

∫
dωωn−2ρ(ω)�

����
(p2 − ω2)

�����
(p2 − ω2)

+

∫
dωωnρ(ω)

1

p2 − ω2
n > 2, (B.8)

e pela condição espetral (4.3), temos que:∫
dωωn−2ρ(ω) = 0 n > 2, (B.9)

Logo, ∫
dωωnρ(ω)

1

p2 − ω2
=

∫
dωωnρ(ω)

1

p2 − ω2
. (B.10)

I A integral I, utilizada no cálculo dos condensados de quarks é dada por:

I =

∫
d4p

(2π)4

1

p2 − ω2
. (B.11)

onde p2 = (p0)2 − |~p|2. Fazendo-se a substituição de variáveis:

p0 = ik0, ~p = ~k. (B.12)

teremos:

d4p = dp0dp1dp2dp3 = idk0dk1dk2dk3 = id4k. (B.13)
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e

p2 = −(k0)2 − |~k|
2

= −k2. (B.14)

Temos então que,

I = −i
∫

d4k

(2π)4

1

k2 + ω2
, (B.15)

Fazendo a mudança para coordenadas hiperesféricas (ou polares 4-dimensionais), temos:

d4k = k3dkdφsenθdθsen2ξdξ, (B.16)

onde k =
√
k2. Assim, utilizando o cuto� Λ, obtemos:

I = −i
∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

senθdθ

∫ π

0

sen2ξdξ

∫ Λ

0

dk

(2π)4

k3

k2 + ω2

= −i2π × 2× π

2

∫ Λ

0

dk

(2π)4

k3

k2 + ω2

= −i2π2

∫ Λ

0

dk

(2π)4

k3

k2 + ω2
, (B.17)

fazendo divisão de polinômios:

k3

k2 + ω2
=

(k2 + ω2)k − ω2k

(k2 + ω2)
= k − ω2k

(k2 + ω2)
. (B.18)

I então �ca:

I = −i 1

8π2

∫ Λ

0

(
k − ω2k

k2 + ω2

)
dk, (B.19)

Finalmente, resolvendo as duas ultimas integrais triviais, obtemos:

I = −i 1

16π2

[
Λ2 + ω2 log

(
ω2

Λ2 + ω2

)]
. (B.20)

I Operações de traço, utilizadas no cálculo da polarização do vácuo e decaimento do Káon.

No caso da polarização do vácuo, a equação do traço é:

Trp = Tr

[
i(/p′ + ω′)γµ

λa
2
i(/p+ ω)γν

λb
2

]
(B.21)
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mas pelo apêndice A, sabemos que:

Tr

[
λa
2

λb
2

]
= δab (B.22)

agora �camos então com:

Trp = −δabTr[(/p′ + ω′)γµ(/p+ ω)γν ] (B.23)

expandindo os termos, temos que

Trp = −δabTr[/p′γµ/pγν + /p′γµωγν + ω′γµ/pγ
ν + ω′γµωγν ] (B.24)

pelas propriedades do traço, Tr[A+B] = Tr[A] + Tr[B], logo

Trp = −δab{Tr[/p′γµ/pγν ] + Tr[/p′γµωγν ] + Tr[ω′γµ/pγ
ν ] + Tr[ω′γµωγν ]} (B.25)

Resolvendo os traços um a um, temos:

Tr[/p′γµ/pγ
ν ] = Tr[γργµγσγν ]p′ρpσ = 4(p′µpν − p′pgµν + p′νpµ) (B.26)

Tr[/p′γµωγν ] = Tr[γργµγν ]p′ = 0 (B.27)

Tr[ω′γµ/pγ
ν ] = Tr[γµγργν ]ω′ = 0 (B.28)

Tr[ω′γµωγν ] = ω′ωTr[γµγν ] = 4ω′ωgµν (B.29)

onde usamos que /k = γµkµ e traço de um número ímpar de matrizes γµ é zero. Substituindo

os resultados (), obtemos

∴ Trp = −4δab(p
′µpν − p′pgµν + p′νpµ + gµνω′ω) (B.30)

No caso decaimento do Káon, temos o seguinte traço:

Trk = Tr

[
i(/k′ + ω′)

(
γµ − (ω′ + ω)qµ

q2

)
γ5
λa
2
i(/k + ω)γνγ5

λb
2

]
(B.31)

pela equação (), e rearranjando os termos �camos com:

Trk = δabTr[(/k
′ + ω′)(ω′ + ω)

qµ

q2
γ5(/k + ω)γνγ5 − (/k′ + ω′)γµγ5(/k + ω)γνγ5] (B.32)
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expandindo os termos, temos que

Trk = δab{Tr[/k′ω′
qµ

q2
γ5/kγ

νγ5] + Tr[/k′ω′
qµ

q2
γ5ωγ

νγ5] + Tr[/k′ω
qµ

q2
γ5/kγ

νγ5]

+ Tr[/k′ω2 q
µ

q2
γ5γ

νγ5] + Tr[ω′2
qµ

q2
γ5/kγ

νγ5] + Tr[ω′2
qµ

q2
γ5ωγ

νγ5]

+ Tr[ω′ω
qµ

q2
γ5/kγ

νγ5] + Tr[ω′ω
qµ

q2
γ5ωγ

νγ5]− Tr[/k′γµγ5/kγ
νγ5]

− Tr[/k′γµγ5ωγ
νγ5]− Tr[ω′γµγ5/kγ

νγ5]− Tr[ω′ωγµγ5γ
νγ5]} (B.33)

uma vez que traço de um número ímpar de matrizes γµ é zero o. A equação () se reduz a:

Trk = δab{ω′ω
qµ

q2
Tr[/k′γ5γ

νγ5] + ω2 q
µ

q2
Tr[/k′γ5γ

νγ5] + ω′2
qµ

q2
Tr[γ5/kγ

νγ5]

+ ω′ω
qµ

q2
Tr[γ5/kγ

νγ5]− Tr[/k′γµγ5/kγ
νγ5]− ω′ωTr[γµγ5γ

νγ5]} (B.34)

Utilizando as propriedades dos traços e das matrizes γ (apêndice A), resolvendo um a um,

temos:

Tr[/k′γ5γ
νγ5] = −Tr[γργν ]k′ρ = −4k′ν (B.35)

Tr[γ5/kγ
νγ5] = Tr[γργν ]kρ = 4kν (B.36)

Tr[/k′γµγ5/kγ
νγ5] = Tr[γργµγσγν ] = 4(k′µkν − k′kgµν + k′νkµ) (B.37)

Tr[γµγ5γ
νγ5] = −Tr[γµγν ] = −4gµν (B.38)

Substituindo os resultados (), obtemos

∴ Trp = 4δab

[
(kν − k′ν)ω′ωq

µ

q2
+ (kνω′2 − k′νω2)

qµ

q2
− 2k′µkν + gµν(k′σkσ + ω′ω)

]
(B.39)

I Cáculo das integrais I0, I1, I2 e I3, utilizadas no cálculo da polarização do vácuo e no

decaimento do Káon. Para as quatro integrais, no espaço de Minkowski e em d dimensões

temos que []: ∫
ddk

(2π)d
1

(k2 − Ξ)n
=

(−1)ni

(4π)
d
2

Γ(n− d
2
)

Γ(n)

(
1

Ξ

)n− d
2

(B.40)

∫
ddk

(2π)d
k2

(k2 − Ξ)n
=

(−1)(n−1)i

(4π)
d
2

d

2

Γ(n− d
2
− 1)

Γ(n)

(
1

Ξ

)n− d
2
−1

(B.41)
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∫
ddk

(2π)d
kµkν

(k2 − Ξ)n
=

(−1)(n−1)i

(4π)
d
2

gµν

2

Γ(n− d
2
− 1)

Γ(n)

(
1

Ξ

)n− d
2
−1

(B.42)

para o nosso caso, d = 4− ε e n = 2. Portanto temos que:

I0 =

∫
d4−εk

(2π)(4−ε)
1

(k2 − Ξ)
= − i

(4π)2− ε
2

Γ( ε
2
− 1)

Γ(1)

(
1

Ξ

) ε
2
−1

(B.43)

resolvendo termo a termo,

(4π)
ε
2
−2 = (4π)−2(4π)

ε
2 =

1

(4π)2

[
1 +

ε

2
log(4π) +O(ε2)

]
(B.44)

e (
1

Ξ

) ε
2
−1

=

(
1

Ξ

)−1(
1

Ξ

) ε
2

= Ξ

[
1 +

ε

2
log

(
1

Ξ

)
+O(ε2)

]
(B.45)

expandindo Γ

(
ε
2
− 1

)
, utilizando as propriedades das funções gama, no limite ε→ 0, obtemos:

Γ

(
ε

2
− 1

)
= −

(
1

1− ε
2

)[
2

ε
− γ +O(ε)

]
= −

[
2

ε
+ 1− γ +O(ε)

]
(B.46)

aqui γ é a constante de Euler- Mascheroni (γ ≈ 0.5772). Substituindo B.23, B.24 e B.25 em

B.22 e fazendo os produtos, I0 então �ca:

I0 =
i

(4π)2
Ξ

[
2

ε
+ 1− γ + log

(
4π

Ξ

)
+O(ε)

]
(B.47)

ou

I0 =
i

(4π)2
Ξα (B.48)

onde

α =

[
2

ε
+ 1− γ + log

(
4π

Ξ

)
+O(ε)

]
(B.49)

I1 é dada por:

I1 =

∫
d4−εk

(2π)(4−ε)
kµkν

(k2 − Ξ)2
= −g

µν

2

i

(4π)2− ε
2

Γ( ε
2
− 1)

Γ(2)

(
1

Ξ

) ε
2
−1

(B.50)

e resulta em:

I1 =
1

2

i

(4π)2
gµνΞ

[
2

ε
+ 1− γ + log

(
4π

Ξ

)
+O(ε)

]
(B.51)

ou

I1 =
1

2

i

(4π)2
gµνΞ(α + 1) (B.52)
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Para I2, temos:

I2 =

∫
d4−εk

(2π)(4−ε)
1

(k2 − Ξ)2
=

i

(4π)2− (ε)
2

Γ( ε
2
)

Γ(2)

(
1

Ξ

) ε
2

(B.53)

uma vez que

Γ

(
ε

2

)
=

[
2

ε
− γ +O(ε)

]
e (

1

Ξ

) ε
2

=

[
1 +

ε

2
log

(
1

Ξ

)
+O(ε2)

]
(B.54)

Logo I2 resulta em:

I2 =
i

(4π)2

[
2

ε
− γ + log

(
4π

Ξ

)
+O(ε)

]
=

i

(4π)2
(α− 1) (B.55)

Finalmente para I3, temos que:

I3 =

∫
d4−εk

(2π)(4−ε)
k2

(k2 − Ξ)2
= − i

(4π)2− ε
2

(
2− ε

2

)
Γ( ε

2
− 1)

Γ(2)

(
1

Ξ

) ε
2
−1

(B.56)

substituindo B.25, B.26 e B.27 em B.30 e fazendo os produtos, obtemos:

I3 = 2
i

(4π)2
Ξ

[
2

ε
+

1

2
− γ + log

(
4π

Ξ

)
+O(ε)

]
= 2

i

(4π)2
Ξ(α− 1

2
) (B.57)
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