A JUELN

UNIVERSIDADE FEDERAL DE LAVRAS

FAUZY TRABOUSSY

ANOMALIAS EM AMPLITUDES FINITAS: UM CALCULO
EXPLICITO DAS AMPLITUDES TRINGULARES AVV E AAA
EM DUAS DIMENSOES ESPACO-TEMPORAIS

LAVRAS - MG
2017



FAUZY TRABOUSSY

ANOMALIAS EM AMPLITUDES FINITAS: UM CALCULO EXPLICITO DAS
AMPLITUDES TRINGULARES AVV E AAA EM DUAS DIMENSOES
ESPACO-TEMPORAIS

Dissertagdo apresentada a Universidade Federal
de Lavras, como parte das exigéncias do
Programa de P6s-Graduagdo em Fisica, para a

obtencao do titulo de Mestre.

Prof. DSc. Gilson Dallabona

Orientador

Prof. DSc. Orimar Battistel

Coorientador

LAVRAS - MG
2017



Ficha catalogrifica elaborada pela Coordenadoria de Processos Técnicos

da Biblioteca Universitaria da UFLA

Traboussy, Fauzy Antoine

Anomalias em amplitudes finitas: um célculo explicito
das amplitudes tringulares AVV e AAA em duas dimensdes
espaco-temporais / Fauzy Antoine Traboussy. — Lavras :
UFLA, 2017.

100 p. : 1l

Dissertagdo (mestrado académico)-Universidade Federal
de Lavras, 2017.

Orientador: Prof. DSc. Gilson Dallabona.

Bibliografia.

1. Anomalias. 2. Amplitudes. 3. Consisténcia do Célculo.
I. Dallabona, Gilson. II. Battistel, Orimar. III. Titulo.




FAUZY TRABOUSSY

ANOMALIAS EM AMPLITUDES FINITAS: UM CALCULO EXPLICITO DAS
AMPLITUDES TRINGULARES AVV E AAA EM DUAS DIMENSOES
ESPACO-TEMPORAIS

Dissertagdo apresentada a Universidade Federal
de Lavras, como parte das exigéncias do
Programa de P6s-Graduagdo em Fisica, para a
obtencdo do titulo de Mestre.

APROVADA em 28 de Julho de 2017.

Prof. MSc. Helvecio Geovani Fargnoli Filho UFLA
Prof. DSc. Moisés Porfirio Rojas Leyva UFLA

Prof. DSc. Gilson Dallabona
Orientador

Prof. DSc. Orimar Battistel
Co-Orientador

LAVRAS - MG
2017



RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma investigacao explicita e detalhada das amplitudes triangulares
axial-vetor-vetor (AVV) e triplo axial (AAA) em duas dimensdes espaco-tempo. Estas amplitu-
des estdo relacionadas a fun¢do de dois pontos axial-vetor (AV) através de contragdes com o0s
momenta externos. Devido a este fato, antes de considerarmos tais amplitudes triangulares,
estabelecemos um ponto de vista para a amplitude andmala AV. Este ponto de vista é cons-
truido dentro do contexto de uma estratégia alternativa de manipulacao e calculo de integrais de
Feynman, divergentes ou ndo, tipicas de solugdes perturbativas de teorias quantica de campos.
No referido procedimento todas as amplitudes, em todas as teorias, formuladas em dimensdes
espaco-tempo pares ou impares, renormalizdveis ou ndo, sdo tratadas da mesma maneira. As
ambiguidades sdo automaticamente eliminadas e as relacdes de simetria preservadas. As bem
conhecidas amplitudes divergentes andmalas sdo corretamente descritas apesar do cardter ndo
ambiguo. Depois de uma apresentacao detalhada de todos os cédlculos concluimos que o mesmo
fendmeno envolvendo a amplitude AV também esté presente nas amplitudes finitas AVV e AAA.
Esta conclusdo reforca a hipétese que o fendmeno das anomalias estd presente em todas as
pseudo amplitudes de uma cadeia de amplitudes onde a amplitude divergente AV € somente a
estrutura mais simples dentre elas. E esperado que o mesmo aconteca em todas as dimensdes
de espago-tempo pares. Em particular, em quatro dimensdes, as amplitudes de espalhamento
AVVV e AAAV devem exibir anomalias também.

Palavras-chave: Anomalias. Amplitudes Finitas. Consisténcia no Cdlculo Perturbativo.



ABSTRACT

In this work we present an explicit and detailed investigation concerning the triangular ampli-
tudes axial-vector-vector (AVV) and axial triple (AAA) in two space-time dimensions. These
amplitudes are related to the function in two axial-vector points (AV') through contractions with
momenta. Due to this fact, before we consider such triangular amplitudes, we establish a point
of view for the anomalous amplitude AV. This point of view is constructed within the context in
an alternative strategy of manipulation and calculation of Feynman integrals, divergent or not,
typical of perturbative solutions of quantum field theories. In the procedure all the amplitudes,
in all the theories, formulated in space-time dimensions even or odd, renormalizable or not,
are treated in the same way. The ambiguities are automatically eliminated and the relations of
simmetry preserved. The well -known anomalous divergent amplitudes are correctly described
despite the unambiguous character. After a detailed presentation of all calculations we conclude
that the same phenomenon involving the AV amplitude is also present in the finite amplitudes
AVV and AAA. This conclusion reinforces the hypothesis that the phenomenon of anomalies is
present in all the pseudo amplitudes of a chain of amplitudes where the divergent amplitude AV
it is only the simplest structure among them. It is expected that the same will happen in all the
dimensions of space time pairs. In particular, in four dimensions, the amplitudes of scattering
AVVV and AAAV may display anomalies too.

Keywords: Pertubartive. Amplitudes. Anomalies.
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1 INTRODUCAO

A teoria quantica de campos (TQC) representa, sem divida, uma ferramenta adequada
para a correta descri¢ao das interacOes relativisticas das particulas fundamentais e, como con-
sequéncia, de toda a fenomenologia associada. A construcao de tal formalismo exigiu o traba-
lho de muitas pessoas no passado e muitos outros trabalhos ainda estdo sendo feitos nos dias de
hoje. O resultado de tais esfor¢os € um formalismo consistente capaz de fornecer a descricio de
muitos aspectos fenomenoldgicos que vao desde as propriedades das particulas até os efeitos de
altas densidades e temperatura na matéria, entre outros. E usual dizer que, dentro do contexto da
TQC, o fendmeno das anomalias é certamente um dos mais sutil e intrigante. A anomalia qui-
ral em duas dimensdes do espago-tempo foi descoberta por Johnson (JOHNSON, 1963) antes
mesmo da descoberta da famosa anomalia chiral em quatro dimensdes por Adler-Bell-Jackiw
(ADLER, 1969; BELL; JACKIW, 1969), (veja também (BARDEEN, 1969; JACKIW, 2000;
GERTSEIN; JACKIW, 1969; TREIMAN R. JACKIW; WITTEN, 1985)). Nas dltimas décadas
o fendmeno das anomalias tem sido reinvestigado intimeras vezes através de vdrias técnicas,
perturbativas e ndo perturbativas, tais como regularizagdo Pauli-Villars (PAULI; VILLARS,
1949) e funcao Zeta bem como usando-se a abordagem de relagdo de dispersao (ADAM; BER-
TLMANN; HOFER, 1992) e andlises topoldgicas (ADAM; BERTLMANN; HOFER, 1993).
Esse assunto, de uma maneira geral, também € tratado na maioria dos livros textos de TQC
dos quais podemos citar alguns (BERTLMANN, 1996; FRAMPTON, 2000; KAKU, 1993;
CHENG:; LI, 1988; RYDER, 1996; PESKIN, 1995; RAMOND, 2001). Existem, portanto, mui-
tas abordagens diferentes na literatura estabelecendo a existéncia desse fenomeno. Em todas
essas abordagens existe um ponto em comum: em todas as dimensdes do espaco-tempo pares
existe um processo fisico associado a um tensor de Lorentz possuindo no minimo dois indices,
de modo que a identidade de Ward e o correspondente limite de baixa energia ndo podem ser
preservados simultaneamente. Tais amplitudes t€m em comum o fato que, quando calculadas
perturbativamente, na ordem dominante, sdo quantidades divergentes devido as contribuicdes
envolvendo loops. Por causa das divergéncias, o célculo explicito das amplitudes envolvidas
estd usualmente comprometido com os aspectos matematicos associados ao processo de regula-
rizacdo. Devido ao fato da regularizacao dimensional (RD) (VELTMAN et al., 1972; BOLLINI;
GIAMBIAGI, 1972; ASHMORE, 1972) néao poder ser aplicada devido as amplitudes envolvi-
das no problema das anomalias serem pseudo-tensores, o cdlculo explicito precisa ser feito

usando-se regularizacdes que ndo sdo necessariamente consistentes. Em consequéncia disso,



somos for¢ados a tomar cuidado com a presenca de termos ambiguos bem como com violagdes
de simetria.

Motivados pelos aspectos acima citados, em anos recentes, alguns autores t€m feito um
esfor¢co a fim de desenvolver um procedimento para lidar com o problema das divergéncias
em TQC que seja livre de limitagdes e tdo consistente quanto possivel, de maneira que as am-
plitudes, que sdo tensores ou pseudo-tensores, possam ser tratadas da mesma maneira. Um
destes procedimentos foi originalmente proposto € desenvolvido por O.A. Battistel (BATTIS-
TEL, 1999). Muitos trabalhos usando-se este procedimento tém sido publicados em diferentes
temas dentro do contexto da TQC. Dentre eles podemos destacar o problema da quebra da
invariancia de Lorentz e CPT por corre¢des radiativas (BATTISTEL; DALLABONA, 2003;
BATTISTEL; DALLABONA, 2006; BATTISTEL; DALLABONA, 2001; BATTISTEL; DAL-
LABONA, 2005), a formulacdo consistente de modelos efetivos ndo renormalizdveis da cro-
modind mica quantica (BATTISTEL; DALLABONA; KREIN, 2008; BATTISTEL; DALLA-
BONA, 2009; BATTISTEL; PIMENTA; DALLABONA, 2016; FARIAS et al., 2008; FARIAS
et al., 2006), a consisténcia do célculo de amplitudes de Feynman divergentes em dimensdes im-
pares (FONSECA et al., 2013), entre outros (BATTISTEL, 2004; SCARPELLI; BATTISTEL;
NEMES, 1998; DALLABONA; BATTISTEL, 2004). Tal esforco resultou num procedimento
que € essencialmente algébrico, onde todas as amplitudes podem ser efetuadas sem, de fato,
calcularmos explicitamente integrais de Feynman divergentes. O ingrediente essencial de tal
procedimento € a exigéncia da validade da linearidade na operacdo de integragcdo. No final do
processo pode-se reobter os resultados dos métodos tradicionais de regularizacao de uma forma
simples. O aspecto importante é que, através do uso do referido procedimento, podemos fa-
zer investigacdes em cendrios onde as amplitudes perturbativas sdo o tempo todo quantidades
compativeis com as regras de Feynman, pois as mesmas ndo sdo modificadas por uma regu-
larizacdo explicita. Conclusdes limpas e claras podem ser extraidas mesmo em cendrios onde
regularizagdes tradicionais apresentam dificuldades.

Virias investigagcOes envolvendo anomalias também foram realizadas através do referido
procedimento (BATTISTEL; DALLABONA, 2002b; BATTISTEL; DALLABONA, 2002a; FON-
SECA; DALLABONA; BATTISTEL, 2014; BATTISTEL; FONSECA; DALLABONA, 2012a)
e muitas outras estdo sendo realizadas no presente momento permitindo muitas constatagdes in-
teressantes sobre o problema. O presente trabalho representa precisamente mais um passo des-

sas investigagdes. O aspecto particular envolvido nesse trabalho € a questdo da presenca ou nao



de anomalias em amplitudes finitas. A investigacdo apresentada nesse trabalho pode ser consi-
derada como um complemento de uma investigacao anterior realizada na Ref. (BATTISTEL;
FONSECA; DALLABONA, 2012a) versando sobre tema similar. A questao central é bem sim-
ples. E bem sabido que em todas as dimensdes espaco-temporais pares existe uma amplitude
andmala que € divergente. Uma pergunta importante a ser feita € a seguinte: essa € a Unica
amplitude andmala ou existem outras, que sdo finitas? Esta € uma pergunta crucial que deve ser
respondida pois o mecanismo de cancelamento de anomalias, utilizado para construir teorias
renormalizdveis, em principio, somente cancela aquelas vindas de amplitudes divergentes, as
quais sdo as mais simples relativo ao nimero de campos externos envolvidos. Em termos prati-
cos, construida num espago-tempo bi-dimensional, a amplitude que possui duas linhas internas
com férmions de spin 1/2 com um operador vetorial em um vértice e um axial-vetor em outro,
denominada de amplitude AV, € uma amplitude divergente andmala. Seriam as amplitudes trian-
gulares AVV e AAA anOmalas também? A primeira parte da questdo, relativa a amplitude AVV,
ja foi respondida num trabalho anterior (BATTISTEL; FONSECA; DALLABONA, 2012a) e a
conclusao foi, sem ddvida, afirmativa. Dado esta conclusdao, podemos afirmar que a amplitude
AAA € andmala também? A amplitude AAA tem aspectos particulares o que torna o problema
interessante justificando assim uma investigacao cuidadosa e detalhada. Como somente temos
vértices axiais, uma questdo particularmente interessante €: se todas as identidades de Ward
ndo podem ser preservadas simultaneamente a um certo limite de baixa energia, eles sdo todos
violados ou somente alguns deles? As violacdes, caso acontecam, serdo pelos mesmos fatores
ou os fatores podem ser diferentes para vértices distintos? Finalmente, uma questdo crucial
seria: a existéncia de anomalias em amplitudes finitas é dependente da prescri¢do adotada para
a amplitude andmala divergente?

Poderfamos fazer um exercicio baseado num pensamento 16gico a fim de antecipar os
resultados das investigacdes. Entretanto, se estamos falando sobre anomalias, tal exercicio po-
deria nos levar a uma supresa no final. A importancia de dar uma resposta conclusiva para tais
questdes nao estd limitada a um simples exercicio de TQC sobre cdlculo de amplitudes pertur-
bativas mas € crucial para a construcao de teorias fundamentais como o modelo padrdo através
do mecanismo de cancelamento de anomalias. E necessario conhecer todas as anomalias para
podermos realizar o cancelamento das mesmas. Se, além das bem conhecidas amplitudes AVV
e AAA, em quatro dimensdes espago-temporais, amplitudes finitas tais como boxes, pentago-

nos, hexdgonos e assim por diante forem andmalas também, seria entdo necessario levar em



conta esses fatos na constru¢do de uma teoria fundamental. A investigacdo das amplitudes tri-
angulares através de célculos explicitos envolve um considerdvel esfor¢o algébrico, o que ficara
claro no decorrer desse trabalho. Por outro lado, a existéncia de anomalias em amplitudes de
trés pontos (finitas) em duas dimensdes indica que as amplitudes de quatro pontos (AVVV e
AAAV) em quatro dimensdes também sdo andmalas. Esta questdo € bastante relevante e ainda
ndo foi resolvida completamente no passado. Se os argumentos acima sdao considerados rele-
vantes, entdo o presente trabalho representa um passo a mais na dire¢do de esclarecer melhor
este problema.

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira. No capitulo II definimos um
modelo geral usado como base para o desenvolvimento formal dos ingredientes que utilizamos
para estruturar as discussoes apresentadas bem como as definicdes das amplitudes que serdo
objeto do nosso estudo. As relagdes entre funcdes de Green e as correspondentes identidades
de Ward, envolvendo as amplitudes definidas no capitulo II, sd@o obtidas no capitulo III. Como
ponto central do presente trabalho, a estratégia adotada para tratar e manipular integrais de
Feynman € apresentada e discutida no capitulo I'V. Neste mesmo capitulo calculamos as am-
plitudes de um ponto de modo a exemplificar a sistematica definida pelo método. No capitulo
V calculamos explicitamente as amplitudes de dois pontos e, no capitulo VI, verificamos se
as expressoes obtidas satisfazem as relagdes entre funcdes de Green estabelecidas no capitulo
III. Devido a sua importancia, a anomalia associada a amplitude AV € estudada em detalhes
no capitulo VII. As conclusdes extraidas deste capitulo servirdo de base para as discussodes das
possiveis anomalias envolvendo as amplitudes de trés pontos (finitas) AVV e AAA. No capitulo
VIII calculamos as amplitudes de trés pontos e no capitulo IX apresentamos algumas relacdes
entre funcdes finitas que sdo importantes para a verificacao das relagdes entre funcdes de Green,
envolvendo amplitudes de trés pontos, realizada no capitulo X. A possivel existéncia de anoma-
lias em amplitudes finitas, tema principal dessa dissertacdo, € o assunto abordado na capitulo

XI. Finalmente, as conclusdes e discussoes finais sdo apresentados na capitulo XII.
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2 O MODELO E A DEFINICAO DAS AMPLITUDES FISICAS

Para estabelecermos os ingredientes minimos para nossas dicussdes, vamos considerar

" L .1 2 N . .
um modelo genérico onde um férmion de spin 5 € acoplado a campos bosonicos possuindo spin
0 (escalar e pseudo-escalar) e spin 1 (vetor e axial-vetor) num espago-tempo bidimensional.
A forma genérica para a densidade de Lagrangeana de interacdo pode ser representada por

(FRAMPTON, 2000)
Ly =iGs(PY) +iGp(Fp ) — ey (FPHW) Ay —ea (P W) W .1)
onde y* e 3 sdo matrizes obedecendo a dlgebra de Dirac

{(r.v'y=2n"",
{7“773}:07
nuv:diag(la_l> )

Y € um campo massivo de spin %, Wﬁ‘ € um campo axial-vetor, Ay € um campo vetorial, ¢
¢ um campo escalar e ¥ € um campo pseudo-escalar. As densidades de corrente fermidnicas
escalar, pseudo-escalar, vetorial e axial-vetor sdo representadas respectivamente por S = P,
P=YpY V}=Py'¥e A* = Py y" P, Os pardmetros Gs, Gp, ey, € e4 sio contantes de aco-
plamento indeterminadas. Tais constantes de acoplamentos sdo consideradas inputs da teoria
e seus valores devem ser estabelecidos empiricamente. Além disso, elas podem ser indepen-
dentes ou relacionadas através das simetrias usadas para construir a densidade de Lagrangena.
Por simplicidade, de agora em diante consideramos seus valores iguais a unidade. Um aspecto
importante € que as densidades de corrente fermidnicas, devido as simetrias da Lagrangeana

mostrada acima, satisfazem as propriedades

(2.2)

onde estamos considerando os férmions com massas iguais a m. Estas propriedades das corren-
tes implicam em relacdes de simetria ou identidades de Ward que devem ser satisfeitas pelas

correspondentes fun¢ des de Green da teoria. Essas relacdes de simetria ou identidades sao ma-
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terializadas através de propriedades bem definidas para as fun¢des de Green ou relagdes entre
elas.

Sabemos que, se a renormalizabilidade for considerada uma caracteri stica essencial
da teoria, devemos verificar a possibilidade de anomalias, 0 que representa a existéncia de
amplitudes na teoria que nao podem ter todas suas propriedades de simetria satisfeitas, de um
modo inevitd vel. E bem conhecido o fato que em duas dimensdes a amplitude de dois pontos
axial-vetor (AV) (BERTLMANN, 1996), a ser definida em breve, ¢ andmala. Uma importante
questdo entdo seria: as amplitudes de trés pontos (finitas) axial-vetor-vetor (AVV) e a triplo-
axial (AAA) sdo andmalas também? Esta € precisamente a principal questdo que serd tratada
na presente investigacdo. Usando-se uma estratégia muito geral para calcular as amplitudes
perturbativas (BATTISTEL, 1999) estabeleceremos conclusdes claras sobre esse problema.

Para realizarmos a investigacdo pretendida primeiro € conveniente introduzirmos algu-
mas defini¢des para as amplitudes fermionicas envolvidas nos cdlculos, em ordem de aproxi-
macao ‘um laco’. Definimos as amplitudes, por conveniéncia, em dois passos: primeiro usamos
as regras de Feynman para construirmos as amplitudes para um tinico momento de integracdo

k, de uma maneira usual,
1K = Tr {TiSk (k+kasma) T;Sp (k+kpsmyp) .. TSk (k+kesme) }
As quantidades I'; sdo operadores de vértices pertencentes ao conjunto

ri = {FS>FP7FV7FA} = {1,?’3;?’05,?’(173} 5

que surgem no acoplamento das correntes fermidnicas aos campos bosonicos na Lagrange-
ana (2.1). Estes operadores sdo responsaveis pelo cardter escalar, pseudo-escalar, vetorial e
axial-vetorial das densidades de corrente fermionicas. As quantidades Sg sdo os propagadores

fermidnicos livres carregando momento & + k, € massa m,, que podemos escrever como

Sr (k+ka3mq) :Mﬂ’

Dy = |(k+ka)* —m?

As amplitudes de ordem ‘one-loop’ correspondentes sdo obtidas através da integracdo das es-

truturas acima em relagdo ao momento interno k, que € o segundo passo ao qual nos referimos
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acima,

2
Tk _ d’k fiik
(2m)?

Fica claro que, depois das escolhas dos operadores I'; nas amplitudes, os indices de Lorentz
correspondentes, se este for o caso, devem ser atribuidos a amplitude T%-*. As razdes para tal
sistematizacao ficardo claras no decorrer das proximas se¢des. Sendo assim, as amplitudes de

um ponto, de acordo com as defini¢des acima, sdo dadas por

. A’k .
Tl — / l
VIR

' =Tr{[iSp (k+ky;m)} |

cuja representacao diagramética é mostrada na Fig. 2.1

As estruturas acima também pode ser organizadas de maneira geral na forma

i (ktki)® , m ,
= Tr{r,y§}+D1 Tr{l} . (2.3)

Figura 2.1 — Representacdo diagramética das fun¢des de um ponto.

k+ kq

I;

Fonte: Autor (2017)
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Figura 2.2 — Representacdo diagramdtica das func¢des de um ponto.

k + kq

k+ ko

Fonte: Autor (2017)
De modo anédlogo obtemos as fun¢des de dois pontos como sendo
y A’k ..
Tl — / " 4
(2m)>
t" = Tr {T:iSp (k+ki;m)T;Sp (k+kasm) }

A Fig. 2.2 mostra a representacdo através de um diagrama de Feynman

Podemos também escrever na forma

(k+k1)° (k+ky)*

1 = Do, Tr{lvT ;v }
+m&%%X74nnh}
+m@%%f74n%n}
-+%%277{rﬁy}, (2.4)

onde adotamos que D;;. x = D;D;...Dy. Finalmente, para as fung¢des de trés pontos temos

Tiil — d*k fiil
-~ @2r?

fijl — TI’{FiSF (k+k1,m)FJSF (k—I—kz;m)F[SF (k+k3’m)} )
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de maneira que

it _ (ke k)® (ko ko) (ke k)
tl]l — ( T Fi INL718
Dins ”{ Yol j¥B z%g}
(ke k) (k- ks)°

Di23

Tr {Firj}/ﬁF[}/€ }

¢
Tri{lival ;T Y: }

B
Tr{TiYal;jvg01}

+m3D Tr{l\[ T} . (2.5)

Em termos de um diagrama de Feynman temos

A partir das defini¢Ges feitas acima podemos extrair todas as amplitudes que estdo en-

volvidas na presente investigacao.
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3 RELACOES ENTRE FUNCOES DE GREEN E AS IDENTIDADES DE WARD

A fim de estabelecermos as relacdes entre funcdes de Green relevantes notamos primei-
ramente que, toda vez que um indice de Lorentz vetorial de uma funcdo de dois pontos definida
em (3.2) é contraida com um momento externo, surge uma relacdo entre duas outras amplitudes
contendo um ndmero de pontos decrescido de uma unidade. Na prética, € possivel cancelar
um propagador interno nesta operagdo. Como um exemplo, considere a funcdo vetorial de dois

pontos (proporcional ao tensor de polariza¢do do vacuo da eletrodinamica quéntica).

Figura 3.1 — Representacdo diagramatica das fung¢des de trés pontos.

Ty
k-l-kl
I; yk—l—kg
k+ ks
Ty

Fonte: Autor (2017)

Figura 3.2 — Relagdo entre func¢des de Green para V V .

k—+ ki k+ ko
k+ k1

(k2 — k)" | Yo
Yv Yv

k+ ko

Fonte: Autor (2017)

Partindo da identidade algébrica

v 1 1
k=) {7“ Kk F)—m] " [(F+ fo) —m1}

Ry~ R
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podemos identificar a relacao
(ko — k1 )M [T,Y\Y (kl,kz)] = (1Y (k)] = [TV (k2)] (3.1)

depois de tomar o trago de Dirac e integrar sobre 0 momento k em ambos os lados. Quando
a integracdo no momento interno k € tomada, a identidade € convertida numa genuina relacao
entre fungdes de Green tipicas de calculos perturbativos, conforme ilustra a Fig. 3.2.

Os ingredientes usados para estabelecer (3.1) foram a dlgebra das matrizes de Dirac, a
ciclicidade do traco e a linearidade do traco e da operagao de integracdo. Esses tipos de rela-
coes sdo muito importantes para a constru¢dao de uma interpretacdo consistente das amplitudes
perturbativas quando quantidades divergentes estdo envolvidas. O papel mais importante das
relacdes entre funcdes de Green € a possibilidade de revelar que um conjunto de operagdes usa-
das para calcular integrais de Feynman sdo certamente nao consistentes com a linearidade da
operacdo de integracdo. Usaremos essa ferramenta como guia em nossa investigacao.

Na presente investigacao, envolvendo indices de Lorentz vetoriais, serdo uteis as seguin-

tes relagdes, obtidas usando-se 0 mesmo procedimento descrito acima,

(ko — k1) [T”VVV (kl,kz): - :T“V (kl): - [TMV (1@} , (3.2)
(ko — k1) [T;‘X (k],kg): - :T[j‘ (lq): - [T;‘ (kz)} , (3.3)
(ky — k)" [T,YS (kl,kz): - :TS (kl): . [TS (kz)] , (3.4)
(ks — ki) [T{SS (lq,kz,k3)] — [TSS (kl,kz)} — [TSS (kz,k3)} , (3.5)
(ks — k)™ [TV PP (ki ko, ks)] = [T (ky ko)] — [TFF (Ko, ks)] (3.6)
(ky — ki ) [TJVP (lq,kz,kg)] = [T7P (ki ks)] — [TPF (koo ks)] 3.7)
(ks — ko) [TEPY (ki ko ks)| = [TPF (ki ko)] — [T7F (kiuk3)] (3.8)
(ko = k) [T (e skaska) | = | T3 G| = [T (ko) (3.9)

(k3 —kp)" [Tf,‘fx (k17k27k3)] = [fo (k17k2>] - [T;ﬁ‘f (k17k3)} : (3.10)
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De um modo andlogo, toda vez que temos um indice de Lorentz axial numa amplitude, podemos
gerar uma relacao entre amplitudes através de uma adequada identidade. Como um exemplo

considere a identidade

1 1 }
(ko) —m] [+ o) —m]

R Gareri v aer)
+2m{7’3

(ko —kp )" {YM@ [

1 1 }
[k ) —m] V[ o) —ml S

Depois de tomar o traco de Dirac e integrar sobre 0 momento k£ em ambos os lados podemos
identificar fungdes de um e dois pontos , no lado direito da equacao acima, definidas nas Eqgs.

(2.3)e (3.2),
(ky — ki ) [T,j‘y (ki kz)} _ [T;“(lq )} - [T\f‘(kz)} +om[TF (ky ko)), (B.11)
que pode ser representada como na Fig. 3.3.

Figura 3.3 — Representagdo diagramdtica da relacio entre fun¢des de Green para AV envolvendo a con-
tracdo com o vértice axial.

k+ky k+ ko
k+ ki O O k4 Ky
(kQ - kl)u 'Y,urVB Yv — - —|— 2m 73 T
YuY3 Y3
k + ko k+ ko

Fonte: Autor (2017)

Seguindo o0 mesmo procedimento muitas outras identidades similares podem ser obtidas.

Aquelas relevantes para o presente trabalho sdo

(ks — ko) [TV (krhasks) | = = [T (k1 k)] = | 755 (ko) | = 2m [ 7757 (ko ) |
(3.12)

(ko =) | TS (ki hoska) | = = [ 755 (haska) | = [T77 (kaka)] = 2m [ 7775 (k1 ko)
(3.13)
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(ks =) | T (kv koska)| = [T i ko) | = [T (kaks) | 2 | TV (ks

(3.14)
(ks — ki) [Tfﬁé (kl,kz,kg)] - [TVV;‘ (kl,kz)} - [Tuvé (kz,k3)] +2m [T[éf‘ (kl,kz,lg)} ,
(3.15)

(ky — Ky )H [Tfﬁé (k1,k2,k3)} = [Tfy (k1,k3)} - [T,IVC‘ (k27k3)} —2m [TffA (k17k2,k3)] ,

(3.16)
(ks — ko) | T (o, k)| = [T (ko) | = [T (kv k)| = 2m | T (ko)
(3.17)

As identidades de Ward sdo obtidas eliminando-se as funcdes de um ponto, no caso das contra-
coes com fungdes de dois pontos, e somando-se o canal cruzado ao canal direto nas fungdes de
trés pontos conforme explicado a seguir. Como € bem sabido, as identidades de Ward sdo con-
sequéncia da conservagdo da corrente vetorial (d,V* = 0) e da proporcionalidade da corrente
axial e pseudo-escalar (d,A* = 2miP). As correspondentes identidades de Ward, relevantes

para este trabalho, sdo

(ko — k)" [TLYVV (P)] =0,
(ke k)" | (p)] =0 (3.18)
(ko —kn)" [TV ()] = 0. (3.19)
(ko k) [T (p)| =2 [T (p)] (3.20)
(ko —k)* [T (pa)] =0, (3:21)
(ks —ko)” |0 (pg)| = 0. (3.22)

(ks —k)* | T30 (poq)| = 2m [vav Y (p,q)] : (3.23)
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(ks = k)™ [T (p.0)| = 2m [T54 (p,0)] (3.24)
(ko = k)" [T (p.0)| = —2m [T (pg)| (3.25)
(ks ko) [T (pug)] = —2m [T347 (p.g)] (3.26)

Figura 3.4 — Notagdo usada para definir a soma do canal direto e cruzado para o caso da amplitude AVV.

/

=

0+ 0 ’Yutc
TASVY _ 4 a4, (40,
Auv Mysta
L+ 05 ’Yﬂtb

™

Fonte: Autor (2017)

Figura 3.5 — Notacao usada para definir a soma do canal direto e cruzado para o caso da amplitude AAA.

/

v -

Ktk Vuysto 0+ 0 Yo Y3te
T AN 9, k+ ko + a4, 0+ 0
P Y Ysta YAY3la
k+ ks 0+ 03 Y Y3to
Y3 te

N ~

Fonte: Autor (2017)

onde a simbologia 71171213 sjgnifica que somamos o canal cruzado da amplitude. Por

TAVV

ALy (p,q) é obtido trocando-se p <> g e i <> v. No

exemplo, o canal cruzado da amplitude
canal cruzado rotulamos os momenta internos ao loop por /1, ¢, e {3 onde os momentos fisicos
definidos por | — ¥l =g, U3 — {1 =pel3—Vlr = p+qetyty, t. sA0 matrizes geradoras de um
grupo arbitrdrio. A Fig. 3.4 ilustram a situacdo de maneira clara para os casos das amplitude
AVV e AAA.

No préximo capitulo vamos explicar o procedimento adotado no presente trabalho para

tratar e manipular as indefini¢des matematicas que estdao associadas com as amplitudes de Feyn-

man divergentes.
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4 A ESTRATEGIA ADOTADA PARA TRATAR E MANIPULAR AS INTEGRAIS DE
FEYNMAN DIVERGENTES

Quando usamos as regras de Feynman para construir amplitudes perturbativas existem
dois passos que sdo distintos. Primeiro com propagadores, vértices, tracos sobre matrizes de
Dirac, tragos sobre operadores de simetrias internas, € assim por diante, podemos construir
uma amplitude para um unico valor do momento interno ao loop k. O préximo passo € fazer a
soma sobre todos os valores possiveis de &, pois ele ndo € restrito pela conservacao de energia-
momento nos vértices do diagrama correspondente, o que significa integrar sobre 0 momento k.
E possivel usar estes dois passos distintos do cdlculo para formular uma estratégia para tratar
as divergéncias presentes no cdlculo perturbativo de TQC que evita o uso de uma regularizagao
(BATTISTEL, 1999). A ideia desta estratégia € muito simples e envolve somente operacdes
algébricas. O primeiro passo € o mesmo descrito acima: construir a amplitude correspondente
para um unico valor do momento interno ao loop. Entdo, antes de tomar a integracdo, que
seria a ultima regra de Feynman, fazemos uma contagem nas poténcias do momento do loop
para obtermos o grau superficial de divergéncia da amplitude. Com isso em maos, adotamos a

seguinte representacdo para os propagadores envolvidos

1 1
D~ [(k+k)?—ml] |
:i (-1)/ k2+2k k+ A% —m?)’
= Az)]"’l

)N+1 (k2+2k k+l2 2)N+1

(—1
(k2 — )Lz)N—H [(k+k) lz} ’

+ 4.1

onde o valor de N, presente na operagao de soma, deve ser igual ou maior que o grau superficial
de divergéncia encontrado. Na expressdo acima, A é um pardmetro arbitrario que tem dimenséo
de massa e desempenha o papel de uma escala comum tanto para as partes finitas quanto para
as divergentes de uma integral de Feynman. Através desse paradmetro, uma conexao precisa en-
tre as partes finitas e divergentes pode ser estabelecida. Entretanto, note que a expressao (4.1)
representa uma identidade e o lado direito de fato é independente do pardmetro arbitrario A,
como deveria ser. Depois de adotarmos a representacdo adequada para os propagadores pode-
mos tomar a integracdo sobre o momento k. Através do uso da identidade (4.1), a amplitude

serd reescrita de maneira que todas as partes que dependem dos rétulos dos momentos inter-
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nos das integrais de Feynman estardo presentes em integrais finitas. Por outro lado, as partes
divergentes serdo reorganizadas em um conjunto minimo de objetos onde nenhum parametro
fisico estard presente. A integracdo das partes finitas pode entdo ser realizada sem restricoes e
as partes divergentes sdo mantidas como estao.

Em duas dimensdes espaco-temporal, cdlculos de termos que serdo convertidos em in-
tegrais divergentes podem ser convenientemente organizados de modo que todo o conteudo
divergente esteja presente em somente dois objetos divergentes bésicos (em nivel de aproximag

a0 ‘one-loop’ para teorias renormalizdveis). Sdo eles

d’k 2k k g
2\ _ uty nv
A”v (ﬂ' ) - / (271_)2 (kz_lz)z (kZ_AZ) ’ (42)
d’k 1
Tog (A2) = / P T 4.3)

Em teoriais ndo renormalizdveis ou em célculos envolvendo aproximagdes superiores a ‘um
lago’ novos objetos andlogos aos acima podem ser definidos.

Os passos acima descritos, para implementar o procedimento de cédlculo e manipulacao
de integrais divergentes, podem ser formulados também dentro do contexto de regularizacoes.
Nesse caso a integracdo sobre o momento de loop k € tomada de principio e, consequentemente,
as divergéncias ficam estabelecidas desde o comeco. Adotamos entdo, a fim de tornar a integral
convergente, uma regularizacao implicita em todas as integrais de Feynman. Tal distribuicdo
regularizadora deve somente satisfazer alguns requisitos bem gerais. Entre eles, a distribui¢do
regularizadora deve ser par no momento de integracao k, de maneira que seja consistente com a

simetria de Lorentz. Esquematicamente podemos representar

/ LLIPAER / k0 tim G (A2.42)

(2m)? (2m)? Al oo
d*k
= -

onde A’s sdo pardmetros da distribuicdo G (Aiz, kz). Além disso, exigimos que exista um ‘limite

de conexc¢do’ dado por

lim G(A7,K%) =1,

A} oo
que permite remover a distribui¢do nas integrais finitas, conectando a expressdao modificada com

a original (aquela que nasce das regras de Feynman). Assumindo a presenca desta distribuicdo
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regularizadora bem geral, podemos entdo manipular o integrando através de identidades algé-
bricas pois agora temos uma integral finita. Podemos, por exemplo, usar a identidade (4.1) para
reescrever os propagadores das integrais de Feynman. Nas integrais finitas, por contagem de
poténcia, podemos tomar o limite de coneccdo afim de eliminar a regularizagdo para entdo fazer
a integracdo sobre o momento de ‘loop’ k. Nas integrais divergentes bdsicas somente fazemos
uma organiza¢do conveniente de modo a escrevé-las em termos de objetos divergentes bdsicos.
Nao existem diferengas praticas em ambas abordagens. A tunica diferenca € a presenca do sim-
bolo A nas integrais divergentes indicando que uma regularizacdo foi assumida de uma forma
implicita.

A fim de tornar claro o procedimento acima descrito vamos mostrar explicitamente o
calculo das amplitudes fermidnicas que possuem o grau de divergéncia mais elevado; as ampli-
tudes de um ponto. Primeiro consideremos a amplitude escalar que € obtida da defini¢do (2.3)

tomando-se I'; = 1. Obtemos entdo

Quando integrarmos a expressio acima, de modo a obtermos a amplitude de um ponto 7%,
encontraremos uma divergéncia logaritmica. Assim, antes da integracdo, adotamos a represen-

tacao
11 (A2 kAR —m?) @)
Dy (=27 (222 [(k+k1) —m] ’ '

a qual, depois da integracao, fica da forma

k1
TS(kl):2m/ 2 2_12)
- / d2k k2+2k ki + A% —m?)
= 22) [ (kkr ) = 2]

O primeiro termo é um objeto divergente basico, definido em (4.3), e o segundo termo € uma
integral finita que pode ser resolvida facilmente através de técnicas bem conhecidas. O resultado

final é 5
75 (k) = 2m{ [hog (4%)] =~ 1n (%) } . 4.5)

A amplitude de um ponto vetorial € construida assumindo-se que I'; = ¥, na definigdo (2.3).

Obtemos assim
v 2tk
u D1
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Dado o fato que nosso préximo passo € integrar em duas dimensdes, devemos antes assumir a

representacao

1 1 (kK + A% —m?+2k ki)

Dy (K—2?) (k2 —22)
(K3 + 2k -k + A% — m?)?
(k> —A2)° [(’“rkl)z - mz}

Reorganizando-se convenientemente os termos, eliminado-se os termos impares no momento

do ‘loop’ e resolvendo-se as integrais finitas obtemos
Ty (ki) = =2k [Agu (A%)] . (4.6)

Note que o resultado € bastante geral. Um cdlculo inteiramente andlogo ao feito acima leva-nos

ao resultado para a amplitude de um ponto axial-vetor
T3 (ki) = 2euag™ K} [Agy (R2)]. 4.7)

A sistemdtica do método, conforme mostrado acima, é bem simples e facilmente aplicdvel
também para amplitudes com um nimero maior de pontos. No préoximo capitulo aplicaremos a
mesma sistematica para calcular as amplitudes de dois e trés pontos que sdo de interesse para o

presente trabalho.
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As amplitudes de dois e trés pontos podem ser calculadas de maneira analoga as funcdes

de um ponto, porém o esforco algébrico torna-se maior juntamente com o aumento do nimero

de pontos da func@o. Nesse capitulo vamos mostrar explicitamente os detalhes do cdlculo das

amplitudes de dois pontos que sdo pertinentes para a investigacao realizada no presente trabalho.

Podemos iniciar os calculos escolhendo I'; = I'; = 93 em (3.2). Feito isso obtemos a amplitude

tPP escrita como

P = T (R k) Eml Bk k) )
12

Depois de tomar o traco de Dirac obtemos
1
PP 2
1 =-2—(k+ki) - (k+ky)—m"; .
by {(ktki)- (ktho) —m}

Usando a seguinte identidade algébrica

[(k+k)- (k+ko) —m?] = % [(k+k1)2—m2]
SR
—%(kz—kl)z 7

€SCrevemos

1 1 1
PP / ; 2
reo= 2 1 .
D, D, ( ) Di»

No préximo passo integramos em ambos os lados sobre 0 momento k obtendo
TP = —[I (k)] = [ (k2)] + (ke — 1) 2]

onde definimos as integrais de Feynman de um e dois pontos

d’k 1
h= / (27)? [(k+k1)2 —mﬂ ’

d’k 1
12:/ (2m)? [(k+k1)2—m2} [(sz)z—mz} ’

5.1



25

De acordo com o método descrito na se¢do 4 obtemos

: 2
= [hos (22)] ~ = 1n (%) , (5:2)
b= &g " (2m?)] . (5.3)

onde definimos a funcao finita

- 1 xF
) = g

comk =0,1,2,...e Q (p*,m?*;x) sendo um polindmio dado por
0 (pz,mz;x) = pzx(l —Xx) —m?.

e p = kp — ky.Substituindo-se os resultados acima na Eq. (5.1) obtemos o resultado desejado

para T*F

TP (p) = —2 [llog (2%) - ﬁln (’/711_2)]

=t e ()] (54)

Observe que, como anunciado anteriormente na secdo 4, o conteido divergente da amplitude
estd contido no objeto Jjng (lz) , que ndo serd integrado de fato.

Prosseguindo com os célculos, as escolhas I'; =I'; = 1 em (3.2) nos definem a amplitude
155 dada por

= L (ke k) 4 m 1 [(B k) m]}

Dy
Seguindo exatamente os mesmos passos do calculo da amplitude 777 encontramos
T (p) = 2 |Tog (A7) = =1 "
(p) - log( ) - ar 22
I ~1
— = (P —an?) [ &7 ()] (5.5)

No préximo passo tomamos I'; = 93 e I'; = %, em (3.2) de modo que definimos a amplitude tfv

dada por

Y = STl )l (k) 4}
12
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Tomando o trago sobre as matrizes de Dirac obtemos

1
PV = 2meyg (ky — k)% — |
Do

e, apods introduzirmos o sinal de integrag¢do, obtemos
va = 2méeyq (ky — kl)a ]
Usando (5.3) temos o resultado final para 7.7V

1Y (p) = s=mevap® & (p2m?) | (5.6)

a qual, como podemos notar, € finita. Através de célculos similares também obtemos a ampli-

AS
tude T[J

T = ﬁsuamp“ [251(_1) (p2.m?) — &Y (pz,mz)] :

Utilizando a identidade
(-2 o _ Lo, 2 -
é] (p ,m ) = Eéo (p M ) )

obtemos

AS _
TS =0. (5.7)

Por sua vez, com as escolhas I'; = 1 e I'; = 9, temos

(Y = ST (L[ )+ (B o) 4}
12

Depois de tomar os tragos de Dirac e integrar sobre 0 momento k temos

T,V = —ﬁmzﬂv [261(_1) (p?m?) — &Y (pz,mz)} -

Utilizando novamente a identidade

obtemos

T3V =0. (5.8)



De maneira inteiramente andloga obtemos T;;‘P

i -
T = s &Y ()]

Como préximo passo tomamos I'; = ¥, e I'; = 4, obtendo a amplitude tlf}f

Y = DinTr{m (B f) 4 ml g (B K) 4]}

Depois dos tracos temos

1
Y =25 [(k+k1)u (k+k2)v+(k+k1)v(k+k2)u]

1
+8uv {—ZD— [(k+k1) (k+k2) —mz] } )
12
Definindo

1
tyy = 2D—12 [(k+k1)“ (k+kp), + (k+ki), (k—l—kz)”] :

1

PP 2

= =-2 k+ki) - (k+ky)—m~| |
D1y [( D) 2) }

podemos sistematizar tl‘f“,/ como

f;‘f\‘// = tuy +guv (1)

Temos que calcular o tensor 7, que pode ser escrito como

ky
KDy

ky k k
tuy = 4 42 (kg +ky)y ~— +2 (ky + k1)
D> D2
1

£2[ (), (ko) + (k) ()]

27

(5.9)

(5.10)
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Inserindo o sinal de integracdo sobre k temos

Tyy =4 |DLyy]
+2 (ko +k1),, [y
+2(ka+ k1) [ov]

2 | (k) (k) )y (k)] 2]

onde definimos as integrais de Feynman

d’k k

by :/(27'6)2 [(k%—kl)z—mz]u[(k+k2)2—m2} 7 (5.11)
d’k kyky

omy :/(277:)2 [(k+k1)2—mzjl [(k+k2)2_m2} . (5.12)

A manipulagdo e célculo das integrais acima segue os mesmos passos que foram usados no
calculo das funcdes de um ponto e descritos em detalhes no capitulo 4. Os correspondentes

resultados podem ser colocados na forma

by = —pu [51(71) (szmz)]

_#klu [gé*l) (p27m2)] ’

1

I2uv - E [Auv (12)} + %guv [Ilog ()’2)}

a %guv [550) (p27m2;12)] t Puby [62(_]) (pz’mz)]

+kiupy [51(_1) (pz’mz)] +kivpu [51(_1) (pz,mz)]

—kivki |87 (p2m?)] -
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Obtemos entdo o tensor Ty,

Tyv =2 [Auy (A2)]
+28uv [Ilog (7L N 4L (’:_j)]
+i (pupv—guv?) |67 (07m?) — &7 (2.

2ng;wp [51 (pz,mz)] - (5.13)

Substituindo os resultados (5.4) e (5.13) em (5.10) temos

TV (p)=2[Auw (A%)]
+— (pupv—pew) & (P2m?) =& (7?)] (5.14)

A amplitude T;Z‘C‘ pode ser obtida seguindo-se os mesmos passos que utilizamos para calcular

144 <
T,y - O resultado €

T (p) = 2 [Auv (A7)]
= (parv—guwer’) &7 () = &7V ()|

i .
— g’ [ajé 1)(p2,m2)} . (5.15)

TAV

Finalmente, a amplitude v ¢é definida como

/ {W = /io—m]” = /é)—m]} ’

Em dimensdes espaco-tempo bi-dimensionais sabemos a existéncia da seguinte identidade entre

as matrizes de Dirac ¥, e 13

Wl = —EueY (5.16)

que nos permite escrever TL’:‘\‘,’ em termos de TLY‘Y

= —g,:8°% &k lr{?’ 1 W : }
v ué (2m)> lf+ k) —m] [+ ko) —m] [
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Com o resultado (5.14) obtemos

T () = —2e, [A% (22)]

— (ewertrv—ewr?) & (P ?) =& (P?)| D)

Na préxima se¢do vamos realizar os cdlculos necessdrios para verificar explicitamente as rela-

coes entre fungdes de Green de um e dois pontos deduzidas na secao 3.
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6 CALCULO DAS REACOES DAS ENTRE FUNCOES DE GREEN E IDENTIDADES
DE WARD ENVOLVENDO AMPLITUDES DE DOIS PONTOS

Na secdo 5 calculamos explicitamente as amplitudes de dois pontos usando o método
descrito na sec¢do 4. Todo cdlculo de amplitudes perturbativas divergentes estd sujeito a inde-
finicoes matemadticas intrinsecas. No nosso procedimento, estas indefinicdes sdo isoladas nos

objetos divergentes

d’k 2k k g
2\ _ unv . uv
ANV ()L ) - / (27r)2 {(k2 _12)2 (kz—lz)} ’ (6.1)
d*k 1
Tog (M%) = / T (6.2)

que, por sua vez, ndo sao calculados explicitamente. Por causa da presenca inevitdvel de tais
indefini¢des matemadticas, todo cdlculo envolvendo essas estruturas deve passar por testes de
consisténcia minimos. Por isso, antes de assumir alguma consequéncia das expressdes obtidas
para as amplitudes, é necessdrio verificar a consisténcia dos resultados obtidos na se¢do 5. Por
consisténcia entendemos, como uma exigéncia minima, a preservacdo das relagdes entre fun-
coes de Green, pois estes tipos de relacdes sdo simples consequéncia da validade da linearidade
na operagdo de integracdo. Nesta secdo queremos verificar explicitamente se as relagcdes entre
func¢des de Green envolvendo as amplitudes de dois pontos sdo satisfeitas.

Podemos iniciar os cdlculos pela amplitude VV, Eq. (5.14). Contraindo com o momento
externo p* obtemos

p“T‘Y\Y :2(k2—k1)“ [Auv (12)} .

O termo do lado direito da equagdo acima pode ser identificado como a diferenca de duas

amplitudes de um ponto
2(ky = ki) [Apy (A%)] = TY (k1) = TY (k2),

de modo que obtemos

Py =T (k) =T (k) ,

que estd de acordo com a relacdo estabelecida na Eq. (3.1). A mesma conclusido pode ser

estendida para a contragdo com o indice V.
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Contraindo a expressdo para a amplitude AA, Eq. (5.15) obtemos

PHTay =2 (ke k) [Auy (27)]

- %Zmzpv [gé_])} )

o que implica em

PHTY =T (ki) —T) (ko) +2mT}",

que é o resultado esperado comparando as expressdes (4.6) e (5.9) para as fungdes T,/ e TP

Por sua vez, a contracdo da Eq. (5.9), resulta em

PuTﬁP:%mpz [go(fl)} '

A contra¢do novamente fornece o resultado o esperado
T =T5 (ki) + T° (ky) 4+ 2mT™".

Portanto todas as fung¢des de dois pontos calculadas, com excecao da amplitude T‘?X que ainda
ndo verificamos, satisfazem as relagdes entre funcdes de Green esperadas. As verificacdo das
relacOes entre funcdes de Green da amplitude Tlf“,/ serd feita, em maiores detalhes, no préximo

capitulo, devido a sua importancia.



33
7 A ANOMALIA AV

Nesta se¢do vamos verificar em detalhes as relacdes entre fungdes de Green e as iden-
tidades de Ward da amplitude Tf\‘,/ . A andlise feita nesta secdo serd crucial e servird como

referéncia no estudo das amplitudes AVV e AAA. O resultado encontrado no capitulo 5 foi

T (p) = —28,¢ |5, (A7) ]

- % (euépépv - guvpz) [52(71) (pz’mZ) - 51(71) (szmz)} .

A contragdo com o momento externo p deve fornecer resultados que estejam de acordo com as

relacdes (3.3) e (3.11). Em primeiro lugar, a contragcdo com o indice vetorial v revela que

P[] = ~26p (2 k)" [, (32)]

= 28y (k2)" [A% (A%)] + 264 (k)" [A% (27)]
que pode ser facilmente identificado como sendo a Eq. (3.3), ou seja,
P [T ] = 1 ()] - [ ()]

A Fig. 7.1 ilustra a identidade mostrada acima.

Figura 7.1 — Representacdo diagramadtica da rela ¢do entre funcdes de Green para AV envolvendo o vé
rtice vetorial.

k+ ki k+ ks
k4 ki

o — k)" |08 | = : — :

(k= k)" | % <>V T3 VY3

k+ ko

Fonte: Autor (2017)

Por outro lado, a contragdo com o indice axial u revela

PP = “2e,: (k — Ky ) [Ai (12)]

i B
— &t [Hmzéé 1)(p27m2)} :
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Agora, a fim de identificar as duas amplitudes axiais de um ponto que estdo presentes no lado
direito da Eq. (3.11), € necessa rio mudar a posi¢c@o dos indices de Lorentz do primeiro termo

acima. Para tal, podemos usar a seguinte identidade algébrica

eue [8% (A2)] = v (8% (A0)] +2uv [45 (17)] . (7.1)
o que fornece

PUT = —2e,g (ko) [A% (1) ] + 260 (k)" [4% (22) ]
i .
_EENVP“ [l‘f—ngé 1)(p27m2)}

26y (k — k)" A% (A7)] -

Os dois primeiros termos do lado direito da equacdo acima podem entdo ser identificados com
as estruturas de um ponto exigidas na Eq. (3.11). Com a amplitude PV, dada na Eq. (5.6),

podemos escrever

P = [T (k)| = [T (ko) |+ 2m [TY]

— gyt {%+2 4% ()] } .

Da expressao acima, vemos que a relagdo entre funcdes de Green (3.11) é preservada se, e

somente se

A5 ()] =5~ (7.2)

E importante notar que, se esse valor nio pode ser obtido, a linearidade na operagio de integra-
cdo é quebrada pelas operagdes realizadas, violando a relagdo entre funcdes de Green (3.11),

conforme mostra a Fig. 7.2.
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Figura 7.2 — Representagdo da possivel violagdo da identidade (3.11).

k+ k; k+ ko
(kQ - kl)# Y3 Y| — -
T3 T3
k+ ko
k+ kq
+ 2m |7 | + (&) evulke = ki)*
k+ ko

Fonte: Autor (2017)

Felizmente, o resultado acima pode ser verificado. Consideremos a seguinte identidade

algébrica

P TR 3 T P B TR T U R
Ml we—a2)? =2 [ Pl ee-a2? @=A) ([ Mg a2? (@-27)

A integracdo em ambos os lados produz a identidade (7.1). Além disso, o termo do lado direito

pode ser reescrito, como

K 1 A2

222 (=A%) (2_a2)?’

§

que, depois da integracdo, produz o valor requerido A ¢ (12) = —ﬁ. Notemos que nenhuma
hipdtese sobre o cardter divergente das integrais foi assumida para obtermos esse resultado. As-
sim, se assumirmos isso como verdade, todas as relacdes entre funcdes de Green envolvendo a
amplitude AV sio satisfeitas, preservando, desse modo, a linearidade da operacdo de integragdo.

Como proximo passo podemos verificar se as identidades de Ward sdo preservadas pela
mesma condicdo encontrada para a preservacio das relacdes entre fungdes de Green, Eq. (7.2).
Se as relagdes entre funcdes de Green sdo satisfeitas, fica claro, dos resultados (3.3) e (3.11),

que as propriedades

p'Ty =0, (7.3)

prTY =2m 1)V (7.4)
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podem ser obtidas se T (ki) = T (k2), o que explicitamente significa klf [Aﬁ 2 (AH)] = kg [Aﬁ 2 (AH)].
Como o momento interno k; ndo pode ser igual a kp, para todos os valores do momento externo

p, a Unica maneira de satisfazer o requerimento acima é que
[Ap2 ()] =0
BA :

A conclusdo da argumentacdo acima € transparente: a linearidade na operacdo de integracao
¢ mantida se e somente se Ai (?LZ) ¢ ndo nulo e, por outro lado, as identidades de Ward sao
preservadas se Agy, (lz) for igual a zero. Contudo, matematicamente € facil ver que estas duas
exigéncias sdo claramente incompativeis pois A% (A2) é o trago do objeto Ay (A?) e um tensor
nao pode ser identicamente nulo e ter um traco ndo nulo. A observacao relevante é que o valor
nulo para Ayy ()Lz) ndo satisfaz a identidade (7.1) de modo que V% (12) seja diferente de zero.
A referida identidade pode ser satisfeita se tivermos
B (12) = = gur © 8 (%) =,
ou ambos sendo zero.
Por outro lado, podemos invocar a universalidade nos célculos perturbativos para nos
guiar na escolha do objeto matematico (indefinido) Ay (?LZ). Talvez nenhum suporte fisico

melhor que a QED possa ser obtido. Se considerarmos a amplitude de dois pontos V'V, que é

diretamente relacionada com o tensor de polariza¢do da QED,, temos

i pupP -1
1Y =2 [ (02)] + % (= P00 ) [0 (2]
Dado o resultado acima e da Eq. (4.6) podemos perceber que
p“TLY\Y = 2]9“ [A”V (7(,2)] = T‘Y(kl) —T\Y(]Q) ,

que estd de acordo com a linearidade na operagdo de integracao. Contudo, somente se assumir-
mos que T} (k1) =T,/ (k2), a corrente vetorial serd conservada na QED;. Sem ddvida nenhuma,
isto implica que Ay (12) deve ser identicamente nulo se desejarmos que a invariancia de gauge
da QED, seja preservada.

O valor nulo para Ay (12) € conveniente também por outros motivos. Entre estas razdes

podemos citar que as amplitudes de um ponto devem anular-se pois sdo quantidades ambiguas
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(dependente dos momenta internos k;). Também, como é bem conhecido, dentro do esquema da
RD (Regularizacao Dimensional) todos os termos de superficie sdo tomados, por construgao,

como identicamente nulos. E facil mostrar que Ay (12) € um termo de superficie pois podemos

Ay (2) = [, (j:; 8iu (_ (2 ]ivw) |

Assim, dentro do contexto da RD, o objeto A,y (lz) ¢ assumido como sendo nulo.

escrever

TAV

A discussdo acima, referente a amplitude v

pode ser resumida da seguinte maneira.

Para preservar as relagdes entre fungdes de Green deveriamos ter

l
Apy (12) = g8y © A% (’12) =

o que implica em

A i
i
PVT[?\‘// = ﬁguapa )

TN =2m [T)V] .

Desse modo teriamos as amplitudes de um ponto ambiguas, a identidade de Ward vetorial ndo
seria satisfeita e a axial seria. Logo, do ponto de vista fisico, ¢ um resultado nao desejado pois

perderiamos, por exemplo, a invariancia de gauge da QED,. Por outro lado se

Ay (A7)

A% (A%) =0,

terfamos a violacdo da linearidade na operacdo de integracdo devido as relagdes entre funcoes

de Green ndo serem todas preservadas. Com isto temos

A
T\ =0, (7.5)
p'Ty =0, (7.6)

i
PHTY =2m [T}V ] + —Evy P (7.7)
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que € o resultado usual presente na literatura (BERTLMANN, 1996). O termo que viola a
identidade de Ward axial é denominado de anomalia. A Fig. 7.3 ilustra a situacdo de forma

explicita.

Figura 7.3 — Violagdo da idendidade de Ward axial da amplitude AV, fendmeno conhecido como anoma-
lia axial.

k4 kq k+ k1
pu V}L’Y:{ ’71/ - 27” 75 ’YV + (ﬁ) gl’ﬂp#
k + ko k+ ko

Fonte: Autor (2017)

A amplitude AV, por outro lado, possui um ingrediente adicional que desempenha um
papel importante para o fendmeno das anomalias: seu comportamento no regime de baixa-
energia. Podemos estabelecer as propriedades de baixa energia da amplitude AV através da

forma geral do tensor que seria esperada devido a sua estrutura de Lorentz

Ty = &uv [F1 ()] + &ugp®pv [F2 (7)) +&vep®pu [ ()] (7:8)

onde F; (pz) sao0 os fatores de forma arbitrarios. Usando a identidade (7.1) podemos reduzir o

numero dos fatores de forma F; ( pz) de trés para dois

T = euv [Fi (p7)] +€uep° v [B (P7)] - (7.9)

Impondo que a identidade (7.3) seja satisfeita obtemos

P'Tiy = guer® [F (P°) + PR (p7)] =0, (7.10)
de modo que
B (") =-p*F (p?) -

Assim

Ty = ey (ggvpz—pépv> B (p7)] - (7.11)



39

Contraindo com o vértice axial obtemos
PP = eep°p? [B2 (7)) (7.12)
No limite cinemético de baixa energia, p> — 0, temos

: AV
plgop Tjy =0. (7.13)

O resultado acima € consequéncia da conservagdo da corrente vetorial.
Por outro lado, devido a identidade de Ward axial (ver Eq. (7.7)) e ao resultado acima

deveriamos esperar também que

lim 77V (p?) =0, (7.14)
p2—0

para m nao nulo. Isto significa que a eventual preservacdo de ambas as identidades de Ward
associadas com Tﬁ‘x implica que TV deve anular-se no limit p> — O (processos fisicos de
baixa energia). Contudo, a partir do (5.6) é facil ver que

lim 2m |75 (p?)] = LI

250 po \P T omEP”
mostrando que o limite de baixa energia (7.14) nao pode ser satisfeito dentro do calculo pertur-
bativo. Podemos afirmar que este, de fato, € o verdadeiro fendmeno denominado de anomalia,
ou seja, a preservacdo simultinea de todas as identidades de Ward e dos seus respectivos limites
de baixa energia ndo € possivel no caso das amplitudes denominadas andomalas. As discus-
sOes realizadas nesta sec@o servirdo como guia para estudarmos as amplitudes AVV e AAA nos

proximos capitulos.
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8 CALCULOS DAS AMPLITUDES DE TRES PONTOS

Os célculos das demais amplitudes de trés pontos, sdo feitos com mais detalhes no Apén-

dice A.Consideremos agora a amplitude sz“f definida por

Ty = T = e = R s [

que pode ser representada também como na Fig (8.1).

Figura 8.1 — Representacdo diagramatica da amplitude AVV.

p
Yy —>
k+ kq
q A3
— > v k+ ko
k + ks
>

Fonte: Autor (2017)

Notando que

N =—€a?",

temos

AV _ e Ty ! ! !
R 2 L =iy =y 2y

o que implica

AVV vvv
t/luv =~ [Iauv] .
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Para calcularmos a amplitude T}, L‘L/ ' primeiramente notamos que podemos escrever, apds tomar-

mos os tragos de Dirac,

tigey = {20k ki) (k4 ko) (k4 Ks) + (K + k) (K +Ka),, |
20k g | (k) (k) — () (k)

20k g | (k) (k) (K (k- 2),

+28ua(k+ki)y, [(k+ko)- (k+k3) —m?]
—28ua(k+ka), [(k+ki)- (k+ks3) —m’]
—2gualk+ks), [(k+ki)- (k+ko) —m?]
—2gva(k+ki), [(k+ka) - (k+k3) — mz]
—28valk+k2), [(k+ki) - (k+ks) —m?]
+28valk+ks), [(k+ki)- (k+ky) — m?]
—2gvu(k+ki)g [(k+ko) - (k+k3) —m?]
+2gvulk+ko) g [(k+ki) - (k+ks) —m?]
—2gvu(k+ks) g [(k+ki)- k+k2)—m2}}i,
ou ainda
Y =t + e (7] + v [+ g 77T &1

onde definimos

togay = { 20k-+ k1) |-k (ke -a),, + (ko) (K -+ Ks) |

2k + K ) | (k4 K)y (kka),, — (e Ka)y (ko Ks)

P2+ ka) g |+ ki) (ko Ka)y + (koK) (K +k2), | | %23 .

PPV PVP_, VPP
i ey

Como ja calculamos as subamplitudes #,, , com os respectivos resultados mostra-

dos nas Egs. (10), (9) e (8), precisamos calcular somente o tensor ¢yy. Definindo

1
th (kisky k) = (k) o | (kKg) (k- k) £ (k—i—kl)v(kJrkn)u] B
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temos

t(x/,tv =2 [t((xt)v (k] ,kz,kg,)} +2 [t((x;)v (kz,kl,kg,)} +2 [t((xt)v (k3,k1,k2) . (8.2)

Em termos de integrais temos

To(zzz/ (k1,k2,k3) =2 [@auv}

+ (ks — k1), + (ky — k1), ] [Bay]
+ [(k3 —ki)y + (ko — kl)“] [Lav]
+

[(ks —k)y (ko — ki), + (ks — k1), (ko — k1) | (B3]

To (k3. k1k2) = 2 [y
+2 (ks —k1) g [Buv]
+ (ky = k1)y [Bag]
+ (ko — k1), [BBav]

+ (k3 — k1) g (k2 — k1), [Ty ] 4 (ks — k1) o (k2 — k1), [T

Y

Té;)v (kayki,ks) = — (ks — k1) [Bav] + (ks — k1), [Bay)
— (k2 — k1) (k3 — k1), [13v]

+ (k= k1) (k3 — k1), [By] -

Usando-se os resultados (3) ,

I3uv = %guv [‘:(50_1)]
+lo =)y o —k)y [ & (s = k) (ks — k), [
[l =), s — k1), + (=), (ks — k) ] (6677

—kiy [By] — ki [By] — kigky [1]



By = —%8,@ [(kz —k)y &G+ (ks —kl)vééfl)}
_ %gév [(kz—kl)u 51(0_1)-1-(/(3—](1)” éo(f”}
- %guv [(kz —ki)g 51(0_1) + (ks —k1)¢ 5(51_1)]
~ (ka ki) (k= k1), (o — k), [ 6457
(k=) (ko = k), (ks — ko), [E5]
(k=) (ks = k), (ko = k), [E5]
(o k) (ks — k), (ks — ), [£5,7]
— (s —k)g (ko k), (ko k), [E47]
(s =) (ko — k), (ks — ), [£57]
~ (ks ki) (ks — k1), (ko — k), [ 657
(ks =) (ks — k), (ks — k), [E557]
—kiv [Bep] =k [Bey] — ke [Buy]
—kigkiy [B] —kigkiy [ —kigkig [By]

—kiekipkiy [I] -
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obtemos

1 r _ _
+ Egau {2 -~ (ko —kl)v 51(0 b (k3 —ki vgél 1)}

—
Pl
w
|
=~
=
~
<
+
—
=~
[\S)
|
™
=
~
=
—
S —
(=]
—_
L

+
+asan {2~ (e =k, B — s — k), &)
= k) + s — k), [
+2{ = (o~ k) g (k= k1), (ko — k), [ 457
— (ko —ki)g (ko = k1), (ks — k1), 2(f2):
— (ko = ki) g (k3 — ki), (k2 = ki), :52(1_2):
— (ks — k) g (ky —kr), (ko — K1)y, 2(1_2):
— (ks — ki) (ks — k1), (k2 — k1), :51(2_2):
— (ks — k) (k= k), (ks — ko), [ 657
— (ko —k1)g (ks — k1), (ks —ka), [ £
— (ks —ki)g (k3 — k1), (ks — k1), [50(52)} }
+ [(kz—kl)wr(ks —ki)y {(kz—kl)a(kz—kl)v [52(0_2)}
(k2 —k1)q (k3 — ki), :51(1_2):
(ks —k1)q (k2 = ki), :51(1_2):
+ (ks —k)g (ks k), [657)]}
(ks = k) + (o — k), { (k2 = ) (o — R, [ 657
+ o —r)g (ks =), [ 67
+ (ks = ki) (k2 = ki) :él(fz):
+ (ks — k) g (ks — ki), :5(52_2): }
+ [(kz —ki)y (k2 —ki), + (ks —ki),, (k2_k1>v]

Al k)alo? (b —k)a &7}

+
+
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Tayow (ks k1 k2) = gy {— (ka — k1) [51(0_1)} — (ks —ki)g [5(51_1)] + (ks —kl)aé(go_l)}
b asan {2~ o= k) E5 " — s — k), 7] + (o — ), B )

+ %g(xv {2 [— (ko — k1), &l = (K —kl)“iéfl)} + (k2 —ki)y 5551)}
+2{ =k~ k) (ko — k), (o k1), |67
— (ko = k1) (k2 = k1), (k3 — ki), :52(f2):
— (ka = k1) (ks — k1), (k2 — k1), :52(1_2):
— (ks — k1) (k2 = k1), (k2 — k1), :52(1_2):
— (ks — k) (ks — k), (ko — K, [ 65
— (ks — k) (ko — K, (ks — K, [ 65
— (ko —k)g (ks — k1), (ks —ka), [
— (k3 —ki) g (k3 — k1), (ks — ki), [5552)} }
+2(ks —k1)g {(kz—kl)u (ky — k1), [52(0_2)]
+ (ka — ki) (ks — ki), :51(1_2):
+ (ks — k1), (k2 — k1), :51(1_2):
+ (ks — ki), (k3 — k1), :552_2): }
(ko =)y { e —k1)g (k2 = k1), |85
+ (ko = ki) (ks — k1), :il(fz):
+ (s — k) (ke — k1), [
+ (ks —ki)q (ks — ki), :552_2): }
o= k) { o k) (ko — k), [65 ]
(o k1) (ks — k1), [ €177
+a— ) gk — k), [ 1]
ks kg (ks k1), [ €:7] }
(ks —k)g (ko — k), { = (o — k), [E07] = (s —k), [&57]}
ks — k) (k2 — k), { = (o =) 657 (s k), [57]
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Touv (k2. k1, ks) = %gau (k3 —k1),, [5551)]
~ 38a (b —k), [55")
— (ks —k1),, {(kz —ki)y (ka—k1)y, [52(0_2)}
+ (o =) (ks k) [ 67
+ (ks —ki)q (k2 — ki), :fl(fz):
ks kg (s — k1), [657] |
+ (=), { (2 = k) (ko — k1), [

-
(ko —kr) g (s k1), [ €177

(ks — k) (ko — k), [E7]

(ks ki) (s — k), [ 55 7]}
— (ko —k1)g (ks — k1), {— (k2 — k1), [51(62)] — (ks —ki)y [5c§f2)] }
+ (ka—k)g (k3 —ku), {— (kz — ki), [51(52)] — (ks —ki)y [5(§f2)] } '
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Substituindo os resultados acima em (8.2) encontramos

Topy = —4 [gom (ka —ki)y +8av (ko — ki), + 8uv (k2 — kl)a] [51((;1)}

— 4 g (ks — K1)y + gav (ks — k1), + gy (ks —h1) ] (&7

+2 [gap (ks — ki), + gy (ks — k1)) [0 "]

+2 :gau (ko — k1), +gav (ka _kl)u} [550_1)}
8k — k) (k— k1), (ko — k), [ + 0]
+8(ks ki) (s — k) (ks — k), [+ 657

+4(ky — k1) g (k2 — ki), (ks — ki), :—252(1_2) +E 0 + &Y - 51(0_2)}
(ks —kn)g (ks =)y (k= ko), | 26057 + &, +6( 7 = &5, |

+4 <k3 —k )(x (kZ — ki )u (k2 — ki )v __252(;2) + 251(;2) + 52(52) - 51(62)}

+4 <k3 —ki )(x (kz — ki )/,L (k3 — ki )v __251(2_2) + 261(1_2) + 5(§2_2) - 6(51_2)}
+a(k—k)g (ks k), (k—k), |—285, 7 +51(1_2)]
2)]

+4(ky —ki) g (ks — ki), (ks — ki), :—251(2_2) +&i; 8.3)
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A partir das expressoes (8.3), (10), (9) e (8) temos que

T = e —4 [au (k2 = k1), + gav (ko = k) gy (2 — k)] [l ]

4 ot (ks — k1), v (ks — k1), + 2y (s — k)] [677)

+2 [gap (ks — ki), + gy (ks — k1)) [0

+2 :gau (ko — k1), + gav (ka _kl)u} [ééo_l)}

+8(ka —ki)g (k2 — k1), (k2 — k1), :—53(()_2)+52(()_2)}

8 (ks ki) (s — k) (ks — k), [—65 7+ 65

+4(ky—ki)g (ky— k1), (ks —k1),, :—252(1_2)+‘§2(()_2)+51(1_2)_ 1(02}
ks — ) g (ks — k1), (ko k), [-2805 7 + 857 + &7 — &7
+4 (ks — ki) (k2 —ki),, (ko — k1), —2521 '+ 28+ g7 5102}
(ks — k) gl — k), (ks —k), [-285 7 +28( P + 657 - &7
+4 (k2 — ki) (k3 — k1), (k2 — k1), _—2521 +§11 ]

(ks — ki) (ks — k), (ks — k), [ 2857+ £07)] )

6" (6a-s07.07)]

-
—2(ky —ky) - (k3 — ki) [51(72)} + (ks —ki)? [6(582)]}
i

v [ <k3 kl)z,m>

)
—2(ky—k1) - (ks — k1) [ém ] + (ko= k1)’ [550_2)}}

8#1#2 (k2 — k1) v

& (k3 —ki1)

~ e (ko — k), {267 (s — k) )| = 2.5 — k) £,
+2(k3—k1)-(k2—k1)[5f52)} (ks —k1) [500 ]}

{21677 (e =k ) + &7 (k1 —ke)” i) |
—2(k3—k1)2[ (51 )]+2(k3 ki) (ka—kp) [501 )}
—(kz—kl)z[ (582)]}

— &y (k3 — k1),



—guvera (ko —k)g {2 &7 ((ks = k) ) + &7 (ko = k1) m?) |

—2(ky— ki)’ [51(0_2)] +2 (k3 —ki)- (ky — k1) [ 1(0_2)}
(ks —k)? & 7]}
—8uvEra (k3 — ki) {—2 [51(_1) ((k3 — k) amzﬂ
+2(ks— k1) (o k1) | &5 |

=k 2257 - 857}

Finalmente, a amplitude Tfﬁ‘é ¢ definida por
1 1 1
tas =T { } :

ou ainda como ilustrado na Fig. (8.2).

Figura 8.2 — Representacdo diagramatica da amplitude AAA.

p
VY3 ——>
k + kq
L} A3 vkt
k + ks
T V3 —>,
D

Fonte: Autor (2017)

Novamente fazendo uso da identidade

Ny =—€a7",

temos

44 — e Tr ! ! !
Auv — Ao Yak+ kl_m’)/ll’}/S k+ kz_vaY5k+ k3_m )

o que implica

AAA __ VAA
t/luv = —&la [ta/,tv] .

49

(8.4)
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Andlogo ao caso AVV, tomando o traco podemos identificar as seguintes substruturas

VAA PSA PAS VSS
Loy = lapv + 8op [tv } —8av [t“ ] —8uv {fa ] )

€ assim

AAA PSA PAS VSS
Duv = ~€a [tauv} — & [tv } + &y [tu } t8uvéra [ta } 3

onde o tensor Zqyy foi definido em (8.2) que, apos integrado, tem o resultado mostrado em

PSA tﬁAS e t(\x/ss , sao amplitudes fisicas e podem ser calculadas

(8.3). As substruturas restantes, #,,

PVP
> Iy

PPV

Clu

usando o mesmo roteiro usado para calcular as amplitudes tXP P . Os respectivos

resultados podem ser colocados na seguinte forma:

1P = (o k), { = [677 (o~ k)2 )]
—2(ky— k1) (k3 — ki) {51(52)] + (ks —ki)? [5552)} }
o=k, = &7 (ks k)% )
~2(ka—k1)- (ks — k1) [551_2)]

+ [(kz —k)? —4m2} [ajéo‘ 2)] } , 8.5)

TS = (ks —ki)y {— [55_1) <(k3 ~ki)? ’m2> + é(g_w <(k3 ~ka)” mzﬂ
+2[ (ks — k)2 = (ko k) - (ks — k)| [ &6,
+ [(kz —k)? - 4””2} [5552) }
=k, { (67 (=)
+2 [(ks —k1)* = (kK1) - (k3 —kl)] [51(52)]

— (ks —k1)? [?ééo_z)} } : (8.6)
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1Y = (ky— k) { = [6570 (ko —k)? ) + &0 (ks — k) 2
+2 [(kz —ki)? = (ko —k1) - (ks — k1) —4’”2] [51(0_2)}
+ (ks —k)? [557] )
s [ (-7 )]
22 [tk —k)* — (ko — k) (ks — ko) — ] [ 677

- [(kz —ki)? —4m2] [655 2)} } : (8.7)

Reunindo-se os resultados acima obtemos

T = gy {2(k2 —k1)y {51(*” (<’<2 k)’ mzﬂ
+2(k—ki)y (k2= k1) - (ks — k1) [gfgz)]
—(ky—k1), (ks — k1) [5&)—2)}
20—k, [ (ks k) ?)]
+2(ks —ki)y (k2 — ki) - (ks — k1) [5(51_2)]

s, -t o] 657

+&y {—2(k3 —ki)y [51(71) <(k3 —k1)2>m2) 5" (<k3 _kz)z’mzﬂ
+2(k = k) [ — k1) = (ko — ) - (ks — k)| (6577
+ (ks — ki), [(kz—kl)2 —4m2} [550_2)}
#2 k) [ (k)
+2(ky—ki), [(kz —k1)* = (k2 — k1) - (ks —kl)] [51(0_2)]

— (ky — k1), (k3 —ki)? [5(50_2)} }
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+€1, {4 [gw ko —ki)y + gov (k2 — k1), +guv(k2—k1)f} [51(0_1)}

+4[gw k3 —ki)y +8ov (ks — k1), + guv (kz—kl)f} [5(51_1)]
—2 [gop (ks — k1), +guv (ks — k1)) [550_1)}

—2[gau ki — )y + gev (e —ka), ] [0
2y (k= k) [ 67 (ke —kn)? m?) + &7 (ks — ko) ) |
+2guv (k2 — ki), :(kz—k1)2—(kz—kl)‘(ks—kl)—4m2] [51(52)}
+guv (ko — k1) (ks —kr)? [5&62)]
+28uv (k3 —ki), :51(_1) ((ka —kz)zamz)]
+28uv (k3 — ki), :(kz—kl)z— (ko —k1) - (k3 —kl)—4m2] [5(51_2)}
— gy (ks — k1), [ (ko —k0)? — 4] [5557
8 (ko — k), (ko — k) (ko — k), [~ + £
—8 (ks —k1); (ks — k1), (ks —ki)y :—5552) +§o(52)]
—4(ky —ki) g (ky —ki), (ks — ki), :—Ziz(fz) +8+& —51(62)]
4k — k) (ks — k) (ko — k) [2657 4857 + &l P — 67
4k — k), (ko — k) (ko — k), [ 26 4267 + £ - €7
4k — k), (ko — k) (ks — k), [-2657) 42607 + 857 - 657
4l — k) (ks — k1), (ko — k), [—288 7 +£7]

(ke ki) (ks — k1), (ks — k), :—251(;2) + 51([2)} } . (8.8)

Desse modo concluimos o célculo de todas as amplitudes pertinentes a nossa investigacao. Nos
proximos capitulos verificaremos se as amplitudes calculadas satisfazem suas correspondentes
relacOes entre funcdes de Green, identidades de Ward e limites de baixa energia, para assim

podermos identificar a existéncia de anomalias nestas amplitudes.
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9 CALCULO DAS RELACOES ENTRE FUNCOES DE GREEN ENVOLVENDO AM-
PLITUDES DE TRES PONTOS

Neste capitulo vamos investigar se as amplitudes de trés pontos calculadas no capitulo
8 satisfazem as relacdes entre funcdes de Green estabelecidas no capitulo 3, usando as proprie-

dades do Apéndice B.

9.1 Sub-amplitudes

Comecamos estudando as amplitudes de trés pontos que sdo subestruturas das ampli-
tudes AVV e AAA. A sistemadtica de célculo das funcdes de Green é também importante para
expressar o ponto de vista conceitual adotado neste trabalho. Podemos iniciar os calculos con-
siderando as subestruturas da amplitude AVV. Para a amplitude V PP estabelecemos o resultado

(8). Contraindo com o momento externo (kz — k; )’l obtemos

(i (47)] (ks — ko )* T/ PP

—(k3—ki)? [50_ ((k3—k2)2,m2)}
(e — k1) (ks — k) [ ( 2= ki) )+ &) ( ko)’ m?)|
+2(k k) (ks — ko) (ks =) [E5, 2]+ (ko — ko) - (ks — ) [0 7]}
—(k3—k1)2(k2—k1)'(k3—k1)[500 }

(ko — k) (ks — kp)> [550—2)} .

Usando a identidade (25) e efetuando os cancelamentos algébricos temos

(ks = k) 777 = —f(kg—kzﬁ[éé‘”((/cg—kz)%mzn

+E (ka —kp )2 {50“1) ((kz—kl)z,mzﬂ :

ou, reorganizado de forma conveniente,

s =) 7 = {2 g ()] + 5 Gk 857" (a7, 0)]
. {_2 g ()] + 1 (ks — ka2 [ (ks — o) )] } .
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Dado a expressao para a fun¢do de dois pontos PP, Eq. (5.4), podemos identicar o resultado

acima como

(ks — k) TV PP = (TP (ki ko)] = [T7 (k2 K3)]

o qual é esperado pela Eq. (3.6).

No préximo passo consideramos a amplitude PPV, expressao (10). Contraindo obtemos

[—i (47m)] (ks — ko) " T,

= [(kz—kl)z—(kz—kl)'(k?»—kl)} [&g_l) ((kz—kl)zan’lZ)]

- [(k3—k1)2—(k2—k1)'(k3—k1)- [55_1) ((k:s—kl)z,mZ)]

20— ki) (s —k) { (k= k) (667 + (o k1) - (s — k1) [&677] |
—k) { ks = k) [ &7 | + (k= ki) - (ks — ko) [0 7] }

- [(kz—kl) — (k3 —k1) }(kz—kl)'(ks—kl) [505 } :

—2(ky—ki) -

Usando as propriedades (25) e (26), somando e subtraindo /g (mz) e efetuando a élgebra ne-

cessaria obtemos

(=707 =l ()] 5 2 6 (12— )]
~{ s ()] + g5 G0 [&7 (13— ?)] |

Podemos reconhecer o lado direito da expressdo acima como sendo a diferenca entre duas am-
plitudes PP
(ks — k)" TP = [TPF (ki k)] = [T77 (ki s ks)]

em completa concordancia com a relagdo estabelecida em (3.8).
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Por sua vez, para a amplitude PV P, dada na Eq. (9), contraimos com p* obtendo

[—i (47)] (ky — k)* TSP

=~ (k1) = (k= k) (ks = k)] &7 (ks = k) m?)|

+ (ky — k1) - (k3 — k1) [5(5_1) ((k3 —k)? m2>]

- [(’@ —k)* = (kp —k1)* + (k3 — kl)z] {(kz ~ki)’ [ 1(52)} + (ke —ki)- (ks — ki) [ééfz)] }

+ [(kz_kl)z(]Q_kl)z—(kz—k1)'(k3—k1)] [ (g(;Z)] .

Através das propriedades (26) obtemos

BT =~ ke [ (2 k)]

i

P[5 (6s-t)]

o que significa que a relagdo (3.7) também € preservada pela amplitude calculada.
No préximo passo consideremos as subestruturas da amplitude AAA. A contragdo da

amplitude VSS com o momento g¢" fornece

(i (4m)] (ks — ko )} TS
= —(ky—ky)-(ks—ky) [gé*l) ((kz —k1)2,m2)}
n [(k3 —k1)2 —(ky—ky) - (k3 —k])} [éé_l) <(k3 —k2)2 7”"2)]

) [(kz—kl)z— (ky — ki) - (ks — k1) —4m2}

_ .- _
y {(k3—k1)2 [ggl D g5 2>] +ka ki) (ks — ki) [Efg ”]} -
Através da identidade (25) podemos obter

(i (470)] (ks — k) TS5
— (ks — k»)? {gg—” ((k3 —k)? mzﬂ ~(ky — ki )? [gé‘” ((kz k)2 m2)]
—an? [ &7 (ks = k) ) = &5 (ko = k) ) |

O lado direito da equacdo acima pode ser identificado exatamente com a relagdo (3.5) se lem-

brarmos do resultado (5.5).
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Por sua vez, a contracdo da amplitude PSA fornece inicialmente o resultado

[ (4m)] (ks — ko) " T,

= (ta—ko)- (s — k) { (s — ko) [687] + G k) [850”
[ (e klf,mzn——ka ?les?}
F2(k—k)- (ks — k) { (ke k1) €107 + (ke k) - (ks —ka) | &5 7|}

e [E " (k)2 2)]—%(1«2— 0 (&}
+(ky—k1)? [50(71) ((kz —ki)?, 2)] (ks —ky)? [5(571) ((k3 —kl)z,mz)}
—ani (ks =k = (e — k1) - (ks — k)] [

Usando as Egs. (25) e (26) obtemos

(—i (47)] (k3 — ka)" T,
— (ko —k1)? {gg*” ((k2 —kl)z,mzﬂ (ks —ky)? [fgg*” ((k3 —kl)z,m2>]
— 4m’ [(k3 —k1)? = (ky— k1) - (ks — kl)] [5&52)] :

que pode ser diretamente identificado com a relagao (3.12) (ver Egs. (5.4), (5.5), and (14)).

Procedendo de maneira similar para PAS temos

i (4)] (k) TS

R [éo (< k) m)

+[(kz—k1) - } [ ( 7m2)}

+ [tk k) k{8 (Gt )| +2tka k787
20k —ki)- (ks —k) & 7| = (ke —k)* &7 }

(ko — k)~ (ks — ko) [E )]
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ou

(=i (47)] (ka — k) )* TS = — (ks —k1)? {&571) ((k3 —k1)’ mzﬂ
+ (ks — ko)’ [ﬁéfl) <("3 ko)’ mz)]

— 4m? (kp —ky) - (ks — k1) [éé&z)] ,

onde usamos novamente a identidade (26). Dado os resultados (5.4), (5.5), e (15), podemos

identificar o lado direito da expressdo acima como sendo a relacdo entre as fungdes de Green

(3.13).

9.2 Amplitude AVV

Sabendo que todas as sub-amplitudes satisfazem as suas respectivas relacdes entre fun-
cdes de Green podemos partir para os cdlculos envolvendo as relacdes entre fungdes de Green
da amplitude AV'V dada pela expressao (8.4). Os cdlculos envolvendo as amplitudes AVV e AAA
exigem um esforco algébrico considerdvel bem como o conhecimento de varias propriedades
das fung¢des finitas. Apresentaremos os passos principais dos calculos de modo que fique claro a
sistemdtica do procedimento adotado. Consideremos primeiro os vértices vetoriais. Contraindo
com (ky — k)" temos

(ky — k) TR = —€28%° [(ka — k)" Tpuv]
— &3y (kp —k)H [T7Y]

— &y [(kz —kp)* vap}

+ (ko — k1), [T,{“’”} .
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Explicitamente podemos escrever cada termo como

(ko — k)" Ty
= 2g3, (k3 —k2)° [51(_1) ((kz — k)’ 7m2> —2g;Y ((ks —la)’ mzﬂ
— 23y (ks —k1)? [51(_1) ((ks —ki)? »m2> —2gy Y ((k3 — ki)’ ,mz)]
—ec{ 4l —k) (e —k), & (s~ k) m?) = &7 (ks —k)* m?) |
—2(ka—k1)" (k2 —k1), :51(71) ((’Q — k)’ »m2>]
+2(ka—k1)" (k2 — k1), :(kz — k1)’ 51(0_2)]
—4(ks —k1)" (ks — k1), :52(_1) ((k3—k2)27m2 —¢ Y ((k3—k2)2am2>:

)-¢&l

(ks — k)" (ks — k), [ (6 —k)? m?) =&Y (ks — k)2 2|
)&
)

+4 (ky —k1)* (k3 — k1), :52(_1) ((k3—k2)27m2 —&Y ((k3—k2)2am2>:
+2 (ko —k1)* (ks — k1), :51(71) ((k3—k2)27m2 ]

—2(ka—k1)" (ks — k1), :(kz—kl)ziil(gz)]

+4 (ks —ki)* (ky — k1), :52(71) ((k3 —ka)? ,m2> —&Y ((k3 —ka)? ,mzﬂ
#2(ks = k) =)y (€7 (ks =) m?) |

+2(k— k)" (o — k), [k — k)&l
+2(ks —k1)" (ko — k1), :(kz—kl)2 5(51_2):

—2 (k3 —k1)" (ky — k1), :(kz —kl)zééo_z): } :

—&c(ka— k1) T =) {(kz —k1)* (ky — k1), [5571) ((kz —k)’ 7m2)}
+2(ka—k1)" (k2 —k1),, [(kz —k1) - (k3 —kl)ifgz)}
— (k= k1)" (k2 — k1), [(’Q —k)? 550_2)}
+(ky—k1)* (ks — k1), [5(5_]) ((k3 —k)’ ’mzﬂ
20k k)" (ks k1), [(ka = k1) (ks — k) 677

— (k= k1) (k3 — k1), [(kz - kl)zééo_z)} } :



— 18" (ko — k1), ™7 .
=& {—2(k2 —k1)" (k2 — k1), [51(71) <(k3 —kp)? 7’"2) & (<k2 —ki)%m ﬂ

+2(ky —k1)® (ko — k1), [(kz —kl)zél((?z)]

—2(ky—k1)" (ka — k1), [(kz—kl) (k3 —kl)él(o_z)]

+ (o =) (ko k), (ks — k)28

+2 (ks —k1)" (ko — k1), :51(_]) <(k2_k3)27m2>]

F20k k) (ko =),y | (ke — ki) & |

—2(ky —k1)" (kg — k1), :(kz—kl)'(k3—k1)§<§f2)]

— (ks —k1)* (kp — k1), [(kz —k)’ 5552)] } 7
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Somando-se os resultados acima temos

(ko — k)" Tf;‘f\‘//
—4g,, (k3 —k»)? [51(_1) <(k3 —k2)27m2> - 2(_]) <<k3 _k2)2’m2>]

—4g5y (ks — ki) [51(_1) <(k3 _kl)z’m2> B 2(_1) <(k3 _k1>2’m2>}

+a(ks—k)" (ks — k1), :52(71) <(k3 k)’ ’m2> -& <<k3 ~h)’ ’mz):
—4(ks—k1)" (ks —ky), :52(_1) ((k3 —kl)z,mz) -¢ B ((k3 _kl)z’mz):
( )= ( )

)

(

1

(

1
—A(ky— k) (ks — k), [ESY (ks — k)2, m?) — Y (ks — ko)? 2

(

1

=2k — k) (ks — k), [67) (ks —ko)? o) = &7 (ks k) )
20—k (ks k) (k= k)&l + (ko= k) - (ks — k) &5y |

— (ky — k1) (ks — k1), [(kz —ki)? 5552)}

4 —k) (e —k)y [&7) (ks —ko)* ) = &7 (s = k) ) |
+2 (ks —ki)* (k2 — k1), :51(71) ((k3 —ka)? ,mz) —¢ Y ((ks — ki)’ ,mz)}
—2(ky —k1)" (kg — k1), :(kz —k)2EG Y+ (ko — k) - (ks — k) i(gl_z)]

ks k) (ko= k) (k2 =k 6™ |

Utilizamos agora a identidade (26) e, apds alguma dlgebra, obtemos a expressao abaixo

(ko =k TyY
=48y {(k3 — k)’ [52(_1) ((k3 — ki)’ ;m2> —¢ Y ((ks — ki)’ »m2>]
(s —ke)? |7 (ks =k m?) =& (ks —ko)?.m?) |}
+4€). {(k3 —ka)" (ks —k2),, [52(_1) ((k3 —ka)’ 7m2> —&Y ((ks —k)? mZ)}

— (ks — k)" (ks — k1), [52(‘” ((k3 —ky)? ,m2> —eg ((k3 k)2 mz)] } .

Lembrando do resultado (5.17) para a amplitude AV, verificamos que a relagdo (3.9) € satisfeita,
ou seja,

(ko — kp )M [Tﬁ‘fﬂ = [Tf\‘f (klaks)} - [fo (’QJ@)] :

A respectiva representacdo diagramatica € mostrada na Fig. 9.1.
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Figura 9.1 — Representacdo diagramadtica da relacdo entre fungdes de Green para o vértice vetorial da

amplitude AVV.
T
k4 ks k + ks k + ks
fZal el kE+k | = "W73 Yo — MAV3 T
k + ks N k + ky k + ko

Fonte: Autor (2017)

v TAVV

Para a contragdo com o segundo vértice vetorial, (k3 —k2)" T} Y

, podemos aplicar a
mesma sequéncia de passos e a conclusdo € que a identidade (3.10) também € satisfeita.

Para o caso da contragc@o com o vértice axial os cdlculos sdo mais envolventes. Primeiro
lembramos da relagdo com a amplitude VVV

AVV __ vvv
TA[JV — _EA«OCTG[,LV .

Usando a identidade de Schouten reescrevemos

AVV vvv vvv
Tluv - ‘SO‘HTalv +£/J/’LTocav s

de modo que a contracdo com o vértice axial fica

(ko — ) TALY g (k= kP T + € (k)P [T

Usando a identidade de Schouten novamente no primeiro termo do lado direito da equagdo

acima temos

(s~ k) TR = ey (ks — k) TV ] — s k) [T ]+ s ) [T

Temos que desenvolver os trés termos do lado direito da equagdo acima. Consideremos primeiro

o tltimo termo, Ty . Partindo da Eq. (8.1) obtemos

To‘t/(}c/y = Toyav + ZTfPV + TfVP + T‘YPP ’
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onde

Toav = _16(k2 _kl) [gl((;l)] - 16(k3 _k1>v [5(5;1)}

ot i)
ko —ky) -530 |+t ki) (ko —h) [ £
ky — kl ézo + (ks —k1) - (ko — k1) _51(1_2)
k3 — kl 503 + (k3 - kl) ) (kz - kl) _51(2_2)
(ks — k1) _502 |+ (k3 — k1) - (k2 — k1) :51(1_2)
(ko — k1) :521 + (k2 — k1) - (ks — k1) _51(2_2)

v %0
|
{(
{(
{
{
4lks = k), { o =k &7 | + (ko = k) - (ks = k) |17
)
{(
{(
{
{
{(

6 (k3 — ki)
8 (ko —k1),
k2 ki)

V

8 (ks — k1)

V

8 (ks — k1)

V

8 (ks — k1),
4 (ks — ki), 3 (ko —ky) :511 :+(k3—k1)'(k2—k1):5(§;2)
ko — k) :510 + ks ki) (ko —k1) :50('_2)
ks — ki) :512 + (ko — k1) - (ks — k1) :52(1_2)
(k3 — k1) :éoz + (ko — k1) - (ks — k1) :51(1_2)
(ks —k)? [&l7 : (s =) - (ko — ) [ &4

ks — k)2 [ES2] + s — k) - (ko — k) [EG

4 (ks —kp)

\%

8 (kp — k1)

V

4(ky —ky)

V

N~ Y~~~ "~ T "~~~ — —— ——

4(ky — k1),

4(ky— k1),

W—/

Para simplificar a expressdo acima podemos usar as identidades (16)-(27). Apds algumas ma-

nipulagdes algébricas obtemos

Ty = —4(k—ki)y { |6 (s k) m?) | = (ke = 0)* [ 867 | +2m? |10 |}

2 (ka = klv{k3 k1) [501 ] (k3 )2[51(0_2)}—(k3—k1)2[§(§o_2)”

st {6 (s

s B0 (7. ) - -2 ] 2 5]}

2 (ks — ki) {kz ki) [510 ] + (k= ki)’ [501 }—(kz—kl)z[éégz)”
L

- mv{é (k)]



Com a expressdo acima e os resultados (8), (9) e (10) obtemos

2
eun (ks — k)  TywY = —8mPey; (ks — ki)t (ko — k1), [51(0 )]
i
+amleyy (ks — k)t (ko — ki), _&go )_

—8mPey; (ks — ki)™ (ks — ki), | €57

A [£(=2)]
+dm*eyy (ks —ki)” (ks —ki),, _50(0 )_ :
Considerando agora o segundo termo vemos que

-1
Ty =+26 (ks —ki), [5&) )]

+2¢,y (ko —k1); [5&)_1)]

402 (ks — k1) (ko — k1) (ko — k1), |67 + 857 — 107

g (ks — k) (ko — K1)y (ks — k) |62+ 65,7 &7

Usando a identidade de Schouten novamente temos

)

TNy =+2¢e1y (ks —ki)

~
1
g

S~ D~
| o
—_
=

| I

+2¢yy (ko —k1)" | &

>
| — |

+4£vl (kz — kl);L

~

+dey; (ky— ki) < (ks — k) 552_2) + (k3 — k1) - (ko — k1)

~

—dey; (ko —kp)

—4e,) (ks — ki)t

>

= N A N

— e, (ks — k) {ka — k) [ELP] + (ke —ky) - (ks — k)

+4e, (ks —k)*

(ks —k1)? | 1(f2)_ +lks—ki)-(ka— k1) |

(ks — k)2 [ESD |+ ks — k1) - (ko —Ky)

(o — k) [ECP ] + (ko —k1) - (k3 — k1) |

(o —k1)? [EGP] + (ko — k1) - (ks — K1)

veadl S e e e e
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Para simplificar as expressdes acima usamos novamente as identidades (16)-(27). Assim, fica-

mos com

erTVVY — t e, (ko —ki) {— [ﬁéil) ((kz —kp)? ,mzﬂ
~2(ky—k1)* :51(0_2): —2(ks — k)’ [551—2)}

1206 —k)* &7 }

e s~k ([ (0 k) ?)]
#2000 k) (&7 | +2 00—k 47

—2(ky —ky)? :5(562): } :

Além disso, a partir das Egs. (8) e (9), temos

e, [T/PP — TP
= &y (ko — k)" {2 [53_1) ((k3 — k) m2>] + [ﬁé_l) <(k2 —ki)? mzﬂ
20—k [8 7] —2(k — k) [& 7
“2(ks—ki)’ &0 7] }
+ &y (ks — k) {—2 [5&71) ((ks —ka)? ,mz)} - [5571) ((k3 — k)’ ,mz)]

+20k— ki) [ &7 — 20 —k)? (&5

+2 (kg — ky)? [550_2)} } :

Somando-se os resultados acima obtemos

glaT&/X‘Y — —4m28w1 (k2 - klyL [é(g()_z)]
_2)]

+4mPe,; (ks —ki)* {ééo
Finalmente o terceiro envolve a contra¢do de TO‘C/ /{/ VV com (k3 —k1)%. O resultado é

*TyY =TV (kika) — Thy (ka,k3)

(k3 — k1)
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Portanto temos
e (ks — k) Tty = [T (k1 ko) | = [T (ko)
que pode ser reescrito de modo conveniente como

—gp (s — k) A TYYY = [TAV(kl,kz)]—[T,fX (kz,kg,)}

[TAV (k1 ko) — LY (kl,kz)} .
Somando-se os trés termos calculados acima obtemos

(ks — k) T = [TVAX (kbkz)] - [Tfy (kz,ks)}
+ [T,ﬁ/ (ki,ka) = Ty (kl,kz)]
+aneys (ko — ki) (ks = k), [ &7
+a4mey (ks — ki)t (ko = k1), :—251(0_2) + 5(50_2)}
—8mley (ks — k) (ks — ki), | &5, 7

+amPeyy | (ks —ky)* — (ky —ky) - (ks — kl)} [5&;2)} ;

onde, novamente, usamos a identidade de Schouten para reorganizar os indices de Lorentz de
maneira conveniente. Sabemos que o lado direito da expressdo acima deveria ser identificada
com a identidade (3.14). Porém isto ainda ndo é possivel pois ndo podemos identificar a am-
plitude PVV, conforme resultado estabelecido na Eq. (12). Resta-nos ainda analisar em mais
detalhes a diferenca entre fun¢des de dois pontos TJ‘X (ki,kp) — T‘ﬁ‘f (k1,k2) . Explicitamente

temos

Toy (ki k2) = Ty (k1,k2)

= —2eu4 [A% (A%)] +26va —A“ (12)}
—48W(k2—k1)a(k2—kl) <k2—k1 ,m)_fél(*l) ((kz—k1)27m2>}
\ ey, (kz—kl)a(kz—kl) < ky— ki), m ) _51(—1) ((kz—k1)27m2)}

+8euy (ko — k1) [52(“) ((kz—kl) ,m>—§1 ‘)((kz—kl)z,mzﬂ .
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Usando-se a identidade de Schouten novamente podemos escrever

iy (ki,ko) — Ty (kiska) = —2€uy [A% (A7)]

oo ()5 ()

Através da identidade

(ko — k1) [52(_1) ((kz—kl)zam2> — &Y ((kz —k1)27m2>] =- [1 + gy ((kz—kl)z»mzﬂ
pOdemOS reescrever

Ty (ki) = Ty (ki) = =€y {é +2[a% W)]}

i

~1
— Emzeuv [éé ) <(k2 —kl)z,mz)] .
Substituindo de volta na expressao acima obtemos

(s = k) Ty = | T (ko) | = | T (kasks) | — €y {% #2[at ) }
+ %m%ux {(kz —k)* (ks — k), :gégz)}
k) (o — k), [-2257 + 857
+ (k3 — k) (ks — k1), :—2551_ 2)] }
+ %mzsuv {_ [55_1) <(k2 —ki)? m2>]

(ks k)2 = o k) (ks k)] [ 666 7] }

de modo que

(ks =k LY = [T (k1 ko) | = [T (ko) | -+ 2m [T |
— ey {% +2 [Ai (,12)} } .

Neste ponto podemos perceber que estamos na mesma situagdo que encontramos para a am-
plitude AV. As relacdes entre funcdes de Green vetoriais sdo automaticamente preservadas

enquanto que a axial depende do valor assumido por A%, (12). Vimos que temos duas possiveis
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situacdes que sdo compativeis entre si. A primeira poderia ser

i

A (12) = = guv ¢ 85 (17) = o,

4r

o que corresponderia a relacdo entre funcdes de Green para o vértice axial ser satisfeita. Essa
possibilidade, do ponto de vista fisico, seria ruim pois representaria a quebra da invariancia
de gauge em teorias como a QED. A segunda possibilidade, compativel com a invariancia de

gauge, seria

Auv (A2) =A% () =0.

Nesse caso teriamos a relag@o entre fungdes de Green para o vértice axial sendo violada:

(s — kY TAVY — [TAV (kl,kz)} - [T;‘VV (kz,k3)] +2m [T i V]

A Fig. 9.2 mostra de forma clara a representacdo diagramatica da relac@o obtida acima.

Figura 9.2 — Relacdo entre funcdes de Green para a contragdo com o vertice axial da fun¢do de trés

pontos AVV.
T
k4 ko k 4+ ks
| s k+k | = % <> Vo — V3 <> Yo
/{Z + /{31 k + k2
T
Tu

+2m| 73 k+ ki +(§)€W

T

Fonte: Autor (2017)

Note que o termo violador independe dos momentos externos, o que seria esperado por

analise dimensional.



68

9.3 Amplitude AAA

O célculo da amplitude AAA resultou na expressao mostrada na expressao (8.4). Consi-

deremos a contragdo com (ky — ki )*

(k2 - kl)u T)ﬁ?\é = (kZ - kl)” [T)L/JV}
— &y (ko —kp)* [TVPSA]
+ ey (ko — k) [145]

+ & (k2 — kl)v [TfVSS] )

onde os resultados para Ty, T1 54, TjAS e TYSS sdo dados nas Egs. (8.3), (8.5), (8.6) e (8.7)

respectivamente. A contragdo com o tensor 7 ;,,, fornece a expressdo

(ko — k)" Ty
=263 (ks — ko) & (ks = ko) m?) =281 (ks — ko) P |
~2¢3, (ks —ki)? &7 (ks — ki) m?) =260 (ks = k)2 2|
—er{—4(k2—k1)r(k2—k1)v [52(_1) ((krk} am) & ((k3—k2)2am2>}
—2(ka—k1)" (k2 — k1), :51(_]) ((kz —k2)27m2>]
+2(ka—k1)" (k2 — k1), :(k2_k1)2§1(0_2)]
—4(ks —k1)" (ks — k1), :52(71) ((ks—k2)27m2 —gY ((k3—k2)2am2>:
Fa = k) ks~ k), & (ks =)o '
+4(ka—ki)" (ks — ki), :52(71) ((k3 — ko) m?
+2(ka—k1)" (ks — ki), :51(_1) ((’%—kz)z,mz ]
2k~ k)" (ks — k), [k — k)&l ]
+4 (ks —ki)* (ky — k1), :52(_1) ((k3 — k) 7m2> —&Y ((k3 — k) mzﬂ
+2(ks —k1)" (ko — k1), :51(_1) ((ks — k)’ 7m2>]
+2(ks —k1)" (ka — k1), :(k2_k1)2€1((;2)_
+2(ks —k1)" (k2 — k1), :(kz—kl)2 &

2k — k)" (ko )y (k2 — k) 8507 |}
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conforme calculado na secdo anterior. Por sua vez, a contracdo com as subamplitudes fornece

as expressoes

— & (ko — k) T

= —erc{~ (k)" (ke k), (& (k2= k)% ?) |
2k~ k)" (ko k) (ko — k) - (ks — ) [l ]
(o —k)" (=), (ks — k)2 [£7]
— (ky = k)" (k3 — k1), [55_1) ((k3 —k)? vm2>]
—2(ky—k1)* (ks — k1), (ko — ki) - (ks — ki) [5(51_2)]

k=) (ks k) (k2 — k) =4 8567 |

ey (ky — k)M T
= {~le—k)-ta—k) [& " ((a—k)”m?) +&57" (ks —ka)” m?) |
+2(ka— ki) - (ks — k1) [(ka —k)’ = (ke —k1)- (k3 —kl)] [551_2)}
+(ka —ki) - (ks — ki) [(kz —ki)? —4”"2] [5652)]
+ (ke —ki)? [5571) ((k3 —kz)z»mz)]
+2( — k) [ — k)2 = (ko — k) - (ks — )| [

—(ky—k1)? (ks —k1)? [5(50_2)] } :

guv (ky —ky)F &3, TS

=&¢ {— (ky = k)" (ky = k1), [50(_1) ((kz —k)? ,mz) +& Y <(k3 —k)? ,mz)}
F2(k— k)" (ka— k), (k= k)% = (ko = k1) - (ks — k1) — 4] [ (57
+ (o — k)" (k2= k), (ks — k) [E65”
+ (ks — k)" (ky — k1), [&5_1) ((k3 —kz)z’mzﬂ
2k — k) (ko = )y ko = ) = (k2 = ki) - (ks — k) — 42| [ 677

— (ks —k1)" (ko = k1), [(kz —k1)2—4m2} [5&;2)]} :
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Somando-se os resultados acima obtemos

(kz—kl)“T/{‘ﬁé:%M(kg [ ( m ) U((kg—kz)z,mzﬂ
et 6 o) b )
+dezy (k- >[52 (( k)’ om?) =& (ks —ka)* m?)|
+4mzsm{(k2 k), (k= K1)y | =280

+G 0y (&7
+G ko [-28, 7+ & ]}
T [50 ( )] k) (k) &0}

Usando a identidade
£y [Aa (12)] e [Aév W)] Yy [Ai (zz)} ~0,
obtemos

(ka — k)P T = 2, [
ey (ka—k)* (ks —ko)y (&7 ((k—ko)* ) = &7 (s = ko) ) |

ka—k)y |8 (s —k)?m?) =& (ks —ka)* m?)|
+4g4y (ks — k1) & «3—-1,m>—§f”«h—mfﬂﬁﬂ
+dm’e g {(kz —k)° (ky— k1), [—251(0_2)}

4-(k2-k1)§(k3-k1)v[5562)}

-+@3—k05@2—h%ﬂ}2%fm+§&aq}
+anten, { (&7 (=l m?) | = (k= k) - (ks — k) & }

+2¢5, {é +4°% (/12)] .

—4&¢ (ks — ki)®

261 45 (27)]
)

»)] -
(
(
[
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Comparando a expressdo acima com os resultados mostrados nas Eqs. (5.17) e (13) podemos

escrever

(ko — K T8 = — [TV b ) | + [T (ha k)| — 2m [ T4

+2¢3, [ﬁ +45 (12)} .

Tomando

Ay (A7) =A% (A%) =0,

em analogia com a anomalia AV obtemos

(ky — ki )M T = — [TAVVA (kz,ka)} + [Tfy (kl,ks)}

i
—2m [TffA] + %glv .

Sendo assim, a relac@o entre fungdes de Green esperada para este vértice € violada pelo fator
Le
T AV -

Para os dois vértices restantes o procedimento € andlogo. Os resultados correspondentes

Sao

(ks =) [Tt | = [TV (ki k)| = [ T30 (ko)
AA i
+2m [ij } + ey
(k3 —kz)" [T/{iﬁé] = — [fo (k],k3)} + [Tlvﬁ (k1,k2)}
aap] 1
Vemos entdo que as trés relagdes entre fungdes de Green da amplitude AAA sdo violadas simul-
taneamente por um fator comum que ndo depende dos momentos externos. Enfatizamos mais

uma vez que estas conlusdes estdo em correspondéncia direta com aquelas que obtemos para a

anomalia AV.
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10 IDENTIDADES DE WARD E ANOMALIAS EM AMPLITUDES FINITAS

A partir da andlise das relacdes entre funcdes de Green feita na se¢do anterior pode-
mos ver sem muita dificuldade o que acontece com as identidades de Ward para as amplitudes
AVV e AAA. Primeiramente, para sermos mais genéricos, consideraremos o caso de simetrias
nao abelianas. Para isso inserimos em cada vértice do diagrama um gerador (¢,) de uma dada
representacio % na qual o férmion se transforma. No caso das amplitudes de trés pontos o pro-
cesso fisico completo envolve a soma do canal direto e do canal cruzado, conforme mostrado

esquematicamente nas Figs. 10.1 e 10.2 para o caso das amplitudes AVV e AAA.

Figura 10.1 — Soma do canal direto e cruzado da amplitude AVV. O primeiro diagrama representa o canal
direto e o segundo o canal cruzado.

/

v -

k+ ky vﬂtb 0+ 0 rYutc
T)j\4—>VV: q) k+ ko —+ q_> L+l
H 7)\73ta 7)‘7375‘1
(40 t
k4 k3 Yy te 3 Tulo

S N

Fonte: Autor (2017)

Figura 10.2 — Soma do canal direto e cruzado da amplitude AAA. O primeiro diagrama representa o canal
direto e o segundo o canal cruzado.

/

v =

k+ky 7#73tb 0+ 0y 71/73tc
TAA 1, k + ko 4+ g, 0+ 0
s 7>\73ta '}/)\'}/3ta
k+ k: £+ L YuY3to
’ T3 tc ’ :

< ~

Fonte: Autor (2017)
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As notacdes A — VV e A — AA simbolizam as amplitudes AVV e AAA depois da soma

do canal direto com o cruzado, como mostrado nas expressdes abaixo,

AaHVbVC —

/—dzk tr{y %t ! Vut : W, ! }
Iy em)? UMk —m M e = m Y K s —m

+/ dzg t { f, ! t ! f ! }
——Hlr a c )
e P Y M i = m

=Iry {ta [tbvtc]} [fo\‘j (k17k27k3)+Tf“,/X (61762763)] )

TAa—>AbAc — /d—Zktr{’}/A{’}/?,t 1 y y3tb 1 7 ’Y3t ;}
Ay (2m)? R I R

+/ dzgf{YYf 1 Wt 1 Yu Vst 1 }
——Hlr a c . 7 9
erp P =P = Y =

=trop{tatp.tc]} [Tfﬁe (ki ko, ks) + Ty (51,62,53)] ,

onde try4 simboliza o trago sobre as matrizes da representacao Z. Como se observa nas figuras
acima, o canal cruzado € facilmente obtido do canal direto trocando-se o papel dos momentos
externos (p <+ p'), dos indices de Lorentz (v <+ 1) bem como dos indices do grupo de simetria
(b <> ¢). No canal cruzado rotulamos os momentos (arbitrarios) internos ao loop por ¢y, {5, e {3
sendo que os momentos fisicos sdo definidos por /1 — ¢y = p/, b —l3 = p,e {1 — {3 = q.

Em termos dos momentos externos, as expressoes explicitas para o canal direto e o

cruzado da amplitude AVV sdo dadas por:
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1) Canal Direto:

T (:p.0) = €14 {—4 (5‘ﬁpv +8%pyu —l—guvPa) [51(81) (p,q)]
—4 ((‘fflqv +68%qyu +guvq"‘) [iéf Y (p,q)]
12 (Sﬁqv + guvq“) [5&5 Y(p, 61)]
+2(8%py+ %) [ (.9)]

+8p%pupv [ 63(0_ ) (p.q) + gl? (p,q)}

[ (».
+mﬂ%mvpaﬁanm+@&>uuw+al (p. >—%ﬁNnm}
[ P.a)+2E 7 (p.a)+ 857 (pra) =&y (p.9)|
(=

2@@+%2< 9) =& (p.q)
p.a)
)

pal}

+&uPv {— [&5_1) (p2,m2)} ~2(p-q) [51(0_2) (p,q)} +q [&go_z) (p,q)]}

& am)] -2(0-9) &7 ()| + 17 &7 (n.0)] }
(p’z,mz)] -2¢° [51(5 Y (p,q)]
2 61)} +q° [ééo_ Y (p,CI)] }
+ean (2] (02m) + &7V () |

202 |67 ()| +2(p-9) [&57 (n.9)| - 1* &0 (n20) |}

+guverap® {2 |67 (P2 m?) + &7 (92

~20? &7 (@) +2(p-9) 67 (p0)| - ¢ &5 (n20)| }
+guverad®{ -2 (67" (020 +2(p-0) [&7 (p.0)]

- 2857 (p.a) — &7 (pa)] } -

'y
_—

S
S
=

—~
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2) Canal Cruzado:

T (@70'.p) = €14 {—4 (50v‘pL +8%p, +gvup’°‘> [é‘f&l) (v, q)}
—4 (5%1 +38%qv +gvuq“) [ééfl) (p’,q)]
+2(8%qu +gvuq®) [&5&” (P/,CI)}
+2 (5°v‘pL + B‘i‘tp'v) [ééo_l) (p',q)}
+89 Py | =847 (F0) + &30 ()]
+8¢%qvqu [—éég,_ D (pq) +E, " (p/,q)]
+4pplqy [—2§§1— Y a)+& 7 () + &L (0a) - &L (0 ‘])}
+49%qvpy [—251({ D(rha) &5 () v e (0ha) - &5 (s q)}
g Pl |28 7 (0.a) +260 7 (0a) + &0 (0) — €7 (P'9) |
+44%pyqu [—251(2_ D(pq) + 287 () + 57 (0a) — &5 (0 q)}
+4p'%qvp), [—252(1_ D0a)+ESP (0 q)}

)
+4p"*qvqy [—251(2_ D(0q)+ &SP (0 q)} }

+ &1y P, {— [60(_1) (p’z,mz)] —-2(p'-q) [51(0_2) (r', q)] +q° [60(0_2) (v, q)} }
rewan{—[& (@) -20"a) |87 (7)) +0° &7 (09) | }
+enuphy {2 &7 ()] — 242 |67 (.a) |

12(0'-9) [E00” (0) | + 4 607 (79)] |
+ &34y {2 [51(_1) (p?m?) +&7Y (qz,mz)}

24 |6, (00| + 20 a) |80 (00| 17 |07 (0 9)] |
+guuErar®{2] &7 () + & (92 0?)]

~2p” &7 (0) | +2(0'-0) £l (0') |~ 47 [0 (79)] |

+ewuerad® {2 &7 (0 m) | +2(0'q) &5V (P9)]

2287 (00— (0)]}
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Seguindo o mesmo raciocinio dos cdlculos feitos nos capitulos anteriores, a partir das expres-

sdes acima, as contracdes com 0s momentos externos resultam nas seguintes identidades de

Ward
H [ Aﬂ%vbvc- —
p _Tluv I 0,
1A% [ Aa_>VbVC_ _
p _Tluv =0,
A [Aa—ViVe | PasVyVel | b
q T)Luv Pl =2m [T[JV ’ } + Eguv”i%’ {taltp.tc]} -

(10.1)
(10.2)

(10.3)

Podemos ver que as identidades de Ward vetoriais sdo automaticamente preservadas enquanto

que a identidade de Ward axial depende das simetrias da teoria a qual a amplitude

Ag—VpVe
Tluv

pertence. Em teorias ndo-abelianas onde o trago sobre a combinacdo de geradores 1, [y, 7] ndo

se anula teremos, portanto, uma violacdo da identidade de Ward axial.
No caso da amplitude AAA temos:

1) Canal Direto:

T (@p.p) = —enure (2|87 (P2m%) | +2(0-0) |67 (p.0)|
-4 [50(6 ? (P,CI)} }
— &34 {2 [51(_1) (qz,mz)} +2(p-q) [551_2) (1%61)}
— (=4 [&07 (n.0)] }

e {260 () 60 ()]
+2[¢ = (p-9)] &7 (p.a)] + (07— 4m?) |57 (pa)| }

+€1yPu {2 [51(71) (p’z,mz)} +2[¢"—(p-q)] [éf&z) (p,q)} —q [éé&z) (p,q)] }
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— e {4[8%py + 8L+ 2unr”| [E0 7 (0.0)]
+4 [57 qv+0%,qu +8uvq } [é‘o(fl) (p,CI)]
~2[85av+gund’] |6 (n0)| 2 [85upv + 8% &5 (pra)]
—2guvp° [51(_1) (», 2) +&7 (" mz)]
+28uvp" [P~ (p-q) — [élo (p, )}
+euvp'q [500 (p, } +28uvq" [5 R (p’z,mz)}
+ 280" [P = (p-0) —4m] &5 (p.q)]
—guvq® (p* —4m?) [ééo Y (1%61)}
—8p pupv [—53(0_ Y (p.a)+& 7 (pmz)]
—84"quqy [—5(53_ Y (p.a)+E&, 7 (p, CD}
—~4p*pugy |28 (p.a) + € (n.0) + &L () - &Y (p.9)]
—4g%qupy | <2657 () + €57 (p.a) + &7 () &5 (p1a)]
— 44" pupy [—252([2) () +28 7 () + 8,7 () — &l (P, Q)}
— 44" pugv :—251(2_ D (pa)+287 (pa) + 857 () — & (p,q)]
—4pqupy [—252(1_ Y (p.a)+&? (p,q)]

—4p"quqv _—251(2_ 2 (p,q) + 51(1_ 2 (p,q)] } :

2) Canal Cruzado:

Tt (a:0'p) = —eniy {2670 (02 md) | 420 -0) [ €07 (W) | -4 &7 (¥a) |}
—envan {2[670 (@) 420 -0) [&57 (n.0)| ]
— (p?—4m?) |67 (¢0)] }

+epav{-2[& 7 (@) + &7 (2 m?)| |
+z[q2—< )} &7 (00) | + (02— 4n?) [0 (00)] |
+8;Lul’/v{2[§1( )(P 7m)}+2[‘1 (P q)] [510 (7' )] [500 (7' )”
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— &, {4 [B’EVP’M +8%p, +gvup”] [51(0_1) (v, q)]
+4 [5561# +8%,qv +gvuq’] [ééfl) (P, q)}

~2[8%au +ewud’] |G (0') | -2 [+ 850 ] & (0'g)]

—2gvup” [éf_l) (p

2,m2>+af—“ (r2.)]

—I-nguP/T [Plz - (PI'Q) [510 (17/74 ]
‘i‘gvupquz [500 ( )} +2gvuqr [51( ) (p m )]

+2gvuq" [P* = (P~ q) — 4m*] [éofz) (P, q)]

—gvuq" (P -

m?) [0 (¢'s9) |

—8p" P, [—53(0_ () + &7 (p',q)]

— 84 qvqu [—553_ D(q)+ES (0, q)]

4 P |28, (00) + &0 7 (70) + 67 (W) ~ 807 (¢.0)]

— 44" qvpy [—%f{ D(pha)+ e (0ha) +EL (0a) — &5 (Pa)

)
|

— 44" pvpy [—252(f D (pq) +2657 (0a) + 607 (1 a) — €57 (0 q)}

—44"pLqu [—251(2_ D (0q) 2850 (0a) + €SP (0a) - ESP (1 q)}

/

—4p”qvp§1[ 26,7 (0 q) + & (p’,q)}

—4p""qvqu [‘2512 (¢ a)+& (Pl’q)} } ‘

A partir das expressdes acima obtemos

[ Ag—ApA, ] Ag—PA, i

P T | = 2m [Tzﬁ ’ ]+;8;wtr@ {taltp, e} (10.4)
[ T I

7 Ti“ﬁjAbAc —om [TJFA,,AC] _|_Eguvtr% {tatr,1c]} (10.5)
[ rAa—ApAL ] Ay—ALP, i

Y _TM; b | = —2m [TM% b ]4-%8“;1”% {ta[tp,1c]} - (10.6)

Podemos ver entdo que as trés identidades de Ward axiais podem ser violadas simultaneamente.

Para simetrias abelianas, o traco sobre os geradores t, [fp,1.] é identicamente nulo, e assim o

termo andmalo desaparece mostrando que ndo existe violacdo nas identidades de Ward axiais.

Por outro lado, para grupos de simetria ndo abelianos, o trago de #, [fp, .| ndo é, em geral, nulo

para todos os possiveis grupos desta classe de simetrias. Nestas circunstancias todas as trés
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identidades de Ward sao violadas pela mesma quantidade mostrando uma equivaléncia entre os

trés vértices axiais. Assim, 0 mesmo mecanismo que nos mostra que Tﬁ,’ ¢ andmala também

Ag—VpVe TAa—>A,,A

c .
v também sdo.

nos revela que amplitudes finitas tais como 7 1y
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11 CONCLUSOES E COMENTARIOS FINAIS

No presente trabalho lancamos mao de um método alternativo de manipulacio e calculo
de integrais divergentes para investigarmos a existéncia de anomalias em amplitudes finitas
dentro do cendrio de uma teoria quantica de campos em duas dimensdes do espago-tempo. Em
particular, concentramos nossa investiga¢ao nas amplitudes triangulares (finitas) AVV e AAA.
Dentro do contexto do referido método, as amplitudes que nascem das regras de Feynman, ndo
sdo modificadas pois nenhuma regularizacdo explicita € de fato necessaria. Expansdes ou li-
mites ndo sdo exigidos bem como nenhuma integral divergente € realmente realizada. Isto é
possivel depois que uma adequada e conveniente representagdo para os propagadores envolvi-
dos € usada. Com isto podemos isolar todo o conteudo fisico em integrais que sdo finitas e que
podem entdo ser resolvidas através de procedimentos bem conhecidos. As estruturas resultan-
tes sdo entdo organizadas em fungdes finitas bem definidas. As partes divergentes restantes nao
carregam nenhum parametro fisico sendo que as mesmas sdo apenas organizadas em objetos ba-
sicos que ndo sao modificados ou integrados. Somente propriedades gerais sdo eventualmente
consideradas na verificacdo das identidades de Ward ou em procedimentos de renormalizacgao.

A estratégia citada acima fornece portanto uma estrutura solida para realizarmos inves-
tigacoes através de cdlculos perturbativos em situacdes onde métodos de regularizacdo tradicio-
nais ndo sao consistentes ou aplicdveis. Em particular, em todas as situagdes onde a RD se aplica
os resultados podem ser colocados em uma correspondéncia precisa. Em contraste com a RD,
a estratégia mencionada ndo tem limitagdes de aplicabilidade pois ela pode ser utilizada igual-
mente tanto em dimensdes pares quanto impares, no tratamento de tensores e pseudo-tensores
bem como no contexto de teorias renormalizaveis € ndo renormalizdveis. Além disso, as bem
conhecidas amplitudes andmalas divergentes podem ser consistentemente tratadas, fornecendo
a correta descricao do fendmeno sem assumir o cardter ambiguos delas.

A presente investigacdo tem como tema central alguns aspectos sobre anomalias em
TQC que nao estdo completamente esclarecidos na literatura do assunto. Em particular quere-
mos responder a questdo: existem anomalias em amplitudes finitas? As discussdes apresentadas
nesta dissertagdo podem ser vistas como uma continuagdo de um trabalho publicado anterior-
mente versando sobre o mesmo assunto (BATTISTEL; FONSECA; DALLABONA, 2012b).
Como roteiro de andlise, utilizamos o método descrito na se¢ao 4 para calcular de forma siste-
matica todas as amplitudes de um, dois e trés pontos necessdrias para a investigacdo detalhada

das amplitudes AVV e AAA. A fim de obtermos uma conclusdo universal no final da nossa
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investigagcdo primeiro foi necessdrio estabelecer um ponto de vista claro para a anomalia axial
AV, pois, apesar de serem finitas, as contra¢des das amplitudes AVV e AAA, com os momen-
tos externos, gera relagdes entre funcdes de Green que envolvem a amplitude (divergente) AV.
Por esta razdo, na secdo 7 estudamos a amplitude AV de modo a estabelecer tal ponto de vista
para a amplitude andmala AV. Mostramos que a expressao calculada da amplitude AV viola
a identidade de Ward axial de uma forma inevitavel. O limite de baixa energia, associado ao
vértice axial, € satisfeito bem como a identidade de Ward vetorial, porém a identidade de Ward
axial € violada justamente pelo termo (andmalo) que viola a relacdo entre funcdes de Green
para a contragdo com o indice axial. Resultados completamente andlogos sdo obtidos em ou-
tras dimensodes do espaco-tempo pares para outras amplitudes divergentes anOmalas através da
aplicacdo do mesmo procedimento (ver por exemplo referéncias (BATTISTEL; DALLABONA,
2002b; BATTISTEL; DALLABONA, 2002a; FONSECA; DALLABONA; BATTISTEL, 2014;
BATTISTEL; FONSECA; DALLABONA, 2012a)). Baseados no mesmo procedimento usado
para tratar a amplitude AV investigamos, entdo, as amplitudes triangulares AVV e AAA. Os
resultados dos célculos podem ser analisados como segue.

Para a amplitude AVV a expressdao completa € mostrada na Eq. (8.4). As contragdes
com 0s momentos externos podem ser resumidas como:

(k= k)" | Ty | = | Tay (kisks) | — | TR (kasks)|
(ks —ka)" | T | = | Ty (ko) | = | T (k) |

(ks — ky)* _ ,{‘XX = _TVAX (k1,k2)

— Ty (k2,k3)

PVV I
+2m |:T[,LV :| - Eguv .

Os resultados acima podem ser interpretados da seguinte maneira. Apesar de ser finita e assim
nao ambigua, quando o mesmo procedimento de calculo e andlise das amplitudes divergentes
anOmalas € usado, o comportamento da amplitude AVV € inteiramente andlogo aquelas ampli-
tudes divergentes andmalas; as contragdes com os momento vetoriais satisfazem as relacoes
entre funcdes de Green esperadas e a contracdo com 0 momento externo axial, por outro lado,
viola a relacdo entre funcdes de Green esperada. Isto equivale a uma viola¢ao de simetria do
correspondente processo fisico. Assim, sem a introdu¢@o de hipdteses adicionais, esta violagdo
¢ inevitdvel. Por causa disso podemos denominé-la de anomalia. O termo que viola a relagdo

entre fungdes de Green serd convertido num termo andmalo quando a amplitude AVV for si-
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metrizada nos estados finais de acordo com a simetria de Bose, somando-se o canal cruzado,
conforme mostrado na Eq.(10.3). Além disso, no vértice axial, onde ocorre a violagao, o corres-
pondente limite de baixa serd preservado da mesma forma que ocorre em todas as amplitudes
anOmalas.

Por sua vez a amplitude AAA € dada pela Eq. (8.4) e as contracdes com 0s momentos

externos fornecem as seguintes relagcdes entre fun¢des de Green:

(ko — k)" [Tfﬁﬂ = [TC‘X (kzak3)} - [vav (k1»k3)]
o[t

(ks =) | T | = [TV (ki k)| = [ 308 (ko)
+2m T3] + e

(s — ko) [T ] = — [T (k1 k)| + [T (1 )

AAP I
—2m |:T ] —%Eku .

Podemos perceber dos resultados acima que todas as relagcdes entre funcdes de Green s@o vio-
ladas exatamente pelo mesmo termo que viola a relagdo entre funcdes de Green para o vértice
axial da amplitude AVV. Dentro dessa perspectiva todos os vértices axiais sdo equivalentes,
mesmo quando violados pelos termos andmalos. Por sua vez, as correspondentes identidades
de Ward, obtidas pela soma do canal direto mais o cruzado, terd termos andmalos nao nulos
quando a amplitude estiver aplicada no contexto de uma teoria ndo abeliana, conforme pode-
mos ver das Eqs.(10.4), (10.5) e (10.6).

Essa é, sem divida, a confirmagcdo de que o fendmeno denominado como anomalia
ocorre em amplitudes finitas. Esta conclusao refor¢a nossa conjectura de que ha, de fato, uma
cadeia de amplitudes que exibem o fendmeno das anomalias. Como parte desta conjectura, os
diagramas de espalhamento 2D, AVVV e AAAV, devem apresentar também o mesmo fendmeno.
As investigacOes realizadas em amplitudes finitas em 4D e 6D parecem confirmar a conjectura
mencionada também para modelos com diferentes espécies de fermions nas linhas internas do

loop das amplitudes.
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APENDICE A -
Neste apéndice, vamos mostrar explicitamente os detalhes dos cdlculos das amplitudes
de trés pontos que sdo pertinentes para a investiga¢ao realizada no presente trabalho. Tomando

I'i =%, I'; =1e I} =1, nadefini¢do (2.5), temos a amplitude TLYSS

VSS _ { y 1 1 1 }
" Yk k—m b fo—m ket ks —m [
A respectiva representacdo diagramatica pode ser vista na Fig. (1).

Figura 1 — Definicdo dos momentos externos.

1 —»
k+ kq
q
— M v k4 ko
k + ks R
1 —>
D

Fonte: Autor (2017)

De acordo com a figura, os momentos externos sdo definidos como p = k; —ky, p' =
kz—k3 eqzkl —k3.

Depois de tomarmos o traco podemos organizar o resultado como
1 = [t;(f) (k17k27k3)] - [l;(z_) (k27k1,k3)] + [t;(tﬂ (k37k17k2)] ; (D
onde definimos as estruturas

. 2
1) (kivkj, k) = B ki) [(k+ k) (k-+kp) +sm?]



87

com s = 1. Para calcularmos ILS) (ki, kj, kl) primeiro notamos a seguinte identidade

[(k+k;) - (k+k;) + sm?]

(k)" =

[(k +hy)? - mz]

_|_
== o) -

—
~~
&

— kj)2 — (m+ sm)z] ,
que resulta em

T#(S) (kiskj ki) = [l (kisk)] = (=ki) , [T (Kiskp)
+ [y (kiskj)] = (=ki), [I2 (Kiskj)]
~ (k=) = (1)) { 1] = (—H) 1)}

Com os resultados das integrais (5.3), (5.11) e
n=&4"]. @)

By =—(ka—ki), [ééfz)} — (k3 —k1),, [51(0_2)} — ki lh] )

obtemos

T (kikjoki) = — (ki — ki), [& 1( mzﬂ
(ks =), [ (G- i27m2)]
+[< k)" = (msm)?| { (o k), [ 657
(ks — ki), [géfz)} — (ki— k), [gégz)” L@

Acima definimos as estruturas finitas de trés pontos 5,5,];)

1 l—xl xnxm
S (misha = Ky, m3iks — ko ,m3) :/0 dx1/0 a’xz'leZ‘,

k=1,2,3,... (6)



onde

0=0 (m%;kz —ki,m3,x13k3 —k17m%7x2) ;
= (kn—k1)?x1 (1 —x1) + (k3 — k1 )? x2 (1 — x2)

—2(kp —ky) - (k3 — k1) x1x0 + (m%—m%)xz—i— (m% —m%)xl —m3.

Assim temos

T\ (ki ko, ka) = — (ks —k1)y [61(_1) ((k3 k1)’ ’"zﬂ

— (k2 — ki), [51(—1) ((kz —kp)? ’m2>]
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Substituindo os resultados acima em (1) obtemos

i) TS = (= k), { = [&7" (e —ka)2m?) + &7 (U — o))
+2 [(kz —k1)’ = (ka—k1)- (ks —ky) —4’"2} [51(52)}
+ (ks —ki)? [5&52)]}
s =k {[8577 (s = k) )]
+2 [(kz —k1)* = (k2 k1) - (ks — ki) —4’"2} [551_2)}
- [(kz—k1)2—4m2] [5(50_2)“ :

As escolhas I'; = ¥, I'j = ¥5 e 't = 5 em (2.5) definem a amplitude T,Y PP

ﬁTP:YV{y S }
H Rk fi—mi P fo—ma Pk s —m3 [

que pode ser escrita como
P == [0 (ko k)] + [ ookt )] = [ (ks )] - ™
Usando o resultado (4) obtemos

T;E_) (ki,ko,k3) = — (ks —kl)u [51(_1) <(k3 _k1)27m2>]
(ko — k1), [ef‘” ((kz —kl)zjmzﬂ
+(ky — ki), (ks —ka)® [51(0_2)}

+ (ks — k1), (ks — ko)? [55;2)} ;

TI’E*) (ka, ki, k3) = — (ks —kz)u [51(71) ((k3 —k2)2 ,m2>]
(ko) [ &7 (ki =) m?))
+ (kp — kl)u (k3 — k1)2 [51(0_2) - 550—2)}

+ (ks — ki), (ks —ky)° [55;2)} :
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¥ (ks — k) (ko — k) 6572 — 667
+(ky— k1), (ky —ky)? [ 1(0_2)}

Substituindo os resultados acima em (7) obtemos

=i (4m) T/ = (ko — k), {2 |67 (ks —ko)? ) + £ (ko — k1) m?) |
20k — k1) (o — k1) &7
2k — 2[510 ]
)? &}
Hlha- >{ [él U (U= o)) |
+2(ks k1) (ko —k1) |&; |
— (ke —k0) 26,7 = 85,7 |} - ®)

De maneira inteiramente andloga também temos

=i (Am) TP = (o k), { -2 [& (( 0]

—2(ks —ky)? }
+2(ks —k)- (ke —k1) | &7
+ ks —k)’ &) }
{2 () <8 (1)
~2(ks — k) &5, 7|
+2 (ks —k1)- (ke — k1) [,
—(ka — ki) [ééo_z)}} ) 9)
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i T = (=) { =& (e k) )|
—2(ky — k1) - (k3 — ki) [51(0_2)}
(ks —k)? [550—2)”
k), { = [&7" (s k) )]
~2(ka k1) (ks — k1) | & 7|

-k [607]} - (10)

Para a amplitude 7,f}/" escolhemos I'; = 5, I'; = ¥y e [y = % tal que

tPVV_Tr{ ! I 1 }
o TN T o —ma Rt s —ms

Podemos usar a identidade

Yo = —€auYu?s >

para escrever

£ et ! | .
av — €au %k‘f‘ kl_m17a75k+ kz_mz?’vk+ fo—ms [

ou

PVV _ PAV
iy = —Eap [zuv } :

Para calcularmos a amplitude Tfé‘/ primeiro tomamos a traco de Dirac obtendo

o = 2:711%23 {= [k et ks)y + (ko) (k4 Ks)
(et ) (et k), = (k) (k- Ks) |
| et k) ko), (k) (4 Ka) | |

+ ngﬂvDIB {[(k+ka)- (k+ks) —m?]

+ [(k+ki) - (k+k3) — m?]
—[(k+ki) - (k+ k) —m?]} .



Definindo as estruturas

oy = 2m%23 [ [t k) (ko ks), o+ (ko) (koK)
(et ) (e k), = (k) (e Ks),, |

| et ) ko), (k) (k4 k), |

= om— [(k+ka) - (k+k3) —m?]

+ [(k+ ki) - (k+k3) —m?]
—[(k+ki)- (k+kp) —m?] }

temos

PAV
l"uv = l"uv +8gavt .

Podemos calcular a estrutura Ty, primeiro notando que

tuv = 2m{— [l;.(tt) (k27k3)] + [h(t_v) (k17k3)} + [t;(zt) (kl,kz)” ;
onde definimos

. I
i (kk) = 5 [k k) (k) -5 Ry (k) |

Em termos de integrais de Feynman temos

Tay (ki kn) = (1+5) (T3]
+ (kn + sk;),, [y
+ (ki + skn) , 3]
N

(kl,u nv+5klvkn/,¢) [[3] .
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Substituindo os resultados (2), (5.11) e

I3uv = %guv [5581)]
+ (k= ki), (ka = k1), [55;2)} + (ks — ki), (ks — k1), [52(52)]
+ (= k) (s — k), + (o — k), (ks — k), ) [E]

—kiy [Ba] — ki [By] — kv [1]

obtemos

T8 k) = (143) { 30 65
+ =)y (ke = k) [ 807 | 4+ (o —k)y, (ks k), &1
+ (ks — ki), (ka— ki), [51(1_2)] + (ks — ki) (ks — ki), [50(2_2)}}
[l — k), + 5 (ko) ]{—(k — k), [667] - e =k, [&57] }
[ = k) s (k= ) | = G = k), [6007)] = (ks = k)
+ (

[(k —k1)y (ki —ki)y +5(kn — ki), (ki — k1) Héoo } :

Com o resultado acima temos

Tuy =2m {_ (k2 — k1) (k3 — k1), [5562)}
— (k3 — kl)li (ky — kl)v [_2§1((;2) T 562)]

-2
— (ks k), (ks — k), [-2657] }
Para calcularmos T é conveniente definimos

t(s) (k,',kj,kl) = [(k+ki)~(k+kj)—|—sm2} ,

1
D;ji

onde i # j # [ e s = +1. Com isto podemos escrever

t=2m {zH (ka, ks, k) +17) (ky, ks, k) — 1) (kl,kz,k3)} .
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Para encontrarmos uma expressao para T®) (ki, kj, kl) notamos a seguinte identidade

[
| (k+ ky)* = m?|

[(kj—kl-)z—(l—l—s)mz] .

[(k+ k) - (k+k;) + sm?]
+

Assim

1 1
T(S) (kiakjvkl) = —}—5 [12 (kj;kl)} + E [12 (ki;kl)]

_% [(kj—ki)z—(l—i—s)mz] ] .

Com os resultados (5.3) e (2) temos

T = m{z [5(5_1) <<k2_k1>2’m2>}
+ [(kz k1)~ (k3 —k1)* — (k3 — kZ)z} [5(50_2)] } ’

Usando os resultados acima em (11) obtemos

[—i(4m)]| T, = 2m {_ (k2 — k1), (ks — K1)y :ééo_z)}
— (ks — k1), (ko — k1), :_251(0_2) T ééo_z)}
— (ks — k1), (ks — k1), :—Zééfz)} }

+mgy, {2 [5(571) ((kz ~ki)? mzﬂ

ottt -] [T}
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Logo o resultado para 7,f,/" tem a forma

i (4m)] TR = 2mee {(kz —k1)g (ks = K1)y |&5 |
+ (ks —ki)g (k2 — k1) [ 51(62)+5(§52)}
+ (ks —k1) g (ks — k1), [ éo(fz)}}
ang {6 (k)
- [(k3—k1)2—(k3—k1)-(k2—k1)] [5(50‘2)]} . (12)

Seguindo a mesma linha de raciocinio do cdlculo da amplitude Tlf‘Y V' também podemos encon-

trar os resultados para as amplitudes

(=i (4m)| T4 = 2me { (ko — k) (ks — k), [ 26067 + &5 |
+ (ks — k1) (ko — k1), [5552)}
+ (k= ki)® (k2 = k1), [-%5(”}}
+2meyy { [gé—l) ((k3 —k)? ;mz)] (ko — k1) (ks — k1) [5(50_2)] } 7

i (Am] TAM = ~2meyg { (ka — k) (ko — k1), |26,
e — k)" (o — k), [-267 + &6
+ (k2 — k1) (ks — k1), :50(0_2)} }
—2mey { |67 (b —ke)*sm?) ]| = e k) - (ks k1) &7} (13)

i (4] I8P = 2mey g { (ko — k) (ko — ) [~2205 7]
+(ka —k1)* (ks — k1), :251(52) - 5562)}
(s — k) (o — k), |28 + &
+ (ks —k)* (s — k), [2657] )
+omey, {677 (ko —k)?im?)|
[t = 1) = o k1) - (ks — k)| [0 7] } -
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=i (4m) 77" =2m {2 [&] ™ (ko — k1. n?) | }
+ [(/@—kl)z—(kz—kl)'(/%—kl)] [550_2)” : (14)

[—i (47)] TFPS = 2m{— [gé‘” ((kz —ks)? m2>]

(ko= k) (ks — k1) &g} (15)
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APENDICE B -

A fim de escrever explicitamente os resultados das amplitudes, neste apéndice, intro-
duzimos uma sistematizacdo util para escrever as partes finitas das solucdes das integrais de
Feynman envolvidas. No caso das funcdes de trés pontos, introduzimos as funcdes &,E,,:z) e
@EZ b que, juntamente com as funcdes finitas de dois pontos ék(fl), nos permitem organizar
de uma forma sistemdtica todas as expressoes para as amplitudes consideradas. No capitulo
8 calculamos todas as amplitudes de trés pontos pertinentes para a investigacdo da existéncia
de possiveis anomalias nas amplitudes finitas AVV e AAA. Depois disto precisamos investigar
as contragdes dessas amplitudes com seus momentos externos, a fim de verificar suas relagdes
entre funcOes de Green. Esta tarefa € bastante tediosa pois exige um esforco algébrico grande.
Entretanto, podemos simplificd-la se a sistematiza¢do introduzida for convenientemente usada.
Para este propdsito € necessdrio identificar algumas propriedades envolvendo as fungdes finitas
G G e &Y.

Mantendo isso em mente, notamos primeiramente que todos os componentes do con-
junto de fungdes correspondente a um certo valor da soma n + m, para valores positivos de
ambos, podem ser reduzidos a uma combinacdo de outros elementos do conjunto correspon-
dendo a valores de n+ m diminuido de uma unidade mais fungoes & k(_l). Detalhes deste calculo
podem ser encontrados na Ref. (BATTISTEL; DALLABONA, 2006). No presente trabalho so-
mente listaremos os resultados pertinentes para referéncia durante o processo de célculo. Para

o cason+m = 1 temos

(-2 _ 1 7 (@ =pra) [,
o _E{pzqz—(p-q)z}{ 7 [50 | <(p_q>2’m2)]

+% & )| - & @) |+ (- pea) 5552)},




Para o caso n+ m = 2 obtemos

- 1 q* (@—p-q) [.-1)
5ézz):5{192612—(10-617)2}{ 7 [51 1 <(p_q)2’m2>]

HED [ (208)] -5+ (- o) & 2)} 7

)1 P’ (P> —P4) [2(-)
2(02)25{192612—(19-61)2}{ p* [51 1 <(p_q)2’m2>}

gy 1 p (P=pr-q) [.(-1)
1(12)25 pzqz—(p-q)z}{ p? [gll((p_q)z’mz)}

[ )]+ ERE s (- &7

)1 7 (@*=P-q) [,(-1)
1(12):5 pzqz—(p-q)z}{ 7 [511((1’_‘])2’”12)]

e ()] + (pq'zq)€é61)+(P2—P-Q) 51(@—2)},

)1 P’ (P> =Pq) [o(-)
3(02)25{192612—(19-61)2}{ p? [521<(p_q)2’m2>}

)1 7 (@*=P-q) (-1
é32)z§{p2q2—(p-q)2}{ 7 [52 | <(p_Q)2’m2)]
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(-2 _ 1 P (P =p-a) (.1
o’ _E{pzqz—(p-q)z}{ p? [51 1 <(p_‘I)2’m2

p'q)éffz)},

(P-q) (-1 -1
+751(o e (¢

gc_ 1 s (4*—p-q)
P2 p22—(p-g)’ 7

R A A Ll e

& (-

>2 7m2>

) -
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g ((p—Q)Z,mz)]

~& 7 (-0 )]

Com estas reducdes podemos identificar outras propriedades tteis que sdao combinacdes espe-

ciais das redugdes acima. Entre elas temos:

n+m=3:
PG

PES

_ _ 1 —
7+ (e =5 ¢

Db (pg)EY =2 [52(*1

_ 1 _
g’ =58

) ((P_Q)va )} 510

) <<p_Q)27m )} 501

V(p-arm?) g

| 1 )
_551(0 )+§‘1251(1 )=

_ _ 1 _
Pzéz(l 2 +(p-q) 51(2 2 ) [51(

I,
&

7 [52(1_2)} +(p-q) [53(0_2)] = %

V(o-ap ) —&7"
1 -
+ Epzél(l 2)7

1 2
+ quéz(o )7

n+m=2:

_ _ 1
Pe )Y =3

&

2
520 ’

2
gOZ )

((p-a7m?)]

((p=a7.m)]

&7 ((p-a)m?) =70 (v2m?) |

1. 2
D ((p-g2m?)] - 2es D+ 22,

(16)

7)

(18)

(19)

(20)

21



1

_ _ _ 1. 2
PES +(pg) el == [éf b ((p—q)z,mzﬂ —5650 1)+%§(§1 2,

2

PP 1 (pgel? =

N = =

P+ (e =5 67 (-0 m?) - ¢

n+m=1:

&V ((p—aym?) &l

2
V(g m) |+ 58

2
)+ E

_ _ 1 _ _ 1 _
7+ (-8l =5 |86 (=0 m?) =&V ()| + 3028,

_ - | . - 1 _
PE+(pa)&s Y =5 & (=0 m?) =& (@) + 50780,

1

7& "+ a)elh =5 -7 & ((p-a m?) =267 ((p—q) m?))]

2
1 _ _
_ EPZ [51( 1) (p2,m2) _252( 1)

1,
(pz,mz)] + quééo b,

100

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

27)

No préximo capitulo usaremos as identidades mostradas acima para verificar as relagdes entre

funcdes de Green envolvendo as funcdes de trés pontos.
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