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RESUMO

Recentemente, foram descobertos alguns compostos, tais como BisFe Og
e BigFesO13F, que se cristalizam em uma cadeia Cairo pentagonal. Com esta
motivagdo, este trabalho dedica-se ao estudo de uma cadeia quase bidimensional
de estrutura Cairo pentagonal com acoplamento Ising-Heisenberg. Um dos lados
do pentdgono tem interacdo tipo Heisenberg, enquanto que todos os outros lados
tém interagdes tipo Ising. A primeira andlise do modelo foi feita a temperatura
zero, onde sdo encontradas cinco fases distintas: uma fase ferromagnética (FM),
uma fase dimero antiferromagnético (DAF), uma fase plaqueta antiferromagné-
tica (PAF), uma fase tipica antiferromagnética (AFM) e uma fase peculiar de dois
tipos de frustragdo degenerada (FRU). Em uma rede pentagonal bidimensional,
a fase DAF serd transformada em uma fase ferrimagnética, isto devido ao com-
partilhamento de spins entre células unitdrias. No entanto, as fases AFM e PAF
ndo existirdo na rede bidimensional, isto porque os spins compartilhados entre as
células unitdrias ndo serdo compativeis. A seguir, com o objetivo de estudar a
termodinamica, € obtida a funcdo de particio do modelo, usando a abordagem de
matriz de transferéncia e a notagdo do modelo de 8-vértices. Com isso, foi dis-
cutido o calor especifico e a entropia em funcdo da temperatura. Foi observado
um comportamento inesperado no limite de baixa temperatura, além de entropia
residual. Foram encontrados dois picos andmalos de calor especifico em uma re-
gido de trés fases ocorrendo bem préximas umas das outras (FM, PAF e FRU).
Consequentemente, a exitagdo térmica de baixa amplitude gera os dois picos and-
malos. Também serd discutida a energia interna no limite de baixas temperaturas,

na regio onde ocorrem o0s picos para o calor especifico.

Palavras-chave: Cairo pentagonal, acoplamento Ising-Heisenberg, frus-



tracdo geométrica.



ABSTRACT

Motivated by the recent discoveries of some compounds such as the Bis Fe4Og
which crystallizes in an orthorhombic crystal structure with the Fe3* ions forming
a Cairo pentagonal tiling, and iron-based oxyfluoride BisFe;O;3F compounds
with Cairo pentagonal structure, among some others. We propose a model for
one stripe of the Cairo pentagonal Ising-Heisenberg lattice, one of the edges of
a pentagon is different, and this edge will be associated with a Heisenberg ex-
change interaction, while an Ising exchange interaction will associate the other
edges. We study the phase transition at zero temperature, illustrating five phases,
one ferromagnetic phase (FM), one dimer antiferromagnetic (DAF), one plaquette
antiferromagnetic (PAF), one typical antiferromagnetic (AFM) and a peculiar two
coexisting frustrated phase (FRU). In the two-dimensional pentagonal lattice, the
DAF phase will be transformed in a ferrimagnetic phase, due to the sharing spins
between unit cell. However, AFM and PAF phase will be forbidden in the two-
dimensional lattice, because the sharing spins will not be compatible. To obtain the
partition function of this model, we can use the direct decoration transformation,
as well as transfer matrix approach and following the eight vertex model notation.
Using this result we discuss the specific heat and the entropy as a dependence of
temperature, and we observe an unexpected behavior in the low-temperature limit,
besides residual entropy. Such as anomalous double peak due the existence of three
phase transition occurring in a very close region to each other (FM, PAF e FRU).
Consequently, the thermal excitation of low-lying energy generates this anomalous
double peak, and we also discuss the internal energy in the low-temperature limit,
where occurred this double peak curves.

Key words: Cairo pentagonal, Ising-Heisenberg coupling, geometrical



frustration.
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1 Introducao

Ha poucos anos atrds, a investigacio de cadeias Cairo pentagonal atraiu
muita atengdo em pesquisas de fisica da matéria condensada. A proposta em uti-
lizar este tipo de rede, além de se estudar suas propriedades magnéticas, € a ca-
racteristica de frustragdo geométrica do sistema no limite de baixa temperatura.
Para tanto, variadas pesquisas se aprofundaram em diversificadas redes com pa-
rametros de acoplamentos distintos, com ou sem campo externo, rede finitas ou
infinitas, com temperaturas fixas ou variadas entre outros. Tudo isto para uma
maior compreensio da rede Cairo pentagonal. Este também € o intuito deste tra-
balho, fazer uma pesquisa inédita da rede Cairo pentagonal unidimensional com
acoplamentos Ising-Heisenberg de spins-1/2, onde se pretende estudar suas carac-
teristicas fisicas e magnéticas bem como seus estados fundamentais pelo diagrama
de estado fundamental.

Desta forma, no préximo capitulo denominado estudos recentes, tem-se
uma explanacio sobre as pesquisas que foram feitas tendo como objeto de estudo
estruturas Cairo pentagonais. O leitor encontrara referéncias tedricas e praticas do
modelo Cairo pentagonal e desta forma, utilizando das pesquisas anteriores, uma
introdug¢do para o tema proposto por esta dissertacio.

No capitulo de referencial tedrico estdo organizados os temas de fisica es-
tatistica que, de certa forma, ajudardo o leitor a uma melhor compreensao dos ca-
pitulos subsequentes. Sdo discutidas como subse¢des a funcdo particdo, a energia
livre de Helmholtz, entropia, calor especifico, susceptibilidade magnética, proprie-
dades magnéticas tais como: ferromagnetismo, antiferromagnetismo, ferrimagne-
tismo e paramagnetismo. Também estdo como subsecdo no capitulo de referencial
tedrico a frustracdo geométrica, entropia residual e diagrama de fase.

No préximo capitulo, denominado o modelo Cairo pentagonal de Ising,
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estd sendo discutido o modelo proposto por este trabalho, que € uma rede quase-
unidimensional Cairo pentagonal, porém com interagdo de spins somente Ising.
Acredita-se que a abordagem deste modelo com acoplamentos menos elaborados
podem ajudar na melhor compreensao da rede. Neste capitulo sdo discutidos como
subsecdo o diagrama de fase e por dltimo o estado frustrado do modelo Ising.

Seguindo uma ordenacdo que se acredita ser mais diddtica, no préximo
capitulo é apresentado o modelo Cairo pentagonal Ising-Heisenberg, que € a pro-
posta deste trabalho. Estdo dispostos como temas de subsecdo a equivaléncia entre
os modelos (onde € verificada a solu¢do da funcdo particdo pelo método de tras-
formacao decoracgao direta), diagrama de fase, a termodindmica do modelo e por
fim, quantidades fisicas.

No capitulo de conclusdo, serdo debatidos os pontos de maior relevancia

deste trabalho bem como suas interpretacdes fisicas.
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2 Estudos Recentes

O estudo sobre cadeias pentagonais vem sendo difundido relativamente ha
poucos anos atrds. Pode-se dizer que a pesquisa em que foram desencadeadas va-
rias outras abordagens tedricas e praticas da rede Cairo pentagonal bidimensional
foi por Urumov (2002), 14 propunha a solucdo exata de um arranjo pentagonal de
redes em duas dimensdes usando a técnica de transformacgao decoracao.

Pela ordem cronolégica (RESSOUCHE et al., 2009) apresenta o composto
BisFe Og que se cristaliza em uma estrutura ortorrdmbica cristalina com fons de
Fe?t. Este estudo é a primeira analogia experimental de uma rede pentagonal
magnética. Usando medidas magnéticas macroscépicas e difracdo de neutron fo-
ram investigadas as propriedades magnéticas do composto.

Ralko em 2011 estudou o diagrama de fase Cairo pentagonal XXZ com
spin-1/2 sobre um campo magnético externo, além de algumas propriedades para
temperatura finita e temperatura zero usando expansdo em séries estocésticas do
método de Monte Carlo quantico e a teoria de aproximagdo de campo médio. Fo-
ram estudados trés tipos distintos de fases isolantes onde foram discutidos casos
ferro e antiferromagnéticos assim como a presenga de um superfluido ferrimagné-
tico e sua fusdo térmica.

Percebendo a importancia de se encontrar uma possivel generalizacdo do
modelo Cairo pentagonal de Ising bidimensional (ROJAS; ROJAS; SOUZA, 2012)
utilizam a técnica de transformacdo decoragdo direta (ROJAS; SOUZA, 2011).
Desta forma encontram a soluc¢io exata do modelo, como também identificam o
diagrama de estado fundamental onde sdo encontradas as fases: ferromagnética,
ferrimagnética e um estado frustrado. E discutido no diagrama de fase para tem-
peratura finita a transi¢do de fase entre o estado ferrimagnético com o estado fer-

romagnético. Sao estudadas ainda propriedades do modelo como magnetizagao,
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entropia e calor especifico para temperatura finita e muito baixa para um limite
assintético.

Em Rousochatzakis, Liuchli e Moessner (2012) os autores fazem extenso
estudo analitico e numérico do modelo Cairo pentagonal de spins Heisenberg com
acoplamento antiferromagnético. Investigam a configuracido do diagrama de fase
para spins classicos e depois trocam algumas interacdes por spins quanticos, desta
forma sdo avaliadas vdrias formas de modelos Cairo pentagonal com acoplamentos
clédssicos e quanticos.

Com a pesquisa de Pchelkina e Streltsov (2013) tem-se o ab initio do com-
posto BisFe,;Og. Neste trabalho encontram-se a investigacdo da estrutura eletro-
nica e as propriedades magnéticas do composto. Mostra-se evidente a formacdo
da cadeia Cairo pentagonal com uma forte frustracdo geométrica, onde se tem uma
discussao sobre a frustragcdo da rede.

Em Abakumov et al. (2013) encontra-se uma nova estrutura cristalina e
magnética em oxifluoreto com base de ferro sendo o composto BiyFe;O13F. Este
material também apresenta uma estrutura Cairo pentagonal que € investigada por
microscépio eletronico de transmissdo em baixa temperatura. Sdo estudados os
tipos de frustragdo geométrica e entropia do composto para valores distintos de
temperatura.

Com Isoda, Nakano e Sakai (2014) tem-se a investigacdo de uma rede
bidimensional Cairo pentagonal de spin-1/2 Heisenberg com acoplamento anti-
ferromagnético. Sua solugéo foi calculada por diagonalizacdo numérica e com
clusters finitos utilizando trinta e seis sitios. Foram encontrados a magnetizacao,
diagrama de fase, calor especifico e suscepitibilidade magnética. No mesmo ano
(NAKANO; ISODA; SAKAI, 2014) aprimoraram suas pesquisas estudando uma

mesma rede bidimensional Cairo pentagonal de spin-1/2 Heisenberg com acopla-
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mento antiferromagnético, porém com outros valores de sitios para clusters fini-
tos. Utilizando a mesma técnica de diagonalizacdo numérica os autores investigam
outras propriedades da rede antiferromagnética tais como platds magnéticos para
vdrios ajustes de n = J'/.J, onde J' e J sdo constantes de acoplamento entre os
spins.

Outra investigacdo tedrica foi realizada por Chainani e Sheshadri (2014)
para a rede bidimensional Cairo pentagonal antiferromagnética de primeiros vizi-
nhos para o modelo de Ising. Os pardmetros de acoplamentos tiveram dopagem
virtual de z = 0,1/6,1/3 com interacdo de primeiros vizinhos antiferromagné-
tica. Os resultados analiticos foram comparados com os resultados dos compostos
BisFe Og e um composto de valéncia mista BiFeo Oy g3.

E valido acrescentar uma nova descoberta experimental, de um penta-
grafeno, estudado por Zhang et al. (2015). Este material ndo é magnético, mas
segue o padrio do arranjo Cairo pentagonal e os autores consideram sua aplicagdo
na drea de nanomecénica e nanoeletronicos.

Ja neste ano Rozova et al. (2016) apresentam um novo composto BisFe,_,.Cr,Og
(onde z = 0.5,1, 1.2) que foi sintetizado usando uma técnica quimica seguida de
uma rea¢do em estado sélido em Argonio, que € um sélido altamente homogéneo
de material mulita. Este material tem como representacio esquematica uma rede
Cairo pentagonal, em que sua estrutura eletronica foi comparada com outros com-
postos da literatura que tinham caracteristica de frustragdo geométrica como a rede
Cairo pentagonal. Ha ainda novos estudos experimentais de compostos de mesma
estrutura pentagonal, tais como cristais em duas dimensdes SnXs (X = S, Se ou
Te), investigados por Ma et al. (2016).

Em Shastry e Sutherland (1981) tem-se como motivagdo a cadeia Cairo

pentagonal sendo uma rede dual, e a proposta de Ivanov e Richter (1997) para
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uma cadeia unidimensional chamada de plaqueta de dimero ortogonal. Assim, a
cadeia Cairo pentagonal pode ser vista como uma cadeia unidimensional decorada
dimero ortogonal como em Paulinelli, Souza e Rojas (2013) ou bidimensional
como em Verkholyak e Streka (2013). Nestes trabalhos, o modelo para spin Ising
pode ser considerado como spins decorados.

Deve-se estar atento sobre ndo usar a técnica de transformacao decoracio
de Fisher (1959) para mapear a cadeia Cairo pentagonal para uma cadeia de di-
mero ortogonal. Isto porque existirdo, para o modelo deste trabalho, acoplamentos
entre spins quanticos e spins quénticos com spins cldssicos. Desta forma, existe
uma técnica de transfomacgdo decoracdo quantica (BRAZ et al., 2016). Para que
este tipo de transfomacdo seja exata, deve-se aplicar para o modelo da rede um

mapeamento de aproximagao.



21

3 Referencial teorico

Em fisica estatistica, sistemas termodindmicos podem ser estudados de di-
versas formas. Para estudd-los, deve-se primeiro entender quais sao os parametros
que constituem o conjunto microscépico, também conhecido como ensemble es-

tatistico (REIF, 2009).

Ensemble microcanénico: Para um sistema completamente isolado (onde ndo
h4 troca de particulas e energia praticamente constante entre K e E + 9), da-se o
nome de ensemble microcandnico. Desta forma, estuda-se os possiveis microesta-
dos deste sistema para energia fixa (SALINAS, 2013).

Como a probabilidade € uma fun¢do do nimero de microestados de um
ensemble microcanodnico, € razoavel entender também a entropia como uma fungéo
do niimero de microestados. Assim, a entropia postulada por Ludwig Boltzmann

e gravada em sua epigrafe é definida como (SALINAS, 2013)

S = kpIn(Q), (1)

onde €2 sdo as configuracdes dos microestados de um sistema. Assim como a
entropia, a temperatura pode ser entendida como o arranjo dos microestados do
sistema. Desta forma, tem-se uma conexdo entre a fisica estatistica (tratamento

probabilistico) com a consolidada termodinamica (SALINAS, 2013).

Ensemble canonico: Um ensemble candnico, assim como o ensemble micro-
candnico, € um ensemble estatistico onde nao hé troca de particulas com o meio
externo, porém o sistema estd em banho térmico (contato com um reservatorio

térmico a uma dada temperatura).
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Ensemble grande candnico: Para o ensemble grande candnico tem-se, além de
um sistema em contato com um reservatdrio térmico (troca de energia entre reser-
vatdrio e sistema), a troca de particulas (entre sistema-reservatorio). Este sistema

¢ muito util para cdlculos quanticos de um gas de particulas (SALINAS, 2013).

3.1 A funcio de particao

Em fisica estatistica, dado um sistema em contato e em equilibrio térmico
com um reservatério onde tenham o mesmo valor macroscopico, qualquer estu-
dante se depara com a seguinte pergunta: Quais os arranjos atdmicos possiveis
que deverdo existir para este sistema fechado? O grande interesse de entender este
fendmeno € escrever sua Hamiltoniana e assim encontrar todos os seus possiveis
microestados.

Desta forma, pelo ensemble candnico, tem-se que a probabilidade de se

encontrar cada microestado p; do sistema é:

1
B 2)

onde 8 = :-:BLT’ sendo kp a constante de Boltzmann e 7" a temperatura absoluta
do sistema, F; a energia do microestado. A constante Z € chamada de func¢éo de
particdo. Neste caso ela € utilizada para normalizar a probabilidade p;. Assim a

func¢do de parti¢cdo € uma soma sobre todos os possiveis estados, portanto:

Z=) e (3)

Ademais, pode-se estender este conceito para a mecanica quantica, a fun-

c¢do de particdo pode ser dada como Baxter (1982):
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Z—1r (e_BH) , (4)

onde H é a Hamiltoniana do sistema. Uma vez que o operador Hamiltoneano de

um sistema € diagonalizado, torna-se mais f4cil seu manuseio.

3.2 Energia livre de Helmholtz

Em fisica estatistica, a energia livre é proporcional ao logaritimo da fun¢do
de particao (REIF, 2009), assim:
F = —kpTh(2), (5)

provinda da primeira lei da termodinamica, tem-se a energia livre de Heomholtz:

F=U-TS. 6)

Deve-se ter o cuidado de entender que a energia livre tratada aqui como
F representa a energia de todo o sistema. Provinda desta interpretagao estatistica,

pode-se estudar outras grandezas fisicas, como por exemplo a entropia.

3.3 Entropia

J4 definida na equacgdo (1) pela mecénica estatistica, a entropia também ¢é

escrita como:

oF

Pela segunda lei da termodindmica, a entropia é o fendmeno de irreversibi-

lidade de um sistema isolado (REIF, 2009). Pela entropia se firma uma conexao do
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ensemble candnico com a termodinamica (SALINAS, 2013). Pensada em ciclos

de energia, a variag@o da entropia pode ser equacionada como:

_ [d@Q
AS—/T, (8)

onde ) é a quantidade de calor cedida ou absorvida pelo sistema e 7" a tempera-
tura do sistema. VE&-se que AS > 0, sendo zero para sistemas reversiveis e para

sistemas irreversiveis ela é sempre positiva.

3.4 Calor especifico

O calor especifico pode ser entendido como a razdo positiva entre a quan-
tidade de calor adquirido pelo sistema com a variagdo da temperatura (SALINAS,
2013).

Exitem duas formas de se encontrar o calor especifico. Pode-se obté-lo a

pressdo constante C'p ou a volume constante:
oS

Co=T|=— 9

onde x = P, V, pressdo e volume respectivamente. Pela equacdo (7), encontra-se:
O*F

Co=T|—= ) . 10

. ( 57 ). (10)

Para materiais magnéticos, o calor especifico pode estar variando com re-

lagcdo a temperatura ou campo magnético. Picos de calor especifico em amostras

de material magnético evidenciam possiveis transicdes de fases magnéticas.
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3.5 Susceptibilidade magnética

Assim como no calor especifico, pode-se encontrar a razdo entre uma
quantidade bem estabelecida do sistema, como no caso a magnetizacao total, pela
variacdo do campo magnético externo. A proporcao encontrada é comumente co-

nhecida como susceptibilidade magnética:

oM
= — 11
X= 3 (11
em termos da energia livre, tem-se:
O*F
=—— . 12

3.6 Propriedades magnéticas

De forma geral, a magnetizacdo de um sistema (M) é encontrada pela
orientagdo magnética de cada dtomo da rede, também conhecida como momento

magnético u;. Desta forma,

M=, (13)

a qual também pode ser encontrada usando os conceitos termodindmicos (REIF,

2009):

M= - <8F> , (14)

onde H é o campo magnético externo.
Para um sistema menos complexo, onde o espaco de estados do spin de

cada atomo pode ser orientado para cima 1 ou para baixo |, conhecidos como
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spins de Ising-1/2, a Hamiltoniana fica (SALINAS, 2013):

H=—> wH, (15)

onde H € o operador Hamiltoneano do sistema. Desta forma a energia do sistema

¢é encontrada pelos possiveis autoestados dos spins da rede (SALINAS, 2013).

3.6.1 Ferromagnetismo

E dito que um material possui propriedade ferromagnética quando seus
spins se alinham de forma paralela (mesma direcdo e sentido). Este tipo de aco-
plamento gera uma magnetizacao parcial ou em blocos (clusters, figura 1a) na rede

(KITTEL, 2005).

(a) (b)
(c) (d)

Figura 1 Esquemas sobre os tipos de magnetizagdo em um material no estado fun-
damental. Em (a) tem-se a orientacdo paralela dos spins de uma rede
(acoplamento ferromagnético). Em (b) tem-se a orientagdo antiparalela
dos spins de um material, conhecido como acoplamento antiferromagné-
tico. Na figura (c) € representado um material com acoplamentos antipa-
ralelos, porém com médulos distintos (ferrimagnetismo). Em (d) vé-se
que os spins do material paramagnético sdo distribuidos de forma alea-
téria, tendo assim uma magnetizag¢do praticamente nula.
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3.6.2 Antiferromagnestismo

Neste caso, os spins da rede tendem a se alinhar de forma antiparalela
(mesma direcdo mas sentidos opostos) com seus vizinhos (ver figura 1b). Desta
forma, a magnetizacao total do sistema tende a ser nula no estado fundamental ou
quando a temperatura é baixa o suficiente (1" < T.) (KITTEL, 2005).

Aplicando-se um campo externo H e temperatura pequenos o suficiente,

os spins ainda tendem a se alinhar de forma antiparalela.

3.6.3 Ferrimagnetismo

Assim como no caso de antiferromagnetismo, os spins tendem a se alinhar
de forma antiparalela. Porém, o médulo de alguns momentos magnéticos da rede
sd0 maiores que outros ocasionando, no estado fundamental ou para T' < T,
uma magnetizagao efetiva, porém com menor intensidade comparada ao material
ferromagnético em la. Assim dd-se o nome de ferrimagnético a este material (ver
figura 1c) (KITTEL, 2005).

E importante perceber que a magnetizacao total do sistema ferrimagnético
¢ menor que a magnetizacdo total para um material ferromagnético, ja que seus

spins tendem a se alinhar antiparalelamente.

3.6.4 Paramagnetismo

Materiais paramagnéticos se comportam como um sistema de momentos
magnéticos desordenados. A determinadas temperaturas (quanto maior energia
maior a desordem entre os spins) os momentos magnéticos de cada 4tomo ndo se
alinham, ou seja, ndo existe uma orientacdo bem definida para os spins da rede.
Desta forma, a magnetizacdo total do sistema tende a ser nula (KITTEL, 2005;

SALINAS, 2013).
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Aplicando um campo magnético externo, pequeno o suficiente, os spins
da rede se orientam na mesma direcdo e sentido do campo H, porém com menor
intensidade comparado ao caso ferromagnético.

Com o limite da temperatura indo a zero, os spins do material paramag-
nético se orientam de forma aleatéria (ver figura 1d). Assim, sua magnetizacao é

nula.

3.7 Frustracao

Na mecanica estatistica do equilibrio térmico, a ordenacdo dos estados de
um sistema pode ser crucial. A palavra frustracio é usada para designar estados,
ou configuracdes de um sistema onde um ou mais spins ndo conseguem ter uma
orientacdo (referente aos spins vizinhos) que satisfaca completamente a caracte-
ristica da rede (DIEP, 2004). Redes cristalinas triangulares como a rede ctibica de
face centrada (fcc), ou a rede hexagonal (hcp) carregam estados frustrados quando
a interacdo entre seus spins ¢ antiferromagnética (DIEP, 2004).

Por exemplo, um arranjo pentagonal de spins Ising 1/2 pode ter sua ener-

gia dada pela seguinte relacio:

5
H = _J023i5i+17 (16)
=1

onde H ¢ a Hamiltoniana do sistema, Jy o acoplamento com a componente no
eixo z entre os primeiros vizinhos de spin-1/2 (s; € s;41). Devido a condigdo
periddica tem-se que sg = s;. Forma-se assim um modelo Ising com estrutura
pentagonal (FISHER, 1959). Quando Jy > 0 (interacdo ferromagnética), o es-
tado fundamental do sistema, ou seja o estado onde a energia da rede € minima,
serd E = —5.Jy. E facil perceber que todos os spins se orientam paralelamente,

portanto tem o mesmo sinal (ver figura 2a)
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Figura 2 Configuracdes dos spins para o estado fundamental da equagado (16). Em
(a) tem-se uma interacdo ferromagnética, assim o acoplamento é Jy >
0. Em (b) tem-se um esquema de frustracdo quando Jy < 0, portanto
a interacdo € antiferromagnética. Em (c) tem-se um outro exemplo de
frustracdo geométrica.

Quando o acoplamento € antiferromagnético, o estado que anteriormente
era fundamental (estado ferromagnético) se torna agora um estado de maior ener-
gia. Um material com propriedade antiferromagnética tem sua energia fundamen-
tal quando cada spin se alinha de forma antiparalela com seus vizinhos (como
comentado no item 3.6.2) (KITEL, 2005).

Vendo a figura 2b, o spin marcado com um ponto de interrogacdo tem
este sinal pois de acordo com a interagdo de seu vizinho de baixo ele deve se
alinhar de forma oposta (ou seja com sinal positivo). Porém, a interagdo com
o vizinho de cima deve levéd-lo para um estado contrdrio ao que ele deveria ter
(sinal negativo). Logo, este spin ndo consegue encontrar um estado que satisfaca
de forma igualitdria os seus dois primeiros vizinhos. Desta forma, calculando a
Hamiltoniana deste pentdgono frustrado (equacdo (16)), sua energia serd sempre
E = -3Jp.

A figura 2c € um outro exemplo de frustracdo geométrica. Onde para qual-
quer orientacdo do spin marcado com o simbolo de interrogacdo, a energia do

pentdgono (para Jy > 0) serd £ = —.Jy. Para este pentdgono isolado, sua energia
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fundamental nunca terd esta configuracdo, porém disposto em uma cadeia, pode
ser que este tipo de configuragdo seja um bom exemplo de estado fundamental com
frustragdo geométrica (esta configuragdo aparece quando sdo estudados os estados
frustrados da cadeia Cairo pentagonal de acoplamento Ising).

E importante perceber que para spins de acoplamento Heisenberg existe
uma peculiaridade. Enquanto spins de Ising se alinham verticalmente, em somente
um eixo de simetria (comumente estudado como eixo z), deve-se lembrar que um
spin de Heisenberg pode se ordenar nos trés eixos de coordenadas (z, y, z). Desta
forma, mesmo quando dois spins de Heisenberg tiverem acoplamento ferromagné-
tico em um de seus eixos (por exemplo no eixo z) os outros eixos podem se alinhar
de forma antiparalela. Portanto, para a mesma configuracio no eixo z, haverd duas
possiveis configuracdes nos outros eixos de acoplamento entre os spins quanticos.
Assim, existird uma degenerescéncia nos acoplamentos mesmo que suas ligacdes

fossem ferromagnéticas.

3.8 Entropia residual

Existem materiais que quando submetidos a uma temperatura perto do zero
absoluto tem uma propriedade peculiar. A entropia do sistema, mesmo com baixa
energia, é diferente de zero. Isto quer dizer que a rede estudada nio tem somente
uma tnica configuracdo quando se € esperado o estado fundamental do sistema.
Para este fendmeno, deu-se o nome de entropia residual (DIEP, 2004)

O primeiro exemplo de entropia residual surgiu com a descoberta de sis-
temas frustrados em uma rede chamada de gelo cristalino. Assim, investigando
a origem da frustracdo geométrica da estrutura cristalina "spin ice", Linus Pau-
ling chegou a seguinte conclusdo: existe uma desordem no sistema, mesmo a

uma temperatura perto do zero absoluto. Ou seja, o pesquisador mostra que o es-
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tado fundamental da estrutura era macroscopicamente degenerada (BRAMWELL;
GINGRAS, 2001; PAULING, 1935).
Encontra-se, portanto, uma correlagdo entre estruturas com frustracdo ge-

ométrica e fendmeno fisico denominado entropia residual.

3.9 Diagrama de fase

Na termodindmica, o diagrama de fase tem como objetivo elucidar os pos-
siveis estados da matéria. Mas para o estado fundamental, as fases encontradas
no diagrama de fase mostram quais sdo os estados de menor energia do sistema.
Assim, para alguns parametros, tais como acoplamentos de caracteritica Ising ou
Heisenberg, encontra-se um diagrama da rede para temperatura tendendo ao zero

absoluto.
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4 O modelo Cairo pentagonal de Ising

Antes de se propor o estudo de um acoplamento mais completo, convém
entender um modelo mais simples. O modelo de cadeia quase-unidimensional
Cairo pentagonal pode ser tratado unicamente com acoplamentos Ising de spin-

1/2 no eixo z, como representado na figura 3.

S Jo _@ Su S 2041

@ S 4

S i+l

Figura 3 Cadeia Cairo pentagonal com acoplamento Ising. A parte sublinhada
destaca a formacdo de uma célula que serd denominada célula unitaria.

Pela figura 3, pode-se escrever a Hamiltoniana do modelo como:

N
M= Z} (”H;“’ + H§f§+1) : (17)

onde as Hamiltonianas H{ e 14 | sdo:

H® = —Avaion; — Jo (1, + S4,0)0ai + (24 + $3:)003] . (18)

HD L = —Nocioa; — Jo (83 + 544)0ci + (5141 + S2,i41)0a) . (19)

As Hamiltonianas (18) e (19) serdo definidas neste trabalho como células
elementares. Portanto, observa-se que para a formacdo de uma célula unitdria

€ necessario ter duas "células elementares". Por célula elementar é definido o
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dimero ab ou cd acoplados com spins-s; . Assumindo que a cadeia satisfaz a
condicdo periddica Sy+1 = S1 € ON+1 = O71.

Entende-se por célula unitdria a descri¢do de conjuntos de atomos, que
dispostos de forma consecutiva, reproduzem a cadeia estudada. Um exemplo de
célula unitéria é o esquema de dtomos destacados pelo quadro sublinhado na figura
3.

Usando as configuracdes com energias mais baixas para cada célula unita-

ria, encontra-se o diagrama de fase do modelo a temperatura zero.

4.1 Diagrama de fase

Usando todas as possiveis energias de estado fundamental para cada cé-
lula unitéria, encontra-se o diagrama de fase do modelo a temperatura zero. O
modelo com acoplamento Ising se torna menos complicado e mais intuitivo. Por-
tanto, nesta secdo serd analisada somente o diagrama de fase para uma cadeia
quase-unidimensional Cairo pentagonal com acoplamento Ising. O diagrama de
fase do modelo de Ising estd representado na figura 4. Sobre a energia do estado

fundamental da rede, foram encontrados cinco valores de energia,

Epy =5 2k, 0)
Epar = —% + 2Jy, (21)
Epar = —2Jy, (22)
Eary = 2J, (23)
Erpy = % —Jo. (24)

A fase ferromagnética (FM) representa todos os spins alinhados parale-



34

lamente, dada pelo autovalor (20). Os autovalores (21, 22, 23) representam trés
tipos de fase antiferromagnética: dimero antiferromagnético (DAF), plaqueta an-
tiferromagnética (PAF) e uma configuracdo cldssica antiferromagnética (AFM),
mais detalhes sobre estas fases serdo dadas mais adiante. A fase com frustracdo
geométrica (FRU) escrita pelo autovalor (24) evidencia trés configuracdes distin-
tas para a mesma energia, onde tais configuracdes ndo se misturam, como serd
discutido na préxima secao.

Para melhor compreensao dos estados representados no diagrama de fases
da figura 4, serd considerado o seguinte esquema para os estados fundamentais do
modelo: [32) ®|0) ®53) ® |0 04) ®[3) que representa todos os possiveis estados
de uma célula unitdria. Percebe-se que a primeira célula elementar é representada
pelo produto direto |32) ® [7¢) ® [$3), para a segunda célula elementar tem-se

s1 Oa

!
%) ®loe,00) @ 3).

FRU

Figura 4 Diagrama de Fase de A x Jj.

Desta forma, é possivel escrever esquematicamente os estados do diagrama

como sendo:
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N

IFM) = TIDIDID+ DY, (25)
1=1
N

|DAF) ZH{|1>\i>|i>| - =)Dk, (26)
o

IPAF) = TT{DIDIDI+ =000 = D)} (27)
=1
N/2

IAFM) = TT{DIDID = HIDI0 + =)D} (28)
=1

E observado que os estados PAF e AFM precisam de duas células unitarias
para representd-los. O estado FRU também necessita de duas células, mas além
disso convém estudar com mais profundidade este estado do modelo Ising. Para
tanto, serdo tratados e expostos todos os estados frustrados da cadeia na seguinte

subsecdo.

4.2 Estado frustrado do modelo Ising

O estado frustrado da cadeia Cairo pentagonal de acoplamento Ising estd
presente no diagrama de fase do estado fundamental (figura 4) com autovalor dado
em (24). A curiosidade de estudar este estado frustrado é porque sua entropia
residual é dada por S = 4k p In(2). Isto quer dizer que devem existir vérios estados
degenerados no sistema, assim sendo interessante estudar este estado frustrado.

Para se encontrar as possiveis configuracdes da fase frustrada é necessdria a
utilizacdo de duas células unitarias (como comentado anteriormente). Desta forma

sdo encontrados os seguinte estados frustrados:
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N/2
H{ Do = HEEEN + =)0, (29)
|FRU) = H{ NEIZE]s — $)12)  (IID)]s — )=}, (30)

H{ OIS Ms = 5)120) s (ISP s =)~ GD

Convém entender aqui a peculiaridade destes trés estados distintos, que
ndo se misturam e que carregam a mesma informac¢io macroscépica. O primeiro
estado frustrado dado por (29) € escrito por quatro pardmetros (s1, So, S3 € S4) que
representam os spins-1/2 de Ising da cadeia Cairo pentagonal. Percebendo o grau
de liberdade de cada spin, vé-se que o primeiro autovalor de frustracdo geométrica
contém 24 estados degenerados (para duas células). Pensando em uma cadeia de
N células, o nimero de possiveis estados degenerados para o primeiro autovetor
serd 24V,

J4 os dois ultimos estados de (30) e (31) carregam uma outra forma de
degenerescéncia. Estes estados representam configuragdes que por cada célula
unitdria ja correspondem ao estado frutrado. A degenerescéncia ocorrerd quando
a rede pentagonal de N células permutar entre os dois possiveis estados. Assim,
o nimero de possiveis estados degenerados sdo 2. Vale ressaltar que para o
modelo Cairo pentagonal de acoplamento Ising-Heisenberg (que serd vista na pro-
xima secdo), somente estas duas dltimas equacdes serdo encontradas no diagrama
de fases.

Encontrados os possiveis estados degenerados da frustracao geométrica do
modelo Cairo pentagonal de acoplamento Ising, deve-se verificar para o limite de

N células unitarias muito grande, como fica a entropia residual por célula unitaria.
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1
S = —kpn2®™ 42V 42Ny

N
S = %KB In(2V (1 + 273Ny),

1
S =k (In(2*™) + In(1 + 27°Y)) . (32)

Assim, encontra-se a seguinte entropia residual

S = 4kpIn(2). (33)

Desta forma, pode-se concluir que o primeiro estado frustrado (29) € pre-

dominante na rede de acoplamento Ising.
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S O modelo Cairo pentagonal Ising-Heisenberg

Usando como motivacdo os comentarios na se¢do de introducio, serd con-
siderada aqui uma tira quase-unidimensional da rede Cairo pentagonal com pla-
queta de dimero ortogonal com acoplamento Ising-Heisenberg, a qual se vé repre-

sentada esquematicamente na figura 5.

Figura 5 Esquema de uma cadeia Cairo pentagonal quase-unidimensional com
acoplamento Ising-Heisenberg, sendo destacada em uma rede bidimen-
sional.

A Hamiltonenana do sistema ¢ dado por:

H = f: (%“b ”+1) (34)

i=1

onde:

HE® = ~J(0ais0bi)a — Jo(s1: + 54i)0q; — Jo(S2,i + 53.)0% 4, (35)

é a Hamiltoniana associada ao dimero ab, e

H = =T (0 0a3)ar — Jo(s3, + S43)05; — Jo(S1,i41 + 82,i41)05, (36)
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¢ a Hamiltoniana associada ao dimero cd. Além disso:

J(0ayi,0ai)p = J (U;C,io-lgf,i + O-g,io-?b{i> +A(07,05:) (37)

o5 ; € o operador de spin (com & = , y, 2) para particulano sitio i e y = a, b, ¢, d.
Para detalhes, ver figura 5. O parametro de interacdo de acoplamento Ising é Jy,
J representa a interag@o de acoplamento Heisenberg e A é um termo anisotrépico

para o acoplamento Heisenberg.

5.1 Equivaléncia entre os modelos

Usando a transformacgado decoracdo direta (ROJAS; SOUZA, 2011) para
uma célula elementar ilustrada na figura 6 (lado esquerdo), pode-se mapear o di-
mero original ab ou c¢d em um diamante de spins-1/2 Ising misturados, envolvendo
também um acoplamento de segundos vizinhos. Este diamante de sistema trans-

formado estd esquematicamente representado na figura 7.

DDT

Figura 6 Transformacdo decoracdo direta (DDT) para o dimero ab em um dia-
mante, o dimero cd pode ser obtido rodando ab em 7 /2.

O fator de Boltzmann para o modelo de rede transformada pode ser escrito

como:

W(s1,i, 52,0, 53,4, S4.4) = Z (e_ﬁﬁg’?(“)> , (38)
o
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Figura 7 Tira pentagonal que pode ser mapeada para uma cadeia de diamante com
acoplamento de segundos vizinhos, que por sua vez se torna uma cadeia
de Ising simples com spin-1.

=~ —BH (i
W(S1,i41, 84,05 83,05 S2.i41) = ) (e ﬁH“’L“(“)) 7 (39)

i
onde 5 = 1/kpT, com kp sendo a constante de Boltzmann e 7" a temperatura ab-
soluta, ﬁff e H f‘f 1 880 as Hamiltonianas dos diamantes associados aos dimeros
ab e cd.

As Hamiltonianas (35) e (36) podem ser mapeadas em Hamiltonianas de
Ising com spin s = 1/2 ¢ (1) = 1 como ilustrado na figura 7. Essas Hamiltonia-

nas podem ser escritas respectivamente como:

I:Iz(ff(ﬂ) =Ko+ KlM(SLi + 894+ 835+ S4.i) +
+ K (81,384 + $2,i83,:) + Kap?, (40)
ﬁicfiiﬂ (B) = Ko+ K1fi(s1341 + 52,41 + 83 + 54.4) +

+ Ko (514152041 + 83,544) + K3fi%, (41)

onde Ky, K1, Ko e K3 sdo pardmetros para serem determinados como fungdo dos
pardmetros da Hamiltoniana da cadeia Cairo pentagonal, ou seja Jy, J e A.

Entdo, pode-se resolver este modelo efetivo para encontrar a func¢io de
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particdo da rede Cairo pentagonal. Portanto, deve-se unicamente resolver uma

matriz de transferéncia 3 x 3 (uma vez que pu(f) = 1).

5.2 Diagrama de fase

O diagrama de fase serd estudado para temperatura zero. Desta forma,
pretende-se entender quais sdo os tipos de estados fundamentais da cadeia Cairo-
Pentagonal Ising-Heisenberg. Para tanto, serdo introduzidas neste trabalho, algu-
mas notagdes apropriadas ao modelo.

O estado fundamental para cada célula elementar pode ser escrita esque-

maticamente usando a simbdlica notacao:

para o dimero ab  [$2753), (42)
para o dimero cd  [$353), (43)

onde s; corresponde aos spins de configuracdo Ising, enquanto que os simbolos
X e~ denotam quatro estados possiveis em funcdo de s;. Esta notacdo ¢ usada
por conveniéncia, com o objetivo de ndo confundir com a notag@o de spins das
Hamiltonianas (35, 36). Entdo convenientemente, os autoestados para o dimero

|32233) sdo expressos usando quatro representagdes simbélicas:

= ), @4)
) = (=sin($)]F) +cos($)[7)), (45)
) = (cos($)F) +sin($)[3)), (46)
I = [0, (47)
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onde ¢ = arctan(m), indode -5 < ¢ < %.

O primeiro autoestado do dimero (44) é indicado por |x) correspondendo
a ]i) que é associado aos spins {s1, s2, 3, 84}. Similarmente, o autoestado (47)
é denotado por | ), que reprensenta o estado |_). Para a notagéo |X) (45), denota
um tipo de estado "antissimétrico” para ¢ > 0, e |30) representado em (46) denota
um tipo de estado "simétrico" quando ¢ > 0. Para ¢ < 0, [X) é simétrico e [3x)
serd antissimétrico

E importante mencionar que os vetores dos estados =) e [T) ndo depen-
dem dos spins Ising {s1, s2, s3, S4 }, enquanto que os vetores dos estados |X) e |3

denpendem de ¢ e consequentemente dos spins Ising {s1, s2, s3, 4}

Para os correspondentes autovalores do dimero ab, tem-se:

T €1 :—%+%(51+54+32+83), (48)
X o ey = %+%\/J§(51+34—82—53)2+J2, (49)
X e =5 — 5\ J3(s1+ 54— 82— 83)2 + J2, (50)
X 64:—%—%(31—1—544—32—1—33). (&)

Usando a notagdo do modelo de 8-vértices, encontrada nas referéncias
(BAXTER, 1982; ROJAS; ROJAS; SOUZA, 2012; URUMOY, 2002), e a nota-
¢do (simbdlica) introduzida para os dimeros ab e cd, sdo definidos seis estados

distintos, ligados explicitamente pelos spins Ising:

un) = [T20),  ue) =1720),  |us) =1725), (52)

lua) = 1T27),  Jus) = 32h),  Jur) =T, (53)
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A razao da escolha desta notagdo simbdlica pode ser mais evidente quando
forem expostos os autoestados das energias do diagrama de fase para a cadeia
Cairo pentagonal Ising-Heisenberg.

Usando a simetria vertical e a simetria de inversdo de spins, é possivel
escrever todos os 16 possiveis estados. Interpretando ; como sendo os possiveis
valores dos autovetores das células elementares (52) e (53), foram verificadas as
seguintes propriedades 9 = ¢4 € €5 = €6 = €7 = €g. Deve-se perceber que cada
autovetor |u;) representa simbolicamente os quatro estados escritos em (44-47).

Analogamente, pode-se obter o estado correspondente rotacionado |33~33),
pela mesma relacdo das equacdes (48-51), os autovalores sdo expressos substi-
tuindo apenas J — J', A — A’ e {s1, s2, 83,54} — {86, S4, S3, S5 }. Entdo, os

autovalores serdo:

Mo € :—%4—%(36—%854—844—33)7 54)
W € :AT/+%\/‘]§(56+55_54_83)2+J/2’ (53)
Wy =5 — %\/Jg(56+55_54_53)2+‘]/27 (56)
H o €y :_%_%(564'35"'344_53)' (57)

Substituindo ¢ — ¢’, os autoestados correspondentes s3o escritos como:

=|++), (58)

I
|
)
@,
=
—
oS
et
_l_
L
+
o
o
)
—~
oS
et
|
+
~
S—

)

) (59)
) = (cos(5)| + =) +sin(§) —+), (60)

) === (61)
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J/

Y A _ T / us s s
J0(56+55—54—53))’ com —35 < ¢ < 7. Similarmente, o estado

onde ¢’ = arctan(
elementar correspondente |u;) — |u;) pode gerar todos os 16 estados. Entdo,
o primeiro estado rotacionado serd |u;) = HS\{D, desta mesma forma os outros
estados serdo obtidos.

Em adi¢do a cada célula elementar que foi definida, agora serdo construi-
dos os estados da célula unitdria como |u;) ® |ug). Mais uma vez, serd usada

a notacdo do modelo de 8-vértices (BAXTER, 1982; ROJAS; ROJAS; SOUZA,
2012; URUMOYV, 2002) para simplificar os autoestados da célula unitéria,

i) = 1525047)- (62)

Torna-se 1til aqui a notagdo simbdlica, pois relata com fidelidade a estru-
tura de uma célula unitdria do modelo. O estados da célula unitéria |v;) estdo
intimamente relacionados com a nota¢do do modelo de 8-vértices para os spins
Ising {s1, s2, sh, s} }, onde novamente os spins Ising s} e s} sdo escritos por con-

veniéncia. Entdo, a equacdo (62) pode ser denotada como:

o) = [T253E),  fva) = [2x5h),
o) = |FZ3),  Joa) = [32350),

[vs) = 17253E), o) = |F230). (63)

Convém mencionar que a convengdo feita para a célula unitaria permite
expressar os autoestados da energia. Isto significa que a borda de uma célula uni-
tiria sempre estard conectada com o spin equivalente da célula unitdria vizinha
mais proxima. Assim, para satisfazer as particulas de spin de cada célula unitaria,

os spins de Ising mais a esquerda com os spins Ising da direita sdo compartilha-
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dos por duas células unitdrias. Entdo, estas particulas contribuem com a metade
de "particulas" para cada célula unitdria, conforme é representado pela notacio
simbdlica.

Certamente, cada estado |v;) denota simbolicamente 4 x 4 x 4 = 64 pos-
siveis estados de (63). Todos as outras configuragdes podem ser obtidas usando
a simetria horizontal e a simetria de inversdo de spins. No entanto, deve-se ter
cuidado sobre a simetria de rotacdo e a simetria de vertical pois elas nao sio per-
mitidas para a cadeia estudada, pois |[Z ) # | Z). Isto significa que a
simetria quiral local quebra a estrutura da célula unitdria, enquanto que a simetria
quiral global € invariante. Usando os resultados anteriores pode-se estudar o di-
agrama de fase para a energia de estado fundamental da cadeia Cairo pentagonal

por célula unitdria. Assim, tem-se:

A
Epy =-20- 5, (64)

Eyon =Jo— 51/ J2+4J3, (65)
Eo.. =—Jo—3\/J2+4J3, (66)
E

A
5 (67)

Epmy =3A—3J|=3\/J2+4J2. (68)

Agora serdo expressos os correspondentes autovetores associados aos au-

DAF 2Jo —

tovalores (64-68) de energia fundamental. Por simplicidade, serdo considerados

J'=Je A’ = A. Entio, o sistema exibira cinco estados, que sdo dados por:
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N
[Py =TT =D D, (69)
=1
N
DAF) =] Extnd) (70)
i=1
N/2
|PAF) =[] H=Twx el (71)
=1
N/2
JAFM) =] =t (72)
=1
N — J—
TG 200 (38 20
IFRU) ={ il (73)

TG 72 )G 5

A cadeia Cairo pentagonal descrita pela Hamiltoniana (5) exibe cinco pos-
siveis estados. As equagdes (69-73) descrevem estes estados, onde encontram-se
um estado com a fase ferromagnética (FM), trés tipos de fase antiferromagnética:
dimero antiferromagnético (DAF), plaqueta antiferromagnética (PAF) e uma fase
antiferromagnética (AFM). Por fim, a fase de frustragdo geométrica (FRU) com
entropia residual S = kp In(2)/2. Esta fase frustrada ja foi discutida para o mo-
delo Cairo pentagonal de acoplamento Ising, onde com o limite de N células uni-
tarias muito grande, somente o autovetor (29) prevalecia. Porém, para o modelo
tratado nesta secdo vé-se que os acoplamentos de spins de Heisenberg levantam
a degenerescéncia da rede. Ou seja, o estado de dimeros com acoplamento Ising
tem maior energia que as duas outras configuracdes dadas em (30) e (31). Por isso,
neste caso, a cadeia tem menos estados degenerados.

Na figura 8a ¢ ilustrado o diagrama de fase de A x Jy, fixando J = 1,

onde se pode observar as cinco fases. A fronteira entre FM e PAF é dada por
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A = —2Jy++/4JZ + 1, analogamente a interface entre PAF e FRU € descrita por
A =1 — 2Jp, similarmente a fronteira entre DAF e AFM ¢ limitada pela curva
A=2Jy+ \/W , enquanto que a fronteira entre AFM e FRU € descrita por
A = 142Jj. Na figura 8b é retratado o diagrama de fase A por J, onde o parame-
tro fixado desta vez é Jy = 1. Sdo ilustradas mais uma vez, as fases apresentadas
anteriormente na figura 8a, sendo que a fronteira entre FM e PAF(AFM) € descrita
pelacurva A = 2+ V4 + J2, e similarmente a interface entre PAF(AFM) e FRU é
dada por A = —2|J|. E bom mencionar que a curva ao redor da regido de frustra-
¢do é uma curva degenerada, com entropia residual S = kp In(3)/2, enquanto que
a curva que delimita a fronteira entre FM e PAF(AFM) tem uma entropia residual

S = kpIn(2)/2.

29 29
(b)
1 M
N \/
O,
A A 1 PAF (AFM)
04
_2,
FRU
-14 -34 .
-1 0 1 2
J

Figura 8 Diagrama de Fase para o estado fundamental. (a) Variando A x Jy,
fixando J = 1.0. (b) Variando A x J, fixando Jy = 1.0.

Em contraste com a referéncia (ROJAS; ROJAS; SOUZA, 2012), que é
um modelo de duas dimensdes Cairo pentagonal Ising. Neste modelo quase-
unidimensional ndo hd um estado ferrimagnético. Isto se deve pois a fase DAF

¢ responsdvel por gerar a fase ferrimagnética para uma rede em duas dimensdes;
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isto € facil de perceber uma vez que os spins em cima e abaixo serdo compartilha-
dos com duas células unitdrias. Assim, tem-se uma magnetizacdo diferente de zero
por célula unitaria, desta forma gera-se a fase ferrimagnética em duas dimensdes.
Porém, a fase AFM nao serd equivalente entre as células unitarias, assim como as
propriedades de PAF para a rede em duas dimensdes. Portanto, as fases AFM e
PAF somente emergem em uma cadeia pentagonal uni-dimensional.

Observando a cadeia Cairo pentagonal como uma cadeia de dimero ortogo-
nal como nas referéncias (PAULINELLI; SOUZA; ROJAS, 2013; VERKHOLYAK;
STREKA, 2013), os spins de Ising podem ser considerados como spins decorados.
Pode-se comparar a figura 8 com a figura 3 da referéncia (PAULINELLI; SOUZA;
ROJAS, 2013). Observa-se, neste caso, um pouco de semelhanca principalmente
nas fronteiras das fases. Embora exista uma diferenca, a cadeia dimero ortogonal

ndo tem uma regido de fase frustrada (PAULINELLI; SOUZA; ROJAS, 2013).

5.3 A termodinamica do modelo

A Hamiltoniana da cadeia Cairo pentagonal Ising-Heisenberg sera soluci-
onada usando a abordagem de matriz de transferéncia 4 x 4 (BAXTER, 1982).
Para isso também serd usada a nota¢do do modelo de 8-vértices para simplificar o
resultado.

O fator de Boltzmann da célula elementar para o dimero ab é dado por:

_ ab
W(S1.0, 82,4, 83,0, 54.4) = trgp(e PP, (74)

enquanto que para a célular elementar cd:

~ —BHS
W (81,541, S4,i5 83,15 52,i41) = treq(e PRI, (75)
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A melhor forma de calcular o tragco da matriz € diagonalizando a matriz
Hamiltoniana em partes, mais precisamente pelos dimeros ab e cd ja supracitados
(ab e cd).

O fator de Boltzmann para a célula elementar ab pode ser expresso usando
a notag¢do do modelo de 8-vértices em (BAXTER, 1982), como usado para mode-
los de rede bidimensional em (ROJAS; ROJAS; SOUZA, 2012; URUMOYVY, 2002).

Portanto, para célula elementar ab tem-se:

wi =w(+, +,+,+) =zt +a7)+ y2+2y2 (76)
wy =w(+,—,+,—) :2z+y2—;y_2, (77)
wg =w(+,+,—,—) = wo, (78)
wi =W - - ) =2z +%, (79)
2, ., =2
ws =W, b ) = 2@ e+ % (80)
we =w(+,+,—,+) =ws, (81)
wry =w(+,—,+,+) = ws, (82)
wg =w(—,+,+,+) = ws, (83)
onde x = P70/ y = &P/ = PPy =PV E/ g Yo = PV + a3/ para

simplificar a notagao.
Analogamente, a célula elementar cd terd uma notacio similar, portanto o

fator de Boltzmann dado em (75) fica:
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12 1—2
B =W+ 4) =2+ L t,y : (84)
12 /—2
N N +
Gy =W, = -) =27+ (85)
(:}3 - \TV("—, +7 > —) = W2, (86)
19 —9
N N +
B1 = W(H,— —+) =24 + L2 Z,yz : 87)
12 /
N N +
G5 = W(+, 44 —) =2 (@2 a2+ A Z,yl , (88)
g =wW(+,+,—,+) =us, (89)
wr =w(+,—,+,+) = ws, (90)
s =w(—,+,+,+) = s, On

onde f/ = eB7'/1, 2 = Pyt = PV +78/* ¢ por dltimo yh = SRR
Similarmente para o dimero ab, tem-se as seguintes relagdes: w; = W2 € Wy =
We = W7 = Wg.

Para estudar a termodindmica da cadeia Cairo pentagonal Ising-Heisenberg,
deve-se perceber que cada célula unitdria da rede comuta entre si, entdo a funcéo

de particdo pode ser escrita como um produto de cada célula,

N
Z—t (H e—ﬁm"b“ﬁ‘ﬁl)) . (92)
=1

Portanto, a funcao de parti¢io (92) pode ser resolvida usando o método de

matriz de transferéncia:

T(Sl’s%sllﬂsé) = Z (51’82753334> (51a54a83752) (93)

83,54



explicitamente, as matrizes w e W sio:

w1

ws

Ws

w3

ws

w4

w2

ws

Ws

w2

Wy

Ws

w3

Ws

Ws

w1

sh

51

(94)

Deve-se perceber que as matrizes w e w sdo totalmente simétricas. Logo,

a matriz de transferéncia T fica:

I
g
%
I

1

7

T7

T4

T5

T2

T3

T7

T5

T3

2

T7

T4

7

7

1

(95)

onde 7; é escrito de forma similar ao modelo de 8-vértices nas referéncias (ROJAS;

ROJAS; SOUZA, 2012; URUMOV, 2002). Entao 7; é expresso como:

1

T2

T3

T4

T5

T7

= wiw1 + w3wy + 2wsWws,
= wows3 + waws + 2wsWws,
= wWoW2 + waws3 + 2wsws,

= w1y + w3wq + 2wsws,

= (wl + W4)(D5 + (@1 + @4)&)5,

= (w1 + w3)ws + (02 + @W3)ws,

(96)
o7
(98)
99)
(100)
(101)

(102)
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verifica-se que 73 = 7o, 75 = Tg € Ty = T3.

A matriz de transferéncia T ndo é simétrica, pois 75 # 77, embora w e W
sejam perfeitamente simétricos.

Usando o método de matriz de transferéncia, a funcdo de particdo (92) é

escrita como:

Z::uUVVﬁUN]:U{TN]. (103)

Os autovalores da matriz de transferéncia podem ser obtidos pelo determi-

nante det(T — \) = 0, que resulta em

(/\2—al)\—i-ao)()\—TQ—i-Tg)()\—Tl+T4):0, (104)

onde os coeficientes da parte quadrética da equagdo sao dados por:

ap = (m+ 72+ 713+ T4), (105)
ag = (T1+T4)(T2+7'3)—4T57'7. (106)
(107)

Consequentemente, os autovalores da matriz de transferéncia podem ser

EXpressos comao:
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Ay = To — T3, (108)
Al =T — T4, (109)
. :Tl+72;rT3+T4+ \/(71—72—732+T4)2+1675T77 (110)
5\ :Tl+72-2FTg+T4_ \/(71—72—732+T4)2+1675T7. (111)

Embora a matriz de transferéncia T nfo seja simétrica, pode-se obeservar
que todos os autovalores sdo obviamente nimeros reais. Assim, pode-se indenti-
ficar rapidamente que existe somente um tnico maior autovalor positivo, definido
como A, pois todos 7; sdo positivos e niimeros reais como nas equagdes (96-101).

A matriz de transferéncia 4 x 4 pode ser também reduzida em uma ma-
triz de transferéncia 3 x 3, pois 73 = 7». Isto significa que a cadeia equivalente
mapeada também levard toda a informacdo da cadeia da rede pentagonal.

No limite termodinamico, a energia livre por célula unitaria é dada pelo
maior autovalor da matriz de transferéncia, neste caso encontra-se:

1

f= —ﬁln(h), (112)

usando o resultado da energia livre, podem ser obtidas as demais quantidades ter-

modinamicas.

5.4 Quantidades fisicas

Serd discutida aqui a entropia (S = —g—%) da cadeia Cairo pentagonal
Ising-Heisenberg. Serdo ilustradas regides onde o modelo exibe um setor de frus-

tracdo bem como diferentes fases antiferromagnéticas encontradas e discutidas em
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secdes anteriores.

2

(@

Figura 9 Graficos da densidade da entropia para uma temperatura fixa T = 0.01.
(a) A entropia como funcdo de Jy e A, fixando J = 1.0. Em (b) tem-se
a entropia em fungdo dos acoplamentos J e A, fixando Jy = 1.0.

Na figura 9a, é ilustrada a densidade da entropia como uma func¢éo de A
e Jo para o parAmentro fixo J = 1 e no limite de baixa temperatura T' = 0.01;
as regides escuras denotam uma alta entropia. E fécil perceber que a figura de
densidade de entropia € muito semelhante com a figura do diagrama de fase do
modelo, pode-se perceber ainda que cada fase fundamental das figuras 8a e 8b
corresponde a sua respectiva regido nas figuras 9a e 9b

E verificado que a regido de frustracdo (FRU) tem entropia residual S =
kp1In(2)/2, e na fronteira desta regido tem-se uma frustracdo com entropia resi-
dual de S = kpIn(3)/2, ainda hd uma curva com frustragio na interface de FM
e DAF (PAF e AFM), ambos com entropia residual de S = kpIn(2)/2. As re-
gides mais escurecidas da figura correspondem a Jy =2 0, isto quer dizer que ndo
ha uma ligacdo entre os spins de Ising s, com os dimeros ab e cd. Desta forma,
encontra-se uma fase de frustracfo trivial.

Similarmente, na figura 9b tem-se a ilustracdo da densidade de entropia
para os acoplamentos J e A, no limite de temperatura baixa T = 0.01 e fixando o

parametro Jp = 1. A figura mostra novamente a presenga de regides frustradas no
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modelo.

Na figura 9b, a regido mais escurecida existe quando J = 0; neste caso, a
cadeia Cairo pentagonal é reduzida a uma cadeia com acoplamentos Ising somente
com entropia residual S = kpIn(2). Nesta regido tem-se uma frustragéo equiva-
lente a obtida na referéncia (ROJAS; ROJAS; SOUZA, 2012), onde ha um fator
1/2. Isto se deve ao fato de que na rede Cairo pentagonal em duas dimensdes a
célula elementar € a prépria célula unitdria, porém para o modelo estudado aqui,
uma célula unitdria é composta de duas células elementares.

Na figura 10a, foram fixados os parametros de acoplamento A = —1.5¢
Jo = 1, enquanto que o acoplamento .J foi analisado para J = {0.45,0.48,0.5,0.53,0.55}.
Usando a escala logaritmica para mostrar o comportamento do sistema em baixa
temperatura perto das transicoes de fase, tem-se a intencdo de mostrar a influéncia
da baixa temperatura, devido a transicdo de fase em temperatura zero na fase de
frustragao.

Na figura 10b, é discutida também outra interessante quantidade termodi-
namica chamada de calor especifico (C' = —T9%f/9T?). Sio ilustrados valores
do calor especifico para os mesmos valores da figura 10a e também em escala
logaritmica. Vé-se uma anomalia de dois picos de calor especifico na regido de
baixa temperatura, isto se deve a transicio de fase no limite de temperatura zero
entre as fases AF'M < fase de interface, e a fase de interface <» F'RU resultando
assim em dois picos andmalos. O primeiro pico ocorre quando T° < 0.01, é fa-
cil perceber que nesta regido existem variados picos de calor especifico conforme
o valor de acoplamento J, enquanto que o comeco do segundo pico € localizado
grosseiramente em 7" < 0.35 e o pico em T' = 0.4 que corresponde a um pico de
calor especifico padrao.

Estes dois picos andmalos foram discutidos em Karlovd, Strecka e Mada-
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[—J:0.45——J:0.48—'—J:0.5—J:0.53——J:0.55]
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Figura 10 (a) Entropia em funcéo da temperatura para os pardmetros fixos A =
—1.5, Jp = 1le J = {0.45,0.48,0.5,0.53,0.55}. A temperatura estd
em escala logaritmica. (b) Calor especifico em fun¢do da temperatura
para os mesmos parametros fixados em (a). (c) Energia interna em
funcdo da temperatura, também para os mesmos parametros fixados em
(a), porém a temperatura estd disposta em escala linear.

ras (2016) para poliedros regulares (tetraedro, octaedro, cubo, icosaedro, dodeca-
edro) de acoplamento Ising. A técnica denominada "Schottky theory"evidencia a
degenerescéncia da rede na transicio de fase da rede entre dois estados distintos.

Por analogia serd empregada a mesma visao desta técnica com os picos anomalos
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de calor especifico. Mais precisamente, vé-se que na regido de primeiro pico de
calor especifico, cada curva de valor J distinto varia. Somente quando a curva tem
valor de J = 0.5 € que nio existe um pico de calor especifico.

Quando J < 0.5 o pico de calor especifico se propaga com cada vez menos
temperatura, ou seja: Para J = 0.45 o pico ficaem torno de 7' ~ 0.01, mas quando
J = 0.48 o pico vai para T' =~ 0.003. Para os valores de J > 0.5 tem-se que para
J = 0.53 o pico fica em torno de T" = 0.006, enquanto que para J = 0.55 o
pico de calor especifico fica em torno de T' =~ 0.01. Desta forma, observa-se
qualitativamente em comparacdo com Karlovd, Strecka e Madaras (2016), uma
degenerescéncia na transi¢do de fase dos estados AFM e FRU.

Na figura 10c, sdo encontradas vdrias curvas para a energia interna (U =
f + TS) para as mesmas faixas de parAmetros considerados na figura 10a, mas
agora € usada uma escala linear para temperatura. Isto para mostrar o comporta-
mento da energia interna na regido de baixa temperatura, para comparar com 0S

picos de calor especifico, uma vez que C' = 9U /T relata as duas quantidades.
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6 Conclusao

Para este trabalho, a cadeia Cairo pentagonal foi motivada por recentes
descobertas, tais como a rede Fe3T em BisFe Og e a estrutura de ferro Cairo
pentagonal oxifluoreto BigFe5013F. Desta forma, foi proposto aqui um arranjo
quase bidimensional de uma estrutura Cairo pentagonal com acoplamentos Ising-
Heisenberg.

Foram discutidas transi¢des de fase para temperatura zero sendo ilustradas
cinco fases: uma fase ferromagnética, uma fase dimero antiferromagnético, uma
fase de plaqueta antiferromagnética, uma fase tipica antiferromagnética e uma fase
peculiar de frustracdo geométrica. Na fase de frustracdo coexistem dois tipos de
estados frustrados que ndo se misturam.

Foi relatado também que para a rede bidimensional, a fase DAF ¢ trans-
formada em uma fase ferrimagnética. Isto se deve ao compartilhamento de spins
entre células unitdrias. J4 as fases AFM e PAF ndo aparecem para cadeias Cairo
pentagonais bidimensionais, pois os spins entre as células unitdrias se tornam in-
compativeis.

Para resolver o modelo proposto, foi utilizada a abordagem matriz de trans-
feréncia e por conseguinte o modelo de oito vértices para determinar a func¢io de
parti¢do do sistema. De posse dos resultados, foram discutidos a entropia e o calor
especifico dependentes da temperatura.

Foram encontrados comportamentos nio usuais para o limite de baixa tem-
peratura: entropia residual e dois picos de calor especifico, devido a existé€ncia
(muito préxima) de trés estados distintos na transicdo de fase. Sendo que dois
estados sdo de frustracdo geométrica. Assim, a exitagdo térmica para baixas am-

plitudes de energia origina dois picos de calor especifico andmalos.
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