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RESUMO

A versdo cldssica da transformagdo decoracdo foi usada para mapear modelos de
spins na rede em outros modelos de spins equivalentes. Esta transformacio ¢ uma
ferramenta muito util para a identificacdo de uma classe de modelos de spins na
rede, uma vez que, € possivel mostrar que um modelo de spins na rede pode ser ma-
peado em um modelo exatamente solivel. Aqui apresentamos uma versao quantica
da transformacdo decoracdo e mostramos como essa transformacao pode ser apli-
cada a modelos tipo Heisenberg. Esta transformacao podera ser ttil para estudar
a equivaléncia entre dois sistemas de spins quanticos, tais como pequenos clusters
de modelos de spins quanticos ou ainda modelos de spins quinticos na rede. A
transformacdo de decorag@o quéntica por si s € uma transformacdo exata, embora
a transformac@o proposta nao possa ser usada para mapear exatamente um modelo
de spins quanticos na rede em outro modelo de spins quanticos na rede, uma vez
que os operadores envolvidos sdo nao comutativos. No entanto, é possivel mape-
amento no limite "cldssico", estabelecendo a equivaléncia entre os dois modelos
de spin quantico na rede. Para estudar a validade deste método para o modelo de
spin quantico na rede, usamos a férmula Zassenhaus, e verificamos como a corre-
cdo poderia influenciar a transformacgao decoracdo. O termo de correc¢do envolve o
acoplamento do segundo vizinho mais préximo, bem como os préximos vizinhos
mais préximos, o que leva a uma tarefa complicada para estabelecer a equivalén-
cia entre ambos os modelos na rede. Essa correcdo também nos dard informa-
coes valiosas sobre sua contribui¢do e para a maioria dos modelos tipo Heisenberg
ela pode ser irrelevante, pelo menos, até a terceira ordem de férmula Zassenhaus
(5%). Esta transformacdo é aplicada a uma cadeia de Heisenberg com tamanho fi-
nito, e compara-se como os resultados numéricos exatos e o nossos resultados sdo
consistentes para acoplamento xy-anisotropico fraco. Também aplicamos a trans-
formacao ao modelo de Ising-Heisenberg com ligacdes alternadas, e obtemos um
resultado aproximado para este modelo.

Palavras-chave: Transformacao decoragdo; Modelos quanticos de spin; Modelo de
Heisenberg.



ABSTRACT

The classical version of decoration transformation has been used to map lattice
spin models into another equivalent lattice spin models. This transformation is a
very useful tool for identifying a class of lattice spin models, since, it is possible
to show a class of lattice spin models that can be map into another class of exactly
solvable models. Here we present a quantum version of decoration transformation
and show how this transformation could be applied to Heisenberg type models.
This transformation can be useful to study the equivalence between two quantum
spin systems such as a small cluster of quantum spin models or even lattice quan-
tum spin models. The quantum decoration transformation by itself is an exact
transformation, although the proposed transformation cannot be used to map exac-
tly a quantum spin lattice model onto another quantum spin lattice model, since,
the operators are non-commuting. However, it is possible mapping in the "classi-
cal"limit, establishing the equivalence between two quantum lattice spin models.
To study the validity of this approach for quantum spin lattice model, we use the
Zassenhaus formula, and we verify how the correction could influence the deco-
ration transformation. The correction term involves the second-nearest-neighbor
coupling, as well as the next nearest neighbors, which leads into a cumbersome
task to establish the equivalence between both lattice models. This correction also
gives us valuable information about its contribution, for most of the Heisenberg
type models, this correction could be irrelevant at least up to the third order term
of Zassenhaus formula. This transformation is applied to a finite size Heisenberg
chain, so we compare with exact numerical results, and our result is consistent to
weak xy-anisotropy coupling, we also apply to bond-alternating Ising-Heisenberg
chain model, obtaining an approximate result.

Keywords: Decoration transformation; quantum spin models; Heisenberg model.
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1 INTRODUCAO E MOTIVACAO

O Formalismo de transformagao-decoragdo desenvolvido na década de 50
por Fisher (1959) e Syozi (1972), tem sido amplamente usado para resolver analiti-
camente virios modelos decorados e recentemente foi generalizado, na ref. Rojas,
Valverde e Souza (2009), para o caso de spins arbitrarios e qualquer spin me-
cénico, tal como modelos de spins cldssicos-quénticos. Isso nos permite apli-
car a transformacao-decoracio a modelos de spins hibridos (cldssicos-quanticos),
como os do tipo Ising-Heisenberg. Varios modelos (cadeias) quase unidimensio-
nais, como do tipo-diamante, ja foram estudados nas refs. Antonosyan, Bellucci
e Ohanyan (2009), Bellucci e Ohanyan (2010), Canova, Strecka e Jascur (2006),
Canova, Strecka e Lucivjansky (2009), Rojas et al. (2011), Strecka et al. (2009)
e Valverde, Rojas e Souza (2008), assim como modelos em redes bidimensionais
foram estudados nas refs. Galisova et al. (2010), Strecka (2006), Strecka e Ca-
nova (2006), Strecka, Canova e Minami (2009), Strecka et al. (2009) e Valverde,
Rojas e Souza (2009). Entretanto, podemos também aplicar esse formalismo a
sistemas decorados tridimensionais (STRECKA; DELY; CANOVA, 2009). Este
método também pode ser aplicado combinando a simulagdo Monte Carlo para
sistemas 3D (LI et al., 2007). O formalismo de transformacao-decoracdo pode
também ser aplicado a outros tipos de modelos, tal como feito nas refs. Li et al.
(2007) e Strecka, Dely e Canova (2009), onde foram estudados modelos (redes)
tipo-diamante em que o elétron tinha mobilidade.

Esta transformacio poderia ser aplicada para além de modelos de spin.
Strecka et al. (2009) estudaram um modelo bidimensional constituido por spins
fixos e elétrons méveis. Na ref. Rojas e Souza (2011), a transformacao deco-

racdo foi também aplicada a sistemas de particulas sem spins interagentes (Hub-
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bard sem spin). Devido a esses importantes progressos, Strecka (2010) discu-
tiu a transformagdo-decoracdo em aspectos mais detalhados, seguindo o forma-
lismo apresentado na referéncia Rojas, Valverde e Souza (2009), para o caso de
modelos (sistemas) hibridos. Outro interessante formalismo de transformacao-
decoracdo foi proposto para os casos em que € necessdrio aplicar a transformacao-
decoragcdo mais de uma vez ao mesmo modelo (ANTONOSYAN; BELLUCCI,
OHANYAN, 2009; CANOVA; STRECKA; LUCIVJANSKY, 2009; VALVERDE;
ROJAS; SOUZA, 2009). Recentemente, uma outra transformacao interessante (RO-
JAS; SOUZA, 2011) foi sugerida para evitar a aplicacdo de vdrias etapas de trans-
formacdes decoracdo, usando apenas uma tnica transformacao.

Portanto, é bastante relevante a extensdo da transformacdo de decoracio
para modelos de spin quantico, uma vez que a maioria dos materiais reais podem
ser bem descrita por modelos tipo de Heisenberg. Além disso, a decorag@o trans-
formacao quéntica pode ser aplicada exatamente para sistemas quanticos peque-
nos, tais como g-bits, os quais sdo bem descritos por modelos de Heisenberg (HOU
et al., 2012; RIGOLIN, 2004; ZHANG; JIANG; ABLIZ, 2011), assim como em
suas referéncias.

Nesse trabalho propomos uma transformagdo-decoracdo quéntica com o
objetivo de mapear modelos quanticos mistos ou modelos decorados quanticos em
modelos quanticos efetivos de spins. A principal diferenca entre a transformacao-
decoracdo cléssica e transformacao-decoracdo quantica estd nas propriedades nio
comutativas, o que consequentemente nos leva a fatores de Boltzmann operato-
riais. Algumas das ideias bdsicas das transformacdes de decoragdes quantica ja
foram discutidas para modelo de Heisenberg diluido por Dunn e Essam (1972).

Para introduzir uma versio quantica da transformacao decoragdo para mo-

delos de spin Heisenberg em um modelo uniforme spin-1/2 Heisenberg, vamos
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seguir a ideia basica usada por Dunn e Essam (1972), bem como por Fisher (1959)
e Syozi (1972) para spins cldssicos.

Essa dissertagdo estd organizada da seguinte forma, na se¢do 2 apresenta-
mos uma revisao sobre a transformacdo de decoracfo cldssica. Na se¢do 3, apre-
sentamos a transformacdo de decoragdo quantica. Na secdo 4, discutimos como
aplicar o formalismo para um modelo de spins quanticos na rede e mostramos
como obter os termos de correcdes utilizando a férmula de Zassenhaus. Além
disso, aplicamos a transformacdo ao modelo de Heisenberg em uma rede finita,
bem como para o modelo de Ising-Heisenberg com ligagOes alternadas. Final-

mente, na se¢do 5 apresentamos as conclusdes e perspectivas desse trabalho.
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2 OBJETIVOS GERAL E ESPECIFICO

2.1 Objetivos Geral e Especifico
* Desenvolver um método para mapeamento de modelos quanticos decorados;

* Aplicar o método em diferentes modelos quanticos decorados, para testar

sua eficiéncia;

* Determinar o regime de validade do método.

2.2 Justificativa

Sdo poucos os modelos exatamente soliveis. Portanto, métodos que nos
permitam mostrar a equivaléncia fisica entre modelos sao fundamentais para defi-

nirmos classes de modelos equivalentes.
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3 TRANSFORMACAO DE DECORACAO CLASSICA

Nessa secao faremos uma breve revisao sobre a transformacao de deco-
racdo para modelos do tipo Ising. A transformacdo de decoracdo € interessante
porque pode ser aplicada para diversos modelos em rede com diferentes tipos de
estruturas, tais como redes triangulares, favo de mel (honeycomb), Kagome entre
outras variantes (BAXTER, 1986; FISHER, 1959). As transformacdes envolvendo
modelos cldssicos normalmente estdo relacionadas a modelos em que os termos
dos spins clédssicos sdo comutativos entre si e, consequentemente, nao precisamos
nos preocupar com a comutacio. Existe uma classe de modelos com essa carac-
teristica e grande parte dos modelos exatamente soliveis pertencem a essa classe.
Em dltima anélise, normalmente procuramos mapear o modelo estudado em al-
gum outro modelo equivalente do ponto de vista fisico e que, preferencialmente,
tenha solucdo exata.

Nas préximas subsecdes apresentaremos mais detalhadamente o conceito
de transformacao de decoracdo classica. Primeiro, iremos discutir a transformacao
de decoragdo usando um modelo de estrutura linear, onde a decoracdo serd um
spin central. Em seguida, vamos apresentar um estudo semelhante para o modelo
estrela-tridngulo. Certamente esta transformacao podera ser generalizada para uma
transformacdo poligono de n lados para estrela de n pernas conforme discutido na
literatura (ROJAS; VALVERDE; SOUZA, 2009).

A transformacio de decoragdo para o modelo efetivo foi feita de forma se-
melhantemente ao desenvolvido no artigo de Fisher (1959), seguindo os seguintes

Ppassos:

* definimos a Hamiltoniana A do sistema em fun¢do dos parametros de aco-

plamento do modelo decorado e os operadores de spin do sistema;
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* obtivemos o operador W = e AH;

* realizamos a soma parcial sobre o operador do spin da decoracdo s em W,

encontrando o operador W, = 3¢ s}e_ﬁ i,

« definimos a Hamiltoniana H do modelo efetivo em funcdo dos parametros

efetivos;

* obtivemos o operador W =e PH,

* obtivemos um sistema de equacdes geradas por W, = W;

* resolvemos o sistema para obtermos os parametros efetivos de H em fun¢do

dos parametros do modelo decorado de H.

Como consequéncia de todo este processo, veremos que as informagdes fisicas ob-
tidas a partir dos parametros de acoplamento do modelo efetivo H dependem dos
pardmetros de acoplamento do modelo decorado H. Assim sendo, informagdes

fisicas do sistema ndo sio perdidas.

3.1 Transformacao de decoraciao de duas pernas

O modelo linear ilustrado na Fig.?? representa no lado esquerdo um mo-
delo linear decorado contendo trés spins, sendo s o spin decorado, o1 € 02 0s
spins localizados. J € o parametro de acoplamento de interacdo entre os spins do
sistema, h o campo magnético externo aplicado nos spins o1 € o2 € hg 0 campo
magnético externo aplicado no spin s. O lado direito da figura representa o modelo
linear efetivo ap0s ter sido feita a transformacao de decoragao-iteragao.

A energia do sistema que estd ilustrado no lado esquerdo da Fig.?? é dada
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Figura 1 Transformacgdo de decoracdo cldssica do modelo linear. Do lado esquerdo o
modelo linear decorado e do lado direito o modelo linear efetivo.

pela Hamiltoniana H':

H = —J (so1 + so2) — h(o1 + 02) — hgs, (D

onde o primeiro termo representa a interacdo entre os componentes z dos spins s,
01 € 02, o segundo termo € a interacdo do campo magnético externo com os spins
01 € 02 e o Ultimo termo a interacdo do campo magnético externo com os spins S.
Os spins 01, 02 € s sdo 0s componentes z dos respectivos spins.

Podemos definir o operador W, como:
W=e M, 2)

onde 5 = 1/(kgT), kp representando a constante de Boltzmann e 7" a temperatura
absoluta em kelvin (K).
Para calcularmos a soma parcial em W, vamos somar os possiveis valores

dos spins s = {1, —1}, resultando em:

Wr(a]_,O'Q) = Z e_ﬁ(_J(Sal-‘rsog)—h(o—l+s2)_hos)
s==+1

W(oy,02)9 (3)

onde Wy, , € 0 peso de Boltzmann reduzido. Onde s = 25, sendo que s representa
1
0 spin -5.

A func@o de parti¢do associada ao operador W é um trago sobre os auto-
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estados dos operadores 207 e 03, ou seja:

20f|o1) = +o1]o1),01 = £1 4)
e
205|02) = +o2|oa), 00 = £1 ®))
e dos autoestados de s,
2s,|s) = s|s.), s = +1. (6)

Z =t W= Y DY (o1l{oal(s|W]s)|oa)|on). ()

o1=tloo==+1s==%1
Onde:
W = e BH — e—ﬁ(—J(szaf+sza§)—h(crf+a§)—hosz)7 )
sendo o}, 03 e s, os operadores associados a componente z dos operadores de spin
associados aos spins o1, o2 € s. Levando em consideracdo que os vetores de estado

|s),|o1), |o2) sdo autovetores dos operadores s., 05 e 03, respectivamente, entdo

a funcdo de parti¢do € escrita em termos dos autovalores desses operadores,

Z(ﬁ): Z Z Ze_ﬁ(—J(SCfl+30'2)—h(0'1+0'2)—h05)‘ (9)

o1=t1loo==+1s==+1

Note que Z ¢ uma fungdo de 3, Z(/3). Definimos a fun¢do W, (o1, 02)
como

Wr(Ul,O'Q) _ Z e—ﬂ(—J(sol+802)—h(al-‘,—az)—hoszw(al,az)‘ (10)
s=+1
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Explicitamente temos:

W, (01, 02) —e~B(=J(o1+o2)=h(o1+02)—ho) +efﬁeJ(fal702)%(01”2)%0) (11
=2¢PMa1to2) (hepy (BJ (01 4+ 02) + Bho) = W(oy,09)- (12)
sendo o1, 02 = =£1. Usando a eq.(??), podemos expressar os quatro possiveis valores para

W, (o1, 02) como:

W, (1,1) = 2e*" cosh (28.J + Bho) = w1, (13)
W, (1,—1) = 2cosh (Bho) = wy_, (14)
W, (—1,1) = 2cosh (Bho) = w_+, (15)

Wy (=1, —1) = 2" cosh (—28.J + Bho) = w__, (16)

sendo que os elementos (??) e (??) sdo idénticos.

Agora, podemos definir a Hamiltoniana do modelo efetivo (ID da Fig.??) como:
ﬁ:—jo—jalag—ﬁ(al +02), mn

sendo o1 e o2 as componentes z dos operadores de spin - % associados aos spins o1 € o2, impli-
cando que todas as informagdes fisicas contidas no spin s foram transferidas para o modelo efetivo.
Semelhantemente ao modelo linear vamos obter o operador W ou o peso de Boltzmann @. Para isso

usaremos w como fung¢do de (o1, 02) para o modelo efetivo, assim temos:

W(O'l,O'Q):eiBH:LD(O'17O'2)7 (18)
substituindo a Hamiltoniana da eq.(??) no peso de Boltzmann da eq.(??), obtemos:

W (01, 0) = e P(-Ho—Toroa—hiorten) _ 551 5,) . (19)
Pela eq.(??) temos que a fungdo Wy.(o1, 02) é igual a:

VNVT(U1 02) = e B(=J(o1+0o2)—h(o1+02)~ho) +67B(7J<7O-170—2)7h<01+02>+h0). (20)
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A partir da Hamiltoniana H, eq.(??), obtemos a fungao de parti¢do associada:

Z =tripron W)= Y 3 (o1l(o2le™ o) @1

o1=*log==%1

- Z Z e B(=Jo—Joros—h(o1+02)

o1=tlog==+1
Definimos a fungdo W, ,) como:

V~V<al’02> = 6*5(*J~0*J~0102*}~L(01+02>> = a}(ah@)’ (22)

sendo (01,02) = £1. A fungdo anterior &(,, »,) tem quatro possiveis valores, que podemos ex-

pressar como:

W11y = (oI H2h) — g (23)
W, -1)=a(-1,1) =e ) g =g, 24)
W(-1,-1) = e A(-o=T+2h) _ & (25)

Vamos impor que o peso de Boltzmann do sistema decorado dado pela eq. (??) W, seja
igual ao operador do modelo efetivo dada pela eq. (??) W. Assim nosso objetivo € reescrever os
parametros de acoplamento do modelo efetivo em termos dos elementos da matriz &, o, . Para isso

devemos resolver o sistema de equagdes encontrado acima. Aplicando o In nas eq.(2?), (2?) e (2?),

obtemos:
B (Jo v 2171,) = In(@44), (26)
- (—Jo + j) —In(@4-), @7)
-8 (—Jo —J+ 2}1) = In (o). 28)

Resolvendo o sistema algébrico das equagdes (??), (??) e (??), manipulando algebricamente e im-

pondo que os elementos das matrizes w(o1,02) e w(o1,02) sejam iguais, obtemos as seguintes
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relacdes:
j= Lt (ﬁ) 7 29)
43 w2 _
Jo = % In (w++w,,w_2‘__) , (30)
h= i (%) (31)

Note que w e w devem ser idénticos, pelo fato de termos imposto a condi¢cdo de que ambos
os sistemas, decorado e efetivo, tenham o mesmo peso de Boltzmann. Assim os pardmetros do

modelo efetivo podem ser escritos em termos do modelo original (decorado).

3.2 Transformacao de decoraciao estrela-triangulo

Outros tipos de modelos em que podemos usar o método de transformagdo de decoragéo-
iteragdo € o modelo estrela e o modelo tridangulo esquematizado na Fig.??. Do lado esquerdo (l.e.)
temos o modelo decorado com formato de uma estrela, com a decoragio no centro da estrela identi-
ficada pelo spin s, enquanto que nas 3 pernas temos os spins o1, o2 € o3. No lado direito temos o

modelo efetivo.

<
w
[N
~

g, J1 O,

Figura 2 Representagdo da transformagdo estrela-tridngulo. Do lado esquerdo temos uma
estrela com a decoracdo em seu centro s . Do lado direito temos um tridngulo
que representa nesse caso 0 nosso modelo efetivo.

A Hamiltoniana do sistema decorado pode ser escrita como:

H:_JUO(Ul —|—O’2+O’3), (32)
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onde J € o parametro de acoplamento entre os spins.

Agora vamos definir o peso de Boltzmann como W, dado por:
W=e ", 33)

sendo o1, 02 € o3 as componentes z dos operadores de spin - % associados aos spins o1, 02 € 03.

Realizando a soma parcial em s, temos:

W, (01,02,03) = Z e P(=Joo(o1+o2+03)) a0
s=%1

W, = 2cosh (8J(01 + 02 + 03)) (35)

W, =2cosh B (—J (01 4+ 02 + 03)) = w(o1,02,03). (36)

Parecido com o modelo linear, encontraremos dois spins distintos para W (o1, 02, 03) =

w(o1,02,03):

Wr(1,1,1) = 2cosh (—=38J) = w44+, 37

Wr(1,1,—-1) = 2cosh (—8J) = wi4—. (38)

De modo andlogo a subsecdo anterior, definimos a Hamiltoniana efetiva H, que neste caso

serd o operador de energia da rede triangular, dada por:
ﬁz—jo—j(0102+0'20'3+0'30'1). 39)

A fungdo W(al, 02,03) relacionada a Hamiltoniana do sistema efetivo serd dada por:

1 —B(—Jo—J(c102+0203+0301))

W(01,02,0'3):e 5@01,52703. (40)

Assim como para W, temos dois valores possiveis para W
W(1,1,1) = e PTo=3T) — g (41)
W(1,1,-1) =e P00H) — g 42)

Com isso, podemos montar um sistema através de w = @ ou de W, = W, e resolvé-lo

para obtermos os parametros da Hamiltoniana efetiva H em fun¢@o dos pardmetros da Hamiltoniana
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do sistema decorado H. Assim, obtemos:

e Al=do=3]) _ ¢ L (43)

e*ﬁ(*i()w‘f) = . (44)

Resolvendo o sistema de equagdes (??) e (??) obtemos o seguinte resultado para os para-

metros J e Jo, em funcdo dos w:

;1 w+++)
J= —In(¥t), 45
4B <w++, @)
= 1
J() = E In (w+++wi+_) . (46)

Esse resultado mostra que podemos obter os pardmetros do modelo efetivo em termos dos
parametros do modelo decorado.

O principal objetivo dessas subsec¢des foi mostrar um método geral para mapear modelos
classicos decorados, em outros modelos cldssicos efetivos. A seguir, temos como objetivos gene-
ralizar e aplicar esse método a varios modelos quanticos na rede, explorar a fisica envolvida no

mapeamento e modelos, além de obter o regime de validade dos mapeamentos.
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4 TRANSFORMACAO DE DECORACAO QUANTICA

4.1 Transformacao de decoraciao quantica para duas pernas

Para generalizarmos a transformacdo de decoracdo, precisamos generalizar os fatores de
Boltzmann Fisher (1959), Rojas, Valverde e Souza (2009) e Syozi (1972), considerando-os como
operadores, os quais levam todas as informagdes relacionadas ao Hamiltoniano quéntico dos siste-

mas.

H Q.D.T. H
o @ Q (—) o o
o1 s 02 o1 02
Figura 3 Representagdo esquemdtica da transformacdo de decoragdo quantica. s cor-
responde ao spin decorado, enquanto que o1 e o2 correspondem aos spins de
Heisenberg e H (H) corresponde ao Hamiltoniano decorado (efetivo) respecti-
vamente.

Portanto, consideremos o sistema decorado ilustrado na fig.??, composto por operadores
quanticos arbitrdrios o1 € o2, enquanto que s é qualquer outro operador chamado de "operador

decorado". Definindo o operador W como W = e ¥ onde H é a Hamiltoniana do sistema

_1
kpT’

decorado ilustrado no lado esquerdo da fig.??,e 3 = com kg sendo a constante de Boltzmann
e T' é a temperatura absoluta em kelvin (K).

Note que, realizando o traco sobre todos os spins do sistema decorado, deve-se obter a
fungdo de particdo Z = tr(W'), com tr denotando o trago total. O operador W dividido por Z é o
operador densidade p = % do sistema.

Definiremos os autovalores e autovetores ortonormais da Hamiltoniana H como €, € |0 ),
respectivamente e que formam uma base completa de H. Assim, o operador W poder ser expresso

por:
H{nn) = enlnn), “47

sendo que (1, |1m) = Gnm € Zi”i(lH ) |7n) (nn| = 1, onde 1 é o operador identidade. Entdo temos:

dim(FH)
Wo=e = %" e ) (), (48)
n=1
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onde dim(H ) significa a dimensdo da base dos autoestados ortonormais da Hamiltoniana H . Multi-
plicando ambos os lados do operador W' pelo operador identidade 1 = > | |s.01,00)(s,01.02]>

temos:

W = Z Z |5101702><8701,U2‘ei/@Hls’,ai,a’zxs’,a’l,oé|a (49)

$,01,02 s’,ai,oé

—BH
Z Z <5751»¢72|e ? |s/,ai,0'§>

5,01,02 s’,o‘i,oé

5751»0'2><s/,oi,o-é ‘7

dim(H)

Z Z Z € /85n 601702|77n><77n|s 01,0'2>|6 Cr17‘72><s 01,0'2
n=

=1 s,01,02¢',0},0}

dim(H)

—Ben nx*
Z Z Z € nCS 01,0'265’ 01,02|S7("1a‘72><s’,ai,0é|7 (50)

=1 s,01,02 5’ 0'1,0'2

sendo que a base do espago produto |5+, 0, ) € completa, de maneiraque > |s,01,00){(s,01,002| =
$,01,02
1, sendo 1 o operador identidade, como a base |s,6,,0,) € completa, escrevemos os autovetores

|7) da Hamiltoniana nesta base produto de [1.) = Y €5 5y ,04]s,01,02) Onde 0s coeficientes sdo
$,01,02

denotados por ¢ g, .5y = (Mnls,01,05) € €01 00 = (501,02 [10)= (Nn

5,01,02)-

O nosso objetivo € calcular a funcdo de particdo associada a Hamiltoniana H. Para ob-
termos essa fun¢@o termodindmica calcularemos o traco do operador W ,.. Como o trago ¢ inde-
pendente da base utilizada, podemos usar a base produto |s,0,,s,) para calcularmos o tr(W) =
tr(s,00,00)(W). Agora, vamos calcular o trago parcial sobre o operador quéantico decorado s, este

resultado € ainda um operador que chamamos de operador reduzido W ., o qual € expresso como:
W =t (¢777) = (W), 51)
S

Explicitamente, o trago parcial do operador quantico decorado fica:

dim(H)

-8
Z Z Z € EnC?Zl,Uzc?ol,JQ‘01102><Ui,oé|7 (52)

= $,01,02 0'1,0'2

onde assumimos o seguinte produto escalar parcial em 8: |sy,00) = (s

8701,0'2> € <‘7170'2‘

(s,01,04]s). Usando este resultado, podemos reescrever os coeficientes do operador reduzido W,
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simplesmente como

dim(H)
— E E —Ben nx n
To'l,o'g;ai,o'é - € Cs,o'l,o'zcs,a’l,o'é' (53)
n=1 s

Por outro lado, o sistema transformado é esquematicamente representado no lado direito da fig.??.
Note que o operador reduzido W,. somente depende dos operadores quanticos o1 e o2. Definimos
um outro operador W =¢" H , com H sendo a Hamiltoniana do sistema transformado ou sim-
plesmente chamado de Hamiltoniano efetivo. Sejam |c,,) os autovalores da Hamiltoniana H, onde
H|s,) = £,|n), sendo &, o autovalor associado ao autovetor |, ). Por hipétese o conjunto de todos
os vetores forma uma base completa, Y [¢n){(sn| = 1.

n=1

Mais uma vez, multiplicando ambos os lados do operator wW pela matriz identidade 1 =

201,02|01’02><01102

i —BH
W = Z Z lo1,00) (1,02 € g |Ui,aé><di,o’é‘7

01,02 0/1,0/2

, obtemos:

dim(H)

= Z Z Z eiﬁin<01702|§n><§n|o£,o’2>|01,02><ai,a§|

n=1 01,02 0,0}

_§:§:§:—ﬁ§~n* ~n
- € TLCU1,O'QCU/1,<7§|0'170'2><0‘l1,0'é| (54)
n=1 01,02 0/,0)
onde €5, oy = (Snlo1,02) € Cor,0p = {o1,02|Sn). A completeza da base produto |01, 02) permite
_ ~n
decompor os vetores de estado [, ) nestabase [sn) = >, . C) o,]01,02).

A base |01, 02) também é completa para o espaco produto de vetores de estados dos sitios
ocupados pelos spins o1 € o2, de maneira que o operador deste espago possa ser escrito como
Loy®os = 2oy 2oy |01, 02) (01, 02].

Similarmente, consideramos €, ¢ |¢,,) sendo os autovalores e autovetores da Hamiltoniana
H. Além disso, os elementos de W sdo dados por:

dim(H)

~ _ —BEn =nx* ~n
ro'l,az;oi,o'é - E € Co'l,o'zca’l,o'é' (55)
n=1

Quando os sistemas satisfazem a relacdo W, o« W, o sistema reduzido é equivalente ao

sistema efetivo, onde ambos dependem somente dos operadores o1 € o2.
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Portanto, todos os elementos de W, ¢ W devem ser idénticos, resultando em:

T = Toy,00504,0%" (56)

! /
01,02;07,0%

Sem divida, esta € uma generalizac@o natural da transformagao de decoragdo, considerado
inicialmente nas referéncias Fisher (1959), Rojas, Valverde e Souza (2009) e Syozi (1972).
A transformag@o acima poderia ser aplicada para uma série de modelos de spin Heisen-

berg, neste sentido, consideramos alguns casos particulares para ilustrar esta transformacao.

4.1.1 Transformacao de decoracio quantica para o modelo XXZ com spins-
111
(ia 29 §) XXZ
Primeiro, vamos considerar um sistema simples, representado esquematicamente pela
fig.??, com acoplamento puro de Heisenberg. Entdo, o Hamiltoniano decorado do modelo de spins-
1

(3.3, %) XXZ pode ser escrito como:

H=-J[s" (o] +03)+ 5" (0} +0Y)] — As” (o] +05) — h(o] +05) — his®, (57)

01

onde of = 5 [V5].0f =5 [7 7

5 1[10

i] eo; =35 |o _1} sdo os operadores das componentes de spin-
1/2, com i = {1,2}, e o operador do spin decorado s* (com o = {z,y, z}) também sdo outros
operadores dos componentes do spin-1/2, definidos do mesmo modo para operadores o;'. J é o
pardmetro de acoplamento no eixo xy , e A representa o acoplamento anisotrépico no eixo z. Aqui
h = gB e h1 = g1 B, com B sendo o campo magnético agindo no o7, o5 e s, sendo g1 (g9) o
fator-g de Landé para s* (¢f e 03), respectivamente.

Para diagonalizarmos o Hamiltoniano H, expressamos-o na base natural {|s o, ,05)} =

L E NI N ES, oSS U FJRFIRE) Uy FNRR Dol N 1 (RS

lhada veja o Apéndice A (??).

1,—,—)}. Para informagdo mais deta-
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A seguir diagonalizamos o Hamiltoniano H (??), obtendo os seguintes autovalores:

A h
ei=—5 -5 —h
h
2= 7%,

w=t-i-t
55:%7

ge=53+2+79,

=4 +i-4,

es=—5+ 4 +h, (58)

com 6 = /(A + 2k — 2h1)> + 877 e 9 = /(A — 20 + 2h1)* + 82,

com:

Os autovetores correspondentes sdo:

) =l 4.4

m2) =75 (It =) = lt.—4))

=) — Sin(@)]1,+,+),

) =L $in(@) 1.} + L5 sin(@)1.—4) + c0s(B) |11,
74) = 5 cos(6)l1.+.-) + 5 cos(9)

1
=75 Sin(@)|y+.-) + 75 sin(p)ly.—+) — cos(@)|r,—,-),

)
)

ns) =5 (le+.-) —l.—4))
)

n7) =5 cos(@)|y,+.—) + 75 cos(@)ly.—+) +sin(p)lr,—-), (59)
)

p=tan™t (SHAE2) o _zcgcr (60)
p=tan ' (AT e 2 <p<E 1)

Portanto, realizando o trago parcial em s usando a eq.??, obtemos o operador reduzido

W, em termos da base natural {|o, 05)} = {l+,4)s |l4+.—), |=.4),|=,—)}. Assim, a representacdo
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matricial do operador W',. nesta base torna-se

w1 0 0 0
0 wa+w3 wa —w3 0
Wr - 2 2 ) (62)

0 w2 ;w3 wa J2rw3 0

0 0 0 Wy

onde os elementos de W ,. sdo obtidos a partir da eq. (??) e dados por

dim(H)
—Ben 2
W1 =T11= Z Z e [SAP (63)
n=1 s=1,|
n dim(H)
w2 w3 - n
== Yo e L ] (64)
n=1 s=14
dim(H)
w2 — w3 —Ben nx
o == STO> e e el oy, (65)
n=1 s=1{
dim(H)
wi=raa= >, 3 e e P (66)
n=1 s=1,4

Usando um programa que permite a manipulago algébrica, expressamos os coeficientes de W,. na

base natural, como uma fun¢do de wi, - - - , w4, 0s quais sdo dados explicitamente por
wy :efw cos® (¢) + efM sin’ (¢) + ew, 67)
we = (e¥ cos® (¢) + e~ % sin? (d))) efM (68)
(o7 sin? () o cos? (@) e T
wz =2 cosh(%), (69)
wi =™ T cos? (p) 4o T s (p) 4o B 10)

Alternativamente, pode-se expressar W, como a soma de operadores de projecdo dos

autovetores |7,,) da Hamiltoniana (??):

4

W, = wilor) (sl (1)

k=1
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onde:

ls1) =l4a)s o) =Z (h) +1-4)), sy = Z5 (k=) = 1=4)),  lea) =l44). (72)

Uma notagdo similar foi usada na referéncia Dunn e Essam (1972), para modelo diluido
de Heisenberg.

Escrevendo na base natural {|-, -+, )}, a Hamiltoniana H se torna

~Jo— 4 —h 0 0 0
i 0 —Jo+4& - 0
H= e T (73)
0 -Z —Jo+ % 0
0 0 0 ~Jo— % +h

Usando a Hamiltoniana (??), podemos escrever a representaciio matricial do operador

W = e #H nabase natural {|o, o,)}. Entdo, a matriz W é dada explicitamente como:

W1 0 0 0
B 0 Watwz Wz —w3 0
W= 0 1D2iﬂ?3 lﬁziﬂ?a 0 ’ 74)
2 2
0 0 0 W4

onde os elementos de W podem ser expressados em termos do pardmetros da Hamiltoniana efetiva

By e PTG R (75)
By me PTo+E =8 (76)
By me P Tt 3 +E), a7
By e P—To= 3R (78)

Alternativamente, usando o operador projecdo, andlogo ao operador (??), também temos:
4
W = Zwk|§k><§k|7 (79)
k=1

onde | ) sdo os autovetores de H, o mesmo dado pela eq. (??), e obviamente satisfaz W, W} =
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0. Por outro lado, consideremos que a Hamiltoniana transformada poderia ser expressa como:
H=—J,—J(ci{os +0V0}) — Aoios — h(of + 03), (80)

onde jo ¢ uma “constante” de energia, Jéo parametro de acoplamento entre o1 € o2 no €ixo zy,
A representa o parametro de acoplamento no eixo z . enquanto que i = gB, B representa o campo
magnético externo em ambos os operadores o e 05, com g sendo o factor-g de Landé.

Uma vez que conhecemos a representacdo matricial dos operadores W ,. e W, observe
que ambas as matrizes tém a mesma estrutura, isto significa que, as matrizes sdo proporcionais (cada
elemento € proporcional pela mesma constante de proporcionalidade). Entdo, podemos impor que
os elementos correspondentes devem ser idénticos, o que implica em Wy = w1, W2 = w2, W3 = W3
e ws = wq. Além disso, esta condicdo estabelece um sistema de equagdes algébricas, com 4
pardmetros desconhecidos Jo. J,Aeh,os quais podem ser obtidos em funcdo dos parametros do
Hamiltoniano decorado J, A, h e hi. Por exemplo, podemos escrever apenas como fungdo de w1,
w2, W3 € w4, 08 quais sdo explicitamente determinados pela eqs.(??-??). Em seguida, resolvendo o

sistema algébrico temos:

Jo = In (wrwawsw). 81)
A=gin(zm). (82)
b=z (%), (83)
J=gm(2). (84)

Finalmente, pode-se ver que o resultado para Jo, A e I em termos de w1, w2, ws e wy sdo bas-
tante semelhantes a transformacdo de decoragdo classica (FISHER, 1959; ROJAS; VALVERDE;
SOUZA, 2009; SYOZI, 1972). E facil ver que J se anula quando w2 = ws seguindo a eq.??, e

também porque J = 0 na Hamiltoniana original.
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4.1.2 Transformacao decoracio quantica para o modelo XXZ com spins-
(1,3,3)

No que segue, consideramos o spin s como o operador decorado quantico com spin-1.

Assim, o modelo decorado XXZ com spins-(1, %, %) tem Hamiltoniana dado por
H=-J[s" (o] +03)+s" (0} +05)] — As® (o1 +03). (85)

A defini¢do do modelo é bastante semelhante ao caso anterior; a tnica diferenca é que s*

010 0—-i 0 10 0
agora torna-se s° = % [(1)(1)(1)},5?’ = % [6 0 Bi},sz = [88 01]. No entanto of € o5, (com
0 0

a = {z,y, z}) sdo operadores de spin-1/2 como definido na se¢o anterior. A Hamiltoniana na base
natural {|s,0,,0,) } torna-se uma matriz 12 X 12 . A representagio da matricial da Hamiltoniana H
€ mostrada no Apéndice A (??).

Depois de diagonalizar a representacdo matricial da Hamiltoniana (??), obtemos os se-

guintes autovalores:

E1 =—€12 = —A,
€ =€9 = J,
€3 =€10 = —J,

€4 =E€8 = €11 = O,

£ _2 + =
72 " 2cos(¢)’
S -
72 7 2cos(a)’
g7 =A, (86)

onde ¢ = tan~! (;TJA)’ com —g < ¢ < g Os correspondentes autovetores sdo descritos na eq.
(??) do Apéndice A. O autovalor ¢ = 0 tem degenerescéncia igual a 3.
Depois de calcular o trago parcial sobre s usamos a eq.(??) e obtemos o operador redu-

zido W, o qual tem a mesma estrutura do operador obtido na eq.(??), em termos da base natural



31

{|o1,00)}. Jd 08 w1, w2 € w3 sA0 expressos por:

N BA
w; =3e~ % cosh (Tﬁﬁq&)) —1e” 2 sinh (72 c§§¢)) cos(p)+

+ cosh(BJ) + "2 + %e_BA,

A A
wa —e~ T cosh (L) + e sinh (%) cos(¢) + 2 cosh(BJ),

2 cos(¢) 2 cos

w3 :3,

BA BA
T2

cosh (%ﬁ@) —1e” 2 sinh (%) cos(¢p)+

+ cosh(BJ) + "2 + %efBA.

Wa :%e

onde € fécil ver que, para campo magnético nulo, temos a simetria w4 = wj.
Por outro lado, os elementos (autovalores) da representacdo matricial do operador W' sdo

dados pela eq.(??):

7 _A

Wy =e PN T)) 87
FLA_J

Wy =e P70t T m2) (88)
LA J

W3 :e—ﬂ(—‘]o-‘rz-‘rg)’ (89)

e no caso limite de campo magnético nulo, temos w4 = W .

Consequentemente, as matrizes W, ¢ W, tém a mesma estrutura. Isto significa que as
matrizes sdo proporcionais (todos os elementos correspondentes s3o proporcionais € com a mesma
constante de proporcionalidade). A seguir, podemos impor que os elementos devem ser idénticos
para as representagdes matriciais de ambos os operadores. Como no caso anterior, temos trés pa-
rametros Jy, J, e A a serem determinados e trés equacdes algébricas. Entdo, podemos obter todos
os parametros desconhecidos Jo, J e A do sistema efetivo como uma fungdo dos pardmetros do
Hamiltoniano decorado J e A. Resolvendo o sistema algébrico temos:

.1
Jo 2@ In [wfwzwg] , (90)

A=gmn (). 1)
1
B

In (ﬂ) . (92)
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Note que este resultado também pode ser obtido diretamente das eqs. (??) e (??) assumindo
wy = wy. Para o caso de wa = wj, temos J = 0, 0 qual corresponde a transformagdo de decoragio
classica.

Muitas variantes de modelos de tipo Heisenberg podem ser mapeados em outro modelo
efetivo tipo Heisenberg. Do nosso resultado anterior dado por (??) e (??), podemos verificar esta
relagdo. No entanto, para transformar o modelo isotropico de Heisenberg em outro modelo efetivo

isotrépico de Heisenberg, precisamos impor a seguinte relacdo:
2
WiwWg = Ws. 93)

O modelo de Heisenberg Isotrépico (A = J) na auséncia de campo magnético pode ser
mapeado em outro modelo efetivo isotropico (A = J), embora esta simetria seja quebrada quando
o modelo estd sob a acdo de campo magnético. Assim, o modelo de Heisenberg isotrépico (A = J)
serd mapeado num outro modelo efetivo de Heisenberg anisotrépico (A #* J).

Nem todos os modelos podem ser mapeados num outro modelo com a sua simetria origi-
nal. Um comportamento semelhante pode ser encontrado para o modelo XY, pois a transformacao
nos leva a um modelo efetivo XYZ, ndo discutido nesse trabalho (Uma discussao detalhada sera

considerada mais tarde, em outra revista).

4.2 Transformacao de decoracio quantica triAngulo-estrela

Agora vamos considerar um outro sistema quantico muito interessante tipo estrela com
3-pernas. O operador de spin decorado estd localizado no centro da estrela denotado por operador
de spin s chamado de "operador decorado”, e em cada perna estdo distribuidos os operadores o1,
O2 € O03.

Definimos o operador W = e #H

, onde H é a Hamiltoniana do sistema decorado
como ilustrado no lado esquerdo de fig.??. Assumindo os autovalores e autovetores da Hamil-
toniana H como &y, € |1, ), respectivamente, com n = {1,...,dim(H)}, sendo dim(H) a di-
mensdo do espago de Hilbert associado a esta Hamiltoniana, ou seja, H|n,). Por hipétese os

autovetores da Hamiltoniana formam uma base completa. Por ser uma base completa temos que

S dmH) | Y (| = 1, sendo = 1 o operador identidade sobre o espago de Hilbert associado a

n=1
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03 7 03

Q.D.T.
5 —

0 o Qo
01 H 09 o ﬂ' 09
Figura 4 Representacdo esquemadtica da transformacao decoracdo quantica. Onde s cor-
responde ao spin decorado, enquanto que o, o2 and o3 correspondem ao spin
de Heisenberg, H (fI ) corresponde ao Hamiltoniano decorado (efetivo) respec-
tivamente.

Hamiltoniana H. Portanto, o operator W pode ser expresso por:

dim(H)
W =¢H = Z e P nn ) (. %94

n=1

Multiplicando ambos os lados do operador W pelo operador identidade 1 = 3
s,{o;

e usando por conveniéncia a seguinte nota¢do {o;} = {01, 02, 03}, podemos reescrever o operador

s{oit) (s o]

W como:

dim(H)
W= > > e meloacl onlsten)vonl 95)
n=1 s,{0;} s (o)}
onde o produto escalar € ¢ (.1 = (Tnls,{0;}) € €5 (0,3 = {s,{o:}|7n)- Realizando o trago parcial
sobre s dado pela eq. (??), o operador reduzido resulta em:

dim(H)

We= 3> > D> e dlncd onlen) onl; (96)
n=1 s{o:}{o}
onde o vetor de estado |o;) € calculado a partir do produto escalar |5,3) = (s|s,{s,}) € seu dual
({oi3] = (s,{0s}|s). Usando esta representagdo, podemos reescrever os elementos do operador
reduzido W ,. convenientemente como
dim(H)

Tloditoly = D € o el oy On
n=1 s

Por outro lado, o sistema transformado € representado esquematicamente no lado direito

da fig.??. Portanto, definimos analogamente um outro operador W, como W = ¢ #H onde H é
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a Hamiltoniana do sistema transformado chamado como Hamiltoniano efetivo.

Mais uma vez, multiplicando o operador identidade 1 = > |(5,}){{s,}| 20 operador

01,02

W, temos

4
A — —B&n xnx _~n
W= > > &8 o) oy, (98)
n=1{o:} (o)}

onde o produto escalar € ¢{, 1 = (Snl{c;}) € €{s,} = ({o;}[Sn). Assim, os elementos de W sio

dados por:

4
Ployitoly = D€ " EayTory- 9)
n=1

Os operadores W ,. e W devem ser proporcionais. Isto significa que o sistema decorado
composto por o1, o2, o3 ¢ s, depois de realizado o trago parcial, os elementos de W devem
ser equivalentes aos do W,. compostos unicamente por o1, o2 and o3. Certamente, isto é uma
generalizacdo natural da transformagdo decoracdo classica tridngulo-estrela (FISHER, 1959). Isto
significa que, todos os elementos das representacdes matriciais dos operadores W, ¢ W devem

satisfazer a seguinte relagio:
T{o}{o}} = T{oi}i{ol}: (100)

Sem duvida, este resultado pode ser rapidamente generalizado para a transformag@o estrela-
poligono com n-pernas, sendo suficiente estender nossa notagdo de spin para {o; } = {o1,02,...0n}.
E importante ressaltar que nesse caso a transformacdo envolverd acoplamento de segundos vizinhos
e terceiros vizinhos, semelhante ao discutido na referéncia (ROJAS; VALVERDE; SOUZA, 2009).

Na subsegdo seguinte, discutiremos dois exemplos para mostrar como esta transformacao

funciona.

4.2.1 Transformacao de decoracio quantica para o modelo XXZ com spins-
(33:3:2)
Nessa subse¢@o vamos trabalhar a transformacao (mapeamento) de um sistema tipico com
forma de estrela, composto pelo modelo de Heisenberg com spins-1/2. A Hamiltoniana do modelo
1111

XXZ na estrela pode ser considerada como sistema decorado com spins-(3, 5, 3, 5 ), COm 0 primeiro
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spin correspondendo ao spin central (decoragdo s), descrito pela Hamiltoniana H dada por:
H =—J[s" (0] + 03 +03) + 5" (0] + 0 + 0§)] — As® (61 + 03 +03), (101)

ondecf =1[%1], 0 [951]. 07 = 5 [ % ] sdo operadores de spin-1/2, com i = {1,2, 3},
e s (com o = {z,y, z}) também sdo operadores de spin-1/2, definida identicamente para operador
oi. O pardmetro J é o acoplamento entre as componentes dos operadores de spin no eixo zy,
enquanto A € o pardmetro de acoplamento das componentes z dos spins.

Calculamos a representagio matricial da Hamiltoniana (??), na base natural {

57”1»”27”3)}'

A matriz associada a Hamiltoniana H ¢ dada no Apéndice A (??). Os autovalores da Hamiltoniana

H sdo dados por:

o = __3A
1 =€2 = 74’
e A
3 =€4 = €5 = €6 = 1
A
87=ESZZ:|:J,
A J
59:6102611:612:Zi§,
A A
= = = - —_— 4+ - 102
€13 =€14 = €15 = €16 = c0s(d)’ (102)

onde ¢ = tan™* (%) com—7 << 7.

Os correspondentes autovetores também podem ser escritos de modo similar ao caso an-
terior, os quais sdo explicitados na (??) no apéndice A.

Uma vez calculado o trago parcial e usando a eq.(??), a representacdo matricial do opera-

dor reduzido W . resulta em:

[w 0 0 0 0 0 0 0 |
0 w2tiws wawg  wa-wg 0 0 0 0
0 w2zws wodlug  wp-wg 0 0 0 0

—_— 0 wazws  warwy  watlug 0 0 0 0 03

0 0 0 0 wptlws  wp_ws  wp_ws ()
0 0 0 0 wa—ws  wptlwy  watws ()
0 0 0 0 wa—ws  wp-wg  wptluz )

| 0 0 0 0 0 0 0 w |
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onde os elementos da matriz anterior podem ser escritos das fungdes:

cosh (%ﬁ@) — e sinh (#@A@)) cos(¢) + e#, (104)

A A
wa —e~ " cosh (zcoiﬁ)) + ¢~ T sinh (#ﬁw) cos(¢) + e~ T cosh (8J), (105)
BA
w3 :e_% cosh (%) +e 4 . (106)

Por outro lado, o modelo efetivo de Heisenberg spin-1/2 no tridngulo pode ser escrito

como:

H=-Jy—J(oio3 +0lcy + 0303 + 050y + 0507 +05c?)+
—A(oio5 + 0503 +0307), 107)
onde Jo € uma “constante” de energia, J é o parametro de acoplamento o1, o2 € o3 no eixo zy, A
representa o pardmetro de acoplamento no eixo z.

Assim, os elementos da matriz W podem ser escritos como fungdes de:

By =PI+ ), (108)
By =P +T -3 (109)
By =P E %), (110)

Analogamente ao caso anterior, impondo a condicdo W1 = wi, W2 = wa, W3 = W3,

encontramos um sistema de equagdes algébricas. Resolvendo o sistema de equacdes, temos:

jo :ﬁ In [wlwgwg] , (111)
~ 1 w3

A=gzm (Wlug), (112)
) "

J=g5m (12). (113)

Verificamos a transformagio para o caso de wa = ws, implica J = 0, e consequentemente

a matriz (??) torna-se uma matriz diagonal.
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4.2.2 Transformacao decoracio quantica para o modelo XXZ com spins-
111
(17 DRIDRI 5)
Aqui, estudamos uma estrutura de estrela tipica com spin-1 central e os outros spins sdo
spin-1/2. Assim, a Hamiltoniana que descreve este sistema poderd ser de um modelo decorado XXZ

com spins-(1, %, %, %), €Omo a seguir:

H=—[Js" (0] +05 +03)+Js" (o] + 05 +0Y)+ As” (o] + 05+ 03)], (114)

escrevendo a representacdo matricial da Hamiltoniana (??) na base natural {|s,0,,05,04) > temos
uma matriz com dimensao 24 x 24, esta matriz € muito grande para ser escrita explicitamente e tem
muitos elementos nulos.

Para o caso anisotrépico (A # J), os autovalores da Hamiltoniana (??) envolvem equa-
¢des algébricas ctbicas, embora estas equagdes possam ser resolvidas analiticamente, aqui somente
focamos o caso isotrépico (A = J), e suas solu¢des somente envolvem equagdes algébricas quadra-
ticas.

Convenientemente, a Hamiltoniana (??) pode ser expressa usando uma representagao ba-

seada no momento (magnético), resultando em matrizes bloco como segue:

H:H%@H%@H%EBHf ®H 2 (115)

e cada bloco da Hamiltoniana é dado também no Apéndice B. Um processo detalhado da diagonali-
zagdo da matriz associada a Hamiltoniana (??) é dado no Apéndice B.
Além disso, usando a eq.(??), podemos obter o operador reduzido W, o qual tem exata-

mente a mesma estrutura para a eq.(??). Entdo, w1, w2 e w3 sdo definidos pela seguinte expressao:

B5A B3A
w1 —%67 2+ %e 2 +67BA, (116)
B85A B3A BA
wy=le™"7 4 le"T plePRqles (117)
BA
wy =te P feT (118)

Por outro lado, a Hamiltoniana do modelo efetivo de Heisenberg com spin-1/2 no sistema
triangulo é dada por (2?), porque o modelo efetivo é exatamente o mesmo da se¢do anterior.
Note que, W também tem exatamente a mesma estrutura da eq.(??) easeqs. ??7)e(??)

sdo idénticas. Portanto, as eqs.(??-??) também tém a mesma estrutura e somente as expressoes
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explicitas de w1, we e ws sdo dadas pelas eqs.(??), (??) e (??), respectivamente.

E importante ressaltar a importincia da transformaggo decoragio para modelos de spins
quanticos, ja que a maioria dos materiais reais podem ser bem descritos por modelos tipo Heisenberg.
Além disso, a transformacdo decorac@o quantica poder ser exatamente aplicada para pequenos siste-
mas quanticos, tais como pares de sistemas de spins (HOU et al., 2012; RIGOLIN, 2004; ZHANG;
JIANG:; ABLIZ, 2011), entre outros modelos.

Em resumo, a transformacdo decoragdo pode ser aplicada, para varios outros modelos.
Mas devemos aplicar com cuidado este método, porque nem todas as Hamiltonianas satisfazem a
simetria do correspondente modelo original.

Vale a pena mencionar também que esta transformacio ndo pode ser aplicada ingenua-
mente para modelos de rede, devido ao fato de que podemos ter operadores ndo comutativos . Na

proxima se¢do, iremos discutir este ponto com mais cuidado.
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5 TRANSFORMACAO DECORACAO QUANTICA PARA MODELOS DE
REDE

Obviamente, a transformacdo decoracdo discutida anteriormente ndo pode ser aplicada in-
genuamente para modelos na rede com spins quénticos. Ao contrério da transformagao decoracdo
classica, a qual pode ser aplicada exatamente para modelos de spins na rede, para a transformagao
decorag@o quantica os operadores ndo comutam. Podemos tentar aplicar a transformag¢ao decoragdo
quantica para modelos na rede, entretanto, surgem imediatamente acoplamentos de segundos vizi-
nhos, assim como termos de acoplamento de ordem superior, levando a uma Hamiltoniana muito

complicada, ficando assim o espirito simplificador da transformacéo perdido.

5.1 Correcao na transformacido decoracdo quantica usando a férmula de

Zassenhaus

Sem perder a generalidade, vamos considerar convenientemente um modelo de cadeia

quantica dada pela Hamiltoniana:

2N
H:ZHi,iJrl:H1,2+H2,3+H3,4"'. (119)

i=1
Vamos considerar uma cadeia aberta com 2N + 1 sitios, assumindo que em todos os sitios pares da

cadeia temos spins decorados. Portanto, nés podemos reescrever convenientemente a Hamiltoniana

como:

H=(Hi2+H23)+ (Hsa+ Huss)+ (Hs6+ He7)+ -+, (120)

=H;3+H3s5+Hs7+ ..., (121)

denotando H g;—1,2i+1 = H2i—1,2: + H 2 2i+1. Nessa notagdo todos os sitios pares sido considera-
dos como spins decorados os quais sdo implicitamente definidos e formalmente a Hamiltoniana do

sistema pode ser reescrita como:

N
H=) Hz 121 (122)

i=1

Agora precisamos definir o seguinte operador W = ¢~#*_ Usando a formula de Zasse-
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nhaus até segunda ordem, como descrito no Apéndice C, obtemos a seguinte expressao:

N
*ﬁ(_21H2i—1,2i+1)

W, =e i= (123)

Z

1
2 r r /
+ % ([H2j71,2j+17H2j+1,2j+3] — [H3j-1,25+1, H/2/j+1,2j+3]) + O(ﬁs)7

Jj=1

onde o segundo termo da eq. (??) corresponde a corre¢io de ordem 32. Entretanto, para muitos dos
modelos tipo Heisenberg, esse termo € nulo, porque ele envolve termos de ordem bilinear na poténcia
dos operadores. Para operadores nio bilineares o coeficiente de segunda ordem (%) poderia ser
relevante.

A primeira vista, poderfamos pensar em incluir este termo para corrigir os nossos resul-
tados da transformagdo de decoracdo. No entanto, estamos diante de um problema grave, porque
este termo inclui efeitos da interacdo entre os trés vizinhos proximos. Consequentemente, o espirito
da transformacdo decoragdo falha, e ndo podemos maped-lo em um modelo que envolve interagdes
somente entre primeiros vizinhos (uma estrutura simples). Entretanto, podemos usar o termo de
corre¢do para quantificar a regido de validade do nosso resultado.

Da mesma forma, para o modelo de Heisenberg padrdo, o termo de corre¢do de terceira
ordem (/%) seré nulo, pois o traco de operadores de spin elevado a poténcia impar é nulo. Assim,
este termo também ndo contribui, a ndo ser para o caso em que a Hamiltoniana tenha termos nao
bilineares. Pode-se encontrar uma expressao similar a eq. (??), mas o resultado seria indtil para a
transformag@o decoragdo.

Outra forma interessante de obter as corre¢des ¢é através da expansdo em cumulantes[?],
ou mesmo, alternativamente, usando a expansido em séries desenvolvida na referéncia (ROJAS;
SOUZA, 2002), particularmente para termos de ordem superior.

Note que para dimensdes maiores, os modelos de spins podem ser mapeados de modo

semelhante, entretanto os termos de acoplamentos poderiam ser um pouco mais complicados.

5.2 Cadeia Heisenberg como uma cadeia decorada de Heisenberg

Aqui, para mostrar como a transformacio de decoragéo funciona, vamos fazer uma apli-

cacdo simples em uma cadeia de Heisenberg com spin—%, com N’ = 2N sitios e com condigdo de
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l T [ (N =4) f@ [ (N’ =8) f® [ & — 7@ [ (N =8) f& [ (N’ = 16) f(16) [ F6) _ 7&) l
0.1 —0.2586958 —0.2611776 2.4819 x 10~ 3 —0.2543836 —0.2568705 2.4870 x 10~ 2
0.2 —0.2718840 —0.2742885 2.4045 x 10~ 3 —0.2669289 —0.2693436 2.4147 x 10~ 3
0.3 —0.3040827 —0.3059479 1.8652 x 10~ 2 —0.3024891 —0.3043023 1.8133 x 10~ 3
0.4 —0.3518063 —0.3531251 1.3189 x 10~ ° —0.3513949 —0.3526862 1.2913 x 105
0.5 —0.4073722 —0.4083200 0.9479 x 10~ 3 —0.4072546 —0.4081909 0.9364 x 10

TABELA 1 Energia Livre como fun¢@o da temperatura para os pardmetros fixos J = 0.1

e A=1.0.

contorno periddica, dada pela seguinte Hamiltoniana:

N
— z z Y Y z T Y Y
H=— E {J (02i—152i + 02i_182; T 82i02i41 + S2i02i+1)} +
i=1
N
z z z z
- E {A05;_155; + As3,05,11}, (124)
i=1
onde s2; = {s3;,5%;,55,} € 02i41 = {0%,41,0%,1,05;41} sdo ambos operadores de spin—%.

Entretanto, vamos definir o spin s2; como spin decorado (todos os sitios pares na cadeia de spins
com interagdo tipo - Heisenberg). Seguindo a transformacio de decorag@o apresentada na se¢do

anterior, a Hamiltoniana efetiva serd dada por:

N

H=— Njo — Z {j (U;-Eajﬂ_l + U;-’U;-’_H) + Aafajﬂl} s (125)
j=1

=—NJo+ Hez. (126)

onde Jo, J e A sdo dados pelas eqs. (2?), (2?) e (??) respectivamente.

Esse modelo pode ser resolvido numericamente para uma rede finita, através de uma dia-
gonalizagdo numérica exata. NGs escolhemos essa abordagem a fim de demonstrar como a transfor-
magao decorag@o quintica pode ser ttil para estudar os modelos tipo Heisenberg.

Portanto, uma vez encontrados numericamente todas os autovalores para a energia, nds
podemos encontrar a energia livre por sitio (N’ = 2N):

_ ! oo b Lz
fon = 2N61n(ZZN)’ and  fy = 1n(ZezvN)v (127)

onde Zoy = tr (e "*), e Zew v = tr (e_ﬁﬂ”)‘
Na tabela ?? temos na primeira coluna um conjunto de temperaturas. Na segunda coluna
temos a energia livre para o modelo efetivo com N = 4 e na terceira coluna temos a energia livre

do modelo original para N’ = 8 e na quarta coluna temos a diferenca entre essas duas energias
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livres. Podemos observar que a diferenca é da ordem de 1073, Na quinta coluna temos a energia
livre do modelo efetivo com N = 8, na sexta coluna temos a energia livre para o modelo original
com N’ = 2N = 16, e na sétima coluna temos a diferenca entre as duas tltimas energias livres.
Podemos observar que os resultados estdo em acordo (até a terceira casa), e a energia livre do mo-
delo efetivo estd bem proxima da energia do modelo de Heisenberg original e a diferenca entre os
resultados € mais significante a medida que diminuimos a temperatura. Note que a Hamiltoniana do
modelo de Heisenberg efetivo s6 precisa de metade dos sitios do sistema original. N6és s6 compara-
mos os resultados em regides de temperaturas relativamente baixas e na regido de altas temperaturas
os resultados devem ser obviamente muito mais préximos. Certamente, o formalismo de mapea-
mento desenvolvido aqui pode ser combinado com formalismos numéricos, gerando resultados mais
interessantes.

Andlises mais detalhadas usando esses métodos combinados de investigagdo poderiam ser

interessantes, entretanto essas andlises estdo fora dos objetivos desse trabalho.

5.3 Cadeia de Ising-Heisenberg com acoplamento alternado

Como uma segunda aplicagdo, vamos considerar uma cadeia alternada Ising-Heisenberg
como proposta por Lieb-Shultz-Mattis (LIED; SCHULTZ; MATTIS, 1961). Certamente, esse mo-
delo nao pode ser mapeado em um modelo efetivo exatamente soltivel através de uma transformagao
decoracdo cldssica. Embora a transformacgdo de decoragdo quantica ndo possa ser aplicada exata-
mente para essa rede, vamos obter uma solugio aproximada para esse modelo.

A Hamiltoniana que descreve o modelo Ising-Heisenberg pode ser escrita de maneira si-

milar 2 Hamiltoniana (??). Portanto teremos:

N
H = ZH21‘71,21‘+17 (128)

i=1

onde

_ z z T _x Yy Y z _z
Hoi12i41 = —A03_183; — J (5210214-1 + 5210214.1) — J252i0%i41- (129)
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Os autovalores da Hamiltoniana (2?) sdo dados por:

I S e LA
1(2) — 4 4’ 3(4) — 4 4’
J A J. A
=2 _ _— —vz 1
%50 =y 4cos @’ 1w =g F 4cosg’ (130)

onde ¢ = arctan (KJ) Enquanto que os correspondentes autovetores sao:

[uicay) =%, £, £),
|U3(4)> :|¥ +,F),

luse)) = (\/WH— - — |_,_’_|_>)7
juri) =22 (VIFe0sdl4, =)+ |- = 4) (131

Seguindo passos semelhantes aos das secdes anteriores, nés podemos obter o operador

reduzido W ,.. A representagdo matricial do operador reduzido é diagonal na base natural:

W, = , (132)

onde w1 = w4 € w2 = w3, e os elementos de W,. sdo dados por:

Jz+A adz

wy =e?(Ta ) pe Pt [COSh (4COS(¢)) + cosh (4COS(¢)) cos(d))] ,
Jz—A Iz

wy =7 3 [cosh (ﬁ) — cosh (ﬁ) cos(qb)} .

Portanto, o modelo pode ser mapeado em um modelo efetivo de Ising com spin-1/2 dado

por:

N
H=-NJo—A> oioit1. (133)

i=1
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Os autovalores e autovetores da Hamiltoniana acima sdo dados por:

- ~ A
€1(2) = —Jo — Z — | U1(2)> :| :|::|:>7 (134)
. - A
Eaa) = —Jo+ o — [va) =[ £F). (135)

Obviamente, o correspondente operador W é também diagonal, e cada elemento pode ser compa-

rado ao de W ,., de forma que w; = w;. Portanto, os pardmetros de 7 sdo dados:

Jo = % In (wrw2), (136)
X 2 w1
A_Bm<@>. (137)

O modelo de Ising spin-1/2 é bem conhecido, e pode ser resolvido exatamente via ma-

triz transferéncia. Aqui ndo entraremos nos detalhes e somente apresentaremos a solugdo. A

. A . wi w2 . ~
matriz transferéncia 2 X 2 e dada por V. = , cujos autovalores sdo dados por
w2 w1
y/— Jo (eBA/ 44 e PR/ 4). A fungdo de particiio para o modelo de Ising efetivo com spin—%

na rede, €:
Zn =AY + AV, (138)

No limite termodindmico N — oo, a energia livre é dada por:

_Jo 1 BA/4 | ~BA/a) _ _ 1
r=-3 2ﬁ1n(e te )7 55 In (w1 +ws). (139)

A energia livre dada por (??) é um resultado aproximado para a Hamiltoniana do modelo
decorado (??). Para J pequeno os dois resultados estdo muito préximos. Uma andlise mais detalhada
poderd ser feita em outro trabalho.

A energia do estado fundamental e a andlise espectral do modelo dado pela Hamiltoniana
(??) foram discutidas na referéncia Yao, Li e Gong (2002). Entretanto, ndo existe solugdo analitica

descrita na literatura.
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6 CONCLUSAO

Nessa tese apresentamos um formalismo para a versdo quintica das transformacdes de
decoracdes e mostramos como essas transformagdes podem ser aplicadas para modelos tipo Heisen-
berg. Essa transformag@o representa um mapeamento exato quando o sistema (finito) é composto
por somente uma unica decoracdo, por isso ela poderia ser usada para demonstrar a equivaléncia
entre dois sistemas formados por dois spins quanticos, por exemplo. Nesse trabalho, nds apresenta-
mos alguns exemplos, tal como o Modelo de Heisenberg de spin—% e o modelo de Heisenberg misto
com spin-(1, %) Entretanto, a transformacio de decoracdo quantica ndo pode ser usada, ingenua-
mente, para mapear exatamente um modelo de spins quanticos na rede em outro, por causa da ndo
comutatividade dos operadores.

Entretanto, no limite "cldssico” pode ser possivel realizar o mapeamento e estabelecer uma
equivaléncia entre dois modelos quénticos de spins na rede. Para estudar a validade desse forma-
lismo para modelos quanticos de spins na rede, nds usamos a férmula de Zassenhaus, e obtemos a
corre¢do para a transformagdo decoragdo quantica, quando aplicada a um modelo de spins na rede.
Essa correcdo envolve acoplamento de primeiros vizinhos e termos de longo alcance, levando-nos
a uma situacdo trabalhosa para estabelecermos a equivaléncia das redes. Entretanto, ela nos for-
nece informacdes importantes sobre sua contribuiciio, e pelo menos para muitos dos modelos tipo
Heisenberg ela € irrelevante até terceira ordem em f3.

Em um outro caminho para testar os resultados gerados pela transformagao, nés a apli-
camos a uma rede finita de Heisenberg e comparamos nosso resultado como o resultado numérico,
mostrando que os resultados obtidos a partir da transformagao sdo promissores. Vale a pena ressaltar
que o nimero de sitios interferiu pouco na diferenca entre os resultados.

Também aplicamos a transformag@o a uma rede Ising-Heisenberg alternada, e obtivemos
um resultado aproximado. Essa aproximacdo é muito boa para uma anisotropia xy fraca para as
redes de Heisenberg.

Como futuros trabalhos, pretendemos aplicar o formalismo ao modelo de Heisenberg puro
em 1D, 2D e 3D, concomitantemente como andlise numérica do modelo. Acreditamos que os

resultados serdo melhores para altas temperaturas e/ou acoplamento anisotrépico xy fraco.
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APENDICE A- Representaciio explicita das Hamiltonianas

Neste Apéndice apresentamos algumas Hamiltonianas explicitamente na base natural:

1. Hamiltoniana do modelo XXZ com spins-(5, 5, 1) na natural base {|s,o;,0,)}, onde hy =

hy
+h
A _hy
3 5 h 0 0 0 0 0 0 0]
hy J
0 -M 0 -2 0 0 0 0
hy J
0 0 - - 0 0 0 0
J J A _ g
0 - -4 4L +h 0 0 0 0
H— 2 2 2
AL J J
0 0 0 0 S+F-r -4 -4 0
J hy
0 0 0 0 ) ) 0 0
_J hy
0 0 0 0 D) 0 5 0
0 0 0 0 0 0 0 B QR Ry
L 2 2 ']
(140)
. . . 1 1 .
2. Hamiltoniana do modelo XXZ com spins(1, 5, 5) XXZ na base natural {|s,0,,05) }:
—A 0 0 0] 0 0 0 0 0 0] 0 0
0 0 0 L 0 0 0 0 0 0 0 0
V2
J
0 0 0] - 0 0 0 0 0 0 0] 0
V3
J J
0 — — A 0 0 0 0 0 0] 0] 0
V2 V2
J J
0 0 0 0 0 - - 0 0 0 0 0
V2 V2
J J
0 0 0 0 _— 0 0 - = 0 0] 0 0
. v Vel
J J
0 0 0 _— 0 0 - 0 0] 0] 0
V2 V2
J J
0 0 0 0 0 - = - 0 0 0 0 0
V2 V2
J J
0 0 0] 0] 0 0 0 0 A — = _ 0
V2 V2
J
0 0 0] 0 0 0 0 0 - 0 0 0
V2
J
0 0 0 0 0 0 0 0 —-— 0 0 0
vz
0 0 0] 0] 0 0 0 0 0 0 0] —A

(1413



ou equivalentemente, podemos expressar como uma composi¢ao de matrizes bloco:

[ J J J
0 0 -7z A -5 T
Hi = 0 —% , Ho1 = —% 0 0
J J J
- v A - 0 0
J J
J J
| 2 0 Y
J J
J J
L 0 -5 % 0

Portanto, escrevemos como segue
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H=Ho®H1 PHoDPH-1DH_2. (142)
Os autovetores da Hamiltoniana (??) sdo dados por
Im) =l1+.+),
1
n2) =5 (11+-) + [1—4) = VZo+.4)) (143)
1
|m3) §(|1 - +|1,7,+>+\/§|0,+,+>),
1
|74) =7 (=) = .20,
1
Ins) =3 [V1=008(6) (lo.+.-) + lo—+)) = VI +008(6) (l1,-.-) + |-1.4.4))]
1
In6) =3 [VI+005(6) (lo.+.-) + o)) + VT = 05(6) (l1,-.-) + |-1.4.4))]

(144)
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=) = [=14.4)) 5

~

) _7_ﬁ ) _7_ﬁ

—

7

lo,—+) = lo+-1) 5

~

—

78

=) F e — ) — \/§|0,7,—>> ,

f—

) F ) V20 0))

P

— | — | N

m9)

710)

-1, ) = [=1,4,-)),

l-1,--)-

(
S
i
I

—~

711

(145)

112)

3. Hamiltoniana do modelo XXZ com spins-(%, 3, 1, 3) na base natural {50, ,0y,05) }:

© o o o o © o 0o o o o o o o o
SO ©O O O O O O O O O O O ~Na o q+ o
O O O O O O O O O O O O NSady o o
A74
o O O O O O o o o ©oO O ~Na 3_ Sl Sl ©
O O O O O O O O O O O d¥ N o o o
o O O O O O Na o Sa o A_Z o o o o o
O O O O O Na o O Sa A:_4 o o o o o o
© o o © © © o © A__Z S Rl © © © © o
o O o O O Sa s. A:_4 o ©O © ©o o ©o o o
o o ©o o o o A_T, S O O N O O O O O
o o o o o A:_4 O NN O N O O O O o O
© O O Nadqtr o O O O O O O o o o o
A_T,
O Na e el N O O O O O O O O o o O
|

O O d¥ Nl O O O O O O O O O o o o
© ¥ © "Rl ©O O ©O O O O O O ©O o ©o o
MT O O O O O O O O O O O ©o o o o

1

I
T

(146)

Os autovalores da Hamiltoniana sdo dados em (??), e os correspondentes autovetores sao

dados por
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m) =l.—--)

m2) =|t,+,4,4)

Ins) % (ot = Frerrenn) s
Ina) :% (omrmet) = lrrmrn)) s
Ins) :% (ot + I oes) = 2lmtt)),
In6) :% (it + lmbn) = 2l ),
In7) :% (=4 =) = lto=t=) = e =) F ot =) T =) + =) 5
Is) %(|T+77>+|T e F ) ) F )
19) =3 (.= = bt eat) =l ) e )
I710) :2713 (= =) = 2|0 —4,=) + ==t F =) = 20— 4) + 1= +1))
1) =3 (brotmd = b)) = it

1

In12) = 7 (It+==) =2l —4,2) == 1) = =) T 2044 = |t +1)) s

[mh_- = V1= 008(8) (lo- =)+ |t =) + L mt))]
[W bt bt) = V1= 008(0) (frt,—ob) + bttt + I

mus) = 1 T VA = com@le, )+ VT 008(8) (1) it ) )]
1 T VAT = eom@lirt0) + VT €0800) (1.0,-) F e, )+ )]

(147)

Ima) =

—_
G:

[714) =

@

@

I716) =

@



Expressando na base natural {|s,,+5,04) }, @ Hamiltoniana H serd

—Jo — 34 0 0 0 0 0
A J J
0 -Jo+ 4 -4 -4 0 0
Jj A J
0 -4 -Jo+ 4 -4 0 0
J J j A
~ 0 -4 -4 —Jo+ £ 0 0
e 2 2 1
A _J
0 0 0 0 -Jo+ 4 4
J 7 A
0 0 0 0 -4 -Jo+ 2
J J
0 0 0 0 -4 -3
0 0 0 0 0 0

Usando o resultado anterior , podemos escrever o operador W = e~

{|oy,02,05) - Portanto, os elementos sdo dados por

0 0
0 0

0 0
_%— 0
,%’ 0
—JO+% 0
0 —Jo —

BH

(@ o 0 0 0 0 0

0 @222’@3 Do —W3 Do —W3 0 0 0

0 zﬂzgws Do t2W3  Wa—u3 0 0 0

- 0 ﬁ,ngg ﬂjggﬁ]g 152-;2153 0 0 0
0 0 0 0 11}245211}3 11)2511}3 12}25@3
0 0 0 0 Do —13 12}2-22@3 11)2;7]}3
0 0 0 0 Do —3 Do —13 m2+32uv3

0 0 0 0 0 0 0

o O O o o o o
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3A
T |

(148)

na base natural

, (149)
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APENDICE B- Diagonalizacio da Hamiltoniana do modelo XXZ com spins-(1, 3, 1, 1)
Podemos escrever convenientemente em forma de matrizes bloco , os quais podem ser divididos
pelo seu momento magnético em blocos de matrizes, como segue.

1. Para momento magnético m = g, temos apenas uma configura¢do |41,4,4,+) para este

momento magnético,

5 =— —. (150)
2

Obviamente, os correspondentes autovalores e autovetores sao,

3A
e =0 [v1) = |+1,4,4+,+)- (151)

< 3
2. Para momento magnético m = 3, temos quatro estados dado por {|+1,+,+,—)s|+1,4+,—.+).

|+1,—,4,4)5|0,4+,+,+) }, nesta base o bloco da Hamiltoniana pode ser expresso como

A J
-2 0 0 2%
0 _A 0 _ L
H; = 2 V2 (152)

: 0 0o -2 -2
2 V)

g _J _J1

2 VR R

Para o caso isotrépico J = A, obtemos os seguinte autovalores e autovetores sdo dados por

3A 1
e2=— -, )= 7 (|+1,+,+,7> + )+ ) + \@|0,+,+,+>) ;
1
g3 =A, —vg) = —
3 |vs) i

(\/§|+1,+,+,—> V244 ) + V201 ) — 3|0,+,+,+>) ;

A 1
ea=—5 )= 7 (=) = = 0)
A 1
= — — — = — _) — _ .
€5 D) |vs) V2 (l+144,-) = l+1,—+.4))
3. Para o momento magnético sendo m = %, teremos sete estados representados pela base
{1+ — =)l — = hle = =4 hlot .= )slo.+.— 4 ) o~ +.4): | =1,4.+.+) } entdo 0 bloco




de Hamiltoniano sera:

Nl
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0 2 0 7% 0 -5 0

0 0 2 0 %5 % 0

%5~ 0 0 0 0 -5 |- (153)
%5 0 - 0 0 0 -

0 -% -5 0 0 0 -
000 = -F —F B

Assumindo J = A, os correspondentes autovalores e autovetores sao dados por

eo = — 22 s Jug) = {] )+ | )+ ] )+
6 5 o) = g UHttm ) Tl ) o
V2o b4-) + ot o)+ o) o (154
A
er==5 =l = (lrn) —htemas) +VEoob) = o))
(155)
A 1
es =5, = |vs) =35 {l41,4-=) = 241, 4, =) F [+1,—— 1)+
+V2(lot+.-) + 2oct- ) — o)) } (156)
1
g9 = A, — |vo) —% (\/5(|+1,+,7,7> = l+1,-=4)) = (o, +,4,-) — |0,7,+,+>)> )
(157)
1
e10 =4, —fvio) =373 {\/5(|+1,+,7,7> =201, ) F - ) F
+o,+,4,-) = 2lo,+,—4) +lo,—+.4)} (158)
1
cin =4, =) =371 {=4(l41+— ) Flor— ) F - — e+
+V2(Jo, 14— ) F o4 —4) +lo—44)) + 6|—1,+,+,+>} ,
(159)
5A 1
f12 = —vi2) Zﬁ {+14==) 41— +2) + 41— 1)+
—V2(Jo, 4 4.-) F ot —4) +lo— 1)) + 3|—1,+,+,+>} :
(160)

4. Para o momento magnético m = —%, observemos que também temos sete estados, e
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a Hamiltoniana H_1 € idéntica a H1, mas a base que representa esses estado € dife-
2 2

rente e sao representadas pela base {1+ +,~ )/ <1+ -+ )/ =1,— + )0 - +)Jo— + ).

0,4,4,—)s|+1,—,—,—) }. Portanto, os autovalores sdo idénticos aqueles dados por ¢ - - - €12,
e os correspondentes autovetores também tem as mesmas estruturas e usando a simetria

+ — —e — — +, podemos gerar todos correspondentes autovetores.

Param = —%, temos uma matriz equivalente a matriz com momento magnético a m = %
Assim, os autovalores sdo idénticos para o caso 2. Usando a simetria + — — e — — +,

podemos construir o seus autovetores correspondentes.

Enquanto que para m = —%, temos uma matriz equivalente para o caso m = 5
3A
H s =-", (161)
asim o correspondente autovalor e autovetor sao
3A
e1=——7, |va)=|-1---). (162)

2 )



APENDICE C- Correcéo da transformacéo decoracio quéntica

A formula de Zassenhaus é dada por

A+B A B Llia,Bl+..
eATB = ¢/ B o2l I+ ,

onde A e B sao operadores. Usando a formula de Zassenhaus até segunda ordem, temos

N
_ 7B(i§1H2i71’2i+1) _—BH13 —B(H35+Hs 7+) —B*[Hy 3,Hs 5]
=e =e e e
—BH —BH3 5 —B(H H
—e PH13,~BHsz 5, ~BF(Hs 7+H79+)

e_BZ[H3’5’H5’7]e_52[H1’3’H3'5]
A

Depois de aplicar N vezes temos a seguinte expressao

J

N 1
W = | |e*ﬁH2i—1,2i+1 | | e*ﬁ2[H2j—1,2j+17H2j+1,2j+3]
i=1 =N-—

1

Portanto, o operador W ¢ vélido pelo menos até O(5?) , entdo, simplificando eq.(??) temos

N N-1
W= (H eBHzilv”“) <1 - % [H2j1,2j+17H2j+1,2j+3}> +0(8%),
i=1

Jj=1

alternativamente, ainda podemos escrever

Z

N
— . . 2 P
W =]Je Pamraes — B2 " [Haj1oi41, Hajer 2743] + O(5%).

i=1 J

Il
=

Realizando o trago parcial sobre o spin decorado (sitios pares), temos

N
—B( X Hzi—1,2i+1)
W, =tre [ e =1

N N-—-1
— . . 2
=tre <| [ BH”‘W“) - Stre < ) [H2j1,2j+17H2j+1,2j+3]) +0(8%),

i=1 j=1
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(163)

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)

com tr. denotamos como sendo o traco parcial sobre sitios pares. Depois de realizar o trago parcial

sobre os spins decorados, cada elemento do produto contem apenas um sitio par. Entdo, o traco
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parcial sobre sitios pares podem ser distribuidos através da produtoria,

Z

—1

N
W, =[] tras (e“’H%*lv?Hl) — BNt ([Haj 12501, Haji0513]) + O(B%). (169)
i=1 j=1

Portanto, usando a transformagéo de decoragido quantica dado por eq. (??) e substituindo

o trago parcial trace em eq. (??), temos

N N-1
—BHo.: . 2
W, = e PHzi-12i41 _ % Z ([HIQj—l,2j+17H/2/j+1,2j+3]) + O(ﬂg)a (170)
=1

=1

! 1
onde denotamos Hb; 1 o541 = traj (H2j—1,2j4+1) and HYjq o515 = trojyo (Haj41,2543) -

A relag@o abaixo pode ser obtido de um modo similar ao obtido em (??). Entdo, temos

N s SB(E v o) YT 20z -
He*5H2i—1,2i+1 —e i3 2i—1,2i41 H e P [H2j—1,zj+1,H2j+1,2j+3]7
i=1 j=1
N N-1
—B( X Hai—1,2i41) 2 - - 3
=e = +5 ([H2j71,2j+17H2j+1,2g‘+3}) +O(B7).

Py

<

(171)

Finalmente, substituindo a relagdo (2?) em (??), o operador reduzido W,. é expressado

pelaeq.(??).



